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Uvod

Tato diplomova prace se zabyva atomem vodiku a jeho vyukou na vysoko-
skolské i stredoskolské trovni. Jednim z cili diplomové préace je uvést dostupné
materidly pro vyuku kvantové mechaniky se zamérenim na vyklad atomu vodiku
pro obé drovné.

Prvnim hlavnim cilem je vytvorit ¢ast studijniho materialu pro vysokoskolsky
kurz Kvantovd mechanika, ktery je uré¢en budoucim ucitelim fyziky. Vytvoreny
text pak bude tvorit jednu z kapitol ve skriptech Z. Koupilové a P. Kacovského
Kvantovd fyzika (nejen) pro budouci ucitele [1].

Druhym hlavnim cilem je navrhnout napln seminare urceného pro studenty
stfedni skoly, ktery je seznami s problematikou atomu vodiku a atomovych or-
bitalli, a vytvorit k nému podpurné studijni materidly. Déle vyuku navrzeného
seminare zrealizovat se skupinou stredoskolskych studentti, ziskat zpétnou vazbu
od studentt i uciteli a na jejim zakladé vytvorené materidly upravit.

Téma diplomové prace jsem si vybrala na zakladé své zkusenosti s tvorbou
studijniho materidlu v ramci své bakalarské prace Studijni text k vybranému té-
matu predmétu Kvantovd mechanika. V ramci této prace jsem se rozhodla doplnit
chybéjici kapitolu o atomu vodiku. Zamérila jsem se také na tvorbu stredoskol-
ského studijntho materidlu, protoze vnimam nedostatek materialt pro vyuku té-
mat z fyziky mikrosvéta, které by stredoskolskym studenttim priblizily kvantovou
mechaniku aktivnim zptisobem na pro né prijatelné trovni.

Prace se sklada ze ¢tyt kapitol a ¢tyr priloh. Prvni kapitola je vénovana resersi
dostupnych materialii pro vyuku problematiky atomu vodiku na vysokoskolské
i stfedoskolské trovni a popisuje, jakym zptsobem ovlivnily nalezené materialy
tvorbu studijnich textii popsanych v dalsich kapitolach.

Druhé kapitola je vlastnim studijnim textem ke kurzu Kvantovd mechanika
vyucovaném na MFF UK, ktery je doplnén ulohami. Tato kapitola respektuje
grafickou tpravu skript [I] a odkazuje se na jiz existujici ¢asti téchto skript.

Ve tieti kapitole je popsan navrzeny seminaf urc¢eny studentim stiedni skoly,
ktery se zabyva popisem orbitali atomu vodiku. K tomuto seminari byl také
vytvoren pracovni list s ndzvem O orbitalech atomu vodiku, ktery je prilozen
k této praci v rozsitené verzi (ptiloha a ve zkracené verzi (pifloha [B]). Tato
kapitola zaroven slouzi jako privodni text pro ucitele, ktefi se rozhodnou seminar
vyuzit pri své vyuce. Naleznou zde autorské feseni a ukazky studentskych reseni
ukolti z pracovniho listu. Na konci této kapitoly je popsan priubéh realizace vyuky
seminare na vybranych stfednich skolach. Je zde také zpracovana zpétna vazba
od studentti i uciteli a také expertni posouzeni navrzeného seminare zkusenymi
uciteli z praxe. Dotaznik, pomoci néhoz byla zpétna vazba od studenti ziskana,
je uveden v priloze [C|

Posledni kapitola je vénovana uloham tykajicim se atomu vodiku, které jsou
zvefejnény ve Sbhirce resengch tloh [2], nékteré z nich byly zahrnuty také do vy-
sokoskolského studijniho textu popsaného v kapitole [2 Kazd4 z péti tloh je zde
kratce popsana, vlastni text tloh a jejich feSeni je v priloze @ Ulohy byly tis-
tény z ptimo prostiedi Sbirky resengch tuloh [2] a jsou urceny k prohliZeni online.
7 tohoto divodu jejich vzhled v tisténé podobé neni idealni.






1. ReSerse vybrané literatury

Cilem této reserse je podat prehled dostupnych studijnich materiala pro vy-
uku kvantové mechaniky se zaméfenim na atom vodiku na vysokoskolské a stie-
doskolské trovni. Nejprve se zamérime na literaturu vysokoskolskou, posléze na
literaturu stredoskolskou.

1.1 Vysokoskolské studijni materialy
k problematice atomu vodiku

V této casti reserse je cilem porovnat pristupy dostupnych vysokoskolskych
ucebnic zabyvajicich se problematikou atomu vodiku. Na zakladé doporuceni ve-
douci préce byly vybrany a porovnavény tyto vysokogkolské ucebnice: Uvod do
kvantové mechaniky od L. Skaly [3], Uvod do kvantovej mechaniky autortt J. Pis-
tita, L. Gomol¢éka a V. Cerného [4] a také rukopis Kvantovd mechanika pro ucitele
autori O. Bilka a V. Kapsy [5] vznikly na MFF UK. Z anglické literatury byly
vybrany ucebnice D. Griffiths: Introduction to Quantum Mechanics [6], E. Taylor,
A. French: Introduction to Quantum Physics [7], D. McIntyre: Quantum Mecha-
nics: a paradigms approach [8] a ¢esky preklad Feynmanovijch prednasek z fyziky
s Tesenymi priklady trojice autori R. Feynman, R. Leighton a M. Sands [9].

Tyto ucebnice nyni nebudeme komentovat kazdou zvlast, ale radéji predsta-
Na zakladé porovnani téchto oblasti jsme se pokusili vymezit dva mozné pristupy
k vykladu problematiky atomu vodiku a rozdélit studovanou literaturu do dvou
skupin podle prevazujiciho pristupu.

1.1.1 Porovnani pristupu v ucebnicich

SoustTedili jsme se na kapitoly tykajici se atomu vodiku a momentu hybnosti,
ktery s problematikou atomu vodiku tzce souvisi. Prvni sledovanou oblasti je
tematické zarazeni problematiky atomu vodiku v ramci celé uc¢ebnice. Dale jsme
pozorovali, jakym zptisobem byla problematika atomu vodiku uvedena a motivo-
vana. Dalsi sledovanou oblasti bylo provazani ¢asti vénované atomu vodiku s ¢asti
vénovanou momentu hybnosti. Posledni oblasti byla strategie feSeni stacionarni
Schrodingerovy rovnice pro atom vodiku.

Oba pristupy spolu se sledovanymi oblastmi nyni okomentujeme. Na zaveér
také uvedeme, jakym zptisobem ovlivnily rizné pristupy vznikly studijni text.

Zarazeni atomu vodiku v ramci ucéebnice

Prvni oblasti, na niz jsme se pti porovnavani pristupii jednotlivych ucebnic
zamérili, je zatazeni problematiky atomu vodiku do tematické struktury ucebnice.
Vétsina studovanych ucebnic se zabyvala atomem vodiku jako samostatnym té-
matem, a vénovala mu samostatnou kapitolu. Tomuto pristupu se vymykaji autofi
ucebnic [6l [7, [4], ktefi atom vodiku pojimaji jako piiklad jednoduchého trojroz-
mérného systému (napft. spolu s trojrozmérnou nekonecné hlubokou pravothlou
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potencidlovou jadmou a harmonickym oscilatorem) nebo jako aplikaci Schrodin-
gerovy rovnice ve tfech dimenzich. Toto tematické zarazeni nutné neovliviiuje
pristup autortu k vykladu atomu vodiku v dalsich oblastech.

Zpusob uvedeni do problematiky atomu vodiku

V této oblasti porovnavame zpusob predstaveni fyzikalniho systému atomu
vodiku. Rozlisujeme, jestli autor pristupuje k atomu vodiku jako k problému dvou
téles, resp. problému dvou hmotnych bod, nebo jestli systém popisuje pouze jako
pohyb elektronu v poli centralni sily nehybného jadra.

Prvni zpisob voli pouze autor [8], ktery podrobné popisuje prechod od popisu
pohybu celé soustavy jadra a elektronu k oddélenému popisu pohybu hmotného
sttedu a hmotného bodu o redukované hmotnosti, véetné myslenkové mapy vy-
poctu. Autor [4] problém dvou téles a prechod k redukované hmotnosti zmirnuje
pouze jako poznamku v souvislosti s presnéjsim urcenim energetickych hladin
atomu vodiku. Autofi [5] a [9] pfedstavuji atom vodiku jako problém dvou téles,
ale pro jednoduchost a strucnost neprovadi vypocet.

Tento pristup zahrnujici problém dvou téles volilo vice autorii, ktefi zaroven
pojimali atom vodiku jako samostatny problém. Ostatni autori [3, 6] [7] popisovali
atom vodiku pfimo pomoci pole centralni sily.

Provazani s momentem hybnosti

Dalsi zkoumanou oblasti bylo provazani vykladu o atomu vodiku a momentu
hybnosti. Moment hybnosti tizce souvisi s popisem systému castice ve sféricky
symetrickém potencidlu (tj. v centralnim poli), jakym je napriklad atom vodiku,
protoze se pri pohybu v centralnim poli vSechny slozky momentu hybnosti i druha
mocnina jeho velikosti v ¢ase zachovavaji a jsou tak integraly pohybu, viz [3].

Pro sféricky symetrické potencialy spolu operator H celkové energie, operator
EQ druhé mocniny velikosti momentu hybnosti a operator L, praumétu momentu
hybnosti do osy z navzajem komutuji. Operator druhé mocniny velikosti mo-

mentu hybnosti i’ zapsany ve sférickych soutadnicich je obsazen v thlové casti
hamiltonidnu H zapsaného ve sférickych soufadnicich, ktery je diky tomu témér
separovatelny. Diky tomu se lze nejprve zamérit na nalezeni thlové ¢asti feseni
Schrodingerovy rovnice s obecnym sféricky symetrickym potencidlem. Resenim
jsou tzv. kulové funkce. Coulombicky potencidl atomu vodiku pak lze uvazovat
jako konkrétni priklad sféricky symetrického potencidlu. Tento pristup voli autori
ucebnic [0, [7, [4]. Autofi uc¢ebnic [3], 8, B, O] voli jiny postup, kdy Schrédingerovu
rovnici Tesi jiz od zac¢dtku konkrétné pro atom vodiku (resp. pro vodiku podobny
atom v pripadé [3]).

Strategie reSeni stacionarni Schrédingerovy rovnice pro atom vodiku

K fteseni Schrédingerovy rovnice lze pristupovat dvéma zptsoby. V prvnim
pripadé lze Schrédingerovu rovnici fesit pfimo pomoci postupu vychazejiciho z
techniky separace proménnych. V tomto pripadé feseni zacind stacionarni Schro-
dingerovou rovnici, kterd je rovnici pro hledani vlastnich ¢isel hamiltonidnu. Jde
o linearni diferencidlni rovnici druhého radu pro funkci ti{ proménnych s nekon-
stantnimi koeficienty. Diky tvaru hamiltonianu hledame teseni této rovnice ve
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tvaru soucinu radialni a tthlové ¢asti vinové funkce. Tato rovnice je pak separaci
proménnych postupné zjednodusena a rozdélena na diléi jednodussi rovnice pro
radialni a tthlovou ¢ast vlnové funkce, rovnice pro tthlovou ¢ast je jesté dale roz-
délena na rovnice pro polarni a azimutalni ¢ast vlnové funkce. Ziskame tak tii
linedrni diferencidlni rovnice druhého rfadu o jedné proménné. Tyto rovnice resime
postupné, ziskané reseni vzdy dosadime do dalsi rovnice, az dostaneme spolecné
feseni pro vSechny tfi rovnice.

Ve druhém ptipadeé je cilem nalézt spolecny systém vlastnich funkei operatorti
H, f/2 a L,. Nezad{ndme tak piimo Schrédingerovou rovnici, ale tfemi rovnicemi
pro hledani vlastnich ¢isel a vlastnich funkci téchto operatorii. Nalezené vlastni
funkce jsou zaroven stacionarnimi vlnovymi funkcemi pro elektron v atomu vo-
diku, protoze stacionarni Schrodingerova rovnice je zaroven rovnici pro hledani
vlastnich ¢isel operatoru H. Nejprve lze vyresit jednodussi rovnice pro hledani

vlastnich ¢isel operdtortt L~ a L., a nalézt tak jejich spolecny systém vlastnich
funkci, tj. kulové funkce. Pak lze od téchto jednodussich rovnic postupovat ke slo-
ziteéjsi Schrodingeroveé rovnici, nalezenou tthlovou ¢ast vinové funkce do ni dosadit
a déle pokracovat stejné jako v prvnim pripadé.

Diléi rovnice, které se v obou pripadech objevuji, jsou stejné, proto je v obou
pripadech stejna také obtiznost jejich feseni. Oba pristupy se lisi pouze ve zptisobu
organizace FeSeni. V prvnim piipadé, ktery je zvolen v publikacich [6, [8, [4 [9],
rovnou analyzujeme a rozdélujeme slozitou rovnici, zatimco ve druhém pristupu,
ktery nalezneme v [3| [7, 5], nejprve vyfesime ,piipravné“ rovnice a feseni tak
nskladame* postupné.

1.1.2 Dva pristupy k atomu vodiku

Dva pristupy k vykladu atomu vodiku byly vymezeny hlavné na zakladé pro-
vazani s momentem hybnosti a strategie feseni Schréodingerovy rovnice.

Prvni pristup spoc¢iva v pfimém feseni Schréodingerovy rovnice pro systém se
sféricky symetrickym potencidlem pomoci separace proménnych. Pro tento pii-
stup neni nutné se zabyvat momentem hybnosti a vlastnimi funkcemi operatoru

1’ diive nez samotnym fesenim Schrodingerovy rovnice, nicméné vysledky ziskané
pri hledani vlastnich funkci operatoru f/Q je mozné pri primém feseni Schrodin-
gerovy rovnice vyuzit a postup pri separaci proménnych tak zjednodusit. Tento
pristup voli autoti ucebnic [6], 4 [§].

Druhy pristup, ktery zvolili autori [3] [7, [5], se vyznacuje feSenim Schrodin-
gerovy rovnice pro atom vodiku s vyuzitim spole¢ného systému vlastnich funkei
operatoru H , f/z a L.. Pro tento pristup je nutné vyklad momentu hybnosti
predradit pred samotny vyklad o atomu vodiku.

1.1.3 Tvorba vysokoskolského studijniho textu

Pro tvorbu vysokoskolského studijniho textu vénovaného atomu vodiku, ktery
bude soucasti skript [I] kurzu Kvantova mechanika (NFUF204, NUFY100), byl
zvolen druhy zptsob pristupu k problematice atomu vodiku popsany vyse.

Zpusob feseni Schrodingerovy rovnice s vyuzitim spole¢ného systému vlastnich
funkci komutujicich operatort je dle zkusenosti vedouci prace i nazoru autorky



prace pro studenty, setkavajici se s kvantovou mechanikou a metodou feseni dife-
rencidlnich rovnic pomoci separace proménnych poprvé, prehlednéjsi a snadnéjsi
na orientaci.

Nicméné zptisob uvedeni do problematiky atomu vodiku ve vzniklém studij-
nim textu byl inspirovan pristupem ucebnice [7], kde je na atom vodiku nahlizeno
jako na problém dvou hmotnych bodi. Tato cast feseni tak je pro studenty zopa-
kovanim postupu, se kterym se jiz setkali v teoretické mechanice, a propojenim
s kvantovou mechanikou.

1.2 Stredoskolska troven

V této casti reserse jsou uvedeny dostupné stiedoskolské studijni materidly,
které se zabyvaji problematikou atomu vodiku na stredoskolské trovni. Jako do-
stupné stredoskolské studijni materidly v c¢eském jazyce byly nalezeny ucebnice
Fyzika mikrosvéta [10], Fyzika pro stredni skoly [11] a cesky preklad uc¢ebnice Fy-
zika [12] trojice autoru Halliday—Resnick—Walker. U téchto ucebnic jsou strucné
popsany nejen kapitoly vénované atomu vodiku, ale také pristup ucebnic k uve-
deni kvantové mechaniky a jejiho zakladniho aparatu.

Déle je zde uveden prehled clankt, které se zabyvaji vyukou kvantové mecha-
niky na stredni skole se zaméfenim na atom vodiku. Na zakladé téchto materidlt
byl navrzen obsah seminate O orbitalech atomu vodiku a vytvoren pracovni list,
viz kapitolu [3] a ptilohu [A] této préce.

1.2.1 Stredoskolské ucebnice kvantové mechaniky

V obou stredogkolskych uéebnicich Fyzika mikrosvéta [10] a Fyzika pro stredni
skoly [11] z nakladatelstvi Prometheus je kvantova fyzika predstavena nejprve na
zakladé experimentii jako je fotoefekt nebo difrakce svazku elektronti na krystalu.
V ucebnici pro gymnazia je v ramci experimentu se svazkem elektront v souvis-
losti s pravdépodobnosti dopadnuti elektronu na stinitko v urc¢itém misté zave-
dena vInova funkce ¢ (z,y, z,t) a hustota pravdépodobnosti |@/)|2. Zavedeni vinové
funkce i hustoty pravdépodobnosti je pouze teoretické, ucebnice neuvadi zadné
dalsi priklady ani klasické analogie, na kterych by predstavu této nové veliciny
vice priblizila. Naproti tomu ucebnice pro stfedni skoly [I1] ztustéava na kvalita-
tivni Grovni a nepracuje s pojmem vlnova funkce ani hustota pravdépodobnosti.

V obou ucebnicich je predstaveno kvantovani energie na prikladu experimen-
talnich carovych spekter atomu. Ucebnice [I0] zminuje také pojem stacionarni
stav atomu a definuje jej jako ,stav s urc¢itou hodnotou energie, kdy je rozlozeni
elektronii v jeho obalu ¢asové neménné.“ V ramci kapitoly o atomu vodiku je
vedle sebe postaven Bohriiv model atomu a kvantové-mechanicky model atomu.
Obé ucebnice pouze konstatuji, ze v kvantové mechanice nelze uvazovat trajek-
torii elektronu, ale pouze pravdépodobnost nalezeni elektronu na néjakém misté
v atomu. Gymnazialni ucebnice na rozdil od ucebnice pro stredni skoly uvadi
pojem orbital a grafické znazornéni rozlozeni hustoty pro nékteré stavy atomu
vodiku. Kromé bodové hustoty pravdépodobnosti uc¢ebnice zavadi také radialni
hustotu pravdépodobnosti. V obou ucebnicich jsou zminéna kvantova ¢isla, je-
jich mozné hodnoty a vyznam. Ucebnice [I0] se navic zabyva také degeneraci
energetickych hladin atomu vodiku.



V ucebnici Fyzika [12] je téma atomu vodiku pojato v podobném rozsahu
a obtiznosti jako v ucebnici [10], ackoli se jedna o ucebnici uréenou i pro vysoko-
skolské studenty. Autofi nejprve uvadi Bohriv model atomu a popisuji kvantovani
energie elektronu v atomu a ¢arova spektra atomii. Na rozdil od [10] uvadi pribéh
potencidlni energie elektrostatického pole tvoreného jadrem a interpretuji atom
vodiku jako potencidlovou jamu. Tato ucebnice, podobné jako [10], pracuje s po-
jmem vlnova funkce, hustota pravdépodobnosti a radidlni hustota pravdépodob-
nosti. Pro znazornéni hustoty pravdépodobnosti nalezeni elektronu voli ,,bodovy
graf®, ktery je nazornéjsi nez modelové znazornéni pomoci fotografovani svétel-
ného zdroje uvedené v [10].

Vsechny studované stfedoskolské ucebnice uvadéji pravdépodobnostni model
atomu. Uéebnice [10] a [I2] v rdmci tohoto modelu zavadéji dokonce hustotu prav-
dépodobnosti. Zadna z ucebnic ale bliZze tuto novou velidinu nevysvétluje a ne-
dava tak studenttim moznost se s ni blize seznamit na jednodussim systému nez
je atom vodiku. V ramci pripravy stfedoskolského semindre O orbitalech atomu
vodiku jsme se rozhodli rovnéz vyuzit popis pomoci hustoty pravdépodobnosti,
a navic se pokusit tuto novou veli¢inu priblizit studentim na prikladu hustoty
pravdépodobnosti klasického oscilatoru, viz kapitolu |3| této prace.

1.2.2 Clanky o vyuce kvantové mechaniky
na stredoskolské trovni

V této casti reSerse struéné shrneme nékolik ¢lankt vénujicich se problematice
vyuky kvantové mechaniky na stfedoskolské drovni se zamérenim na atom vodiku
a okomentujeme, jakym zptsobem ovlivnil pristup ¢lanki navrh naplné seminare
a tvorbu pracovniho listu O orbitalech atomu vodiku.

Clanky pochézeji z ¢asopistt The Physics Teacher, American Journal for Phy-
sics, Physics Education a Furopean Journal of Mathematics and Science Edu-
cation.

Vyuka kvantové mechaniky na stredoskolské trovni

V ¢élanku Teaching Quantum mechanics on an Introductory Level [13] se jeho
autori Miiller a Wiesner zabyvaji vyukou uvodnich partii kvantové mechaniky.
Kurz, ktery autoti ¢lanku pripravili, je urc¢en pro studenty poslednich dvou roc-
niki stfedni skoly nebo vysokoskolskym studenttim, jejichz hlavnim oborem neni
fyzika a nedisponuji tak matematickym aparatem obvykle uzivanym v kvantové
mechanice. Autori se rozhodli klast diraz na vybudovani konceptualniho ramce,
ktery studentiim pomuze preklenout odlisnosti mikrosvéta od svéta, ktery znaji
z kazdodenni zkusenosti.

Jednim z koncepti, ktery ve své praci autori uvadéji, je ,,priprava kvantového
stavu s danymi vlastnostmi.“ Jde o analogii k nastaveni pocate¢nich podminek
v klasické fyzice. Piikladem ptipraveni kvantového stavu muze byt napt. prichod
fotonil polariza¢nim filtrem, kdy jsou fotony po prichodu polarizovany v roviné
filtru.

Dalsim konceptem je tzv. ,,ensemble interpretation,“ kdy jsou vysledky a pred-
poveédi kvantové mechaniky vztazeny ke vzorku mnoha stejné pripravenych castic.
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Tyto predstavy poméahaji dle vyzkumu autoru [13] 1épe pochopit pravdépodob-
nostni povahu kvantové mechaniky a princip méteni v kvantové mechanice.

Oba koncepty byly vyuzity pti navrhovani pracovniho listu O orbitalech atomu
vodiku, zejména v experimentu s klasickymi kulickami a elektrony, ktery slouzil
pro priblizeni zakladnich princip kvantové mechaniky.

Dalsimi ¢lanky zaméfenymi na vyuku kvantové mechaniky pro studenty na
stfedni skole jsou clanky [I4] a [15], které se vénuji zobrazovani redlné i kom-
plexni vlnové funkce pomoci riznych grafickych néstroji a vlnové-casticovému
dualismu. Tyto ¢lanky nebyly ptimo vyuzity pfi pripravé seminare, ale mohou
byt relevantnim zdrojem pro vyuku jinych partii kvantové mechaniky na stfedni
skole.

Vizualizace v kvantové mechanice

V clanku A New Multimedia Resource for Teaching Quantum Mechanics Con-
cepts [16] predstavuje kolektiv autort z univerzity St Andrews animace a vizuali-
zace pro vyuku kvantové mechaniky, které vznikly v ramci projektu The Quantum
Mechanics Visualisation Project, kratce oznacovaného jako QuVis. Tyto animace
a vizualizace jsou dle minéni autort uzite¢nym nastrojem pro vyuku fyziky a po-
mahaji studenttim rozvijet predstavy a konceptualni porozuméni kvantové me-
chanice. Stejnou zkusenost uvadeéji také autori Rebello a Zollman ve svém clanku
Conceptual Understanding of Quantum Mechanics After Using Hands-on and Vi-
sualization Instructional Materials [17].

V soucasné dobé je v ramci projektu QuVis dostupnych pres ctyricet apleti
vénovanych riznym problémim kvantové mechaniky, jako je napt. spin, Castice
v potencialové jameé, entanglement, kvantova kryptografie, atd. Animace jsou za-
meéreny prevazné na vysokoskolské studenty, nékteré z nich vsak lze vyuzit také
se studenty stfedni skoly. V rdmci této prace byl pro navrzeny seminai pouzit
cesky preklad apletu [18] slouzici pro vybudovani lepsi predstavy o hustoté prav-
dépodobnosti. V tomto apletu jde o klasicky oscilator a znazornéni jeho hustoty
pravdépodobnosti.

Model atomu jako ,.elektronium*

Ve dvou na sebe navazujicich ¢lancich "Electronium:” A Quantum Atomic Te-
aching Model [19] a The Quantum Atomic Model ’Electronium:” A Succesful Te-
aching Tool [19] predstavuje Marion Budde a kolektiv autori alternativni model
atomu urceny studentiim strednich skol, tzv. ,elektronium,“ a prezentuje vy-
sledky svého vyzkumu pri vyuzivani tohoto modelu ve vyuce.

Model ,elektronia“ slouzi jako alternativa k pravdépodobnostnimu modelu
atomu, tj. bézné pouzivanému znazornéni rozlozeni hustoty pravdépodobnosti
nalezeni elektronu v prostoru, které lze experimentalné ziskat mérenim polohy
vzorku mnoha elektroni ve stejném kvantovém stavu.

Odlisnost modelu ,elektronia“ spoc¢iva v nahrazeni predstavy elektronu jako
bodové castice predstavou elektronu jako urcité substance — kontinua s riiznou
hustotou v raznych mistech — kterda mtize byt ,rozprostrena“ v prostoru. Budde
v [I9] hovori o inspiraci Schrodingerem a jeho interpretaci hustoty pravdépodob-
nosti nalezeni elektronu jako tzv. ndbojové hustoty nebo ,elektronového oblaku.“



Budde povazuje model ,elektronia“ na zdkladé svého vyzkumu uvedeného
v [20] za lépe pochopitelny pro studenty nez pravdépodobnostni model. P¥i po-
uzivani pravdépodobnostniho modelu si dle [19] studenti ¢astéji ponechavali své
predstavy planetarniho modelu atomu a elektronu pohybujiciho se uvnitt atomu
po trajektorii. ,Elektronium* tak doporucuje jako prvni krok na cesté k pravdeé-
podobnostnimu modelu atomu.

Na zékladé kritiky autorii Strnada a Warrena nékterych fyzikalnich vlast-
nosti a interpretaci modelu ,elektronia,“ kterou uvedli v dopisu redakci ’Electro-
nium’? No, thanks [21], tento model nebyl vyuzit pri navrhovani semindfe O or-
bitalech atomu vodiku. Hlavnim diavodem byl zptusob, jakym Budde interpretuje
ystacionarni stavy elektronia, kdy povazuje elektron, resp. ,elektronovy oblak
elektronia,“ ve stacionarnim stavu za nehybny a zakazuje jakykoli pohyb elek-
tronu v atomu. PTi navrhovani seminare byl namisto toho vyuzit pravdépodob-
nostni model, ktery popisuji autofi ve vyse zminéném clanku [13].

Predstavy uditeli a studenti o atomech

Dvéma dalsimi ¢lanky, které se zabyvaji predstavami studentii a uc¢iteli o atomu
a modelech atomu, jsou ¢lanky Kiray: The Pre-service Science Teachers’ Mental
Models for Concept of Atoms and Learning Difficulties [22] a Wiener: Science
Teachers’ Conceptions of Atomic Models [23].

Kiray ve svém clanku [22] prezentuje vysledky vyzkumu modelt atomu pou-
zivanych uciteli materskych skol. Polovina tcastnikll vyzkumu pouzivala Bohriv
model atomu s predstavou elektronu pohybujiciho se po urcité dréze. Pouze 10 %
respondentii uvadeélo model ,elektronia“ popsany v [19] a [20]. U nékterych ucitela
pouzivajicich model ,elektronia“ byla objevena miskoncepce, kde ,elektronovy
oblak* interpretovali jako oblak skladajici se z elektroni.

Podobny vyzkum provadél v roce 2020 také Wiener [23] na vzorku tisice uci-
teli prirodnich véd z padesati osmi zemi svéta. Cilem tohoto vyzkum bylo zjistit,
jak si atom predstavuji sami ucitelé, jaké se ucitelé domnivaji, ze jsou predstavy
o atomech jejich studenti, a jaké modely atomu pouzivaji ucitelé ve vyuce.

V ramci tohoto vyzkumu 60 % ucéiteli uvedlo, ze sami pouzivaji néktery z mo-
dernich modeli atomu (blize popsanych v [23]), mezi nimi napf. pravdépodob-
nostni model nebo orbitalovy model. Jen 20 % ucditelu tyto modely pouzivalo pri
vyuce. Asi 90 % ucitelt uvedlo, Ze jejich studenti pouzivaji k predstavé atomu né-
ktery z historickych modeld atomu. Model ,elektronia® v tomto vyzkumu nebyl
zminén.

Seminar navrzeny v ramci této prace spolu s priuvodnim vysvétlujicim textem
by mél slouzit jako nastroj, jak studentium priblizit soucasny pravdépodobnostni
model atomu.

1.3 Vysledky reserse

V ramci reserse vysokoskolskych studijnich materiald k tématu atomu vodiku
bylo porovnéano sedm vysokoskolskych uéebnic [6] [7, B, 14, [8, O, [5]. Na zdkladé jejich
porovnani byly vymezeny dva pristupy k vykladu atomu vodiku a jeden z téchto
pristupt byl pouzit pri tvorbé studijniho textu pro kurz Kvantova mechanika.



Nalezené vysledky reserse v oblasti dostupnych stredoskolskych studijnich ma-
terialt v ¢eském jazyce nebyly prilis rozsahlé, jednalo se o t¥i ucebnice [10] 111 12].
V zahranic¢nich casopisech vénujicich se vyuce fyziky bylo objeveno nékolik
¢lankd zamérenych na vyuku atomu v ramei kvantové mechaniky na stfedoskolské

urovni, které byly vyuzity k tvorbé seminare a pracovniho listu O orbitalech atomu
vodiku pro studenty stredni skoly.
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2. Atom vodiku — Studijni text
pro VS kurz

V této kapitole prozkoumame nejjednodussi atom v prirodé — atom vodiku.
Jak vime, atom vodiku se sklada z kladné nabitého jadra a jednoho elektronu,
ktery se nachazi v jeho okoli, kde ptisobi coulombicka elektrostaticka sila, tj. bu-
deme uvazovat coulombicky potencial. Stejnou tlohu jsme jiz Tesili v teoretické
mechanice — nejprve jsme tzv. problém dvou téles prevedli na feSeni pohybu jedi-
ného télesa, jehoz pohybem jsme pak zabyvali. Zde budeme postupovat stejné.

2.1 Problém dvou téles

Pripomenme si problém dvou téles nejprve klasicky z pohledu teoretické me-
chaniky. Uvazujme dva hmotné body o hmotnostech m; a my, které na sebe vza-
jemné pusobi, zadné dalsi vnéjsi silové plisobeni neuvazujeme. Jejich polohové
vektory oznaéme 71 a 7o jako na obrazku [2.1al Jak bude vypadat hamiltonidn
takového systému? Z teoretické mechaniky vime, ze Hamiltonian systému, ve kte-
rém se zachovava celkova energie, je dan souctem kinetické a potencialni energie

H=T+V. (2.1)

Celkovou kinetickou energii dostaneme jako soucet kinetickych energii obou hmot-
nych bodi, potencialni energieﬂ obou hmotnych bodt bude zaviset jen na jejich
vzdjemné vzdalenosti, tedy na velikosti rozdilu polohovych vektori 7, 7.

Hamiltonian naseho systému bude mit tvar

P | DY

1 2 — —
H= + + V(72— 74]), (2.2)

2m1 2m2 —_———

— potenciélni energie

kineticka energie  vzajemného ptsobeni
kde P1 a P2 jsou hybnosti obou hmotnych bodt. Vidime, Ze tento hamiltonidn
neni separovany, tj. nelze jej rozdélit na dvé ¢asti, z nichz kazda by zavisela pouze
na proménnych jednoho hmotného bodu, tj. na 71 a P 1, nebo 5 a P, a to kvili

.7 ’ .o s . z o ’ . —>

potencialni energii vzajemného pusobeni V(|77 — 75]).

Ptejdéme do jiného systému souradnic a najdéme takové proménné, které nam
umozni hamiltonian zapsat v separované podobé. Jiz jsme zminili, Ze potencialni
energie zavisi na vzdjemné vzdalenosti obou téles. Vezméme tedy vektor relativni
vzdalenosti obou téles

—>

T = ?2 — ?1 (23)
za novou souradnici. Druhou souradnici bude polohovy vektor hmotného stredu
soustavy

— —
m1T1+m27’2

E:

2.4
my + Mo ( )

LV teoretické mechanice jsme uvaZzovali potencialni energii v gravita¢nim poli (8lo o tzv. Keple-
rovu tlohu), zde je pro popis vzdjemného pusobeni protonu a elektronu vyznamnéjsi poten-
cidlni energie jejich elektrostatického pritahovani. Gravitacni pusobeni je zcela zanedbatelné.
Obé interakce ale maji stejnou zavislost na vzdélenosti, proto jsou vypocty v podstaté totozné.
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Tyto nové souradnice predstavuji jiny pohled — misto zkoumani pohybu kaz-
dého hmotného bodu zvlast budeme zkoumat pohyb systému jako celku a pohyb

,uvnitt systému. “

i

(a) Puvodni soustava soufadnic.

—>
r

M '

(b) Nova soustava soufadnic reprezen-
tujici pohyb fiktivniho hmotného bodu
s hmotnosti p v poli centralni sily fik-
tivntho hmotného bodu o hmotnosti

M.

Obrazek 2.1: Problém dvou téles.

N
Potencialni energie V' m4a v novych soufadnicich 7 a R jednoduché vyjadieni,
ale kinetickou energii 7" musime pomoci téchto souradnic teprve vyjadrit.

Ze vztaht (2.3), (2.4) vyjadiime polohové vektory 71, 75 a jejich prvni ¢asové

derivace

Pi=R-— —2 Pi=R-——2 (2.5)
my + Mo my + Mo
L o myr D myr
Po=R+ —— Po=R+—— (2.6)
mi + Mo mi1 + mo
a hybnosti’] obou hmotnych bodii
— = = m27}
=mri=m | R—— |, 2.7
Pbi1 171 1( m1+m2> ( )
— = = ml?
=moreo=ma | R+ — . 2.8
P2 272 2( m1+m2> ( )

2Skute¢né jde o zobecnéné hybnosti piislusné k zobecnénym soufadnicim 7 a R. Lze to ovéfit
kritkym vypoétem s vyuzitim definice zobecnéné hybnosti p; = g—qu, kde L =T -V je
lagrangian systému dvou hmotnych bodi v pivodnim systému soufadnic a (¢1,92,q3) = 71,
(q4,95,96) = 7.
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Dosadime do vztahu pro kinetickou energii

=2 =2
b1 b2
T=—++—"
2m1+2m2

N 2 N 2
1 = 1 =
2 my + mo 2 my + Mo
=2 1 mime _,
7

1
- R + -
2(m1+m2) +2m1+m2

Ve vztahu pro kinetickou energii nyni vystupuji dvé nové hmotnosti. Oznacime

M = my + my celkovou hmotnost a p = M2 je tzv. redukovand hmotnost.

Prejdeme-li od casovych derivaci novych souradnic E, 7 k novym hybnostem,
tj. polozime-li

ME, (2.9)
7 (2.10)

5
T

=i ol
|

L

miizeme kinetickou energii psat ve tvaru

P2 72

Hamiltonian tedy findlné mizeme zapsat v separovaném tvaru

P? 72
7 P vy 2.12
AT (r) (212)
pohyb pohyb v poli
hmotného centralni sily
stredu

Prvni ¢len (2.12)) mizeme interpretovat jako pohyb hmotného stredu jakozto
volného hmotného bodu (neptisobi na néj zadna sila, nema zadnou potencidlni
energii). Druhy a tfet{ ¢len muzeme interpretovat jako pohyb hmotného bodu
o hmotnosti p v poli centrdlni (radialni) sily s potencidlem V' (r). Centrum sily,
resp. pocatek souradného systému, ve kterém popisujeme pohyb tohoto fiktivniho

Vviev

hmotného bodu, je v tézisti celé soustavy, tj. je popsan polohovym vektorem ﬁ,
jak ukazuje obrazek [2.1b]

Hamiltonian ptavodniho problému dvou hmotnych bodi o hmotnostech m; a
ma, které se navzajem ovliviuji, se ndm povedlo upravit na separovany tvar, kdy
kazdou jeho ¢ast mtizeme chapat jako pohyb fiktivniho hmotného bodu. Tyto dva
fiktivni hmotné body o hmotnostech M a p se navzajem neovliviuji, jejich pohyb
lze Tesit nezavisle.

Tim jsme vytesili klasicky problém dvou hmotnych bodt. V kvantové mecha-
nice lze postupovat uplné stejné, takze muzeme prepsat ziskany vysledek pomoci
principu korespondence. Prostym ,ostiiskovanim“ tak dostaneme hamiltonian ve
tvaru

P
H=_—4+"—4+V(7). 2.13
AT (7) (2.13)
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2.1.1 Hamiltonian atomu vodiku

Vratme se nyni k ptivodnimu problému, kdy nasimi hmotnymi body jsou jadro
atomu vodiku a elektron v poli centralni sily — coulombického potencialu jadra.

Ukol 2.1  Jakou maji hodnotu veli¢iny M a u v piipadé lehkého a t&7-
kého atomu vodiku? Jak se bude lisit redukovand hmotnost p od hmotnosti
elektronu? A jak se bude lisit celkova hmotnost M od hmotnosti jadra?

Reseni: Jadro lehkého vodiku 1H tvofené jednim protonem mé asi dvoutisickrat
vetsi hmotnost nez elektron, tedy m, ~ 2000m.. Prostym dosazenim tedy do-
jdeme k zavéru, ze redukovand hmotnost pro lehky vodik bude ptiblizné hmotnost
elektronu

myme  2000m?
my+me  2001m,

Me

HH =

a celkova hmotnost bude priblizné hmotnost jadra,
My = m, + m, = 2001 m, ~ 2000 m, =~ m,, .

Jadro tézkého vodiku 3H (nékdy oznacovaného D jako deuterium) je tvoreno
jednim protonem a jednim neutronem. Hmotnost neutronu je priblizné stejna
jako hmotnost protonu (lisf se asi o jedno promile), tedy m, ~ m,. Hmotnost
jadra je dana souctem| téchto hmotnosti

my = my + my, = 2m, ~ 4000 m, .

Stejné jako v predchozim pripadé miizeme vypocitat redukovanou hmotnost
pro deuterium

mym, 4000 mg
— ~ me
my+me 4001 m,

1o =
a celkovou hmotnost
Mp =my+m, =4000m, + me = 4000m, =~ m .

Je tedy zfejmé, ze pro prvni priblizeni se tyto nové hmotnosti (celkova hmot-
nost, redukovand hmotnost) od ptivodnich hmotnosti (hmotnosti jadra, hmotnosti
elektronu) nijak vyrazné nelisi ani v pfipadé lehkého vodiku, ani v pfipadé deu-
teria.

Miuizeme tedy s védomim této malé nepfesnosti v hamiltonidnu ([2.13) misto
M a p uvazovat hmotnost jadra m, a hmotnost elektronu m.. Kdybychom chtéli
presnéjsi vysledek, ponechali bychom v hamiltonidnu hodnoty M a p a na celém
vypoctu by se nic nezmeénilo.

3Vazebnou energii systému proton-neutron neuvazujeme.
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Presny vypocet
Pokud by nas zajimaly presné hodnoty redukované a celkové hmotnosti, mti-
zeme provést podrobnéjsi vypocet s pomoci dat napr. z [24], kde jsou uvedeny
hmotnosti elektronu, protonu a jadra deuteria
me = 548,579909 x 10~ u,
my, = 1,007276467 u,
mp = 2,013553213 u.

Pro lehky vodik, resp. deuterium, dostaneme hmotnosti

pr = 548,281306 x 10 % u,
My = 1,007825047 u,

resp.

pp = 548,430669 x 10~%u,
Mp = 2,014101792 .

Relativni rozdil redukované hmotnosti a hmotnosti elektronu a rozdil celkové
hmotnosti a hmotnosti jadra vypocteme jako

A _
pr _ pn = mel — 0,00054 ,
Me Me
AMy | My —
i _ [Mu = my) — 0,00054 ,
my, My
resp.
Bitp _ o —mel _ o o097,
Me Me
AMp  |Mp—
p _ [Mp —mp — 0,00027 .
mp mp

Vidime, ze relativni rozdily redukované hmotnosti a hmotnosti elektronu jsou
v radu desetiny promile. Pro deuterium, jehoz jadro ma vétsi hmotnost nez jadro
atomu vodiku, je shoda lepsi. Pokud by byla hmotnost jadra nekonecnd, pak by
se redukovana hmotnost limitné blizila hmotnosti elektronu. Pro prvni priblizeni
tedy muzeme pouzit priblizné hodnoty redukované hmotnosti z predchoziho pfi-
blizného vypoctu. Tyto rozdily v hmotnostech jsou opravdu malé, ale métitelné.
Ovlivni naptiklad systém energetickych hladin atomu vodiku, coz bylo pozoro-
vano pri zkoumani vodikového spektra.

g

Ukol 2.2  Urcete redukovanou hmotnost a celkovou hmotnost pro tzv. po-
zitronium. Jak se tyto hmotnosti 1isi od hmotnosti elektronu, resp. od jadra
pozitronia?

Pozitronium je vazany systém elektronu a pozitronu (pozitron je anticés-
tice elektronu, ma opa¢ny naboj a stejnou hmotnost jako elektron). Tento
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exoticky vazany stav, ktery se podobéa atomu vodiku, je velmi nestabilni.

ReSeni: Pozitron budeme povazovat za ,jadro“ pozitronia. Potom jadro i elek-
tron maji stejnou hmotnost.
Redukovanou hmotnost pp vypocéteme jako

2

M Me Mg Mg
MP_me+me C2m. 2
celkovd hmotnost Mp je
Mp = 2m€ .

Relativni rozdil redukované hmotnosti a hmotnosti elektronu, resp. celkové hmot-
nosti a hmotnosti jadra, vypocteme jako

App _ |pp —me| % 1
Mme Me Come 2
AMP N ‘Mp—me‘ . me 1
Me N Me N 2me 2

Vidime, ze redukovand hmotnost pup je poloviéni v porovnani s hmotnosti
elektronu a celkova hmotnost Mp je dvojnasobna v porovnani s hmotnosti jadra.
Tento rozdil jiz rozhodné neni zanedbatelny a pti urcovani spektra pozitronia je
potfeba jej brat v tivahu.

OJ

Hamiltonian atomu vodiku pro relativni pohyb elektronu v poli jadra

V 1tkolu [1] jsme se presvédcili, ze v pripadé atomu vodiku mtzeme v ha-
miltonianu pro jednoduchost nahradit redukovanou hmotnost hmotnosti
elektronu m, a celkovou hmotnost hmotnosti jadra m.

Jak jsme ukéazali v predchozi podkapitole, muzeme fesit zvlast pohyb ,jadra*
a zvlast pohyb elektronu® a pak obé feseni slozit dohromady. ,Jadro®“ zde na-
hrazuje pohyb atomu jako celku a ,elektron® vzajemny pohyb elektronu a jadra.
Dale se budeme zabyvat pouze ¢asti hamiltonianu, ktera odpovida vzajemnému
pohybu elektronu a jadra, pohyb atomu jako celku uvazovat nebudeme.

Hamiltonian atomu vodiku v tomto priblizeni tak bude mit tvar
ﬁ 2

H=
2me

+ V(7). (2.14)

S vyuzitim vztahu pro operator hybnosti a vztahu pro potencialni energii elek-
tronu v poli jadra muzeme hamiltonidn prepsat jako

. h? Ze?
H= - A — k — , (2.15)
2m, r
_/_/ .z ’ .
kineticka energie potencidlni energie
elektronu elektronu v poli jadra

kde e oznacuje velikost naboje elektronu, k = —4;30 elektrostatickou konstantu
a Z je protonové cislo. V pripadé atomu vodiku je Z = 1. Pri feseni jinych
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atomti s jednim elektronem, tzv. vodiku podobnych atomii, (napi. Het, Li**, ...)
miizeme pouzit stejny vypocet jako u atomu vodiku, jen dosadime jinou hodnotu
protonového ¢isla (tj. ndboje jadra).

Pro atomy s vice elektrony v atomovém obalu (napt. He, Li*, Li, Be .. .) je si-
tuace mnohem slozitéjsi, protoze se elektrony vzajemné odpuzuji. Museli bychom
tak TeSit problém tii a vice téles, ktery neni resitelny analyticky. Existuji ale
i jiné metody, jak ziskat alespon priblizné feseni i pro tyto atomy, jak uvidime
v kapitole [7]

2.2 Schrodingerova rovnice pro atom vodiku

Ziskali jsme hamiltonidn pro elektron v atomu vodiku (2.15)), ktery nezdvisi
explicitné na case, staci tedy vyrtesit stacionarni Schrodingerovu rovnici

Hy = Ev.

Protoze coulombicky potencidl V (r) zavisi pouze na vzdalenosti elektronu od
jadra |7| = r a ne na sméru, je cely problém sféricky symetricky. Proto bude
vyhodné prejit pti jeho feseni do sférickych souradnic.

2.2.1 Odvozeni tvaru nékterych operatort ve sférickych
souradnicich

Jak jiz bylo naznadeno v kapitole [2 klicovym operatorem pro popis sféricky
N
symetrického systému je operator momentu hybnosti L a operator velikosti mo-

mentu hybnosti z2, nyni odvodime jejich tvar ve sférickych souradnicich.

Vztah kartézského a sférického systému soutradnic je zndzornén na obrazku [2.2]
odkud snadno odvodime vztahy mezi kartézskymi Soufadnicemiﬁ (r,y,2) a sfé-
rickymi soutadnicemi (7, 6, ¢)

r=rsinfcoso,
y =rsinfsin ¢, (2.16)

z=rcosf
a pro inverzni transformaci

r=/z?+y*+y?,

z z
f = arccos — = arccos

r VET T 2

arctan ¥ . z>0,y>0 (2.17)
~Jarctanf +7 ... 2 <0,y>0
B arctan 2 +7 ... <0,y<0

arctan  +27 ... x>0,y <0.

4V kapitole na obrazku jsou soufadnice naseho systému oznaceny ¢arkované (z’,4/, 2’).
Protoze zde nebudeme pouzivat jiné kartézské souradnice, nemuze dojit k zdméné, a proto
¢arky vynechéame.
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Funkéni hodnoty funkce arctan ¥ neodpovidaji bodiim (z,y) roviny zy jedno-
znacné, pro kazdy kvadrant, ve kterém se bod (z,y) nachazi, je potieba predpis
inverzni funkce definovat zvlast pri¢tenim vhodné hodnoty z intervalu [0, 27].

Obrazek 2.2: Sférické souradnice

Operator momentu hybnosti

Operator momentu hybnosti je dan vektorovym soucinem
f:?x?:—ih (?XV) .

Provadét vektorovy soucin v kartézskych souradnicich je mnohem jednodussi nez
ve sférickych, proto nejprve rozepiseme jednotlivé slozky momentu hybnosti v kar-
tézskych souradnicich a az po té je prevedeme do sférickych. Dostaneme tedy

Ly = —ih (za - xa) , (2.18)

Zbyva ndm vyjadrit derivace a%’ 6%, % pomoci sférickych souradnic. Vyuzijeme

fetizkového pravidla pro derivaci slozené funkce:
0 or 0 00 0 0¢p 0
9c 0z or 0008 0z 09’
0 ar 0 00 0 0¢ 0
by~ dyor " dyon " oy de’
0 or 0 00 0 0¢ 0
5 el il =

(2.19)

oz0r 0200 9200
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Urcéime vsech devét parcidlnich derivaci sférickych souradnic podle kartézskych

ar Or

or  or 90  9¢
o0 oy

’ 9z 0z

ze vztahu (2.17)).

Derivace sférickych souradnic podle x vypocteme jako

or rsin 6 cos ¢ .
= = m m —— =sinfcosg,
ae a z zT 1 zr
— = — | arccos = 3T 3 5.2
Jdr  Ox Va2 +y? + 22 \/_7% 3 \r2—227r?

B 1 r cos Or sin 6 cos ¢ _ lcosecosqb, (2.20)

rsiné r? r

8¢ 0 <arctan y) = ; <_y> -
dr  Ox x 1+ (%)2 x? x? + 52

_ rsinflsing  sing

r2sin?6 rsinf’

derivace podle ostatnich kartézskych souradnic vypocteme analogicky a dosta-

neme
a—;:sinﬁcosgb, g;:sint‘)singzﬁ, Z:cosﬁ,
a0 1 200 1 ) 00 ,
%—;cosé’cosgzﬁ7 8y-;cos€smq§, @——;sm@, (2.21)
0p _ _sing 0p _ cos¢ 9% _,
Ox rsinf’ Oy  rsinf’ 0z
Operatory derivaci podle kartézskych souradnic tedy budou mit tvar
0 0 sing 0
i sm@cosqbg + ;COSQCOSQS(% o d %,
0 0 0 cos¢p 0
9 ingsine 2+ L cososi 2.22
3y sin smngaT-I—Tcos Sln¢60+TSIH9 26’ (2.22)
0 o 1 0
5 = 00805 — 7081116%

Nyni uz staci jen dosadit vyrazy ([2.16} - a (2.22) do vztahu pro slozky mo-
mentu hybnosti (2.18) a (pomérné dlouhymi) tpravami ziskdme slozky momentu
hybnosti vyjadrené ve sférickych souradnicich:

L, =ih <sinq§ 2 + cos ¢ cot 0 68¢>

A

L,

Ly =

—ih (cos O — 50
0

—lh%

— sin ¢ cot 88@5)

(2.23)

Povsimnéme si, ze slozky momentu hybnosti nezavisi na vzdalenosti od pocatku r,
ale pouze na uhlovych souradnicich 6, ¢. Moment hybnosti ma stejnou jednotku
jako redukovana Planckova konstanta A, proto musi byt zbytek vyrazu pro slozky
momentu hybnosti bezrozmérny. To jesté nutné neznamena, ze tyto vyrazy musi
byt nezavislé na vzdalenosti r. Protoze ale ve sférickych souradnicich jina vzda-
lenost nez r nevystupuje, musi byt tyto vyrazy opravdu nezavislé na r a mohou
zaviset pouze na bezrozmérnych soutadnicich 6 a ¢.
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Operator druhé mocniny velikosti momentu hybnosti

2
Operator druhé mocniny velikosti momentu hybnosti L je dan souc¢tem dru-
hych mocninf| jednotlivych slozek

L=l +1y+1, (2.24)

Dosadime do néj jeho slozky vyjadfené ve sférickych souradnicich,

R 2 2 2
L? = —p? [(sm¢a+cot9cos¢ ¢> (cosgba&e—smgbcotﬁa) + 87

0¢ 0¢?
(2.25)
Nejprve rozepiseme prvni kulatou zavorku
2
(sm o g + cot 6 cos ¢ 8a¢> =
= <sm¢ 2 + cot # cos ¢ aa¢> (sm¢ 2 + cot 6 cos ¢ aa¢>
(2.26)

—smqﬁ 0 (smgzﬁ > —l—singzﬁaae <C0t9008¢88¢>

o (. 0 0 0
—l—cot@cosgzﬁ 96 <sm¢60> —i—cot@cosgzﬁa—gzs (coté’cosgb ¢>

Vyrazy, které nezavisi na proménnych, podle kterych je derivujeme, mtizeme pre-
sunout pred derivace,

2 0
_ .2 - . s e
= sin ¢892 +smgbcosgz589 <00t68¢> + cot 0 cos ¢ — 96 (smgb )
5 (2.27)
+ cot? cos coS
& ( ’ ¢>
a derivace vypocitat,
2 1 0 0?
w2 Y .
= sin ¢892 —|—sm¢cosq§< Zo 8gz5 +C0t9898¢> +
+ cot # cos ¢ cosgb 0 +smgz5 o + (2.28)
000 '

+ cot?f cos ¢ (— s1n¢ 90 + cos ¢ ;’;) -

coz muzeme s vyuzitim toho, ze diky spojitosti funkci muzeme zaménit poradi
parcidlnich derivaci upravit na

52 52 2
— sin2¢@ + cot? 0 cos® p — 3¢2 + 2 cot 0 sin ¢ cos p ——— 9095 229)
— sin ¢ cos ¢ (cot2 ! ) + cot f cos* 9 |
96 20
®Jde o druhou mocninu ve smyslu slozeni operdtort, tj. ﬁiz/; = L.(L.¢) = —ih t%(fih %) =

N 2
= —12 23w, nikoli (L.v)? = -1 (54)".

20



Analogickymi ipravami pro druhou kulatou zévorku rovnice ([2.25)) dostaneme

2
(Cosgba —sinqﬁcotGa) =

00 0¢
92 ‘ 92 ' 92
= cos%ﬁw +cot2631n2<;58752 —2c0t981n¢cos¢aea¢+ (2.30)
0 0
: 2 .2
—|—sm¢cos¢<cot 0+ sin26> a¢+cot95m 989'

Nyni muzeme obé vypoétené zavorky (2.26)) a (2.30]) dosadit do rovnice ([2.25)). Vi-
dime, Ze ¢leny s opa¢nymi znaménky se odectou a pomoci goniometrické identity
sin? z 4 cos? x = 1 mtiZeme sloucit ¢leny u odpovidajicich si parcidlnich derivaci,

T 2 0% o O
L =—h _802+60t6 8¢2+C0t080+8¢2 =
[ 0? 0 0?
— _B2| 2 . 2y 7| —
= —h 092+00t909+(1+mt9) 8@521_
F 2 5 L (2.31)
=R | = tcoth—+—>——| =
| 962 90 " sin 62 0¢?
1 0 0? 1 0?
N i ; = -2
Y <Coseae+smeae2>+sm92 a¢2]'

S vyuzitim pravidla pro derivovani souc¢inu dostaneme tvar druhé mocniny ope-
ratoru velikosti momentu hybnosti

a0 (0 ?), L (7
Lo==h <sme 26 (Smeae>+sm29<a¢2 ‘ (2:32)

Laplacetiv operator

V kinetické energii vystupuje Laplacetiv operdtor A = V2. Odvozeni jeho
£ 2
tvaru ve sférickych souradnicich je zcela analogické odvozeni tvaru L . Vysledkem
je

1l a/.0 19 9 1 /&
Aet] 2 (29 LAy (PR I AR N 9.
2 | or (T 87’) t 5o o0 <Sm9 ae) t o <a¢2> (2.33)

AV

Jako Ay 4 zde oznacujeme tu cast Laplaceova operatoru, ve které se vyskytuji
oba thly a derivace podle nich

19 9 1 [
A - L O (o0, 1 (&) 2.34
"% = $inb o0 (Smgae> T sn?g <a¢2> (2:34)

il v . v 7’ T 2 O v 7z .
Vsimnéme si, ze operator L miuzeme zapsat kratce jako

2

L= —h*Dg,. (2.35)
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2.2.2 Hamiltonian atomu vodiku ve sférickych
souradnicich

Ukol 2.3  Napiste hamiltonidn atomu vodiku ve sférickych soufadnicich.

Reseni: Do hamiltonianu (2.15) dosadime tvar Laplaceova operdtoru ve sféric-
kych souradnicich (2.33)). S vyuzitim oznaceni (2.34]) muZzeme hamiltonidn zapsat

jako
- 100 (,0 Ze?

H__2meﬂ[a]“<r 87">+A0’¢] —kT (236)

OJ

Stacionarni Schrédingerova rovnice pro atom vodiku ma tvar
1[0 (,0 Ze?
——— | = — A —k—yY=F 2.37
2me 12 [87“ <r 8r> * M’] v r v v, ( )

coz je diferencidlni rovnice druhého radu pro funkci t¥i proménnych s nekon-
stantnimi koeficienty, jejiz feseni vyzaduje pomérné narocny matematicky apa-
rat. Mohli bychom se pustit pfimo do jejiho feSeni, ale je to dosti dlouhy a kom-
plikovany vypocet. Misto toho nejprve provedeme nékolik ,ptipravnych praci,*
podobné jako kdyz v matematice nejprve dokdzeme nékolik drobnych lemmat pro
dikaz stézejni vety, a celkové feseni Schrodingerovy rovnice se nam tak rozdéli
na mensi snadnéji resitelné c¢asti.

2.2.3 Hledani spolec¢ného systému vlastnich funkci opera-
tora H, L2 al,

Misto primého Teseni rovnice vyuzijeme nasich znalosti o komutujicich
operatorech. Z kapitoly 2.2 diky tvrzeni vime, Ze dva operatory komutuji
pravé tehdy, kdyz maji spolecny systém vlastnich funkci. Toto tvrzeni muzeme
snadno rozsitit na vice nez dva navzajem komutujici operatory.

Vime, Ze TeSeni stacionarni Schrodingerovy rovnice je vlastné hledani vlast-
nich ¢isel operatoru celkové energie H. Najdeme-li tedy dalsi operatory, které
komutuji s hamiltonidnem H i spolu navzajem, musi existovat jejich spolec¢ny
systém vlastnich funkci. Ziskame tak vice rovnic pro hledani vlastnich funkeci.
Jedna z nich je nase staciodarni Schrodingerova rovnice a u dalsich budeme
doufat, ze se alespon nékteré budou resit jednoduseji a nalezneme tak nékteré
¢asti vinové funkce jesté pred fesenim samotné Schrodingerovy rovnice.

Onémi vhodnymi operatory jsou operatory druhé mocniny velikosti momentu

A2 A
hybnosti L a z-ové slozky momentu hybnosti L,.

Vypoctova uloha 2.1

A

~2
Ovérte, ze operatory H, L a L, navzdjem komutuji (za predpokladu sféricky
symetrického pole, tj. V- =V (r)).

. L a2
Reseni: Komutacni relaci [L,, L | = 0, ktera plati bez ohledu na to, v jakych
souradnicich jsou operatory vyjadreny, jsme jiz ovérili v kapitole [2 v tloze [2.6]
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e 7’ o - s - 2 2 Ve ’ 7/ 7’ . .
Pro nalezeni komutatoru [H, L,] a [H, L] vyuzijme zkrdceného zapisu hamil-
.7 7’ o 2 Ve 7 Ve v 7 . .7 7’
tonidnu a operatoru L pomoci operatoru Ay ,. Navic tu ¢ast hamiltonidnu, ktera
zavisi pouze na proménné r, pro vétsi prehlednost oznacime jako F'(r),

L' =—hAy,,

R (18 (,0) 1 .
H = _2me (7“287‘ <T' ar> + 7”2A0’¢> +V(T)

10 [(,0) - K1
(‘zmerz ar ( a> i V“)) " om, 200

F(r)
A o1
= F(T) — om ﬁAeﬂb .

Dosadme do komutéatoru

[H,L.|=HL. - L.H

) - h? 1 0 d (- 1
= —ih [(F(T) — 27’)’1/67’2A0’¢> % — % (F(T) — 2m8 7’2A97¢>‘| .

Proménné r, 0, ¢ jsou na sobé nezavislé, proto muzeme zaménit poradi derivaci.
Oba ¢leny v zavorce jsou tedy stejné a odectou se. Dostavame hledany vysledek

[H,L.]=0. (2.38)
Podobné

A2 A A2 A2

(H,L1=HL —L'H

[H,L7]=0. (2.39)
O

A A2 A
Ovérili jsme, ze v nasem pripadé operatory H, L a L, navziajem komutuji.
Podivejme se tedy na jejich spolecny systém vlastnich funkei ¢ = 1(r, 0, ¢). Tento
systém tvori takové funkce, které splnuji rovnice

Hy = Ey, (2.40)
L=, (2.41)
Lap = b, (2.42)

kde E je vlastni ¢islo hamiltonianu, A je vlastni ¢islo operatoru druhé mocniny
velikosti momentu hybnosti a u je vlastni éisloﬁ operatoru prumétu momentu
hybnosti do osy z.

6Je zvykem vlastni &islo operdtoru Lz oznacovat u, ackoli se béZné pouziva také k oznaceni
redukované hmotnosti, jako napr. v kapitole
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1. Rovnice pro L,

Zactneme posledni z rovnic (2.42), kterd je nejjednodussi a jiz jsme ji fesili
v kapitole [2| v 1iloze 2.8, proto zde jen struéné shrneme vysledky. Rovnice méa tvar

—ih = = ). (2.43)

Jejim fesenim je komplexni exponencidla v proménné ¢
U(r,0,¢) = (r,0) ™.

Funkce 15 (r,0) musi byt konstantni v proménné ¢, tj. mize to byt libovolna funkce
proménnych r, 0. Z pozadavku na 27-periodi¢nost v proménné ¢ dostaneme pod-
minku pro vlastni ¢isla operatoru L. a prislusna kvantova éislam m

%:mEZ — m =0, 41, +2, ...

Kvantovému c¢islu m se z divodii, které se ukazou az pozdéji, tika tzv. magnetické
kvantové cislo.

. A2
2. Rovnice pro L

Ted budeme fesit druhou z rovnic (2.41)), tedy rovnici pro vlastni ¢isla opera-
toru druhé mocniny velikosti momentu hybnosti

(1 9 (. 08 1 (),
—n <sin98€<sm000>+sinz€<(%2>>¢_/\¢' (244)

Misto obecné funkce v (r, 0, ¢) vyuzijeme vyse nalezené reseni rovnice ([2.43]), pro-
toze i feSeni této rovnice musi mit uvedeny tvar,

—h? 1&- ﬁ Liz b imé _ y 1 ime
" <Sin9 00 81116’80 +Sjn29 d¢? Y(r,0)e™? = Ai(r,0) ™.

Cleny konstantn{ viéi derivacim podle 6, resp. ¢, vytkneme pied derivace a upra-
vime

im¢ 5 . 615(7’ 9) w(r (9) O2eime _ )
32 € -~ ) ) — img¢
h (sin@ 00 (sm@ 00 + sin? 02 AY(r, 0) ™.

V poslednim ¢lenu na levé strané provedeme naznacenou derivaci
82€im¢ 5 i

é
=—m-e 2.45
0p? ( )

a celou rovnici vydélime nenulovym vyrazem ™9,
—h2< 98¢(T79)> . m2

- — | sin -

sinf 90 ( 00 sin? 0

"Vlastnim ¢&islem operdtoru L, je i, zatimco m je pouze bezrozmérné é&islo (tzv. kvantové éislo
zde s ptidomkem magnetické), které ,ocislovava“ jednotlivé stavy. ProtoZe se u a m lis{ pouze
nasobenim konstantou a vztahuji se k témuz fyzikalnimu stavu, ¢asto dochézi k zaméné obou
pojmu.

o(r, 9)) = \ip(r,0).
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Dostali jsme tak diferencialni rovnici (druhého fadu o dvou proménnych s ne-
konstantnimi koeficienty) pro funkci ) = @Z(r, ). Postup Teseni této rovnice je
podobny jako v pripadé linearniho harmonického oscildtoru (myslenkou i délkou,
viz kapitolu [3.8]).

Pro vlastni ¢islo A operatoru f/z dostavame podminku

A=hI(+1), (2.46)

kde tzv. vedlejsi kvantové cislo | musi kvili normovatelnosti feseni spliovat pod-
minku

[ = |m| + né&jaké nezdporné celé éislo, (2.47)
coz miizeme spole¢né s podminkou pro magnetické kvantové ¢islo m prepsat jako
l1=0,1,2, ... A Im| <. (2.48)
Vidime tedy, ze magnetické kvantové ¢islo mize nabyvat hodnot
m=—l,...,0,...,1. (2.49)
Reseni mé tvar

(r,0) = R(r)Nyyn P (cos ), (2.50)

kde R(r) je libovolna funkce proménné r (tj. konstanta vaci 6 a ¢), Ny, je nor-
movaci konstanta a P, (cos 0) jsou tzv. pridruZené Legendreovy polynomgﬁ V pro-
ménné cos 6.

Celkovym Fesenim rovnice ([2.44]) jsou pak funkce
U(r,0,6) = R(r) NynPim(cos)e™ (2.53)
——

radidlni ¢dst sférickd ¢ast Yy, (0,9)

které se se skladaji z tzv. radidlni ¢asti R(r) zavislé pouze na vzddlenosti od
pocatku a thlové ¢asti

Yim(0, ¢) = Ny Py (cos 0) eme (2.54)

kterou byva zvykem oznacovat jako tzv. kulové funkce nebo sférické harmoniky.

A7 dosud jsme pri feseni nepouzili rovnici , v niz jediné je obsazen
konkrétni tvar potencialu V (r), ktery urcuje, Ze se jedné konkrétné o atom vodiku.
Kulové funkce jsou tedy fesenim kazdého sféricky symetrického problému. Z toho
plyne, zZe jedina cast vlnové funkce, kterou muze potencial ovlivnit, je radialni
cast.

8Pfidruzené Legendreovy polynomy stupné [ a fadu m definujeme napt. jako

i jml
Pon(€) = (1 €)% (jg) Pie). (2.51)

Funkce P;(&) se nazyvaji Legendreovy polynomy stupné [ a definujeme je jako

l
PO = 5 ((fg) (&-1)". (2.52)
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3. Rovnice pro H

Nyni ndm zbyva vytesit prvni rovnici (2.40), tedy stacionarni Schrodingerovu
rovnici

19,0 w1
Qmeﬁ ET E —TmﬁAa(ﬁw_’_V(T)d)_Ew (255)

Zde poprvé pouzijeme konkrétni, a to coulombicky potencial V(r), feSeni kon-
krétné atomu vodiku tak vlastné zacina az tady.

Obecnou funkei ¥(r, 0, ¢) opét nahradime vyse nalezenym fesenim rovnice
[2-41), tj. ¥(r,0,¢) = R(r)Y(0,¢) a vyuzijeme toho, Ze operator kvadratu veli-

kosti momentu hybnosti L ze zapsat jako

1P = 12Ny . (2.56)
Po dosazeni téchto skutecnosti dostaneme rovnici (2.40) ve tvaru
~R*1 9 , 0 1 .2 Ze?
— —r°—RY L RY —k—RY = ERY . 2.57
2me 12 ar  or * 2m,r? r ( )

Cleny konstantni vii¢i derivacim podle 7, resp. 6 a ¢, vytkneme pred pifslusné

£ 2
derivace a vyuzijeme toho, ze kulové funkce jsou vlastnimi funkcemi operatoru L ,
tj. ze

Ly =)y, (2.58)
Dostaneme
-1 0 ,0 R .2 Ze?
— Y- 29 R+—_LY—-kZ=—RY = ERY. 2.59
2me. 12 arr or + 2mr? = r ( )

Vydélenim rovnice Y a s vyuzitim vztahu (2.46) dostdvame diferencialni rovnici
pro funkci R = R(r) jiz jen o jediné proménné r (ovSem stdle druhého radu
s nekonstantnimi koeficienty)

R0 L0 R+ 1, Ze
ey (JF)QR—k::R:ER.

o, 12 gr or 2m,

Postup pri jejim TeSeni je opét podobny jako u linearniho harmonického oscilatoru.

Reseni lze zapsat pomoci tzv. pridrufengjch Laguerrovych polynomzﬂ Ly (%),

9Pfidruzeny Laguerriv polynom Fadu p a stupné ¢ — p definujeme napf. jako

20 = (17 () Lat©). (2.60)
kde
L) = (g ) (%€ (2.61)

je tzv. q-ty Laguerriv polynom.
Pridruzeny Laguerruv polynom pro kvantova ¢isla n, [ stupné n — [ — 1 oznacujeme jako
d

b= 2, = e

20+1
dg) Lo(©). (2.62)
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kde n je tzv. hlavni kvantové cislo, a oznacuje Bohriv polomér

h? 11
= ~5-10" . 2.63
“ kmee? m ( )
Resenim rovnice (2.40)) je funkce
—~  2r\! 2 r
RO) =N (25) L (20) o755, (2.64)
na na

kde N,y je normovaci konstanta. Z podminky normovatelnosti vilnové funkce do-
staneme béhem vypoc¢tu pro hlavni kvantové ¢islo podminku

n=1,23,... A n>1I. (2.65)

Déle dostavame vztah pro energii

E, =—k =/"— (2.66)
kde
B, = -13,6eV

je energie zakladniho stavu atomu vodiku.

2.2.4 Celkové reseni

Celkovym TfeSenim soustavy rovnic (2.40H2.42) jsou vlnové funkce, které tvori

A A2 A
spolecny systém vlastnich funkci operatora H, L a L, a maji tvar

in(.0,6) = Buar) Yia(0, 6) = N () Lo () 75 Pyfeon) 7
nm\T, U, @) = Lni\T') Yim\U, = Npim na nl a € Im(cosbt)e .

(2.67)

Konstanta N, je celkova normovaci konstanta, ktera je souc¢inem normovacich
konstant sférické a radialni casti

anm = Nlman.
O

Ac¢ tfesenim nejsou pekné a jednoduché funkce, lze je analyticky zapsat. V ka-
pitole [7] uvidime, ze to zdaleka neni samoziejmosti, naopak u vétsiny systému
(tfeba uZ jen o néco mélo sloZitéjsi molekuly Hy ) piesné feSen{ analyticky zapsat
nelze.

Kvantova cisla n, [, m musi spliiovat podminky

n €N,
l € Ny, l<n,
m e 7, lm| <.

27



A A2 A
Pro vlastni ¢isla operatorta H, L a L, plati vztahy
2

E=—-136¢eV 52 ,
A=RA(+1),
w=hm.
Pripomenme, ze jsme ziskali staciondrni stavy atomu vodiku, tedy stavy s os-
trou hodnotou energie. Pokud by nas zajimaly nestacionarni stavy atomu vodiku,

museli bychom vzit feSeni nestacionarni Schrodingerovy rovnice, které ziskdame
jako linearni kombinaci stacionarnich feseni

‘I’(T, 97 Cb, t) = Z Cnlm"vbnlm(ra 9) ¢)e% ) (268)
n,l,m

v tomto textu se ale omezime pouze na stacionarni reseni.

Ukol 2.4 Nadrtnéte na svislou energetickou osu hodnoty povolenych energii,
tzv. energetické hladiny atomu vodiku. Jak je mozné, zZe je energie zaporna?

Reseni: Energie elektronu v atomu vodiku je ddna vztahem , zavisi na
hlavnim kvantovém cisle jako # Energie Ei, Fsy, E3, ... na obrazku odpo-
vidaji vazanym stavim elektronu v atomu vodiku. Je vidét, ze se s rostoucim n
yzahustuji® a limitné se priblizuji k nulové hladiné. Stavy s nezapornou energii by
pak odpovidaly rozptylovym stavim elektronu, ktery ,,proléta kolem.“ Tato ener-
gie uz by nebyla kvantovand, ,volny“ elektron by mohl mit libovolnou (kladnou)
energii.

E
0 I ,volny elektron*
vazany elektron
E;
Ey
Ey zékladni stav

Obrézek 2.3: Systém energetickych hladin atomu vodiku

Energie vazanych stavi elektronu v atomu vodiku je zaporna diky tomu, zZe
jsme zvolili nulovou hodnotu potencidlni energie v nekonecnu. Jde o vazebnou
energii elektronu v atomu, tedy energii, kterou je nutno dodat pro vytrzeni elek-
tronu z atomu.
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2.3 VlInové funkce stacionarnich stavu
atomu vodiku

V predchozi kapitole jsme vytesili stacionarni Schrodingerovu rovnici pro atom
vodiku a nalezli jsme tak analyticky zapis prislusnych stacionarnich vlnovych
funkei.

Vlnova funkce samotnd nema fyzikalni vyznam, ten méa az druhd mocnina
absolutni hodnoty vlnové funkce, ktery je roven hustoté pravdépodobnosti nale-
zeni elektronu v prostoru. Proto nas bude zajimat nejen geometrické znazornéni
vlnovych funkci samotnych, ale predevsim pribéh hustoty pravdépodobnosti.

Na tomto misté se casto setkdvame s pojmem orbital, ktery mizeme chapat
jako ¢ast prostoru, ve které se elektrony nachazeji s velkou pravdépodobnosti nebo
primo jako oznaceni pro prostorovy prubéh hustoty pravdépodobnosti. Déle tedy
budeme zkoumat tvar orbitali atomu vodiku.

Diky vztahu (2.67)) vime, ze stacionarni vlnovou funkci atomu vodiku v,
miuizeme zapsat jako soucin radialni ¢asti R,; a sférické casti Y;,,,

,lvbnlm(?aa 07 1/]) - Rnl (T) Yim(ea ¢) .

Podivejme se nyni na kazdou c¢ast zvlast.

2.3.1 Sféricka ¢ast vlnové funkce

Sféricka ¢ast vlnové funkce rika, jak se vlnova funkce méni v zavislosti na
zvoleném sméru, ktery je urcen tihly 6 a ¢ a popisuji ji tzv. kulové funkce Y}, (6, ¢).
Pripomenme, Ze ji miizeme zapsat jako soucin dvou dil¢ich funkci, z nichz kazda
zavisi jen na jedné thlové soutadnici

kde

Oun(0) = Ny Py (cosb) ,
q)m<¢) =M.

Zavislost na ¢ je jednoducha, jedna se o komplexni exponencialu a je to za-
roven jedina komplexni ¢ast vinové funkce. Jeji absolutni hodnota je rovna jedné
pro vSechna ¢, proto spoc¢itame-li hustotu pravdépodobnosti, zavislost na ¢ zmizi.
RozlozZeni hustoty pravdépodobnosti tak bude vzdy rota¢né symetrické kolem
oSy z.

Pridruzené Legendreovy polynomy

Zavislost sférické ¢asti vinové funkce na tihlu 6 popisuji funkce P, (cos ), coz

jsou tzv. pridruzené Legendreovy polynomy definované v predchozi sekci vztahem
(2.51)).
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Ukol 2.5 Napiste prvni ¢tyfi Legendreovy polynomy.

Reseni: Legendreovy polynomy pro [ = 1,2, 3, 4 vypoéteme podle vztahu (2.52)).
Napft. pro [ = 1 dostaneme

1d 1
P1(f):§H(52—1)1:§'25:5-

Pro dalsi kvantova cisla [ dostaneme polynomy

P0(5)21;
P1(5)25>

Py(€) = 536~ 1),
Py(€) = 5(56° - 36).
0

Ukol 2.6  Napiste piidruzené Legendreovy polynomy v proménné cos @ pro
[ =0,1, 2,3 a druhou mocninu jejich absolutni hodnoty. Pro nékteré z nich
zkuste nacrtnout polarni graf nebo si ho zobrazte na pocitaci.

ReSeni: Pro vipocet pfidruZenych Legendreovych polynomt pouzijeme definiéni
vztah a vyuzijeme jiz vypoctené Legendreovy polynomy z tkolu . Misto
proménné £ ted dosadime cos 6. Diky tomu, zZe se ve vztahu kvantové ¢islo m
vyskytuje pouze v absolutni hodnoté, je P, (&) = Py(—m)(§).

Naprt. pro [ = 1, m = 41 dostaneme

1 d d
P11:(1_52)§CT£P1(5): \/1_f2d7£<f>: \/1—52-

Pro kombinace nizkych hodnot kvantovych ¢isel [ a m dostaneme polynomy

Poo(§) = Py =1

Py(&) =¢ Py = cos

P11(§):\/1—§2 PH:SiIl@

Py (&) = ;(362 —1) Pyy = ;(3C0829 —1)

Py (&) =384/1—&2 P5; =3 sinfcosé
P22(5)23(1—§2) P22:3Si112€

Py (&) = ; (5¢% — 3¢) Py = ; (5cos® § — 3 cos b))

P () = ; 1 —£2(15¢% - 3) Py = ; sin @ (5 cos® § — 3sin 0)
Psy(€) = 15¢ (1 — £€2) Psy = 15 sin® @ cos @

Pys(6) =15 (1 — €)% Ps3 = 15 sin® 6
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a druhé mocniny jejich absolutni hodnoty

1
|Pool” =1 |Pyo|” = 1(25 cos® @ — 30 cos* 6 + 9 cos? 0)
9
| Pyo|® = cos? 0 1Py = . sin? 0 (25 cos* @ — 10 cos? 6 + 1)
|Py|* = sin® @ | P3y|* = 225 sin 0 cos? 6

1
| Pal* = 70 cos’@ — 6 cos’0 + 1) | Pss|® = 225 sin® 6

|Py|* = 9 sin? 0 cos? 6 | Pyo|® = 9 sin® @

Poléarni graf ziskame tak, ze pro dany tihel  nakreslime na poloptimku svirajici
s osou z uhel 0 bod grafu, jehoz vzdalenost od pocatku se rovné velikosti funkéni
hodnoty zobrazované funkce. Uhel # mé&Fime v zdporném smyslu od osy z. Pokud
je funkéni hodnota zaporné, zakreslime bod napt. jinou barvou.@

Na obrazku je znazornén polarni graf funkce Pjg = cos @, resp. Pj; = sin 6.
Pro funkci cos @ je ve sméru osy z (0 = 0) funkéni hodnota rovna jedné, protoze
cos0 = 1. S rostoucim thlem ¢ funkcni hodnoty klesaji, az pti 6 = 7 je funkcni
hodnota nulova, protoze cos 5§ = 0. Funkéni hodnoty pro 6 € (0, 7) odpovidaji
na obrazku plné Cervené linii. Pti ddle se zvétsujicim thlu 6 € (7, m) budou
funkéni hodnoty zdporné, pro ¢ = 7 je cosf = —1. Body grafu pro 6 € (3, 7)
jsou zakresleny modrou plnou linii, ktera znac¢i zapornou hodnotu. Funkce sin
mé v intervalu [0, 77| kladné hodnoty, které opét odpovidaji plné ¢ervené linii.

Ve stérickych soutadnicich je tihel 6 definovan jako tihel z intervalu [0, 7]. Proto
v polarnim grafu pro tihly z intervalu (7, 27) nevykreslujeme funk¢ni hodnoty, ale
pouze zrcadlovy obraz funkce z intervalu (0, ), jak je v obrazku naznaceno
prerusovanou c¢arou. Tento zrcadlovy obraz neprinasi zadnou novou informaci,
pouze nam pomaha vytvorit si lepsi predstavu o tvaru funkce.

Pro zkoumani hustoty pravdépodobnosti nas vice nez samotné pridruzené Le-
gendreovy polynomy budou zajimat druhé mocniny jejich absolutni hodnoty,
které jsou vykresleny v polarnich grafech v tabulce (Zde jiz funkce a jeji
zrcadlovy obraz nejsou odliseny prerusovanou carou.)

Kulové funkce

Kulové funkce jsou spoleénymi vlastnimi funkcemi operatortt L, a L?. Za-
visi na proménnych 6, ¢ a oznacujeme je kvantovymi ¢isly [ a m. Pro ilustraci
vypiseme nékolik prvnich kulovych funkei.

10 Alternativnim zptsobem zakresleni bodt pro zdpornou funkéni hodnotu je zakresleni bod# do
grafu na opac¢nou poloprimku, nez na které by byla kladna funkéni hodnota stejné velikosti.
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1 1 17,
Yoo(0) = S\~ Y30(0) = i\ (5cos” 8 — 3cosb)
1 1 /21 :
Yi0(0) = 3 3 cos 6 Y541(0) = j:g (| = sin@(5cos” —1) e*¢
0 T
L3 s 1105 . +2i¢
Y141(0) = i2 o sinfe Y310(0) = 2\ o sin” 6 cosf e
1 1 .
Y50(0) = — 5 (3cos?d — 1) Y343(0) = £ \/§ sin® § 317
4\ 8V 7

1 [15 . i
}/2:‘:1(6)::':5 ﬂsm@cos@eigb

1 [15 . i
}/éiQ(e) = :l:i % Sln296i2¢

V tabulce je vykreslena realnd a imaginarni ¢ast prvnich ¢tyf kulovych
funkei a také druhd mocnina jejich absolutni hodnoty.

Sféricka East hustoty pravddpodobnosti [Y,,|”

Sférickou ¢ast hustoty pravdépodobnosti vypocteme jako druhou mocninu ab-
solutni hodnoty kulovych funkeci

. 2
Yiml® = | Nim Pim (€05 0) ™| = [ Ny |* | Pin (c0s ) (2.70)

Protoze sférickd cast hustoty pravdépodobnosti nezavisi na thlu ¢, jeji cel-
kovy prostorovy priibéh dostaneme, pokud vezmeme polarni graf druhé mocniny
absolutni hodnoty Legendreovych polynomt a zarotujeme jej kolem osy z.

Pro lepsi predstavu jsou na obrazku vedle sebe znazornény druhé mocniny
absolutni hodnoty pridruzenych Legendreovych polynomt v proménné cos 6 pro
kvantové ¢islo [ = 1 a druhd mocnina absolutni hodnoty prislusnych kulovych
funkci. Stejnou tvahou si 1ze na zakladé polarnich grafit druhych mocnin pfidru-
zenych Legendreovych polynomu z tabulky [2.1] pfedstavit tvar kulovych funkei
pro jind kvantova cisla.

,,,,,

)

_____

Ky
ISE

Obrazek 2.4: Polarni graf funkce Pjy = cos6 (vlevo) a P;; = sinf (vpravo).
Kladné funkéni hodnoty jsou oznaceny ¢ervenou barvou, zaporné modrou barvou,
zrcadlovy obraz funkce z intervalu [0, 7] prerusované.
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z 4 z

|P00|2:]_ |P22|2:9sin40
2
|Pyo|? = cos?® @ | Pso|* = (25 cos®0 — 30 cos* 0 + 9 cos? 6)
i
|P1|?> = sin? 6 |Pyy|* = 2 sin?6 (25 cos* 6 — 10 cos? 6 + 1)
ZA

Ky

% :

|Poo)* =1 (9 cos® @ — 6 cos?0 + 1) | Pao|* = 225 sin? f cos? 0

A z 4

|Py1|? = 9 sin® 6 cos? 0 | P3s|* = 225 sin® 6

Tabulka 2.1: Znézornéni druhé mocniny absolutni hodnoty pfidruzenych Legen-
dreovych polynomt v proménné cosf v polarnim grafu pro nizka kvantova cisla
[, m. Pro prehlednost neni méritko v jednotlivych obrazcich stejné.
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Re(Y) Im(Y,,) |Y|2

Yoo
1 /1 1
5\/; 0 4
Yo
1 /3 3
2\/2 cosf 0 = cos’ 0
Y11
Y1y

13 1 /3 i pai 3 a2
51/ 5 sinf cos ¢ 51/ 52 sinfsin ¢ - sin® 0

Tabulka 2.2: Prostorové znazornéni realné a imaginarni c¢asti kulovych funkci
a druhé mocniny jejich absolutni hodnoty pro nizka kvantova ¢isla [, m.
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|

(a) [Pro(cos 0)[? (b) [Y10(0, 9)|?
zl

o

(c) |Pr1(cos0)? (d) |Y11(0, )

Obrazek 2.5: Znazornéni sférické ¢asti hustoty pravdépodobnosti pro kvantové
¢islol = 1.

2.3.2 Radialni ¢ast vlnové funkce

Radidlni ¢ast vlnové funkce udava, jak se vilnova funkce méni v zavislosti na
vzdalenosti od pocatku. Muzeme ji zapsat jako soucin pridruzené¢ho Laguerrova
polynomu a klesajici redlné exponencialy a vyrazu obsahujiciho vyraz 7t

R(r) = Ny, (22)1%’ <2r> e (2.71)

na

Ze vztahu (2.71) vidime, ze pro velka r prevazi exponencialni ¢ast nad polyno-
midlni ¢asti a funkce bude exponencialné klesat k nule. Naopak pro mala r bude

!
podstatny pribéh Laguerrova polynomu a vyrazu (%) .

Pridruzené Laguerrovy polynomy

Pro ilustraci uvadime tvar nékolika pridruzenych Laguerrovych polynomt vy-
poctenych podle defini¢niho vztahu (2.60)).

Ly(§) =1 Li(¢) =1

L&) =—€£+1 Li(§) =—26+4

L) =& —4£+2 LL(€) = 3¢2 + 186 — 18
LY(€) = =€ +96% — 186 + 6 :
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Pomoci nich miizeme urcit pribéh radialnich vinovych funkci pro nizka kvantova
c¢isla n, I,

1 . 1 2 2 .
Rig= ——¢ a, R :(1_ 2> T34,
0= 5 0 S 30" Tora2” ) ©
1 r . 202 r 1 .
o= e () 7 - A ()
7 9 /ondd 2a ¢ T 9 Brad a 6ar ¢
1 ro . 1 r\2 .
PO S ey P R
T ordd a 2 ’1V6ra® \a

Pribéh radialni ¢asti hustoty pravdépodobnosti

Vice nez prubéh samotné radidlni casti vinové funkce nas bude zajimat pru-
béh jeji druhé mocniny, tedy radidlni ¢asti hustoty pravdépodobnosti \Rnllz. Po-
divejme se nyni na to, kolik m& nulovych bodu a lokalnich maxim.

Redlna exponencidla e 7e je kladnd na celém R, proto pocet nulovich bodt

!
ovliviiuje pouze polynomialni ¢ast obsahujici (%) a pridruzeny Laguerruv poly-

nom L,; (%)

. l

Clen (%) ma nulovy bod pouze v pocéatku pro stavy s kvantovym cislem
[ # 0. Tyto stavy tak maji v pocatku nulovou hustotu pravdépodobnosti, zatimco
pro stavy s kvantovym c¢islem [ = 0 méa radialni ¢ast hustoty pravdépodobnosti
v pocatku maximum, jak ukazuje obrazek E-]

Dalsimi nulovymi body prispivaji pridruzené Laguerrovy polynomy svymi ko-
feny. Pridruzeny Laguerriv polynom stupné k£ ma pravé k rtznych realnych ko-
fentll, Laguerrovy polynomy vystupujici ve vlnové funkci jsou stupné n — 1 — 1,
maji tedy n — [ — 1 nulovych bodti. Pocet maxim radialni ¢asti hustoty pravde-
podobnosti tak je n — I (pocitdno véetné maxima v r = 0 pro [ = 0).

Radialni vs. bodova hustota pravdépodobnosti

Pozorovali jsme, Ze pro stavy s kvantovym cislem [ = 0 mé radidlni ¢ast
hustoty pravdépodobnosti maximum v pocatku, tedy ve stfedu atomu. Mohlo
by se zdat, ze je tedy nejpravdépodobnéjsi najit elektron ve stredu atomu, tedy
v jadre a jeho blizkosti, coz neodpovida realité.

Musime si ale dat pozor, jestli nas zajima bodova hustota pravdépodobnosti
(resp. jeji radidlni ¢ast), coz je pravdépodobnost, Ze elektron nalezneme v néjakém
konkrétnim misté o soutadnicich (r, 6, ¢), nebo radidlni hustota pravdépodobnosti,
coz je pravdépodobnost, Ze elektron nalezneme v urc¢ité vzdalenosti od stiedu
atomu.

Bodovou hustotu pravdépodobnosti spocitame jako druhou mocninu absolutni
hodnoty vlnové funkce

pr,60,6) = [ (1,6, )" = [Rua(r) Yiuu (8, 6)* , (2.72)
radialni ¢ast bodové hustoty pravdépodobnosti je tedy
|Ru(r)[* . (2.73)

HMeFitko na svislé ose je pro prehlednost pro jednotlivé funkce riizné, aby byl patrny jejich
prubéh. Funkéni hodnota funkci pro [ = 0 je v pocatku tak velkd, Ze ji nelze v obrazku
zachytit, aby byl zaroven patrny prubéh dalsich lokdlnich maxim, je ale kone¢na.

36



- - rld

20 25

z z . .7 7 Y 7 . 7 2 z 4 Z
Obrazek 2.6: Druhd mocnina radialni ¢asti vinové funkce | R,;|” pro nizka kvantova
cisla n, I.

Radialni hustotu pravdépodobnosti p.q(7) spoéitame tak, ze ,poséitame prav-
dépodobnosti“ nalezeni elektronu ve vSech mistech se stejnou vzdalenosti od po-
catku, tj. zintegrujeme bodovou hustotu pravdépodobnosti ptes povrch koule s po-
zadovanym polomérem r

paar) = [ [ IRl Yin (0, 6)F 2 s dbdo = (274
— 2 [Ru(r |/ / Vi (0, 6)[*sin 6 d0 dp =
=1 |Ru(r)P

P1i vypoctu jsme vyuzili toho, ze jsou kulové funkce normované, takze integral na
druhém tadku je roven jedné. Vidime, ze se v radidlni hustoté pravdépodobnosti
objevil dalsf faktor, a to kvadraticky vyraz r?, ktery roste stejné rychle jako povrch
koule.

Hledédme-li elektron na povrchu koule s velmi malym polomérem, tj. r ~ 0,
faktor r* zptsobi, Ze bude praq(r) & 0. Ve velmi malych vzddlenostech od stiedu
atomu tak elektron nalezneme jen s malou pravdépodobnosti. Pokud hledame
elektron na povrchu koule s velkym polomérem, exponencialni pokles vyrazu e~ na
v Ry (r) prevazi nad Laguerrovym polynomem i nad faktorem r?, takZe pravdeé-
podobnost nalezeni elektronu ve velkych vzdalenostech je také velmi mala.

Elektron tedy s urcitou nezanedbatelnou pravdépodobnosti muzeme nalézt
jen v ur¢itém intervalu vzdalenosti.

V prostrednim sloupecku grafi v tabulce je radialni ¢ast bodové hustoty
pravdépodobnosti vykreslena modre a radidlni hustota pravdépodobnosti zelené
(méritko na svislé ose neni pro obé funkce stejné, aby byl dobre viditelny pru-
béh obou funkcei). Na prvnich dvou obrézcich vidime, ze i kdyz mé bodova hus-
tota pravdépodobnosti v po¢atku maximum, radidlni hustota pravdépodobnosti
je v pocatku skutecéné nulova a ve velmi malych vzdélenostech relativné mala.

37



2.3.3 Tvar orbitali atomu vodiku

Jiz vime, jak vypadd sféricka i radialni ¢ast vlnové funkce a z nich vypoctené
hustoty pravdépodobnosti, mizeme je tedy slozit dohromady a podivat se na
prubéh celkové hustoty pravdépodobnosti v prostou, tedy na tvar orbitalt atomu
vodiku.

V tabulce [2.3]je v prvnim sloupci v polarnim grafu cervené zobrazena sféricka
¢ast hustoty pravdépodobnosti, tj. druhd mocnina absolutni hodnoty kulovych
funkci, v fezu svislou rovinou. V prostiednim sloupci jsou grafy radidlni c¢asti
bodové hustoty pravdépodobnosti (modie) a radidlni hustoty pravdépodobnosti
(zelené). Celkova bodovéd hustota pravdépodobnosti nalezeni elektronu v daném
misté, zkonstruovana pomoci grafii sférické a radialni ¢asti bodové hustoty prav-
dépodobnosti, je zndzornéna ve tretim sloupci tabulky (v Fezu rovinou obsahujici
svislou osu z). Pro zndzornéni celkové bodové hustoty pravdépodobnosti je pou-
zita barevna skala s riznou intenzitou cervené barvy. Jasné cervend barva zna-
mena vysokou hodnotu hustoty pravdépodobnosti, tmavsi odstiny ¢ervené nizsi
hustotu pravdépodobnosti a ¢ernd nulovou ']

Obrazky na prvnich dvou radcich znézornuji hustotu pravdépodobnosti pro
stavy (1,0,0) a (3,0,0). Tyto stavy maji stejnd kvantova ¢isla [ = 0, m = 0 a lisi
se pouze v hlavnim kvantovém cisle n. Protoze sféricka ¢ast hustoty pravdépodob-
nosti zavisi pouze na kvantovych ¢islech [, m, maji stavy se stejnymi kvantovymi
¢isly [ a m stejny thlovy tvar. V pripadé stavii s [ = 0 jde o kulovy tvar.

Radialni ¢ast hustoty pravdépodobnosti zavisi na kvantovych ¢islech n, [, ktera
urcuji pocet jejich maxim a nulovych bodi. Jak jsme vidéli v sekei vénované La-
guerrovym polynomim, pocet nulovych bodu radialni hustoty pravdépodobnosti
jen — 1 —1 a pocet jejich maxim je n — [. Maxima radialni ¢asti hustoty prav-
dépodobnosti odpovidaji na obrazku celkové hustoty pravdépodobnosti kulovym
vrstvam s vysokou hustotou pravdépodobnosti (mista s jasné ¢ervenou, prip. bilou
barvou) a jsou navzijem oddélena kulovymi plochami s nulovou hustotou prav-
dépodobnosti (mista s cernou barvou), které odpovidaji nulovym bodim radidlni
casti hustoty pravdépodobnosti. Kvantova cisla n a [ tak vlastné udavaji pocet
,vrstev® orbitalu.

Na dalsich obrazcich je hustota pravdépodobnosti pro jiné kombinace kvan-
tovych ¢isel. Pro stavy s vedlejsim kvantovym ¢islem [ # 0 uz tvar orbitalu neni
sféricky symetricky, ale ma slozitéjsi tvar.

Poznamka o popisu orbitalti v chemii

S popisem orbitalt se casto setkdme také v chemii. Popis a konvence, které
pouzivaji chemici, se v nékolika vécech 1isi od téch fyzikalnich, proto je treba je
mit pri nahlizeni do ucebnic chemie na paméti.

1. V chemii byva zvykem orbitaly oznacovat pismeny podle vedlejsiho kvan-
tového cisla [. Orbitaly s kvantovym c¢islem [ = 0,1,2, 3,4 se tak po radé
nazyvaji orbitaly s, p, d, f, g.

12Mefitko barevné $kaly neni na vsech obrazcich stejné, bild mista znamenaji vy$si hodnotu
hustoty pravdépodobnosti nez zobrazuje barevna skala, kterda byla nastavena tak, aby byla
dobte viditelna i mista s nizkou hustotou pravdépodobnosti.
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2. V ucebnicich chemie byva ¢asto vyobrazovana pouze sférickd cast hustoty
pravdépodobnosti, musime dat pozor na zaménu s celkovou hustotou prav-
dépodobnosti.

3. Pri nahlédnuti do ucebnic chemie miizeme zjistit, ze tvar sférické ¢asti hus-
toty pravdépodobnosti je jiny nez s jakym jsme dosud pracovali. Diky tomu,
ze stacionarni stavy atomu vodiku, které se lisi pouze kvantovymi ¢isly [ a m
(tj. maji stejné hlavni kvantové ¢islo n), maji stejnou energii. MiiZeme proto
vytvorit jejich linedrni kombinaci, kterd bude také stacionarnim stavem
(tj. bude se také jednat o stav s ostrou hodnotou energie). Muzeme tak pre-
jit k jiné bazi stacionarnich funkci. Ve fyzice je vyhodné pracovat s funkcemi,
které jsou vlastnimi funkcemi operatoru L,. V chemii se pro popis chemické
vazby lépe hodi funkce, které maji ,stejny tvar® a rtiznou prostorovou ori-
entaci.

2.3.4 Kvantova cisla

Shriime nyni jesté jednou vyznam kvantovych ¢isel n, [, m, kterd se postupné
objevovala v pribéhu feseni atomu vodiku.

Kvantova ¢isla slouzi k ocislovani stacionarnich stavi elektronu v atomu vo-
diku. Kazda trojice kvantovych ¢isel (n,1,m) tak odpovida jednomu stavu, ktery
je popsan vlnovou funkci 1,,;,,, odvozenou vyse. Tento zpiisob volby kvantovych
¢isel je vSeobecné pouzivany, neni vSak jediny mozny. Stavy by bylo mozné seradit
za sebe (napf. podle energie) a ocislovat je pomoci jediného kvantového ¢isla, ale
vztahy pro energii a ostatni vlastni ¢isla by pak byly mnohem komplikovanéjsi.

Hlavni kvantové ¢islo n

Hlavni kvantové c¢islo n jsme dostali pii feseni stacionarni Schrodingerovy
rovnice z podminky na normovatelnost feseni. Urcuje energii stavif| a jeho hod-
nota ovliviiuje radialni ¢ast vinové funkce, ne vsak thlovou ¢ast. Miize byt rovno
libovolnému ptirozenému ¢islu n € N.

Spolu s vedlejsim kvantovym ¢islem urcuje také ,vrstevnatost“ orbitalu, tedy
pocet maxim radialni ¢asti vlnové funkce.

Vedlejsi kvantové cislo [

Vedlejsi kvantové ¢islo [ opét souvisi pozadavkem normovatelnosti, tentokrat

~2
feseni rovnice pro vlastni ¢isla operatoru L . Povolené hodnoty vedlejsiho kvan-
tového ¢isla jsou prirozena cisla véetné nuly, [ € Ny, pro které plati podminka
[ < n. Spoluurcuje tvar jak thlové, tak i radidlni ¢asti vinové funkce.

Magnetické kvantové Cislo m

Magnetické kvantové cislo souvisi s pozadavkem na 2m-periodi¢nost vinové
funkce v proménné ¢ pti feseni rovnice pro vlastni ¢isla operatoru L,. Povolené

13To, Ze energie stavu FE,, zévis pouze na hlavnim kvantovém &isle, je specifické pro atom vodiku.
Tento jev byva oznacovan jako tzv. ndhodnd degenerace. Pro jiné stéricky symetrické problémy,
které maji stejné reseni tthlové Casti, zavisi energie na hlavnim i vedlejSim kvantovém cisle n a [.
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Tabulka 2.3: Znézornéni sférické ¢asti bodové hustoty pravdépodobnosti (vlevo),
radidlni ¢asti bodové hustoty pravdépodobnosti (uprostied, modte), radidlni hus-
toty pravdépodobnosti (uprostfed, zelené) a celkové bodové hustoty pravdépo-
dobnosti (vpravo) pro nékolik vybranych staciondrnich stavi atomu vodiku.
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hodnoty pro magnetické kvantové ¢islo jsou celd ¢isla, m € Z, pro néz plati
podminka |m| <.
Urcuje tvar sférické casti vlnové funkce, ne vsak radialni ¢asti.

Ukol 2.7  Jaky je stupeti degenerace n-té energetické hladiny atomu vo-
diku?

ReSeni: Degenerace energetické hladiny znamend, Ze rizné vlastni stavy maji
stejnou energii. Pocet riiznych vlastnich stavi se stejnou energii oznacujeme jako
tzv. stupen degenerace g,. Energie stavu atomu vodiku je urcéena hlavnim kvan-
tovym cislem n, ale nezavisi na vedlejsim kvantovém c¢isle [ ani na magnetickém
kvantovém ¢isle m. To znamend, ze dva stavy, které maji stejné hlavni kvan-
tové ¢islo n, maji stejnou energii, i kdyz se lisi v kvantovych ¢islech [ a m. Nase
otazka je tedy stejnd, jako kdybychom se ptali, kolik riznych stavi atomu vodiku
existuje pro dané n.

Pro pevné n muze vedlejsi kvantové ¢islo nabyvat hodnot 0,1,2,...,(n — 1)
a pro kazdé vedlejsi kvantové ¢islo [ existuje 2041 moznych hodnot magnetického
kvantového ¢isla m (protoze magnetické kvantové Cislo muze nabyvat hodnot
—1,...,0,...,1). Chceme-li zjistit, kolik existuje celkem moznych stavii pro pevné
n, musime secist pocet moznosti kvantového cisla m pro vSsechna mozna [, coz
muzeme zapsat jako

n—1

gn =y (20 +1). (2.75)

=0

Jedna se o aritmetickou posloupnost, jejiz soucet je
g = g(l—i—Q(n— 1)+ 1) =n?. (2.76)

Zjistili jsme tedy, ze stupenn degenerace kazdé energetické hladiny je n?.

2.4 Dalsi priblizeni modelu atomu vodiku

Pojdme se nyni znovu podivat na predpoklady a zjednoduseni, které jsme
v prubéhu reseni atomu vodiku prijali a zamyslet se nad tim, jaké dalsi efekty
bychom mohli brat v iivahu, kdybychom chtéli nase feSeni zpresnovat.

Pripomenme znovu, ze jsme se celou dobu zabyvali staciondrnimi stavy atomu
vodiku, tedy stavy s ostrou hodnotou energie. Také tvar orbitalti atomu vodiku
jsme si znazornovali pouze pro tyto stavy. Pokud bychom chtéli zjistovat, jak je
to s tvarem orbitali pro nestacionarni stavy atomu vodiku, museli bychom vzit
feseni nestacionarni Schrodingerovy rovnice a pribéh hustoty pravdépodobnosti
vypocitat z néj. Pozor, nejedna se o soucet hustot pravdépodobnosti (orbital).
Navic hustota pravdépodobnosti nestacionarnich stavit neni na rozdil od stacio-
narnich stavi v ¢ase konstantni, tvar orbitalti nestacionarnich stavi se tak s casem
vyviji.
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Redukovana hmotnost

Prvni zptfesnéni, které mizeme do naseho feseni snadno zahrnout, je nahrazeni
hmotnosti elektronu redukovanou hmotnosti, kterou jsme uréili v tkolu [I} Tato
oprava je v fadu desetiny promile, tedy 1074,

Spin elektronu

V nasich uvahach jsme dosud neuvazovali spin elektronu. Elektron ma dvé
mozné hodnoty primétu spinu j:g, kazdy stav popsany trojici kvantovych ¢isel
(n,l,m) tak mizeme odlisit podle toho, jestli méa elektron ,spin nahoru“ nebo
,Spin doll.“ Zavadime proto dalsi kvantové ¢islo, tzv. spinové kvantové cislo my,
které popisuje prumét vnitintho momentu hybnosti elektronu — spinu. Nabyva
dvou riznych hodnot m, = +1.

Naproti tomu magnetické kvantové ¢islo m popisuje primét momentu hyb-
nosti (oznacovaného jako orbitdlni moment hybnosti), ktery souvisi s ,,pohybem “
elektronu v poli centralni sily.

Pti pridani spinu tak musime pro jednoznacné rozliseni stavi pouzit c¢tve-
fici ¢isel (n,l,m,my). Stupen degenerace energetickych hladin atomu vodiku se
spinem tak bude 2n2.

Spin-orbitalni interakce a relativistické efekty

Z experimentii vyplyva, ze hodnota energie dvou stavt lisicich se pouze spino-
vim kvantovym ¢islem se mirné lisi (fddové asi o 1071 eV). V porovndni s rozdilem
energie zakladniho stavu a excitovanych stavu (ktery se pohybuje v desitkdch eV)
je to rozdil maly, nicméné méritelny.

K tomuto rozstépeni energetické hladiny prispiva interakce orbitalniho mo-
mentu hybnosti s vnitfnim momentem hybnosti elektronu, tzv. spin-orbitalni in-
terakce. Orbitalni moment hybnosti vytvai{ uvniti atomu magnetické pole[] se
kterym interaguje spin elektronu. Vznik tohoto magnetického pole si miizeme
predstavit dvéma zpusoby, z pohledu jadra nebo z pohledu elektronu. V prvnim
pripadé se elektron pohybuje v elektrickém poli jadra a jakozto nabitd castice
vytvari magnetické pole. Z pohledu elektronu vidime, ze se kolem néj pohybuje
kladné nabity proton a vytvaii proudovou smycku, kterd generuje magnetické
pole. Energie stavu elektronu pak bude zaviset na orientaci jeho spinu v tomto
magnetickém poli[”]

Dalsi efekty, které musime vzit v itvahu, souviseji s relativistickym chovanim
castic. Misto klasického vztahu pro kinetickou energii bychom méli pouzit relati-
visticky vztah pro energii

E = \/m2ct + p*c2. (2.77)

14 Jde opravdu o ,vnitini“ pole vytvoiené atomem samotnym, nikoli o vnéjsi magnetické pole,
do kterého by atom mohl byt vlozen, jak uvidime u Zeemanova jevu v

Pomoci klasické piedstavy proudové smycky miizeme pomoci Biotova-Savartova zékona od-
hadnout velikost tohoto magnetického pole priblizné na 2 T.
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Korekce energetickych hladin, které ziskdme timto zptisobem, jsou fadu 10~*eV,
tedy stejného radu jako prispévek spin-orbitalni interakce.

Spojeni obou korekci dohromady se tika tzv. jemnd struktura spektra atomu
vodiku . PTi zapocteni téchto korekci se ve vztahu pro energii objevuji kromé
hlavniho kvantového ¢isla n také dalsi kvantova cisla a degenerace energetickych
hladin vici n a [ tak mizi.

Spin jadra

Dalsim jevem, ktery jen struéné zminime je tzv. spin-spinovd interakce, kdy
budeme uvazovat i spin jadra. Mame tak vlastné dvoucasticovy systém, kdy spin
jadra interaguje se spinem elektronu. Korekce na energie, které takto ziskame, jsou
ptiblizné fadu 107%eV, coz je vyrazné méné nez korekce pro jemnou strukturu
atomu vodiku. Proto byva tato korekce oznacovana jako tzv. hyperjemnd struktura
atomu vodiku nebo hyperjemné rozstépeni.

Pribéh potencialu

Drobné nepresnosti jsme se dopustili, kdyz jsme predpokladali, Ze potencidl ja-
dra mizeme popisovat pomoci coulombického potencidlu bodového néaboje, ktery
ma prubéh V(r) ~ % Ve skutecnosti jadro neni bodové, ale ma rozmér asi
10~ m, méli bychom tedy uvaZovat pritbéh potencidlu jako u homogenné na-
bité koule. Oprava energie, kterou takto dostaneme, je v fadu 1072 eV (viz tiloha
¢. 2299 ve Sbirce fesenych tloh), coZ je pti bézné presnosti méfeni zanedbatelné,
ale pfi prfesném méreni se tento rozdil projevi.

Navic interakce mezi elektronem a jadrem neni ¢isté elektrostaticka (zanedbali
jsme napt. gravitacni pritahovani nebo kratkodosahovou slabou interakci, ktera
mé dosah cca 10717 m). Tato zanedbdni ale v porovndni s ostatnimi opravdu
nejsou vyznamna.
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3. O orbitalech atomu vodiku —
Pracovni list pro SS seminar

V ramci této diplomové prace byl navrzen a zrealizovan seminai vénovany
problematice orbitali. Pro seminar byl vytvoren pracovni list s nazvem O orbi-
talech atomu vodiku, viz priloha . Seminar je urcen studentﬁmE] sttedni skoly,
kteri se jiz setkali s pojmem atomovy orbital (napf. v chemii), a mé rozsah dvou
vyucovacich hodin, tj. 90 minut.

Tento seminai by mél vést k naplnéni nasledujicich cilt:

1. Studenti se sezndmi s odliSnosti popisu stavu ¢astice v klasické a kvantové
mechanice.

2. Studenti se sezndmi s pojmem hustota pravdépodobnosti a se zndzornénim
jeji ihlové a radidlni ¢asti pomoci grafi.

3. Studenti aplikuji znalost hustoty pravdépodobnosti pfi praci s grafy:

o Studenti na zakladé grafii ihlové a radialni ¢asti hustoty pravdépodob-
nosti nacrtnou prubéh celkové hustoty pravdépodobnosti (tj. vysledny
tvar orbitalu) pro orbitaly s, p, d.

o Studenti na zékladé celkové hustoty pravdépodobnosti odhadnou pri-
béh radidlni a hlové ¢asti hustoty pravdépodobnosti.

Seminar je rozdélen do dvou ¢asti, z nichz kazda by méla trvat asi polovinu
vyhrazeného casu. Prvni ¢ast seminate je pripravna a zameéruje se na naplnéni
prvniho a druhého cile, studenti se v ni seznamuji s pojmem hustota pravdépo-
dobnosti pomoci nékolika fyzikalnich systému.

Druha c¢éast seminafe se jiz soustfedi na popis orbitali atomu vodiku a na
naplnéni tretiho cile. Studenti se zde seznamuji se znazornénim hlové ¢asti hus-
toty pravdépodobnosti a ¢asti hustoty pravdépodobnosti zavislé na vzdalenosti
od jadra pomoci riznych typu grafi a na zakladé téchto grafti sestavuji priubéh
celkové hustoty pravdépodobnosti, pomoci niz si mohou predstavit prostorové
tvary orbitalti atomu vodiku.

V prubéhu seminare se stiida vyklad ucitele, diskuse se studenty a samostatné
¢i skupinové feseni tkoli. V kazdé casti semindre studenti fesi sérii nékolika
ikolt, které jim pomohou dané problematice lépe porozumét. Nékteré tikoly jsou
oznaceny hvézdickou jako volitelné, lze je zatadit ¢i vynechat podle potieby nebo
je zadat pouze rychlejsim studenttim.

Ustfednim materidlem, s nim# studenti béhem seminéfe pracuji, je pracovni
list se zadanim kol a mistem pro feseni. Pracovni list je doplnén také privodnim
textem, a muze tak souzit jako studijni material k seminari. V priloze této prace
je také zkraceny pracovni list bez pruvodniho textu, pouze se zadanim tkola.

LV celé této praci je zZAmérné pouzito oznaceni studenti misto Zdci, coz odpovida oznaceni bézné
pouzivanému ve skolach uciteli i zaky.
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3.1 Prubéh seminare

Nasledujici text slouzi jako priivodce seminaiem pro ucitele. Text vznikl na
zakladé pilotaze seminare, zkusenosti autorky s timto tématem a pripominek
ucitelt z praxe. Ucitelé zde také naleznou autorské teseni tikolt z pracovniho
listu a ukazku studentskych reseni.

Casové rozloZeni seminare

V tabulce je uvedeno doporucené c¢asové rozlozeni seminare. Podle schop-
nosti studentt mohou jednotlivé ¢asti seminare trvat rizné dlouho, doporucuji
ale drzet se rozdéleni seminafe na dva priblizné stejné dlouhé celky. Nékteré c¢asti
a ukoly lze dle ¢asovych moznosti vynechat, jinym se naopak 1ze vénovat podrob-
néji.

5min  Uvod a tvodn{ otdzka ,,Co je orbital?* g
10 min  Rozdil v popisu stavu ¢astice v klasické a kvantové mechanice E
20 min Zavazi na pruziné N
10 min  Komar v mistnosti éﬁ
10 min  Orbitaly atomu vodiku: Uhlova ¢ast hustoty pravdépodobnosti k=

5 min Cést hustoty pravdépodobnosti zavisla na vzdalenosti od jadra E
15 min Celkova hustota pravdépodobnosti =
10 min Prostorova predstava orbitall, chemicka baze %

5 min Zavér, shrnuti a zavérecna otazka ,,Co je orbital?“ 2

Tabulka 3.1: Casové rozloZeni seminére.

Pomiicky

Kazdy student bude potiebovat pracovni list O orbitalech atomu vodiku v roz-
sitené Ci zkracené verzi a pastelky ¢i tuzky pro kresleni hustoty pravdépodobnosti.
Ucitel bude potiebovat projektor a pocitac s apletem Klasicky oscildtor (ke sta-
zeni z [18]) a programem Orbitaly (dostupny z [25]).

3.1.1 Uvod seminéafe

Na zacatku povidani o orbitalech si studenti v tkolu [l] pfipomenou, co jiz
o orbitalech védi z chemie ¢i z fyziky a vlastnimi slovy napisi, co je podle nich or-
bital. Nékolik studentti muze své odpovédi rict nahlas. Tato pocatecni predstava
o pojmu orbital slouzi jako odrazovy miistek pro cely seminar, béhem kterého
se studenti setkaji s detailnéjsim pohledem na problematiku orbitalii a mohou
na jeho zakladé svou predstavu o orbitalech zménit, poupravit nebo si ponechat
predstavu puvodni. Odpoveédi v této fazi tedy neni potreba hodnotit jako spravné
¢i Spatné, slouzi spise jako pracovni varianty, ke kterym se studenti vrati na konci
seminare.
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Typickymi studentskymi odpovédmi, které se objevovaly pti pilotazi, jsou na-
priklad

o ,Misto, do kterého se ukladaji a usporadavaji elektrony urcitého prvku.“

o ,Misto nebo energetickd vrstva, ve které se s nejveétsi pravdépodobnosti
vyskytuji elektrony.*

o ,Misto v elektronovém obalu, kde se s nejvétsi pravdépodobnosti nachazeji
elektrony.

o ,Obal, ve kterém se nachazeji elektrony.“

o ,Céast atomu, kde se nachézeji elektrony.“

3.1.2 Jak popsat pohyb castice aneb kde je elektron?

V této casti seminare seznamime studenty s nékterymi rozdily v chovani castic
v klasické mechanice a v kvantové mechanice, které jsou podstatné pro pochopeni
vyznamu orbitali a jejich popis. Tyto odlisnosti demonstrujeme na myslenkovém
experimentu s kulickami a elektrony, ktery je popsan nize. Pomoci tohoto expe-
rimentu dospéjeme spolu se studenty k tomu, Ze na rozdil od klasického popisu
pohybu castice pomoci trajektorie a souradnic polohy a rychlosti musime v kvan-
tové mechanice pouzivat popis pomoci pravdépodobnosti.

Cilem tohoto seminére neni podat podrobny piehled o odlisnostech kvantové
mechaniky (coz by samo o sobé vydalo na nékolik samostatnych seminait), jde
spise o prvni seznameni se s touto problematikou. Proto této c¢asti vénujeme jen
pomeérné kratky cas, ne vice nez 5—10 minut.

Experiment s kulickami

V klasické mechanice popisujeme pohyb téles pomoci jejich souradnic a rych-
losti, pro kazdé téleso tak mizeme nakreslit trajektorii jeho pohybu. Na zakladé
znalosti pocatecni polohy a rychlosti kulicky a sil, které na ni pisobi, mtzeme
jednoznacné predpovédeét, jak se bude kulicka pohybovat a kam dopadne, pokud
ji vystfelime do terce.

Mizeme studenty vyzvat, aby si predstavili, ze je ve tridé myslené délo, do
kterého lze vlozit kulicku (tenisak, micek, ...) a vystfelit ji na ter¢ (ten si muzeme
predstavovat napr. na sténé tiidy). Kulicka dopadne na néjaké misto v terci. Pak
se miizeme studentii zeptat, kam dopadne dalsi kulicka, kdyz bude délo nastavené
uplné stejné — tj kulicka zacne ve stejném misté, bude ji udélena stejnd rychlost
a budou na ni pusobit stejné sily (tj. bude mit stejné poc¢ateéni podminky). Stu-
denti pravdépodobné odpovi, ze do téhoz mista jako prvni kulicka.

Muzeme se pak déle zeptat, jak by vypadaly stopy po kulickdch v terci,
kdyby bylo stejnym zptisobem vystieleno sto stejnych kulicek. V terc¢i by byla
pouze jedna stopa, protoze vSechny kulicky by dopadly do stejného mista. (Zde
je potfeba zdturaznit, ze predpokladame, Ze nase délo miri zcela presné, tedy ze
nepresnosti méreni nebereme v nasem experimentu v uvahu.) Vysledek tohoto
experimentu je zndzornén na obrazku vlevo.
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(a) Ter¢ po vystfeleni sta (b) Ter¢ po vystreleni sta
klasickych kulicek se zcela »,stejné pripravenych* elektroni.
stejnymi pocateénimi podminkami.

Obréazek 3.1: Myslenkovy experiment s kulickami a elektrony.

Experiment s elektrony

Sdélime studenttim, Ze stejny experiment nyni provedeme s elektrony, tedy
s objekty velmi malymi, které podléhaji zakonim kvantové mechaniky. V tomto
experimentu tedy budeme ,strilet“ z déla elektrony. Je potfeba studenty upozor-
nit, ze u elektronu nemuzeme znat zéroven jeho polohu a rychlost (kvili relacim
neurcitosti), proto neni mozné elektrontim udélit presnou poc¢ateéni polohu a rych-
lost zaroven, jako tomu bylo u klasickych kuli¢ek. Stejné pocateéni podminky pro
elektrony zajistime tak, ze je na zacatku uvedeme do tzv. stejného kvantového
stavu. Muzeme pak mluvit o ,stejné pripravenych“ elektronech.

Rekneme studenttim, Ze do terée ,vystfelime* prvni elektronu, a ten v teré
zanechd stopu na néjakém misté. Pak se studentt zeptame, kam podle nich do-
padne dalsi elektron, ktery bude na zacatku ve stejném kvantovém stavu jako
ten prvni. Studenti ¢asto odpovidaji, ze dopadne do stejného mista jako prvni
elektron. Byva pro né prekvapivé, ze druhy elektron mize dopadnout na tuplné
jiné misto nez ten prvni.

Zde je potieba studenty konfrontovat s vysledkem experimentu, ktery odpo-
ruje nasim klasickym predstavam: V pripadé elektroni, které byly na zacdtku ve
stejném kvantovém stavu, mize dopadnout experiment pro kazdy elektron jinak,
do vysledku experimentu zasahuje nahoda. Kazdy elektron tak miZe dopadnout do
jiného mista terce.

Podle ¢asovych moznosti a schopnosti studentti je mozné studenty blize se-
znamit s tzv. superpozici kvantovych stavi, kterd je popsana nize, nebo je mozné
s timto vysledkem déle pracovat pouze jako s faktem.

Po tomto sdéleni se studentt opét zeptame, jak by vypadal terc¢, po vystreleni
sta ,stejné pripravenych* elektront. Studenti vétsinou dojdou k tomu, ze v terci
budou stopy po elektronech rozesety nahodné, v nékterych mistech mohou byt
hustéji u sebe, v jinych ridceji, nékteré stopy se mohou prekryvat, jak ukazuje
obrézek [3.1] vpravo.

Polozime studentim otazku, jestli by na zdkladé predchozich experimenti
uméli predpovédét, kam by dopadl dalsi ,stejné pripraveny, elektron. Studenti
by méli dojit k tomu, zZe s jistotou vysledek experimentu predpoveédét nelze, pro-
toze v ném hraje roli nahoda. Pti predchozich experimentech jsme si mohli vSim-
nout, ze ze vzorku sta elektronti na néktera mista v terci elektrony dopadaly
Castéji (stopy jsou tam hustéji u sebe), na nékterd naopak méné ¢asto (nejsou
tam skoro zadné stopy). Elektrony v tomto kvantovém stavu maji vétsi pravde-
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podobnost, ze dopadnou do mist terce s vice stopami nez do mist s méné stopami.

Nemitizeme tedy predpovédét, kam presné dany elektron dopadne, ale pouze
odhadnout pravdépodobnost, s jakou dopadne do daného mista. Cim vice experi-
menti bychom méli k dispozici, tim by byl nas odhad pravdépodobnosti presné;jsi.
V kvantové mechanice proto pouzivime popis pomoci pravdépodobnosti.

V predchozich experimentech s kulickami a elektrony jsme pouzivali slovni
spojeni jako ,vystrelime elektron,“ ,elektron dopadne na ter¢,” apod. Je potieba
si uvédomit, ze jde o zjednoduseny myslenkovy experiment, jehoz cilem je zduraz-
nit nékteré odlisnosti chovani klasickych a kvantovych objektt. Musime mit stéle
na paméti, ze elektron se skuteéné nechova jako kulicka, kterou bychom mohli
vlozit do déla, pak ji vystrelit, sledovat jeji trajektorii fici, kudy letéla, nez jsme
se podivali, kam dopadla.

,, Vystielenim elektronu z déla“ zde mame na mysli pouze pripraveni elektronu
v ur¢itém kvantovém stavu, ,dopadnutim elektronu do terce“ mame na mysli
zmeéreni polohy elektronu.

Teoretické pozadi experimentu

V experimentu s kulickami a elektrony hrélo roli nékolik odlisnosti kvantové
mechaniky a klasické mechaniky. V nasledujicich nékolika odstavcich tyto od-
lisnosti kratce okomentujeme, jiz zcela nad rdmec obsahu seminare, pouze pro
potteby ucitele ¢i zdjemce z fad studenti. Jedna se o princip superpozice, pro-
blematiku méreni a relace neurcitosti.

Princip superpozice Princip superpozice tika, ze muze-li se ¢astice ve dvou
riiznych stavech, pak se miZe nachézet také ve stavu, ktery je kombinacf] obou
téchto stavii. Rikdme, Ze Gastice je v tzv. superpozici stavii nebo v tzv. superpono-
vaném stavu. Kazdy jednotlivy stav muze byt v superpozici zastoupen ,ruznou
mérou

Superpozici stavi si muzeme predstavovat jako jakousi ,paletu stavi,“ ze
kterych mé castice ,na vybér.“ Stav, ktery je v superpozici zastoupen ,vétsi
mérou* si castice z palety ,vybird castéji“ nez stav, ktery je zastoupen ,mensi
meérou.

Me¢jme napriklad elektron, ktery je v takové superpozici stavil, ze muze za-
nechat v teréi stopu v misté A s pravdépodobnosti 10 % nebo v misté B s prav-
dépodobnosti 90 %. Druhy stav je tak v superpozici zastoupen vice nez prvni
stav. Kdyz s timto elektronem provedeme experiment a budeme pozorovat, ve
kterém misté na terci zanechal stopu, dostaneme jeden ze dvou moznych vy-
sledku pokusu: ,elektron dopadl na ter¢ v misté A,“ nebo ,elektron dopadl na
ter¢ v misté B.“ Kdybychom experiment provedli s velkym poctem elektron,
které byly na zacatku ve zminéném superponovaném stavu, dostali bychom pro
kazdy elektron jeden z téchto dvou vysledki. Vysledek ,elektron dopadl na terc¢
v misté B* bychom dostali v 90 % piipadt, zatimco vysledek ,elektron dopadl na
ter¢ v misté A“ pouze v 10 % pripadu, protoze tento stav byl v superpozici ,,méné
zastoupen® nez druhy stav, tj. pravdépodobnost nalezeni elektronu v misté A je
nizsi nez v misté B.

2Matematicky jde o linedrni kombinaci stavi.
3Tj. koeficienty v linearni kombinaci vektorti mohou byt rtizné.
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Meéreni Dalsi odlisnosti mikrosvéta je zptisob fungovani experimentu neboli
méreni. V klasické mechanice bylo méfeni (napt. méreni délky stolu, polohy té-
lesa, ... ) jakymsi pasivnim procesem, ktery probihal ,vné teorie* a neovliviioval
vlastnosti zkoumanych objekti (pri méfeni délky stolu se jeho délka nezméni,
pii zaméfovani polohy télesa se jeho poloha vlivem méfeni také nezméni). Na-
proti tomu v kvantové mechanice je méreni aktivnim procesem, ktery ovliviiuje
stav zkoumanych ¢astic, a proto je popis méteni a jeho vliv na systém diilezitou
soucasti kvantové teorie.

Budeme-li mit ¢astici v superponovaném stavu polohy a provedeme-li s ni
experiment, ve kterém zmérime jeji polohu, ¢astice si nahodné ,vybere“ jeden
stav ze své ,palety stavi“ a v ném skon¢i. (Pfi tomto ,ndhodném vybéru“ se
samoziejmeé Fidi tim, ,jakou mérou“ je ktery stav zastoupen.) Kdybychom znovu
merili polohu této castice, dostali bychom uz pokazdé stejny vysledek, protoze
¢astice uz na své ,paleté“ moznych stavli nema zadny jiny stav nez ten, ve kterém
skoncila pri provedeni prvniho experimentu. Takovému stavu rikame tzv. stav
s ostrou hodnotou polohy.

Pokud bychom vzali jinou ¢astici ve stejném superponovaném stavu, jako byla
puvodni ¢astice na zacatku, a provedli bychom s ni stejny experiment, mohla by
si tato ¢astice z ,,palety stavii“ ,vybrat“ jinou moznost a experiment by tak mohl
mit jiny vysledek nez prvni experiment, prestoze obé ¢astice zacinaly ve stejném
superponovaném stavu.

Relace neurcitosti Dalsim zvlastnim zakonem kvantové mechaniky jsou tzv. re-
lace neurcitosti, které tikaji, ze hodnoty nékterych fyzikalnich veli¢in nemohou
byt presné definovany soucasné. Mluvime o tom, Ze je nelze soucasné presné zme-
rit. Pfesnéji feCeno neexistuje stav, ve kterém bychom znali hodnoty obou veli¢in
s nulovou neurcitosti, tj. obé mély v tomto stavu ostrou hodnotu. Znamym pri-
kladem takovych veli¢in je poloha a hybnos Cim pFesnéji zname polohu ¢astice,
tim vétsi musi byt nepresnost ve znalosti hybnosti ¢astice a naopak.

Predstavme si, ze chceme zmérit polohu ¢astice. Musime k ni tedy vyslat né-
jaky signal, ktery se nam vrati zpatky a podle néj poznéame, jak je ¢astice daleko.
Jako detekéni signal miizeme k ¢astici vyslat foton, ktery se od ni ,,odrazi“ a vrati
se zpét. Presnost métreni polohy ¢astice bude priblizné srovnatelna s vinovou dél-
kou fotonu. Foton ale ma vlastni hybnost, kterd zavisi na jeho vlnové délce, a pri
interakci s ¢astici ji mize cast své hybnosti predat zptsobem, ktery nelze z di-
vodu kvantové povahy interakce predpovédét. Takze sice zmérime polohu castice,
ale kvili tomu, ze ji foton predal ¢ast své hybnosti, mizeme znat jeji hybnost jen
s presnosti, ktera je srovnatelna s hybnosti fotonu. Mohli bychom si vzit néjaky
Ljemnéjsi“ foton s mensi energii a hybnosti, ktery do c¢astice tolik ,nestouchne,
aby byla neurcitost v hybnosti mensi. Takovy foton méa ale vetsi vlnovou délku,
takze stoupne neurcitost v méreni polohy.

Je dilezité si uvédomit, ze tato nemoznost mérit nékteré velic¢iny soucasné
neplyne z nedostatecnosti nasich technologii, které by bylo mozno zlepsovat, ale
ze samé podstaty mikrosvéta.

4Resp. soufadnice polohy a odpovidajici slozka vektoru hybnosti, napt. z, p,. Pro slozky hyb-
nosti p, a p. ze znalosti z-ové souradnice polohy zadné omezeni neplynou.
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Matematicky zapisujeme relace neurcitosti jako

(&) (Ap.) > -
kdy soucin neuréitostiE] polohy Az a neurcitosti hybnosti Ap, je vzdy vétsi nebo
roven néjaké mezni hodnoté. V tomto pripadé je to hodnota %, kde h je Planckova
konstanta.

Relace neurcitosti a princip méreni nas nuti vzdat se v kvantové mechanice
pojmu trajektorie, ktery jsme byli zvykli pouzivat v klasické mechanice. Trajek-
torii v klasické mechanice chapeme jako kiivku, po které se téleso (resp. jeho
hmotny stfed) pfi svém pohybu pohybovalo ur¢itou rychlosti. V kazdém bodé
trajektorie tak téleso mélo jednoznacné definovanou polohu a rychlost. V kvan-
tové mechanice ¢astice s presnou hodnotou polohy nemutze mit podle relaci neur-
Citosti presné definovanu hybnost, tedy ani rychlost. Navic kvili principu méteni
nemiizeme trajektorii ¢astice zadnym zplisobem zjistit. Pokud totiz zméfime po-
lohu castice, uvedeme ji tim do stavu s ostrou hodnotou polohy. Tim jsme ale
nevratné a také nepredvidatelné zménili stav dané ¢astice. Jeji vyvoj v case tedy
bude jiny.

Vidime, ze s klasickou predstavou o trajektorii a pohybu jsme v koncich.
V ramci kvantové teorie pojmy trajektorie a pohyb po trajektorii nedavaji smysl,
proto je opustime.

3.1.3 Popis pomoci pravdépodobnosti

V kvantové mechanice musime pouzivat popis pomoci pravdépodobnosti. V té-
to ¢asti se studenti s timto popisem blize seznami. Bude jim predstaven také popis
pomoci hustoty pravdépodobnosti, se kterym se seznami nejprve na klasickych
systémech: v jednorozmérném pripadé na ptikladu zavazi kmitajictho na pruziné,
v trojrozmérném pripadé na prikladu koméara poletujicitho po mistnosti. Ziskanou
predstavu pak vyuziji ptfi praci s hustotou pravdépodobnosti nalezeni elektronu
v atomu vodiku. Tato ¢ast seminare slouzi jako ¢ast pripravna, pokud se ucitel
domniva, Ze jsou studenti s hustotou pravdépodobnosti jiz obeznameni, miize tuto
cast podle potieby zkratit nebo vynechat, pripadné prejit rovnou k trojrozmeér-
nému pripadu.

1D: Zavazi na pruziné

Nejprve se budeme zabyvat hustotou pravdépodobnosti v jednorozmérném
pripadé jednoduchého fyzikalniho systému, kterym je zavazi kmitajici na pruzineé.
Cilem této casti je dovést studenty k porozuméni pojmu hustota pravdépodob-
nosti nalezeni zévazi v ur¢itém misté na ose z.

Nasledujici postup budovani predstavy hustoty pravdépodobnosti nalezeni
kmitajiciho zavazi je rozdélen do jednotlivych kroki — tkolt, které by mély stu-
dentim tuto predstavu usnadnit. V prvnim kroku v tkolu [2f si studenti musi
uvédomit, jak se kmitajici zavazi chova jako fyzikalni systém, coz vyuziji v tikolu
kde odhaduji rozlozeni ¢etnosti zachyceni zavazi v jednotlivych intervalech na

®Neurd¢itosti rozumime smérodatnou odchylku, resp. odmocninu ze stfedni kvadratické odchylky.
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ose z. V tkolu [ se studenti setkaji s pojmem relativni Cetnost, kterd pti dosta-
tecné velkém poctu meéreni limitné prechazi v pravdépodobnost zachyceni zavazi
v daném intervalu. V poslednim tkolu [5| dochéazi ke vztazeni pravdépodobnosti
na délku intervalu, a k limitnimu prechodu k nekonecné malé délce intervalu, coz
vede k hustoté pravdépodobnosti.

Pokud se ucitel domniva, zZe jsou studenti s pojmy cetnost, relativni ¢etnost
a pravdépodobnost dobte obeznameni a prechody mezi nimi jim nebudou délat
potize, lze nékteré kroky vynechat ¢i slouc¢it a vénovat se rovnou hustoté pravdeé-
podobnosti.

Krok 1 — Seznameni studenta s problematikou

Nejprve studentiim predstavime tento fyzikalni systém a zpusob, jakym jej
budeme pozorovat. Zavazi kmita na pruziné ve sméru osy x, jak znazornuje ob-
razek [3.2l Rovnovaznd poloha zdvazi je v bodé x = 0 a amplituda kmitt zavazi
je bem. Osa x je rozdélena na intervaly o stejné délce, napiiklad Az = 1cm.
Zéavazi budeme pozorovat a v nahodnych okamiicichﬂ si zaznamename (napft. do
sloupcového grafu), ve kterém intervalu se zdvazi nachézelo, tj. budeme mérit
jeho polohu. Za zachyceni zavazi v intervalu budeme povazovat situaci, kdy se
v daném intervalu nachézel jeho stfedﬂ jehoz poloha je na obrazku znazornéna
prerusovanou carou.

Pro ilustraci mizeme pouzit aplet Klasicky oscildtor, kde je pro znazornéni
méreni polohy zavazi pouzito porizovani snimki zavazi fotoaparatem. V pracov-
nim listu je také pouzita tato analogie, a proto pro méreni polohy pouzivame
vyraz ,foceni,“ ktery je studentim blizky z bézné mluvy.

Pti zapnuti tlacitka pomalé snimkovdni je v apletu vidét princip sledovani
zévazi, ale zaroven neni prozrazen vysledek pozorovani, jak ukazuje obrazek [3.3]

Obrézek 3.2: Zavazi kmitajici na pruzince.

Pro blizsi seznameni studentt s fyzikalni podstatou problému slouzi kol
ve kterém studenti odhaduji, ve kterych mistech zachytime zavazi nejcastéji a ve
kterych naopak nejméné casto. Sviij odhad mohou zapsat nebo zakreslit do ob-
razku s pruzinou v pracovnim listu. Ucitel mize vyzvat nékolik studentii, aby
sviij odhad tekli nahlas a zdivodnili jej.

Zavazi zachytime nejcastéji v mistech, ve kterych stravi nejvice ¢asu, tj. pohy-
buje se v nich nejpomaleji. Naopak nejméné casto zachytime zéavazi v mistech, kde
se nezdrzi dlouho, protoze se tam pohybuje velkou rychlosti. Zavazi ma nejmensi

6Opravdu musi jit o ndhodné vybrané okamziky a ne o snimkovani v pravidelnych ¢asovych
intervalech. Kdybychom si napfiklad zvolili jako snimkovaci interval jednu desetinu periody
zavazi, zachytili bychom zévazi na péti mistech cestou tam a na stejnych mistech cestou zpét.
Nase méreni by bylo ovlivnéno vzorkovaci frekvenci.

"Na volbé bodu, pomoci kterého uréujeme interval, ve kterém se zavazi nachazelo, nezélezi.
Mohli bychom stejné dobte zvolit tieba levy okraj zavazi nebo jiny libovolny bod zavazi.
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kinetickou energii, a tedy i nejmensi rychlost, v krajnich polohach pruziny, nao-
pak nejvétsi rychlost ma pri prichodu rovnovaznou polohou v bodé 0. Nejvicekrat
tedy zavazi zachytime na krajich, cemuz odpovidaji intervaly (—5,—4) a (4,5),
nejménekrat uprostied v intervalech (—1,0) a (0, 1).

Animace ‘ Ukoly ‘ THOMPSON RIVERS gty UNIVERSITY @ University of St Andrews
ﬂ, Hustota pravdépodobnosti zavazi kmitajiciho na pruziné
:‘l ’ V klasické mechanice plati, Ze pokud zname x)
K polohu objektu v ase, pak o jeho pohybu vime vie
—rychlost, zrychleni, atd. V kvantové mechanice nas
1 zajima pravdépodobnost nalezeni objektu v &asti
! prostoru; ta se pocita z hustoty pravdépodobnosti.
Co je hustota pravdépodobnosti? Jak souvisi
! S Q) s pravdépodobnosti?
35 _ AZ vyzkousite ,méfeni* v animaci, vyzkouSejte take
Neel =11 Ukoly.
30=f=============--—=======-
Hlavni ovladani (?)
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Obréazek 3.3: Rozhrani apletu Klasicky oscilator [18].

Krok 2 — Cetnost fotek v intervalu

Na zakladé této zkusenosti studenti v tikolu [3lodhaduji tvar sloupcového grafu,
kde vyska sloupce predstavuje pocet snimku zavazi v daném intervalu. Svij kvali-
tativni zavér o cetnosti vyfoceni zavazi z predchoziho tikolu tak nyni reprezentuji
graficky. Pro zakresleni odhadu slouzi graf a). Studenti do néj mohou zakreslit
svij odhad podoby sloupcového grafu.

V tomto misté je vhodné v apletu zapnout rychlé snimkovani, které zvysi
pocet fotek zavazi, a potvrdit, ¢i vyvratit tak studentské odhady. Graf rozlozeni
Cetnosti fotek prfi péti stech snimeich je zndzornén na obrézku 3.4} Sloupcovy graf
ma vyrazna maxima v krajnich intervalech, zatimco v okoli rovnovazné polohy je
vyska sloupeckii vyrovnana.

Krok 3 — Relativni cetnost fotek v intervalu, pravdépodobnost

Nasledujici ¢ast studenty privede od cCetnosti fotek k relativni cetnosti a li-
mitnim pfechodem pak k pravdépodobnosti zachyceni zavazi v daném intervalu
délky Azx.

V tkolu [4] si studenti nakresli nebo predstavi, jak se sloupcovy graf ¢etnosti
fotek zméni, pokud kazdy sloupec vydélime celkovym poctem fotek. Studenti by
si méli uveédomit, ze se tato zména v grafu projevi pouze zménou méritka na svislé
ose, ale jeho pribéh se nezméni. Na svislé ose nyni bude misto ¢etnosti relativni
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Obrazek 3.4: Graf cetnosti snimki zavazi v jednotlivych intervalech pro pocet
meéteni N = 500 z apletu [1§].

cetnost, tj.

pocet fotek v Az

celkovy pocet fotek -

Studenty navedeme k tomu, ze pokud bude pocet fotek velky, N — oo, prechazi
relativni ¢etnost v pravdépodobnost, tj.

pocet fotek v Ax

celkovd pocet forok ~ P(vyfoceni zdvazi v Ax).

Na tomto misté lze studentiim pripomenout vztah mezi relativni cetnosti
a pravdépodobnosti, ktery mohou znat napt. z prikladu s hazenim hraci kost-
kou.

Graf relativni ¢etnosti snimki v apletu neni zobrazen zvlast, protoze jde pouze
o preskalovany graf absolutni ¢etnosti. Pokud se ucitel domniva, ze tento myslen-
kovy krok studenti zvladnou udélat i bez kresleni grafu, lze tento tikol preskocit
nebo jen struéné okomentovat a prejit primo k hustoté pravdépodobnosti.

Krok 4 — Hustota pravdépodobnosti

V tkolu [f] ptichdzi posledni myslenkovy krok k hustoté pravdépodobnosti,
kdy pravdépodobnost zachyceni zavazi v daném intervalu vydélime délkou tohoto
intervalu a délku intervalu budeme poté limitné zmensovat k nule.

Studenti opét odhaduji, jak se predchozi graf zméni, pokud vysku kazdého
sloupecku vydélime délkou intervalu a sviij odhad zakresli do grafu ¢) v pracovnim
listu.

Vzhledem k tomu, ze délka intervalu je Az = 1cm, zméni se opét pouze vy-
znam a jednotka veli¢iny na svislé ose. Piijde o hustotu pravdépodobnosti nalezeni
zavazi v intervalu, tj.

P(vyfocenf zévazi v Azx) (pocet fotek v Ax)
Ax ™ (celkovy pocet fotek) - Az

o4



Zde miizeme v apletu prepnout zobrazeni na graf hustoty pravdépodobnosti, ktery
je zndzornén na obrazku vlevo.

Pro ovéreni pochopeni vyznamu hustoty pravdépodobnosti mizeme polozit
studentiim otazku, co dostaneme, pokud spocitame plochu jednoho sloupecku
nebo pokud se¢teme plochu vsech sloupeck.

V prvnim pripadé dostaneme pravdépodobnost zachyceni zavazi v daném in-
tervalu o délce 1cm,

P(1cm)

= P(1 .
o (1cm)

Ssloupecku = zékladna - vyska = 1cm -
Ve druhém pripadé dostaneme pravdépodobnost zachyceni zavazi v kterémkoli
intervalu, ktera je rovna jedné.

Ve druhé ¢asti tkolup]studenti odhaduji, jak se graf hustoty pravdépodobnosti
nalezeni zavazi v intervalu na ose x zméni, pokud budeme postupné zmensovat
velikost intervalu Axr = lcm,1mm, 1 um,... Odhad studenti muzeme oveérit
prepnutim sitky binu v apletu.

Graf se ,zjemni,* postranni maxima se stanou vyraznéjsimi, prostredni ¢ast
se ,,vyhladi.“ Pti dalsim limitnim zmensSovani interval prejde ,,mérena“ hustota
pravdépodobnosti na teoretickou zavislost danou vztahemf|

T2
p(l‘) - 471'2 /—A2 — 1'2 )

kde T je perioda kmitani zavazi a A amplituda. Tuto zavislost 1ze také zobrazit
v apletu [18], jak je zndzornéno na obrazku vpravo fialovou carou.

Studenti nemivaji problém spatfit tuto kiivku ve sloupcovém grafu, ani odhad-
nout, kde mé tato kfivka maxima a minima, ale byvaji prekvapeni jejim tvarem,
o kterém predpokladaji, ze bude spise parabolicky. Zejména neomezenost v kraj-
nich bodech (viz vySe uvedeny vztah) jen mélokdo odhadne.

Studenti tak postupnou modifikaci sloupcového grafu poctu snimkt v jednot-
livych intervalech dosli az ke grafu hustoty pravdépodobnosti nalezeni zavazi na
ose x, tedy v jedné dimenzi.

3D: Komar v mistnosti vs. elektron v atomu vodiku

Nyni studenti aplikuji své dosavadni poznatky o hustoté pravdépodobnosti
na trojrozmérny systém, kterym je komar poletujici po mistnosti. V této casti
by studenti meéli dojit k porozuméni pojmu hustota pravdépodobnosti nalezeni
komara v urc¢itém misté v prostoru.

Opét studentiim predstavime, nebo je vyzveme, aby sami navrhli zptsob, jak
budeme koméra pozorovat. Podobné, jako byla v jednorozmérném pripadé osa x
rozdélena na dilky o velikosti 1cm, si nyni rozdélime cely prostor na krychlicky

80dvozeni tohoto vztahu je v silach stiedoskolaki, ale z ¢asovych diivodd neni vhodné odvozeni
na tomto misté provadét se studenty.
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Obréazek 3.5: Graf hustoty pravdépodobnosti nalezeni zavazi v intervalu o sitce
lem (vlevo) a 0,5cm (vpravo) pro pocet méfeni N = 500 z apletu [I8]. Graf
vpravo je doplnén o teoreticky pribéh hustoty pravdépodobnosti (fialoveé).

o objemu 1cm?. Budeme koméra sledovat a v riiznych okamzicich méfit a zazna-
menavat jeho polohuﬂ jak ukazuje obrazek .

Pocet fotek, na kterych komara zachytime v dané ¢asti prostoru vymezené
krychlickou, zaznamename napt. intenzitou barvy krychlicky. Zde konfrontujeme
studenty s chybéjicim rozmérem pro kresleni sloupcového grafu. Mizeme studenty
vyzvat, aby navrhli néjaky zpiisob zaznamenani poctu fotek v kazdé krychlicce,
nebo sami navrhneme zaznamenavani pomoci barevné skaly, kdy bilou barvou
oznacujeme krychlicky s velkym poctem fotek komara, odstiny cervené s mensim
poc¢tem a cernou s nulovym poctem.

Daéle studenty dovedeme k potiebé zobrazovat trojrozmérnou situaci v fezu.
Muzeme pouzit zdivodnéni, ze ,intenzita barvy zadnich krychlicek nebude vidét
pres predni krychlicky,“ proto si pomtzeme tak, ze vzdy znazornime ,jen jednu
vrstvu krychlicek,* tj. zndzornime situaci v fezu.

Naznacime stejny myslenkovy postup, kterym studenti prosli v jednorozmeér-
ném pripadé: pocet fotek v jedné krychlicce vydélime celkovym poctem fotek,
pro velky pocet snimki tak dostaneme pravdépodobnost vyfoceni komara v této
krychlicce. Tuto pravdépodobnost vydélime objemem krychlicky a dostaneme tak
hustotu pravdépodobnosti vyfoceni komara uvniti krychlicky

P(vyfoceni koméra v objemu 1cm?)

)

1cm3

kterou znazornime intenzitou barvy. Zmensovanim krychlicek pak prejdeme k hus-
toté pravdépodobnosti nalezeni komara v urcitém misté v prostoru.

9V pracovnim listu je pro méfeni polohy opét pouzit vyraz ,foceni,“ ale musime mit na pa-

méti, ze redlné z jednoho snimku polohu koméara v trojrozmérném prostoru nelze urcit. Byly
by potreba snimky téze situace ze dvou ruznych stran nebo jiny zptsob méreni polohy. Pro
jednoduchost ale urc¢eni polohy koméra nazyvame ,,vyfocenim*.
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Pro lepsi pochopeni znédzornéni hustoty pravdépodobnosti mohou studenti
v tikolech [6] a[7] vzajemné prodiskutovat, ve kterych mistech je podle obrazku [3.6
nejpravdépodobnéjsi najit komara, podle ¢eho to lze poznat a jestli to odpovida
jejich zkusenostem. Mohou se také zkusit zamyslet, co lze usoudit z ¢ervené oblasti
v pravé dolni ¢asti obrazku [3.6] Své odpovédi mohou zaznamenat do pracovniho
listu nebo jen odpovédét slovné.

\
\
\
Y
—
N
\

J

Obréazek 3.6: Snimek polohy komdra v mistnosti (vlevo) a rozlozeni hustoty
pravdépodobnosti vyfoceni komara v jednotkovém objemu v fezu Sedou rovinou
(vpravo). Bila barva zndzornuje nejvétsi hustotu pravdépodobnosti, odstiny cer-
vené nizsi a ¢ernd nulovou.

Podle obrazku [3.6] je v fezu Sedou rovinou nejvyssi hustota pravdépodobnosti
kolem lampy a v nohou postele, protoze jsou tato mista oznacena bilou barvou.
Pravé v nich je tedy nejpravdépodobnéjsi komara nalézt. O néco nizsi hustota
pravdépodobnosti v mistech oznacenych ¢ervenou barvou v pravé dolni ¢asti ob-
razku naznacuje, ze by zde mohl byt néjaky dalsi pro komara pritazlivy objekt.
Ponechme na fantazii studentii, zda se jedna o psi pelech ¢i nevyneseny kos.

Pokud mame dostatek ¢asu, mizeme vnimavym studentim polozit otazku,
jestli je vétsi pravdépodobnost, ze koméra nalezneme v bilé krychli¢ce tésné pod
zarovkou lampy, nebo v ¢ervené oblasti cca 5 x 5 krychli¢ek v pravé dolni ¢asti
obrazku.

Na tuto otazku nelze bez znalosti prevodu barevné skaly na ¢iselné hodnoty
hustoty pravdépodobnosti odpovédét. Jejim cilem je privést studenty k tomu, ze
pravdépodobnost nalezeni komara v dané oblasti ovliviiuje jak hustota pravdeé-
podobnosti v riznych mistech dané oblasti, tak velikost oblasti. Touto otazkou si
ucitel pripravi pidu pro rozdil mezi radidlni a bodovou hustotou pravdépodob-
nosti, ktera je popsana pozdéji.

Rozdil mezi komarem a elektronem

Poznatky ziskané o hustoté pravdépodobnosti pri sledovani komara studenti
déle vyuziji pri zkouméni hustoty pravdépodobnosti nalezeni elektronu v atomu
vodiku. Je dilezité na tomto misté studenty znovu upozornit na nékolik zasadnich
rozdili v méreni polohy komara a elektronu, které plynou z odlisného chovani
objektt naseho klasického svéta a objektti mikrosvéta, o nichz uz studenti slyseli
na zacatku seminare.
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Komaéra muzeme fotit opakované (vyfocenim jeho polohu nijak neovlivnime)
a sledovat i trajektorii jeho pohybu. Proto nam ke zjisténi hustoty pravdépo-
dobnosti vyfoceni komara stac¢i jeden komar. Teoreticky bychom mohli jednotlivé
snimky opatfit casovymi znackami, sefadit je za sebe a zpétné tak zrekonstruovat
trajektorii pohybu komara po mistnosti.

V pripadé elektronu musime mit na pameéti pravidla, kterymi se 1idi kvantovy
svét: to je pravidlo o superpozici, méreni a relacich neurcitosti.

Zmérenim polohy elektronu ovlivnime jeho stav, proto uz jej nemizeme pouzit
pro dalsi méreni. Checeme-li zjistit rozlozeni hustoty pravdépodobnosti ,,vyfoceni*
elektronu, musime si na kazdou fotku vzit ,cerstvy elektron, ktery je ve stejném
stavu jako ten ptvodni. Obrazek hustoty pravdépodobnosti nalezeni elektronu
proto nemuzeme chapat jako ,posloupnost poloh jednoho a téhoz elektronu,*
ale pravé jen jako hustotu pravdépodobnosti vyfoceni elektronu v uréitém misté
ziskanou ze vzorku mnoha elektronti. Nemizeme uvazovat o trajektorii elektronu
nebo jeho pohybu uvniti atomu.

Musime si také uvédomit, ze na obrazku znazornujeme mista, kde bychom
elektron vyfotili, kdybychom jej fotili, a nikoli mista, kde se elektron nachéazi
sam o sobé, aniz bychom jeho polohu mérili. Otazka ,Kde elektron je, kdyz jej
nefotime?“ nema v kvantové mechanice smysl, protoze na ni v ramci této teorie
neexistuje odpovéd. Nadnesené lze tici, ze , kvantova mechanika nepopisuje svét,
jaky je, ale jaky ho pozorujeme.*

3.1.4 Orbitaly atomu vodiku

V nasledujici sekci studenti vyuziji znalost hustoty pravdépodobnosti pti zkou-
mani orbitalii atomu vodiku. Presnéji feceno se budeme zabyvat pouze stacionér-
nimi stavy atomu vodiku, to znamena stavy s ostrou hodnotou energie. Kazdy
takovy stav oznac¢ime trojici kvantovych ¢isel (n,l,m), kde n je tzv. hlavni kvan-
tové cislo, [ je vedlejsi kvantové ¢islo a m je magnetické kvantové ¢islo.

Orbital chapeme jako ¢ast prostoru, s velkou hustotou pravdépodobnosti nale-
zeni elektronu, uvnitt kterého elektron naleznemd'|s urcitou pravdépodobnosti.
Casto se voli hranice pravdépodobnosti 95%. Muzeme ale orbital chapat také
piimo jako prubéh hustoty pravdépodobnosti.

Hustota pravdépodobnosti nalezeni elektronu v atomu vodiku

Ptripomenme, Ze pouzivame model atomu, ve kterém jsou jadro i elektron
opacné nabité bodové castice. Elektron je v elektrostatickém poli jadra, které je
sféricky symetrické, proto pro popis hustoty pravdépodobnosti pouzijeme sférické
souradnice. Pribéh hustoty pravdépodobnosti ma valcovou symetriﬂ pri otaceni
kolem osy z. Diky tomu miizeme hustotu pravdépodobnosti znazornit jen v fezu
jednou rovinou a rotaci kolem svislé osy (oznacme ji z) dostaneme prostorovou
predstavu.

107Z3mérné pouzivame slovo ,nalezneme“ misto ,vyskytuje se,“ protoze o vyskytu elektronu,
aniz bychom jej pozorovali, nemizeme podle kvantové mechaniky Fici nic.
11Je to diisledek toho, Ze vInové funkce, z nichz uréujeme hustotu pravdépodobnosti, jsou vlast-

. . (oo fr 327
nimi funkcemi operatora H, L a L,.
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Diky této symetrii si mizeme hustotu pravdépodobnosti nalezeni elektronu
rozdélit na dvé casti. Prvni ¢ast zavisi na tom, jak daleko jsme od jadra, ozna-
¢ujeme ji R. Druhd ¢ast zévisi na sméru (hlu), kterym od jadra jdeme, oznacu-
jemeE jiU.

Celkovou hustotu pravdépodobnosti nalezeni elektronu na néjakém misté p
tak mizeme zapsat jako

p=R-U.

V nésledujici ¢asti studenty sezndmime se zobrazovanim jednotlivych ¢asti
hustoty pravdépodobnosti.

Zavislost hustoty pravdépodobnosti na sméru (1ihlu)

Cést hustoty pravdépodobnosti zavislou jen na tom, ktergm smérem od stredu
atomu jdeme, znédzornujeme polarnim nebo ,,paprskovym“ﬁ grafem.

V ,paprskovém® grafu je velikost hustoty pravdépodobnosti znazornéna po-
moci intenzity barvy v daném sméru. Uhel odeéitdme od svislé osy z po sméru
hodinovych rucicek, jak naznacuji Sipky v obrézku [3.7] Graf tak sestava z ja-
kychsi stejnobarevnych , paprskii.“ Vidime, Ze hodné jasna barva je ve sméru 0°,
hustota pravdépodobnosti je tedy v tomto sméru velka. S rostoucim thlem jas
barvy postupneé sldbne a ve sméru 90° je barva ¢ernd, coz odpovida nulové hustoté
pravdépodobnosti.

V polarnim grafu je velikost hustoty pravdépodobnosti v daném sméru zna-
zornéna vzdalenosti bodu cervené kiivky od pocatku, tithel odecitame stejné jako
v ,paprskovém® grafu. Vidime, ze ve sméru 0° je bod krivky od pocatku da-
leko, hustota pravdépodobnosti je tedy v tomto sméru velka, zatimco ve sméru
napt. 45° je bod krivky k pocatku blize a hustota pravdépodobnosti je v tomto
sméru mensi. Ve sméru 90° lezi bod kiivky primo v pocatku, hustota pravdépo-
dobnosti v tomto sméru je tedy nulova.

V tkolech [§a [0 si mohou studenti ovéfit, jestli porozuméli poldrnimu a ,,paprs-
kovému“ grafu.

V 1kolu [§ maji studenti na zakladé obou grafti na obrazku [3.8/ rozhodnout, ve
kterém sméru je hustota pravdépodobnosti nejvétsi, resp. nejmensi. Vidime, ze
nejvzdalenéjsi body polarniho grafu a nejjasnéjsi barva ,,paprskového* grafu je ve
smérech miricich do rohti ¢tverce, tedy ve smérech 45° a 135°. Naopak ve smérech
0°, 90°, 180° lezi bod polarniho grafu v pocatku a barva ,paprskii“ v tomto sméru
je ¢erna, coz odpovida nulové hustoté pravdépodobnosti.

V tkolu [9 naopak studenti kresli grafy pro ptipad, Ze je hustota pravdépo-
dobnosti ve vSech smérech stejna. Vysledkem je v polarnim grafu mnozina bodt
stejné vzdalenych od pocatku, tedy kruznice. V | paprskovém® grafu bude barva
vsech ,paprski“ stejna, vysledkem tedy bude jednobarevny c¢tverec.

12V literatufe se jako R oznacuje tzv. radidlni ¢dst vinové funkce. Z ni poéitand ¢ast hustoty
pravdépodobnosti zavisla na vzdalenosti od jadra se oznacuje jako |R|”. V tomto textu vak
s vlnovou funkei nepracujeme, proto pouzivame toto zjednodusené znaceni radidlni i thlové
¢asti hustoty pravdépodobnosti.

3Nejde o oficidlni pojmenovani grafu, ale pouze o oznaceni pro potfeby tohoto textu a pracov-
niho listu.
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Obréazek 3.7:  Paprskovy“ graf (vlevo) a polarni graf (vpravo).

Pokud studentim déla problém orientovat se v polarnim grafu, je mozné tento
graf iplné vynechat a pracovat pouze s ,paprskovym® grafem.

Obrazek 3.8: ,Paprskovy“ a polarni graf k tkolu .

Obrézek 3.9: Reseni tkolu |§| — ,paprskovy“ a polarni graf.

Zavislost hustoty pravdépodobnosti na vzdalenosti od jadra

Cést hustoty pravdépodobnosti zavislou na vzddlenosti od stredu atomu zné-
zornujeme kartézskym grafem, kde na vodorovnou osu vynasime vzdélenost od
jadra, nejcast&ji v jednotkdch Bohrova poloméru a = 5- 107" m. Zde ndm vsak
jde jen o prubéh dané funkce, proto v grafech méritko neuvadime.

V tkolu [I0] studenti rozhoduji, v jaké vzdalenosti od jédra je hustota pravdé-
podobnosti nalezeni elektronu nejvétsi, resp. nejmensi. V grafu na obrazku [3.10
vidime, Ze pro stav atomu vodiku (1,0,0) je nejvétsi hustota pravdépodobnosti
v pocatku, s rostouci vzdalenosti rychle klesé jako R(r) ~ e~«. Nulova je v ne-
konecnu.
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Radialni a bodova hustota pravdépodobnosti

Dovoluji-li to ¢asové moznosti, je vhodné na tomto misté udélat poznamku
o rozdilu mezi radidlni a bodovou hustotou pravdépodobnosti. Tuto poznamku si
také casto vynuti otazka studenti, jestli je tedy pravda, ze je nejvétsi pravdépo-
dobnost, ze elektron nalezneme v jadfe, jak by se mohlo zdat podle grafu [3.10]
Tento rozdil zde nyni okomentujeme podrobnéji nez je mozno vylozit v semindri.

Tzv. bodova hustota pravdepodobnosti p, resp. jeji cast zavisla na vzdélenosti
od pocatku zde oznacovana jako R, je hustota pravdépodobnosti nalezeni elek-
tronu na konkrétnim misté v urcité vzddlenosti od stiedu atomu, jak znazornuje
obrazek vlevo. Naproti tomu tzv. radidlni hustota pravdépodobnosti je hus-
tota pravdépodobnosti nalezeni elektronu v wurcité vzddalenosti od stredu atomu,
tj. na povrchu sféry se stfedem ve stredu atomu, jak je znazornéno na obrazku[3.11]
Vpravo.

Bodova hustota pravdépodobnosti: Az dosud jsme pracovali pouze s bo-
dovou hustotou pravdépodobnosti p, kterou jsme si rozdélili na soucin thlové
casti U a ¢asti zavislé na vzdalenosti od stfedu atomu R. Tuto bodovou hustotu
pravdépodobnosti bychom ziskali jako pravdépodobnost nalezeni elektronu v ur-
¢ité malé oblasti (napt. krychlicce o objemu AV = 1cm?, 1mm?, ...) délenou
objemem této oblasti

_ P(AV)
P="Ay -

Pravdépodobnost nalezeni elektronu v této malé oblasti vypocteme jako

P(AV) =p-AV.

Pokud bychom chtéli ur¢it pravdépodobnost, ze elektron nalezneme v néjaké
vétsi oblasti o objemu V| kterd je ,,vyplnéna“ vice malymi krychlickami, v nichz
je bodova hustota pravdépodobnosti riizna, museli bychom vypocist pravdépo-
dobnosti nalezeni elektronu v kazdé krychlicce zvlast a tyto pravdépodobnosti

r

Obrazek 3.10: Graf zavislosti ¢asti hustoty pravdépodobnosti R na vzdalenosti
od jadra r pro stav atomu vodiku oznacovany jako 1s nebo (1,0,0).
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(a) Konkrétni bod na sféfe. (b) Body o uréité vzdalenosti od stfedu
atomu.

Obréazek 3.11: Znazornéni oblasti, kterou uvazujeme pri pocitani bodové hustoty
pravdépodobnosti (vlevo), resp. radialni hustoty pravdépodobnosti (vpravo).

pak seéist.ﬂ V pripadé, Ze je bodova hustota pravdépodobnosti ve vsech mistech
stejna, staci tuto bodovou hustotu vynasobit objemem oblasti

PV)y=p-V.

Vsimnéme si, ze tato bodova hustota pravdépodobnosti méa fyzikalni jednotku

Lo Kdyz ji tedy vynasobime objemem s jednotkou cm?®, dostaneme bezrozmér-

cm

nou pravdépodobnost.

Radialni hustota pravdépodobnosti: Pokud bychom chtéli urcit pravdépo-
dobnost, ze elektron nalezneme na povrchu sféry poloméru r, mohli bychom si
tuto oblast rozdélit misto krychlicek na ,tenké platky“ obsahu AS a tloustce
Ar, kterd bude pro vSechny platky stejnd. Pokud je P(V') pravdépodobnost, ze
elektron nalezneme v celé vrstvé tloustky Ar, pak mizeme radialni hustotu prav-
dépodobnosti zavést jako

PV)

prad.<r) = Ar 5

coz odpovida tomu, ze elektron nalezneme ve vzdélenosti r od jadra. V ptipadé,
ze je bodova hustota pravdépodobnosti p ve vSech mistech stejna, vypocteme
pravdépodobnost nalezeni elektronu v této vrstvé tak, ze tuto bodovou hustotu
pravdépodobnosti vynasobime povrchem koule S = 4772,

P(V)=p(r)Ar = p- ASAr = p - 4nr?Ar.
Vsimnéme si, ze bodova hustota pravdépodobnosti p mé fyzikdlni jednotku ﬁ
a povrch koule ma jednotku cm?. Fyzikalni jednotka radialni hustoty pravdépo-
dobnosti praq.(r) tak je c%

V pripadé zakladniho stavu atomu vodiku, kdy je thlova ¢ast hustoty prav-
dépodobnosti ve vSech smérech stejnd (jako tomu bylo v tkolu E[), ma bodova
hustota pravdépodobnosti pritbéh jako p ~ e~a. Povrch koule o poloméru 7 roste

14PYesnéji fedeno zintegrovat bodovou hustotu pravdépodobnosti pfes objem dané oblasti.
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s rostoucim polomérem jako S ~ r2. Tyto dva faktory dohromady urcuji vysledny
pritbéh radidlni hustoty pravdépodobnosti praq ~ r2e”a.

Pravdépodobnost nalezeni elektronu na povrchu koule s velmi malym polomé-
rem je velmi mald kvili faktoru 72, ktery je pro r ~ 0 téméi nulovy. Ve velmi ma-
Iych vzdalenostech od jadral” tak elektron nalezneme jen s malou pravdépodob-
nosti. Pravdépodobnost nalezeni elektronu na povrchu koule s velkym polomérem
je také velmi mald kvili rychle klesajici exponencidle e, kterd pro r — oo klesé
k nule a pfevazi nad vyrazem r2. Pravdépodobnost nalezeni elektronu ve velkych
vzdalenostech od jadra je také velmi mala. Elektron tedy s nejvétsi pravdépo-
dobnosti mizeme najit v intervalu vzdalenosti mezi témito krajnimi polohami.
V programu Orbitaly [25] 1ze radidlni ¢ast hustoty pravdépodobnosti zobrazit ve
¢tvrtém grafu.

Na tomto misté muzeme studentim pripomenout otazku z prikladu s koma-
rem v mistnosti, jestli je vétsi pravdépodobnost nalezeni komara v malé oblasti
pod zarovkou s vysokou hustotou pravdépodobnosti, nebo ve velké oblasti v pravé
dolni ¢asti obrazku s nizsi hustotou pravdépodobnosti. V ptipadé elektronu
v atomu vodiku je nasi malou oblasti s vysokou bodovou hustotou pravdépodob-
nosti oblast jadra, zatimco sféra s vétsim polomérem odpovidéa velké oblasti.

Studenti by si na tomto prikladu méli uvédomit, ze pravdépodobnost nalezeni
elektronu v urcité oblasti nezavisi pouze na velikosti bodové hustoty pravdépo-
dobnosti v této oblasti, ale také na tom, jak je dana oblast ,velka“.

Celkova hustota pravdépodobnosti

Studenti se seznamili se znédzornénim obou ¢asti hustoty pravdépodobnosti
pomoci grafi. Nyni tyto znalosti vyuziji pri TeSeni kol ve kterych se
budou zabyvat tvarem orbitalti atomu vodiku.

V tkolu [11] nejprve studenti pomoci grafii obou ¢asti hustoty pravdépodob-
nosti znazorni celkovou hustotu pravdépodobnosti nalezeni elektronu v atomu
vodiku pro nékolik stavii. Stavy jsou oznaceny trojici kvantovych ¢isel (n,l,m)
v zavorce, kazdému stavu odpovida jeden fadek tabulky [3.2]

V prvnim sloupci tabulky je graf ¢asti hustoty pravdépodobnosti zavislé na
vzdalenosti od jadra, v prostrednich dvou sloupcich je polarni a ,,paprskovy* graf
uhlové c¢asti hustoty pravdépodobnosti. Graf celkové hustoty pravdépodobnosti
studenti kresli do pripravenych ramecka v pravém sloupci tabulky. Vyuziji pri
tom znazornéni pomoci intenzity barvy E jako v pripadé komara v mistnosti. Je
vhodné, pokud studenti maji tuzky ¢i pastelky, se kterymi 1ze snadno stinovat.

Prvni fadek tabulky pro stav (2, 1,0) slouzi jako vzor, ostatni fadky studenti
vyplnuji samostatné. Podle ¢asovych moznosti a schopnosti studentii muzeme
predvést nebo nechat studenty vysvétlit zptisob sestaveni celkové hustoty pravdeé-
podobnosti v prvnim radku, pripadné je miize nechat pracovat rovnou samostatné

5Nebo dokonce pifmo v oblasti zaujimané jidrem — tato pravdépodobnost je asi 10714, viz
ulohu ¢. 4339 Sbirky feSenych tloh [2]

16Méfitko barevné §kaly ani kartézskych graf nenf na vSech obrazcich stejné, lze tedy navzajem
porovnavat pouze jejich tvar. Bild mista na nékterych obrazcich vznikla nastavenim barevné
skaly tak, aby byla dobfe viditelnd i mista s nizkou hustotou pravdépodobnosti. V bilych
oblastech je hustota pravdépodobnosti vétsi nez je nastavend mezni hodnota.
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(2,1,0)

(1,0,0)

(2,0,0)

(4, 2, 1)
Tabulka 3.2: Ukazka studentského reSeni tikolu .

¢i ve skupinkéch.

Pro zobrazeni spravnych feseni muzeme pouzit program Orbitaly [25], ve kte-
rém se po nastaveni prislusnych kvantovych ¢isel (n,l, m) zobrazi grafy jednot-
livych ¢asti hustoty pravdépodobnosti a také graf celkové hustoty pravdépodob-
nosti. Z tohoto programu pochazeji obrazky ,paprskovych® grafii aobrazky zna-
zornujici celkové hustoty pravdépodobnosti. Miizeme nechat studenty, aby tkoly
resili sami svym tempem a spravnd Teseni si zobrazili na pocitaci, nebo miizeme
spravna TeSeni ukazat na projektoru hromadné. Studenti také mohou spravna
feSen{ vycist z tabulky [A.T] priloZené k pracovnimu listu. V této tabulce jsou zné-
zornény grafy celkové hustoty pravdépodobnosti pro stavy s hlavnim kvantovym
¢islem n = 1,2, 3,4. V tadcich jsou stavy se stejnym hlavnim kvantovym éislem
n, sloupce odpovidaji staviim se stejnym vedlejSim kvantovym cislem [. Kazdy
sloupec je jesté déle rozdélen na podsloupce s riznym magnetickym kvantovym
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¢islem m.

Ukoly a|L3|jsou opacného charakteru nez tikol , studenti musi analyzovat
graf celkové hustoty pravdépodobnosti a do pripravenych rameckt nakreslit pri-
béh jeji thlové ¢asti a ¢asti zavislé na vzdélenosti od jadra. Uhlovou &dst mohou
zakreslovat pomoci polarniho nebo ,paprskového® grafu. Ukolby méli stihnout
vSichni studenti, rychlejsi z nich mohou pokracovat volitelnym tikolem [13]
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(4,2,0)
Tabulka 3.3: Ukéazka studentského teseni kol , .

3.1.5 Prostorova predstava orbitalt

Posledni ¢ast seminére je vénovana prostorové predstavé tvaru orbitalt atomu
vodiku. Studenti si diky valcové symetrii hustoty pravdépodobnosti mohou pred-
stavit pribéh hustoty pravdépodobnosti v prostoru tak, Zze budou rovinny fez,
se kterym pracovali doposud, otacet kolem osy z. Mohou zkusit vlastnimi slovy
popsat tvary, které tak ziskaji. Pro studenty byva prekvapivé, ze nejde vzdy o sou-
vislé oblasti, jako napt. u stavii s [ = 0, kdy jde o kulové vrstvy oddélené sférou
s nulovou hustotou pravdépodobnosti. Tato ¢ast byva pro nékteré studenty velmi
zajimava, pro jiné dost narocna. Lze ji vynechat ¢i zadat pouze zajemctim.

Poznamka o fyzikalni a chemické bazi

Nékteri studenti mohou namitnout, ze v se chemii setkali s jinymi tvary or-
bitali nez na tomto seminéfi. Je potieba si uvédomit, ze v chemii se obvykle
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pouziva odlisna skupina stavii. V chemii byva casto vyobrazovana a jako orbital
nazyvana pouze ¢ast hustoty pravdépodobnosti zavisla na thlu, protoze je pod-
statna pro popis chemické vazby a vysvétleni jeji prostorové orientace. Musime
dat pozor, aby nedoslo k zaméné s celkovou hustotou pravdépodobnosti.

I presto se v ucebnicich chemie miizeme setkat s jinym tvarem uhlové casti
hustoty pravdépodobnosti, nez s jakym jsme pracovali. Je to dano tim, ze v chemii
se pro popis chemické vazby lépe hodi funkce, které maji ,stejny tvar“ a rtiznou
prostorovou orientaci, zatimco ve fyzice se lépe pracuje s funkcemi, pro néz je
vyznacna svisla osa z. Podobné, jako si mizeme pro reseni néjakého problému
zvolit urcitou soustavu souradnic a v pripadé potireby prejit do jiné, lze podobnou
matematickou transformaci’’| udélat i pro prechod od jednoho systému funkci ke
druhému a prejit tak od . fyzikalnich funkci“ k ,,chemickym funkcim®.

Poznamenejme jesté, ze v chemii byva zvykem orbitaly misto kvantovych ¢isel
oznacovat pismeny podle vedlejstho kvantového cisla [. Orbitaly s kvantovym
¢islem [ = 0,1, 2, 3,4 se tak po fadé nazyvaji orbitaly s, p, d, f, g.

3.1.6 ZAvér seminare

Posledni tikol je reflektivni, studenti znovu napisi vlastnimi slovy, co podle nich
je orbital, jestli se néjak zménila jejich predstava o orbitalech, co si ponechali
z puvodni predstavy, co nového do ni pridali. Maze opét vyzvat studenty, aby
nékteré své postrehy sdileli s ostatnimi.

Spolu se studenty tak udélame zavér, ze orbital chapeme jako ¢ast prostoru, ve
které mizeme elektron v atomu nalézt s velkou pravdépodobnosti. Méli bychom
studenttim znovu pripomenout, ze jsme se zabyvali pouze orbitaly atomu vodiku,
protoze pro atomy s vice elektrony je situace slozitéjsi.

3.1.7 Kvantova cisla

V této casti kratce okomentujeme vyznam kvantovych cisel, jiz nad casové
moznosti tohoto seminéare. Také zde uvedeme nékolik otézek a doplnujicich kol
tykajicich se tabulky[A.]] které muzeme zvidavym studenttim predlozit napi. k do-
macimu zamysleni ¢i dalsi praci, ale uz nejsou soucasti pracovniho listu.

Kvantova ¢isla jsou ¢isla, kterymi oznacujeme jednotlivé stavy elektronu v ato-
mu vodiku: kazdému stavu jednoznacéné prirazujeme trojici kvantovych ¢isel (n, [, m),
ktera nazyvame

n hlavni kvantové ¢islo,
[ vedlejsi kvantové ¢islo,
m magnetické kvantové ¢islo.

"Diky tomu, Ze staciondrni stavy atomu vodiku, které se lis{ pouze kvantovymi &isly [ a m
(tj. maji stejné hlavni kvantové ¢islo n), maji stejnou energii. je jejich linedrni kombinace také
staciondrnim stavem, tj. také se jedna o stav s ostrou hodnotou energie. Muzeme tak prejit
k jiné bazi stacionarnich funkei.
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Tato kvantova ¢isla se objevuji pti feseni rovnicd™| pro atom vodiku, ze které
je mozno ziskat matematicky zapis funkci, které popisuji tvar orbitalti, jimiz jsme
se v tomto pracovnim listé zabyvali. Z této rovnice také dostaneme nékolik pod-
minek, které musi kvantova cisla n, [, m spliovat. Ne kazda trojice libovolné
zvolenych c¢isel totiz popisuje mozny stav atomu vodiku.

Ulohy propojujici kvantovéa ¢isla a tvar orbitalt

Nyni se budeme zabyvat tim, jak spolu souvisi kvantova ¢isla a tvar orbitalu.
V tabulce v priloze jsou vykresleny tvary orbitalti atomu vodiku pro prvnich
nékolik stavii atomu vodiku popsanych hlavnim kvantovym ¢islem n = 1,2, 3,4
a také prislusné grafy thlové ¢asti hustoty pravdépodobnosti a ¢asti hustoty prav-
dépodobnosti zavislé na vzdalenosti od jadra. K této tabulce se vztahuji nasledu-
jici ukoly.
1*) Nékteré kombinace ¢isel n, I, m neodpovidaji existujicim stavim atomu vo-
diku (proto jsou v tabulce prislusna policka prazdnd). Hlavni kvantové ¢islo
n muze mit hodnoty libovolného ptirozeného ¢islan = 1, 2, 3, ... Na zakladé po-
zorovani z tabulky napiste podminky, které musi kvantova ¢isla n, [, m splnovat,
aby oznacovala existujici stav atomu vodiku.

ReSeni: V tabulce si mizeme vsSimnout, ze vedlejsi kvantové ¢islo [ ma
hodnoty rovné prirozenym ¢islim nebo nule. Z tabulky vidime, ze policka, kde
je vedlejsi kvantové cislo [ vétsi nebo rovno hlavnimu kvantovému cislu n, jsou
prazdna a neodpovidaji tedy moznému stavu atomu vodiku. Z toho lze usoudit,
ze vedlejsi kvantové ¢islo musi splnovat podminku

0<li<n.

V zahlavi tabulky si miizeme vSimnout, Ze magnetické kvantové ¢islo m ma celo-
¢iselné hodnoty, které ale v absolutni hodnoté nejsou vétsi nez vedlejsi kvantové
c¢islo [, tedy

Im| < 1.

2*) Zamérte se na prvni sloupec tabulky , kde jsou zobrazeny stavy s [ =
0. Najdete néjaky vztah mezi obrazky orbitalt a hlavnim kvantovym ¢islem n?
Souvisi néjak pribéh casti hustoty pravdépodobnosti R s hlavnim kvantovym
cislem n?

ReSeni: Pro prvni sloupec tabulky s [ = 0 plati, Ze hlavn{ kvantové &islo n odpo-
vida poctu ,vrstev“ orbitalu, tj. oblasti s nenulovou hustotou pravdépodobnosti,
které jsou navzajem oddéleny sférou s nulovou hustotou pravdépodobnosti. Pro
n = 1 je to jedna ,vrstva,“ pro n = 2 dvé ,vrstvy,“ atd. Tento pocet ,vrstev*
odpovida poctu lokdlnich maxim ¢asti hustoty pravdépodobnosti R (pocitédno
véetné maxima v pocatku pro r = 0).

3*) Plati vas zaveér i pro ostatni sloupce? Jak ho musite pripadné pozménit?

18Jedn4 se o tzv. stacionarni Schrédingerovu rovnici pro atom vodiku.

67



ReSeni: Pro sloupce s | # 0 neplati, ze by hlavni kvantové &slo n udévalo
pocet maxim casti hustoty pravdépodobnosti R. Pro n = 2, [ = 1 ma funkce
R jedno maximum, pro n = 3, [ = 1 ma dvé maxima, pro n = 2, [ = 2 opét
jedno maximum. Muzeme si vSimnout, ze poc¢et maxim funkce R zavisi na obou
kvantovych cislech n, [ a miizeme jej zapsat jako n — [. Tento vztah je obecnéjsi,
plati také pro stavy z prvniho sloupce, pro které jsme v predchozim tkolu vlastné
pouzili jeho specialni pripad [ = 0. Mizeme tak tict, ze

(pocCet maxim ¢&asti hustoty pravdépodobnosti R) =n — 1.

4*) Podivejte se na stavy, které se lis{ pouze hlavnim kvantovym ¢islem n, ale
maji stejnou dvojici kvantovych ¢isel (1, m) jako napf. stavy (2,1,0) a (3,1,0). Kde
je v tabulce najdete? Maji tyto stavy navzajem néco spolecného? Co pozorujete
o tvaru orbitalt?

ReSeni: Stavy lisici se pouze hlavnim kvantovym ¢slem n jsou v tabulce v jed-
nom sloupci ozna¢eném kvantovym cislem [ a zaroven v jednom podsloupci ozna-
¢eném kvantovym c¢islem m. V tabulce se tak nachézeji primo pod sebou. Vidime,
ze tyto orbitaly maji stejny thlovy tvar a lisi se pouze poctem ,vrstev®. Jejich
uhlova c¢ast hustoty pravdépodobnosti je pro tyto stavy stejna.

3.2 Pilotaz seminare

Seminar popsany vyse jsem zrealizovala béhem tnora a brezna 2022 se tfemi
skupinami stfedoskolskych studenti. Po skonc¢eni seminére jsem od studenti zis-
kala zpétnou vazbu v podobé dotazniku, ktery je v pfiloze [C] této prace. Od jejich
vyucujiciho, pripadné od studentt® samotnych, jsem tustné zjistila, do jaké miry
se s orbitaly setkali v diivejsi vyuce. Ziskala jsem expertni posouzeni od ucitele
z praxe. Na zadkladé vsech téchto zkuSenosti jsem népln seminafe upravila do
stavajici podoby.

3.2.1 Realizace seminare

Poprvé jsem seminar realizovala se skupinou péti studentit maturitniho semi-
nare z fyziky z Gymnazia Budéjovicka 8. iinora. Jednalo se o studenty se zdjmem
o fyziku mikrosvéta. Na zakladé této zkusenosti jsem upravila jeho napln i ¢asové
rozlozeni tak, aby bylo mozné jej realizovat v case 90 minut, coz se pri dalsich
dvou testovacich bézich seminare podarilo dodrzet véetné ziskavani zpétné vazby
od studentti.

Druhé testovani probihalo dne 21. inora na Wichterlovu gymnaziu v Ostraveé
se skupinou sedmnacti studenti® maturitniho seminare z chemie, z nichz vétsina
navstévuje také maturitni seminar z fyziky, a jednoho zajemce z kvinty. Treti
béh semindare jsem realizovala 1. bfezna na Gymndaziu Ptirodni skola v ramci
mimoskolniho setkani Klubu védci, ktery si studenti sami organizuji a zabyvaji
se na ném ruznymi tématy z prirodnich véd. Na tomto seminarii bylo celkem
patnact studentii ze septimy a kvinty a také nékolik zajemct z tercie.
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Vsichni studenti, kromeé studentii tercie z Klubu védct, se jiz setkali s pojmem
orbital v chemii v souvislosti s elektronovym obalem atomu a elektronové konfi-
guraci atomu a v souvislosti s chemickou vazbou ¢ a 7, a to prevazné v prvnim
rocniku stfedni skoly, tj. v kvinté. Pro nékteré studenty tak slo o cerstvé ucivo,
jini se s nim setkali jiz pred delsi dobou.

Studenti se do seminare vesmés aktivné zapojovali, tesili tkoly, odhadovali
vysledky a sdileli své odhady s ostatnimi, spolupracovali a dovysvétlovali si véci
navzéjem. Urovell semindfe povazuji za pFiméFené zvolenou, protoze studenti byli
schopni sledovat vyklad, odpovidat na otazky, resit tkoly a také jejich dotazy
sméfovaly k podstaté véci. Cést studentt byla schopna dojit ke spravnému FeSeni
ikolti samostatné na poprvé, nékteri potirebovali nejprve projit s mou pomoci
¢i napovedou nékolik tkold, nez byli schopni je Tesit samostatné. Mezi studenty
nebyl nikdo, kdo by nedokazal samostatné vyresit alespon c¢ast hlavniho tkolu
[11] Tim jsem ovéfila, Ze je seminai vhodné navrzen z ¢asového hlediska i tirovné
obtiznosti.

3.2.2 Zpétna vazba
Zpétna vazba od studenti

Ve zpétné vazbé jsem od studenti zjistovala, v ¢em pro né byl seminar pti-
nosny a zajimavy a co pro né bylo nejhiite srozumitelné. Dale jsem zjistovala,
jestli studenttim priklad s pruzinou pomohl v pochopeni konceptu hustoty prav-
dépodobnosti a které grafy znazornéni hustoty pravdépodobnosti pro né byly 1épe
pochopitelné (viz dotaznik v priloze |C)).

Jako prinos studenti zminovali nové poznatky o orbitalech a pohled na né, lepsi
predstavu o tvarech orbitall, propojeni fyziky a pravé probiraného uc¢iva v chemii,
zdokonaleni se v praci s grafy, seznameni se s novymi typy grafii, nékteri zminili
koncept hustoty pravdépodobnosti.

Prekvapivé a zajimavé pro studenty bylo odlisné chovani kvantovych objektii,
popis orbitali pomoci grafti, spojovani grafii do jednoho, co znamena a jak se
pocita hustota pravdépodobnosti a také tvar orbitali atomu vodiku. Neékolik stu-
dentti uvedlo, Ze je prekvapilo, ze orbitaly mohou mit ,nulové body,“ tedy oblasti
s nulovou hustotou pravdépodobnosti.

Jako nejhtire srozumitelnou cast vétSina studentti zminovala zacatek semi-
nare a priklad s pruzinou do chvile, nez jej pochopili. TTi ¢tvrtiny studenti pak
uvedly, ze jim priklad s pruzinou pomohl v dalsim porozuméni hustoté pravde-
podobnosti. Dalsi obtizné pochopitelnou ¢asti bylo pro nékteré studenty odlisné
chovani elektronti a prace s polarnimi grafy.

Zjistila jsem, Ze mezi grafem thlové ¢asti hustoty pravdépodobnosti a ¢asti za-
vislé na vzdalenosti od pocatku nebyl vyrazny rozdil co se tyce srozumitelnosti, asi
poloviné z nich pripadala snadnéjsi na predstavu thlova ¢ast hustoty pravdépo-
dobnosti, druhé poloviné ¢ast zavisla na vzdalenosti. Naproti tomu ,,paprskovy*
graf byl pros studenty v porovnani s polarnim grafem vyrazné srozumitelnéjsi
(polarni graf uprednostnilo jen pét studentt z celkového poétu triceti sedmi stu-
dent).

Studenti vétsinou kladné hodnotili priivodni text v pracovnim listu, v némz
mohli dohledat informace a pokyny, které nezachytili z vykladu. Pouze nékolik
studenti uvedlo, ze by jim stacilo méné textu. Také s ohledem na tiskovou na-
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rocnost je v této praci pracovni list k dispozici ve dvou verzich: pracovni list
obsahujici studijni text a také zkracena verze pracovniho listu bez textu, pouze
se zadanim ukolt.

Celkova odezva student na seminar byla velmi dobra, at uz ji podali pisemné
¢i jen ustné. Celkové hodnotili seminaf jako prinosny, zabavny a zajimavy.

Zpétna vazba od ucitela

Od uciteli jsem zpétnou vazbu ziskala pouze tstné, slo o ucitele matematiky—
chemie a ucitele fyziky—biologie s dlouholetou praxi na gymnéaziu. Jako pfinos
seminafe zminovali hlavné praci s riznymi grafy a jejich propojovani, sezndmeni
studentil s polarnim grafem, se kterym se v jinych oblastech uciva na stredni
skole pravdépodobné nesetkaji a také propojeni matematiky, fyziky a chemie.
Jeden z ucitelti navrhl, Ze by zkratil ¢i vynechal pripravnou c¢ast hustoty pravde-
podobnosti v jednorozmérném piipadé, protoze si umi predstavit, ze by studenti
zvladli rovnou trojrozmérny pripad.

Expertni posouzeni pracovniho listu

O expertni posouzeni pracovniho listu jsem ve spolupraci s vedouci prace
pozadala sedm ucitelil z praxe formou emailu, pouze od dvou ucitelii se vsak toto
posouzeni podarilo skutecné ziskat.

V textu emailu byly ucitelim polozeny otazky, jestli jim pracovni list pripada
srozumitelny a dobfe strukturovany, jestli zvolena tiroven odpovida dle jejich zku-
senosti schopnostem zaki, pro které je urcen, a zda si dovedou predstavit, ze by
pracovni list vyuzili ve své vyuce.

Dle soudu dvou uciteli matematiky—fyziky se Sestiletou praxi na gymnaziu
je struktura naplné seminate logickd a napadita, iroven pracovniho listu je zvo-
lena nalezité, pracovni list je srozumitelny vétsinou bezproblémové. Neékteré pro-
blematické formulace byly oznaceny a podrobnéji okomentovany v ptilozeném
dokumentu, na jejichz zakladé jsem tyto ¢asti doplnila a upravila.

Jeden z dotazovanych ucéiteli by pracovni list ve své vyuce rad vyuzil a pri-
padal mu inspirativni. Zejména ocenil napaditost a pfirozenost zavedeni velic¢iny
hustota pravdépodobnosti. Druhy ucitel by si vyuziti pracovniho listu umél pred-
stavit v maturitnim ro¢niku seminére z fyziky. Ocenil nazornost zavedeni hustoty
pravdépodobnosti a upozornoval, ze jde o pro studenty objektivné tézké ucivo.

Zaveér z pilotaze
Na zakladé zpétné vazby od studentt i ucitelii, expertniho posouzeni i vlastni

zkusenosti povazuji navrzeny seminar za smysluplny a redlné vyuzitelny na stredni
skole v seminafri fyziky ¢i chemie.
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4. Ulohy do Sbirky fesenych tiloh

Jako doplnéni vysokoskolského studijniho textu popsaného v kapitole [2| této
prace vzniklo také pét tloh zamérenych na problematiku atomu vodiku a vodiku
podobného atomu. Ulohy jsou online dostupné ve Shirce fedenych tiloh [2], nékteré
z uloh byly pfimo zarazeny do zminéného studijniho textu.

Kazdou z tloh a hlavni myslenku jejiho feSeni nyni stru¢né okomentujeme.
Za nazvem ftilohy je v zavorce uvedeno jeji ¢islo a tiroven naro¢nosti (VS vyso-
koskolské tloha, SS+ obtiznéjsi stiedoskolska & velmi jednoducha vysokoskolska
tiloha, SS stfedogkolskd tiloha). V hranaté zavorce je uveden zdroj, odkud bylo
prevzato zadan{ dlohy. Ulohy, u kterych zdroj neni uveden, jsou z internich tloh
vedouci prace.

Systém energetickych hladin atomu vodiku (4335, SS)

V této tloze je ikolem nacrtnout na svislou energetickou osu energetické hla-
diny atomu vodiku a zodpoveédét, jak je mozné, zZe je energie zaporna.

Uloha nejprve struéné komentuje vztah pro energii elektronu v atomu vodiku
a souvislost s hlavnim kvantovym ¢islem a navazuje tak na ulohu (629) Energe-
tické hladiny atomu vodiku. Dale na zdkladé analogie s elektrostatickym polem
v klasické fyzice vede k zamysleni nad vyznamem potencialni energie ve vztahu
k energii vazanych stavii elektronu v atomu.

V feseni jsou v tabulce napocitany hodnoty prvnich Sesti nejmensich povole-
nych energii atomu vodiku. Hlavni ¢asti ulohy je grafické reseni, kde jsou energe-
tické hladiny vyneseny na svislé energetické ose.

Tato 1loha je zaroven soucasti vysokoskolského studijniho textu popsaného
v kapitole [2] této préce.

Stupen degenerace energetickych hladin atomu vodiku (4337, SS)

Ukolem v této tloze je urdit stupeii degenerace n-té energetické hladiny atomu
vodiku vici kvantovym ¢islim [ a m nejprve bez uvazovani spinu elektronu, pak
také se spinem elektronu.

V tloze je nejprve vysvétlen pojem degenerace energetické hladiny. Uloha vede
k uvédoméni si vztahti mezi kvantovymi ¢isly popisujicimi stavy atomu vodiku.
Pro vyteSeni prvni ¢asti tlohy je potteba zjistit, kolik existuje moznych dvojic
kvantovych ¢isel n a [ pro pevné zvolené hlavni kvantové ¢islo n. Pti tomto vy-
poctu je potreba urc¢it soucet aritmetické rady.

Druhd ¢ést tlohy vyuziva vysledku ziskaného v prvni ¢asti, kdy se uvazovanim
spinu elektronu stupen degenerace oproti pripadu bez uvazovani spinu zdvojna-
sobi.

Uloha je také soudssti vysokoskolského studijniho textu popsaného v kapi-
tole [2] této prace.

Pravdépodobnost nalezeni elektronu v jadie (4339, VS) [7]

Cilem této tlohy je urcit pravdépodobnost, ze elektron v zakladnim stavu
vodiku nalezneme v oblasti zaujimané jadrem, tedy uvniti koule o poloméru,
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ktery odpovidd rozmértm jadra, d = 107 m.

Tato tloha navazuje na velmi podobné ulohy (618) Elektron mezi kulovgmi
plochami, (619) Elektron vné koule a (2018) Pravdépodobnost nalezeni elektronu
za Bohrovym polomérem.

Zakladni myslenkou feSeni je integrace hustoty pravdépodobmosti (tj. druhé
mocniny absolutni hodnoty vinové funkce) elektronu v zékladnim stavu pres ob-
jem zaujimany jadrem. Integrace je provedena ve sférickych soutadnicich a pro
vypocet integralu pres radialni souradnici je potieba vyuzit dvakrat metodu per-
partes. Dosazeni ¢iselnych hodnot je v tomto pripadé za hranicemi numerickych
schopnosti bézné kalkulacky ¢i tabulkového procesoru, proto je pro vypocet pri-
blizného vysledku pouzit Taylortiv rozvoj.

Uloha odpovidd na otézku, kters se ¢asto objevovala pii pilotazi pracovniho
listu O orbitalech atomu vodiku popsaného v kapitole [3| této prace.

,Balmerova“ série pro ion helia He+ (4340, SS)

V této tloze je cilem porovnat ,,Balmerovu® sérii ionu helia He™ s Balmerovou
sérif vodiku. Uloha pracuje s vodiku podobnym atomemn.

V tloze je nejprve strucné vysvétlen vztah pro energii stavii vodiku podobného
atomu a souvislost rozdilti energetickych hladin a spektra atomu.

Pri feseni je potfeba porovnat energie fotonti vyzarenych pri prechodech z vys-
sich energetickych hladin na hladinu prvniho excitovaného stavu pro ion helia
a odpovidajici prechody v atomu vodiku a urcit energii zakladniho stavu atomu
vodiku a ionu helia. Ulohu lze Fesit kvantitativné a obé energie dopoéitat, nebo si
lze uvédomit, Ze energie vSech stavii ionu helia je diky vyssimu protonovému c¢islu
veétsi nez odpovidajici hladiny pro atom vodiku, proto jsou vétsi také energetické
rozdily mezi kazdymi dvéma hladinami.

Spektrum pozitronia (4353, SS+) [7]

Uloha vénovand pozitroniu, které je prikladem dalsiho vodiku podobného
atomu, ma C¢tyri na sebe navazujici podukoly. Nejprve je potreba rozhodnout,
zda je pro urceni energetickych hladin atomu vodiku, resp. pozitronia potieba
uvazovat redukovanou hmotnost. Déle je tikolem urc¢it energii zakladniho stavu
pozitronia, urc¢it vinovou délku fotonu vyzareného pti prechodu pozitronia z prv-
niho excitovaného stavu do zakladniho stavu a porovnat ji s odpovidajicim pre-
chodem v atomu vodiku v Lymanové sérii.

Na zacatku tlohy je struéné okomentovana redukovand hmotnost a jeji sou-
vislost s energiemi stavii atomu, vztah pro redukovanou hmotnost zde vsak neni
odvozen. Prvniho podikol vede k uvédoméni si, ze v atomech s jaddrem mnohem
hmotnéjsim nez je hmotnost elektronu, je rozdil mezi redukovanou hmotnosti
a hmotnosti elektronu pro pocitani energetickych hladin zanedbatelny, zatimco
pro atomy s lehkym jadrem, jehoz hmotnost je srovnatelna s hmotnosti elektronu,
je potieba pri vypoctu energii pouzit redukovanou hmotnost.

Treti a ctvrty podukol pak navazuji na predchozi tlohu, nyni se uz expli-
citné pocita rozdil energetickych hladin a odpovidajici vinova délka pro vodik
i pozitronium.

Uloha je rovnéz soucésti studijniho textu z kapitoly [2] této préce.
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Zaver

V ramci této diplomové prace jsem se vénovala atomu vodiku na vysokoskolské
a stredoskolské trovni a nalezla jsem vhodné materialy, které se tykaji vyuky
atomu vodiku. Jejich ptehled je v kapitole [I}

Na zakladé téchto materiall jsem vytvorila vysokoskolsky studijni text k pred-
meétu Kvantovd mechanika vénovany atomu vodiku a poskytla jej studenttim uci-
telstvi jako podplrny material k tomuto predmétu.

Navrhla jsem také seminar a pracovni list s ndzvem O orbitalech atomu vodiku
urceny studentiim stifedni skoly. Tento seminaf se vénuje popisu orbitalti atomu
vodiku a propojuje ucivo spadajici do chemie a do fyziky. Seminar jsem realizovala
na trech vybranych strednich skolach se skupinami stredoskolskych studenti. Na
zékladé zpétné vazby od studenti a ucitell, svych zkuSenosti s vyukou seminate
a na zakladé expertniho posouzeni navrhu seminare dvéma zkuSenymi uciteli
z praxe jsem seminal a vznikly pracovni list upravila. Nyni je pracovni list spolu
s priuvodnim textem k dispozici ucitelim, kteri by jej chtéli zaradit do své vyuky.

Déle bylo v ramci této prace zpracovano pét tuloh jako doplnéni stredoskol-
ského a vysokoskolského studijniho textu. Tyto tlohy jsou zverejnény online ve
Sbirce resengjch tloh [2].

Dalsim rozsifenim této diplomové prace by mohlo byt nalezeni ¢i vytvo-
feni vhodnych experimentélnich tloh (napf. pro Interaktivni fyzikdlni laborator
na KDF), ve kterych by se studenti seznamili se spektrem atomu vodiku at uz
kvalitativné ¢i kvantitativné.

Na zakladé kladnych reakci student® na vyucovany seminar vidim potencial
v sestaveni podobnych dil¢ich seminditi vénovanych dalsim tématiim kvantové
mechaniky.
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A. O orbitalech atomu vodiku

1) V chemii jste se setkali s pojmem orbital. Napiste nejprve vlastnimi slovy, co
podle vas orbital je.

Jak popsat pohyb castice aneb kde je elektron?

V klasické mechanice popisujeme pohyb téles pomoci jejich souradnic a rych-
losti, pro kazdé téleso tak muzeme nakreslit trajektorii jeho pohybu. Na zakladé
znalosti pocatecni polohy a rychlosti kulicky mizeme jednoznacné predpovédét,
jak se bude pohybovat a kam dopadne, pokud ji vystrelime do terce, jak je vidét
na obréazku vlevo.

Vpravo je vidét terc¢ po vystieleni sta elektronii ,pripravenych stejnym zptiso-
bem.“ Prestoze byly pocatecni podminky elektronti stejné, dostali jsme po kazdé
jiny vysledek, v terci jsou stopy po elektronech na riznych mistech. Nemutzeme
tedy predpovédét, kam presné dany elektron dopadne, ale pouze urcit pravdépo-
dobnost, s jakou dopadne do daného mista. V kvantové mechanice proto pouzi-
vame popis pomoci pravdépodobnosti.

©

ter¢ po vystreleni sta klasickych kulicek ter¢ po vystreleni sta
se stejnymi pocatecnimi podminkami | stejné pripravenych® elektronii

Popis pomoci pravdépodobnosti

1D: Zavazi na pruzince

Predstavme si zavazi na pruziné, které kmita ve sméru osy z. Osu z si roz-
délime na intervaly o stejné délce, naptiklad 1 cm. Zavazi budeme fotitﬂ a zazna-
mendvat si (napf. do sloupcového grafu), kolikrat jsme zévazi vyfotili ve kterém
intervalu

IFoceni zde pfedstavuje méfeni polohy.
27a vyfoceni zavazi v intervalu budeme povazovat situaci, kdy se v daném intervalu nachézel
jeho stred.
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2) Odhadnéte, ve kterych mistech zachytime zavazi nejcastéji a ve kterych naopak
nejméné casto. Sviij odhad zapiste nebo zakreslete do obrazku s pruzinou.

3) Odhadnéte, jak bude vypadat sloupcovy graf, kde vyska sloupce predstavuje
pocet fotek zavazi v daném intervalu. (Zakreslete do grafu a.)

4) Odhadnéte, jak se predchozi graf zméni, pokud vysku kazdého sloupce vydeé-
lime celkovym poctem fotek. (Zakreslete do grafu b.) Pokud je pocet fotek hodné
velky (napt. 1000 a vice), dostaneme tak primo pravdépodobnost vyfoceni zavazi
v daném intervalu,

pocet fotek v Az

~ P(vyfoceni zavazi v Ax).
celkovy pocet fotek (vy )

a) b)
. pocet fotek v Az
pocet fotek celkovy pocet fotek
A A
+ + + + + + + + + > :E [Cm] + + + + + + + + + > x [Cm]
-5 0 5 -5 0 5

5) Nyni navic pravdépodobnost vyfoceni zavazi v daném intervalu vydélime
délkou intervalu. Na svislé ose tak bude
P(vyfocenf zévazl v Azx) (pocet fotek v Ax)
Ax ™ (celkovy pocet fotek) - Az
Odhadnéte, jak se tento graf bude ménit, pokud budeme postupné zmensovat
velikost intervalu Az = 1cm, 1mm, 1 um,...7 (Zakreslete do grafu c.)

c)

P(vyfoceni zdvazi v Ax) (pocet fotek v Ax)
Az ™ (celkovy pocet fotek) - Az
y

[em™]

— 1z [cm]
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3D: Komar v mistnosti vs. elektron v atomu vodiku

Podivejme se nyni na trojrozmérny pripad — budeme se zabyvat vyskytem
komaéra poletujiciho po mistnosti a nasledné budeme zkoumat elektron v atomu.

Podobné, jako jsme si v jednorozmérném pripadé rozdélili osu x na dilky o ve-
likosti tieba 1cm, si nyni rozdélime cely prostor na kosticky o objemu 1cm?.
Budeme ,,fotit“lﬂkoméra a pocet fotek, na kterych koméra zachytime v dané
casti prostoru vymezené krychlickou, zaznamename napr. intenzitou barvy krych-
liékyﬁ Protoze ale ,intenzita barvy zadnich krychlicek nebude vidét ptres predni
krychlicky,“ pomuzeme si tak, ze vzdy znazornime ,jen jednu vrstvu krychlicek,“
tj. znazornime situaci v fezu, jak ukazuje obrazek vpravo.

Intenzita barvy ma vyznam pravdépodobnosti vyfoceni komara v objemu
krychlicky, tj.

P(vyfoceni koméra v objemu 1cm?)
1cm? '

Tato veli¢ina ma podobny charakter jako hustota, protoze je to pravdépodobnost
délena objemem, byva zvykem ji nazyvat hustota pravdépodobnosti.

.
\
\
\
S
\
\

Obrézek A.1: Snimek polohy koméra v mistnosti (vlevo) a rozlozeni hustoty
pravdépodobnosti vyfoceni komara v jednotkovém objemu v fezu Sedou rovinou
(vpravo). Bila barva znézornuje nejvétsi hustotu pravdépodobnosti, odstiny cer-
vené nizsi a ¢ernd nulovou.

6) Ve kterych mistech je podle obrazku nejpravdépodobnéjsi najit komara?
Jak to pozname?

7*) Navrhnéte, co mizeme usoudit z ¢ervené oblasti v pravé dolni ¢asti obrazku 1.

37 jednoho snimku polohu koméra nelze uréit, byly by potieba snimky téze situace ze tif riiznych
stran. Pro jednoduchost ale urceni polohy komaéra nazyvame ,vyfocenim*®.
4Vyhneme se tim problému chybéjiciho rozméru pro kresleni sloupcového grafu.

79



'POZOR! Ve ,foceni“ komara a elektronu je nékolik zasadnich rozdili, které
plynou z odlisného chovani objektti naseho klasického svéta a objektit mikrosvéta:

Komar: Koméara mtuzeme fotit opakované a sledovat trajektorii jeho pohybu
(vyfocenim jeho polohu nijak neovlivnime). Proto ndm ke zjisténi hustoty prav-
dépodobnosti vyfoceni koméara staci jeden komaér.

Elektron: ,Vyfocenim* ovlivnime stav elektronu, proto uz jej nemuzeme pouzit
pro dalsi foceni. Abychom zjistili hustotu pravdépodobnosti vyfoceni elektronu,
musime si na kazdou fotku vzit ,cerstvy“ elektron, ktery je ve stejném stavu
jako ten ptvodni. Na obrazku proto neni zachycena trajektorie jednoho a téhoz
elektronu, ale pravé jen hustota pravdépodobnosti vyfoceni elektronu v urcitém
misté ziskana ze vzorku mnoha elektronii.

Na obrazku znazornujeme mista, kde bychom elektron vyfotili, kdybychom jej
fotili. Otazka ,,Kde by elektron byl, kdybychom jej nevyfotili?“ nemé v kvantové
mechanice smysl.

Orbitaly atomu vodiku

Nyni se pojdme podivat, jak je to s hustotou pravdépodobnosti vyfoceni elek-
tronu v nejjednodussim atomu v prirodé — atomu vodiku. Atomu vodiku méa
sféricky symetrické elektrostatické pole, hustota pravdépodobnosti méa diky tomu
valcovou symetrii. Mizeme proto znazornit hustotu pravdépodobnosti jen v jedné
roviné a rotaci kolem svislé osy (oznacujme ji z) dostaneme prostorovou pred-
stavu. Diky této symetrii si mtizeme hustotu pravdépodobnosti nalezeni elektronu
rozdélit na dvé c¢asti. Prvni ¢ast zavisi na tom, jak daleko jsme od jadra, oznacu-
jeme ji R. Druhd ¢ést zavisi na sméru (ihlu), kterym od jadra jdeme, oznacujeme
ji U. Celkovou hustotu pravdépodobnosti nalezeni elektronu na néjakém misté tak
muzeme zapsat jako

p=R-U.

Pojdme nyni prozkoumat kazdou cast zvlast.

Zavislost hustoty pravdépodobnosti na sméru (iihlu)

Cést hustoty pravdépodobnosti podle toho, ktergm smérem od stredu atomu
jdeme, znazornujeme polarnim nebo ,paprskovym® grafem.

spaprskovy graf polarni graf

0° 0°
uhel X

z z

uhel

270° 90°  270° 90°

180° 180°
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8) Ve kterém sméru je hustota pravdépodobnosti nejvétsi, resp. nejnizsi?

9) Nakreslete polarni i ,paprskovy“ graf, pokud je hustota pravdépodobnosti ve
vSech smérech stejna.

Zavislost hustoty pravdépodobnosti na vzdalenosti od jadra

Cast hustoty pravdépodobnosti zavislou na wvzddlenosti od stredu atomu zna-
zornujeme kartézskym grafem, kde na vodorovnou osu vynasime vzdalenost od

jadral’]

r

Obrazek A.2: Graf zavislosti ¢asti hustoty pravdépodobnosti R na vzdélenosti od
jadra r pro stav atomu vodiku oznacovany jako 1s nebo (1,0,0).

10) Naznacte do grafu vyse, v jaké vzdalenosti od jadra je hustota pravdépodob-
nosti nalezeni elektronu nejvétsi, resp. nejmensi.

®Nejéastéji v jednotkach Bohrova poloméru @ = 5- 10~ m. Zde ndm vSak jde jen o priibéh
dané funkce, proto méritko neuvadime.
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Celkova hustota pravdépodobnosti

Seznamili jsme se se znadzornénim obou casti hustoty pravdépodobnosti po-
moci grafii. Zkusme nyni na zakladé téchto grafii znazornit celkovou hustotu
pravdépodobnosti. Vyuzijeme u toho znazornéni pomoci intenzity barvyﬁ jako
v pripadé koméra v mistnosti.

11) Na zdkladé casti hustoty pravdépodobnosti zavislé na vzdalenosti od jadra
a thlové ¢asti hustoty pravdépodobnosti (zobrazené polarnim i ,paprskovym*
grafem) nakreslete do ramecku vpravo celkovou hustotu pravdépodobnosti nale-
zeni elektronu v atomu vodiku pro nékolik stavii atomu vodiku. Stavy jsou ozna-
¢eny trojici kvantovych ¢isel (n, 1, m) v zavorce. Jde o bézné pouzivané oznaceni,
stejné je pouzito i v apletu.

(2,1,0)

(1,0,0)

(2,0,0)

(4,2,1)

6Meéritko barevné skaly ani kartézskych grafii neni na vSech obrézcich stejné, lze tedy navzéjem
porovnavat pouze jejich tvar. Bila ,prepalena® mista na nékterych obrazcich vznikla nastave-
nim barevné skaly tak, aby byla dobfe viditelnéd i mista s nizkou hustotou pravdépodobnosti,
znamenaji hustotu pravdépodobnosti vési nez je néjakd mezni hodnota.
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12) Na zakladé celkové hustoty pravdépodobnosti nacrtnéte prubéh jeji uhlové
casti a ¢asti zavislé na vzdalenosti od jadra.

(3,1,0)

13*) Na zdkladé celkové hustoty pravdépodobnosti naértnéte pribéh jeji ihlové
casti a casti zavislé na vzdalenosti od jadra.

(4,0,0)

(4,2,0)

Prostorova predstava orbitala

Vratme se jesté ke sférické symetrii atomu vodiku a pokusme se z 2D obrazku
hustoty pravdépodobnosti o ni dostat prostorovou predstavu.

14*) Podivejte se na své vysledky tkolu a predstavte si, ze je budete otacet
kolem osy z. Pokuste se vlastnimi slovy (klidné nematematickymi a nefyzikalnimi)
popsat tvary, které tak dostanete. Jde vzdy o souvislé oblasti?

15) Na zavér napiste vlastnimi slovy, co podle véas orbital je. Zménila se néjak
vase predstava o orbitalech? Co jste si ponechali z ptivodni predstavy? Co nového
jste do ni pridali?
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B. O orbitalech atomu vodiku
(zkracena verze)

1) V chemii jste se setkali s pojmem orbital. Napiste nejprve vlastnimi slovy, co
podle vas orbital je.

Popis pomoci pravdépodobnosti

1D: Zavazi na pruzince

2) Odhadnéte, ve kterych mistech zachytime zdvazi nejcastéji a ve kterych naopak
nejméne casto. Sviij odhad zapiste nebo zakreslete do obrazku s pruzinou.

3) Odhadnéte, jak bude vypadat sloupcovy graf, kde vyska sloupce predstavuje
pocet fotek zavazi v daném intervalu. (Zakreslete do grafu a.)

4) Odhadnéte, jak se predchozi graf zméni, pokud vysku kazdého sloupce vydeé-
lime celkovym poctem fotek. (Zakreslete do grafu b.)

a) b)
. pocet fotek v Az
pocet fotek celkovy pocet fotek
+ + + + + + + + + +> x [Cm] + + + + + + + + + +> x [Cm}
-5 0 5 -5 0 5

5) Nyni navic pravdépodobnost vyfoceni zavazi v daném intervalu vydélime dél-
kou intervalu. Odhadnéte, jak se tento graf bude ménit, pokud budeme postupné
zmensovat velikost intervalu Az = 1cem, 1 mm, 1 um, ...7 (Zakreslete do grafu c.)
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c)

P(vyfoceni zévazi v Az) (pocet fotek v Ax)
Az ™ (celkovy pocet fotek) - Az
y

[em™]

x [cm]

3D: Komar v mistnosti vs. elektron v atomu vodiku

Podivejme se nyni na trojrozmérny pripad — budeme se zabyvat vyskytem
komara poletujicitho po mistnosti a nésledné budeme zkoumat elektron v atomu.

—.

Ay

Obrazek B.1: Snimek polohy koméra v mistnosti (vlevo) a rozlozeni hustoty
pravdépodobnosti vyfoceni koméara v jednotkovém objemu v fezu Sedou rovinou
(vpravo). Bild barva znazornuje nejvétsi hustotu pravdépodobnosti, odstiny cer-
vené nizsi a ¢erna nulovou.

6) Ve kterych mistech je podle obrazku nejpravdépodobnéjsi najit komara?

Jak to pozname?

7*) Navrhnéte, co muzeme usoudit z ¢ervené oblasti v pravé dolni ¢asti obrazku 1.
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Orbitaly atomu vodiku

Zavislost hustoty pravdépodobnosti na sméru (1ihlu)

8) Ve kterém sméru je hustota pravdépodobnosti nejvétsi, resp. nejnizsi?

9) Nakreslete polarni i ,paprskovy*“ graf, pokud je hustota pravdépodobnosti ve
vSech smérech stejna.

Zavislost hustoty pravdépodobnosti na vzdalenosti od jadra

10) Naznacte do grafu nize, v jaké vzdélenosti od jadra je hustota pravdépodob-
nosti nalezeni elektronu nejvétsi, resp. nejmensi.

r

Obrazek B.2: Graf zavislosti ¢asti hustoty pravdépodobnosti R na vzdélenosti od
jadra r pro stav atomu vodiku oznacovany jako 1s nebo (1,0,0). Vzdalenost r je
v jednotkach Bohrova poloméru a = 5 - 10~ m. Zde nam vsak jde jen o pribéh
dané funkce, proto méritko neuvadime.
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Celkova hustota pravdépodobnosti

11) Na zdkladé casti hustoty pravdépodobnosti zavislé na vzdalenosti od jadra
a thlové ¢asti hustoty pravdépodobnosti (zobrazené poldrnim i ,paprskovym“
grafem) nakreslete do rdmecku vpravo celkovou hustotu pravdépodobnosti na-
lezeni elektronu v atomu vodiku pro nékolik stavii atomu vodikLﬂ Stavy jsou
oznaceny trojici kvantovych ¢isel (n,l,m) v zavorce. Jde o bézné pouzivané ozna-
¢eni, stejné je pouzito i v apletu.

(2,1,0)

(1,0,0)

(2,0,0)

(4,2,1)

IMéxitko barevné skaly ani kartézskych grafi neni na vsech obrézcich stejné, lze tedy navzijem
porovnavat pouze jejich tvar. Bila ,prepalena® mista na nékterych obrazcich vznikla nastave-
nim barevné skaly tak, aby byla dobfe viditelnéd i mista s nizkou hustotou pravdépodobnosti,
znamenaji hustotu pravdépodobnosti vési nez je néjakd mezni hodnota.
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12) Na zakladé celkové hustoty pravdépodobnosti nacrtnéte prubéh jeji uhlové
casti a ¢asti zavislé na vzdalenosti od jadra.

(3,1,0)

13*) Na zdkladé celkové hustoty pravdépodobnosti nacrtnéte pribéh jeji ihlové
casti a casti zavislé na vzdalenosti od jadra.

(4,0,0)

(4,2,0)

Prostorova predstava orbitali

14%) Podivejte se na své vysledky tikolu a predstavte si, ze je budete otacet
kolem osy z. Pokuste se vlastnimi slovy (klidné nematematickymi a nefyzikalnimi)
popsat tvary, které tak dostanete. Jde vzdy o souvislé oblasti?

15) Na zavér napiste vlastnimi slovy, co podle vas orbital je. Zménila se néjak
vase predstava o orbitalech? Co jste si ponechali z ptivodni predstavy? Co nového
jste do ni pridali?
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C. Zpétna vazba k seminari

« Co pro vas byl hlavni poznatek, ktery si z této hodiny odnasite?

o Cim pro vas byl seminar prinosny?

« Co bylo prekvapivé, zajimavé?

« Co bylo nejhiife srozumitelné?

o Pomohl vam piiklad s pruzinou v pochopeni hustoty pravdépodobnosti?

o Ktera ¢ast hustoty pravdépodobnosti vam pripadala snadnéjsi na predstavu:
uhlova U / zavisla na vzdalenosti od jadra R?

o Ktery graf pro vis byl srozumitelnéjsi: polarni / ,,paprskovy“?

« Vyhovovalo vam rozlozeni pracovniho listu? Orientovali jste se v ném snadno?
Uvitali byste radéji méné textu a jen predtisténé grafy, nebo vam vyhovoval
pruvodni text?

o Jakékoli dalsi vzkazy a pripominky :)
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D. Ulohy do Sbirky fesenych tloh
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02.05.22 22:24 Systém energetickych hladin atomu vodiku — Sbirka tloh

Systém energetickych hladin atomu vodiku
Uloha ¢islo: 4335

Nacrtnéte na svislou energetickou osu hodnoty povolenych energii, tzv. energetické hladiny atomu vodiku.
Jak je moZné, Ze je energie zaporna?

| Napovéda |

Jaky je vztah pro energii elektronu v atomu vodiku?

| Regeni napovédy |

Elektron se v atomu vodiku mtiZze nachazet v riiznych stavech, kterym odpovidaji rizné hodnoty energie.
Tyto stavy jsou oznacovany hlavnim kvantovym ¢islem n, které mize nabyvat hodnotn=1, 2, 3...
Stav s nejnizsi hodnotou energie E; = -13,6 eV se nazyva zakladni stav. Stavy s vy$§imi hodnotami energie
nez je energie zakladniho stavu se nazyvaji excitované stavy, jejich energie je ddna vztahem
_ B

n?’

n

Vidime, Ze energie elektronu vazaného v atomu vodiku je kvantovana - elektron nemtize mit libovolnou
energii, ale pouze nékterou z diskrétnich hodnot energie povolenych vztahem vyse.

Napovéda 2 - zaporna energie

7 vz

Uvédomte si nejprve na piikladu klasické ¢astice v elektrostatickém poli, jak souvisi potencialni energie
elektrostatického pole se vzdalenosti, do kterych se miiZe ¢astice s danou celkovou energii dostat. Stavy
s takovou energii, kdy ¢astice nemuze uniknout prili§ daleko, nazyvame vazané stavy.

Jaky je pribéh potencialni energie ¢astice s nabojem e v elektrostatickém poli tvofeném jadrem atomu
vodiku?

Reseni napovédy 2

Potencialni energie v klasické i kvantové mechanice ,omezuje“ pohyb ¢astice a ,,vymezuje“ tak oblast, do
které se Castice s danou energii mize dostat.

Uvazujme nejprve klasickou ¢astici v elektrostatickém poli, které je tvoreno kladnym nabojem jadra atomu
vodiku. Na obrazku niZe je priibéh potencialni energie elektrostatického pole v zavislosti na vzdalenosti od
jadra. Castice s celkovou energii E4 by se podle klasické fyziky mohla dostat nejdale do vzdalenosti r, od
jadra. Na to, aby unikla dale od jadra, nema dostate¢nou energii. V klasické fyzice by tak vazanym staviim
odpovidaly stavy s takovou energii, ktera ¢astici neumoziuje uniknout ptili§ daleko. Naproti tomu ¢astice
s celkovou enegrii Ez by méla dostatecnou energii na to, aby unikla do libovolné vzdalenosti od jadra.
Takové stavy oznacujeme jako tzv. rozptylové stavy.
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http:/ /reseneulohy.cz/

Potencialni energie je uréena aZ na konstantu. Hladinu nulové potencialni energie si tak miZeme zvolit
libovolné. NejCastéjsi a prirozena volba je volba nulové hodnoty potencialni energie v nekone¢nu.
Potencidlni energie Castice s nabojem e v elektrostatickém poli ma priibéh dany vztahem

o2
V(r)=-k—+c,
r

kde cje libovolna konstanta. Pti volbé V («0) = 0 bude mit zndmy tvar

2
V()= k=
T

Diky této volbé odpovidaji vazanym staviim zdporné hodnoty energie a rozptylovym staviim nezaporné
hodnoty energie. Tato volba navic odpovida tomu, Ze energie vazanych stavii systému je energie, kterou
musime Castici dodat, abychom ji ze systému uvolnili.

UvaZujme nyni elektron v elektrostatickém poli jddra atomu vodiku. V kvantové mechanice je situace
stejna s tim rozdilem, Ze elektron se muize dostat i do oblasti, kam to podle klasické fyziky nejde. Tyto
oblasti ale nejsou prilis velké, pravdépodobnost nalezeni elektronu v klasicky zakazané oblasti rychle
Kklesa, takze vazanym stavliim (tj. staviim kdy se elektron ,zdrzZuje“ jen v blizkosti jadra), také odpovidaji
zaporné energie. Kladné energie by pak odpovidaly elektronu, ktery mize uniknout do libovolné
vzdalenosti od jadra, tj. elektronu, ktery ,proléta kolem jadra“ a nenf uz soucasti atomu.

Zasadni rozdil mezi kvantovym a klasickym piipadem spociva v tom, Ze v kvantovém pripadé€ vazané stavy
existuji jen pro nékteré diskrétni hodnoty energie, nikoli pro vSechny.

Reseni

Energie elektronu v atomu vodiku je ddana vztahem
E, = 2L,
n2
kde E; = -13,6 eV je energie zakladniho stavu atomu vodiku. Cislo n je hlavni kvantové ¢islo, které miize

nabyvathodnotn=1,2,3, ..

Pro prvni excitovany stav s kvantovym ¢islem n = 2 po dosazeni dostaneme

I EX T AN

E
222 n
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pro tieti excitovany stav s kvantovym c¢islem n = 3 dostaneme

“13,6eV
By = £l = 20V 5y,
32 9

Podobné vypocteme hodnoty energie pro dalsi hlavni kvantova ¢isla. Energie prvnich nékolika stavii atomu
vodiku jsou vypocteny v tabulce niZe.

hlavni kvantové ¢islo n|energie E,
n=1 -13,6 eV
n=2 -3,4eV
n=3 -1,51 eV
n=4 -0,85 eV
n=5 -0,54 eV
n==6 -0,38 eV

Hodnoty energii téchto stavii vyneseme na svislou energetickou osu jako na obrazku nize.

E
,.‘.'tﬂll}"" elektron
DeV
Ey = —0.85eV vazany elekiron
E;i =-=1,5leV
Fa = —-34eV
F, = =136eV zakladni stav

Energie E,, E,, E, ... na obrazku odpovidaji vizanym staviim elektronu v atomu vodiku. Je vidét, Ze
s rostoucim n energie roste jako f%, energetické hladiny se zahuStuji a limitné se pribliZuji k hladiné
n

s nulovou energii.
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Stavy s nezdpornou energii by pak odpovidaly elektronu, ktery ,proléta“ kolem. Tato energie uz neni
kvantovanj, takovy elektron muiize mit libovonou (kladnou) energii.

Energie vazanych stavi je zaporna diky volbé nulové hodnoty potencialni energie v nekonecnu,
viz Napovédu 2. Energie vazanych stavi elektronu v atomu vodiku je energie, kterou musime elektronu
dodat, aby doslo k jeho uvolnéni z atomu (tzv. ,ioniza¢ni energie®).

Odpovéd’

Energetické hladiny atomu vodiku jsou znazornény na obrazku v Resen.

Energie vazanych stavi elektronu v atomu vodiku je zdporna diky tomu, Ze jsme zvolili nulovou hodnotu
potencialni energie v nekonec¢nu, jde tedy o nasi volbu.

Odkaz

Podobnym problémem se zabyva také tloha Energetické hladiny atomu vodiku.
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Stupen degenerace energetickych hladin atomu vodiku

Uloha ¢islo: 4337

Urcete stupen degenerace n-té energetické hladiny atomu vodiku vii¢i kvantovym ¢islim /a m
a) bez uvazovani spinu elektronu,

b) se spinem elektronu.

| Napovéda 1

Degenerace energetické hladiny znameng, Ze rtizné vlastni stavy maji stejnou energii. Pocet rtiznych
vlastnich stavii se stejnou energii oznacujeme jako tzv. stupen degenerace g,.

Energie stavu atomu vodiku je urcena hlavnim kvantovym ¢islem n, ale nezavisi na vedlejsim kvantovém
Cisle I ani na magnetickém kvantovém c¢isle m, ani na spinu elektronu. To znameng, Ze dva stavy, které maji
stejné hlavni kvantové ¢islo n, maji stejnou energii, i kdyz se lisi v kvantovych ¢islech I a m nebo ve spinu
elektronu. NaSe otazka je tedy stejnd, jako kdybychom se ptali, kolik riiznych stavii atomu vodiku existuje pro

dané hlavni kvantové ¢islo n.

| Napovéda 2

7

Jakych hodnot miZe nabyvat vedlejsi kvantové ¢islo I pro dané hlavni kvantové ¢islo n?

| Reseni napovédy 2

Vedlejsi kvantové ¢islo mize nabyvat hodnot prirozenych ¢isel véetné nuly a musi spliiovat podminku
n>1.

Z této podminky plyne, Ze pro pevné zvolené hlavni kvantové ¢islo n miize vedlejsi kvantové ¢islo nabyvat
hodnot /=0, 1, 2, ..., (n—-1). Pro kazdé hlavni kvantové ¢islo n tak existuje n moznych hodnot vedlejsiho
kvantového ¢isla L

| Napovéda 3 - pocet moznosti magnetického kvantového cisla m

Jakych hodnot miiZe nabyvat magnetické kvantové ¢islo m pro danou dvojici kvantovych ¢isel n, I?

| Reseni napovédy 3

s

Magnetické kvantové ¢islo m muiize nabyvat hodnot celych ¢isel a musi spliiovat podminku
|m| <1.

Z této podminKky plyne, Ze pro pevné zvolené hlavni a vedlejsi kvantové ¢islo n, I miize magnetické
kvantové ¢islo nabyvat hodnot m = -1, ..., 0, ..., I. Pro kazdé vedlejsi kvantové ¢islo / tak existuje 2/ + 1
moznych hodnot magnetického kvantového cisla m.

| Napovéda 4

Kolik existuje rtiznych dvojic vedlejsiho a magnetického kvantvého ¢isla n, I pro dané hlavni kvantové ¢islo n?

| Reseni napovédy 4

7 ovs

Chceme-li zjistit pocet riiznych dvojic kvantovych ¢isel n, I pro dané hlavni kvantové ¢islo n, projdeme
postupné mozné hodnoty vedlej$tho kvantového ¢isla [ a secteme pocet moznych hodnot magnetického

reseneulohy.cz/4337/stupen-degenerace-energetickych-hladin-atomu-vodiku

13



02.05.22 22:27 Stupen degenerace energetickych hladin atomu vodiku — Sbirka uloh
kvantového ¢isla m pro kazdé z nich. Jiz vime, Ze pro dané vedlejsi kvantové ¢islo  mame 2/ + 1 moznych
hodnot magnetického kvantového ¢isla m, dostaneme tedy soucet aritmetické rady

n—1

=2 (2Q1+1).
=0

Napovéda 5 - soucet aritmetické posloupnosti

Soucet prvnich N ¢lenti aritmetické posloupnosti

N

> aj=apta tayt...+tay
i=0

muzZeme vypocitat podobné jako maly Gauss ve zndmém piibéhu, ktery si uvédomil, Ze soucet prvniho
a posledniho ¢lenu, druhého a piedposledniho ¢lenu atd. je vzdy stejny. Takovych dvojic se stejnym souctem
je dohromady 3.

Soucet prvnich N ¢lend aritmetické posloupnosti tedy mizZeme zapsat jako
N

N
2 a=—(ap+an).
=0 2

Reseni a)

Degenerace znamena, Ze rizné vlastni stavy maji stejnou energii. Pocet riiznych vlastnich stavi se stejnou
energii oznacujeme jako tzv. stupeni degenerace g,,.

Energie stavu atomu vodiku je ur¢ena hlavnim kvantovym ¢islem n a nezavisi na vedlejSim kvantovém cisle /,
na magnetickém kvantovém ¢isle m a na spinu elektronu. To znameng, Ze dva stavy, které maji stejné hlavni
kvantové ¢islo n, maji stejnou energii, i kdyz se li§{ v kvantovych ¢islech I a m nebo ve spinu elektronu. Nase
otdzka je tedy stejna, jako kdybychom se ptali, kolik rtiznych stavii atomu vodiku existuje pro dané hlavni
kvantové ¢islo n.

Nejprve se podivejme na pocet moznosti vedlej$iho kvantového ¢isla I pro dané hlavni kvantové ¢islo n.

Vedlejsi kvantové ¢islo miiZze nabyvat hodnot pfirozenych ¢isel véetné nuly a musi spliiovat podminku
n>1.

Z této podminKky plyne, Ze pro pevné zvolené hlavni kvantové ¢islo n mtze vedlejsi kvantové ¢islo nabyvat
hodnot/=0, 1, 2, .., (n-1). Pro kazdé hlavni kvantové ¢islo n tak existuje n moznych hodnot vedlejsiho
kvantového ¢isla I.

Nyni se podivejme na poCet moZnych hodnot magnetického kvantového ¢isla m pro danou dvojici kvantovych
Ciseln, L.

Magnetické kvantové ¢islo m miZe nabyvat hodnot celych ¢isel a musi spliiovat podminku
|m| <1.

Z této podminky plyne, Ze pro pevné zvolené hlavni a vedlejsi kvantové ¢islo n, I miize magnetické kvantové
¢islo nabyvat hodnot m = -, ..., 0, ..., . Pro kazdé vedlejsi kvantové Cislo I tak existuje 2/ + 1 moznych hodnot
magnetického kvantového ¢isla m.

Chceme-li zjistit stupen degenerace g, musime urcit pocet riznych dvojic vedlejsho a magnetického
kvantového cisla I, m pro pevné zvolené hlavni kvantové ¢islo n, ktery odpovida poctu vSech moznych
raznych stavi elektronu v atomu vodiku. Projdeme postupné mozné hodnoty vedlejsiho kvantového ¢islal a
secteme pocet moznych hodnot magnetického kvantového ¢isla m pro kazdé z nich. JiZ vime, Ze pro dané
vedlejsi kvantové ¢islo  mame 2/ + 1 moznych hodnot magnetického kvantového ¢isla m, dostaneme tedy
soucet aritmetické rady
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n—1

en=y (2l+1).
1=0

Soucet této aritmetické posloupnosti miizeme vypocitat jako

n—1
g, =Y Ql+1)= %(1+2(n—1)+1)=n2.
1=0

Stuperni degenerace kazdé energetické hladiny atomu vodiku vii¢i kvantovym ¢islim / a m je tedy n.

| Napovéda b)

Kolik moznych hodnot primétu spinu do zvoleného sméru ma elektron v atomu vodiku?

| Reseni napovédy b)

Elektron v atomu vodiku ma dvé moznosti primétu spinu do libovolné zvoleného sméru i%. Nejcastéji
volime priimét do osy z.

| Reseni b)

Pro kazdy stav popsany kvantovymi ¢isly (n, I, m) ma elektron dvé moznosti primétu spinu i% . Kazdy stav
tak pri uvazovani spinu dostaneme ve dvou variantach, které se nékdy oznacuji jako stavy s primétem spinu
»nahoru“ nebo ,dold.”

Degenerace n-té energetické hladiny tak bude dvojnasobna oproti pripadu, ve kterém jsme neuvazovali spin,
tedy 2n?.

| odpovéd’

a) Stupen degenerace n-té energetické hladiny atomu vodiku vii¢i kvantovym ¢islim / a m bez uvazovani
spinu elektornu je n?.

b) Stupen degenerace n-té energetické hladiny atomu vodiku vii¢i kvantovym ¢isltim [ a m p¥i uvaZovani
spinu elektronu je 2n?

| Komentar

V této uloze jsme pracovali s takovym modelem atomu vodiku, ve kterém energie zavisela pouze na hlavnim
kvantovém cisle n. Pii pouZiti pfesnéjsiho modelu atomu vodiku (napft. pii uvazovani relativistickych efekt,
spin-orbitalni interakce a interakce spinu elektronu se spinem jadra) energie zavisi kromé hlavniho
kvantového ¢isla také na dalsich kvantovych ¢islech a degenerace energetickych hladin viici kvantovym
¢islim [ a m tedy ¢astecné nebo zcela mizi.

reseneulohy.cz/4337/stupen-degenerace-energetickych-hladin-atomu-vodiku
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Pravdépodobnost nalezeni elektronu v jadre

Uloha ¢islo: 4339

Elektron v zdkladnim stavu atomu vodiku je popsan vinovou funkci

e,

Yi00(r) = N

2 TUE - o v
kdea = 22 = =0,5 - 10" m je tzv. Bohr@v polomér.
mee

Urcete pravdépodobnost, Ze takovy elektron nalezneme v oblasti zaujimané jadrem, tedy uvniti koule
opolomérud=10"m.

Zacatek reseni

Pravdépodobnost nalezeni elektronu v dané oblasti ziskame integraci hustoty pravdépodobnosti [y|? pfes
tuto oblast. V ptipadé atomu vodiku budeme integrovat ve sférickych soutadnicich.

Pravdépodobnost, Ze se elektron v zakladnim stavu atomu vodiku nachazi uvnitf koule o poloméru d, je
2n

d T
P=] [ | |wio@Pr* sin0dodedr.
0 0 0

Po dosazeni dostavame

d 2n = 1 2
P=] | | —eTr2sin0dodedr.
0o o o mal

Diky separovatelnosti proménnych miiZeme tento trojny integral upravit na soucin tif jednoduchych
integralt:

1 2n d d 2
P=—17_ do| sin0dd] r’e Tdr.
0 0

| Napovéda - jak integrovat

Vypocet integralu je popsan v ndpovédé v tloze Elektron mezi kulovymi plochami.

| Pokracovani reseni

Dosli jsme k tomu, Ze pravdépodobnost, Ze se elektron v zdkladnim stavu atomu vodiku nachazi uvnitt koule
o poloméru d, je rovna

1 2n i d o
P=—1/ do| sin0dd] rPe 7 dr.
nal o 0 0
Integraly pres oba uhly jsou velmi jednoduché,

1 d o
Pz—-2n-[—cos6]’5~f e wdr.
na’ 0

21 v : s _2r vr Taa X o , v .
Integral pres rlze po substituci x = —= spocitat metodou per partes (detailné viz ndpovéda). Po dosazeni

spravnych mezi tak dostavame

1 a3 2
P=—21-2 - (-—)[(x> - 2x +2)e]. ",
na3 8 0
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1
P =2l —2x +2)e .

2
P - [2—«%) + 2(%) +2)e T,

N | —

Napovéda - numerické dosazeni

Dosazeni Ciselnych hodnot je v tomto piipadé za hranicemi numerickych schopnosti bézné kalkulacky ¢i
Excelu. Pro priblizny vypocet ¢iselné hodnoty pravdépodobnosti pouzijte Taylortiv rozvoj exponencidly e* a
zjednoduste vyraz v hranatych zavorkach.

Numerické dosazeni

Pro vypocet giselrié hodnoty pravdépodobnosti vyuZijeme Taylordv rozvoj exponencialni funkce kolem nuly
e =ltx+ o+ St

Vyraz
(x* = 2x + 2)e*

tak s vyuzitim rozvoje do tiettho fadu zjednodusime na

2 3
) X X
(x 2x+2)(1+x+—2! +—3!)
3 3

:(X2+X3—2X—2X2—X3—2+2X+X2+XT)=2+?.

Do vztahu pro pravdépodobnost tak miizeme dosadit x = —% a ziskdme vztah

1o 44
P~E[2 (2+?)]*§(;)-

Po dosazeni ¢iselnych hodnot a=5-10""! ad = 1071 dostaneme

3

10*15
P = i( )y =107,

3 5101

| Odpoveéd’

Pravdépodobnost nalezeni elektronu uvniti oblasti zaujimané jadrem je pro zakladni stav atomu vodiku
extrémné mal4, a to p¥iblizné 10714 .

| Odkaz

Velmi podobnou situaci resi také tilohy Elektron mezi kulovymi plochami, Elektron vné
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,Balmerova“” série pro ion helia He+
Uloha ¢islo: 4340

UvaZujme ion helia He". Porovnejte ,Balmerovu* sérii helia s Balmerovou sérif vodiku, ktera je ve viditelném
spektru. Jako Balmerovu sérii oznacujeme prechody z vy3$si enegetické hladiny na hladinu s hlavnim
kvantovym ¢islemn=2.

| Napovéda 1 |

Jaky vztah plati pro energii elektronu ve vodiku podobném atomu, tj. v atomu s protonovym
¢islem Z a s jednim elektronem? Jak4 je energie zakladniho stavu ionu helia?

| Reseni napovédy 1 |

Pro kazdy vodiku podobny atom ma vztah pro energii podobny tvar jako pro atom vodiku, i3 se pouze
protonovym ¢islem Z, které urcuje naboj jadra.

Pro energetické hladiny vodiku podobného atomu plati

_ Ei
n-— T _

n2
kde
k 2\2
El :722 ( c ) me
2h?

je energie zakladniho stavu atomu, k = 4; elektrostaticka konstanta, m. je hmotnost elektronu a e naboj

e

elektronu.

Vidime, Ze energie zdkladniho stavu zavisi na néboji jaddra. Atomy s vy$$§im protonovym ¢islem Z maji vice
nabité jadro a elektrony jsou tak k nému vice pritahovany, proto ma zakladni stav v absolutni hodnoté
vétsi energii.

Pro atom vodiku s jednim protonemjeZ =1.

Helium ma protonové ¢islo Z = 2, hodnota energie zdkladniho stavu ionu helia je tedy

2h2 2h2

_ o tkeme  (kePme

Bl = =-4El =4(-13,6eV) = —54,4¢V,

coz je ¢tynasobek energie zakladniho stavu atomu vodiku.

| Napovéda 2 |

Jak spolu souvisi vinova délka fotonu, ktery byl vyzaren pti prechodu elektronu v atomu z jednoho stavu do
druhého, a rozdil energii, které odpovidaji témto dvéma staviim?

| Reseni napovédy 2 |

Energetické hladiny v atomu vodiku a pirechody mezi nimi jsou podrobné popsany v ndpovédé u
ulohy Energetické hladiny atomu vodiku.

Energie fotonu vyzareného pfi prechodu elektronu z jedné energetické hladiny na druhou (ozna¢me je
hlavnimi kvantovymi ¢isly n,, ng) je dana rozdilem energii téchto hladin. V atomu podobnému vodiku je
tento rozdil roven

E E 1 1
AEAB:EA_EB:_;__;:EI(_Z__Z)s
ny, 7Ny Ny, Ny
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kde E; je energie zakladniho stavu daného atomu.

Energie vyzatreného fotonu je pfimo imérna frekvenci fotonu a neptimo imérna jeho vinové délce, tj. vétsi
energie fotonu odpovida kratsi vinové délce.

Abychom mohli rozhodnout, jestli bude energie fotonl vyzarenych pii pfechodech z jedné energetické
hladiny na druhou vétsi pro atom vodiku nebo pro ion helia, musime porovnat rozdily energii mezi
jednotlivymi hladinami ionu helia a atomu vodiku.

| Reseni

Jako spektralni série oznacujeme prechody elektronu v atomu z vys$si enegetické hladiny na hladinu s pevné
zvolenym hlavnim kvantovym ¢islem n. P¥i téchto piechodech je vyzaren foton o urcité vinové délce.

Energie fotonu vyzareného pfi prechodu elektronu z jedné energetické hladiny na druhou (ozna¢me je
hlavnimi kvantovymi ¢isly ny, ng) je ddna rozdilem energii téchto hladin. V atomu podobnému vodiku je
tento rozdil roven

1 1
AEAB:EA_EBZE_ZI_E_ZIZEI(_Z_T)a
n, ng n, Ny

kde E, je energie zdkladniho stavu atomu.

Energie vyzatreného fotonu je pfimo imérna frekvenci fotonu a neptimo umérna vinové délce fotonu, vétsi
energie tak odpovida kratsi vinové délce.

Abychom mohli rozhodnout, jestli bude energie fotonl vyzarenych pri prechodech z jedné energetické
hladiny na druhou vétsi pro atom vodiku nebo pro ion helia, musime porovnat rozdily energif mezi
jednotlivymi hladinami ionu helia a atomu vodiku. K tomu potiebujeme znat hodnotu energie zakladniho
stavu pro ion helia a atom vodiku E{{e+ aEH,

Vodik i ion helia He" jsou atomy tvofené jadrem a jednim elektronem. Pocet protoni v jadie uréuje
protonové ¢islo Z. Takové atomy nazyvame tzv. vodiku podobné atomy.

Pro kazdy vodiku podobny atom ma vztah pro energii tvar

kde

je energie zakladniho stavu atomu, k = 41:_5[, je elektrostaticka konstanta, m. hmotnost elektronu a e naboj

elektronu.

Vidime, Ze energie zakladniho stavu zavisi na naboji jadra. Atomy s vy$$im protonovym cislem Z maji vice
nabité jadro a elektrony jsou tak k nému vice pritahovany, proto ma zakladni stav v absolutni hodnoté vétsi
energii.

Pro atom vodiku s protonovym ¢islem Z = 1 je energie zakladniho stavu

ke?)’m,
E{“=——( yme =-13,6eV.
2h2

Helium ma protonové ¢islo Z = 2, hodnota energie zadkladniho stavu ionu helia je tedy
_ pPme | (keHPm,
2h? 242
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coZ je ¢tyindsobek energie zakladniho stavu atomu vodiku.

Rozdil mezi energetickymi hladinami oznac¢enymi hlavnimi kvantovymi €isly na, ng pro atom vodiku je

e (I
AEAB7E1 (—2*—2)**13,66\/(—2*—2)
ny, Dy ny, Ny
a pro ion helia
+ | 1 1 1
He" _ _
AEJS =Ef (o — =) =-544eV (o ——) .
o, Dy N B

v

Rozdil mezi kazdymi dvéma energetickymi hladinami ionu helia tak bude v absolutni hodnoté ¢tyrikrat vétsi
nez rozdil odpovidajicich hladin u atomu vodiku. Proto budou mit fotony vyzarené pii prechodech v ionu
helia ¢tyrikrat vétsi frekvenci a kratsi vinovou délku nez fotony odpovidajichich prechodi v atomu vodiku.
,Balmerova“ série, spolu s ostatnimi sériemi, tak bude oproti prisluSnym sériim v atomu vodiku posunuta ke
krat$im vinovym délkam, tedy smérem k utrafialové ¢asti spektra.

Odpovéd’

,Balmerova“ série je oproti Balmerové sérii atomu vodiku posunuta ke krat$im vinovym délkam, tedy
smérem Kk utrafialové ¢asti spektra.
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Spektrum pozitronia
Uloha ¢islo: 4353

Pozitronium je vazany systém elektronu a pozitronu (pozitron je anti¢astice elektronu, ma opac¢ny naboj
a stejnou hmotnost jako elektron). Tento exoticky vazany stav, ktery je podobny atomu vodiku, je velmi
nestabilni.

a) Rozhodnéte, zda je pro urceni energetickych hladin atomu vodiku, resp. pozitronia potieba uvazovat
redukovanou hmotnost.

b) Urcete energii zdkladniho stavu pozitronia.

¢) Urcete vinovou délku fotonu vyzareného pti prechodu pozitronia z prvniho excitovaného stavu do
zakladniho stavu.

d) Porovnejte tuto vinovou délku s odpovidajicim pfechodem v atomu vodiku v Lymanové sérii.

|Teorie - redukovana hmotnost

Pozitronium je atom podobny vodiku - jde o kladné nabité jadro s jednim elektronem (s tim rozdilem, ze
misto protonu je jadro tvofeno pozitronem). Vztah pro energii elektronu v atomu pozitronia proto bude
podobny jako pro atom vodiku. Energie n-té energetické hladiny je

B - B

n2
kde E; je energie zakladniho stavu.

vy

Pti odvozeni vztahu pro energii nahlizime na systém elektronu a jadra jako na problém dvou téles, resp.
problém dvou hmotnych bod{ podobné jako v teoretické mechanice. Misto pohybu elektronu a jadra vici
okoli tak reSime zvlast pohyb jejich hmotného stiedu (v atomu s velmi hmotnym jadrem je hmotny stied

v podstaté na stejném misté jako jadro) a zvlast relativni pohyb elektronu vic¢i jadru (pii velmi tézkém jadie
1ze tento relativni pohyb ztotoZnit s pohybem elektronu vii¢i okoli). Stejné jako v teoretické mechanice
nahrazujeme hmotnost elektronu m, tzv. redukovanou hmotnosti

_ mem;j
me +mj
a hmotnost jadra m; celkovou hmotnosti atomu
M=m,+mjy.
Vztah pro energii zdkladniho stavu pak ma tvar
(ke*)*p
1=
2h?

| Napovéda a)

Porovnejte redukovanou hmotnost a hmotnost elektronu

i) v pripadé atomu vodiku,

ii) v pripadé pozitronia.

Je relativni rozdil mezi redukovanou hmotnosti a hmotnosti elektronu v obou pripadech srovnatelny
s presnosti, ktera staci pro urceni energetickych hladin?

Reseni a) i)
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V piipadé atomu vodiku je hmotnost jadra m; piiblizné dvoutisickrat vétsi nez hmotnost elektronu,
my = 2000 me.

Redukovanou hmotnost pro atom vodiku py vypocteme jako

mym, _ 2000 mg

=0,9995m, .
my +me 2001 me

My =
Rozdil redukované hmotnosti a hmotnosti elektronu je
Apy = m, — py = m, —0,9995 m, = 0,0005m,,
a jejich relativni rozdil je

Apy

€

=0,0005.

Tyto dvé hmotnosti se tak liSi fadové o desetiny promile.

Tento rozdil lze pro prvni priblizeni zanedbat a p¥i ur¢ovani hodnot energii atomu vodiku uvazZovat misto
redukované hmotnosti pouze hmotnost elektronu.

Reseni a) ii)

V piipadé pozitronia je hmotnost jadra i elektronu stejna, m; = m..
Redukovanou hmotnost pro pozitronium pp vypocteme jako
2
meme me me

e me + me B 2me a 2

Rozdil redukované hmotnosti a hmotnosti elektronu je

me
2

m
AHP:me*HP:me*Te:

s

hmotnost elektronu je tak dvojndsobna v porovnani s redukovanou hmotnosti.

Tento rozdil uz neni zanedbatelny, proto musime pti ur¢ovani hodnot energii pozitronia uvazovat
redukovanou hmotnost a ne pouze hmotnost elektronu.

Reseni b)

V predchozi ¢asti jsme ukazali, Ze pfi ur¢ovani energie stavl pozitronia musime uvazovat redukovanou
hmotnost misto hmotnosti elektronu, protoZe v pripadé pozitronia neplati, Ze by hmotnost jadra byla
mnohem vétsi nez hmotnost elektronu, jako tomu bylo v piipadé atomu vodiku.

Energie zakladniho stavu pozitronia je ddna vztahem

R L
! 242 2 op2

s

kde pp = % je redukovand hmotnost pro pozitronium.
VSimnéme si, Ze vyraz
(ke?)’me
2h?

je energie zakladniho stavu atomu vodiku
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EH =-136eV.

V pripadé atomu vodiku Ize misto redukované hmotnosti pouzit hmotnost elektronu m, a presnost bude
presto dostacujici. Energii zdkladniho stavu pozitronia tak miizeme vypocitat jako

| Napovéda c)
Prechody mezi energetickymi hladinami atomu a souvislost se spektrem atomu je popsana v Napovédeé 2 u

ulohy ,Balmerova"“ série pro ion helia He+.

| Reseni c)
Energie fotonu vyzareného pfi prechodu elektronu v pozitroniu z jedné energetické hladiny na druhou

(ozna¢me je hlavnimi kvantovymi €isly na, ng) je

P_E 11
AEABzEA_EB:—Z_—Z=E|P( 5> 2),
n, ng n, ng

kde E? je energie zakladniho stavu pozitronia.
Foton vyzareny pii prechodu elektronu pozitronia z prvniho excitovaného stavu s ng = 2 do zakladniho stavu

sn, = 1 ma energii
1 1 3
AE\g =Bf (——-—)==>EP ==-68eV=5,1eV.
12 22 4

AW

Mezi energii vyzareného fotonu, jeho frekvenci a vinovou délkou a rychlosti svétla plati vztah
AEap =hf =h=
AB .

VInova délka fotonu vyzareného pri pfechodu z prvniho excitovaného do zakladniho stavu pozitronia tak je

C
AEp

Po ¢iselném dosazeni a pievedeni energie z elektronvoltl na zdkladni jednotku dostaneme vinovou délku

3108
A=6,626 - 10734 =243 nm.
(5,1 - 1,602 - 1071

Vidime, Ze vinova délka piechodu z prvniho excitovaného do zakladniho stavu pozitronia spada do

ultrafialového spektra.

Reseni d)
Rozdil energie mezi prvnim excitovanym stavem a zakladnim stavem atomu vodiku je

3
Eff = 713,66V =102V,

Al w

1 1
_rH _ _
AEaB = E| (12 22)
3/4
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je tedy dvojnasobny neZ v pripadé pozitronia.

Foton vyzareny pii tomto pfechodu tak ma dvojndsobnou energii nez by mél elektron v odpovidajicim
prechodu v pozitroniu.

Mezi energii vyzareného fotonu, jeho frekvenci a vinovou délkou a rychlosti svétla plati vztah

AEsg =hf=h<.
AB N
VInova délka fotonu vyzareného pti prechodu z prvniho excitovaného do zakladniho stavu atomu vodiku
tak je
A=h——.
AEaB

Po ¢iselném dosazeni a prevedeni energie z elektronvoltl na zdkladni jednotku dostaneme vinovou délku

3108
L =6,626 - 107*. =122nm.
(10,2 - 1,602 - 107

VInova délka piechodu z prvniho excitovaného do zakladniho stavu atomu vodiku v Lymanoveé sérii spada
také do ultrafialového spektra a ma jesté kratsi vinovou délku nez odpovidajici prechod pro pozitronium.

| Odpoveéd’

a) V pripadé pozitronia je, na rozdil od atomu vodiku, potieba uvazovat redukovanou hmotnost misto
hmotnosti elektronu, protoze jadro pozitronia a elektron maji stejnou hmotnost. Nemtizeme tak jadro
povazovat za nekonecné tézké, jako tomu je v pripadé atomu vodiku, kdy je jadro asi dvoutisickrat tézsi nez
elektron.

Relativni rozdil mezi hmotnosti elektronu a redukovanou hmotnosti je v pripadé atomu vodiku v fadu
desetin promile, zatimco v pripadé pozitronia je 50 %.

b) Energie zakladniho stavu pozitronia je 6,8 eV.

¢) Vlnova délka fotonu vyzareného pii prechodu pozitronia z prvniho excitovaného stavu do zakladniho
stavu je 243 nm.

d) Vlnova délka fotonu vyzareného pti odpovidajicim pirechodu v atomu vodiku v Lymanové sérii je 122 nm,
tedy polovi¢ni oproti vinové délce pirechodu pozitronia.
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