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Uvod

Dobie znamym vysledkem geometrie je, Ze rotace v prostoru R? se daji reali-
zovat pomoci kvaternionového nasobeni. Zptusob, kterym kvaterniony tyto rotace
realizuji je mimo jiné zachycen v existenci 2-1 nakryti grupy SO(3) pomoci grupy
SU(2). Podobnym, ale o néco méné znamym vysledkem, je realizace rotaci v pro-
storu R*, opét pomoci kvaternionového nasobeni, coZ je zachyceno v existenci
2-1 nakryti grupy SO(4) pomoci grupy SU(2) x SU(2) a ma vyznam naptiklad
v kvantovém popisu atomu vodiku. S timto nakrytim je pak pribuzné 2-1 nakryti
takzvané Lorentzovy grupy O(1,3), kterd hraje dulezitou roli ve specidlni teorii
relativity pri popisovani symetrii prostorocasu. V této praci existenci téchto 2-1
nakryti zobecnime. Pro kazdé n € N totiz existuje pro grupu SO(n) grupa G a
surjektivni grupovy homomorfismus y : G — SO(n) s dvouprvkovym jadrem.
Grupa G se pak nazyva spingrupa a znaci se Spin(n). Teorie spingrup je dulezita
pri popisu elementarnich ¢astic a interakci mezi nimi, nebof umoznuje rozsireni
grupy symetrii takzvaného standardniho modelu, viz ¢lanek [I] o teoriich vel-
kého sjednoceni. Z matematického hlediska je déale spingrupa zajimava napriklad
v tom, Ze je to Lieova grupa, kterd se az na vyjimky neda popsat jako grupa

matic. K témto vyjimkam dochézi v nizkych dimenzich n =1, ... 6. Cilem této
prace bude zkonstruovat maticové reprezentace grupy Spin(n) pron =1, ..., 6.

V kapitole 1 zkonstruujeme 2-1 nakryti grupy SO(3) pomoci specidlni unitarni
grupy SU(2) s vyuzitim pouze znalosti z linedrni algebry a elementarni teorie grup.
V kapitole 2 definujeme pojem Cliffordova algebra. Jedna se o jisté rozsiteni vekto-
rového prostoru R" se symetrickou nedegenerovanou bilinearni formou, které nam
umozni pomoci zavedeni multiplikativni struktury ne R” realizovat ortogonalni
transformace prostoru R” vzhledem k dané bilinearni formé. Grupu Spin(n) pak
zkonstruujeme jako jistou grupu definovanou pomoci multiplikativni struktury
Cliffordovy algebry prostoru R". Zpiisob konstrukce obecné Cliffordovy algebry
a spingrupy nam navic poskytne celkem podrobny navod jak v konkrétnich di-
menzich hledat jejich maticové reprezentace. Na konci kapitoly 2 pak nalezneme
s vyuzitim vybudované teorie maticové reprezentace grup Spin(1l) a Spin(2) a
ukazeme, ze Spin(3) ~ SU(2). V kapitolach 3, 4 a 5 pak nalezneme maticové re-
prezentace Cliffordovych algeber a spingrup v dimenzich c¢tyti, pét a Sest. Béhem
vsech konstrukci se budeme kromé Cliffordovy algebry opirat pouze o znalosti
z linearni algebry a elementarni teorie grup, a prestoze se jedna o Lieovy grupy,
obejdeme se v této praci bez znalosti z topologie a teorie Licovych algeber. Casto
budeme pracovat s kvaterniony a maticemi nad nimi. V kapitole 5 budeme také
pouzivat maticovou exponencialu. Z téchto divodii se na konci této prace nachazi
jesté appendix [A] ve kterém jsou bez diukazu shrnuty zdkladni vlastnosti téchto
nastroju.

Na konec jesté poznamenejme, ze spingrupa je dokonce jesté obecnéjsi, nez
jak jsme ji prezentovali v predchozich odstavcich. Jako 2-1 nakryti specialni or-
togonalni grupy totiz existuje pro libovolny realny vektorovy prostor se symet-
rickou nedegenerovanou bilinedrni formou. Potom se zna¢i Spin(p,q), kde (p,q) je
signatura prislusné bilinearni formy, a podobné jako v definitnim ptipadé, pro
dvojice (p,q) takové, Ze p + ¢ je malé, existuje maticovi reprezentace Lieovy
grupy Spin(p,q). V ¢élanku [2] je popsdno, jakym zpusobem maticové reprezen-



tace grup Spin(p,q) poskytuji 2-1 nakryti grup SO(p,q) pro jednotlivé dvojice
(p,q), p+q < 6. V této praci se sice v konkrétnich dimenzich budeme zabyvat
pouze spingrupami prostorii s definitni bilinearni formou, nicméné ve druhé ka-
pitole ukdzeme existenci a zptisob konstrukce spingrupy pro libovolnou signaturu
(.q)-



1. Motivaéni tloha - rotace v R>

V této tvodni kapitole zkonstruujeme 2-1 nakryti grupy SO(3) rotaci vekto-
rového prostoru R? pomoci grupy SU(2). To jest, nalezneme surjektivni grupovy
homomorfismus ¢ : SU(2) — SO(3) s dvouprvkovym jadrem.

Definujme realny vektorovy prostor

V ={X € M(C); X = X*, Tr(X) = 0}.

vSech 2 x 2 hermitovskych matic s nulovou stopou. Obecny prvek V' je matice
tvaru

al To + $3i
To — IL‘3’L. —T

) ;T1, T, T3 € R.

V maé bazi B = {El,EQ,Eg}, kde

10 0 1 0 i
ae(o ) me(Vo) me (L)

Na V' déle definujeme skalarni soucin (- ; -) predpisem
1
(X;Y) = 5 Tr(XY).

Pak vzhledem k (- ;) je B ortonorméalni baze. Ziejmé V spoletné s (- ; -) je
izometricky izomorfni R? se standardnim skaldrnim soucinem.

Nyni definujeme ptisobeni @ : U(2) — Aut V' grupy U(2) na V tak, Ze pro
UeUQ2) aXeVijedU)X)=UXU* Zobrazeni &(U) je ziejmé linedrni
a prosté. Protoze (UXU*)* = UX*U* = UXU* a konjugace zachovava stopu
matice, zobrazuje ®(U) do V a vzor prvku Y € V pii @(U) je prvek U*YU € V.
Tedy @ je dobfe definované. Pro Uy, Uy € U(2) a X €V je

P(UxUh)(X) = UsUr X (UpUh)" = UpUy XU U5 = [®(Us) 0 2(Ur)|(X),

a @ je tak homomorfismus grup.
Déle pro U € U(2) a X,Y € V je diky vlastnostem stopy matice

(B(U)(X): BU)(Y)) = ;Tr(UXU*UYU*) _ ;Tr(UXYU*) _

_ ;Tr(XY) — (XY,

&(U) tedy zachovava skalarni soucin na V', takze @ zobrazuje do O(V).

Déle ukdzeme, ze pro S € SU(2) je @(S) € SO(V). To udélame ve dvou
krocich.

Nejprve uvazujme S tvaru

pro néjaké 6 € (0,27). Pak pro X € V je

B . e? 0 T To + X3l e 0 B
@(S)(X) = SXS5" = < 0 e_w ) ( T —.ng. —xy 0 ei@ =

4



- 1 6i29($2 + 1’32)
- e—i?@( )

Ty — £C32> —X1
piidemz o + w30 +— €?%(xy + w3i) je rotace v R? v roviné (wy,z3) o thel 20
v kladném sméru. Tedy det @(S) =1 a ¢(S5) € SO(V).

Nyni bud S € SU(2) libovolna. S je unitarné diagonalizovatelnd, tedy existuji
matice U € U(2) a D = diagy(A1,A\2) takové, ze S = UDU*. A\j,\s € C jsou
vlastni &sla S, tedy |A| = [Xo] = 1 = det S = A\ Ay, Tedy nutné Xy = \; a
existuje 0 € (0,27) takové, Ze A\ = € a Ay = 7. Potom

det &(S) = det B(UDU*) = det &(U) det &(D) det d(U*) = 1,

nebot det ®(U*) = (det®(U))~! a det®(D) = 1 diky predchozimu piipadu, a
tedy @(5) € SO(V).

Déle definujeme ¢ jako ztzeni @ na SU(2). Ukdzeme, ze ¢ ma dvouprvkové
jadro. Bud S € Kerp. Pak ¢(S) = idy a pro vsechna X € V je SXS* = X,
ekvivalentné SX = X.S. Matice S je tvaru

g @
Souciny SX a X.S maji pro X € V tvar

(04 _B> ;a,ﬁ@@,\a\zﬂﬁ\?:l.

gx _ [ ;- B(xy + x31) (e — w30) + 218
\ mifta(xe +agi) Bz — xsi) — @

yg_ [ mat B(xg —w3i) —a18 + axy — w30)
\ alze +x31) — 218 —B(12 + 230) — 1@ )

Rovnost téchto soucinit musi platit specidlné pro prvky baze B. Dosazenim X =
E, dostaneme porovnanim prvki na pozici (2,1), ze § = —f. Tedy f = 0. Pro
X = FE5 dostaneme opét z pozice (2,1), ze a = @. Tedy a € R, a protoze
|a|?+]8|* = 1, tak o = £1. Dostdvame, 7ze S € Ker ¢ je +1 ndsobkem jednotkové
matice. Tedy Ker ¢ = {£I5} je dvouprvkové.

Nakonec jesté ukazeme, ze Im ¢ = SO(V). Bud R € SO(V). Diky izometrii
V ~ R3 mdme také izomorfismus SO(V) ~ SO(3). Vime, Ze kazdy prvek SO(3)
je rotace kolem néjaké primky prochazejici pocatkem, tedy kazdy takovy prvek
ma vlastni vektor prislusny vlastnimu ¢islu 1. To samé 1ze tict o R. Bud tedy X
vlastni vektor R pfislusny vlastnimu éislu 1. Prvky V' jsou hermitovské matice a
ty lze unitarné diagonalizovat. Existuji tedy U € U(2) a z; € R takové, ze

ool 2 J-an((5 )

(X € V mé nulovou stopu a konjugace stopu zachovavd). Prvky V', které jsou
kolmé na X, jsou tvaru

U 0 'x2+a:32 U = (V) 0 .3:2+x32 '
To — X3l 0 Ty — T30 0

Polozime-li



ei@/Q 0 .
kde 6 € (0,27) je dhel rotace R jakozto prvku SO(3), pak ¢(S) = R. Skutecné,
p(S)(X) =X a

0 o + x30 <\ 0 e (zy + x37) .
#(S) <U ( Ty — T3l 0 ) v ) =U < e~ (zy — w30) 0 v

B 0 e (xy + 31)
=2(U) << e (xy — x31) 0 )) ’

coz je vzhledem k tomu, ze ¢(U) zachovava skaldrni soucin na V', rotace o thel 0
kolem X. Tedy ¢ je na SO(V).

Dohromady mame, ze ¢ : SU(2) — SO(V') ~ SO(3) je surjektivni grupovy
homomorfismus s dvouprvkovym jadrem, a je tak hledanym 2-1 nakrytim grupy

SO(3).

Poznamenejme, ze vSechny konstrukce by bylo mozné provést pomoci kvater-
niontl. Prostor R3 se standardnim skaldrnim soucinem je izometricky izomorfni
prostoru VeH = Ri ®Rj & Rk C H se skaldrnim soucinem (-; -) definovanym pro
z,y € VeH jako (z;y) = Rexy. Grupa SU(2) je izomorfn{ s grupou S* vSech jed-
notkovych kvaternionti. Definovali bychom tedy ptisobeni 1 : S? — Autr Ve H
tak, Ze pro ¢ € S a x € VeH je ¥(q)(x) = qrq~! = qzq. Pak nenf t&7ké ukdzat,
7e akce o grupy SU(2) na prostoru V je izomorfni akci ¢ grupy S® na prostoru
Ve H.



2. Cliffordova algebra a spingrupa

2.1 Cliffordova algebra

V této casti at V' oznacuje vektorovy prostor konecné dimenze n nad ko-
mutativnim télesem K spolu se symetrickou nedegenerovanou bilinearni formou

B:VxV-—K((tojestVo£veV:JweV: B(vw)#0).

Definice 2.1. Cliffordova algebra C(V') prostoru V' je asociativni K-algebra s
jednotkou takova, Ze

e K a V jsou vektorové podprostory C(V) aVv € V : v? = B(v,v),

e je-li A asociativni K-algebra s jednotkou 14 a1 :V — A linedrni zobrazeni
takové, Ze Vv € V i 1(v)? = B(v,w)14, pak existuje pravé jeden homomorfismus
algeber ¥ : C(V) — A takovy, Ze ¥|y = t.

Cliffordova algebra existuje pro libovolny vektorovy prostor V' konecné di-
menze s libovolnou symetrickou nedegenerovanou bilinearni formou B. Uvazujme

tenzorovou algebru T(V) = @ ®"V prostoru V a jeji oboustranny idedl I =
k=0

(v®@wv— Bvw) ;v € V) a polozme C = T(V)/I. Protoze T(V) je asoci-
ativni K-algebra s jednotkou 1 € K, plati to samé i pro C. Oznacime-li pro
vw €€V ivw =vRw+ I, pak v> = B(v,w) + I. Cely a podrobny diikaz existence
Cliffordovy algebry pomoci tenzorové algebry je v [3].

Déle bez dikazu uvedeme tvrzeni o bazi Cliffordovy algebry, které budeme
déle potiebovat (jeho dikaz je opét mozné najit v [3]).

Tvrzeni 2.1. Bud {uy,...,u,} B-ortogondlni baze prostoru V, to jest pro libo-
volné 1 < i,j < n je |B(u;u;)| = 6;5. Prol C N = {1,...,n} ddle oznacme
Ur = Uiy ..Uy, kde I =k aiy < ... < i, € 1. Specidlne ug = 1 € K. Pak
mnozina {u; ; I C N} je baze C(V). V diusledku plati dim C(V') = 2".

Nadéle budeme vsechny konstrukce, které jsou zavislé na béazi C(V'), provadét
vzhledem k bazi {u; ; I C N} definované v tvrzeni [2.1]

Pozorovani 2.2. Pro prvky v,w € V takové, zZe B(v,w) = 0, plati vw = —wv.
Specidlné, pro proky bdaze {uy, ... u,} prostoruV z tfurzem” plati wu; = —uju;
pro i # j.

Diikaz. Nejprve rozepiSeme (v + w)? = v + vw + wv + w?. Zdroven z definice
C(V) mame (v + w)? = B(v + w,w + w) = B(v,w) + B(w,w) = v? + w? diky
B-ortogonalité prvki v,w. Odectenim dostaneme vw + wv = 0. n

Také se nam bude hodit nésledujici znaceni. Vime, ze kazdy prvek a € C(V') se

da jednoznac¢né vyjadrit ve tvaru a = > aju; , ay € K. Pro 0 < k < n oznac¢ime
ICN

C*(V) = (u; ; I C N, |I| = k)g vektorovy podprostor C(V) a [a], = X ajus
\I[=k

projekci prvku a do C¥(V). Diky tomu, Ze zname bazi C(V), a tomu, Ze pro uz, u;,
kde [I|,|J] sudé, pro uru; = f£ugumng je [(IUJ)\ (I NJ)| opét sudé, mizeme
definovat tzv. sudou ¢éast C(V).



Definice 2.2. Pro C(V) definujeme jeji sudou cast jako jeji podalgebru genero-
vanou prvky ur, I C N, |I| sudé, a znacime ji C*(V). Tedy C*(V) = C°(V) @
cVyec(Ve...

Poznamka. V definici[2.2]se ve vyjadreni C®¥(V') jakozto direktniho souctu jedna
o direktni soucet vektorovych prostori, ale ne algeber. Jednotlivé podprostory
C*(V) zévisi na nadi volbé baze {u; ; I C N}, ale podprostor C®(V) uZ na nf
nezavisi.

Definice 2.3. Na C(V) definujeme involuci v : C(V) — C(V) jako (jedno-
znacné) rozsirent linedrniho zobrazeni v — —v 2z V do C(V') na automorfismus

algebry C(V).

Protoze (—v)? = B(—v, —v) = B(v,v), je diky definici Cliffordovy algebry v
opravdu jednozna¢né urceno a je to endomorfismus algebry C(V'). Tedy ~ je line-
arni a navic pro a,b € C(V) je y(ab) = v(a)y(b). Potom pro I = {iy,...,ix} C N
je

V(uf) = V(uil .- ulk) = 7(“2'1) - 7(”%) = (_1)kui1 s Up, = (_1)\”“1'
Tedy pro a = Y ajus je ¥(a) = ¥ (—=D)lau;. Odtud jiz snadno vidime, ze y
ICN ICN

je bijekce, v oy =idev) a Ze vy zlizené na C*¥(V) je identita. C*(V') jsme mohli
tedy také definovat jako {a € C(V) ; y(a) = a}.
Na zaver této c¢asti jesté uc¢inime jednoduché pozorovani o invertibilnich prv-

cich v C(V).

Pozorovani 2.3.
(1) v € V je invertibilni, pravé kdyz B(v,v) # 0.
(2)¥Y 1 C N : uy je invertibilni.

Diikaz.

(1) Bud v € V invertibilni. Pak 3a € C(V) : av = 1. Pro spor predpokla-
dejme, ze B(v,v) = 0. Zobrazeni g : ¢ € C(V') — wvc je ziejmé linearni a diky in-
vertibilité prvku v je prosté. Tedy Ker g = {0}. Zarovén g(v) = v? = B(v,w) =0,
tedy v € Ker g, takze v = 0, coz je spor s invertibilitou prvku v. Mame-li naopak

- 1
B(v,w) # 0, pak v~ = Boa) V-

(2) Pro u; = uj, . . . u;, stacf polozit u;' = +u,, ... u;,. O

k

2.2 Konstrukce realné spingrupy

V této ¢asti budeme uvazovat pouze Cliffordovu algebru vektorového prostoru
R™ s bilinearni formou

p p+q
B(zy) = Zfﬂzyz - Z Ty sr,y €R?
i=1 i=p+1

pro néjaka 0 < p < n a q = n—p. Tento prostor budeme znacit R”? a jeho Cliffor-
dovu algebru C(RP9). Baze C(RP?) je {e;; I C N ={1,...,n}}, kde {e1,....e.}
je kanonicka baze R", kterd je vzhledem k bilinearni formé B ortonormaélni.



Uvazujme prvek a € C(RP?) takovy, ktery je invertibilni a Vo € RPY :
ary(a)~! € RP?. Ozna¢me x(a) : R?»? — RPY linedrni zobrazeni definované
predpisem y(a)(z) = azy(a)™! , z € RP4. Ukdzeme, Ze x(a) € O(p,q), kde O(p,q)
znaci grupu vsech ortogonalnich transformaci na RP?. Analogicky, SO(p,q) znadci
grupu vsech specialnich ortogonalnich transformaci na RP4.

B(x(a)(z),x(a)(z)) = (x(a)(x))* = =v(x(a)(z))x(a)(x) =

= —7(azy(a) azy(a)~ = —y(a)y(z)zy(a)™" = y(a)B(z.2)y(a) "' = B(z,z).

Zde jsme dvakrat pouzili to, ze v zizené na RP? je x — —z, a tedy B(z,x) =
—v(x)x. Déle pro x,y € R je

B(x(a)(r),x(a)(y)) =
1

= 5[Bx(a)(z +y).x(a)(x +y)) = B(x(a)(2).x(a)(z)) — B(x(a)(y).x(a)(y))] =

_ ;[B@ +y.x+y) — B(z,x) — Blyy)] = Bz,y).

Ozna¢me A matici zobrazeni x(a) a D = diag,,(1,...1, —=1,..., —1) matici
bilinedrni formy B vzhledem ke kanonické bazi prostoru RP9. Z toho, ze x(a)
zachovava B, plyne ATDA = D. ProtoZe D je regularni, je také A reguldrni a
x(a) je tak bijekce. Tedy skutecné x(a) € O(p,q).

Vidime, Ze zobrazeni y(a™') je inverzni zobrazeni k x(a), tedy ma-li inver-
tibilni prvek a € C(RPY) vlastnost aRP4y(a)~! = RPY m4d tuto vlastnost i
prvek a~!. Je-li navic b € C(RP) néjaky dalsi invertibilni prvek s vlastnosti
bRP1y(h)~! = RP4, pak plati

x(ab)(z) = abwy(ab) ™ = abwy(b)'y(a)~" = [x(a) o x(b)](x).
Tato pozorovani vedou na néasledujici definici.

Definice 2.4. Cliffordova grupa T(p,q) je multiplikativni grupa tvorend témi
prvky a € C(RPY), které jsou invertibilni a Vz € RP? : axy(a)™' € RP?. Dile
definujeme sudou podgrupu Cliffordovy grupy I'*V(p,q) jako I'(p,q) N C (RP9).

Diky pozorovanim pied definici je T'(p,q) opravdu grupa. Jeji neutralni
prvek je prvek 1 € R. Navic, x : a € I'(p,q) — x(a) je grupovy homomorfismus
z T'(p,q) do O(p,q). Déle, T (p,q) je skutecné podgrupa v I'(p,q), nebot zifejmé
I'Y(p,q) C I'(p,q) a C*V(RP7) je uzaviena na nasobeni.

Tvrzeni 2.4. Ker y =R\ {0}.

Diikaz. Bud b € Ker x. Pak x(b) = idgea, a tedy Vo € RPY : bay(b) ' = z,
tedy bxr = zy(b). Specidlné musi tento vztah platit pro prvky e; baze prostoru

RP4. Vyjadiime b ve tvaru Y. brey , by € R. Diky tomu, ze kazdy prvek C(RP9)
ICN
ma pravé jedno takové vyjadreni, a tomu, ze 7 je homomorfismus, musi byt pro

kazdou I C N brejx = xvy(brer) = byay(er) = (—1) bywe;. Ziejmé prvek ey = 1
tento vztah spliiuje pro libovolné z € R. At tedy I # 0. Zvolme x = e; tak, Ze

j € I. Potom brere; = (=)=t brejer = — (=11l brejer, kde v prvni rovnosti
vyuzivdme opakované pozorovani 2.2 Tedy nutné b; = 0. Dohromady je tak
b="by € R, atedy Kery =T(p,gq) "R =R\ {0}. O
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Tvrzeni 2.5. I'(p,q) je generovand invertibilnimi proky z RP? a x : T'(p,q) —
O(p,q) je surjektivni grupovy homomorfismus.

Diikaz. Uvazujme v € RPY invertibilni, tj. ekvivalentné B(v,v) # 0 (pozoro-
vani . Pro kazdy prvek x € RP? mame jednoznacny rozklad z = tv + v,
kde t € R, B(v,y) = 0 a tv je B-ortogonalni projekce z do podprostoru RP4
generovaného prvkem v. Potom

vey(v) P =v(tv+y)(—v ) = —tPo T —uyrT! = —tvdyov Tt = —tv +y € RPY
V predposledni rovnosti jsme pouzili pozorovani o antikomutativité B-orto-
gonalnich prvki na v a y.

Dostévame, ze v € I'(p,q), a vidime, Ze x(v) je reflexe podle nadroviny kolmé
k prvku v. Podle Cartan-Dieudonného véty je O(p,q) je generovana reflexemi,
tedy

O(p,q) = (x(v) ; v € R?, B(v,v) #0).

Je-li tedy T' € O(p,q), pak T" = x(v1) o ... 0 x(vg) pro néjaké k € N a inverti-
biln{ vy, ..., vx € RPY a protoze x je homomorfismus grup, tak 7' = x(v; ... vg).
Dokézali jsme, Ze x je surjektivni.

Je-li a € T'(p,q), pak x(a) € O(p,q) je slozenim reflexi y(v1),...,x(vx) pro
néjaké invertibilni vy, ... v € RP9. Potom

idgra = x(a) o x(v1...vp) " = x(avy .. o7 Y,

tedy avy'...v;' € Kery. Podle tvrzeni je tak av;'...v;' = s pro n&jaké
s € R\ {0}. Potom a = iv;...vy, coz dokazuje, Zze T'(p,q) je generovand
invertibilnimi prvky z RP4. O]

Diky tvrzeni je mozné definovat Cliffordovu grupu jako
C(p,q) ={v1...v; k € NJu; € R B(uv;,v;) # 0}
a jeji sudou podgrupu jako
I'(p,q) = {v1...v9 ; k € Nyv; € R B(v;,v;) # 0},

nebot pro v,w € RP? je vw € C*¥(RP?). ProtoZe sloZeni dvou reflexi podle nadro-
vin v R je prvkem SO(p,q), je obraz I'*¥(p,q) pri x pravé SO(p,q). Oznac¢ime-li
tedy x® zizeni x na I'*V(p,q), pak x¢ : I'V(p,q) — SO(p,q) je surjektivni gru-
povy homomorfismus, jehoz jadro je R\ {0}. Dostédvame nasledujici izomorfismy.

L(p,q)/R* =~ O(p,q) , T"(p,q)/R* =~ SO(p,q),

kde R* =R\ {0} je multiplikativni grupa nenulovych redlnych ¢isel.

Bud nyni £ € N a mé¢jme invertibilni prvky vy, ... ,vg,wy, ..., wr € RP? takové,
zeV1<i<k: 3t e R\{0}: w; = t;v;. Oznac¢ime-lia = vy ... vy ab=w ... wg,
pak

atb=t...t, € R\ {0} = Kerx.
Potom idgea = x(a™'0) = x(a)"'x(b), a tedy x(a) = x(b). Z toho plyne, ze
pro nakryti vSech prvkua grup O(p,q), resp. SO(p,q), staci brat pouze ty souciny
v1 ... € ['(p,q), pro které je |B(v;,v;)| = 1,1 <4 < k. Nyni mizeme kone¢né
definovat pingrupu a spingrupu.
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Definice 2.5. Pingrupu Pin(p,q) a spingrupu Spin(p,q) definujeme jako
Pln(paq) = {vl < U ke N7 v € Rp,l]? |B(/Uiavi>’ = 1}7
Spin(p.q) = {v1... v 3 k € N,v; € R?, |B(v;,0;)| = 1} = Pin(p,q) NI (p,g).

Je snadné nahlédnout, ze Pin(p,q) < I'(p,q), Spin(p,q) < I'*(p,q) a také
ze Pin(p,q) ~ T'(p,q)/RY a Spin(p,q) ~ I'(p,q)/R%, kde R je multiplikativni
grupa kladnych redlnych ¢isel. Tuto definici budeme casto vyuzivat pri konstrukei
spingrupy v konkrétnich ptripadech. Navic, protoze prvky pingrupy a spingrupy
jsou generovany jen témi v € RP9, pro které je |B(v,v)| = 1, plati Pin(p,q) "R =
Spin(p,q) "R = {£1}. Oznacime-li tedy X = X|pin(p.g) @ X = XlSpin(p,g)» Pak
X : Pin(p,q) — O(p,q) a x¢¥ : Spin(p,q) — SO(p,q) jsou surjektivni grupové
homomorfismy s dvouprvkovym jadrem {£1} ~ Z,. Mame tak dvé kratké exaktni

posloupnosti
{1} — Z, — Pin(p,q) — O(p.q) — {1},

{1} — Zy — Spin(p,q) — SO(p,q) — {1}.

Poznamka (Znaceni). Pro jednoduchost znaceni, kdykoliv nadédle pouzijeme
symbol y, budeme se tim ve skutecnosti odkazovat na homomorfismus Y grupy

Spin(p,q) na grupu SO(p,q).

2.2.1 C(R""), Spin(n) a SO(n)

Specialni pozornost si zaslouzi prostor R”? kde p = 0 a ¢ = n. Tedy kdyz
B(zy) = =Y i = —(z;y) ;2,y € R,
i=1

kde (-;-) je standardni skaldrn{ souc¢in na R™. Ziejmé R%" ~ R™ a O(0,n) =
O(n,0) = O(n) a SO(0,n) = SO(n,0) = SO(n). Tedy Pin(0,n), resp. Spin(0,n),
poskytuji 2-1 nakryti grup O(n), resp. SO(n). Pro jednoduchost budeme déle
znacit Pin(n) = Pin(0,n) a Spin(n) = Spin(0,n). Mame tak

{1} — Zy — Pin(n) — O(n) — {1},

{1} — Zy — Spin(n) — SO(n) — {1}.

2.3 Pr¥iklady

Jesté nez prejdeme k dalsim kapitolam, kde budeme postup popsany vyse po-
uzivat k nalezeni maticovych reprezentaci Cliffordovy algebry, spingrupy a nakryti
specialni ortogonalni grupy pro realny vektorovy prostor dimenze Ctyri, pét a Sest,
uvedeme tyto konstrukce pro dimenze nizsi, kde jsou podstatné jednodussi.

2.3.1 C(R™), Spin(1) a SO(1)

Prostor R%! m4 jediny bazovy prvek e, pro ktery B(e,e) = —1. Tedy C(R>!) =
(1,e)r, pricemz e? = —1. Pak zrejmé C(R*') ~ C. Potom C*(R*!) = R, a tedy
T(0,1) = R* a Spin(1) ~ I*(0,1)/R* ~ {=£1}. Zaroveir SO(1) = 1 a 2-1
nakryti této grupy je x : £1 — 1, coz je zfejmé grupovy homomorfismus.
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2.3.2 C(R"?), Spin(2) a SO(2)

Prostor R%? ma ortonorméalni bazi {e1,es}, kde e? = Bl(e;,e;) = —1 a eje =
—eger. Oznacme e;s = ejey. Potom C(R%?) = (1,e1,e9,e10)g. Vsimneme si, Ze

e2, = —1 a 7e prvek e;, antikomutuje s prvky ej,es. Linedrnim rozsifenim pfitazent

1|—>1,€1'—>i,€2|—>j,€12|—>k

dostaneme izomorfismus Cliffordovy algebry C(R%?) s algebrou kvaternionti H.
Potom C%(R%?) = R & Rk = (1,k)g. Spin(2) ~ I'*(0,2)/R%, kde T'°'(0,2) je
tvorena invertibilnimi prvky tvaru a + dk € H takovymi, ze

(a+ dk)(Ri ® Rj)(a + dk)™' = Ri ® Rj
(zde vyuzivdme toho, Ze involuce 7 ztZend na C®(R%>?) je identita). Bud tedy
xi+yj € Ri ®Rj a a+ dk # 0. Potom

(a+ dk)(zi +yj)(a+ dk)™" = (a+ dk)(xi + y7) (a —dk) =

1
a? + d?

1 ) .
= m(a + dk)Q(:EZ + y]),

(2.1)

kde ve druhé rovnosti vyuzivame antikomutativitu prvki 7,5,k, a po roznasobeni
dostaneme, ze tento vyraz skutecné lezi v Ri@®Rj. Tedy I'*¥(0,2) je tvorena vSemi
nenulovymi prvky z R & Rk. Snadno vidime, ze R & Rk ~ C, a tim padem

Spin(2) ~ C*/RY ~ S' = {&* ; 0 € (0,2)}.

Navic, diky vidime, Ze ptisoben{ konjugaci prvkem s € Spin(2) na R%? je
stejné jako ndsobeni zleva prvkem s2, nebot pro a + dk € H reprezentaci prvku s
by platilo a? + d? = 1.

Ozna¢me nyni f : Ri & Rj — R @ Rk linedrni zobrazeni definované tak, ze
f(zi4yj) = x+yk. Pak f je zfejmé izomorfismus redlnych vektorovych prostoru
Ri & Rj a R & Rk. Roznasobenim bychom dostali, ze pro a + dk € Spin(2) a
xi + yj plati

f((a+ dk)*(xi+yj5)) = (a+ dk)* f(xi+ yj).

Protoze R & Rk ~ C, prenesli jsme vlastné zobrazenim f celou situaci do C.
Definujme-li tedy piisobeni @ : S — Autg C tak, Ze pro ¢ € S* a z € C bude

@(ezexz) — 621'92 — (€i9)2z’

pak zobrazeni f uvaZzované jako izomorfismus prostortt R%? a C indukuje izomor-
fismus akce y grupy Spin(2) na R%? s akci @ grupy S* na C. Tedy pro s € Spin(2)
a jeho jednozna¢né uréenou reprezentaci e € S' je nésledujici diagram komuta-
tivni.

rR2—L ¢
X o(c)
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2.3.3 C(R%3) a Spin(3)

Na zavér této kapitoly se jesté vratime k tvodni konstrukci v dimenzi tii
provedené v kapitole [} kde jsme zkonstruovali 2-1 nakryti grupy SO(3) pomoci
grupy SU(2), a ukdzeme, ze SU(2) je skuteéné grupa Spin(3).

Uvazujme tedy prostor R%3 s kanonickou ortonormalni bézi {e1,es,e3} a jeho
Cliffordovu algebru C(R%?) = (e; ; I C {1,2,3})g. Podivame-li se na C*(R%?) =
(1,e12,€23,€31)r, vidime, Ze pro |I| = 2 je €2 = —1, a linedrnim rozsifenim nésle-
dujicich pritazeni

1|—>1,€12'Hi,€23'—>j,€31'—>k,

dostaneme C®(R%3) ~ H. Také si viimneme, %e prvek ejp; komutuje se vSemi
ostatnimi bazovymi prvky C(R%?). Dostdvame tak izomorfismus algeber

C(R") = € (R*) & C** (R")eras ~ H & Henng

a kazdy prvek z C(R%?) se tak d4 jednoznacné vyjadrit ve tvaru p+gqejas , p, q € H.

Spin(3) je definovana jako I'*V(0,3)/RZ, pricemz I'°¥(0,3) je tvorena témi in-
vertibilnimi prvky a € C®¥(R%?), které navic splituji aR%3a~! = R%3. ProtoZe je
C¥(R%3) ~ H, je kazdy jeji nenulovy prvek invertibilni. V§imneme si, jak vypa-
daji prvky R%3 v H @ He o3. Bud v € R%3. Pak

v = V1€ + Vg€ + vzeg = (—Us€19 — U1€23 — U2€31)€123,

a tedy v H @ Hej93 je v reprezentovan jako (—vsi — v1j — vok)ejnz = qeqas, kde
q € VeH. Bud tedy p € H\ {0} a h € VeH. Potom p(heja3)p™ = php~tejos.
Rozepsanim kvaternionii p,h,p~! a naslednym roznasobenim bychom dostali, Ze
php~t € VeH. Tedy pR%3p~! = R%3 a tim pddem I'*¥(0,3) = H*. Potom

Spin(3) ~ I'V(0,3)/RY ~ H* /R ~ S* = {q € H ; |¢| = 1} ~ SU(2).

Zbyva ukazat, ze podobné jako v predchozim prikladu je akce x grupy Spin(3)
na prostoru R%? izomorfn{ s akei ¢ grupy SU(2) na prostoru V' definované v ka-
pitole [1} Pfipomernme, Ze jsme definovali

V={XeM(C); X=X, Tr(X)=0}
apro S e€SU(2)aX €V bylo
e(9)(X) =SXS".
Déle uvazujme vnoreni

a+bi —cH+di

0:a+bz+cy~|—dk:a+bz+(c+dz)jG]I-]In—>(c_i_dz. 0 — bi

) € M,(C)

algebry H do algebry My(C). Pomoci néj definujeme zobrazeni f : R%3 — V
tak, ze pro x € R%® je f(z) = io(q), kde ¢ € VeH a gejss je reprezentace
prvku x v prostoru H & He;93. Pak f je dobte definované, nebof kvaternion ¢ je
jednoznac¢né urceny, a protoze pro g = bi + ¢j + dk € Ve H je

a()— bi —c+di
D=\ cvdi -bi )’
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jeio(q) € V. Zobrazeni f je zfejmé linearni. Diky tomu, ze o je prosté, je f také
prosté. Pro X € V je —iX € o(VeH). Oznacime-li tedy z € R%3 ten vektor, jehoZ
reprezentace v HépHey o3 je prvek o1 (—iX )ejas, pak f(z) = X. Zobrazeni f je tak
dohromady izomorfismus prostoru R%3 s prostorem V. Bud a € Spin(3), s € S®
jeho reprezentace v H @ Hejoz a S = o(s) € SU(2) jeho maticova reprezentace.
Pak pro x € R%? a jeho reprezentaci gejo3 € H @ Heias, ¢ € VeH, je

f(x(a)(@)) = flaza™) = io(sqs) =
— i0(s)o(q)o(5) = Sio()S" = SF(2)S" = () (f(x)).

Ve druhé rovnosti jsme vyuzili toho, ze s(gej23)S = sqgSejas, nebot prvek ejag
komutuje s celou C(R%?). Dostédvame komutativitu ndsledujiciho diagramu, coz
jsme chteli.

RS — 1y
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3. Konstrukce C(R"*), Spin(4) a

nakryti SO(4)

V této kapitole nalezneme pomoci predchozi teorie maticovou reprezentaci
Cliffordovy algebry a pifslusné spingrupy pro R%* a zkonstruujeme 2-1 nakryti
grupy SO(4). Béhem téchto konstrukei budeme pracovat s kvaterniony a kvaterni-
onovymi maticemi. V appendixu se proto pripadné nachézi prehled vlastnosti
kvaterniont a kvaternionovych matic, které v této praci vyuzivame.

Uvazujme tedy vektorovy prostor R* spolu s bilinedrni formou

B(‘rvy) = —T1Y1 — TaY2 — T3Y3 — T4l ;T,Y € R*.

Cliffordova algebra C(R%*) tohoto prostoru ma bazi
{61 ) Ic {1727374}}7

kde {e1,e9,e3,e4} je kanonickd baze R%%.

Ozna¢me X = {1,e19,693,631} a G = {1,e193,64,€1234 }. Pritadime-li ej5 — 1,
a3 > j,e31 — k, dostaneme, Ze (X)g podalgebra C(R%?) je izomorfni s kvater-

nionovou algebrou H a snadno nahlédneme, zZe prvky mnoziny

XG={zg;r€ X,ge G}

jsou aZz na znaménka prvky baze C(R%*) a ze prvky z G komutuji s prvky z X.

To dava nasledujici izomorfismus algeber
C(R*) ~ H & Heyps & Hey & Heizzs
a kazdy prvek C(R%?) je tak tvaru
D+ qeiaz +req + Ssejazs ; p,q, 7, s € H.

Uvazujme nasledujici prirazeni:

1'_>10 '_>01
0176123 10 )

— 0 -1 — 1 0
€4 1 0 , €1234 0 —1 |-

To se rozsii na linedrni zobrazen{ z C(R%*) do My (H) jako

LD+ qero3 +req + Se1a34 +—— (

p+s q—r
qg+r p—s

).

Primocate se ovéri, ze ¢ zachovava nasobeni. Tedy ¢ je homomorfismus algeber.
Také plati, ze V (hy,he) € H? : 3! (q1,q2) € H? : q1+¢o = hy a ¢ — go = hy. Z toho
plyne, Ze kazd4 matice v My(H) m4 prave jeden vzor v C(R%*) pii ¢. Tedy ¢ je bi-
jekce, a tim paddem izomorfismus algeber. Dostdvdme tak, ze C(R%*) ~ My (H). Za-
roveii prvky C®'(R%1) odpovidaji v My (H) diagonalnim maticim, nebot v C(R%*)
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maji tvar p + sejo34 , p, s € H.

Déle nalezneme maticovou reprezentaci grupy Spin(4). Nejprve si vSimneme,
jaky tvar maji prvky R%* v My(H). Bud v = (v1,v9,v3,04) € R%4. Pak

v = (—vse12 — V1€23 — Vae31)e123 + (v4l)ey,
coz odpovida matici

( 0 —v4—vgi—v1j—02k>

Vg4 — U3i — ’Ulj — UQ]C 0

Tedy prvky R%* jsou v My (H) reprezentovdny jako matice tvaru

(2 _Oh> h e H. (3.1)

Spin(4) je definovana jako I'V(0,4) /R, kde R je multiplikativni grupa klad-
nych redlnych éisel a I'°V(0,4) je definovana jako multiplikativni grupa tvorena
invertibilnimi a € C®¥(R%*) takovymi, ze Vo € R% : aza™ € R%. V maticové
reprezentaci jsou tedy prvky I'*V(0,4) tvaru A = diagy(uy,ug) ,ui,us € H\ {0},
takové, ze pro libovolnou matici X typu je matice AXA™! opét typu (3.1)).

Matice
_ 1 —
-1 _ u; 0 0 —h [ui |2 1 0 .
Axd _<Ou2><h 0)( w2 )

B 0 —lswh ) 0wl 52)

u]? u]?

je typu (3.1), pravé kdyz |ui| = |us|. Takze
I'V(0,4) = {diag,(tus,tus) ; uy,ug € S* C H,t € R},
a tim padem
Spin(4) = I'*V(0,4) /R* ~ {diag,(u1,us) ; u1,us € S*} ~ SU(2) x SU(2).

Poznamenejme jesté, ze z predchozi kapitoly méame Spin(3) ~ SU(2), tedy plati
Spin(4) ~ Spin(3) x Spin(3).

Ze ziskané reprezentace Spin(4) nyni zkonstruujeme 2-1 nakryti grupy SO(4).
Nejprve definujeme redlny vektorovy prostor

_ T1+ Xol —Tg+ T4t ' B ‘
V—{<$3+$4i vy — Tyi ) ,x1,x2,x3,x4eR}_{tS,teR,SeSU(Z)}_

Prostor V m4 bazi B = {E\,Ey,E3,FE,}, kde

10 1 0 0 —1 0 2
E1_<0 1)7E2_<0_Z>7E3_<1 0>7E4_<Z0>7
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kterd je navic ortonormalni vzhledem ke skalarnimu soucinu
1
(X;Y) = iTr(XY*) X, Y eV

Tedy V je izometricky izomorfni s vektorovym prostorem R* se standardnim
skalarnim soucinem.

Nyni definujeme ptsobeni @ : SU(2) x SU(2) — AutV grupy Spin(4) ~
SU(2) x SU(2) na V tak, ze pro (51,52) € SU(2) x SU(2) a X € V bude
&(51,9)(X) = 51X S;. Protoze X je nasobek matice z SU(2) redlnym c¢islem, je
S1XS5 € V. ®(51,5,) je ziejme linedrni a prosté a je také na V', nebot vzor prvku
Y € V pii ¢(51,5:) je prvek S7Y S, € V. Zobrazeni @ je tedy dobfe definované.
Pro (Rl,RQ), (51,52) S SU(2) X SU(2) aXeV je

B(R1S1,ReS:)(X) = RS X (RaSs)” = RiSIXS; R, = [B(Ry1,Ro) 0 B(S1,52)](X),

tedy @ je také homomorfismus grup.
Déle pro (S51,52) € SU(2) x SU(2) a X,Y € V diky tomu, ze konjugace
zachovava stopu matice, plati

(B(51,52)(X) 5 B(5:,8)(¥)) = 5 TSI XS5 (S, 55)") =

= ;Tr(SlXY*S}‘) = ;Tr(XY*) = (X;Y).

Tedy @(57,52) zachovava skalarni soucin na V', a @ tak zobrazuje do O(V).
Potiebujeme ukazat, ze @ zobrazuje do SO(V). K tomu se ndm bude hodit
nasledujici pozorovani.

Pozorovani 3.1. Bud'T € O(4) takovd transformace, Ze 1 nend jeji vlastni cislo.

Pak T € SO(4).

Diikaz. Determinant T je roven soucinu vsech vlastnich ¢isel 7. Pro kazdé A
vlastni ¢islo T plati |A| = 1. Navic, je-li A € C\ R, je také A # X vlastni ¢&islo
T, nebot X\ je kofen charakteristického polynomu 7', coz je realny polynom, a
jeho koreny jsou tak po dvou komplexné sdruzené. Z toho plyne, ze pocet vsech
nerealnych vlastnich ¢isel 7" musi byt sudy, a tedy i pocet vSech redlnych vlastnich
¢isel T" musi byt sudy. Jediné realné vlastni ¢islo T" miize ovsem byt pouze —1.
Tedy v souc¢inu vsech vlastnich ¢isel T se —1 nasobi sudé-krat. Dvojice nerealnych
komplexné sdruzenych vlastnich ¢isel se vynasobi na 1. Dohromady je tak souc¢in
vlastnich ¢isel T' roven jedné, tedy det T = 1, takze T' € SO(4). O

SU(2) x SU(2) je generovana dvojicemi tvaru (S,1) a (12,5). Ukdzeme-li, Ze pro
kazdou S € SU(2) jsou ?(5,15),P(12,5) € SO(V), bude Im® C SO(V). Uva-
zujme tedy dvojici (S,I3),S € SU(2) a at existuje X € V' \ {0} takovy, ze X =
&(S,15)(X) = SX. Ovsem X je invertibilni matice, tedy vynasobenim rovnosti
zprava matici X ! dostaneme S = I5. V tom piipadé ale &(I5,15) = idy € SO(V)
a pro libovolnou S € SU(2) \ {2} neni 1 vlastni ¢islo @(S,1,), tedy podle po-
ZOrovani je ©(S,12) € SO(V) ~ SO(4). Stejunym zpusobem dostaneme také
V.S € SU(2) : &(1,,5) € SO(V). Tedy ¢ zobrazuje do SO(V).
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Déle ukazeme, 7e Ker @ je dvouprvkové. Bud tedy (S,5;) € Ker @. Pak plati
VX eV 51XS55 =d(51,5)(X) =idy(X) = X, tedy S1X = XS,. Dosazenim
X = F, dostaneme S; = S5. Bud tedy

S = (g ‘aﬁ) € SU(2).

Potom dosazenim X = FE3 dostaneme

oa(7 ) e (7 3)

Porovnanim odpovidajicich pozic dostaneme «, 3 € R. Nakonec dosadime X =

FE5 a dostaneme
SIEQIZ'(g _ﬁa>,E251:i<fﬂ :g)

Odtud dostavame, ze 8 = 0. Potom uz nutné a = +1 a .S = £1,. Tedy Ker® =
{£(ls,12)} je dvouprvkové.

Zbyva ukézat, ze @ je na SO(V). K tomu se ndm bude hodit védét, jak vypa-
daji reflexe v prostoru V. Bud X € V'\ {0} a ozna¢me

Nx ={Y e V; (X;Y) =0}

nadrovinu kolmou na X. Muzeme predpoklddat, ze (X;X) = det X = 1, tedy
X € SU(2). Snadno se pak ovéri, ze { X Ey, X E3,X E,} je (ortonormélni) baze Ny
(diky tomu, Ze konjugace zachovava stopu matice a ze X! = X*). Uvazujme
zobrazeni Tx € AutV definované tak, ze pro Y € V je Tx(Y) = —XY*X. Pro
j€{2,34} je

Tx(XEj) = —X(XE)'X = -XE XX =-X(-F;) = XEj .
Zaroven plati
Tx(X)=-XX"X=-X.

Tx je tak reflexe podle nadroviny Nyx. Je-li tedy R € SO(V'), pak podle Cartan-
Dieudonného véty[A.3]je R slozenim sudého poétu reflexi podle néjakych nadrovin
Nx,,...,Nx,,, tedy R =Tx,, o---0Tx, pronéjaké k € Na Xi,...,Xo € SU(2).
Pro libovolné Y € V' je potom

R(Y) = —Xon(—Xop_1 (. (= Xo (= X1V X1)* Xo)* .. ) Xop1)* Xop
= (D)X X3 1 X0 XY (X7 Xy X3 Xok)
= O(Xp Xy Xo X7 X5 Xop_y ... X3 X0)(Y).

Dvojice (Xop Xgp 1 .- Xo X7, X5 Xok—1 ... X5X7) € SU(2) xSU(2) je tedy vzorem
R pti @, a @ je tak na SO(V).

Nakonec jesté ukazeme, ze zobrazeni @ je ve skutecnosti zobrazeni x defino-

vané v predchozi kapitole, pouze v kontextu SU(2) x SU(2). Presnéji, akce x grupy
Spin(4) na prostoru R%? je izomorfn{ akci @ grupy SU(2) x SU(2) na prostoru V.
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Uvazujme vnoteni

J:a+bi+cj+dk:a+bi+(c+di)jE]HI»%(a—i_bl —ctdi ) c v

c+di a—bi

algebry H do algebry My(C). Vidime, Ze V = o(H). Bud z € R%?. Definujeme
zobrazeni f : R% — V tak, 7e f(x) = o(h), kde h € H je ten jediny kvaternion

(jako v (3.1))), pro ktery B
oz) = 0 —h
h 0 )°

Pak f je izomorfismus vektorovych prostortt R%* a V. Uvazujme nyni a € Spin(4)
a jeho maticovou reprezentaci A = diag,(uy,us) ,uy,us € S*. Potom

F(x(@)(@)) = flaza™) = f(" (Aul2)A™) = o(ushirr) = o(us)o(h)o () =
— o(uz)o()o(ur)” = B(0(u).0(ur))(0(h)) = B0 (uz).0(ur))(f ().

Ve treti rovnosti vychazime z uprav (3.2)), v paté pouzivame to, ze pro q € H je
0(q) = o(q)* a v Sesté to, ze |q| = 1, pravé kdyz o(q) € SU(2). Ukéazali jsme tak
komutativitu nasledujiciho diagramu, coz jsme chtéli.

R4y

x(a) P(o(uz),0(u1))

R074 f—> V
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4. Konstrukce C(R"?), Spin(5)
nakryti SO(5)

V této kapitole nalezneme s vyuzitim konstrukci v dimenzi ¢tyti z predchozi
kapitoly Cliffordovu algebru a spingrupu prostoru R%® a piislusné 2-1 nakryti spe-
cialni ortogondlni grupy SO(5). Opét budeme pracovat s kvaterniony a kvaternio-
novymi maticemi. V appendixu se proto pripadné nachazi prehled vlastnosti
kvaterniont a kvaternionovych matic, které v této praci vyuzivame.

Uvazujeme tedy vektorovy prostor R® s bilinedrni formou

B(z,y) = leyz x,y € R

=1

Cliffordova algebra C(R°®) tohoto prostoru mé bdzi
{esr; ICN=A{1,...5}},

kde {ei,...,e5} je kanonickd baze R,

Pti konstrukei C(R%?) budeme postupovat odlisné od predchozi ¢4sti. Nejprve
nalezneme C®(R%®) a az potom celou C(R?). Protoze ey = ey ...e5 ¢ C*(R%),
plati C(R%?) = C®(R%5) @ C®'(R%?)ey. Je navic snadné nahlédnout, Ze ey komu-
tuje se viemi prvky C(R%®), coZ je vlastnost, kterou budeme ¢asto vyuzivat.

Oznaéme W redlny vektorovy prostor dimenze Ctyfi s bazi {e1s5,e95,€35,645} -
Pak pro 1 <7 < j <4 plati

2
€5 = —1, eisejs = —ejseis.

Mezi prvky baze W plat{ stejné vztahy jako mezi prvky béze prostoru R%*, tedy
C(W) ~ C(R%*). Déle si vSimneme, Ze pro [ = {i; < --- < iz} C {1,2,3,4} je
€iy5 - - - €55 Tovno ey, je-li [I] sudé, a eres, je-li |I] liché. V obou pripadech se ale
jedna o sou¢in sudého poétu prvkii baze R%. Tedy méme

C'(W) =R,

Cl(W) (e15,625,635,45)r = (RO 4)657

CEW) = (e ; 1 <i < j <4y =C*HR™),
C}(W) = {eijns s 1 <i < j <k <4)p =C*(R")es,
CHW) = (era34) = C*(R™)

a zaroveil

C'(W) @ C*(W) = C*(R"),
W) e (W) = CH(R™),
z ¢ehoz dostévame rovnost C(W) = C¥(R%°), a tim padem také nésledujici izo-

morfismy

C%(R%P) ~ C(R™) ~ M, (H).
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Poznamka. Vztah, ktery jsme pravé dokazali, plati obecnéji. Mame-li prostor
RP4 a jeho Cliffordovu algebru C(RP9), pak C®(RP4) ~ C(R%P~1), pokud p > 0,
a C(RP9) ~ C(RP?!), pokud ¢ > 0. Diikaz tohoto tvrzeni je moZné nalézt
v knize [4]. Jedn4 se o zobecnéni postupu, ktery jsme provedli v tomto konkrétnim
pripadeé.

Uvazujme vnoteni algebry H do algebry My (C)

' . . - . N - a+bi —c+di
a.a+bz+cy+dk—a+bz+(c+dz)j€H|—><C+di — bi )eMQ(C).

Pomoci néj zkonstruujeme zobrazeni

v (p T)eMg(H)»—><U(p) U(T§>€M4(C),

q S

kde kvaterniony v matici vlevo nahradime jejich 2 x 2 komplexnimi maticemi, ¢imz
dostaneme blokovou 4 x 4 komplexni matici. v je zfejmé R-linedrni zobrazeni a
je také prosté, nebot o je prosté. S vyuzitim blokového nasobeni matic navic
dostaneme, ze v zachovava nasobeni. Tedy se jedné o prosty homorfismus algeber
a v je tak vnoreni algebry Ms(H) do algebry My (C).

Dale vyuZijeme toho, Ze podalgebra C(R%?) generovana prvky 1 a ey je izo-
morfni s C, a vnotime ji do My(C) tak, ze prvku z € C prifadime diagonalni
matici zI;. Tim se zachovd komutativita prvki z (1,en)r s celou C®V(R%?), ne-
bot komplexni nasobky jednotkové matice komutuji se vSemi ostatnimi maticemi
z My (C). Specidlné, ey se do My(C) vnori jako ily. Dimenze v(My(H)) nad R je
16. Navic, je-li A € v(My(H)) \ {0}, pak 1A = (ily)A ¢ v(My(H)), nebot 2 x 2
bloky matice A maji nezaporné determinanty, zatimco odpovidajici bloky matice
iA maji determinanty nekladné. Tedy v(Msy(H)) N iv(My(H)) = {0}. Zobrazeni
A +— iA je izomorfismus vektorovych prostori, tedy dimenze iv(My(H)) nad R je
také 16. Dimenze M4(C) nad R je 32, tedy nutné

M, (C) = v(My(H)) @ iv(My(H)) =~ C(R>®) @ ey C*(R*?) = C(R>),
¢imZ jsme nalezli maticovou reprezentaci pro C(R%9).

Déle zkonstruujeme grupu Spin(5) definovanou jako I'°V(0,5)/R. Radi by-
chom k tomu vyuzili algebru My(H). V té ovSem nemdme reprezentovany sa-
motny prostor R%?. To ale nevadi, nebot I'*V(0,5) je generovéna souciny vw , kde
vaw € R%\ {o}, které lze oviem vyjadiit ve tvaru (—vey)(wey) (exy komutuje
se vSemi prvky z C(R%®) a €% = —1), coz je soucin dvou invertibilnich prvkia

z C*(R%?) C C*'(R*?). Tedy
I(0,5) = (bc; b,c € C*(R>®) \ {0}). (4.1)

Déle, pro a € I'°¥(0,5) plati aR%°a~! = R, pravé kdyz a C*(R%°)a~! = C*(R%?),
nebot z € R%®, pravé kdyz zey € C*HR%®), a a(zey)a™ = (aza™')ey. Tato
pozorovani nam umoznuji se pii konstrukei grupy Spin(5) omezit na My (H),
kdy budeme I'"*V(0,5) konstruovat jako multiplikativni grupu téch invertibilnich
a € C%(R%), které navic spliiuji a C*(R%)a~" = C*(R"5).
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V piedchozi ¢4sti jsme ztotozmili R%* = C'(R%*) s prostorem

(25) s}

Provedeme tedy piifazeni z C'(W) do tohoto prostoru

e [0 T ) e (0 T Ve (0T ) e (0K
15 10,25 Z-oa35 j0745 ko

Zaroven z predchozi kapitoly vime, ze

(1 0
€1234 = 0o -1 |-

€ = €45€ = 0 —Fk (& = e €35 — 0 ]
1235 — €45€1234 — k 0 y ©1245 — €1234€35 — _] 0 )

0 — 0 -1
€1345 = €25€1234 = i 0 s €2345 = €1234€15 = | _ 4 0 )

a tedy muzeme ztotoznit

C4(R075):{<2 _ht> ;teR,heH}.

Soucin dvou takovych nenulovych matic je podle (4.1]) generator grupy I'*V(0,5).
Pro t1,t5 € ]R, hl,hz € H méme

t1 ty  hy _ [ tt2+ hihy tihs — tQE _. A
Potom inverzni prvek k tomuto soucinu je
1 ts  ho 1 tt hr |
3+ 1hol2 \ he —t2 J 2+ |h2\ 1 —1

1 tity + hohy  tahy — tlE
(12 + [h1]?)(t3 + |h2|?) \ tihe — tahy tito + holy

Potom

1 o
(18 + [ha[?)(t5 + [hal?)

Tedy kazdy generator A grupy I'°V(0,5) mé vlastnost 3d € R\ {0} : AAT = dls,

ekvivalentné¢ A~! = éZT. Matice z Ma(H) s touto vlastnosti tvori grupu, ne-
bot plati AB" = B"A". Oznaéime-li tuto grupu G, mame I'*V(0,5) < G. Dale

ukazeme, ze plati ['°V(0,5) = G. Pro tento ucel definujeme néasledujici pojem.

Definice 4.1. Bud A = (a;;) € M,,(H) ,n € N. Definujeme redukovanou stopu
matice A jako

T(4) = é(aii +a;) = Re Tr(A).

N | —
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Tvrzeni 4.1. Pro A,B € M,,(H) plati 7(AB) = 7(BA).
Dikaz. Budte A = (a;;) , B = (bi;). Potom

1 n n 1 n n
=3 > (abri + aiwbri) = =3 > > (Reapbr; + Reabyi) =

i=1 k=1 i=1 k=1

n n 1 n n
Z Z Re bria;r + Re blﬂalk 5 Z Z(bmazk + bmam) = T(BA)

= k=11:=1

l\:)\»—

Pti apravach jsme pouzili, Zze pro p,qg € H je Repg = Reqp azep+p=2Rep =
Rep + Rep. O

Jednoduchym diisledkem tvrzeni je, ze pro A,B € M, (H), A invertibilni, je
T(ABA™) = 7(B).
S pomoci redukované stopy muzeme vyjadrit

CHR®®) = {X € My(H); X = X', 7(X) = 0}. (4.2)
Bud nyni A € G. Potom pro X € C*(R*°) je

—T
1 —
AxATn" (AX;AT) :aAXTA _AX;AT_AXA-1

pro néjaké d € R\ {0} a 7(AX A1) = 7(X) = 0. Tedy AXA~! € C*(R*?), a tim
padem A € I'*V(0,5), takze '*(0,5) = G. Potom

Spin(5) ~ I*(0,5) /R ~ G/{dL, ; d € R*} ~

~{AeMy(H); A =4"} =Sp(2).

Méjme a € Spin(5), jeho maticovou reprezentaci A € Sp(2), z € R%® a
X € My(H) maticovou reprezentaci prvku zey € C*R%?). Oznacime-li y =
arxa ' aY = AXA™! pak Y je maticova reprezentace prvku yey, nebot yey =
ara ey = areya™! (opét vyuzivime komutativitu prvku ey s C(R%?)). Uva-
7ujme nyni maticovou reprezentaci (4.2) prostoru C*(R%°) jako redlny vektorovy
prostor dimenze pét se skaldrnim soucinem (- ;-) definovanym jako

1
(X;Y) = 5T(XY) X, Y € CHRP).

Ortonormalni baze prostoru C*(R%®) vzhledem k (-;-) je pak tvofena napfiklad
témi maticemi, které nAm reprezentuji prvky e; , |I| = 4. Pak C*(R%%) je izome-
tricky izomorfni vektorovému prostoru R® se standardnim skaldrnim soucinem.
Uvazujme zobrazeni @ : Sp(2) — AutC*(R%°) definované tak, Ze pro matici
A€ Sp(2) a X € CHRY) je d(A)(X) = AXA = AXA~'. Potom & je 2-
1 nakryti grupy SO(C*(R%%)) ~ SO(5) pomoci grupy Sp(2) ~ Spin(5). Vidime
totiz, ze @ je definované stejné jako y, pouze v kontextu matic, a ze akce prvku
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a na R%?, respektive akce jeho jednozna¢éné uréené matice A na C*(R%%), je za-
chovdna izomorfismem, ktery prvku z € R%5 pfifadi jednoznacné uréenou matici
X € C*HR"°) reprezentujici prvek zey. Nésledujici diagram je tedy komutativni.

RO =X C4(R0’5)
x(a) D(A)

0,5 4/1p0,5
R — C*(R"®)
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5. Konstrukce C(R"%) a Spin(6)

V této kapitole uz jen strucnéji popiseme konstrukei Cliffordovy algebry pro-
storu R%®) nebot je velmi analogickd konstrukci C(R%®), a ukdzeme, Ze grupa
Spin(6) je izomorfni grupé SU(4).

Uvazujme tedy vektorovy prostor R® s bilinedrni formou

6
B(zy) = — Zﬂﬁiyi ;z,y € RO
i=1
Cliffordova algebra C(R°®) tohoto prostoru mé bézi
{e;; ICN=A{1,...6}},

kde {ei,...,eq} je kanonickd baze RS,
Ozna¢me W redlny vektorovy prostor dimenze pét s bazi {ejs,e2, - - - ,€56}-
Pak pro 1 <7 < j <5 plati

2
€ig — —1 , €i6€j6 — —€56€Ci6-

Dostavame tak C(W) ~ C(R%®) a podobné jako v predchoz{ kapitole dostaneme
nasledujici dekompozici prostoru C(WW).

C'(W) =R,

C'(W) = (e, . .., es6)r = C*(R")eg,

C2(W) = (e;j; 1 <i<j<5)p=C*R"),

CHW) = (eijue ; 1 < i< j <k <5)p =C*R)e,
C'W) = (eijm; 1 <i<j<k<l<BR=CHRY),
C°(W) = Rey = C°(R"")eg,

z nichz plyne
C(R%) = C(W) ~ C(R*®) ~ My(C).
Uvazujme nyni vnoteni algebry C do algebry My (R).
. a —b
pra+bicCr— ( - ) € My(R).
Pomoci néj zkonstruujeme zobrazeni

o (2et)1<ki<a € Ma(C) — (p(2r1))1<ki<a € Mg(R).
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Potom p je vnoreni algebry My (C) do algebry Mg(R). Oznacme

(23 (3 0) e (04)

Pripomenme, ze v pfedchozi kapitole jsme pomoci vnoreni o : H — My(C)
definovali vnoreni v : My(H) — My(C). Dale jsme méli C*(R%®) reprezentovano

v My(H) jako
Eh) icRhen
h _t ) ) N

Pomoci v vnofime tento prostor do My(C) a nésledné kazdy prvek prendsobime
matici il,, kterd ndm reprezentovala prvek ejgsys. Jelikoz R%® = C*(IR%®)e g3y,
dostaneme nésledujici reprezentaci prostoru R%® v M (C).

sily tiU* '\
{( WU —sil, ) s, teR U € SU(Q)} (5.1)

Nyni prvkiim bdze W prifadime prvky béze této reprezentace prostoru R%® a
nasledné aplikujeme vnoreni p.

J 0
(0 ik 0 J
6=\ 4, 0 J 0 ’
0 J
L 0
0 R 0 —I,
6=\ _p o I, 0 ’
0 I
0 J
(0 =Ty —J 0
“s=\ 7 0 0 —J ’
J 0
0 —1I
0 —Q I, 0
646_<Q 0 >’—> 0 I2 )
I, 0
J 0
ZIQ 0 NN 0 J
€56 0 —il, —J 0
0 —J
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C(R%%) je multiplikativné generovana prvky eig, . . . , €56, €, pricemz pro 1 < j < 5
je €6€j6 — —€;6E6- Polozime-li

0 —@Q
Q 0
E = 0 -0 |
Q 0
pak E? = —Igapro 1l < j <5 je Fu(ejs) = —p(ejo)E, coz se ovéi primocare
vynasobenim prislusnych matic. Matice £ ndm tedy bude reprezentovat prvek eg

v Mg(R).

Oznacime-li A = Im p C My(R), pak pro A € A je det A > 0, pri¢emz rovnost
nastava pouze v pripadé, ze A = 0. Protoze det Q@ = —1, tak pro A € A\ {0}
mame AQ,QA ¢ A. Je-li matice A € p(My(C)), pak kazdy jeji 2 x 2 blok je
prvek A, a tim padem nenulové 2 x 2 bloky matic AE a EA nejsou prvky A,
nebot maji zdporné determinanty. Odtud plyne u(My(C)) N Eu(My(C)) = {0}.
Déle, u je prosté a dimg My(C) = 32, tedy dimg u(M4(C)) = 32. Navic, protoze
E je regularni matice, je linearni zobrazeni A — F A izomorfismus vektorovych
prostort, a tedy také dimg Eu(My(C)) = 32. Zéroven dimg Mg(R) = 64, tedy
nutné

Mg(R) = u(My(C)) & Eu(Ma(C)) == C(R*®) @ €5 C*(R*®) = C(R*),

¢imZ jsme nalezli maticovou reprezentaci pro C(R%9).

Nakonec jesté ukdzeme, ze Spin(6) ~ SU(4). Opét budeme vychézet z de-
finice Spin(6) ~ I'°¥(0,6)/R%. Grupa I'*V(0,6) je generovana souciny vw, kde
vw € R%6\ {0}. Kazdy prvek v € R%6 se d4 vyjddiit jako

6 5 5
V= Zvjej = €4 (Uﬁ + Z Ujejﬁ) = (U@ - Z Ujejﬁ) €g.
J=1

j=1 j=1

Vyjadiime-li v = aeg a w = egh, kde a,b € R @ W, pak vw = (aeg)(egh) = —ab.
Potom
'V(0,6) = (ab; a,b € (Ra W)\ {0}).

Protoze R® W C C®(R>Y), miizeme R & W reprezentovat v My(C), a sice takto
R@W_{<MU =1, ),teR,zeC,UeSU(Q)}.

K tomuto vyjadreni jsme pouzili a to, ze R je v My(C) reprezentovano
realnymi nasobky jednotkové matice.

Pro X € R@ W plati X X* = dIy, kde d = |2|*> + t*. Bud U € SU(2). Potom
tiU je tvaru

<g _6&> ca,BeC, |a*+|B]? =t* = —dettiU

a tiU™ je tvaru



Je-li tedy X € (R W)\ {0}, pak

z 0 —-a —-f

det X = det b = (|z]* + |a|* + |8]*)* € R}. (5.2)

zf
—f
a

(@B

a
« 0
I6; zZ
Generator A grupy I'V(0,6) je souCinem dvou matic z (R @ W) \ {0}, tedy A

méa také vlastnosti AA* = dl, pro néjaké d € R} a det A € RY. Dostdvame tak
I'v(0,6) < SU(4) x RX, a tim paddem

Spin(6) ~ T°(0,6) /R < (SU(4) x RY)/R% ~ SU(4).

K dikazu inkluze SU(4) < Spin(6) vyuzijeme maticovou exponencidlu defi-
novanou pro X € M, (C) jako

=1
X 3 Xk
‘ k!
k=0

(zékladni vlastnosti maticové exponencidly jsou shrnuty v appendixu [A.3]). Oz-
nac¢me déle

H={X eM(C); X*=X,Tr(X) =0}

realny vektorovy prostor dimenze 15 vSech hermitovskych komplexnich 4 x4 matic
s nulovou stopou. V ¢élancich [5] a [6] je dokézano, ze grupa SU(4) je generovdna
exponencialami ryze imaginarnich nasobkti patnacti specialnich matic Ay, ... A5,
které jsou popsdny v ¢lanku [6], kde se nazyvaji Gell-Mannovy matice, a tvori
bazi G prostoru H. Tedy plati

SUM4) = (™ ;te R, A €G).

Potiebujeme tedy ukazat, ze pro libovolné t € R a A € G je ¢ € Spin(6).
K tomu by stacilo vyjadfit matici e?* jako soucin sudého poétu matic z R @ W,
nebot prvky z R @ W multiplikativné generuji grupu I'*V(0,6), a tedy i Spin(6).

Uvazujme nasledujici bazi B prostoru ¢H vSech antihermitovskych 4 x 4 kom-
plexnich matic s nulovou stopou.

1 0 1 0 1 0
0 1 0 —1 0 —1
Bl - — 0 782 - i 0 7B3 - —i 0 )
0 — —1 0 =1
0 1 0 1 0 2
-1 0 -1 0 1 0
-1 0 1 0 1 0
0 1 -1 0 -1 0
1 0 0 -1 0 1
B7 - 0 — 7BS - 1 0 739 - 1 0 9
- 0 01 0 —1



1 0 7 0 0 -1
0 = 0 —2 -1 0
By = i 0 , B = 0 ,Bia = 0 1 ;
0 2 —1 1 0
0 —1 0 1 0 =«
1 0 1 0 —1
B13_ 0 _1 7B14_ OZ 7315_ 0 —q
1 0 7 0 7 0

Pozorovani 5.1.

(1) Matice By,By,Bs po dvou komutuji a pro j € {4,6,8,10,12,14} matice B; a
Bj1 komutugi.

(2) Pro B€ B at e R plati e = (cost)I + (sint)B.

Diikaz.

(1) Primocare se overi.

(2) Pro B € B je B* = (—=1)*I,, a tedy B**! = (—=1)¥B, kde k € Ny. Mtzeme
tedy pro t € R rozdélit

= 3 o) = (S0 ) 5+ (S0 ) 2

= (cost)ly + (sint)B.
[l

Uvazujme diagonalni matici D € H. Pro t € R lze jednoznacné vyjadrit
itD = s181 + s9By + s3B3 pro néjaké s1,59,53 € R. Matice By,B5,B3 spolu po
dvou komutuji, tedy podle tvrzeni [A.4] plati

eitD — eslBl 6523268232.
Pro exponencidly e®%i j € {1,2,3} mame nasledujici vyjadieni.

eslBl — diag4<€zs1 76151 ,67151 ’67131 )[4 7

68232 — diag4(€zsg ,6_Z52 ’6152 ,6_182> —

0 e 0

—e 2 1

0 e 0 -1 ’
e -1 0
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65333 — diag4(€253 ’67133 767153 ’6153) —

ie'ss 0 -1 0
0 e 0 —
e 0 -t 0 ’
0 1e'3 0 —i

coz jsou ve vsech tiech pripadech souéiny dvou matic z R & W, nebot vsech Sest
matic je tvaru (pouzivame vztah e = e~%). Umime tedy vyjadfit P
jako soucin sudého poctu matic z R @& W pro diagonalni D € H. Specialné to
tedy dokazeme pro vsechny tii diagondlni Gell-Mannovy matice

1

1
A3 = diag,(1, —1,0,0) , A\s = —=diag,(1,1, —=2,0) , A5 = 7

V3

a tim padem s s eiMi5 ¢ Spin(6) pro libovolné ¢ € R.

Podobnym zptisobem se da ukazat, ze i exponencialy ¢t-nasobkiu zbylych dva-
nacti nediagonalnich Gell-Mannovych matic se daji vyjadrit jako souciny sudého
poctu matic z R @ W, a tim padem jsou to prvky grupy Spin(6). Vzdy staci
pro Gell-Mannovu matici A naji dvojici B;,B;y; € B, kde j € {4,6,8,10,12,14},
takovou, Ze it je linedrni kombinaci matic B; a Bj;1. Potom diky komutativité
matic B; a Bjy1 vyjddiime diky tvrzeni e = e%iBigsit1Bit1 g nasledné vy-
jadifme exponencidly %5 a e%+1Bi+1 jako souciny sudého po¢tu matic z R® W.
Vzhledem k tomu, Ze by se jednalo o zdlouhavy a repetitivni postup, uz tyto
konstrukce ale provadét nebudeme. Dokazali jsme tak inkluzi SU(4) < Spin(6), a
tedy dohromady

diag4(171717 _3)7

Spin(6) ~ SU(4).

Samoziejmé by bylo mozné hledat vyjadieni e |\ € G, jako soudiny matic
z R ® W pifmo, oviem nevyhoda tohoto postupu je ta, Ze e* maji mnohem
nepravidelnéjsi tvary nez exponencialy nasobkii matic z B. Naopak, exponencidly
nasobkt matic z B maji pravidelny tvar, ktery je uz ¢asto docela podobny tvaru
, a diky pozorovéni se snadno spocitaji. Navic, matice By, By, B1g,B12,B15
dokonce tvar ([5.2)) maji, tedy uz v R@ W lezi, a diky pozorovani tak vReW
lezi i exponenciadly nésobkt téchto péti matic. Exponencialy nasobki zbylych
deseti matic z B se pak daji vyjadrit vzdy jako soucin dvou matic z R @ W.
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Z.aver

Cilem této prace bylo zkonstruovat maticové reprezentace grup Spin(n) pro
n =1,...,6 a popsat, jakym zplsobem tyto reprezentace poskytuji 2-1 nakryti
odpovidajici specidlni ortogonalni grupy SO(n), k ¢emuz jsme vyuzili maticové
reprezentace Cliffordovych algeber prislusnych vektorovych prostort. Vysledky
provedenych konstrukei v jednotlivych nizkych dimenzich jsou uvedeny v nésle-
dujici tabulce.

’ n \ C(RO™) \ Cev(RO™) \ Spin(n) ‘
1 C R Lo
2 H C St
S| HoH | H SU(2)
4 | Myp(H) | HeoH | SU(2) x SU(2)
5 1 My(C) | M(H) Sp(2)
6 a® | M.C) [ SU()

Z tabulky je mimo jiné vidét to, co jsme zminovali v kapitole 4. A sice, ze
C®(RY™) ~ C(R%"1). Zdiraznéme také dilezitost grupy SU(2), kterd méla né-
jakou roli v konstrukeich v kazdé dimenzi (kromé jednoduchého pripadu dimenze
jedna), at uz pri reprezentaci samotné spingrupy, nebo pri reprezentovani kvater-
niont, coz jsme vyuzili naptiklad p¥i vnoreni algebry My(H) do algebry My(C)
v kapitole 4 nebo pri reprezentovani prvkia prostoru R @ W v kapitole 5.

Nakonec jesté shrneme ptinos této prace. Touto praci poskytujeme detailni
explicitni konstrukce maticovych reprezentaci realnych Cliffordovych algeber a
spingrup pro prostory s definitni bilinearni formou ve vsech dimenzich, kde mati-
cové reprezentace spingrupy existuji. Béhem konstrukei maticovych reprezentaci
jednotolivych Cliffordovych algeber a spingrup vychazime piimo z jejich definic a
opirdme se pouze o znalosti z linearni algebry a elementarni teorie grup, bez vyu-
ziti topologickych vlastnosti grup nebo teorie Lieovych algeber. Naptiklad hned v
prvni kapitole, kde konstruujeme 2-1 nakryti grupy SO(3) pomoci grupy SU(2),
vychézime z konstrukei popsanych v knize [7], ale vSechny argumenty vyuziva-
jici topologické vlastnosti zminénych grup nahrazujeme argumenty, které stoji na
unitarni diagonalizaci a teorii vlastnich ¢isel.
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A. Appendix

A.1 Kvaterniony

A.1.1 Definice a zakladni vlastnosti

Definice A.1. Kvaterniony definujeme jako redlnou asociativni algebru
H=ReRidR; dREk

s jednotkou 1 € R, kde 1,7,k jsou tri imagindrni jednotky splnujici vztahy
9 _ 212
0 - ==k =—1,
o ij =k jk=1iki=j.
7 téchto dvou vlastnosti prvki 4,7,k se snadno odvodi jejich antikomutativita,
to jest ji = —k, kj = —1,1k = —3.
Kazdy kvaternion ¢ se dé jednoznac¢né vyjadrit ve tvaru

g=a+bi+cj+dk;ab,c,deR.

Lze tak zavést nasledujici znaceni: Re ¢ = a je realna cast g a Veq = bi + ¢j + dk
je vektorova ¢éast q. Pro kazdy kvaternion ¢ definujeme konjugovany kvaternion
g = Req— Veq.

Pozorovani A.1. Konjugace md nasledujici vlastnosti:

e proq € H jeq=gq,

e pro p,q € H je pg = qp,

eproq=a-+bi+cj+dkjeqg=Gq9=a®>+b*+c2+d*ER,

e pro q € H je qg = 0, prdvée kdyz q = 0.

Diky pozorovani muzeme definovat normu (nebo také absolutni hodnotu)
kvaternionu ¢ jako |¢| = 1/qq a vidime, ze |q| € R a |¢| = 0, pravé kdyz ¢ = 0.
Déle, kazdy nenulovy kvaternion ¢ je invertibilni. Konkrétné, ¢=! = #. H je tim
padem nekomutativni téleso.

Nenulové kvaterniony s operaci nasobeni tedy tvori neabelovskou grupu H*.
Déle ozna¢ime S? podgrupu H* tvofenou vSemi jednotkovymi kvaterniony, tj.

S*={qeH; g =1} ={qeH\{0}; ¢ ' =7}

A.1.2 Maticova reprezentace kvaternionu

Uvazujme zobrazeni

' . . B . N a+bi —c+di
a.a—l—bz—l—cy—l—dk-a%—bz—i—(c—i—dz)jGH»—>(C_i_di — bi >€M2((C).

Pak o je zfejmé R-linedarni a piimocare se ovéri, ze pro p,q € H je o(pq) =
o(p)o(q). Navic, o je prosté diky jednoznac¢nosti vyjadieni kazdého kvaternionu
linearni kombinaci prvki 1,i,5,k. o je tedy prosty homomorfismus algeber a jedna
se tak o vnoreni algebry H do algebry My(C). Snadno se oveéri, ze o(q) = o(q)*,
kde * je hermitovské sdruzeni, a Ze |q|*> = det o(q).

Je-li navic ¢ € S3, pak ¢! = @, a tedy o(q)™! = o(q)*. Zaroven plati
deto(q) = |g| = 1. Dohromady je tak o(¢q) € SU(2) a o tak indukuje grupovy
izomorfismus S® ~ SU(2).
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A.1.3 Matice nad télesem kvaternionu

Sc¢itani a nasobeni kvaternionovych matic je stejné jako nad libovolnym jinym
télesem, pouze skaldrni nasobeni se lisi tim, ze pro A € M,,(H) a ¢ € H obecné
neplati gA = Aq. Pro matici A = (a;;) € M,,(H) definujeme konjugovanou matici
A" jako (aj;).

Pozorovani A.2. Konjugace kvaternionovijch matic md ndsledujici vlastnosti:
T
o pro A € M,(H) je (A7) = 4,
e pro A, B€M,(H) je AB =B 4 .

Diky pozorovani tvof"i mnozina {4 € M, (H) ; A= = A" } spolu s operac
maticového nésobeni grupu, kterou znacime Sp(n).

A.2 Cartan-Dieudonného véta

Bud V redlny vektorovy prostor dimenze n € N spolu se symetrickou nedege-
nerovanou bilinearni formou B : V x V — R.

Definice A.2. Ortogonalni transformace vektorového prostoru V' je zobrazeni
[ € AwtV takové, Ze pro kazdé x,y € V je B(f(z),f(y)) = B(x,y). Je-li navic
det f = 1, pak f je specidlni ortogondlni transformace. Vsechny ortogondlni
transformace, resp. vsechny specialni ortogonalni transformace, prostoru V- tvori
grupu, kterou znacime O(V'), resp. SO(V).

Definice A.3. Budv € V takovy prvek, Ze B(v,w) # 0. Pak reflexe podle nadro-
viny N, = {x € V ; B(v,x) = 0} je zobrazeni T,, € AutV definované tak, Ze pro
x eV je

Potom T,, € O(V).

Véta A.3 (Cartan-Dieudonné). Bud V' redlng vektorovy prostor dimenze n € N
spolu se symetrickou nedegenerovanou bilinedrni formou B : V xV — R. Potom
kazdy prvek grupy O(V) lze vyjadrit jako slozZeni nejvyse n reflexi.

Dukaz véty je mozné najit v [§]. Pro pripady, kdy je B definitni, je dikaz véty
mozné najit také v [9].

A.3 Maticova exponenciala

Definice A.4. Pro X € M,,(C) definujeme exponencidlu matice X jako
€X _ i iXk
B k7
k=0
pricems definujeme X° = 1I,,.
Déle uvedeme nékolik zakladnich vlastnosti maticové exponencialy.
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Tvrzeni A.4. Budte XY € M,(C). Potom
o pokud XY =Y X, pak XY = eXe¥ = e¥e¥,
o X je invertibilni, pricemz (eX)™! = e,
° (eX)* — 6X*,
e je-li R € M,,(C) invertibilni, pak eRXR™! — ReXR-1
o deteX = TX)

o specidlné e® = I,,.

)

Diikazy jednotlivych vlastnosti 1ze najit v knize [7].
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