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Kapitola 1

Seznameni s problematikou

1.1 Uvod

Mechanika kontinua umoznila popsat procesy jako proudéni vody, Sifeni
tepla v latce nebo seismickych vin v zemské kiure. Je to diky zjednodu-
seni, kdy je material redukovan na lokalné homogenni médium, ve kterém
je relativné jednoduché popsat vyvoj zakladnich veli¢in (rychlost, teplota,
hustota) pomoci soustavy parcidlnich diferencidlnich rovnic. Rychly rozvoj
vypocetni techniky umoznil, Ze z mechaniky kontinua se stal mocny néastroj
pro modelovani sirokého spektra tloh. Ostatné pravé na oboru Matematické
modelovani vétsina problémi, které zkouméme, stoji pravé na principech
této teorie.

I mechanika kontinua mé vSak své limity. Pokud se priblizime k rozmé-
riam, kde je dobie rozeznatelna jemnéjsi struktura materialu, tedy zrnitost,
zlomy a jemné trhliny, narazime na hranici pouzitelnosti zédkladni teorie. Jak
u feSeni tak u okrajovych podminek totiz typicky vyzadujeme jistou miru
hladkosti funkci, kterou nelze zachovat.

Jednim z cilt dalsiho zkoumani by proto mélo byt popsat nebo alespon
rozpracovat takové postupy, které umozni do stavajicich modelt pfidat co
mozné nejprirozenéjsim zptsobem informace o jemné struktuie materidlu,
ktery se nemusi chovat v okoli kazdého bodu homogenné a umoznit tak
modelovani jeho vlastnosti v okoli bodi nespojitosti. V této praci se pokusim
udélat nékolik konkrétnich kroktd na této cesté a to predevsim pfi zkoumani
vlastnosti trhlin.

Konkrétné se zamérim na to, do jaké miry by bylo mozné popsat trhlinu
v materialu pomoci elipsy degenerované na primku. Pomoci rovnice difuze



bude dale mozné modelovat piripadné chemické procesy a toky difundujiciho
média dovnitt materidlu, pripadné i jevy, které se makroskopicky projevuji
jako koroze nebo opotifebeni materialu.

1.2 Ucel prace

V préaci predstavim, popisu a analyzuji existujici modely malych, linedrné
elastickych deformaci a model difuze. Popisu znamé ptistupy ke spojeni
téchto dvou modelti a budu se pfitom zaméfovat na intuitivné spravny mo-
del, kdy jsou elastické koeficienty zavislé na koncentraci difundujici veli¢iny.
Budu diskutovat i moznou zavislost koeficientu difuze na velikosti deformace.

Cilem pfitom bude ukazat ve vypocetni ¢asti rozdily mezi chovanim sa-
motného linearné elastického modelu a modelu s pfidanou difuzi.

Predstavim geometrii, na které budu dané modely zkoumat. Jedna se o
problém ve dvou dimenzich vychézejici z modelové tulohy, ktera byla pred-
stavena skupinou védcu [2].

V modelovém usporadani budu zkoumat chovani materidlu v okoli trh-
lin. Konkrétné budu trhlinu modelovat pomoci elipsy, jejiz jedna poloosa
degeneruje k nule.

Pfitom identifikuji mista, kde, pti ptisobeni konstantniho napéti na okraji
modelového uspotradani, spéje feseni s degenerujici poloosou elipsy k singu-
larité. Zamétrim se na vlastnosti feseni v okoli takovych mist a budu zkoumat
jeho asymptotické chovani.

Vytvorim tak analytické a experimentalni podklady k dalSimu zkoumani
a praci na modelech, kde jsou popsanym zplisobem provazané rovnice pro
deformaci a rovnice difuze.

1.3 Struktura prace

Na zacatku se prace vénuje popisu teorie pruznych materiali jak je zavedena
v [14]. V tvodu je popséna rovnice bilance hybnosti spoleéné teoretickymi
zéklady vychézejicimi z mechaniky kontinua, na kterych je celé teorie posta-
vena. Dale jsou zavedeny tenzory napéti a deformace a pozornost je vénovéana
jejich vzajemnym vztahtim (Hooketiv zdkon). Potom jsou zavedeny Lamého
rovnice pro elasticky izotropni material a je diskutovano, jakym zptisobem
je mozné zjednodusit problém feSeni téchto rovnic ve dvou prostorovych
dimenzich.



Treti kapitola se vénuje modeltim, kde jsou rovnice pro linedrni malé
deformace provazany s rovnici difuze. Je zde zavedena rovnice difuze a je
vysvétleno, co tato rovnice fyzikalné predstavuje. Poté piichézi popis mo-
delu, ktery se casto pouziva pfi studiu termoelasticity, pripadné pro popis
tekutiny prosakujici poréznim materiadlem. Dale je zde v né€kolika variantach
predstaven model zkoumany v této praci, kde jsou elastické koeficienty primo
zévislé na difundujici veli¢ing. Ulohu lze fesit jako plné evoluéni, tedy jako
hyperbolickou rovnici pro posunuti a parabolickou rovnici pro difuzi. Dalsi
moznosti je fesit takzvané kvazistatickou tlohu, kde polozime hustotu rov-
nou nule a misto evolu¢ni hyperbolické rovnice tak fesime statické Lamého
rovnice. Déle je zde nastinéna moznost polozit koeficient difuze zavisly na
velikosti deformace.

Ctvrta kapitola se vénuje zavedeni slabé formulace popisovanych pro-
blémii. Jsou zde formalizovany prostory, na kterych hledame feseni a okra-
jové podminky, které predepisujeme. Pro linearni elasticitu je zde uvedena
teorie existence a jednoznacnosti feseni. Ta je zde podana i pro jednostranné
provazany model.

Pata kapitola je vénovana numerickym simulacim a jejich vysledkiim.
Je zde predstaven konkrétni modelovy problém (benchmark), ktery byl nu-
mericky a pocitacové analyzovan nekolika skupinami prednich némeckych
numeriki a pocitacovych specialistii [2]. Dale se zabyvam kalibraci svého
lineadrné elastického modelu na zakladé porovnani jeho vysledktt pro mode-
lovou tlohu s vysledky existujicich praci vychazejicich z prace skupiny [2].
Ziskam tak pfedstavu o rychlosti konvergence numerického feseni a vypocet-
nich narocich pro feseni dalsich tloh. Potom se zabyvam fesenim problému
s modifikovanou geometrii modelové ulohy tak, ze nahrazuji kruhovy otvor
elipsou. Zkoumam vysledky a to, do jaké miry lze pomoci eliptického otvoru
modelovat trhliny. Pii zkouméani chovani napéti v okoli eliptického otvoru se
zameétruji predevsim na otazku, zda a jak rychle spéje feseni u paty elipsy k
singulariteé.

V zavéru se zabyvam modelem elasticity provazané s difuzi. Jedna se o
plné evolué¢ni jednostranné sparovanou ulohu. Koncentrace difundujici latky
je pritom chapana jako veli¢ina, kterd zptisobuje zmenseni elastickych ko-
eficientl. Stejné napéti tak plisobi vétsi prodlouzeni. Timto zptsobem lze
modelovat jevy jako koroze nebo tinava materialu.

Zkoumam vlastnosti feSeni tohoto modelu v porovnani se samotnym mo-
delem linearni elasticity. Dtiraz je pritom opét kladen na chovani napéti v
okoli eliptického otvoru a také otazce, zda i toto napéti spéje k singularité a



zda pro néj existuji odlisnosti oproti samotnému elastickému modelu.

1.4 Znadeni

Tenzory napéti a deformace zavadim v praci jako bilinearni zobrazeni. Nékdy
je vsak vhodnéjsi reprezentovat tenzory pomoci jejich maticovych elementii.
Zavedeme tedy nasledujici konvenci pro tenzory napéti a malé deformace

Tij(@, 1) = 7(2,t)(es, €5) (1.1)

gij(z,t) = e(z,t)(es, €5) (1.2)

e; jsou bazové ortonormalni vektory kartézskych souradnic v R"”.

V dalsim textu budu pouzivat Einsteinovu sumacni konvenci.

V textu jsou vektory znacCeny tlustym pismem, napi. v. Skalarni soucin
vektori a a b je znacen (alb).

Operator gradientu zna¢im grad, napit grad f. Operator divergence zna-
¢im div, napt div f. Ziidka vyuzivam také symbolu V|, ktery znaci formalné
zavedeny vektor diferencialnich operaci na R3

o 0 0

=(—y\ —, — 1.3
(8x1 ’ 8952’ 85(73 ( )

Laplacetv operator zavadim symbolem A.
A = divgrad (1.4)

Operator stopy znac¢im tr, napf. tre. Pouzivam jej jak ve smyslu stopy
tenzoru, tak ve smyslu stopy funkce ze Sobolevova prostoru.
Spojité vnofeni prostorti zna¢im symbolem C, napi. L>=(Q) C L?().



Kapitola 2

Klasicka teorie pruznosti

Jedna ze zakladnich tloh mechaniky kontinua je urcit jakym zptsobem se
zdeformuje material, ktery je vystaven ptsobeni sily. Material je reprezen-
tovan kontinuem, tedy lokalné homogennim médiem.

Proto, abychom mohli urcit, jakou konfiguraci zaujme kontinuum po za-
pnuti sily, musime znat nékolik parametri, kterymi je tloha urcena. Pfte-
devsim je to pocatecni rozlozeni latky v prostoru. Dalsim parametrem je
funkcionalni vztah udavajici, jakym zptsobem transformuje kontinuum v
daném bodé napéti na posunuti. Konecné je tfeba znat sily, které na konti-
nuum ve vychozi konfiguraci zacnou piisobit a to jak na okraji, tak uvnitt
materialu.

Znacnou pozornost vénujeme pravé tomu, jak latka prevadi napéti na
deformaci. Napéti, tedy silu na plochu, reprezentujeme pomoci tenzoru na-
péti. Deformaci, tedy to kam se posunou body z pocatecni konfigurace po
zapnuti sily, reprezentuje tenzor deformace. Vztahy mezi obéma veli¢inami
piimo neplynou z zadného fyzikalniho zakona, ale je nutné je odvodit zvI4st
pro konkrétni material. Zde se budeme zabyvat takovymi materialy, pro
které jsou deformace malé a vztahy linearni.

2.1 Souradné soustavy

Pro pocitani veli¢in spojenych se stavovym vyvojem télesa je vhodné zavést
soufadné soustavy, ve kterych tyto veliciny budeme pocitat. Nabizi se dvé
zékladni Teseni. Prvni je pocitat vsechny veli¢iny v soustavé spojené s re-
feren¢nim stavem télesa. Bod uvnitt latky je charakterizovan ¢asem a svou
polohou v materidlu pred deformaci.
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Druhy pristup charakterizuje kazdy bod ¢asoprostoru ptirozené jeho ca-
sovymi a prostorovymi soufadnicemi a neodvolava se na ptivodni konfiguraci.
Dusledné rozlisovani mezi obéma pristupy lze najit v [12], kde autor rozebira
zakladni termodynamické vztahy v obou formulacich.

Vyhoda druhého pristupu spociva predevsim v jednoduchosti popisu a
také v tom, ze v kazdém case si zachovavaji prostorové bazové vektory smér,
velikost i kolmost.

V prvnim pfistupu je naproti tomu vyhodou, Ze se zachovava objem kon-
tinua i tvar jeho hranice. Nevyhodou je vsak pokfiveni soufadnic v pribéhu
casu.

Pro popis deformace kontinua vyuzijeme prvni pfistup, tedy vyjadieni
pomoci referencnich soutadnic. Je to proto, ze nemusime brat v potaz pohyb
hranice, kterd se v materidlovém popisu nemeéni.

Bazi v referenc¢nich soufadnicich, ve kterych budou provedeny vypocty,
budu oznacovat vektory e; a bazové vektory v prostorovych souradnicich
budu znacit é;.

2.2 Bilance hybnosti

Rovnice pro bilanci hybnosti vychéazi z 2. Newtonova pohybového zakona.

2. Newtoniv pohybovy zakon

Sila, ktera ptsobi na hmotu, vyvolava ¢asovou zménu jeji hybnosti.

dP(t)

— = =F() (2.1)

Tento zakon ik, ze silové piisobeni urychluje hmotné objekty. Z rovnice
(2.1) plyne, Ze neni-li kontinuum urychlovano, musi byt sily, které na néj
pusobi, v rovnovaze. Rovnice je platna pro jakoukoli ¢ast kontinua a tak ji
lze pouzit i lokalné.

Sily piisobici na kontinuum rozdélujeme podle toho, zda jsou produko-
vany objemem (gravita¢ni sila) nebo pisobenim na okraj télesa (tlak na
desku). Prvni nazyvame objemové sily a druhé sily povrchové. Piestoze po-
vrchové sily ptisobi na povrchu, kontinuum je pfenasi dovnitt latky.

Hustotu objemové sily f(x,t) zavadime vztahem

fla.t) = lim TVAV:D

A —— = (2.2)
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kde Fy(V,t) udava celkovou silu na kontinuum o objemu V.
Napéti T'(x, v, t) zavadime vztahem

(2.3)

kde Fa(x, A(v),t) udava silu ptisobici na plochu A(v), orientovanou kolmo
na jednotkovy vektor v. Sila piisobi proti sméru vektoru v.
Celkovou silu na oblast kontinua 2 pak mizeme psat

F(t):/f(a:,t)da:+/T(zc,n,t)dA (2.4)

kde n(x) je normalovy vektor k ploSe okraje.
Celkovou ¢asovou zménu hybnosti zapiseme

LNy
Q

Pritom p = p(x) je hustota v materidlovych soufadnicich. Neméni se
tedy v case. Funkce u(t) udéva posunuti z vychozi konfigurace v case t.

2. Newtontuv pohybovy zékon formulovany rovnici (2.1) tedy pfepiSeme
jako

/p%dw—/f(:c,t)d:c—l—/T(w,n,t)dA (2.6)
K K oK

kde K je libovolné zvolena oblast kontinua. Aby byly splnény pfedpoklady
na existenci integrali a pouzitelnost Gaussovy véty, predpokladame, ze K
je oteviena mnozina s kompaktnim uzavérem a po ¢astech hladkou hranici.

Posledni integral v (2.6) je integral pies plochu. Neni to vSak celkovy tok
vektoru T'(x,n,t) plochou, ale kazd4 slozka se integruje zvlast a integrél
tak vytvari novy vektor.

Presto by bylo vhodné pouzit Greenovu vétu. Museli bychom vSak najit
takové vektory, jejichz tok plochou odpovida plosnému integralu pfes jed-
notlivé slozky (T'(x,n,t)|e;). To je motivaci k zavedeni tenzoru napéti, pro
ktery bude mozné Gaussovu vétu pouzit a dostat se tak k integralni formu-
laci 2. Newtonova zakona.

Véta 2.1 (Gaussova véta). Bud F spojité diferencovatelnd vektorova funkce.
Oblast Q je kompaktni podmnoZinou R® a ma po &astech hladkou hranici.
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Pak plati

(Fln)dA = | divFdx (2.7)
[Fimaa- |

0N Q
2.3 Napeéti

2.3.1 Vektor napéti

Vektor napéti byl zaveden vztahem 2.3 jako vektor zavisly na referen¢nich
soutadnicich. Abychom mohli aplikovat Greenovu vétu, je tieba zavést vek-
tor napéti také v soustaveé spojené s prostorem

. Fa(Z, AA(D),t)

T(,0,t) = lim AA

(2.8)

kde Fa(&, A(D),t) udava silu pusobici na plochu A(¥), orientovanou kolmo
na jednotkovy vektor ©. Sila ptisobi proti sméru vektoru .

Definice je formélné stejné jako v 2.3 s tim rozdilem, ze vektory jsou v
soustavé spojené s prostorem.

2.3.2 Tenzor napéti

V prostorovych slozkach lze dokézat nasledujici tvrzeni o vektoru napéti

Tvrzeni 2.1 (Linearita T v druhé slozce).

T(&,0,t) = (D|6)T (&, é;,1) (2.9)
Rovnice (2.9) ukazuje, jaky vektor bude vhodné pouZit pro aplikaci Gaus-
sovy véty na posledni ¢len v (2.6).
Tenzor napéti lze vyjadiit v referen¢ni, kombinované a prostorové for-
mulaci.
V prostorové formulaci se tenzor napéti nazyva Cauchyho tenzor

A

7(2,t)(a,b) = b(T(&,

Sl O

t)]a) (2.10)

Tenzor, ktery vyuzijeme pro integralni formulaci (2.1), je kombinovany
nebo také dvoubodovy. Je to ddno tim, ze chceme, aby pro néj platilo (2.9),
coz lze zajistit pouze v prostorovém popisu, ale zaroven pozadujeme moznost
ho promitnout do prostoru soutradnic spojenych s poc¢atecni konfiguraci.
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Tento tenzor se nazyva 1. Piola-Kirchoffiv tenzor napéti

#(&,t)(a,b) = b(T'(%, %’, t)|a) (2.11)

Tenzor, ktery v obou svych slozkach pouziva vektory spojené s referencni
konfiguraci se nazyva 2. Piola-Kirchofftiv semi-tenzor napéti

7(x,t)(a,b) = b(T(x, %,t)\a) (2.12)

Tento semi-tenzor se pouziva pro formulaci Hookeova zakona. Problé-
mem je, Ze obecné pro toto zobrazeni neplati obdoba vztahu (2.9), protoze
transformované vektory materialové baze na sebe nemuseji byt v prostoru
kolmé. Protoze ale uvazujeme malé deformace, ukazeme, ze 1. a 2. Piola-
Kirchofftiv semi-tenzor mtizeme ztotoznit.

Pro pouziti Gaussovy véty se tedy nabizi diky vztahu (2.9), 1. Piola-
Kirchoffav tenzor. PrepiSeme tedy rovnici (2.6) na tvar

wdaz— / fda + / ei(3(@,1)(es 6)n)dA,  (2.13)

coz vede po pouziti Gaussovy véty na

/p8 %if’t)dx:/f(w,t)dw—l—/ei<V\%(:ﬁ(w,t),t)(ei,éj)>dw (2.14)

K K K

Operator v poslednim integralu odpovida tenzorové divergenci, je nutné
si vSak uvédomit, ze tenzor 7 je formalné definovan jako bilinearni zobrazeni
na dvou raznych prostorech

1) R xR3 - R (2.15)

Oba prostory jsou formélné stejné s Eukleidovskou bazi. Prvni mé vsak
zaklad v prostorovych a druhy v referen¢nich souradnicich. Protoze vektory
v téchto prostorech maji za zaklad body @ v referenc¢ni konfiguraci a & v
prostorové, kde & = u(x, t), mluvime o tomto tenzoru jako o dvoubodovém.

Pro takto zavedeny operator tenzorové divergence, lze (2.14) prepsat jako

de = /f+d|v7'd:c (2.16)
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2.4 Tenzor deformace

Bud 2 oblast kontinua x € €.

Funkce u charakterizuje deformaci kontinua. Bod x € () se deformuje na
bod u(x,t).

Funkce & = ®(x,t,v,£) je definovana jako rozdil skaldrnich soudini
vektoru {v pred a po deformaci v bodé x v case t.

Nyni budeme hledat vlastnosti funkce ® jako funkce & pro & — 0 pro

pevné x a t.
7 definice ® plyne

O(x,t,v,8) = (u(x + v, t) — u(x, t) + Ev|u(x + v, t) — u(x, t) + {v) — (Ev|fv) (2.17)

Predpokladame, ze ® ma spojité derivace vzhledem k & v 0. Pak plati

®(0) =0, %—?(0) = 0 a konecné

2 ulx v ulax v u\ v u\xr v
T2 0y = g dul@ T Ev D) Sulm t L0 D), |, Oul@ HEv D)) 4 o ul@ T L0, 1)

g2 ¢ 13 ¢ ¢

) (2.18)

Bilinearni zobrazeni

1/ ou(x+£a,t) Ou(x+Eb,t) du(x + €a,t) Ou(x + £b, t)
S )(a,b) = 5 (AL P L B0, | Iulz Ly | (22 EERD)) )

nebo ve slozkach

1 8uk auk 8“1 8u]~
. = (=£ - 2.2
ij(z,t)(a,b) 5 < oe; (x,t) o2, (x,t) + oz (x,t) + 2, (z, t)) (2.20)

se nazyva tenzor velké deformace a plati

0?P
a—?(m, t,v,0) =43 (x,t)(v,v) (2.21)
Malé deformace, pro které je velikost nelinearniho ¢lenu v (2.19), mala
v porovnani se zbyvajicimi linedrnimi cleny, lze charakterizovat pomoci li-
nearnich slozek tenzoru velkych deformaci. Tenzor malych deformaci tedy

zavadime predpisem

du(x +&a,t) M>) (2.22)

c(e.0(a,b) = 5 () 4 (o P
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nebo ve slozkach

1/ 0u; ou;
gij(z,t) = 5 (am(az,t) + &Lf (az,t)) (2.23)
J 7

Zname-li tenzor (x, t), je mozné (az na rotaci a translaci) urcit posunuti
u(x). Pro tenzor velké deformace je rota¢ni slozka vyznamna.

Tenzor malé deformace ¢ i tenzor velké deformace ¥ jsou z definice sy-
metrické tenzory druhého radu. Tyto tenzory jsou vyjadiené v soutadnicich
uzitych pro definici funkce @, tedy ve stavu pred deformaci. To je také divod
proc¢ je vhodné pracovat v referenc¢nich soutradnicich.

2.5 Hookeuv zakon

Obecny Hooketiv zakon udava relaci mezi tenzory napéti a malé deformace.
Elasticka idealizace vychazi pravé z toho, ze predpokladame linearitu této
relace.

(@, 1)(a,b) = <(a, ) (L(x,1)(a, b) (2.24)
L(z,t) je linedrni zobrazeni
L(z,t) : R> x R®* - R* x R? (2.25)

I kdyz mé zobrazeni 81 stupni volnosti, z dodate¢nych Gvah o symetrii
tenzord napéti a deformace a energetickych tivah se tento pocet redukuje na
21 stupni volnosti.

Obvyklejsi vyjadieni zobrazeni L(x,t) je pfes jeho maticové elementy.

Tij(.’D,t) = aijkl(.’ﬂ,t)gkl(JJ,t) (226)

Pro izotropni material, ktery ma ve vsech smeérech stejné elastické vlast-
nosti, plati vztah

7(z)(a,b) = (alb)\(z, t)tr (c(x, 1)) + 2u(x, t)e(x, t)(a, b), (2.27)
ve slozkové notaci tedy

Tii(x) = N, t)tr (e(x,1))0;; + 2u(x, t)eii(x, t), (2.28)
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kde (51'3' =1 pro 1 :] a (51']' =0 Jlnak

Koeficienty p(x, t) a A(x, t) jsou takzvané Lamého ¢i elastické koeficienty.
Pocet stupit volnosti pro zobrazeni L(x,t) se tak redukuje na dva.

V technické praxi se ¢asto zavadi jind dvojice ¢isel £ (Youngiv modul)
a o (Poissontiv pomér). Poissoniv pomér udava stlacitelnost latky a nesmi
presahnout 0.5. Youngiv modul nebo také modul pruznosti v tahu urcuje
linearni koeficient vztahu mezi tlakem a prodlouzenim v tahové zkousce.

Mezi koeficienty charakterizujicimi elastickou deformaci izotropniho ma-
teridlu plati vzajemné jednoznacné relace.

_ p(3A+2p)
L A+p

(2.29)

(2.30)
- __FEo
A= (140)(1-20)

V Hookeové zakoné vystupuje 2. Piola-Kirchofftiv semi-tenzor. Protoze
budeme chtit dosadit Hooketiv zakon do rovnice bilance hybnosti (2.14),
kde se pouziva 1. Piola-Kirchoffiiv semi-tenzor, musime znat transformacni
vztahy mezi obéma tenzory.

Plati transformacni vztah viz [12]

Ton = (1 + gjj)Tij (231)

ij
Pro sestaveni Lamého rovnic uvazujeme malé deformace. V (2.31) pfed-
pokladame (1+¢,;) ~ 1 a proto ztotozitujeme oba Piola-Kirchoffovy tenzory

a klademe
TRT (2.32)

2.6 Lameého rovnice

Vyjdeme ze vztaht (2.16) a (2.32). Dostaneme Lamého rovnice ve tvaru
integralu s pridanym evolu¢nim c¢lenem.

52_“(
P o

x,t)dx = /f(a:, t)dx + divT(z,t)dx (2.33)
K K
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Protoze K je libovolné zvolena oblast kontinua, dostaneme snadno dife-
rencialni tvar Lamého rovnic

o*u .
pw(w,t) = f(z,t) +divr(x,t) (2.34)
ve slozkové notaci
82Ui 67‘17 (1‘, t)

Koeficienty 1 a A mohou byt zavislé nejen na case a prostorové sourad-
nici, ale také na dalSich funkcich. Vzdy ale budeme predpokladat platnost
Hookeova zakona pro elasticky, izotropni material (2.28) s tim rozdilem, Ze
elastické koeficienty mohou byt funkcemi dalsich veli¢in. Z hlediska préace
bude predevsim vyznamnéa zavislost na koncentraci difundujiciho média.

2.6.1 Lameého rovnice pro elasticky izotropni material

Dosazenim Hookeova zakona pro izotropni elasticky material do (2.33) do-
staneme

2

pa—tg = grad (Adivu) + div (ugrad u + pgradu®) + f (2.36)
nebo ve slozkach
82ui 0 8Uj 0 8uz 8Uj
g ; 2.37

Rovnice lze upravit na tvar

0*u

pw = (A + p)grad (diva) + pAu + grad Adivu + div p(grad w + grad u®) + f

(2.38)
Reseni rovnice (2.36) udava vektor posunuti u(x, t) pro zadané objemové
sily f a elastické koeficienty p a A.

2.6.2 Lameého rovnice pri konstantnich elastickych ko-
eficientech

Jsou-li A a u konstantni ve vySetfované oblasti kontinua, rovnice (2.38) se
redukuji na tvar

18



82
pa—;; = (A + p)grad (divu) + pAu + f (2.39)

2.6.3 Okrajové podminky pro Lamého rovnice

Rovnice (2.36) obvykle nefesime na R3, ale na néjaké oblasti kontinua 2 C
R3, ktera piedstavuje hranici télesa nebo zkoumané ¢asti kontinua. Je proto
dilezité zadat sily a napéti nebo posunuti na okraji. Jednak to mtize byt
napéti, které piisobi na okraj nebo je mozné predepsat na hranici posunuti,
tedy hodnotu funkce u(x). Pak miZeme sestavit slabou formulaci problému
a v ni rovnice Tesit, napriklad metodou konecnych prvki.

Obecné hledame feSeni u jistého stupné hladkosti, které spliuje Lamého
rovnice. Bud Q omezend a oteviend mnoZina. 92 je oblast se tiidy C%! a
plati 90 =T’y UTy, U N, kde N m4 nulovou miru v R% I je ¢asovy interval,
na kterém hledame feseni problému. Okrajové podminky jsou pak na 02 x [
predepsany nasledujicim zpiisobem:

Dirichletova okrajova podminka

u(zx,t) = u(x,t) (x,t) €Ty x I (2.40)

Neumannova okrajova podminka
7(x,t)(e;, v(x))e; = TO(x,t) (x,t) €Ty x I, (2.41)

kde v je normélovy vektor k hranici v bodé x € 02, na levé strané s¢itame
pres index 1.
Slozkové lze vyjadrit Neumannovu podminku

iz, )vj(x) = T) (x, 1) (x,t) €Ty x I, (2.42)
kde v je opét normalovy vektor k hranici v bodé = € 02, nalevo sCitame
pres j.

Podrobné se slabé formulaci elastickych rovnic spolu s okrajovymi pod-
minkami vénuje ¢tvrta kapitola této prace.
2.6.4 Teorie linearni pruznosti ve 2D

V praxi se ukazuje, ze mnoho tloh linearni elasticity 1ze redukovat na dveé
dimenze. Existuji dva zakladni typy problémi. V prvnim je tfeti dimenze
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zanedbatelna (napf. napindni blany) a ve druhém piipadé naopak muizeme
predpokladat, Ze tloustka materidlu ve tieti dimenzi je tak velka, Ze ji lze
povazovat za nekonec¢nou.

Pro takto zadané tulohy je mozné redukovat problém do 2D tak, ze vy-
pocet ve dvou a tfech dimenzich vede na stejné vysledky.

Je dokonce mozné pievést problém do dvou dimenzi a pouzit primo La-
mého rovnice (2.36). V pfipadé tenkych vrstev je vSak tfeba modifikovat
elasticky koeficient \.

Tenké vrstvy

Pro vrstvy, jejichz treti slozka ma zanedbatelné rozméry miizeme pocitat
redukovany problém tak, ze predpoklddame nulové vSechny tteti slozky ten-
zoru napéti

7'33:7'23:7'13:0 (243)

Z (2.28) okamzité plyne €13 = €93 = 0.
Koeficient €33 lze stanovit z rovnice (2.28) pro element 733

0= )\5”‘ + 2/1533 (244)

to vede na

€33 = (€11 + €22), (2.45)

_)\+2,u

aby vSak bylo mozné pouzivat obvyklé tvary diferencialnich operaci, kon-
krétné grad (Adivu), ve dvou dimenzich, je tfeba modifikovat elasticky ko-
eficient A

< A
A=)\— 2.46
A+ 2p (2.46)
Nyni je tloha ekvivalentni feseni rovnice
20 -
Pop = grad (\divu) + div (ugrad w + pugradu’) + f (2.47)
s obvyklym tvarem diferencialnich operaci ve 2D.
Treti slozku posunuti lze dopocitat z (2.45) a z
0%u
PO @, t) = f (2.48)

coz odpovida tieti slozce rovnice (2.35).
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Tlusté vrstvy

Pro material, ktery je mozné pokladat za nekonecny ve tieti slozce pokla-
dame
€33 = €3 = €13 =10 (2.49)

Z Hookeova zdkona, vztah (2.28), okamzité plyne 713 = 793 = 0 a 733 =
)\(5 11+ 622).

Rovnice ve dvou dimenzich jsou identické s rovnicemi ve 3D vcetné stej-
nych elastickych koeficienti. Lze tedy pfimo feSit rovnici (2.36) ve dvou
dimenzich s obvyklym tvarem diferencialnich operatori ve 2D. Tteti slozku
posunuti Ize dopocitat z 33 =0 a

82U3

€11 + €22)
P o

(z,t) = fa+ al o (2.50)

coz odpovida treti slozce rovnice (2.35).
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Kapitola 3

Elasticita a difuze

Jednim z cilti diplomové prace je zkoumat feseni linedrné elastického modelu
spolecné s rovnici popisujici difuzi.

Difundujici veli¢inu lze reprezentovat nékolika moznymi zptisoby. Casto
se jedna o teplotu a sparované rovnice elasticity a difuze se nazyvaji termo-
elastické. Termoelasticitou a existenci feseni pro termoelasticitu se zabyva
napiiklad prace [16]. Pfehled publikovanych praci a vyvoj teorie termoelas-
ticity lze nalézt v [15].

Dalsi tfidou modeli, ktera je ¢asto zminovana, jsou modely, kde difun-
dujici veli¢ina méa charakter tekutiny, ktera prosakuje poréznim materidlem.
Formalné jsou vztahy pro termoelasticitu a poroelasticitu velmi podobné az
na to, ze pro poroelasticitu hraje roli difundujici veli¢iny koncentrace, ktera
vyjadiuje prosycenost materialu difundujicim médiem. Zajimavé prace na
téma poroelasticity jsou predevsim [18] a [19], kde se autor zabyva existenci
a jednoznacnosti sparovanych rovnic difuze a linearni elasticity. Prace [3] a
[10] se pak zabyvaji aplikacemi takovychto modeli.

Koncentrace nemusi mit ale pouze vyznam nasycenosti materialu teku-
tinou. V mnoha modelech se koncentrace pouziva jako mira probihajiciho
chemického procesu, ktery méni elastické vlastnosti latky. V takovém piipadé
mluvime o chemoelasticité. Tento vyznam je zminén napiiklad v [10] nebo
[4], kde se ovSem autoii zabyvaji primarné proudénim a nikoli elastickymi
deformacemi.

Sparovani rovnic difuze a elasticity se vSak neomezuje pouze na popsané
situace. Clanek [23] naptiklad tyto rovnice pouziva pro zkoumani bobtnaji-
cich nasdkavych gelid. Autofi [9] témito rovnicemi Fesi molekulédrni dynamiku
polymernich latek. Dalsi aplikace lze najit napiiklad v [21, 6].
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Existuje nékolik modelti, jak 1ze uskutecnit spojeni téchto dvou systému
rovnic. Preferovanym fesenim pro tuto praci bylo zavést elastické koeficienty
zavislé na difundujici veli¢iné. Pro dalsi zkoumani se nabizi také zavislost
koeficientu difuze na velikosti tenzoru posunuti.

I kdyz existuje mnoho praci na téma parovani difuze a elasticity, jedna
se Casto o modely typu (3.8) a existuje jen maélo praci, které by hovofily o
primé zavislosti elastickych koeficient na koncentraci difundujici latky nebo
opacne koeficientu difuze na velikosti deformace. Jednémi z méla ¢lankt jsou
[13], ktery pouzivé elastické koeficienty zavislé na koncentraci a [22], kde
autori popisuji deformaci fizenou difuzi.

3.1 Rovnice difuze

Necht je difundujici médium urceno svou koncentraci ¢ = ¢(x,t). Obecné

plati ¢ > 0. V termoelasticité ¢asto chapeme veli¢inu c jako teplotu a proto

ji neomezujeme shora. Pokud vsak ¢ chapeme ve smyslu koncentrace nebo

miry nasycenosti, je vhodné tuto veli¢inu shora omezit. Pro potfeby che-

moelasticity tedy zavedeme ¢ < 1, kde ¢(x,t) = 0 bude znamenat nulovou

nasycenost latky difundujicim médiem a c(a,t) = 1 nasycenost maximalni.
Vyjdeme ze zékona zachovani pro veli¢inu ¢ a dostaneme!

% c(x,t)dx = /h(:z;, t)dx — /(J(ar;, t)|n)dx (3.1)
Q Q o0

Vektor J(x, t) pfitom udava tok miry koncentrace. Mizeme pouzit, podle

povahy ¢, nékolik poucek (Dracyho zakon pro tok tekutiny, Fouriertv zakon

pro tok tepla nebo Prvni Ficktiv zédkon pro tok latkového mnozstvi), které

fikaji, ze tok difundujiciho média je timérny gradientu koncentrace. Fourie-

riav zakon ma pritom zvlastni postaveni jak je vysvétleno v poznamce. Pro
tok J plati

J(xz,t) = —kVc(x,t) (3.2)

'Pokud mé mit ¢ smysl teploty, vychdzime z rovnice bilance tepelné energie. Bilan-
covand veli¢ina, jejiz zménu zkoumame nebude pfimo teplota, ale hustota entalpie ph.
Prvni integral v (3.1) nahradi ¢asova derivace celkové entalpie. Jestlize neuvazujeme kon-
vektivni ¢len toku tepla, je jeho celkovy tok dan Fourierovym zdkonem tvaru (3.2), kde ma
¢ smysl teploty. Pokud jsou navic hustota a tepelna kapacita nezavislé na teploté, ziskame
vyslednou rovnici ve tvaru (3.5). Divodem, pro¢ je tfeba bilancovat entalpii a ne pfimo
teplo je, Ze teplo neni termodynamickym potencidlem a nelze jej pfimo diferencovat.
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Koeficientu & ve (3.2) budeme fikat koeficient difuze. Obvykle je pokla-
dan za konstantni, ale ve zcela sparované tiloze chemoelasticity jej polozime
zavisly na elastickych koeficientech.

Dosazenim vyrazu (3.2) do rovnice (3.1) ziskdame

%/c(az,t)dm = /h(:v,t)da:+/(kgrad c(x,t)|n)ydx (3.3)

Q Q N

aplikaci Gaussovy véty 2.1 pak ziskame

%/c(w,t)dm = /h(m,t)dzc+/div (kgrad c(z, t))dx (3.4)

Q Q

diferencialni tvar rovnice difuze tedy je

oc _
e div (kgradc) = h (3.5)
coz lze prepsat jako
dc .
T kAc —divkgradc = h (3.6)
coz se pro k = konst redukuje na
dc

3.2 Termoelastické rovnice

Spojeni elasticity a difuze je mozné provést nékolika zptisoby. Nasledujici
rovnice jsou prevzaty z [18]. I kdyz koeficienty difuze nejsou pfimo zavislé na
difundujici veli¢ing, je i tento systém velice zajimavy. Autor [18] jej pouziva
ke zkoumani interakce latky difundujici poréznim médiem, ale s formalné
stejnym systémem se Casto setkavame pii formulaci termoelasticity.

V [18] je navic rozpracovana teorie existence, jednoznacnosti a regularity
feseni daného systému v kvazistatickém priblizeni.

Pt — (A + plgraddivu(z, t) — pAu(e,t) +agrade(z,t) = f(z,t)

9 (agc(z, t) + adivu(w, t) — div (kgrad c(z, t)) = h(x,t)
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kde A, u, a, ag, k jsou konstanty.

Systém vychazi formalné z rovnice (2.33) a modifikované rovnice (3.5).
Pritom autor ponechava koeficient difuze i elastické koeficienty konstantni a
pro sparovani obou rovnic pouziva modifikovany tenzor napéti a modifiko-
vanou rovnici pro koncentraci v evolu¢nim clenu.

Konkrétng tak autor dosazuje za evoluéni ¢len v (3.5) misto

0
a(aoc + adivu) (3.9)
a za napéti
Tij = /\5ij5kk + 2M€ij — oz(Si-c (310)

Tato formulace je zde uvedena, protoze jde o bézny pristup ke sparo-
vani rovnic elasticity a difuze. V [18] je navic dosti podrobné rozpracovana
analyza pro kvazistaticky pripad p = 0.

3.3 Chemoelastické rovnice

I kdyz to neni zcela pfesné, budu se na castéji zkoumané pojeti parovani
difuze a elasticity popsané rovnicemi (3.8) odvolavat jako na termoelastické
rovnice.

Druhym, méné popsanym pristupem je parovani obou rovnic pfes elas-
tické parametry A a p a koeficient difuze k. K tomuto pristupu se budu
odvolavat jako k chemoelasticité.

Tento model, na ktery byl kladen nejvétsi diraz, méa elastické koeficienty
zavislé na difundujici veli¢iné. Podobny model je v literatufe zmiriovan po-
mérné ziidka i kdyz je prirozené predpokladat, ze elastické koeficienty jsou
na difundujici veli¢iné (teplota, koncentrace, nasycenost) pfimo zavislé. Jed-
nou z praci, které tento model pouzivaji, je [13], kde autofi fesi difuzi skrze
kompozitni cylindrickou strukturu.

Vyjdeme z rovnice pro elasticitu (2.36) a z rovnice difuze (3.5)

pZ%  — grad (Adivu) + div (ugrad u + pgrad ul) + f
(3.11)
ge div (kgradc) + h
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pritom bude platit

A= Ac(z,t))
o= e, ) (3.12)
k= k(u(xz,t))

Tento systém pak bude nutné fesit uz ne jako samostatné rovnice ale jako
vazanou ulohu.

Existuje nékolik priblizeni, které mohou usnadnit analyzu problému nebo
prinést vétsi stabilitu jeho numerického feseni.

3.3.1 Jednostranna zavislost elastickych koeficientt na
koncentraci
Jako prvni priblizeni lze Tesit rovnice, kde bude koeficient difuze konstantni,

ale elastické koeficienty budou zavislé na koncentraci. Modifikujeme vztahy
(3.12)

A= AMc(x, )
po= plc(z,t)) (3.13)
k = konst

Systém (3.13) bude z pohledu analyzy snadno Fesitelny, pokud bude mit
rovnice difuze dostatecné hladké feseni.

7 pohledu konkrétnich vztahi, které plati pro koeficienty difuze, pouziva
[13] systém

A= A(l—-3)
po= po(l—5) (3.14)
k = konst

Tento model stoji na predpokladu, zZe se zvétsujici se koncentraci, klesaji
elastické koeficienty a material mékne. To je opodstatnény predpoklad pokud
koncentraci modelujeme naptiklad postup koroze.

V modelu (3.14) navic pfedpokladame ¢ € [0,1]. Ve vazané tloze je to
dilezité také proto, aby elastické koeficienty byly nezaporné.

Pro chemoelastické vypocty v této praci pouzivam pravé systém (3.14).
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3.3.2 Kvazistaticka uloha

Kvazistaticka tloha je takova, kde zanedbame evoluc¢ni ¢len v rovnici pro
elasticitu. Klademe tedy p = 0. U komplikovanych struktur mtze absence
tohoto ¢lenu podstatné stabilizovat numerické feseni problému. Nehodi se
vsak v ptfipadech, kdy hustota materialu je velkd a odezva materidlu na pi-
sobici silu je srovnatelné dlouhd s délkou casového tseku, ktery zkoumame.
Naopak pro nizkou hustotu a systémy, které rychle spéji do stavu elastické
rovnovahy lze evolucni ¢len zanedbat.
Rovnice pro kvazistatické priblizeni jsou

0 = grad(\divu) + div (ugradu + pgrad u®) + f
(3.15)
2 = div (kgradc) + h

Samoziejmé je tieba doplnit vztahy typu (3.12).

3.3.3 Vztah pro koeficient difuze

Doplnit funkcionalni zavislost koeficientu difuze na deformaci do vztahti
(3.12) je komplikované. Jedinym zdrojem, o ktery se lze opfit je [22]. Bohuzel
autofi nevychazeji pii feseni primo z Lamého rovnic a tak jejich vysledky
nelze primo prenést na zde studovany systém. Pro prozkoumaéani této zavis-
losti by bylo tfeba prijmout dodatecné predpoklady nebo zjistit zavislost
experimentem.

Zavislost tak miize mit ve slozce k zcela obecny tvar

A= do(l-3)
o= po(l—3) (3.16)

ko= k(lu(e,1)])

je prirozené predpokladat, Zze k bude zavislé na velikosti posunuti nikoli na
jeho sméru.
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Kapitola 4

Slabé formulace problémni

4.1 Teorie linearnich eliptickych rovnic ve vi-
cerozmeérnych Sobolevovych prostorech

Véta 4.1 (Laxova-Milgramova). Bud H Hilbertiiv prostor se skalarnim
souc¢inem (.|.) a normou |.|g = (.|.)*/2. Bud' B : H x H — R biline4rni forma
na H, ktera je

e H-eliptickd (3¢ > 0, Ze Vu € H B(u,u) > c||ul[%})
e omezena (AM > 0, ze Vu,v € H B(u,v) < M||u||g||v||a)

PakVF € H* 3lu € H, ze

B(u,v) = (Flv) Yve H (4.1)

¢ 1
lullzr = Z[1F]]a (4.2)
Diikaz. viz [11] O

Pro eliptickou rovnici ve tvaru

0 ou
_a_a;i(aija_xj) = f (4.3)

je existence a jednoznacnost slabého feseni ve W12 diisledkem Lax-Milgramovy
véty, viz napfiklad [11].
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Pokud ale fesim tlohu (2.35), kde je prirozené kazdou slozku nésobit
testovaci funkci, nelze dikaz platny pro jednu dimenzi snadno prenést do
vicedimenzionalniho prostoru.

Pro pevné i totiz plati Hooketv zakon (2.28). 7;; = Ad;jepr + 2ue;; ale
neobsahuje pouze derivace skalarni funkce u;. Obsahuje také derivace slozek
u; a to i pro [ # i. Problém tedy nelze zjednodusit na feSeni t¥i nezavislych
rovnic, kazdou pro jednu skalarni funkci.

Z toho plyne nutnost zavést vicedimenzionalni Sobolevovy prostory W»4",
kde n je dimenze prostoru a v nich fesit vicerozmérnou tlohu. Dikaz exis-
tence a jednoznacnosti feseni pak vyplyne jako disledek Laxovy-Milgramovy
vety 4.1.

Dalsim problémem je, ze oproti klasické formulaci eliptickych problém,
je specialné pro linearni elasticitu tfeba oslabit pozadavky na vektorovou
diferencialni rovnici tak, aby diferencialni operator ztstal elipticky a bylo
mozné pouzit vétu 4.1 i kdyz samotna matice diferencialni tlohy neni pozi-
tivné definitni.

Nésledujici vztahy jsou modifikované vztahy z [11] pro vice dimenzi.

4.1.1 Vicerozmérny elipticky operator

Zavedme operator

L(u) = _eia—xj(az’jkza—xl) i,ke{l.n} jle{l.d} (4.4)
Budeme fesit tlohu
L(u) = f, (4.5)
tedy
_a_xj(aijkla_xl> =fi i,ke{l.n} jle{l.d} (4.6)

na oblasti ), pfes i se nescita, d je dimenze €2 a n je dimenze vektoru feseni.
Typicky n = d.

Bud ) omezend a otevienid mnozina. 0N je oblast se tiidy C%! a plati
0Q =T;UTyUN, kde N mé nulovou miru v R4V Okrajové podminky
jsou pak na 02 predepsany nasledujicim zptsobem:

Dirichletova okrajova podminka

ulz)=ul(x) xely (4.7)

29



Neumannova okrajova podminka

Je nutné predepsat hodnoty derivaci u; na hranici podle odpovidajicich ko-
normal.

— —y €Ty, 4.8
pritom plati % = (gradug|nik) a ng = aijvj, kde v je jednotkova
normala k okraji a pfes k se scita.

4.1.2 Slaba formulace ulohy
Oznacme B bilinearni formu na prostoru
V ={ueW""ulp, =0} (4.9)
iy, O
B, &) = [ anu=r5d eV 4.10
(LP E) /a]kl a$l al’j €T 90 € ( )

Q
Pak slabou formulaci ziskdme, vynasobime-li (4.6) testovaci funkci z V/,
zintegrujeme pres {2 a pouzijeme Greenovu vétu.

Definice 4.2. Slabé feseni eliptického problému Necht u® € Wh2" je
funkce, pro kterou tr (1ig)|'y = uo, kde tr znaci operator stop.

Rekneme, Ze funkce u je slabym feSenim eliptického problému s okrajo-
vymi podminkami a funkcionalem B popsanymi vyse, jestlize u — 1g € V
a

Blug) = (flelvv + [laleldS  VeeV (@

I

Véta 4.3. Existence a jednoznacnost FeSeni eliptického problému Necht
plati

e Hladkost koeficientii : a;j € L>(2)
e Prostor f: feV*

e Existence funkce spliiujici Dirichletovu podminku: Giig € W™ tr(1g)|Ty =
ug, kde tr znaci operator stop. Existence této funkce plyne z inverzni
véty o stopach, kterou je tfeba rozsirit pro vice dimenzi.
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e FElipticita: pro 3¢ > 0 Ze pro Vv € V. B(v,v) > c|gradv|3 pfitom

lgrad o[} = |23

e 'y ma nenulovou miru

Pak existuje pravé jedno slabé reseni eliptické tilohy, jehoz normu lze
navic omegzit vstupnimi daty tlohy.

Diikaz. Modifikaci dikazu z [8]. O

4.2 Evoluéni rovnice ve vice dimenzich

Vétsina vét, které plati pro jednodimenzionalni Sobolevovy prostory v jedné
dimenzi, 1ze pro evolu¢ni rovnice primocare prenést do vice dimenzi. Po-
drobna konstrukce Galerkinovskych systémi a predevsim energetickych od-
hadii feSeni pro parabolické a hyperbolické rovnice je provedena v [8].

Rovnice budeme fesit na oteviené, omezené mnoziné 2 € R? a na inter-
valu I = [0, 7.

Pro evolucni rovnice zavedeme casové zavisly bilinearni operator B pied-
pisem

Dy 08
Bltl(,8) = | asm( ) S de o eV 412
(6. / DGR g (4.12)
Budeme pozadovat (ELI)
C >0 Clgrad |3 < B[t](v, ) (4.13)

pro s.v. t € I a pro vSechny ¢ € V, kde V je prostor, na kterém tulohu
fesime v prostorovych souradnicich.

4.2.1 Parabolicka uloha

Zavedeme-li elipticky operéator £[t] predpisem:

6 8uk
Llt](u) = _a_xj(az‘jkl(t)a_ml), (4.14)
hledame feSeni rovnice
M s =f el (1.15)
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tedy
ou; 0 Oug,
9% —(%j (aijkl(t)_axl) = fi(t) tel (4.16)

s pocatecni hodnotou
u(z,0) =a’(x) =€ (4.17)

bud déle  omezend a oteviend mnozina. 9 je oblast se tiidy C%! a plati
00 =T,UT'yUN, kde N méa nulovou miru v R""!. Nehomogenni okrajové
podminky jsou pak na 0f) predepsany nasledujicim zptsobem:
Dirichletova okrajova podminka

u(zx,t) = u(x,t) (x,t) €Ty x I (4.18)

Neumannova okrajova podminka

Je nutné predepsat hodnoty derivaci u; na hranici podle odpovidajicich ko-
normal

auk(ac,t) B
m = gz(m,t) (a:,t) ey x ], (419)
Ouy,

piitom plati 5= = (grad ug|nik) a nig = a;juv;, kde v je norméla k okraji
7’ /z
a pres k se sCita.

Slaba formulace
Zavedeme prostor V' jako u eliptickych tloh

V = {uc W™ ulr, =0} (4.20)

Definice 4.4. Slabé feseni parabolického problému

> n 0 ny y 0 — n "
Budu® € L*(I, Wh*™)NL>(1, L*"), ze Y%= € L2(1,W=12") atr (u0(1))|T =
u®(t) prosv. t €1
Rekneme, Ze funkce u je slabym fesenim parabolického problému, jestlize

o u—ule LI, L>) N L3I, V)

o U [X(I,V¥)
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(P @)y + Bltl(ult), @) = (FO)|@hvy + / (@(D)|p)dS VeV

- (4.21)

pros.v.t e[

Véta 4.5. Existence a jednoznacnost FeSeni parabolického problému Necht
plati

e Hiadkost koeficientti : a;jp(t) € L>(2) pros.v. t € I

Prostor f: f € L*(1,V*)

a® € L*"(Q)

Existuje funkce u0 splnujici predpoklady vyse.

Elipticita: je splnéna podminka (ELI)
e 'y ma nenulovou miru

Pak existuje pravé jedno slabé reseni parabolické tilohy, jehoz normu lze
navic omezit vstupnimi daty tlohy:.

Diikaz. Modifikaci dikazu z [8]. O

4.2.2 Teorie regularity pro parabolickou tlohu
Nésledujici vétu z [8] vyuZijeme pozdéji. Staci ptvodni formulace pro n = 1.

Véta 4.6. Regularita feseni pro parabolické problémy
Necht' je funkce u slabym FeSenim parabolického problému daného line-
arnim eliptickym operatorem L£[t| a vstupnimi daty f a a na intervalu I a
V' je prostor pripustnych reseni eliptického problému.
Necht plati
d* f

a € W2mth2(Q) =% € LI WP2R2(Q))  ke{0,..,m} (4.22)
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Necht dale plati tyto podminky regularity ag =a a €V, a3 = f(0) —
L[0](ap) a1 €V, ..., an = f(0)— £[0)(an_1) am€V.
Potom plati

dk
7 € LA(I,W?m22k2(Q)) ke {0,...,m+ 1} (4.23)

a navic
m+1

ZH Hl<c ledtk |+ [lal]) (4.24)

v piislusnych normach. AC=C(m,Q,L1)
Diikaz. viz [8] O

4.2.3 Hyperbolicka aloha
Pro elipticky operator £[t]

Llt](u) = _a_xj(aijkl( )8ml) (4.25)
hledédme feSeni rovnice
J*u
o PR =f  tel (4.26)
tedy
82“2’ 8 8uk
oz a_xj(aijkzl(t)a_xl) =fi(t) tel (4.27)

s pocatecnimi hodnotami

u(z,0) =a’(x) x €
(4.28)

M(g,t)=a'(x) €

bud déle Q omezend a oteviend mnozina. 9 je oblast se tiidy C%! a plati
0N =T, UTyUN, kde N mé nulovou miru v R*~!. Nehomogenni okrajové
podminky jsou pak na 0f) pfedepsany nasledujicim zptisobem:

Dirichletova okrajova podminka

u(z,t) = u’(x,t) (x,t) €Ty x I (4.29)
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Neumannova okrajova podminka

Je nutné predepsat hodnoty derivaci u; na hranici podle odpovidajicich ko-
normal.

Ouy(x,t)
oni(x)

piitom plati 7! 8“" = (grad ug|n;) a niy = a;juv;, kde v je normala k okraji a
pres k se smta

= gi(x, 1) (x,t) ey x I, (4.30)

Slaba formulace
Zavedeme prostor V/
V ={uecW"?" ulr, =0} (4.31)

Deﬁnice 4.7. Slabé feSeni hyperbolického problému Bud u® € L (1, Wh2n),

ge U2 ¢ L>(1, L*™), 82}5 € LA(I, W=12m) a tr (u0(¢))|T; = u®(t) pro s.v.
te [
Rekneme, Ze funkce u je slabym fesenim hyperbolického problému, jestlize

o u—'lZOELO"(I,V)
o U g 1], [2n)

. dgg e L*(I,V¥)
e u(x,0)=a’(x) =€

o M(x,0)=a'(x) e

a plati

*u

<ﬁ|‘P>V*,V + Bli](u(t), p) = (f(D)lp)v-v + /(g(t)\cmdS Vo eV

I

(4.32)
prosv.tel

Véta 4.8. Existence a jednoznacnost pro hyperbolicky problém Necht plati

e Hladkost koeficientii : a;jp(t) € Wh(Q) pro s.v. t € I
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e Symetrie koeficienti a;ji(t) = api;(t)

e Prostor f: f € L*(I,L*")

e a’cV(Q)

e a! € [?"(Q)

e Existence funkce u® splnujici predpoklady vyse.

e Elipticita: je splnéna podminka (ELI)

e 'y ma nenulovou miru

Pak existuje prave jedno slabé feseni hyperbolické tlohy.

Diikaz. Modifikaci dikazu z [8]. O

4.3 Slaba formulace linearni elasticity

4.3.1 Eliptickad rovnice pro slabou formulaci linearni
elasticity

Nékdy je vyhodné tesit problém linearni elasticity jako staticky, bez evoluc-
niho ¢lenu v (2.34). Je to obvykle v situaci, kdy zndme poc¢atecéni konfiguraci
kontinua a zajima nas, jakym zptisobem se zméni po zapnuti sily. Vyvoj sys-
tému do koncového stavu pritom neni podstatny, nebo je hustota tak mala,
ze material na pusobeni sily reaguje témér okamzité ve srovnani s rychlosti
ostatnich procest, které studujeme.

Staticka tloha je numericky méné naro¢na na vypocetni vykon a fesSeni
je stabilnéjsi.

Chceme ziskat slabou formulaci pro rovnici (2.35) bez evolu¢niho ¢lenu

0= f(x,t)+divr(x,t) (4.33)
ve sloZzkové notaci Or (. 1)
T (e
= fi(z, t) + —L2—= 4.34
0= fila,t) + 57 (434

s okrajovymi podminkami:
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Dirichletova okrajova podminka

u(x) = u(x) xely (4.35)

Neumannova okrajova podminka
7(x)(es, v(x))e; =T (x) = €Ty, (4.36)
kde v je normélovy vektor k hranici v bodé x € 02, na levé strané s¢itame

pres index 1.
Slozkove lze vyjadrit Neumannovu podminku

my(@(@) = T(@) @ ey, (4:37)

kde v je opét normalovy vektor k hranici v bodé x € 0f), nalevo s¢itame
pres j.

Predpokladame pritom, Ze () je omezena a oteviena mnozina. 052 je oblast
se tiidy C%! a plati 90 = 'y UTy U N, kde N m4 nulovou miru v R? a mira
I'; je nenulova.

Zavedeme prostor V

V ={uc WY ulr, =0} (4.38)

Slabou formulaci eliptické elasticity ziskdame tak, Ze rovnici (4.34), vyné-
sobime testovaci funkci a zintegrujeme pies oblast €2. Pak pouzijeme zobec-
nénou Greenovu vétu, viz [11] a ziskame

[r@2 - [ 5@ @nds - (o) veev @
Q o0

Nyni mtzeme dosadit za tenzor napéti 7 Hooketiv zakon v obecném tvaru
(2.26) a dostaneme

5’ i\

/aijkl%?kz(w) g:s )diE - /Clijkﬁkz(ib)%(w)l/jds = (fle) VeeV,
Q ’ o0

(4.40)

kde a;;1; jsou maticové elementy Hookeovy matice dané (2.26). Diky symetrii

@ijr = ik plati

Oug(x) , | Op;(x) / Ouy(x) B
J TP @)% e — [0S @i dS = (fle) Ve eV
Q o0

(4.41)
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Slaba formulace linearni eliptické elasticity

Oznacéme

Oug(x) , | Ovi(x)
Bo(u,v) = i x dr u,veV 4.42
() = [ a2 @) 2 (4.42)

Q

Necht u® € W2" je funkce, pro kterou tr (w®)|T; = uP.
Rekneme, 7e funkce u je slabym fesenim (4.34) s okrajovymi podminkami
a popsanymi vyse, jestlize u —u® € V a

Buu.@) = (flehvr + [(Tp)dS VeV (a3

Iy

4.3.2 Existence a jednoznacnost pro eliptickou line-
arni elasticitu

Systém (4.43) je formalné shodny se systémem (4.11).

Existence a jednoznac¢nost feseni pro linearni elasticitu tedy plyne jako
disledek véty 4.3. Musime vSak ovérit platnost jejich predpokladi.

Hladkost elementti a;j;; plyne z hladkosti elastickych koeficientd A a p.
Predpokladame tedy A € L>®(Q) a u € L®(Q).

Funkci f kladu ve vSech vypoctech rovnou 0. V jinych aplikacich byva
casto konstantni a pfedstavuje hustotu gravitacni sily. Proto neni tézké splnit
fev. A

Existence funkce u® plyne z inverzni véty o stopach.

Véta tedy plati pro Dirichletovskou hranici nenulové miry a je-li splnéna
podminka elipticity B, tj. Vo € V' By(v,v) > c|grad v|3.

Maticové elementy a;; maji pro izotropni linearné elasticky material
tvar

@ikt = N0k + (801 + 9idjk) (4.44)

Pokud by byla tato matice (indexy fadek ij a sloupcii kl) pozitivné definitni,
ihned by z toho plynula elipticita operatoru B,;. Matice ale neni ani regularni
a tak musime elipticitu ovétit jinak. Dosadime (4.44) do (4.42)

ouy, Ou; ou;
Bu(u, u) = / M@y G ey 0T we V. (449
Q
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kde € je z (2.23) ve slozkach

eij(u) (446)

a diky symetrii €
Ba(u,u) = /)\(:c)aii(u)ekk(u) +2u(x)ei;(u)e;(u)de weV  (4.47)

Q

Vé&ta 4.9 (Kornova nerovnost). BudQ2 C R aw € V, kde 'y m4d nenulovou
miru, pak dc, ze

/%(u)s”(u) > c/ 29z, 0z, dx (4.48)

Q Q
Diikaz. Viz [14]. O

7 Kornovy nerovnosti uz plyne elipticita B,; a tedy i existence a jedno-
znacnost pro eliptickou rovnici linearni elasticity.

4.3.3 Hyperbolicka rovnice pro linearni elasticitu

Rovnice (2.36) je sama o sobé hyperbolicka. Jeji ¢ast bez evolu¢niho ¢lenu
je elipticka, jak bylo ukazano v predchozi kapitole.
Zavedeme casové zavisly bilinedrni funkcional B [t](u,v)

Ouy Ov; ov;
Bel[t]('u,, ’U) = /)\($)5ma—x:% + Z,u(:c)e(u)”%dm (449)
J J

Q

(2.36) je hyperbolickd rovnice typu (4.27) s funkciondlem B[t](u,v) a
okrajovymi podminkami, které byly popsany v predchozich kapitolach.

Pro Neumannovu podminku plati, ze soucet derivaci podle odpovidaji-
cich konormal odpovida prave

Ouy ()
anik(m )
Slaba formulace pro evolucni linearni elasticitu tedy odpovida tloze najit
funkei u(a, t), ktera spliiuje

<%2—:|cp>v*,v + Balt)(u(t), ¢) = (FO)|@)v-v + /(g(t)|so>d5 Vo eV

s

= 7y(@);(@) =T(2) wel (4.50)

(4.51)
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prosv.tel
7 véty 4.8 plyne existence a jednoznacnost. Oproti statické tloze je treba
navic splnit kromé symetrie Hookeovy matice, ktera je zarucena, také \ €

Whe(Q) a p € W (Q) pro s.v. t.

4.4 Slaba formulace chemoelasticity

Resime-li chemoelasticky problém, fesime sparovanou hyperbolickou rovnici
pro elasticitu a parabolickou rovnici pro difuzi.

Hyperbolickd rovnice pro rovinnou elasticitu byla popsana v predchozi
kapitole.

Operator pro difuzi, ktery vychézi z rovnice (3.5) mé tvar

Buir[t](c, &) = /(kgrad c)grad {dx (4.52)

Q

Necht fl a fg znaci Dirichletovskou a Neumannovskou ¢ast hranice.

Zavedeme prostor K = {¢c € W'2;¢|['; = 0}

Slaba formulace pro evolu¢ni rovnici difuze tedy je najit funkei c(x,t),
ktera splinuje

(ol + Bat(c(0).€) = (0l + [ 90)edS Ve e K (453

pros.v.t e[
Podminky pro existenci a jednoznacnost feseni dava véta 4.5.

4.4.1 Jednostranné sparovana uloha

Systém (3.13) zavadi piirozenou zavislost elastickych koeficient na difuzi.
Byl pouzit v [13]. Jeho vyhodou je, Ze lze fesit obé rovnice oddélené. Nej-
prve vyresit parabolicky problém pro koncentraci a pak vypocitanou funkci
dosadit do rovnice pro elastické koeficienty.

Pokud bude mit rovnice (4.53) dostatecné hladké feseni, konkrétné c(t) €
W1e(Q) pro s.v. t € I pro hyperbolickou elasticitu, piipadné ¢ € L> pro
kvazistaticky problém, kde fesime pouze eliptickou ¢ast linearni elasticity
(4.33).
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Pokud budou vstupni data dostatecné hladka, lze vyslovit zavér o exis-
tenci a jednoznacnosti feseni, jak pro kvazistatickou, tak pro plné dynamic-
kou tlohu typu (3.14).

Kvazistaticky pripad

Pro piipad kvazistatické alohy typu (3.14) ndm staci A € L™ a u € L,
tedy ¢ € L™ pro s.v. t.
Plati véta

Véta 4.10. Obecnd Sobolevova nerovnost
Necht Q je oteviend, omezend ifddu C%' Q0 C R Necht u € Wk»
Je-1i
d
k> (4.54)
p

pak u e C" L51- 17(Q), kde

Q
d
{ 5 ———|—1 kdyzl—jnem celé

kdyz 4 > Je celé (4.55)
a navic
el o 1gy-1 < Ol (456)
aC=0C(k,p,d,~,Q)
Diikaz. viz [8] O

Pro d = 3 je podle 4.10 W22 C C%: L.

Symbolem [ znac¢im spojité vnoreni prostort.

Pokud tedy bude ¢ € W22 pro s.v. t, plyne z toho existence a jednoznac-
nost feseni kvazistatické tlohy. R

To 1ze zajistit podle véty 4.6 volbou a® € K a h € L*(I,L*()). Pak
¢ L2(I, W22,

Plné evoluéni rovnice

Pro ulohu plné evolu¢ni, s hyperbolickou rovnici elasticity, je tfeba splnit
A€ Wb a e Wh> tedy v ptipadé modelu (3.14) ¢ € W™ pro s.v. t.

Podle piedchoziho bude ¢ € W1, pokud ¢ € W32 pro s.v. t. Necht K
je prostor pripustnych feseni eliptické ¢asti rovnice difuze.
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Podle 4.6 bude ¢ € L*(I,W*?) a % e L*(I,W??) pro vstupni data

hoe LXI,W??), ze @ ¢ [X(I,1%) a a® € W3, kterd spliuji a® € V a
h(0) — £4£]0](a®) € V. Plati tedy ¢ € L2(I, W*2) a odsud jiz ¢ € W pro

s.v. t.

4.4.2 Oboustranné sparovana uloha

Tento problém je z pohledu analyzy nejvice komplikovany. Rovnice celého
systému neni obecné elipticka a je tfeba najit vhodnou aproximaci pro dalsi
analyzu.

Systémy typu (3.16) nejsou jesté dobfe prozkoumané ani numericky ani
analyticky. Tento tikol je jednim z cilti pro dalsi praci.
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Kapitola 5

Vysledky

5.1 Modelova uloha

I kdyz problémy, které tato prace fesi maji obecny charakter, bylo pro testo-
vani vSech vysledk®i a modelti pouzito jedno konkrétni experimentalni uspo-
radani. Jedna se o ¢tverec s kruhovym otvorem zatizeny na protilehlych
stranach. Tento problém byl pouzit jako soucast kalibracni ulohy, takzva-
ného benchmarku, skupiny DFG-Paketantrag [2], ktera méla za cil porovnat
efektivitu celé skaly algoritmi pro metodu konec¢nych prvki na problémech
linearni elasticity a elastoplasticity.

Existovalo n€kolik divodi, pro¢ byla zvolena praveé tato tiloha. Prvotnim
divodem bylo otestovani a kalibrace modulu pro rovinnou elasticitu. Diky
zndmym hodnotdm testovanych velic¢in, viz [5], bylo mozné odhadnout, jak
jemnou sit je tfeba pouzit a tyto odhady pouzit jako vychodisko pro dalsi
vypocty. Kdykoli v budoucnu je navic mozné pridat do modelu plasticitu a
nastinénym zptiisobem jej kalibrovat diky existenci vysledki pro elastoplas-
tické modely, viz [20, 1, 7, 17].

Dalsim divodem byla vyhodnost dané geometrie pii zkoumani, zda je
mozné modelovat trhliny v materidlu pomoci elipsy s degenerujici poloosou.

V budoucich pracich je navic mozné vyjit ze zavért této prace a spocitané
hodnoty na tomto relativné jednoduchém, avsSak netrividlnim uspotfadani,
pouzit jako kalibrac¢ni tlohu pro budouci modely.
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5.1.1 Usporadani modelové ulohy

Jedné se o ¢tverec s vyfiznutym kruhovym otvorem uprostied, z elastického
materialu o parametrech £ = 206900, ¢ = 0.29, délka hrany je d = 20 a
polomér vytezu r = 1.

Protoze to bylo vyhodné z hlediska skalovani, byly velikosti veli¢in sta-
noveny bezrozmérng, ve shodé s [5]. Ctverec je zatiZen nahoie a dole kon-
stantnim napétim 7.

Vzhledem k symetrii llohy je mozné pocitat tilohu jen na ¢tvrtiné ¢tverce
a doplnit vhodné okrajové podminky.

B |
20 < 10 >
T T
@2
o \®\ o
N -
R1
v v A

Obrazek 5.1: Geometrie modelové tlohy a naznaceni symetrie

Oblast 2 C R? napravo na obrazku 5.1 je definovana piedpisem

Q={xcR*:0<2,<10,0<2y<10,(10 —z;)* +22>1}  (5.1)

Okrajové podminky a vstupni data pro model linearni elasticity

Na dvou castech hranice je predepsana kombinovana Dirichletova a Neu-
mannova podminka. Dirichletovska cast pritom plyne ze symetrie tlohy.
Piedepisujeme u; = 0, 79;77; = 0 na c¢asti hranice z; = 10,1 < x5, < 10 a
up = 0, ;73 = 0 na ¢asti hranice 0 < 21 < 9,29 = 0. v je normalovy vektor
v daném bodé.
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Cisté Neumannova podminka je pfedepsana na vsech ostatnich ¢astech
hranice. Konkrétné 7(x)(e;,v(x))e; = (0,T) pro ¢ast hranice 0 < z; <
10, x5 = 10. To odpovida tahu velikosti 7" na horni ¢ast geometrie. Na vSech
ostatnich castech hranice je Neumannova podminka, tedy projekce tenzoru
napéti na normalu k hranici pfedepsana vektorem (0, 0).

Ve shodné s [5] je T = 4.5. Déle pokladam f(x) = 0 pro x € €.

5.2 Kalibrace modelu

Model pro linearni elasticitu ve slabé formulaci jsem fesil programem Comsol
Multiphysics. Jedna se o elipticky model popsany rovnici (4.33) s okrajovymi
podminkami a vstupnimi daty popsanymi v predchozi sekci feseny jako 2D
uloha pro tenké vrstvy, viz kapitola 2.6.4. Abych zjistil nakolik se vysledky
tohoto modelu shoduji s ovérenymi vypocty a jaka je rychlost konvergence
feSeni pro zjemnujici se sit, pouzil jsem jako benchmark zminovanou préaci
[5].

Autofi [5] porovnavaji pro pevné zvolené konstantni hodnoty Youngova
modulu £ = 206900 a Poissonova poméru ¢ = 0.29 hodnotu napéti m v
bodé A = (9,0) pro postupné zjemtniovanou adaptivni sif. Prace [5] pouziva
kvadratické Raviart-Thomasonovy prvky a vlastni aposteriorni odhad pro
zjemnéni sité. Vzhledem k celé geometrii 5.1 se d& ocCekavat, ze napéti o
bude dosahovat maximalnich hodnot pravé v bodé A. Tomu odpovidaji i
vysledky, viz obrazek 5.6.

Pro predstavu jakym zptisobem se lisi hodnoty vypocitané pro adaptivni
zjemniovani sité a pro klasicky konstruovanou neadaptivni sif jsem nejprve
vyzkousel, jakym zpiisobem se bude ménit napéti v daném bodé a poté
jsem konstruoval adaptivni sit, podobné jako v [5], v sedmi po sobé jdoucich
krocich zjemnovani. Vysledky jsem porovnal. V programu Comsol Multiphy-
sics jsem pouzil kvadratické Lagrangeovy prvky. Program Comsol odhaduje
chybu v L? normé a zjemiiuje ty elementy, pro které je odhad chyby nejveétsi,
viz [24].

7 grafi 5.2 a 5.3 je vidét, ze konvergence adaptivnich Lagrangeovskych
prvki je ptiblizné stejnda jako konvergence adaptivnich Raviart-Thomasonovych
prvki popsand v [5]. V zéavislosti na po¢tu stupnt volnosti se jevi konver-
gence Lagrangeovskych prvki ve srovnani s Raviart-Thomasonovymi do-
konce o néco rychlejsi. Konvergence neadaptivné zjemnovanych Lagrangeov-
skych prvki je ovSem znatelné horsi. Je tedy vidét, ze vhodné volba metody
adaptivniho zjemnovani sité miize zrychlit konvergenci vice nez samotna
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Comsol neadaptivni Lagrangeovy kvadratické prvky
Elementt | Stupnt volnosti Napéti 199
46 218 11.163
106 470 11.813
281 1196 13.141
446 1874 13.350
1005 4158 13.620
1514 6218 13.635
3181 12952 13.639
10606 42822 13.702
42298 169986 13.824

Tabulka 5.1: Vysledky programu Comsol pro neadaptivni zjemnovani sité

Adaptivni Lagrangeovy kvadratické prvky

Zjemnéni | Elementd | Stupnd volnosti | Napéti 7o
0 46 218 11.163
1 112 494 11.745
2 284 1214 13.475
3 633 2644 13.759
4 1437 5912 13.759
5 3176 12962 13.851
6 6908 28014 13.880
7 14367 58040 13.879
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Tabulka 5.2: Vysledky programu Comsol pro adaptivné zjemtiovanou sit




Adaptivni Raviart-Thomasonovy kvadratické prvky
Zjemnéni | Elementt | Stupnd volnosti | Napéti 7o,

0 52 832 9.946

1 117 1872 12.481

2 247 3952 13.408

3 513 8208 13.716

4 1063 17008 13.824

5 2106 33696 13.859

6 4277 68432 13.876

7 8465 135440 13.881

Tabulka 5.3: Vysledky préce [5] pro adaptivné zjemtiovanou sit

14,0 4
A
a A oA o ) .
A® ° -
m [ ]
13,5 °
A
| |
| |
13,0 o
&
(5
12574 B |Lagrange neadaptivni
® |agrange adaptivni
A Raviart-Thomas adaptivni
12,0 ——— ——
100 1000 10000

Pocet elementt

Graf 5.2: Zavislost rychlosti konvergence na poc¢tu elementii
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Graf 5.3: Zavislost rychlosti konvergence na poc¢tu stupnii volnosti

volba konkrétnich kone¢nych prvki. Jakym zpisobem zjemnoval adaptivné
sit program Comsol ve srovnani s neadaptivni triangulaci je dobie vidét z
vizualizaci siti na obrazcich 5.4 a 5.5. Velké zjemnéni je prave v okoli vytiz-
nutého kruhového otvoru, kde lze ocekavat nejdynamictéjsi chovani feseni.

5.3 Zkoumani chovani napéti v okoli eliptic-
kého otvoru

Dilezitou otézkou teorie linearni elasticity je problém jak se vypotradat s
trhlinami v materialu. Trhliny nepfenasi napéti stejné jako zbytek materi-
alu a navic maji tendenci dale se roztrhavat. V této casti se budu zabyvat
moznosti modelovat trhliny v materidlu pomoci eliptického vytezu. Zamérim
se pritom na prenos napéti a trhani nebudu uvazovat.

Geometrii budu ménit tak, ze misto kruhového otvoru umistim do stiedu
¢tvercové geometrie, viz obrazek 5.1, elipsu. Zajimavé bude predevsim sle-
dovat hodnoty napéti v hrani¢nim bodé A s ménici se délkou poloos elipsy.
Predevsim jde o limitni chovani pro pripad, kdy jedna poloosa elipsy dege-
neruje k 0.

Pro elipsu s délkami poloos rx a ry modifikujeme definici oblasti Q C R?
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Obrazek 5.4: Triangulace po tfech adaptivnich zjemnénich v programu
COMSOL

Obrazek 5.5: Triangulace bez adaptivity
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Surface: T22 Max: 13.879
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Obrazek 5.6: Vizualizace vypoctu feseni pro 14367 Lagrangeovskych prvki
a 58040 stupnti volnosti po 7 adaptivnich zjemnénich.

(10 — 161)2 l’_%
3 re

Q={xecR*:0<x <10,0 < x5 < 10, >1}  (5.2)

Okrajové podminky a vstupni data

Na dvou castech hranice je predepsana kombinovana Dirichletova a Neu-
mannova podminka. Dirichletovska c¢ast pritom plyne ze symetrie tlohy.
Piedepisujeme u; = 0, 73;v; = 0 na ¢asti hranice 7 = 10,7y < 2 < 10 a
up = 0, 7;; = 0 na ¢asti hranice 0 < 27 < 10 — rx ,22 = 0. v je pfitom
normala ke hranici.

Cisté Neumannova podminka je piedepsana na vsech ostatnich ¢astech
hranice. Konkrétné 7(x)(e;, v(x))e; = (0,T) pro ¢ast hranice 0 < z; <
10, zo = 10. To odpovida tahu velikosti 1" na horni ¢ast geometrie. Na vSech
ostatnich ¢astech hranice je Neumannova podminka, tedy projekce tenzoru
napéti na normdlu k hranici, pfedepsana vektorem (0, 0).

Ve shodé s [5] je T' = 4.5, hodnoty Youngova modulu a Poissonova po-
méru jsou E = 206900 a ¢ = 0.29. Dale pokladam f(x) = 0 pro € .

Resim tedy elipticky model vychézejici z rovnice (4.33) s okrajovymi
podminkami popsanymi vyse jako 2D tlohu pro tenké vrstvy, viz kapitola
2.6.4.
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Napéti 72 u paty elipsy

Bylo zjisténo, zZe nejvétsi zmény s proménnou délkou poloos elipsy vykazuje
hodnota napéti 7 v bodé A = (10 — rx,0) u paty oblouku.

Se zmensujici se poloosou elipsy ve sméru y toto napéti roste. Naopak
je-li zmensovana poloosa ve sméru x, napéti klesé. Zajimavé taktéz je, ze ¢im
vEtsi toto napéti je (tedy ¢im mensi je poloosa ry), tim vice je maximalni
hodnota lokalizovana v okoli bodu A a s rostouci vzdalenosti od tohoto bodu
hodnota 79 strméji klesa. Toto chovani lze vysvétlit tak, ze v okoli otvoru
vznika napéti, které se koncentruje podél hrany elipsy predstavujici trhlinu.
Je-li hrana dostatecné oblé, napéti se miize rozlozit podél této hrany. Pokud
vSak bude zaobleni prili§ strmé, nedovoli napéti rozlozit se na vétsi plochu
a to se tak koncentruje do jednoho bodu.

V reélné situaci tak dochazi k trhani a rozevirani trhliny.

Grafy 5.7 a 5.8 zachycuji naméfenou zavislost napéti 755 na poméru po-
loos elipsy rx : ry. Délka jedné z poloos byla vzdy rovna 1 tak, aby bylo
zachovano skalovani. Hodnota 799 byla vzdy odecitana u paty oblouku v
bodé A. Vypocet jsem provedl na adaptivné zjemnované siti. Pti kalibraci
se jevilo jako dobré vychodisko pouzit 5-7 adaptivnich kroki. Vzhledem k
vypocetni kapacité, kterou jsem disponoval, nebylo mozné provadét vétsi
zjemnovani v situacich, kdy 7 adaptivnich krokt nestacilo. Pro lepsi pred-
stavu o rychlosti konvergence jsem vypocital vSechny hodnoty postupné pro
5, 6 a 7 adaptivnich krokt. Pfitom pro 7 zjemnéni fesim tlohu na siti s
radoveé 30.000 prvky a 130.000 stupni volnosti. Pro extrémné malé velikosti
poloosy ry vSak pocet zjemnéni nebyl dostatecny, jak je ziejmé z grafu 5.7
a tabulky 5.4.

Pro elipsu s délkou poloosy ry = 0.07 a mensi, dany numericky model se-
lhava. Je to dano velmi pravdépodobné nedostatecnym poctem adaptivnich
zjemnéni a velkou nepiesnosti na ptivodni zjemnované siti, kterd ne zcela
zachycuje jemné detaily geometrie v okoli paty elipsy.

Pro ta feseni, pro ktera se numericky model choval stabiln€, jsem vynesl
zévislost T92(A) na poméru poloos do grafu 5.8. Zde je jasné patrny linedrni
rist napéti 9o v zavislosti na poméru poloos elipsy.

Pokles napéti 7, se vzdalenosti

Mam analytické podklady ve formé zapiski z prednasek, které rtikaji, Ze
pokud je namisto elipsy vlozen do stfedu zatézovaného ¢tverce obdélnikovy
otvor s hranami délek [, a [,, roste napéti k nekonecnu. Tedy pokud posleme
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Graf 5.7: Zavislost napéti 755 u paty oblouku na poméru poloos
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Graf 5.8: Zavislost napéti 75 u paty oblouku na poméru poloos
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Parametry elipsy T22 (Pocet adaptivnich krok)
Y Poloosa | X Poloosa | Pomér 5 6 7
1.00 0.01 0.01 4.591 4.591 4.591
1.00 0.02 0.02 4.682 4.682 4.682
1.00 0.03 0.03 4.773 4.773 4.773
1.00 0.04 0.04 4.864 4.864 4.864
1.00 0.05 0.05 4.954 4.955 4.955
1.00 0.06 0.06 5.044 5.046 5.046
1.00 0.07 0.07 5.134 5.137 5.137
1.00 0.08 0.08 5.228 5.228 5.228
1.00 0.09 0.09 5.319 5.319 5.319
1.00 0.10 0.10 5.410 5.410 5.410
1.00 0.20 0.20 6.324 6.325 6.325
1.00 0.30 0.30 7.241 7.244 7.244
1.00 0.40 0.40 8.169 8.171 8.170
1.00 0.50 0.50 9.098 9.102 9.101
1.00 0.60 0.60 10.033 | 10.033 10.039
1.00 0.70 0.70 10.981 10.987 10.987
1.00 0.80 0.80 11.935 11.942 11.943
1.00 0.90 0.90 12.868 | 12.869 12.900
1.00 1.00 1.00 13.851 13.880 13.879
0.90 1.00 1.11 14.857 14.857 14.883
0.80 1.00 1.25 16.113 | 16.114 16.140
0.70 1.00 1.43 17.728 | 17.728 17.760
0.60 1.00 1.67 19.832 | 19.832 19.906
0.50 1.00 2.00 22.634 22.869 22.868
0.40 1.00 2.50 27.186 27.133 27.401
0.30 1.00 3.33 34.862 | 34.890 35.064
0.20 1.00 5.00 48.301 | 49.772 50.170
0.10 1.00 10.00 | 82.664 | 93.928 95.117
0.09 1.00 11.11 82.088 | 100.605 100.357
0.08 1.00 12.50 | 103.129 | 110.527 115.534
0.07 1.00 14.29 | 102.648 | 146.110 242.749
0.06 1.00 16.67 | 212.569 | 301.264 427.272
0.05 1.00 20.00 | 150.341 | 211.532 299.116
0.04 1.00 25.00 | 152.639 | 182.812 209.876
0.03 1.00 33.33 | 173.176 | 209.201 251.048
0.02 1.00 50.00 | 178.894 | 277.950 415.882
0.01 1.00 100.00 | 214.962 | 427.403 596.219

Tabulka 5.4: Zavislost napéti 795 u paty oblouku na délce poloos elipsy
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délku hrany obdélniku ve sméruy [, — 0, pak napéti 7oy — oo. Protoze ale
plati vysledky o existenci a jednoznac¢nosti pro tuto tlohu, musi 75, vytvaret
pro l, — 0 singularitu v bodé u hrany obdélnika, ktery odpovidéd bodu
A = (10 — rx,0) u paty elipsy v 5.1.

Ve zminénych zapiscich je navic rozebrano, ze pokles funkce 195 bude pro
l, = konst timérny l%

Rozhodl jsem se ynumericky overit, nakolik je tento analyticky vysledek
platny i pro elipticky otvor. To, ze pro klesajici délku poloosy ry vyznamné
roste napéti Ty potvrzuji predchozi vysledky podlozené grafy 5.7 a 5.8. Pro
studium toho, jak rychle funkce klesa, jsem se rozhodl pouzit nasledujici
postup.

Mezi body A = (10—7x,0) a levym hornim rohem geometrie (0, 10) jsem
vynesl myslenou tsecku a zkoumal, jak daleko od bodu A se nachéazi na této
usecce bod, ve kterém bude hodnota napéti my polovi¢ni oproti hodnoté v
bodé A. Tuto vzdalenost zna¢im pismenem d.

Vzhledem k tomu, ze funkce je na dané tiseCce monoténni, bylo mozné
pouzit algoritmus piileni intervalu pro hledani hodnoty T”T(A). Pouzil jsem
30 krokt ptileni, coz generuje chybu urceni vzdalenosti v fadu 107%. To
je samoziejmé vic nez je nutné, ale vzhledem k rychlosti algoritmu ptleni
intervalu to neznamenalo prakticky zadnou ztratu vypocetniho casu.

V tabulce 5.5 a grafu 5.9 jsou zachyceny vysledky pro rizné pomeéry
poloos. Pokud plati zavéry zminiované prace i pro elipsu, méla by byt hodnota
p?d pro rtizné poméry poloos konstantni. Pfitom p je pomér poloos elipsy
rx : Ty a d vzdalenost na pfimce k poloviéni hodnoté napéti mo9(A).

Pro nizké délky poloosy rx, jsou rozdily v napéti 795 malé a v zadném
bodé uvniti geometrie neni napéti tak nizké, aby se rovnalo poloviné napéti
Too Vv bodé A. Pouzitelné vysledky jsem tedy obdrzel jen pro dostate¢né velké
poméry poloos. Pro délku poloosy rx = 0.5 je vysledek mimo rozsah. Je to z
toho divodu, Ze hodnota napéti v bodé A je priblizné polovi¢ni, ve srovnani
s napétim na zbytku geometrie. Z toho je ziejmé, Ze pomér poloos je prilis
nizky na to, aby dobfe reprezentoval konvergenci pro p — oo. Smérodatné
jsou tedy hodnoty pro elipsy s vétsim parametrem p.

7 vysledkt je vidét, ze pro velikosti poloosy ve sméru y ry = 0.07 a
vyssi, vypocet selhava. Specidlné pro hodnotu (rx,ry) = (1,0.07) jsem pro-
vedl dodatecné vypocty na stroji s fadové vyssi kapacitou zdroji. Vysledek
nejenze dobie kopiruje trend naznaceny v grafu 5.9(p*d = 0.64715), ale i
hodnota 792(A) = 135 odpovida trendu linearni zavislosti tohoto napéti na
p, ktery je patrny z grafu 5.8.
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Elipsa d p?d
Poloosa Pomeér Adaptivnich krokt Adaptivnich kroku
Y X |p=X:Y 5 6 7 5 6 7
1.00 | 0.50 0.50 6.516 6.456 6.400 1.629 | 1.614 | 1.600
1.00 | 0.60 0.60 1.735 1.735 1.731 0.624 | 0.625 | 0.623
1.00 | 0.70 0.70 1.097 1.095 1.096 0.537 | 0.537 | 0.537
1.00 | 0.80 0.80 0.841 0.841 0.840 0.538 | 0.538 | 0.538
1.00 | 0.90 0.90 0.700 0.706 0.706 0.567 | 0.572 | 0.571
1.00 | 1.00 1.00 0.617 0.617 0.617 | 0.617 | 0.617 | 0.617
0.90 | 1.00 1.11 0.493 0.493 0.492 0.609 | 0.609 | 0.608
0.80 | 1.00 1.25 0.386 0.387 0.386 0.603 | 0.605 | 0.602
0.70 | 1.00 1.43 0.295 0.296 0.296 0.603 | 0.605 | 0.603
0.60 | 1.00 1.67 0.219 0.219 0.218 0.609 | 0.609 | 0.606
0.50 | 1.00 2.00 0.155 0.153 0.152 0.618 | 0.611 | 0.607
0.40 | 1.00 2.50 0.097 0.096 0.098 0.608 | 0.602 | 0.612
0.30 | 1.00 3.33 0.058 0.056 0.056 0.644 | 0.626 | 0.627
0.20 | 1.00 5.00 0.027 0.026 0.026 0.683 | 0.637 | 0.648
0.10 | 1.00 10.00 0.008 0.006 0.007 | 0.772 | 0.627 | 0.661
0.09 | 1.00 11.11 0.006 0.006 0.005 0.785 | 0.711 | 0.654
0.08 | 1.00 12.50 0.004 0.004 0.004 0.661 | 0.687 | 0.646
0.07 | 1.00 14.29 0.00229 | 0.00093 | 0.00034 | 0.468 | 0.190 | 0.070
0.06 | 1.00 16.67 0.00033 | 0.00008 | 0.00001 | 0.091 | 0.023 | 0.004
0.05 | 1.00 20.00 0.00098 | 0.00035 | 0.00007 | 0.390 | 0.141 | 0.029
0.04 | 1.00 25.00 0.00226 | 0.00196 | 0.00125 | 1.411 | 1.227 | 0.781
0.03 | 1.00 33.33 0.00173 | 0.00119 | 0.00088 | 1.920 | 1.321 | 0.982
0.02 | 1.00 50.00 0.00105 | 0.00055 | 0.00026 | 2.632 | 1.387 | 0.644
0.01 | 1.00 100.00 0.00115 | 0.00025 | 0.00011 | 11.462 | 2.541 | 1.118

Tabulka 5.5: Zavislost vzdalenosti d (poloviny maximalniho 72) na poméru
poloos
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Graf 5.9: Zavislost virazu p2d na poméru poloos. Vyraz by mél byt asympto-
ticky konstantni.

Pii vypoctu jsem pouzil hustou, t¥ikrat adaptivné zjemnénou sit s 924, 627
elementy a 3,703,520 stupni volnosti. Protoze vSak konvergence k singula-
rité je opravdu velmi rychla, pro vétsi pomeéry poloos zac¢inalo selhavat i
toto usporadani. Vysledky tak naznacuji, ze casové naroky ulohy, spocitat s
pevnou presnosti hodnotu 72(A), pravdépodobné rostou kvadraticky s po-
mérem poloos elipsy.

Numericky jsem, pro hodnoty se stabilnim feSenim, ovetil, Zze pomér p3d
se drzi velmi blizko jedné hodnoté, viz graf 5.9. Je tak velmi pravdépodobné,
ze strmost singularity roste jako kvadrat p.

Grafické znézornéni vypoctu pro délky poloos (rx,ry) = (1,0.07), viz
obrazek 5.10, dava dobrou predstavu o tom, jakym zptisobem feSeni konver-
guje k singularité pro zmensujici se délku poloosy elipsy ve sméru y. Napravo
na obrazku je zvétseny vyrez kolem bodu A. Z obrazku vlevo je vidét, ze
vysoké hodnoty napéti jsou velmi lokalizované v okoli A.

Na obrazku 5.11 je vizualizace ziskand pro délky poloos (ry,ry) =
(0.5,1), tedy vyznamné mensi pomér poloos. Obrazek napravo zachycuje
situaci v okoli bodu A v rozsahu napéti pouzitém v usporadani 5.10. Je
vidét, ze vzhledem k tomuto rozsahu jsou hodnoty napéti velmi malé.

Obrazky tak dokladaji, ze se zvétsujicim se polomérem p stoupa napéti
Teo Vv bodé A a tato hodnota je v tomto bodé mnohem vice lokalizovana a
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kles4 se vzdalenosti imérné p2.
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0.06

120

100

80

60

40

0 0 0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Min: -0.0381 8.97 8.98 8.99 9.01 9.02 9.03Min: -0.0381

Obréazek 5.10: Detailni vypocet elastického modelu pro poloosy (rx,ry) =
(1,0.07) pro 924,627 elementii a 3,703,520 stupnt volnosti.

5.4 Chemoelasticky model

Déle jsem se zabyval chovanim FeSeni tlohy (3.14) v pfipadé, ze koncentraci
v okoli eliptického otvoru predepisu rovnou 1 a necham ji difundovat dovnitt
materialu.

Pro elipsu s délkami poloos 7x a ry je zkoumand oblast 2 C R?

10_ 2 2
Q:{wER2:O<x1<10,0<x2<10,¥+x—§>1} (5.3)
x Ty
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Obréazek 5.11: Detailni vypocet elastického modelu pro poloosy (rx,ry) =
(0.5,1) pro 865, 336 elementti a 3,466,274 stupit volnosti.

Okrajové podminky a vstupni data

Je tfeba predepsat okrajové podminky jak pro elasticitu, tak pro difuzi. Bud
I casovy interval, na kterém tlohu fesime.

Elasticka rovnice, ktera byla pouzita je plné evolucni hyperbolickéd rov-
nice typu (2.36). Okrajové podminky pro elasticitu jsou definovany stejné
jako v predchozich sekcich.

Na dvou ¢astech hranice je predepsana kombinovand Dirichletova a Ne-
umannova podminka. Dirichletovska c¢ast pritom plyne ze symetrie tlohy.
Predepisujeme u; = 0, 7;v; = 0 na ¢asti hranice z; = 10,22 € (ry, 10),
t el auy =0, 7;v; =0 na ¢asti hranice z; € (0,10 —rx),2z2 =0,t € [. v
je normalovy vektor k okraji.

Cist¢ Neumannova podminka je pfedepsana na vSech ostatnich ¢astech
hranice. Konkrétné 7(x)(e;, v(x))e; = (0,T") pro ¢ast hranice x; € (0, 10), 29
10, t € I. To odpovida tahu velikosti 7" na horni ¢ast geometrie. Na vSech
ostatnich ¢astech hranice, pro vSechny ¢ € I, je Neumannova podminka, tedy
projekce tenzoru napéti na normalu k hranici pfedepséna vektorem (0, 0).

Ve shodé s [5] je T' = 4.5, hodnoty elastickych koeficientti 1 a A jsou dany
(3.14). Pfitom hodnoty po a \g odpovidaji pivodnim hodnotdm Youngova

o8

0
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modulu a Poissonova poméru Fy, = 206900 a oy = 0.29. Pritom plati pfe-
vodni vztahy (2.30). Déale pokladdm f(x) =0ap(x)=1prox € Q, t € I.
Volba p je velmi maléd a tak material reaguje témér okamzité. Vysledky pro
takto definovany model jsou tak prakticky shodné s vysledky kvazistatického
modelu.

Resim hyperbolicky problém typu (4.51) s pravé popsanymi okrajovymi
podminkami, jako 2D tlohu pro tenké vrstvy, viz kapitola 2.6.4.

Rovnice pro difuzi typu (3.5), ktera tvori parabolicky systém (4.53) je de-
finovana koeficientem k, ktery jsem volil konstantni v ¢ase i prostoru, funkci
h, kterou jsem volil A(x) =0 Va € Q t € [ a okrajovymi podminkami.

Dirichletovu podminku ¢ = 1 pfedepi$u na ¢asti hranice {x € (; (10;+)2+
X

f—; = 1}, t € I. Na ostatnich ¢astech hranice jsem ptfedepsal nulovou Neu-
mannovskou podminku tedy g = 0, t € I. Model jsem fesil jako tlohu typu
(4.53) ve dvou dimenzich. Provazanost difundujici veli¢iny, koncentrace, s
elastickymi koeficienty je ddna jednostrannym vztahem (3.14).

Vysledky

Zabyval jsem se opét napétim 799 a jeho asymptotickym chovanim v bodé
A = (10—rx, 0) a okoli tohoto bodu. Protoze tento sparovany evolu¢ni model
kapacité zdroji nucen omezit vypocty na sit, ktera odpovida péti adaptivnim
krokim v modelu linearni elasticity.

Pro evolu¢ni chemoelasticky model jsem nepouzival hodnoty poloosy 7y
0.07 a nizsi. Pro tyto hodnoty numericky model selhava uz pro samotnou
tického modelu.

Model jsem poéital pro ¢asovy interval ¢ € [0,10], aby byl zfejmy jeho
vyvoj s postupujici difuzi. Zkoumal jsem opét hodnotu napéti 795 v bodé
A geometrie, vzdalenost d od bodu A na tusecce k levému hornimu rohu
geometrie, po které klesne napéti 75, na polovinu a parametr p*d, ktery je
pro elasticky model asymptoticky konstantni.

Vysledky pro koeficient difuze & = 1 jsou v tabulce 5.6 a pro k = 0.1 v
tabulce 5.7. Ve sloupci elasticita jsou vysledky pro pro 5 adaptivnich krokt
elastického modelu. Lze tak porovnat rozdil pro rovnice bez difuze a s pii-
danou difuzi.

Model vykazuje zvlastni chovani. Dochazi totiz ke zmenSeni napéti moo v
bodé A oproti elastickému modelu a toto napéti se rozklada v Sirsim okoli
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Elipsa Elasticita Evoluéni chemoelasticita

Poloosa P T92 [ d p2d T92 d p2d T22 d pzd T2 d p2d

Y X X:Y t=3.3 t=6.6 t =10
1.00 0.01 0.01 4.59 X X 3.27 X X 3.38 X X 3.44 X X
1.00 0.02 0.02 4.68 X X 3.33 X X 3.44 X X 3.50 X X
1.00 0.04 0.04 4.86 X X 3.46 X X 3.56 X X 3.63 X X
1.00 0.07 0.07 5.13 X X 3.63 X X 3.75 X X 3.81 X X
1.00 0.08 0.08 5.23 X X 3.69 X X 3.81 X X 3.88 X X
1.00 0.09 0.09 5.32 X X 3.75 X X 3.87 X X 3.94 X X
1.00 0.10 0.10 5.41 X X 3.81 X X 3.93 X X 4.00 X X
1.00 0.20 0.20 6.32 X X 4.40 X X 4.55 X X 4.63 X X
1.00 0.30 0.30 7.24 X X 5.00 X X 5.17 X X 5.27 X X
1.00 0.40 0.40 8.17 X X 5.60 X X 5.79 X X 5.91 X X
1.00 0.50 0.50 9.10 6.516 1.63 6.20 X X 6.42 X X 6.55 X X
1.00 0.60 0.60 10.03 1.734 0.62 6.80 X X 7.04 X X 7.19 X X
1.00 0.70 0.70 10.98 1.096 0.54 7.42 X X 7.68 X X 7.84 X X
1.00 0.80 0.80 11.94 0.841 0.54 8.03 X X 8.32 X X 8.50 X X
1.00 0.90 0.90 12.87 0.700 0.57 8.63 X X 8.95 X X 9.14 9.446 7.65
1.00 1.00 1.00 13.85 0.617 0.62 9.27 8.060 8.059 9.61 6.040 6.04 9.82 4.442 4.44
0.90 1.00 1.11 14.86 0.493 0.61 9.95 4.016 4.958 10.30 2.229 2.75 10.52 1.618 2.00
0.80 1.00 1.25 16.11 0.386 0.60 10.79 1.538 2.402 11.16 0.985 1.54 11.39 0.839 1.31
0.70 1.00 1.43 17.73 0.295 0.60 11.88 0.709 1.445 12.27 0.560 1.14 12.52 0.509 1.04
0.60 1.00 1.67 19.83 0.219 0.61 13.29 0.399 1.107 13.72 0.349 0.97 13.99 0.325 0.90
0.50 1.00 2.00 22.63 0.155 0.62 15.18 0.238 0.953 15.65 0.216 0.86 15.95 0.208 0.83
0.40 1.00 2.50 27.19 0.097 0.61 18.24 0.137 0.857 18.79 0.130 0.81 19.14 0.125 0.79
0.30 1.00 3.33 34.86 0.058 0.64 23.41 0.073 0.816 24.09 0.071 0.78 24.52 0.069 0.77
0.20 1.00 5.00 48.30 0.027 0.68 32.48 0.029 0.719 33.37 0.028 0.69 33.95 0.027 0.68
0.10 1.00 10.00 82.66 0.008 0.77 55.69 0.008 0.772 57.15 0.008 0.77 58.09 0.008 0.77
0.09 1.00 11.11 82.09 0.006 0.78 55.38 0.007 0.811 56.81 0.007 0.81 57.74 0.007 0.81
0.08 1.00 12.50 103.1 0.004 0.66 69.52 0.005 0.722 71.32 0.005 0.71 72.48 0.005 0.71

Tabulka 5.6: Chovani chemoelastického modelu pro £ = 1.0 a fadové 3.500
elementi a 35.000 stupni volnosti.

otvoru. Mtizeme tedy Tict, Ze znacnou Cast napéti prenasi rozvolnéna latka
vice dovnitt materialu. Toto chovani je nejmarkantnéjsi pti velkém spadu
koncentrace a tedy i hodnot elastickych koeficientii v okoli otvoru.

Popsané chovani by ve svém dtisledku znamenalo, Ze procesy jako koroze
u velmi zatézovanych struktur a konstrukci, mohou mit dokonce pozitivni
prinos pro vlastnosti materidlu jako celku. Tyto procesy vsak velmi pravde-
podobné zpisobi i ztratu elasticity a nachylnost k laméani, coz piisobi proti
tomuto pozitivnimu efektu.

Praktickym vyuzitim popsané vlastnosti by mohlo byt napiiklad obalo-
vani tyci u zelezobetonovych konstrukei elastickou latkou, naptiklad gumou,
pred zalitim do betonu, coz by mohlo zpiisobit vétsi schopnost latky jako
celku prenaset napéti, pripadné vétsi odolnost konstrukei pri narazech nebo
zemeétieseni.

Z grafu 5.12 je zfejmé, ze napéti podobné jako v elastickém modelu line-
arné roste v zavislosti na poméru poloos. Tento riist je vSsak méné strmy.

I kdyz se body vynesené v 5.12 kupi na sebe, z tabulek 5.7 a 5.6 je
ziejmé, ze tyto hodnoty rostou v tomto poradi £k = 0.1t = 3.3, k = 0.1t =
33,k =01t =66, k =01t =10, k = 1.0t = 3.3, £k = 1.0t = 6.6

60




Elipsa Elasticita Evoluéni chemoelasticita

Poloosa P T92 [ d p2d T92 d p2d T22 d pzd T2 d p2d

Y X X:Y t=3.3 t=6.6 t =10
1.00 0.01 0.01 4.59 X X 2.95 X X 3.06 X X 3.13 X X
1.00 0.02 0.02 4.68 X X 3.01 X X 3.13 X X 3.19 X X
1.00 0.04 0.04 4.86 X X 3.11 X X 3.23 X X 3.30 X X
1.00 0.07 0.07 5.13 X X 3.27 X X 3.40 X X 3.47 X X
1.00 0.08 0.08 5.23 X X 3.32 X X 3.45 X X 3.52 X X
1.00 0.09 0.09 5.32 X X 3.38 X X 3.51 X X 3.58 X X
1.00 0.10 0.10 5.41 X X 3.43 X X 3.56 X X 3.64 X X
1.00 0.20 0.20 6.32 X X 3.97 X X 4.12 X X 4.20 X X
1.00 0.30 0.30 7.24 X X 4.51 X X 4.67 X X 4.77 X X
1.00 0.40 0.40 8.17 X X 5.06 X X 5.23 X X 5.34 X X
1.00 0.50 0.50 9.10 6.516 1.63 5.60 X X 5.79 X X 5.91 X X
1.00 0.60 0.60 10.03 1.735 0.62 6.16 X X 6.36 X X 6.48 X X
1.00 0.70 0.70 10.98 1.097 0.54 6.72 X X 6.93 X X 7.06 X X
1.00 0.80 0.80 11.94 0.841 0.54 7.29 X X 7.51 X X 7.65 X X
1.00 0.90 0.90 12.87 0.700 0.57 7.85 X X 8.08 X X 8.22 X X
1.00 1.00 1.00 13.85 0.617 0.62 8.43 X X 8.67 X X 8.83 X X
0.90 1.00 1.11 14.86 0.493 0.61 9.08 9.277 11.45 9.33 6.861 8.47 9.49 5.993 7.40
0.80 1.00 1.25 16.11 0.386 0.60 9.88 3.671 5.74 10.14 3.198 5.00 10.31 2.872 4.49
0.70 1.00 1.43 17.73 0.295 0.60 10.92 1.896 3.87 11.19 1.568 3.20 11.37 1.256 2.56
0.60 1.00 1.67 19.83 0.219 0.61 12.26 0.968 2.69 12.55 0.684 1.90 12.74 0.555 1.54
0.50 1.00 2.00 22.63 0.155 0.62 14.06 0.425 1.70 14.37 0.329 1.32 14.58 0.289 1.15
0.40 1.00 2.50 27.19 0.097 0.61 16.96 0.190 1.19 17.31 0.165 1.03 17.55 0.153 0.96
0.30 1.00 3.33 34.86 0.058 0.64 21.85 0.091 1.02 22.27 0.082 0.91 22.56 0.079 0.88
0.20 1.00 5.00 48.30 0.027 0.68 30.44 0.035 0.87 30.98 0.032 0.80 31.35 0.031 0.77
0.10 1.00 10.00 82.66 0.008 0.77 52.45 0.008 0.77 53.28 0.008 0.77 53.87 0.008 0.77
0.09 1.00 11.11 82.09 0.006 0.78 52.22 0.007 0.83 53.03 0.007 0.82 53.60 0.007 0.82
0.08 1.00 12.50 103.1 0.004 0.66 65.55 0.005 0.77 66.56 0.005 0.75 67.28 0.005 0.74

Tabulka 5.7: Chovani chemoelastického modelu pro £ = 0.1 a fadoveé 3.500
elementi a 35.000 stupni volnosti.

a k = 1.0t = 10. Napadné je to predevsim proto, ze v tomto poradi ma
koncentrace v bezprostiednim okoli eliptického otvoru nizsi spad. K vétsimu
rozvolnéni tedy dochéazi pro vysoké gradienty koncentrace v okoli lozisek
napéti.

Popsané chovani dobfe ilustruji i grafy 5.13 a 5.14. Na nich je vynesen
vivoj koeficientu p?d v zévislosti na poméru poloos eliptického otvoru.

Tento pomér je pro elasticky model konstantni a jeho vyssi hodnoty
ukazuji na to, Ze napéti 1y je méné lokalizované v okoli bodu A.

7 grafi 5.13 a 5.14 je vidét, ze pro malé poméry poloos je tento koefici-
ent vyznamné vétsi nez u elastického modelu. Pro elipsy s nizSim pomérem
poloos je totiz napéti vice rozlozeno po hrané elipsy a pronika hloubéji do
materidlu. V této oblasti je gradient koncentrace vyssi nez gradient kon-
centrace v oblasti tésné u hrany kruhu, kde jiz koncentrace plné saturovala
material. Proto je vidét, ze asymptotické chovani je podobné a stejné jako
u elastického modelu konverguje p?d ke konstantni hodnoté, mozna o néco
vyssi nez je tomu u Cisté elastického modelu.

Na obrazku 5.15 je precizné vypocitany model typu (3.14) s parametry
k =10 a t = 0.1. Elastické parametry jsou stejné jako u modelu linearni
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Graf 5.12: Zavislost napéti 755 u paty oblouku na poméru poloos v chemo-
elastickém modelu.
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Graf 5.13: Zavislost vyrazu p?d na poméru poloos pro koeficient difuze k =
0.1.
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Graf 5.14: Zavislost vyrazu p*d na poméru poloos pro koeficient difuze k =
1.0.

elasticity na obrazku 5.6. Protoze rozvolnéni napéti je nejveétsi v mistech
s velkym spadem koncentrace, bylo vyhodné pro relativné velky koeficient
difuze vzit pro zaklad vizualizace Cas, kdy koncentrace jesté nepronikne hlu-
boko do latky a jeji gradient v okoli kruhového otvoru je tedy vétsi v porov-
nani s pozdéjsimi ¢asy. Vypocet byl proveden na clusteru Snéhurka [25] pro
sit 18,730 elementt s 189,025 stupni volnosti.

Z obrazku 5.15 je vidét jak se napéti v okoli kruhového otvoru rozvolnuje
ve srovnani s vice lokalizovanym napétim na obrazku 5.6.
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Obrazek 5.15: Piasobeni difundujici veli¢iny na schopnost latky prenaset na-
péti. Parametry £k =10 a ¢t = 0.1.
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Kapitola 6
Zaver

V diplomové praci jsem probral teorii pruznosti a uvedl potiebné teoretické
zéklady. Déle jsem se vénoval termoelastickym a chemoelastickym modeliim.

Pro kazdy model jsem shrnul vysledky soucasnych praci, diskutoval okra-
jové podminky, formuloval problémy slabé a uvedl analytické vysledky pro
existenci a jednoznacnost feseni.

Analyza plné sparovaného modelu typu (3.16) bude vyzadovat dalsi zkou-
mani a bude pfedmétem mé dalsi prace v této oblasti.

V numerické ¢asti jsem nejprve porovnal vysledky programu Comsol
Multiphysics, ve kterém jsem provadél vSechny vypocty, s vysledky z [5].
Vysledky vysly ve shodé s citovanou praci.

Déle jsem zkoumal vliv zmény geometrie tlohy tak, ze namisto kruhu
umistime do stfedu elipsu. Dosel jsem k zavéru, ktery je ve shodé s poznam-
kami, které mam k dispozici.

Numerické vysledky jsou ve shodé s hypotézou, ze se zkracujici se polo-
osou Y roste napéti u paty elipsy k nekonec¢nu a vytvari tak v tomto bodé
funkci, ktera se limitné chova jako singularni bod.

Numerické vysledky naznacuji, ze rychlost poklesu této funkce konver-
gujici k singularité je priblizné tmérna druhé mocniné poméru poloos elipsy
X 'Y, rychlost ristu singularity je pfitom linedrné imérna pomeéru poloos.

I tento zavér je ve shodé s poznamkami, které mam k dispozici.

Nakonec jsem zkoumal chovani pro jednostranné sparovanou chemoelas-
tickou tlohu typu (3.14). Pfitom koncentrace difunduje z okoli eliptického
otvoru.

Zjistil jsem, ze gradient koncentrace zptisobi, Ze maximum napéti se
zjemni a pronika hloubéji do latky. Nasledny vyzkum by mohl dokonce pii-
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nést konkrétni aplikace tohoto jevu.

Do budoucna se hodlam vénovat chemoelastickému modelu. Oteviena
zustava jednak otazka odvozeni konkrétnich zavislosti koeficientu difuze na
koncentraci a jednak analyza takového modelu.

Dalsi pozornost by méla byt vénovana také moznému zkouméni neline-
arné elastickych nebo plastickych modeli.

Po vyteseni problému s pohyblivou hranici by mohla byt cela tiloha pie-
nesena i do prostorovych soufadnic, coz by 1épe odpovidalo pfirozené pred-
stavé.

Dalsi rozsifeni spociva v moznosti ptridat k difuzi také konvektivni ¢len
a moci tak sledovat i proudéni koncentrace materialem.
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