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Kapitola 1

Seznámení s problematikou

1.1 Úvod

Mechanika kontinua umožnila popsat procesy jako proudění vody, šíření
tepla v látce nebo seismických vln v zemské kůře. Je to díky zjednodu-
šení, kdy je materiál redukován na lokálně homogenní médium, ve kterém
je relativně jednoduché popsat vývoj základních veličin (rychlost, teplota,
hustota) pomocí soustavy parciálních diferenciálních rovnic. Rychlý rozvoj
výpočetní techniky umožnil, že z mechaniky kontinua se stal mocný nástroj
pro modelování širokého spektra úloh. Ostatně právě na oboru Matematické
modelování většina problémů, které zkoumáme, stojí právě na principech
této teorie.

I mechanika kontinua má však své limity. Pokud se přiblížíme k rozmě-
rům, kde je dobře rozeznatelná jemnější struktura materiálu, tedy zrnitost,
zlomy a jemné trhliny, narážíme na hranici použitelnosti základní teorie. Jak
u řešení tak u okrajových podmínek totiž typicky vyžadujeme jistou míru
hladkosti funkcí, kterou nelze zachovat.

Jedním z cílů dalšího zkoumání by proto mělo být popsat nebo alespoň
rozpracovat takové postupy, které umožní do stávajících modelů přidat co
možná nejpřirozenějším způsobem informace o jemné struktuře materiálu,
který se nemusí chovat v okolí každého bodu homogenně a umožnit tak
modelování jeho vlastností v okolí bodů nespojitosti. V této práci se pokusím
udělat několik konkrétních kroků na této cestě a to především při zkoumání
vlastností trhlin.

Konkrétně se zaměřím na to, do jaké míry by bylo možné popsat trhlinu
v materiálu pomocí elipsy degenerované na přímku. Pomocí rovnice difuze
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bude dále možné modelovat případné chemické procesy a toky difundujícího
média dovnitř materiálu, případně i jevy, které se makroskopicky projevují
jako koroze nebo opotřebení materiálu.

1.2 Účel práce

V práci představím, popíšu a analyzuji existující modely malých, lineárně
elastických deformací a model difuze. Popíšu známé přístupy ke spojení
těchto dvou modelů a budu se přitom zaměřovat na intuitivně správný mo-
del, kdy jsou elastické koeficienty závislé na koncentraci difundující veličiny.
Budu diskutovat i možnou závislost koeficientu difuze na velikosti deformace.

Cílem přitom bude ukázat ve výpočetní části rozdíly mezi chováním sa-
motného lineárně elastického modelu a modelu s přidanou difuzí.

Představím geometrii, na které budu dané modely zkoumat. Jedná se o
problém ve dvou dimenzích vycházející z modelové úlohy, která byla před-
stavena skupinou vědců [2].

V modelovém uspořádání budu zkoumat chování materiálu v okolí trh-
lin. Konkrétně budu trhlinu modelovat pomocí elipsy, jejíž jedna poloosa
degeneruje k nule.

Přitom identifikuji místa, kde, při působení konstantního napětí na okraji
modelového uspořádání, spěje řešení s degenerující poloosou elipsy k singu-
laritě. Zaměřím se na vlastnosti řešení v okolí takových míst a budu zkoumat
jeho asymptotické chování.

Vytvořím tak analytické a experimentální podklady k dalšímu zkoumání
a práci na modelech, kde jsou popsaným způsobem provázané rovnice pro
deformaci a rovnice difuze.

1.3 Struktura práce

Na začátku se práce věnuje popisu teorie pružných materiálů jak je zavedena
v [14]. V úvodu je popsána rovnice bilance hybnosti společně teoretickými
základy vycházejícími z mechaniky kontinua, na kterých je celá teorie posta-
vena. Dále jsou zavedeny tenzory napětí a deformace a pozornost je věnována
jejich vzájemným vztahům (Hookeův zákon). Potom jsou zavedeny Lamého
rovnice pro elastický izotropní materiál a je diskutováno, jakým způsobem
je možné zjednodušit problém řešení těchto rovnic ve dvou prostorových
dimenzích.
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Třetí kapitola se věnuje modelům, kde jsou rovnice pro lineární malé
deformace provázány s rovnicí difuze. Je zde zavedena rovnice difuze a je
vysvětleno, co tato rovnice fyzikálně představuje. Poté přichází popis mo-
delu, který se často používá při studiu termoelasticity, případně pro popis
tekutiny prosakující porézním materiálem. Dále je zde v několika variantách
představen model zkoumaný v této práci, kde jsou elastické koeficienty přímo
závislé na difundující veličině. Úlohu lze řešit jako plně evoluční, tedy jako
hyperbolickou rovnici pro posunutí a parabolickou rovnici pro difuzi. Další
možností je řešit takzvaně kvazistatickou úlohu, kde položíme hustotu rov-
nou nule a místo evoluční hyperbolické rovnice tak řešíme statické Lamého
rovnice. Dále je zde nastíněna možnost položit koeficient difuze závislý na
velikosti deformace.

Čtvrtá kapitola se věnuje zavedení slabé formulace popisovaných pro-
blémů. Jsou zde formalizovány prostory, na kterých hledáme řešení a okra-
jové podmínky, které předepisujeme. Pro lineární elasticitu je zde uvedena
teorie existence a jednoznačnosti řešení. Ta je zde podána i pro jednostranně
provázaný model.

Pátá kapitola je věnována numerickým simulacím a jejich výsledkům.
Je zde představen konkrétní modelový problém (benchmark), který byl nu-
mericky a počítačově analyzován několika skupinami předních německých
numeriků a počítačových specialistů [2]. Dále se zabývám kalibrací svého
lineárně elastického modelu na základě porovnání jeho výsledků pro mode-
lovou úlohu s výsledky existujících prací vycházejících z práce skupiny [2].
Získám tak představu o rychlosti konvergence numerického řešení a výpočet-
ních nárocích pro řešení dalších úloh. Potom se zabývám řešením problému
s modifikovanou geometrií modelové úlohy tak, že nahrazuji kruhový otvor
elipsou. Zkoumám výsledky a to, do jaké míry lze pomocí eliptického otvoru
modelovat trhliny. Při zkoumání chování napětí v okolí eliptického otvoru se
zaměřuji především na otázku, zda a jak rychle spěje řešení u paty elipsy k
singularitě.

V závěru se zabývám modelem elasticity provázané s difuzí. Jedná se o
plně evoluční jednostranně spárovanou úlohu. Koncentrace difundující látky
je přitom chápána jako veličina, která způsobuje zmenšení elastických ko-
eficientů. Stejné napětí tak působí větší prodloužení. Tímto způsobem lze
modelovat jevy jako koroze nebo únava materiálu.

Zkoumám vlastnosti řešení tohoto modelu v porovnání se samotným mo-
delem lineární elasticity. Důraz je přitom opět kladen na chování napětí v
okolí eliptického otvoru a také otázce, zda i toto napětí spěje k singularitě a
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zda pro něj existují odlišnosti oproti samotnému elastickému modelu.

1.4 Značení

Tenzory napětí a deformace zavádím v práci jako bilineární zobrazení. Někdy
je však vhodnější reprezentovat tenzory pomocí jejich maticových elementů.
Zavedeme tedy následující konvenci pro tenzory napětí a malé deformace

τij(x, t) ≡ τ(x, t)(ei, ej) (1.1)

εij(x, t) ≡ ε(x, t)(ei, ej) (1.2)

ei jsou bázové ortonormální vektory kartézských souřadnic v Rn.
V dalším textu budu používat Einsteinovu sumační konvenci.
V textu jsou vektory značeny tlustým písmem, např. v. Skalární součin

vektorů a a b je značen 〈a|b〉.
Operátor gradientu značím grad, např grad f . Operátor divergence zna-

čím div, např div f . Zřídka využívám také symbolu ∇, který značí formálně
zavedený vektor diferenciálních operací na R3

∇ ≡ (
∂

∂x1
,

∂

∂x2
,

∂

∂x3
) (1.3)

Laplaceův operátor zavádím symbolem ∆.

∆ = div grad (1.4)

Operátor stopy značím tr, např. tr ε. Používám jej jak ve smyslu stopy
tenzoru, tak ve smyslu stopy funkce ze Sobolevova prostoru.

Spojité vnoření prostorů značím symbolem @, např. L∞(Ω) @ L2(Ω).
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Kapitola 2

Klasická teorie pružnosti

Jedna ze základních úloh mechaniky kontinua je určit jakým způsobem se
zdeformuje materiál, který je vystaven působení síly. Materiál je reprezen-
tován kontinuem, tedy lokálně homogenním médiem.

Proto, abychom mohli určit, jakou konfiguraci zaujme kontinuum po za-
pnutí síly, musíme znát několik parametrů, kterými je úloha určena. Pře-
devším je to počáteční rozložení látky v prostoru. Dalším parametrem je
funkcionální vztah udávající, jakým způsobem transformuje kontinuum v
daném bodě napětí na posunutí. Konečně je třeba znát síly, které na konti-
nuum ve výchozí konfiguraci začnou působit a to jak na okraji, tak uvnitř
materiálu.

Značnou pozornost věnujeme právě tomu, jak látka převádí napětí na
deformaci. Napětí, tedy sílu na plochu, reprezentujeme pomocí tenzoru na-
pětí. Deformaci, tedy to kam se posunou body z počáteční konfigurace po
zapnutí síly, reprezentuje tenzor deformace. Vztahy mezi oběma veličinami
přímo neplynou z žádného fyzikálního zákona, ale je nutné je odvodit zvlášť
pro konkrétní materiál. Zde se budeme zabývat takovými materiály, pro
které jsou deformace malé a vztahy lineární.

2.1 Souřadné soustavy

Pro počítání veličin spojených se stavovým vývojem tělesa je vhodné zavést
souřadné soustavy, ve kterých tyto veličiny budeme počítat. Nabízí se dvě
základní řešení. První je počítat všechny veličiny v soustavě spojené s re-
ferenčním stavem tělesa. Bod uvnitř látky je charakterizován časem a svou
polohou v materiálu před deformací.
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Druhý přístup charakterizuje každý bod časoprostoru přirozeně jeho ča-
sovými a prostorovými souřadnicemi a neodvolává se na původní konfiguraci.
Důsledné rozlišování mezi oběma přístupy lze najít v [12], kde autor rozebírá
základní termodynamické vztahy v obou formulacích.

Výhoda druhého přístupu spočívá především v jednoduchosti popisu a
také v tom, že v každém čase si zachovávají prostorové bázové vektory směr,
velikost i kolmost.

V prvním přístupu je naproti tomu výhodou, že se zachovává objem kon-
tinua i tvar jeho hranice. Nevýhodou je však pokřivení souřadnic v průběhu
času.

Pro popis deformace kontinua využijeme první přístup, tedy vyjádření
pomocí referenčních souřadnic. Je to proto, že nemusíme brát v potaz pohyb
hranice, která se v materiálovém popisu nemění.

Bázi v referenčních souřadnicích, ve kterých budou provedeny výpočty,
budu označovat vektory ei a bázové vektory v prostorových souřadnicích
budu značit êi.

2.2 Bilance hybnosti

Rovnice pro bilanci hybnosti vychází z 2. Newtonova pohybového zákona.

2. Newtonův pohybový zákon

Síla, která působí na hmotu, vyvolává časovou změnu její hybnosti.

dP (t)
dt

= F (t) (2.1)

Tento zákon říká, že silové působení urychluje hmotné objekty. Z rovnice
(2.1) plyne, že není-li kontinuum urychlováno, musí být síly, které na něj
působí, v rovnováze. Rovnice je platná pro jakoukoli část kontinua a tak ji
lze použít i lokálně.

Síly působící na kontinuum rozdělujeme podle toho, zda jsou produko-
vány objemem (gravitační síla) nebo působením na okraj tělesa (tlak na
desku). První nazýváme objemové síly a druhé síly povrchové. Přestože po-
vrchové síly působí na povrchu, kontinuum je přenáší dovnitř látky.

Hustotu objemové síly f(x, t) zavádíme vztahem

f(x, t) = lim
∆V→0

FV (∆V, t)
∆V

(2.2)
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kde FV (V, t) udává celkovou sílu na kontinuum o objemu V .
Napětí T (x,ν, t) zavádíme vztahem

T (x, ν, t) = lim
∆A→0

FA(x, ∆A(ν), t)
∆A

(2.3)

kde FA(x, A(ν), t) udává sílu působící na plochu A(ν), orientovanou kolmo
na jednotkový vektor ν. Síla působí proti směru vektoru ν.

Celkovou sílu na oblast kontinua Ω pak můžeme psát

F (t) =
∫

Ω

f(x, t)dx +
∫

∂Ω

T (x, n, t)dA (2.4)

kde n(x) je normálový vektor k ploše okraje.
Celkovou časovou změnu hybnosti zapíšeme

dP (t)
dt

=
∫

Ω

ρ
∂2u(x, t)

∂t2
dx (2.5)

Přitom ρ = ρ(x) je hustota v materiálových souřadnicích. Nemění se
tedy v čase. Funkce u(t) udává posunutí z výchozí konfigurace v čase t.

2. Newtonův pohybový zákon formulovaný rovnicí (2.1) tedy přepíšeme
jako

∫

K

ρ
∂2u(x, t)

∂t2
dx =

∫

K

f(x, t)dx +
∫

∂K

T (x,n, t)dA (2.6)

kde K je libovolně zvolená oblast kontinua. Aby byly splněny předpoklady
na existenci integrálů a použitelnost Gaussovy věty, předpokládáme, že K
je otevřená množina s kompaktním uzávěrem a po částech hladkou hranicí.

Poslední integrál v (2.6) je integrál přes plochu. Není to však celkový tok
vektoru T (x,n, t) plochou, ale každá složka se integruje zvlášť a integrál
tak vytváří nový vektor.

Přesto by bylo vhodné použít Greenovu větu. Museli bychom však najít
takové vektory, jejichž tok plochou odpovídá plošnému integrálu přes jed-
notlivé složky 〈T (x, n, t)|ei〉. To je motivací k zavedení tenzoru napětí, pro
který bude možné Gaussovu větu použít a dostat se tak k integrální formu-
laci 2. Newtonova zákona.

Věta 2.1 (Gaussova věta). Buď F spojitě diferencovatelná vektorová funkce.
Oblast Ω je kompaktní podmnožinou R3 a má po částech hladkou hranici.
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Pak platí ∫

∂Ω

〈F |n〉dA =
∫

Ω

div Fdx (2.7)

2.3 Napětí

2.3.1 Vektor napětí

Vektor napětí byl zaveden vztahem 2.3 jako vektor závislý na referenčních
souřadnicích. Abychom mohli aplikovat Greenovu větu, je třeba zavést vek-
tor napětí také v soustavě spojené s prostorem

T̂ (x̂, ν̂, t) = lim
∆A→0

FA(x̂, ∆A(ν̂), t)
∆A

(2.8)

kde FA(x̂,A(ν̂), t) udává sílu působící na plochu A(ν̂), orientovanou kolmo
na jednotkový vektor ν̂. Síla působí proti směru vektoru ν̂.

Definice je formálně stejná jako v 2.3 s tím rozdílem, že vektory jsou v
soustavě spojené s prostorem.

2.3.2 Tenzor napětí

V prostorových složkách lze dokázat následující tvrzení o vektoru napětí

Tvrzení 2.1 (Linearita T̂ v druhé složce).

T̂ (x̂, ν̂, t) = 〈ν̂|êi〉T̂ (x̂, êi, t) (2.9)

Rovnice (2.9) ukazuje, jaký vektor bude vhodné použít pro aplikaci Gaus-
sovy věty na poslední člen v (2.6).

Tenzor napětí lze vyjádřit v referenční, kombinované a prostorové for-
mulaci.

V prostorové formulaci se tenzor napětí nazývá Cauchyho tenzor

ˆ̂τ(x̂, t)(â, b̂) = b̂〈T̂ (x̂,
b̂

b̂
, t)|â〉 (2.10)

Tenzor, který využijeme pro integrální formulaci (2.1), je kombinovaný
nebo také dvoubodový. Je to dáno tím, že chceme, aby pro něj platilo (2.9),
což lze zajistit pouze v prostorovém popisu, ale zároveň požadujeme možnost
ho promítnout do prostoru souřadnic spojených s počáteční konfigurací.
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Tento tenzor se nazývá 1. Piola-Kirchoffův tenzor napětí

τ̂(x̂, t)(a, b̂) = b̂〈T̂ (x̂,
b̂

b̂
, t)|a〉 (2.11)

Tenzor, který v obou svých složkách používá vektory spojené s referenční
konfigurací se nazývá 2. Piola-Kirchoffův semi-tenzor napětí

τ(x, t)(a, b) = b〈T (x,
b

b
, t)|a〉 (2.12)

Tento semi-tenzor se používá pro formulaci Hookeova zákona. Problé-
mem je, že obecně pro toto zobrazení neplatí obdoba vztahu (2.9), protože
transformované vektory materiálové báze na sebe nemusejí být v prostoru
kolmé. Protože ale uvažujeme malé deformace, ukážeme, že 1. a 2. Piola-
Kirchoffův semi-tenzor můžeme ztotožnit.

Pro použití Gaussovy věty se tedy nabízí díky vztahu (2.9), 1. Piola-
Kirchoffův tenzor. Přepíšeme tedy rovnici (2.6) na tvar

∫

K

ρ
∂2u

∂t2
dx =

∫

K

fdx +
∫

∂K

ei〈τ̂(x̂, t)(ei, êj)|n〉dA, (2.13)

což vede po použití Gaussovy věty na
∫

K

ρ
∂2u(x, t)

∂t2
dx =

∫

K

f(x, t)dx +
∫

K

ei〈∇|τ̂(x̂(x, t), t)(ei, êj)〉dx (2.14)

Operátor v posledním integrálu odpovídá tenzorové divergenci, je nutné
si však uvědomit, že tenzor τ̂ je formálně definován jako bilineární zobrazení
na dvou různých prostorech

τ̂(x̂, t) : R3 × R̂3 → R (2.15)

Oba prostory jsou formálně stejné s Eukleidovskou bází. První má však
základ v prostorových a druhý v referenčních souřadnicích. Protože vektory
v těchto prostorech mají za základ body x v referenční konfiguraci a x̂ v
prostorové, kde x̂ = u(x, t), mluvíme o tomto tenzoru jako o dvoubodovém.

Pro takto zavedený operátor tenzorové divergence, lze (2.14) přepsat jako
∫

K

ρ
∂2u

∂t2
dx =

∫

K

f + div τ̂dx (2.16)
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2.4 Tenzor deformace

Buď Ω oblast kontinua x ∈ Ω.
Funkce u charakterizuje deformaci kontinua. Bod x ∈ Ω se deformuje na

bod u(x, t).
Funkce Φ = Φ(x, t, v, ξ) je definována jako rozdíl skalárních součinů

vektoru ξv před a po deformaci v bodě x v čase t.
Nyní budeme hledat vlastnosti funkce Φ jako funkce ξ pro ξ → 0 pro

pevné x a t.
Z definice Φ plyne

Φ(x, t,v, ξ) = 〈u(x + ξv, t)− u(x, t) + ξv|u(x + ξv, t)− u(x, t) + ξv〉 − 〈ξv|ξv〉 (2.17)

Předpokládáme, že Φ má spojité derivace vzhledem k ξ v 0. Pak platí
Φ(0) = 0, ∂Φ

∂ξ
(0) = 0 a konečně

∂2Φ

∂ξ2
(0) = 2〈∂u(x + ξv, t)

∂ξ
|∂u(x + ξv, t)

∂ξ
〉+ 2〈∂u(x + ξv, t)

∂ξ
|v〉+ 2〈v|∂u(x + ξv, t)

∂ξ
〉 (2.18)

Bilineární zobrazení

Σ(x, t)(a, b) =
1

2

(
〈∂u(x + ξa, t)

∂ξ
|∂u(x + ξb, t)

∂ξ
〉+ 〈∂u(x + ξa, t)

∂ξ
|b〉+ 〈a|∂u(x + ξb, t)

∂ξ
〉
)

(2.19)

nebo ve složkách

Σij(x, t)(a, b) =
1

2

(
∂uk

∂xi
(x, t)

∂uk

∂xj
(x, t) +

∂ui

∂xj
(x, t) +

∂uj

∂xi
(x, t)

)
(2.20)

se nazývá tenzor velké deformace a platí

∂2Φ
∂ξ2

(x, t, v, 0) = 4Σ(x, t)(v,v) (2.21)

Malé deformace, pro které je velikost nelineárního členu v (2.19), malá
v porovnání se zbývajícími lineárními členy, lze charakterizovat pomocí li-
neárních složek tenzoru velkých deformací. Tenzor malých deformací tedy
zavádíme předpisem

ε(x, t)(a, b) =
1
2

(
〈∂u(x + ξa, t)

∂ξ
|b〉+ 〈a|∂u(x + ξb, t)

∂ξ
〉
)

(2.22)
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nebo ve složkách

εij(x, t) =
1
2

(
∂ui

∂xj

(x, t) +
∂uj

∂xi

(x, t)

)
(2.23)

Známe-li tenzor ε(x, t), je možné (až na rotaci a translaci) určit posunutí
u(x). Pro tenzor velké deformace je rotační složka významná.

Tenzor malé deformace ε i tenzor velké deformace Σ jsou z definice sy-
metrické tenzory druhého řádu. Tyto tenzory jsou vyjádřené v souřadnicích
užitých pro definici funkce Φ, tedy ve stavu před deformací. To je také důvod
proč je vhodné pracovat v referenčních souřadnicích.

2.5 Hookeův zákon

Obecný Hookeův zákon udává relaci mezi tenzory napětí a malé deformace.
Elastická idealizace vychází právě z toho, že předpokládáme linearitu této
relace.

τ(x, t)(a, b) = ε(x, t)(L(x, t)(a, b)) (2.24)

L(x, t) je lineární zobrazení

L(x, t) : R3 × R3 → R3 × R3 (2.25)

I když má zobrazení 81 stupňů volnosti, z dodatečných úvah o symetrii
tenzorů napětí a deformace a energetických úvah se tento počet redukuje na
21 stupňů volnosti.

Obvyklejší vyjádření zobrazení L(x, t) je přes jeho maticové elementy.

τij(x, t) = aijkl(x, t)εkl(x, t) (2.26)

Pro izotropní materiál, který má ve všech směrech stejné elastické vlast-
nosti, platí vztah

τ(x)(a, b) = 〈a|b〉λ(x, t)tr (ε(x, t)) + 2µ(x, t)ε(x, t)(a, b), (2.27)

ve složkové notaci tedy

τij(x) = λ(x, t)tr (ε(x, t))δij + 2µ(x, t)εij(x, t), (2.28)
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kde δij = 1 pro i = j a δij = 0 jinak.
Koeficienty µ(x, t) a λ(x, t) jsou takzvané Lamého či elastické koeficienty.

Počet stupňů volnosti pro zobrazení L(x, t) se tak redukuje na dva.
V technické praxi se často zavádí jiná dvojice čísel E (Youngův modul)

a σ (Poissonův poměr). Poissonův poměr udává stlačitelnost látky a nesmí
přesáhnout 0.5. Youngův modul nebo také modul pružnosti v tahu určuje
lineární koeficient vztahu mezi tlakem a prodloužením v tahové zkoušce.

Mezi koeficienty charakterizujícími elastickou deformaci izotropního ma-
teriálu platí vzájemně jednoznačné relace.

E = µ(3λ+2µ)
λ+µ

σ = λ
2(λ+µ)

(2.29)

µ = E
2(1+σ)

λ = Eσ
(1+σ)(1−2σ)

(2.30)

V Hookeově zákoně vystupuje 2. Piola-Kirchoffův semi-tenzor. Protože
budeme chtít dosadit Hookeův zákon do rovnice bilance hybnosti (2.14),
kde se používá 1. Piola-Kirchoffův semi-tenzor, musíme znát transformační
vztahy mezi oběma tenzory.

Platí transformační vztah viz [12]

τ̂iĵ = (1 + εjj)τij (2.31)

Pro sestavení Lamého rovnic uvažujeme malé deformace. V (2.31) před-
pokládáme (1+εjj) ≈ 1 a proto ztotožňujeme oba Piola-Kirchoffovy tenzory
a klademe

τ̂ ≈ τ (2.32)

2.6 Lamého rovnice

Vyjdeme ze vztahů (2.16) a (2.32). Dostaneme Lamého rovnice ve tvaru
integrálu s přidaným evolučním členem.

∫

K

ρ
∂2u

∂t2
(x, t)dx =

∫

K

f(x, t)dx + div τ(x, t)dx (2.33)
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Protože K je libovolně zvolená oblast kontinua, dostaneme snadno dife-
renciální tvar Lamého rovnic

ρ
∂2u

∂t2
(x, t) = f(x, t) + div τ(x, t) (2.34)

ve složkové notaci

ρ
∂2ui

∂t2
(x, t) = fi(x, t) +

∂τij(x, t)
∂xj

(2.35)

Koeficienty µ a λ mohou být závislé nejen na čase a prostorové souřad-
nici, ale také na dalších funkcích. Vždy ale budeme předpokládat platnost
Hookeova zákona pro elastický, izotropní materiál (2.28) s tím rozdílem, že
elastické koeficienty mohou být funkcemi dalších veličin. Z hlediska práce
bude především významná závislost na koncentraci difundujícího média.

2.6.1 Lamého rovnice pro elastický izotropní materiál

Dosazením Hookeova zákona pro izotropní elastický materiál do (2.33) do-
staneme

ρ
∂2u

∂t2
= grad (λdiv u) + div (µgrad u + µgrad uT ) + f (2.36)

nebo ve složkách

ρ
∂2ui

∂t2
=

∂

∂xi

(λ
∂uj

∂xj

) +
∂

∂xj

(µ
∂ui

∂xj

+ µ
∂uj

∂xi

) + fi (2.37)

Rovnice lze upravit na tvar

ρ
∂2u

∂t2
= (λ + µ)grad (div u) + µ∆u + grad λdiv u + div µ(grad u + grad uT ) + f

(2.38)
Řešení rovnice (2.36) udává vektor posunutí u(x, t) pro zadané objemové

síly f a elastické koeficienty µ a λ.

2.6.2 Lamého rovnice při konstantních elastických ko-
eficientech

Jsou-li λ a µ konstantní ve vyšetřované oblasti kontinua, rovnice (2.38) se
redukují na tvar
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ρ
∂2u

∂t2
= (λ + µ)grad (div u) + µ∆u + f (2.39)

2.6.3 Okrajové podmínky pro Lamého rovnice

Rovnice (2.36) obvykle neřešíme na R3, ale na nějaké oblasti kontinua Ω ⊂
R3, která představuje hranici tělesa nebo zkoumané části kontinua. Je proto
důležité zadat síly a napětí nebo posunutí na okraji. Jednak to může být
napětí, které působí na okraj nebo je možné předepsat na hranici posunutí,
tedy hodnotu funkce u(x). Pak můžeme sestavit slabou formulaci problému
a v ní rovnice řešit, například metodou konečných prvků.

Obecně hledáme řešení u jistého stupně hladkosti, které splňuje Lamého
rovnice. Buď Ω omezená a otevřená množina. ∂Ω je oblast se třídy C0,1 a
platí ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2 ∪N , kde N má nulovou míru v R2. I je časový interval,
na kterém hledáme řešení problému. Okrajové podmínky jsou pak na ∂Ω×I
předepsány následujícím způsobem:

Dirichletova okrajová podmínka

u(x, t) = u0(x, t) (x, t) ∈ Γ1 × I (2.40)

Neumannova okrajová podmínka

τ(x, t)(ei, ν(x))ei = T 0(x, t) (x, t) ∈ Γ2 × I, (2.41)

kde ν je normálový vektor k hranici v bodě x ∈ ∂Ω, na levé straně sčítáme
přes index i.

Složkově lze vyjádřit Neumannovu podmínku

τij(x, t)νj(x) = T 0
i (x, t) (x, t) ∈ Γ2 × I, (2.42)

kde ν je opět normálový vektor k hranici v bodě x ∈ ∂Ω, nalevo sčítáme
přes j.

Podrobně se slabé formulaci elastických rovnic spolu s okrajovými pod-
mínkami věnuje čtvrtá kapitola této práce.

2.6.4 Teorie lineární pružnosti ve 2D

V praxi se ukazuje, že mnoho úloh lineární elasticity lze redukovat na dvě
dimenze. Existují dva základní typy problémů. V prvním je třetí dimenze
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zanedbatelná (např. napínání blány) a ve druhém případě naopak můžeme
předpokládat, že tloušťka materiálu ve třetí dimenzi je tak velká, že ji lze
považovat za nekonečnou.

Pro takto zadané úlohy je možné redukovat problém do 2D tak, že vý-
počet ve dvou a třech dimenzích vede na stejné výsledky.

Je dokonce možné převést problém do dvou dimenzí a použít přímo La-
mého rovnice (2.36). V případě tenkých vrstev je však třeba modifikovat
elastický koeficient λ.

Tenké vrstvy

Pro vrstvy, jejichž třetí složka má zanedbatelné rozměry můžeme počítat
redukovaný problém tak, že předpokládáme nulové všechny třetí složky ten-
zoru napětí

τ33 = τ23 = τ13 = 0 (2.43)

Z (2.28) okamžitě plyne ε13 = ε23 = 0.
Koeficient ε33 lze stanovit z rovnice (2.28) pro element τ33

0 = λεii + 2µε33 (2.44)

to vede na

ε33 = − λ

λ + 2µ
(ε11 + ε22), (2.45)

aby však bylo možné používat obvyklé tvary diferenciálních operací, kon-
krétně grad (λdiv u), ve dvou dimenzích, je třeba modifikovat elastický ko-
eficient λ

λ̄ = λ− λ

λ + 2µ
(2.46)

Nyní je úloha ekvivalentní řešení rovnice

ρ
∂2u

∂t2
= grad (λ̄div u) + div (µgrad u + µgrad uT ) + f (2.47)

s obvyklým tvarem diferenciálních operací ve 2D.
Třetí složku posunutí lze dopočítat z (2.45) a z

ρ
∂2u3

∂t2
(x, t) = f3, (2.48)

což odpovídá třetí složce rovnice (2.35).
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Tlusté vrstvy

Pro materiál, který je možné pokládat za nekonečný ve třetí složce poklá-
dáme

ε33 = ε23 = ε13 = 0 (2.49)

Z Hookeova zákona, vztah (2.28), okamžitě plyne τ13 = τ23 = 0 a τ33 =
λ(ε11 + ε22).

Rovnice ve dvou dimenzích jsou identické s rovnicemi ve 3D včetně stej-
ných elastických koeficientů. Lze tedy přímo řešit rovnici (2.36) ve dvou
dimenzích s obvyklým tvarem diferenciálních operátorů ve 2D. Třetí složku
posunutí lze dopočítat z ε33 = 0 a

ρ
∂2u3

∂t2
(x, t) = f3 +

∂λ(ε11 + ε22)
∂x3

, (2.50)

což odpovídá třetí složce rovnice (2.35).
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Kapitola 3

Elasticita a difuze

Jedním z cílů diplomové práce je zkoumat řešení lineárně elastického modelu
společně s rovnicí popisující difuzi.

Difundující veličinu lze reprezentovat několika možnými způsoby. Často
se jedná o teplotu a spárované rovnice elasticity a difuze se nazývají termo-
elastické. Termoelasticitou a existencí řešení pro termoelasticitu se zabývá
například práce [16]. Přehled publikovaných prací a vývoj teorie termoelas-
ticity lze nalézt v [15].

Další třídou modelů, která je často zmiňována, jsou modely, kde difun-
dující veličina má charakter tekutiny, která prosakuje porézním materiálem.
Formálně jsou vztahy pro termoelasticitu a poroelasticitu velmi podobné až
na to, že pro poroelasticitu hraje roli difundující veličiny koncentrace, která
vyjadřuje prosycenost materiálu difundujícím médiem. Zajímavé práce na
téma poroelasticity jsou především [18] a [19], kde se autor zabývá existencí
a jednoznačností spárovaných rovnic difuze a lineární elasticity. Práce [3] a
[10] se pak zabývají aplikacemi takovýchto modelů.

Koncentrace nemusí mít ale pouze význam nasycenosti materiálu teku-
tinou. V mnoha modelech se koncentrace používá jako míra probíhajícího
chemického procesu, který mění elastické vlastnosti látky. V takovém případě
mluvíme o chemoelasticitě. Tento význam je zmíněn například v [10] nebo
[4], kde se ovšem autoři zabývají primárně prouděním a nikoli elastickými
deformacemi.

Spárování rovnic difuze a elasticity se však neomezuje pouze na popsané
situace. Článek [23] například tyto rovnice používá pro zkoumání bobtnají-
cích nasákavých gelů. Autoři [9] těmito rovnicemi řeší molekulární dynamiku
polymerních látek. Další aplikace lze najít například v [21, 6].
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Existuje několik modelů, jak lze uskutečnit spojení těchto dvou systémů
rovnic. Preferovaným řešením pro tuto práci bylo zavést elastické koeficienty
závislé na difundující veličině. Pro další zkoumání se nabízí také závislost
koeficientu difuze na velikosti tenzoru posunutí.

I když existuje mnoho prací na téma párování difuze a elasticity, jedná
se často o modely typu (3.8) a existuje jen málo prací, které by hovořily o
přímé závislosti elastických koeficientů na koncentraci difundující látky nebo
opačně koeficientu difuze na velikosti deformace. Jedněmi z mála článků jsou
[13], který používá elastické koeficienty závislé na koncentraci a [22], kde
autoři popisují deformací řízenou difuzi.

3.1 Rovnice difuze

Nechť je difundující médium určeno svou koncentrací c = c(x, t). Obecně
platí c ≥ 0. V termoelasticitě často chápeme veličinu c jako teplotu a proto
ji neomezujeme shora. Pokud však c chápeme ve smyslu koncentrace nebo
míry nasycenosti, je vhodné tuto veličinu shora omezit. Pro potřeby che-
moelasticity tedy zavedeme c ≤ 1, kde c(x, t) = 0 bude znamenat nulovou
nasycenost látky difundujícím médiem a c(x, t) = 1 nasycenost maximální.

Vyjdeme ze zákona zachování pro veličinu c a dostaneme1

∂

∂dt

∫

Ω

c(x, t)dx =
∫

Ω

h(x, t)dx−
∫

∂Ω

〈J(x, t)|n〉dx (3.1)

Vektor J(x, t) přitom udává tok míry koncentrace. Můžeme použít, podle
povahy c, několik pouček (Dracyho zákon pro tok tekutiny, Fourierův zákon
pro tok tepla nebo První Fickův zákon pro tok látkového množství), které
říkají, že tok difundujícího média je úměrný gradientu koncentrace. Fourie-
rův zákon má přitom zvláštní postavení jak je vysvětleno v poznámce. Pro
tok J platí

J(x, t) = −k∇c(x, t) (3.2)

1Pokud má mít c smysl teploty, vycházíme z rovnice bilance tepelné energie. Bilan-
covaná veličina, jejíž změnu zkoumáme nebude přímo teplota, ale hustota entalpie ρh.
První integrál v (3.1) nahradí časová derivace celkové entalpie. Jestliže neuvažujeme kon-
vektivní člen toku tepla, je jeho celkový tok dán Fourierovým zákonem tvaru (3.2), kde má
c smysl teploty. Pokud jsou navíc hustota a tepelná kapacita nezávislé na teplotě, získáme
výslednou rovnici ve tvaru (3.5). Důvodem, proč je třeba bilancovat entalpii a ne přímo
teplo je, že teplo není termodynamickým potenciálem a nelze jej přímo diferencovat.
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Koeficientu k ve (3.2) budeme říkat koeficient difuze. Obvykle je poklá-
dán za konstantní, ale ve zcela spárované úloze chemoelasticity jej položíme
závislý na elastických koeficientech.

Dosazením výrazu (3.2) do rovnice (3.1) získáme

∂

∂dt

∫

Ω

c(x, t)dx =
∫

Ω

h(x, t)dx +
∫

∂Ω

〈kgrad c(x, t)|n〉dx (3.3)

aplikací Gaussovy věty 2.1 pak získáme

∂

∂dt

∫

Ω

c(x, t)dx =
∫

Ω

h(x, t)dx +
∫

Ω

div (kgrad c(x, t))dx (3.4)

diferenciální tvar rovnice difuze tedy je

∂c

∂dt
− div (kgrad c) = h (3.5)

což lze přepsat jako

∂c

∂dt
− k∆c− div kgrad c = h (3.6)

což se pro k = konst redukuje na

∂c

∂dt
− k∆c = h (3.7)

3.2 Termoelastické rovnice

Spojení elasticity a difuze je možné provést několika způsoby. Následující
rovnice jsou převzaty z [18]. I když koeficienty difuze nejsou přímo závislé na
difundující veličině, je i tento systém velice zajímavý. Autor [18] jej používá
ke zkoumání interakce látky difundující porézním médiem, ale s formálně
stejným systémem se často setkáváme při formulaci termoelasticity.

V [18] je navíc rozpracována teorie existence, jednoznačnosti a regularity
řešení daného systému v kvazistatickém přiblížení.

ρ∂2u
∂t2

− (λ + µ)grad div u(x, t)− µ∆u(x, t) + αgrad c(x, t) = f(x, t)

∂
∂t

(a0c(x, t) + αdiv u(x, t))− div (kgrad c(x, t)) = h(x, t)
,

(3.8)
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kde λ, µ, α, a0, k jsou konstanty.
Systém vychází formálně z rovnice (2.33) a modifikované rovnice (3.5).

Přitom autor ponechává koeficient difuze i elastické koeficienty konstantní a
pro spárování obou rovnic používá modifikovaný tenzor napětí a modifiko-
vanou rovnici pro koncentraci v evolučním členu.

Konkrétně tak autor dosazuje za evoluční člen v (3.5) místo ∂c
∂t

∂

∂t
(a0c + αdiv u) (3.9)

a za napětí
τij = λδijεkk + 2µεij − αδijc (3.10)

Tato formulace je zde uvedena, protože jde o běžný přístup ke spáro-
vání rovnic elasticity a difuze. V [18] je navíc dosti podrobně rozpracována
analýza pro kvazistatický případ ρ = 0.

3.3 Chemoelastické rovnice

I když to není zcela přesné, budu se na častěji zkoumané pojetí párování
difuze a elasticity popsané rovnicemi (3.8) odvolávat jako na termoelastické
rovnice.

Druhým, méně popsaným přístupem je párování obou rovnic přes elas-
tické parametry λ a µ a koeficient difuze k. K tomuto přístupu se budu
odvolávat jako k chemoelasticitě.

Tento model, na který byl kladen největší důraz, má elastické koeficienty
závislé na difundující veličině. Podobný model je v literatuře zmiňován po-
měrně zřídka i když je přirozené předpokládat, že elastické koeficienty jsou
na difundující veličině (teplota, koncentrace, nasycenost) přímo závislé. Jed-
nou z prací, které tento model používají, je [13], kde autoři řeší difuzi skrze
kompozitní cylindrickou strukturu.

Vyjdeme z rovnice pro elasticitu (2.36) a z rovnice difuze (3.5)

ρ∂2u
∂t2

= grad (λdiv u) + div (µgrad u + µgrad uT ) + f

∂c
∂dt

= div (kgrad c) + h

(3.11)
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přitom bude platit
λ = λ(c(x, t))

µ = µ(c(x, t))

k = k(u(x, t))

(3.12)

Tento systém pak bude nutné řešit už ne jako samostatné rovnice ale jako
vázanou úlohu.

Existuje několik přiblížení, které mohou usnadnit analýzu problému nebo
přinést větší stabilitu jeho numerického řešení.

3.3.1 Jednostranná závislost elastických koeficientů na
koncentraci

Jako první přiblížení lze řešit rovnice, kde bude koeficient difuze konstantní,
ale elastické koeficienty budou závislé na koncentraci. Modifikujeme vztahy
(3.12)

λ = λ(c(x, t))

µ = µ(c(x, t))

k = konst

(3.13)

Systém (3.13) bude z pohledu analýzy snadno řešitelný, pokud bude mít
rovnice difuze dostatečně hladké řešení.

Z pohledu konkrétních vztahů, které platí pro koeficienty difuze, používá
[13] systém

λ = λ0(1− c
2)

µ = µ0(1− c
2)

k = konst

(3.14)

Tento model stojí na předpokladu, že se zvětšující se koncentrací, klesají
elastické koeficienty a materiál měkne. To je opodstatněný předpoklad pokud
koncentrací modelujeme například postup koroze.

V modelu (3.14) navíc předpokládáme c ∈ [0, 1]. Ve vázané úloze je to
důležité také proto, aby elastické koeficienty byly nezáporné.

Pro chemoelastické výpočty v této práci používám právě systém (3.14).
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3.3.2 Kvazistatická úloha

Kvazistatická úloha je taková, kde zanedbáme evoluční člen v rovnici pro
elasticitu. Klademe tedy ρ = 0. U komplikovaných struktur může absence
tohoto členu podstatně stabilizovat numerické řešení problému. Nehodí se
však v případech, kdy hustota materiálu je velká a odezva materiálu na pů-
sobící sílu je srovnatelně dlouhá s délkou časového úseku, který zkoumáme.
Naopak pro nízkou hustotu a systémy, které rychle spějí do stavu elastické
rovnováhy lze evoluční člen zanedbat.

Rovnice pro kvazistatické přiblížení jsou

0 = grad (λdiv u) + div (µgrad u + µgrad uT ) + f

∂c
∂dt

= div (kgrad c) + h
(3.15)

Samozřejmě je třeba doplnit vztahy typu (3.12).

3.3.3 Vztah pro koeficient difuze

Doplnit funkcionální závislost koeficientu difuze na deformaci do vztahů
(3.12) je komplikované. Jediným zdrojem, o který se lze opřít je [22]. Bohužel
autoři nevycházejí při řešení přímo z Lamého rovnic a tak jejich výsledky
nelze přímo přenést na zde studovaný systém. Pro prozkoumání této závis-
losti by bylo třeba přijmout dodatečné předpoklady nebo zjistit závislost
experimentem.

Závislost tak může mít ve složce k zcela obecný tvar

λ = λ0(1− c
2)

µ = µ0(1− c
2)

k = k(|u(x, t)|)

(3.16)

je přirozené předpokládat, že k bude závislé na velikosti posunutí nikoli na
jeho směru.
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Kapitola 4

Slabé formulace problémů

4.1 Teorie lineárních eliptických rovnic ve ví-
cerozměrných Sobolevových prostorech

Věta 4.1 (Laxova-Milgramova). Buď H Hilbertův prostor se skalárním
součinem 〈.|.〉 a normou |.|H = 〈.|.〉1/2. Buď B : H×H → R bilineární forma
na H, která je

• H-eliptická (∃c > 0, že ∀u ∈ H B(u, u) ≥ c||u||2H)

• omezená (∃M > 0, že ∀u, v ∈ H B(u, v) ≤ M ||u||H ||v||H)

Pak ∀F ∈ H∗ ∃!u ∈ H, že

B(u, v) = 〈F |v〉 ∀v ∈ H (4.1)

a

||u||H ≤ 1
c
||F ||H (4.2)

Důkaz. viz [11]

Pro eliptickou rovnici ve tvaru

− ∂

∂xi

(aij
∂u

∂xj

) = f (4.3)

je existence a jednoznačnost slabého řešení ve W 1,2 důsledkem Lax-Milgramovy
věty, viz například [11].
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Pokud ale řeším úlohu (2.35), kde je přirozené každou složku násobit
testovací funkcí, nelze důkaz platný pro jednu dimenzi snadno přenést do
vícedimenzionálního prostoru.

Pro pevné i totiž platí Hookeův zákon (2.28). τij = λδijεkk + 2µεij ale
neobsahuje pouze derivace skalární funkce ui. Obsahuje také derivace složek
ul a to i pro l 6= i. Problém tedy nelze zjednodušit na řešení tří nezávislých
rovnic, každou pro jednu skalární funkci.

Z toho plyne nutnost zavést vícedimenzionální Sobolevovy prostory W p,q,n,
kde n je dimenze prostoru a v nich řešit vícerozměrnou úlohu. Důkaz exis-
tence a jednoznačnosti řešení pak vyplyne jako důsledek Laxovy-Milgramovy
věty 4.1.

Dalším problémem je, že oproti klasické formulaci eliptických problémů,
je speciálně pro lineární elasticitu třeba oslabit požadavky na vektorovou
diferenciální rovnici tak, aby diferenciální operátor zůstal eliptický a bylo
možné použít větu 4.1 i když samotná matice diferenciální úlohy není pozi-
tivně definitní.

Následující vztahy jsou modifikované vztahy z [11] pro více dimenzí.

4.1.1 Vícerozměrný eliptický operátor

Zaveďme operátor

L(u) = −ei
∂

∂xj

(aijkl
∂uk

∂xl

) i, k ∈ {1...n} j, l ∈ {1...d} (4.4)

Budeme řešit úlohu
L(u) = f , (4.5)

tedy

− ∂

∂xj

(aijkl
∂uk

∂xl

) = fi i, k ∈ {1...n} j, l ∈ {1...d} (4.6)

na oblasti Ω, přes i se nesčítá, d je dimenze Ω a n je dimenze vektoru řešení.
Typicky n = d.

Buď Ω omezená a otevřená množina. ∂Ω je oblast se třídy C0,1 a platí
∂Ω = Γ1 ∪ Γ2 ∪ N , kde N má nulovou míru v R(d−1). Okrajové podmínky
jsou pak na ∂Ω předepsány následujícím způsobem:

Dirichletova okrajová podmínka

u(x) = u0(x) x ∈ Γ1 (4.7)
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Neumannova okrajová podmínka

Je nutné předepsat hodnoty derivací ui na hranici podle odpovídajících ko-
normál.

∂uk(x)
∂nik(x)

= gi x ∈ Γ2, (4.8)

přitom platí ∂uk

∂nik
= 〈grad uk|nik〉 a nikl = aijklνj, kde ν je jednotková

normála k okraji a přes k se sčítá.

4.1.2 Slabá formulace úlohy

Označme B bilineární formu na prostoru

V = {u ∈ W 1,2,n; u|Γ1 = 0} (4.9)

B(ϕ, ξ) =
∫

Ω

aijkl
∂ϕk

∂xl

∂ξi

∂xj

dx ϕ, ξ ∈ V (4.10)

Pak slabou formulaci získáme, vynásobíme-li (4.6) testovací funkcí z V ,
zintegrujeme přes Ω a použijeme Greenovu větu.

Definice 4.2. Slabé řešení eliptického problému Nechť û0 ∈ W 1,2,n je
funkce, pro kterou tr (û0)|Γ1 = u0, kde tr značí operátor stop.

Řekneme, že funkce u je slabým řešením eliptického problému s okrajo-
vými podmínkami a funkcionálem B popsanými výše, jestliže u − û0 ∈ V
a

B(u,ϕ) = 〈f |ϕ〉V ∗,V +
∫

Γ2

〈g|ϕ〉dS ∀ϕ ∈ V (4.11)

Věta 4.3. Existence a jednoznačnost řešení eliptického problému Nechť
platí

• Hladkost koeficientů : aijkl ∈ L∞(Ω)

• Prostor f : f ∈ V ∗

• Existence funkce splňující Dirichletovu podmínku: ∃û0 ∈ W 1,2,n tr (û0)|Γ1 =
u0, kde tr značí operátor stop. Existence této funkce plyne z inverzní
věty o stopách, kterou je třeba rozšířit pro více dimenzí.
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• Elipticita: pro ∃c > 0 že pro ∀v ∈ V B(v,v) > c|grad v|22 přitom
||grad v||22 ≡ | ∂vi

∂xj
|22

• Γ1 má nenulovou míru

Pak existuje právě jedno slabé řešení eliptické úlohy, jehož normu lze
navíc omezit vstupními daty úlohy.

Důkaz. Modifikací důkazu z [8].

4.2 Evoluční rovnice ve více dimenzích

Většina vět, které platí pro jednodimenzionální Sobolevovy prostory v jedné
dimenzi, lze pro evoluční rovnice přímočaře přenést do více dimenzí. Po-
drobná konstrukce Galerkinovských systémů a především energetických od-
hadů řešení pro parabolické a hyperbolické rovnice je provedena v [8].

Rovnice budeme řešit na otevřené, omezené množině Ω ∈ Rd a na inter-
valu I = [0, T ].

Pro evoluční rovnice zavedeme časově závislý bilineární operátor B před-
pisem

B[t](ϕ, ξ) =
∫

Ω

aijkl(., t)
∂ϕk

∂xl

∂ξi

∂xj

dx ϕ, ξ ∈ V (4.12)

Budeme požadovat (ELI)

∃C > 0 C|grad ϕ|22 < B[t](ϕ,ϕ) (4.13)

pro s.v. t ∈ I a pro všechny ϕ ∈ V , kde V je prostor, na kterém úlohu
řešíme v prostorových souřadnicích.

4.2.1 Parabolická úloha

Zavedeme-li eliptický operátor L[t] předpisem:

L[t](u) = − ∂

∂xj

(aijkl(t)
∂uk

∂xl

), (4.14)

hledáme řešení rovnice

∂u

∂t
+ L[t](u) = f t ∈ I, (4.15)
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tedy
∂ui

∂t
− ∂

∂xj

(aijkl(t)
∂uk

∂xl

) = fi(t) t ∈ I (4.16)

s počáteční hodnotou

u(x, 0) = a0(x) x ∈ Ω (4.17)

buď dále Ω omezená a otevřená množina. ∂Ω je oblast se třídy C0,1 a platí
∂Ω = Γ1 ∪ Γ2 ∪N , kde N má nulovou míru v Rn−1. Nehomogenní okrajové
podmínky jsou pak na ∂Ω předepsány následujícím způsobem:

Dirichletova okrajová podmínka

u(x, t) = u0(x, t) (x, t) ∈ Γ1 × I (4.18)

Neumannova okrajová podmínka

Je nutné předepsat hodnoty derivací ui na hranici podle odpovídajících ko-
normál

∂uk(x, t)
∂nik(x)

= gi(x, t) (x, t) ∈ Γ2 × I, (4.19)

přitom platí ∂uk

∂nik
= 〈grad uk|nik〉 a nikl = aijklνj, kde ν je normála k okraji

a přes k se sčítá.

Slabá formulace

Zavedeme prostor V jako u eliptických úloh

V = {u ∈ W 1,2,n; u|Γ1 = 0} (4.20)

Definice 4.4. Slabé řešení parabolického problému

Buď û0 ∈ L2(I, W 1,2,n)∩L∞(I, L2,n), že ∂û0

∂t
∈ L2(I, W−1,2,n) a tr (û0(t))|Γ1 =

u0(t) pro s.v. t ∈ I
Řekneme, že funkce u je slabým řešením parabolického problému, jestliže

• u− û0 ∈ L∞(I, L2,n) ∩ L2(I, V )

• ∂u
∂t
∈ L2(I, V ∗)
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• u(x, 0) = a0(x) x ∈ Ω

a platí

〈∂u

∂t
|ϕ〉V ∗,V + B[t](u(t), ϕ) = 〈f(t)|ϕ〉V ∗,V +

∫

Γ2

〈g(t)|ϕ〉dS ∀ϕ ∈ V

(4.21)
pro s.v. t ∈ I

Věta 4.5. Existence a jednoznačnost řešení parabolického problému Nechť
platí

• Hladkost koeficientů : aijkl(t) ∈ L∞(Ω) pro s.v. t ∈ I

• Prostor f : f ∈ L2(I, V ∗)

• a0 ∈ L2,n(Ω)

• Existuje funkce û0 splňující předpoklady výše.

• Elipticita: je splněna podmínka (ELI)

• Γ1 má nenulovou míru

Pak existuje právě jedno slabé řešení parabolické úlohy, jehož normu lze
navíc omezit vstupními daty úlohy.

Důkaz. Modifikací důkazu z [8].

4.2.2 Teorie regularity pro parabolickou úlohu

Následující větu z [8] využijeme později. Stačí původní formulace pro n = 1.

Věta 4.6. Regularita řešení pro parabolické problémy
Nechť je funkce u slabým řešením parabolického problému daného line-

árním eliptickým operátorem L[t] a vstupními daty f a a na intervalu I a
V je prostor přípustných řešení eliptického problému.

Nechť platí

a ∈ W 2m+1,2(Ω)
dkf

dtk
∈ L2(I,W 2m−2k,2(Ω)) k ∈ {0, ..., m} (4.22)
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Nechť dále platí tyto podmínky regularity a0 ≡ a a ∈ V , a1 ≡ f(0) −
L[0](a0) a1 ∈ V , . . . , am ≡ f(0)− L[0](am−1) am ∈ V .

Potom platí

dku

dtk
∈ L2(I, W 2m+2−2k,2(Ω)) k ∈ {0, ...,m + 1} (4.23)

a navíc
m+1∑

k=0

||d
ku

dtk
|| ≤ C(

m∑

k=0

||d
kf

dtk
)||+ ||a||) (4.24)

v příslušných normách. A C = C(m, Ω,L, I)

Důkaz. viz [8]

4.2.3 Hyperbolická úloha

Pro eliptický operátor L[t]

L[t](u) = − ∂

∂xj

(aijkl(t)
∂uk

∂xl

), (4.25)

hledáme řešení rovnice

∂2u

∂t2
+ L[t](u) = f t ∈ I, (4.26)

tedy
∂2ui

∂t2
− ∂

∂xj

(aijkl(t)
∂uk

∂xl

) = fi(t) t ∈ I (4.27)

s počátečními hodnotami

u(x, 0) = a0(x) x ∈ Ω

∂u
∂t

(x, t) = a1(x) x ∈ Ω
(4.28)

buď dále Ω omezená a otevřená množina. ∂Ω je oblast se třídy C0,1 a platí
∂Ω = Γ1 ∪ Γ2 ∪N , kde N má nulovou míru v Rn−1. Nehomogenní okrajové
podmínky jsou pak na ∂Ω předepsány následujícím způsobem:

Dirichletova okrajová podmínka

u(x, t) = u0(x, t) (x, t) ∈ Γ1 × I (4.29)
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Neumannova okrajová podmínka

Je nutné předepsat hodnoty derivací ui na hranici podle odpovídajících ko-
normál.

∂uk(x, t)
∂nik(x)

= gi(x, t) (x, t) ∈ Γ2 × I, (4.30)

přitom platí ∂uk

∂ni
= 〈grad uk|ni〉 a nikl = aijklνj, kde ν je normála k okraji a

přes k se sčítá.

Slabá formulace

Zavedeme prostor V

V = {u ∈ W 1,2,n; u|Γ1 = 0} (4.31)

Definice 4.7. Slabé řešení hyperbolického problému Buď û0 ∈ L∞(I, W 1,2,n),

že ∂û0

∂t
∈ L∞(I, L2,n), ∂2û0

∂t2
∈ L2(I,W−1,2,n) a tr (û0(t))|Γ1 = u0(t) pro s.v.

t ∈ I
Řekneme, že funkce u je slabým řešením hyperbolického problému, jestliže

• u− û0 ∈ L∞(I, V )

• ∂u
∂t
∈ L2(I, L2,n)

• ∂2u
∂t2

∈ L2(I, V ∗)

• u(x, 0) = a0(x) x ∈ Ω

• ∂u
∂t

(x, 0) = a1(x) x ∈ Ω

a platí

〈∂
2u

∂t2
|ϕ〉V ∗,V + B[t](u(t),ϕ) = 〈f(t)|ϕ〉V ∗,V +

∫

Γ2

〈g(t)|ϕ〉dS ∀ϕ ∈ V

(4.32)
pro s.v. t ∈ I

Věta 4.8. Existence a jednoznačnost pro hyperbolický problém Nechť platí

• Hladkost koeficientů : aijkl(t) ∈ W 1,∞(Ω) pro s.v. t ∈ I
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• Symetrie koeficientů aijkl(t) = aklij(t)

• Prostor f : f ∈ L2(I, L2,n)

• a0 ∈ V (Ω)

• a1 ∈ L2,n(Ω)

• Existence funkce û0 splňující předpoklady výše.

• Elipticita: je splněna podmínka (ELI)

• Γ1 má nenulovou míru

Pak existuje právě jedno slabé řešení hyperbolické úlohy.

Důkaz. Modifikací důkazu z [8].

4.3 Slabá formulace lineární elasticity

4.3.1 Eliptická rovnice pro slabou formulaci lineární
elasticity

Někdy je výhodné řešit problém lineární elasticity jako statický, bez evoluč-
ního členu v (2.34). Je to obvykle v situaci, kdy známe počáteční konfiguraci
kontinua a zajímá nás, jakým způsobem se změní po zapnutí síly. Vývoj sys-
tému do koncového stavu přitom není podstatný, nebo je hustota tak malá,
že materiál na působení síly reaguje téměř okamžitě ve srovnání s rychlostí
ostatních procesů, které studujeme.

Statická úloha je numericky méně náročná na výpočetní výkon a řešení
je stabilnější.

Chceme získat slabou formulaci pro rovnici (2.35) bez evolučního členu

0 = f(x, t) + div τ(x, t) (4.33)

ve složkové notaci

0 = fi(x, t) +
∂τij(x, t)

∂xj

(4.34)

s okrajovými podmínkami:
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Dirichletova okrajová podmínka

u(x) = u0(x) x ∈ Γ1 (4.35)

Neumannova okrajová podmínka

τ(x)(ei, ν(x))ei = T 0(x) x ∈ Γ2, (4.36)

kde ν je normálový vektor k hranici v bodě x ∈ ∂Ω, na levé straně sčítáme
přes index i.

Složkově lze vyjádřit Neumannovu podmínku

τij(x)νj(x) = T 0
i (x) x ∈ Γ2, (4.37)

kde ν je opět normálový vektor k hranici v bodě x ∈ ∂Ω, nalevo sčítáme
přes j.

Předpokládáme přitom, že Ω je omezená a otevřená množina. ∂Ω je oblast
se třídy C0,1 a platí ∂Ω = Γ1 ∪Γ2 ∪N , kde N má nulovou míru v R2 a míra
Γ1 je nenulová.

Zavedeme prostor V

V = {u ∈ W 1,2,n; u|Γ1 = 0} (4.38)

Slabou formulaci eliptické elasticity získáme tak, že rovnici (4.34), vyná-
sobíme testovací funkcí a zintegrujeme přes oblast Ω. Pak použijeme zobec-
něnou Greenovu větu, viz [11] a získáme

∫

Ω

τij(x)
∂ϕi(x)

∂xj

dx−
∫

∂Ω

τij(x)ϕi(x)νjdS = 〈f |ϕ〉 ∀ϕ ∈ V (4.39)

Nyní můžeme dosadit za tenzor napětí τ Hookeův zákon v obecném tvaru
(2.26) a dostaneme

∫

Ω

aijklεkl(x)
∂ϕi(x)

∂xj

dx−
∫

∂Ω

aijklεkl(x)ϕi(x)νjdS = 〈f |ϕ〉 ∀ϕ ∈ V ,

(4.40)
kde aijkl jsou maticové elementy Hookeovy matice dané (2.26). Díky symetrii
aijkl = aijlk platí
∫

Ω

aijkl
∂uk(x)

∂xl

(x)
∂ϕi(x)

∂xj

dx−
∫

∂Ω

aijkl
∂uk(x)

∂xl

ϕi(x)νjdS = 〈f |ϕ〉 ∀ϕ ∈ V

(4.41)
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Slabá formulace lineární eliptické elasticity

Označme

Bel(u,v) =
∫

Ω

aijkl
∂uk(x)

∂xl

(x)
∂vi(x)
∂xj

dx u, v ∈ V (4.42)

Nechť û0 ∈ W 1,2,n je funkce, pro kterou tr (û0)|Γ1 = u0.
Řekneme, že funkce u je slabým řešením (4.34) s okrajovými podmínkami

a popsanými výše, jestliže u− û0 ∈ V a

Bel(u,ϕ) = 〈f |ϕ〉V ∗,V +
∫

Γ2

〈T 0|ϕ〉dS ∀ϕ ∈ V (4.43)

4.3.2 Existence a jednoznačnost pro eliptickou line-
ární elasticitu

Systém (4.43) je formálně shodný se systémem (4.11).
Existence a jednoznačnost řešení pro lineární elasticitu tedy plyne jako

důsledek věty 4.3. Musíme však ověřit platnost jejích předpokladů.
Hladkost elementů aijkl plyne z hladkosti elastických koeficientů λ a µ.

Předpokládáme tedy λ ∈ L∞(Ω) a µ ∈ L∞(Ω).
Funkci f kladu ve všech výpočtech rovnou 0. V jiných aplikacích bývá

často konstantní a představuje hustotu gravitační síly. Proto není těžké splnit
f ∈ V ∗.

Existence funkce û0 plyne z inverzní věty o stopách.
Věta tedy platí pro Dirichletovskou hranici nenulové míry a je-li splněna

podmínka elipticity Bel, tj. ∀v ∈ V Bel(v,v) > c|grad v|22.
Maticové elementy aijkl mají pro izotropní lineárně elastický materiál

tvar
aijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk) (4.44)

Pokud by byla tato matice (indexy řádek ij a sloupců kl) pozitivně definitní,
ihned by z toho plynula elipticita operátoru Bel. Matice ale není ani regulární
a tak musíme elipticitu ověřit jinak. Dosadíme (4.44) do (4.42)

Bel(u, u) =
∫

Ω

λ(x)δij
∂uk

∂xk

∂ui

∂xj

+ 2µ(x)εij(u)
∂ui

∂xj

dx u ∈ V , (4.45)
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kde ε je z (2.23) ve složkách

εij(u) =
1
2

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

) (4.46)

a díky symetrii ε

Bel(u, u) =
∫

Ω

λ(x)εii(u)εkk(u) + 2µ(x)εij(u)εij(u)dx u ∈ V (4.47)

Věta 4.9 (Kornova nerovnost). Buď Ω ⊂ R3 a u ∈ V , kde Γ1 má nenulovou
míru, pak ∃c, že ∫

Ω

εij(u)εij(u) ≥ c

∫

Ω

1
2

∂ui

∂xj

∂ui

∂xj

dx (4.48)

Důkaz. Viz [14].

Z Kornovy nerovnosti už plyne elipticita Bel a tedy i existence a jedno-
značnost pro eliptickou rovnici lineární elasticity.

4.3.3 Hyperbolická rovnice pro lineární elasticitu

Rovnice (2.36) je sama o sobě hyperbolická. Její část bez evolučního členu
je eliptická, jak bylo ukázáno v předchozí kapitole.

Zavedeme časově závislý bilineární funkcionál Bel[t](u, v)

Bel[t](u, v) =
∫

Ω

λ(x)δij
∂uk

∂xk

∂vi

∂xj

+ 2µ(x)ε(u)ij
∂vi

∂xj

dx (4.49)

(2.36) je hyperbolická rovnice typu (4.27) s funkcionálem Bel[t](u, v) a
okrajovými podmínkami, které byly popsány v předchozích kapitolách.

Pro Neumannovu podmínku platí, že součet derivací podle odpovídají-
cích konormál odpovídá právě

∂uk(x)
∂nik(x)

= τij(x)νj(x) = T 0
i (x) x ∈ Γ2 (4.50)

Slabá formulace pro evoluční lineární elasticitu tedy odpovídá úloze najít
funkci u(x, t), která splňuje

〈∂
2u

∂t2
|ϕ〉V ∗,V + Bel[t](u(t),ϕ) = 〈f(t)|ϕ〉V ∗,V +

∫

Γ2

〈g(t)|ϕ〉dS ∀ϕ ∈ V

(4.51)
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pro s.v. t ∈ I
Z věty 4.8 plyne existence a jednoznačnost. Oproti statické úloze je třeba

navíc splnit kromě symetrie Hookeovy matice, která je zaručena, také λ ∈
W 1,∞(Ω) a µ ∈ W 1,∞(Ω) pro s.v. t.

4.4 Slabá formulace chemoelasticity

Řešíme-li chemoelastický problém, řešíme spárovanou hyperbolickou rovnici
pro elasticitu a parabolickou rovnici pro difuzi.

Hyperbolická rovnice pro rovinnou elasticitu byla popsána v předchozí
kapitole.

Operátor pro difuzi, který vychází z rovnice (3.5) má tvar

Bdif [t](c, ξ) =
∫

Ω

(kgrad c)grad ξdx (4.52)

Nechť Γ̂1 a Γ̂2 značí Dirichletovskou a Neumannovskou část hranice.
Zavedeme prostor K = {c ∈ W 1,2; c|Γ̂1 = 0}
Slabá formulace pro evoluční rovnici difuze tedy je najít funkci c(x, t),

která splňuje

〈∂c

∂t
|ξ〉K∗,K + Bdif [t](c(t), ξ) = 〈h(t)|ξ〉K∗,K +

∫

Γ̂2

ĝ(t)ξdS ∀ξ ∈ K (4.53)

pro s.v. t ∈ I
Podmínky pro existenci a jednoznačnost řešení dává věta 4.5.

4.4.1 Jednostranně spárovaná úloha

Systém (3.13) zavádí přirozenou závislost elastických koeficientů na difuzi.
Byl použit v [13]. Jeho výhodou je, že lze řešit obě rovnice odděleně. Nej-
prve vyřešit parabolický problém pro koncentraci a pak vypočítanou funkci
dosadit do rovnice pro elastické koeficienty.

Pokud bude mít rovnice (4.53) dostatečně hladké řešení, konkrétně c(t) ∈
W 1,∞(Ω) pro s.v. t ∈ I pro hyperbolickou elasticitu, případně c ∈ L∞ pro
kvazistatický problém, kde řešíme pouze eliptickou část lineární elasticity
(4.33).
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Pokud budou vstupní data dostatečně hladká, lze vyslovit závěr o exis-
tenci a jednoznačnosti řešení, jak pro kvazistatickou, tak pro plně dynamic-
kou úlohu typu (3.14).

Kvazistatický případ

Pro případ kvazistatické úlohy typu (3.14) nám stačí λ ∈ L∞ a µ ∈ L∞,
tedy c ∈ L∞ pro s.v. t.

Platí věta

Věta 4.10. Obecná Sobolevova nerovnost
Nechť Ω je otevřená, omezená řádu C0,1 Ω ⊂ Rd. Nechť u ∈ W k,p

Je-li

k >
d

p
(4.54)

pak u ∈ Ck−b d
p
c−1,γ(Ω̄), kde

γ =

{ bd
p
c − d

p
+ 1 když d

p
není celé

∈ (0, 1) když d
p

je celé
(4.55)

a navíc
||u||

C
k−b d

p c−1,γ ≤ C||u||W k,p (4.56)

a C = C(k, p, d, γ, Ω)

Důkaz. viz [8]

Pro d = 3 je podle 4.10 W 2,2 @ C0, 1
2 @ L∞.

Symbolem @ značím spojité vnoření prostorů.
Pokud tedy bude c ∈ W 2,2 pro s.v. t, plyne z toho existence a jednoznač-

nost řešení kvazistatické úlohy.
To lze zajistit podle věty 4.6 volbou â0 ∈ K a h ∈ L2(I, L2(Ω)). Pak

c ∈ L2(I, W 2,2).

Plně evoluční rovnice

Pro úlohu plně evoluční, s hyperbolickou rovnicí elasticity, je třeba splnit
λ ∈ W 1,∞ a µ ∈ W 1,∞, tedy v případě modelu (3.14) c ∈ W 1,∞ pro s.v. t.

Podle předchozího bude c ∈ W 1,∞, pokud c ∈ W 3,2 pro s.v. t. Nechť K
je prostor přípustných řešení eliptické části rovnice difuze.
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Podle 4.6 bude c ∈ L2(I, W 4,2) a dc
dt
∈ L2(I,W 2,2) pro vstupní data

h ∈ L2(I, W 2,2), že dh
dt
∈ L2(I, L2) a â0 ∈ W 1,3, která splňují â0 ∈ V a

h(0)− Ldif [0](â0) ∈ V . Platí tedy c ∈ L2(I, W 4,2) a odsud již c ∈ W 1,∞ pro
s.v. t.

4.4.2 Oboustranně spárovaná úloha

Tento problém je z pohledu analýzy nejvíce komplikovaný. Rovnice celého
systému není obecně eliptická a je třeba najít vhodnou aproximaci pro další
analýzu.

Systémy typu (3.16) nejsou ještě dobře prozkoumané ani numericky ani
analyticky. Tento úkol je jedním z cílů pro další práci.
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Kapitola 5

Výsledky

5.1 Modelová úloha

I když problémy, které tato práce řeší mají obecný charakter, bylo pro testo-
vání všech výsledků a modelů použito jedno konkrétní experimentální uspo-
řádání. Jedná se o čtverec s kruhovým otvorem zatížený na protilehlých
stranách. Tento problém byl použit jako součást kalibrační úlohy, takzva-
ného benchmarku, skupiny DFG-Paketantrag [2], která měla za cíl porovnat
efektivitu celé škály algoritmů pro metodu konečných prvků na problémech
lineární elasticity a elastoplasticity.

Existovalo několik důvodů, proč byla zvolena právě tato úloha. Prvotním
důvodem bylo otestování a kalibrace modulu pro rovinnou elasticitu. Díky
známým hodnotám testovaných veličin, viz [5], bylo možné odhadnout, jak
jemnou síť je třeba použít a tyto odhady použít jako východisko pro další
výpočty. Kdykoli v budoucnu je navíc možné přidat do modelu plasticitu a
nastíněným způsobem jej kalibrovat díky existenci výsledků pro elastoplas-
tické modely, viz [20, 1, 7, 17].

Dalším důvodem byla výhodnost dané geometrie při zkoumání, zda je
možné modelovat trhliny v materiálu pomocí elipsy s degenerující poloosou.

V budoucích pracích je navíc možné vyjít ze závěrů této práce a spočítané
hodnoty na tomto relativně jednoduchém, avšak netriviálním uspořádání,
použít jako kalibrační úlohu pro budoucí modely.
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5.1.1 Uspořádání modelové úlohy

Jedná se o čtverec s vyříznutým kruhovým otvorem uprostřed, z elastického
materiálu o parametrech E = 206900, µ = 0.29, délka hrany je d = 20 a
poloměr výřezu r = 1.

Protože to bylo výhodné z hlediska škálování, byly velikosti veličin sta-
noveny bezrozměrně, ve shodě s [5]. Čtverec je zatížen nahoře a dole kon-
stantním napětím T .

Vzhledem k symetrii úlohy je možné počítat úlohu jen na čtvrtině čtverce
a doplnit vhodně okrajové podmínky.

Obrázek 5.1: Geometrie modelové úlohy a naznačení symetrie

Oblast Ω ⊂ R2 napravo na obrázku 5.1 je definována předpisem

Ω = {x ∈ R2 : 0 < x1 < 10, 0 < x2 < 10, (10− x1)2 + x2
2 > 1} (5.1)

Okrajové podmínky a vstupní data pro model lineární elasticity

Na dvou částech hranice je předepsána kombinovaná Dirichletova a Neu-
mannova podmínka. Dirichletovská část přitom plyne ze symetrie úlohy.
Předepisujeme u1 = 0, τ2jνj = 0 na části hranice x1 = 10, 1 < x2 < 10 a
u2 = 0, τ1jνj = 0 na části hranice 0 < x1 < 9, x2 = 0. ν je normálový vektor
v daném bodě.
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Čistě Neumannova podmínka je předepsána na všech ostatních částech
hranice. Konkrétně τ(x)(ei,ν(x))ei = (0, T ) pro část hranice 0 < x1 <
10, x2 = 10. To odpovídá tahu velikosti T na horní část geometrie. Na všech
ostatních částech hranice je Neumannova podmínka, tedy projekce tenzoru
napětí na normálu k hranici předepsána vektorem (0, 0).

Ve shodně s [5] je T = 4.5. Dále pokládám f(x) = 0 pro x ∈ Ω.

5.2 Kalibrace modelu

Model pro lineární elasticitu ve slabé formulaci jsem řešil programem Comsol
Multiphysics. Jedná se o eliptický model popsaný rovnicí (4.33) s okrajovými
podmínkami a vstupními daty popsanými v předchozí sekci řešený jako 2D
úloha pro tenké vrstvy, viz kapitola 2.6.4. Abych zjistil nakolik se výsledky
tohoto modelu shodují s ověřenými výpočty a jaká je rychlost konvergence
řešení pro zjemňující se síť, použil jsem jako benchmark zmiňovanou práci
[5].

Autoři [5] porovnávají pro pevně zvolené konstantní hodnoty Youngova
modulu E = 206900 a Poissonova poměru σ = 0.29 hodnotu napětí τ22 v
bodě A = (9, 0) pro postupně zjemňovanou adaptivní síť. Práce [5] používá
kvadratické Raviart-Thomasonovy prvky a vlastní aposteriorní odhad pro
zjemnění sítě. Vzhledem k celé geometrii 5.1 se dá očekávat, že napětí τ22

bude dosahovat maximálních hodnot právě v bodě A. Tomu odpovídají i
výsledky, viz obrázek 5.6.

Pro představu jakým způsobem se liší hodnoty vypočítané pro adaptivní
zjemňování sítě a pro klasicky konstruovanou neadaptivní síť jsem nejprve
vyzkoušel, jakým způsobem se bude měnit napětí v daném bodě a poté
jsem konstruoval adaptivní síť, podobně jako v [5], v sedmi po sobě jdoucích
krocích zjemňování. Výsledky jsem porovnal. V programu Comsol Multiphy-
sics jsem použil kvadratické Lagrangeovy prvky. Program Comsol odhaduje
chybu v L2 normě a zjemňuje ty elementy, pro které je odhad chyby největší,
viz [24].

Z grafů 5.2 a 5.3 je vidět, že konvergence adaptivních Lagrangeovských
prvků je přibližně stejná jako konvergence adaptivních Raviart-Thomasonových
prvků popsaná v [5]. V závislosti na počtu stupňů volnosti se jeví konver-
gence Lagrangeovských prvků ve srovnání s Raviart-Thomasonovými do-
konce o něco rychlejší. Konvergence neadaptivně zjemňovaných Lagrangeov-
ských prvků je ovšem znatelně horší. Je tedy vidět, že vhodná volba metody
adaptivního zjemňování sítě může zrychlit konvergenci více než samotná
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Comsol neadaptivní Lagrangeovy kvadratické prvky
Elementů Stupňů volnosti Napětí τ22

46 218 11.163
106 470 11.813
281 1196 13.141
446 1874 13.350
1005 4158 13.620
1514 6218 13.635
3181 12952 13.639
10606 42822 13.702
42298 169986 13.824

Tabulka 5.1: Výsledky programu Comsol pro neadaptivní zjemňování sítě

Adaptivní Lagrangeovy kvadratické prvky
Zjemnění Elementů Stupňů volnosti Napětí τ22

0 46 218 11.163
1 112 494 11.745
2 284 1214 13.475
3 633 2644 13.759
4 1437 5912 13.759
5 3176 12962 13.851
6 6908 28014 13.880
7 14367 58040 13.879

Tabulka 5.2: Výsledky programu Comsol pro adaptivně zjemňovanou síť
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Adaptivní Raviart-Thomasonovy kvadratické prvky
Zjemnění Elementů Stupňů volnosti Napětí τ22

0 52 832 9.946
1 117 1872 12.481
2 247 3952 13.408
3 513 8208 13.716
4 1063 17008 13.824
5 2106 33696 13.859
6 4277 68432 13.876
7 8465 135440 13.881

Tabulka 5.3: Výsledky práce [5] pro adaptivně zjemňovanou síť
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Graf 5.2: Závislost rychlosti konvergence na počtu elementů
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Graf 5.3: Závislost rychlosti konvergence na počtu stupňů volnosti

volba konkrétních konečných prvků. Jakým způsobem zjemňoval adaptivně
síť program Comsol ve srovnání s neadaptivní triangulací je dobře vidět z
vizualizací sítí na obrázcích 5.4 a 5.5. Velké zjemnění je právě v okolí vyříz-
nutého kruhového otvoru, kde lze očekávat nejdynamičtější chování řešení.

5.3 Zkoumání chování napětí v okolí eliptic-
kého otvoru

Důležitou otázkou teorie lineární elasticity je problém jak se vypořádat s
trhlinami v materiálu. Trhliny nepřenáší napětí stejně jako zbytek materi-
álu a navíc mají tendenci dále se roztrhávat. V této části se budu zabývat
možností modelovat trhliny v materiálu pomocí eliptického výřezu. Zaměřím
se přitom na přenos napětí a trhání nebudu uvažovat.

Geometrii budu měnit tak, že místo kruhového otvoru umístím do středu
čtvercové geometrie, viz obrázek 5.1, elipsu. Zajímavé bude především sle-
dovat hodnoty napětí v hraničním bodě A s měnící se délkou poloos elipsy.
Především jde o limitní chování pro případ, kdy jedna poloosa elipsy dege-
neruje k 0.

Pro elipsu s délkami poloos rX a rY modifikujeme definici oblasti Ω ⊂ R2
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Obrázek 5.4: Triangulace po třech adaptivních zjemněních v programu
COMSOL

Obrázek 5.5: Triangulace bez adaptivity
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Obrázek 5.6: Vizualizace výpočtu řešení pro 14367 Lagrangeovských prvků
a 58040 stupňů volnosti po 7 adaptivních zjemněních.

Ω = {x ∈ R2 : 0 < x1 < 10, 0 < x2 < 10,
(10− x1)2

r2
X

+
x2

2

r2
Y

> 1} (5.2)

Okrajové podmínky a vstupní data

Na dvou částech hranice je předepsána kombinovaná Dirichletova a Neu-
mannova podmínka. Dirichletovská část přitom plyne ze symetrie úlohy.
Předepisujeme u1 = 0, τ2jνj = 0 na části hranice x1 = 10, rY < x2 < 10 a
u2 = 0, τ1jνj = 0 na části hranice 0 < x1 < 10 − rX ,x2 = 0. ν je přitom
normála ke hranici.

Čistě Neumannova podmínka je předepsána na všech ostatních částech
hranice. Konkrétně τ(x)(ei,ν(x))ei = (0, T ) pro část hranice 0 < x1 <
10, x2 = 10. To odpovídá tahu velikosti T na horní část geometrie. Na všech
ostatních částech hranice je Neumannova podmínka, tedy projekce tenzoru
napětí na normálu k hranici, předepsána vektorem (0, 0).

Ve shodě s [5] je T = 4.5, hodnoty Youngova modulu a Poissonova po-
měru jsou E = 206900 a σ = 0.29. Dále pokládám f(x) = 0 pro x ∈ Ω.

Řeším tedy eliptický model vycházející z rovnice (4.33) s okrajovými
podmínkami popsanými výše jako 2D úlohu pro tenké vrstvy, viz kapitola
2.6.4.
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Napětí τ22 u paty elipsy

Bylo zjištěno, že největší změny s proměnnou délkou poloos elipsy vykazuje
hodnota napětí τ22 v bodě A = (10− rX , 0) u paty oblouku.

Se zmenšující se poloosou elipsy ve směru y toto napětí roste. Naopak
je-li zmenšována poloosa ve směru x, napětí klesá. Zajímavé taktéž je, že čím
větší toto napětí je (tedy čím menší je poloosa rY ), tím více je maximální
hodnota lokalizována v okolí bodu A a s rostoucí vzdáleností od tohoto bodu
hodnota τ22 strměji klesá. Toto chování lze vysvětlit tak, že v okolí otvoru
vzniká napětí, které se koncentruje podél hrany elipsy představující trhlinu.
Je-li hrana dostatečně oblá, napětí se může rozložit podél této hrany. Pokud
však bude zaoblení příliš strmé, nedovolí napětí rozložit se na větší plochu
a to se tak koncentruje do jednoho bodu.

V reálné situaci tak dochází k trhání a rozevírání trhliny.
Grafy 5.7 a 5.8 zachycují naměřenou závislost napětí τ22 na poměru po-

loos elipsy rX : rY . Délka jedné z poloos byla vždy rovna 1 tak, aby bylo
zachováno škálování. Hodnota τ22 byla vždy odečítána u paty oblouku v
bodě A. Výpočet jsem provedl na adaptivně zjemňované síti. Při kalibraci
se jevilo jako dobré východisko použít 5-7 adaptivních kroků. Vzhledem k
výpočetní kapacitě, kterou jsem disponoval, nebylo možné provádět větší
zjemňování v situacích, kdy 7 adaptivních kroků nestačilo. Pro lepší před-
stavu o rychlosti konvergence jsem vypočítal všechny hodnoty postupně pro
5, 6 a 7 adaptivních kroků. Přitom pro 7 zjemnění řeším úlohu na síti s
řádově 30.000 prvky a 130.000 stupni volnosti. Pro extrémně malé velikosti
poloosy rY však počet zjemnění nebyl dostatečný, jak je zřejmé z grafu 5.7
a tabulky 5.4.

Pro elipsu s délkou poloosy rY = 0.07 a menší, daný numerický model se-
lhává. Je to dáno velmi pravděpodobně nedostatečným počtem adaptivních
zjemnění a velkou nepřesností na původní zjemňované síti, která ne zcela
zachycuje jemné detaily geometrie v okolí paty elipsy.

Pro ta řešení, pro která se numerický model choval stabilně, jsem vynesl
závislost τ22(A) na poměru poloos do grafu 5.8. Zde je jasně patrný lineární
růst napětí τ22 v závislosti na poměru poloos elipsy.

Pokles napětí τ22 se vzdáleností

Mám analytické podklady ve formě zápisků z přednášek, které říkají, že
pokud je namísto elipsy vložen do středu zatěžovaného čtverce obdélníkový
otvor s hranami délek lx a ly, roste napětí k nekonečnu. Tedy pokud pošleme
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Graf 5.7: Závislost napětí τ22 u paty oblouku na poměru poloos
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Graf 5.8: Závislost napětí τ22 u paty oblouku na poměru poloos
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Parametry elipsy T22 (Počet adaptivních kroků)
Y Poloosa X Poloosa Poměr 5 6 7

1.00 0.01 0.01 4.591 4.591 4.591
1.00 0.02 0.02 4.682 4.682 4.682
1.00 0.03 0.03 4.773 4.773 4.773
1.00 0.04 0.04 4.864 4.864 4.864
1.00 0.05 0.05 4.954 4.955 4.955
1.00 0.06 0.06 5.044 5.046 5.046
1.00 0.07 0.07 5.134 5.137 5.137
1.00 0.08 0.08 5.228 5.228 5.228
1.00 0.09 0.09 5.319 5.319 5.319
1.00 0.10 0.10 5.410 5.410 5.410
1.00 0.20 0.20 6.324 6.325 6.325
1.00 0.30 0.30 7.241 7.244 7.244
1.00 0.40 0.40 8.169 8.171 8.170
1.00 0.50 0.50 9.098 9.102 9.101
1.00 0.60 0.60 10.033 10.033 10.039
1.00 0.70 0.70 10.981 10.987 10.987
1.00 0.80 0.80 11.935 11.942 11.943
1.00 0.90 0.90 12.868 12.869 12.900
1.00 1.00 1.00 13.851 13.880 13.879
0.90 1.00 1.11 14.857 14.857 14.883
0.80 1.00 1.25 16.113 16.114 16.140
0.70 1.00 1.43 17.728 17.728 17.760
0.60 1.00 1.67 19.832 19.832 19.906
0.50 1.00 2.00 22.634 22.869 22.868
0.40 1.00 2.50 27.186 27.133 27.401
0.30 1.00 3.33 34.862 34.890 35.064
0.20 1.00 5.00 48.301 49.772 50.170
0.10 1.00 10.00 82.664 93.928 95.117
0.09 1.00 11.11 82.088 100.605 100.357
0.08 1.00 12.50 103.129 110.527 115.534
0.07 1.00 14.29 102.648 146.110 242.749
0.06 1.00 16.67 212.569 301.264 427.272
0.05 1.00 20.00 150.341 211.532 299.116
0.04 1.00 25.00 152.639 182.812 209.876
0.03 1.00 33.33 173.176 209.201 251.048
0.02 1.00 50.00 178.894 277.950 415.882
0.01 1.00 100.00 214.962 427.403 596.219

Tabulka 5.4: Závislost napětí τ22 u paty oblouku na délce poloos elipsy
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délku hrany obdélníku ve směru y ly → 0, pak napětí τ22 →∞. Protože ale
platí výsledky o existenci a jednoznačnosti pro tuto úlohu, musí τ22 vytvářet
pro ly → 0 singularitu v bodě u hrany obdélníka, který odpovídá bodu
A = (10− rX , 0) u paty elipsy v 5.1.

Ve zmíněných zápiscích je navíc rozebráno, že pokles funkce τ22 bude pro
lx = konst úměrný 1

l2y
.

Rozhodl jsem se numericky ověřit, nakolik je tento analytický výsledek
platný i pro eliptický otvor. To, že pro klesající délku poloosy rY významně
roste napětí τ22 potvrzují předchozí výsledky podložené grafy 5.7 a 5.8. Pro
studium toho, jak rychle funkce klesá, jsem se rozhodl použít následující
postup.

Mezi body A = (10−rX , 0) a levým horním rohem geometrie (0, 10) jsem
vynesl myšlenou úsečku a zkoumal, jak daleko od bodu A se nachází na této
úsečce bod, ve kterém bude hodnota napětí τ22 poloviční oproti hodnotě v
bodě A. Tuto vzdálenost značím písmenem d.

Vzhledem k tomu, že funkce je na dané úsečce monotónní, bylo možné
použít algoritmus půlení intervalu pro hledání hodnoty τ22(A)

2 . Použil jsem
30 kroků půlení, což generuje chybu určení vzdálenosti v řádu 10−8. To
je samozřejmě víc než je nutné, ale vzhledem k rychlosti algoritmu půlení
intervalu to neznamenalo prakticky žádnou ztrátu výpočetního času.

V tabulce 5.5 a grafu 5.9 jsou zachyceny výsledky pro různé poměry
poloos. Pokud platí závěry zmiňované práce i pro elipsu, měla by být hodnota
p2d pro různé poměry poloos konstantní. Přitom p je poměr poloos elipsy
rX : rY a d vzdálenost na přímce k poloviční hodnotě napětí τ22(A).

Pro nízké délky poloosy rX , jsou rozdíly v napětí τ22 malé a v žádném
bodě uvnitř geometrie není napětí tak nízké, aby se rovnalo polovině napětí
τ22 v bodě A. Použitelné výsledky jsem tedy obdržel jen pro dostatečně velké
poměry poloos. Pro délku poloosy rX = 0.5 je výsledek mimo rozsah. Je to z
toho důvodu, že hodnota napětí v bodě A je přibližně poloviční, ve srovnání
s napětím na zbytku geometrie. Z toho je zřejmé, že poměr poloos je příliš
nízký na to, aby dobře reprezentoval konvergenci pro p → ∞. Směrodatné
jsou tedy hodnoty pro elipsy s větším parametrem p.

Z výsledků je vidět, že pro velikosti poloosy ve směru y rY = 0.07 a
vyšší, výpočet selhává. Speciálně pro hodnotu (rX , rY ) = (1, 0.07) jsem pro-
vedl dodatečné výpočty na stroji s řádově vyšší kapacitou zdrojů. Výsledek
nejenže dobře kopíruje trend naznačený v grafu 5.9(p2d = 0.64715), ale i
hodnota τ22(A) = 135 odpovídá trendu lineární závislosti tohoto napětí na
p, který je patrný z grafu 5.8.
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Elipsa d p2d

Poloosa Poměr Adaptivních kroků Adaptivních kroků
Y X p = X : Y 5 6 7 5 6 7

1.00 0.50 0.50 6.516 6.456 6.400 1.629 1.614 1.600
1.00 0.60 0.60 1.735 1.735 1.731 0.624 0.625 0.623
1.00 0.70 0.70 1.097 1.095 1.096 0.537 0.537 0.537
1.00 0.80 0.80 0.841 0.841 0.840 0.538 0.538 0.538
1.00 0.90 0.90 0.700 0.706 0.706 0.567 0.572 0.571
1.00 1.00 1.00 0.617 0.617 0.617 0.617 0.617 0.617
0.90 1.00 1.11 0.493 0.493 0.492 0.609 0.609 0.608
0.80 1.00 1.25 0.386 0.387 0.386 0.603 0.605 0.602
0.70 1.00 1.43 0.295 0.296 0.296 0.603 0.605 0.603
0.60 1.00 1.67 0.219 0.219 0.218 0.609 0.609 0.606
0.50 1.00 2.00 0.155 0.153 0.152 0.618 0.611 0.607
0.40 1.00 2.50 0.097 0.096 0.098 0.608 0.602 0.612
0.30 1.00 3.33 0.058 0.056 0.056 0.644 0.626 0.627
0.20 1.00 5.00 0.027 0.026 0.026 0.683 0.637 0.648
0.10 1.00 10.00 0.008 0.006 0.007 0.772 0.627 0.661
0.09 1.00 11.11 0.006 0.006 0.005 0.785 0.711 0.654
0.08 1.00 12.50 0.004 0.004 0.004 0.661 0.687 0.646
0.07 1.00 14.29 0.00229 0.00093 0.00034 0.468 0.190 0.070
0.06 1.00 16.67 0.00033 0.00008 0.00001 0.091 0.023 0.004
0.05 1.00 20.00 0.00098 0.00035 0.00007 0.390 0.141 0.029
0.04 1.00 25.00 0.00226 0.00196 0.00125 1.411 1.227 0.781
0.03 1.00 33.33 0.00173 0.00119 0.00088 1.920 1.321 0.982
0.02 1.00 50.00 0.00105 0.00055 0.00026 2.632 1.387 0.644
0.01 1.00 100.00 0.00115 0.00025 0.00011 11.462 2.541 1.118

Tabulka 5.5: Závislost vzdálenosti d (poloviny maximálního τ22) na poměru
poloos
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Graf 5.9: Závislost výrazu p2d na poměru poloos. Výraz by měl být asympto-
ticky konstantní.

Při výpočtu jsem použil hustou, třikrát adaptivně zjemněnou síť s 924, 627
elementy a 3, 703, 520 stupni volnosti. Protože však konvergence k singula-
ritě je opravdu velmi rychlá, pro větší poměry poloos začínalo selhávat i
toto uspořádání. Výsledky tak naznačují, že časové nároky úlohy, spočítat s
pevnou přesností hodnotu τ22(A), pravděpodobně rostou kvadraticky s po-
měrem poloos elipsy.

Numericky jsem, pro hodnoty se stabilním řešením, ověřil, že poměr p2d
se drží velmi blízko jedné hodnotě, viz graf 5.9. Je tak velmi pravděpodobné,
že strmost singularity roste jako kvadrát p.

Grafické znázornění výpočtu pro délky poloos (rX , rY ) = (1, 0.07), viz
obrázek 5.10, dává dobrou představu o tom, jakým způsobem řešení konver-
guje k singularitě pro zmenšující se délku poloosy elipsy ve směru y. Napravo
na obrázku je zvětšený výřez kolem bodu A. Z obrázku vlevo je vidět, že
vysoké hodnoty napětí jsou velmi lokalizované v okolí A.

Na obrázku 5.11 je vizualizace získaná pro délky poloos (rX , rY ) =
(0.5, 1), tedy významně menší poměr poloos. Obrázek napravo zachycuje
situaci v okolí bodu A v rozsahu napětí použitém v uspořádání 5.10. Je
vidět, že vzhledem k tomuto rozsahu jsou hodnoty napětí velmi malé.

Obrázky tak dokládají, že se zvětšujícím se poloměrem p stoupá napětí
τ22 v bodě A a tato hodnota je v tomto bodě mnohem více lokalizovaná a
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klesá se vzdáleností úměrně p2.

Obrázek 5.10: Detailní výpočet elastického modelu pro poloosy (rX , rY ) =
(1, 0.07) pro 924, 627 elementů a 3, 703, 520 stupňů volnosti.

5.4 Chemoelastický model

Dále jsem se zabýval chováním řešení úlohy (3.14) v případě, že koncentraci
v okolí eliptického otvoru předepíšu rovnou 1 a nechám ji difundovat dovnitř
materiálu.

Pro elipsu s délkami poloos rX a rY je zkoumaná oblast Ω ⊂ R2

Ω = {x ∈ R2 : 0 < x1 < 10, 0 < x2 < 10,
(10− x1)2

r2
X

+
x2

2

r2
Y

> 1} (5.3)
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Obrázek 5.11: Detailní výpočet elastického modelu pro poloosy (rX , rY ) =
(0.5, 1) pro 865, 336 elementů a 3, 466, 274 stupňů volnosti.

Okrajové podmínky a vstupní data

Je třeba předepsat okrajové podmínky jak pro elasticitu, tak pro difuzi. Buď
I časový interval, na kterém úlohu řešíme.

Elastická rovnice, která byla použita je plně evoluční hyperbolická rov-
nice typu (2.36). Okrajové podmínky pro elasticitu jsou definovány stejně
jako v předchozích sekcích.

Na dvou částech hranice je předepsána kombinovaná Dirichletova a Ne-
umannova podmínka. Dirichletovská část přitom plyne ze symetrie úlohy.
Předepisujeme u1 = 0, τ2jνj = 0 na části hranice x1 = 10, x2 ∈ (rY , 10),
t ∈ I a u2 = 0, τ1jνj = 0 na části hranice x1 ∈ (0, 10− rX), x2 = 0, t ∈ I. ν
je normálový vektor k okraji.

Čistě Neumannova podmínka je předepsána na všech ostatních částech
hranice. Konkrétně τ(x)(ei,ν(x))ei = (0, T ) pro část hranice x1 ∈ (0, 10), x2 =
10, t ∈ I. To odpovídá tahu velikosti T na horní část geometrie. Na všech
ostatních částech hranice, pro všechny t ∈ I, je Neumannova podmínka, tedy
projekce tenzoru napětí na normálu k hranici předepsána vektorem (0, 0).

Ve shodě s [5] je T = 4.5, hodnoty elastických koeficientů µ a λ jsou dány
(3.14). Přitom hodnoty µ0 a λ0 odpovídají původním hodnotám Youngova
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modulu a Poissonova poměru E0 = 206900 a σ0 = 0.29. Přitom platí pře-
vodní vztahy (2.30). Dále pokládám f(x) = 0 a ρ(x) = 1 pro x ∈ Ω, t ∈ I.
Volba ρ je velmi malá a tak materiál reaguje téměř okamžitě. Výsledky pro
takto definovaný model jsou tak prakticky shodné s výsledky kvazistatického
modelu.

Řeším hyperbolický problém typu (4.51) s právě popsanými okrajovými
podmínkami, jako 2D úlohu pro tenké vrstvy, viz kapitola 2.6.4.

Rovnice pro difuzi typu (3.5), která tvoří parabolický systém (4.53) je de-
finována koeficientem k, který jsem volil konstantní v čase i prostoru, funkcí
h, kterou jsem volil h(x) = 0 ∀x ∈ Ω t ∈ I a okrajovými podmínkami.

Dirichletovu podmínku c = 1 předepíšu na části hranice {x ∈ Ω̄; (10−x1)2

r2
X

+
x2

2
r2
Y

= 1}, t ∈ I. Na ostatních částech hranice jsem předepsal nulovou Neu-
mannovskou podmínku tedy ĝ = 0, t ∈ I. Model jsem řešil jako úlohu typu
(4.53) ve dvou dimenzích. Provázanost difundující veličiny, koncentrace, s
elastickými koeficienty je dána jednostranným vztahem (3.14).

Výsledky

Zabýval jsem se opět napětím τ22 a jeho asymptotickým chováním v bodě
A = (10−rX , 0) a okolí tohoto bodu. Protože tento spárovaný evoluční model
byl výpočetně řádově náročnější než předchozí modely, byl jsem vzhledem ke
kapacitě zdrojů nucen omezit výpočty na síť, která odpovídá pěti adaptivním
krokům v modelu lineární elasticity.

Pro evoluční chemoelastický model jsem nepoužíval hodnoty poloosy rY

0.07 a nižší. Pro tyto hodnoty numerický model selhává už pro samotnou
elasticitu a bylo zbytečné pro ně počítat výsledky náročnějšího chemoelas-
tického modelu.

Model jsem počítal pro časový interval t ∈ [0, 10], aby byl zřejmý jeho
vývoj s postupující difuzí. Zkoumal jsem opět hodnotu napětí τ22 v bodě
A geometrie, vzdálenost d od bodu A na úsečce k levému hornímu rohu
geometrie, po které klesne napětí τ22 na polovinu a parametr p2d, který je
pro elastický model asymptoticky konstantní.

Výsledky pro koeficient difuze k = 1 jsou v tabulce 5.6 a pro k = 0.1 v
tabulce 5.7. Ve sloupci elasticita jsou výsledky pro pro 5 adaptivních kroků
elastického modelu. Lze tak porovnat rozdíl pro rovnice bez difuze a s při-
danou difuzí.

Model vykazuje zvláštní chování. Dochází totiž ke zmenšení napětí τ22 v
bodě A oproti elastickému modelu a toto napětí se rozkládá v širším okolí
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Elipsa Elasticita Evoluční chemoelasticita
Poloosa p τ22 d p2d τ22 d p2d τ22 d p2d τ22 d p2d

Y X X : Y t = 3.3 t = 6.6 t = 10
1.00 0.01 0.01 4.59 X X 3.27 X X 3.38 X X 3.44 X X
1.00 0.02 0.02 4.68 X X 3.33 X X 3.44 X X 3.50 X X
1.00 0.04 0.04 4.86 X X 3.46 X X 3.56 X X 3.63 X X
1.00 0.07 0.07 5.13 X X 3.63 X X 3.75 X X 3.81 X X
1.00 0.08 0.08 5.23 X X 3.69 X X 3.81 X X 3.88 X X
1.00 0.09 0.09 5.32 X X 3.75 X X 3.87 X X 3.94 X X
1.00 0.10 0.10 5.41 X X 3.81 X X 3.93 X X 4.00 X X
1.00 0.20 0.20 6.32 X X 4.40 X X 4.55 X X 4.63 X X
1.00 0.30 0.30 7.24 X X 5.00 X X 5.17 X X 5.27 X X
1.00 0.40 0.40 8.17 X X 5.60 X X 5.79 X X 5.91 X X
1.00 0.50 0.50 9.10 6.516 1.63 6.20 X X 6.42 X X 6.55 X X
1.00 0.60 0.60 10.03 1.734 0.62 6.80 X X 7.04 X X 7.19 X X
1.00 0.70 0.70 10.98 1.096 0.54 7.42 X X 7.68 X X 7.84 X X
1.00 0.80 0.80 11.94 0.841 0.54 8.03 X X 8.32 X X 8.50 X X
1.00 0.90 0.90 12.87 0.700 0.57 8.63 X X 8.95 X X 9.14 9.446 7.65
1.00 1.00 1.00 13.85 0.617 0.62 9.27 8.060 8.059 9.61 6.040 6.04 9.82 4.442 4.44
0.90 1.00 1.11 14.86 0.493 0.61 9.95 4.016 4.958 10.30 2.229 2.75 10.52 1.618 2.00
0.80 1.00 1.25 16.11 0.386 0.60 10.79 1.538 2.402 11.16 0.985 1.54 11.39 0.839 1.31
0.70 1.00 1.43 17.73 0.295 0.60 11.88 0.709 1.445 12.27 0.560 1.14 12.52 0.509 1.04
0.60 1.00 1.67 19.83 0.219 0.61 13.29 0.399 1.107 13.72 0.349 0.97 13.99 0.325 0.90
0.50 1.00 2.00 22.63 0.155 0.62 15.18 0.238 0.953 15.65 0.216 0.86 15.95 0.208 0.83
0.40 1.00 2.50 27.19 0.097 0.61 18.24 0.137 0.857 18.79 0.130 0.81 19.14 0.125 0.79
0.30 1.00 3.33 34.86 0.058 0.64 23.41 0.073 0.816 24.09 0.071 0.78 24.52 0.069 0.77
0.20 1.00 5.00 48.30 0.027 0.68 32.48 0.029 0.719 33.37 0.028 0.69 33.95 0.027 0.68
0.10 1.00 10.00 82.66 0.008 0.77 55.69 0.008 0.772 57.15 0.008 0.77 58.09 0.008 0.77
0.09 1.00 11.11 82.09 0.006 0.78 55.38 0.007 0.811 56.81 0.007 0.81 57.74 0.007 0.81
0.08 1.00 12.50 103.1 0.004 0.66 69.52 0.005 0.722 71.32 0.005 0.71 72.48 0.005 0.71

Tabulka 5.6: Chování chemoelastického modelu pro k = 1.0 a řádově 3.500
elementů a 35.000 stupňů volnosti.

otvoru. Můžeme tedy říct, že značnou část napětí přenáší rozvolněná látka
více dovnitř materiálu. Toto chování je nejmarkantnější při velkém spádu
koncentrace a tedy i hodnot elastických koeficientů v okolí otvoru.

Popsané chování by ve svém důsledku znamenalo, že procesy jako koroze
u velmi zatěžovaných struktur a konstrukcí, mohou mít dokonce pozitivní
přínos pro vlastnosti materiálu jako celku. Tyto procesy však velmi pravdě-
podobně způsobí i ztrátu elasticity a náchylnost k lámání, což působí proti
tomuto pozitivnímu efektu.

Praktickým využitím popsané vlastnosti by mohlo být například obalo-
vání tyčí u železobetonových konstrukcí elastickou látkou, například gumou,
před zalitím do betonu, což by mohlo způsobit větší schopnost látky jako
celku přenášet napětí, případně větší odolnost konstrukcí při nárazech nebo
zemětřesení.

Z grafu 5.12 je zřejmé, že napětí podobně jako v elastickém modelu line-
árně roste v závislosti na poměru poloos. Tento růst je však méně strmý.

I když se body vynesené v 5.12 kupí na sebe, z tabulek 5.7 a 5.6 je
zřejmé, že tyto hodnoty rostou v tomto pořadí k = 0.1t = 3.3, k = 0.1t =
3.3, k = 0.1t = 6.6, k = 0.1t = 10, k = 1.0t = 3.3, k = 1.0t = 6.6
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Elipsa Elasticita Evoluční chemoelasticita
Poloosa p τ22 d p2d τ22 d p2d τ22 d p2d τ22 d p2d

Y X X : Y t = 3.3 t = 6.6 t = 10
1.00 0.01 0.01 4.59 X X 2.95 X X 3.06 X X 3.13 X X
1.00 0.02 0.02 4.68 X X 3.01 X X 3.13 X X 3.19 X X
1.00 0.04 0.04 4.86 X X 3.11 X X 3.23 X X 3.30 X X
1.00 0.07 0.07 5.13 X X 3.27 X X 3.40 X X 3.47 X X
1.00 0.08 0.08 5.23 X X 3.32 X X 3.45 X X 3.52 X X
1.00 0.09 0.09 5.32 X X 3.38 X X 3.51 X X 3.58 X X
1.00 0.10 0.10 5.41 X X 3.43 X X 3.56 X X 3.64 X X
1.00 0.20 0.20 6.32 X X 3.97 X X 4.12 X X 4.20 X X
1.00 0.30 0.30 7.24 X X 4.51 X X 4.67 X X 4.77 X X
1.00 0.40 0.40 8.17 X X 5.06 X X 5.23 X X 5.34 X X
1.00 0.50 0.50 9.10 6.516 1.63 5.60 X X 5.79 X X 5.91 X X
1.00 0.60 0.60 10.03 1.735 0.62 6.16 X X 6.36 X X 6.48 X X
1.00 0.70 0.70 10.98 1.097 0.54 6.72 X X 6.93 X X 7.06 X X
1.00 0.80 0.80 11.94 0.841 0.54 7.29 X X 7.51 X X 7.65 X X
1.00 0.90 0.90 12.87 0.700 0.57 7.85 X X 8.08 X X 8.22 X X
1.00 1.00 1.00 13.85 0.617 0.62 8.43 X X 8.67 X X 8.83 X X
0.90 1.00 1.11 14.86 0.493 0.61 9.08 9.277 11.45 9.33 6.861 8.47 9.49 5.993 7.40
0.80 1.00 1.25 16.11 0.386 0.60 9.88 3.671 5.74 10.14 3.198 5.00 10.31 2.872 4.49
0.70 1.00 1.43 17.73 0.295 0.60 10.92 1.896 3.87 11.19 1.568 3.20 11.37 1.256 2.56
0.60 1.00 1.67 19.83 0.219 0.61 12.26 0.968 2.69 12.55 0.684 1.90 12.74 0.555 1.54
0.50 1.00 2.00 22.63 0.155 0.62 14.06 0.425 1.70 14.37 0.329 1.32 14.58 0.289 1.15
0.40 1.00 2.50 27.19 0.097 0.61 16.96 0.190 1.19 17.31 0.165 1.03 17.55 0.153 0.96
0.30 1.00 3.33 34.86 0.058 0.64 21.85 0.091 1.02 22.27 0.082 0.91 22.56 0.079 0.88
0.20 1.00 5.00 48.30 0.027 0.68 30.44 0.035 0.87 30.98 0.032 0.80 31.35 0.031 0.77
0.10 1.00 10.00 82.66 0.008 0.77 52.45 0.008 0.77 53.28 0.008 0.77 53.87 0.008 0.77
0.09 1.00 11.11 82.09 0.006 0.78 52.22 0.007 0.83 53.03 0.007 0.82 53.60 0.007 0.82
0.08 1.00 12.50 103.1 0.004 0.66 65.55 0.005 0.77 66.56 0.005 0.75 67.28 0.005 0.74

Tabulka 5.7: Chování chemoelastického modelu pro k = 0.1 a řádově 3.500
elementů a 35.000 stupňů volnosti.

a k = 1.0t = 10. Nápadné je to především proto, že v tomto pořadí má
koncentrace v bezprostředním okolí eliptického otvoru nižší spád. K většímu
rozvolnění tedy dochází pro vysoké gradienty koncentrace v okolí ložisek
napětí.

Popsané chování dobře ilustrují i grafy 5.13 a 5.14. Na nich je vynesen
vývoj koeficientu p2d v závislosti na poměru poloos eliptického otvoru.

Tento poměr je pro elastický model konstantní a jeho vyšší hodnoty
ukazují na to, že napětí τ22 je méně lokalizované v okolí bodu A.

Z grafů 5.13 a 5.14 je vidět, že pro malé poměry poloos je tento koefici-
ent významně větší než u elastického modelu. Pro elipsy s nižším poměrem
poloos je totiž napětí více rozloženo po hraně elipsy a proniká hlouběji do
materiálu. V této oblasti je gradient koncentrace vyšší než gradient kon-
centrace v oblasti těsně u hrany kruhu, kde již koncentrace plně saturovala
materiál. Proto je vidět, že asymptotické chování je podobné a stejně jako
u elastického modelu konverguje p2d ke konstantní hodnotě, možná o něco
vyšší než je tomu u čistě elastického modelu.

Na obrázku 5.15 je precizně vypočítaný model typu (3.14) s parametry
k = 10 a t = 0.1. Elastické parametry jsou stejné jako u modelu lineární
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Graf 5.12: Závislost napětí τ22 u paty oblouku na poměru poloos v chemo-
elastickém modelu.
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Graf 5.13: Závislost výrazu p2d na poměru poloos pro koeficient difuze k =
0.1.
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Graf 5.14: Závislost výrazu p2d na poměru poloos pro koeficient difuze k =
1.0.

elasticity na obrázku 5.6. Protože rozvolnění napětí je největší v místech
s velkým spádem koncentrace, bylo výhodné pro relativně velký koeficient
difuze vzít pro základ vizualizace čas, kdy koncentrace ještě nepronikne hlu-
boko do látky a její gradient v okolí kruhového otvoru je tedy větší v porov-
nání s pozdějšími časy. Výpočet byl proveden na clusteru Sněhurka [25] pro
síť 18,730 elementů s 189,025 stupni volnosti.

Z obrázku 5.15 je vidět jak se napětí v okolí kruhového otvoru rozvolňuje
ve srovnání s více lokalizovaným napětím na obrázku 5.6.
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Obrázek 5.15: Působení difundující veličiny na schopnost látky přenášet na-
pětí. Parametry k = 10 a t = 0.1.
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Kapitola 6

Závěr

V diplomové práci jsem probral teorii pružnosti a uvedl potřebné teoretické
základy. Dále jsem se věnoval termoelastickým a chemoelastickým modelům.

Pro každý model jsem shrnul výsledky současných prací, diskutoval okra-
jové podmínky, formuloval problémy slabě a uvedl analytické výsledky pro
existenci a jednoznačnost řešení.

Analýza plně spárovaného modelu typu (3.16) bude vyžadovat další zkou-
mání a bude předmětem mé další práce v této oblasti.

V numerické části jsem nejprve porovnal výsledky programu Comsol
Multiphysics, ve kterém jsem prováděl všechny výpočty, s výsledky z [5].
Výsledky vyšly ve shodě s citovanou prací.

Dále jsem zkoumal vliv změny geometrie úlohy tak, že namísto kruhu
umístíme do středu elipsu. Došel jsem k závěru, který je ve shodě s poznám-
kami, které mám k dispozici.

Numerické výsledky jsou ve shodě s hypotézou, že se zkracující se polo-
osou Y roste napětí u paty elipsy k nekonečnu a vytváří tak v tomto bodě
funkci, která se limitně chová jako singulární bod.

Numerické výsledky naznačují, že rychlost poklesu této funkce konver-
gující k singularitě je přibližně úměrná druhé mocnině poměru poloos elipsy
X : Y , rychlost růstu singularity je přitom lineárně úměrná poměru poloos.

I tento závěr je ve shodě s poznámkami, které mám k dispozici.
Nakonec jsem zkoumal chování pro jednostranně spárovanou chemoelas-

tickou úlohu typu (3.14). Přitom koncentrace difunduje z okolí eliptického
otvoru.

Zjistil jsem, že gradient koncentrace způsobí, že maximum napětí se
zjemní a proniká hlouběji do látky. Následný výzkum by mohl dokonce při-
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nést konkrétní aplikace tohoto jevu.
Do budoucna se hodlám věnovat chemoelastickému modelu. Otevřená

zůstává jednak otázka odvození konkrétních závislostí koeficientu difuze na
koncentraci a jednak analýza takového modelu.

Další pozornost by měla být věnována také možnému zkoumání neline-
árně elastických nebo plastických modelů.

Po vyřešení problému s pohyblivou hranicí by mohla být celá úloha pře-
nesena i do prostorových souřadnic, což by lépe odpovídalo přirozené před-
stavě.

Další rozšíření spočívá v možnosti přidat k difuzi také konvektivní člen
a moci tak sledovat i proudění koncentrace materiálem.
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