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stvoruholnikovymi elementami. Pri obtekani telesa tekutinou vSeobecne plati, ze fy-
zikdlne javy prebiehajiice v medznej vrstve a na tplave je vhodné zachytif pomocou
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Prehlfad pouzitych skratiek a symbolov
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vypocetnd oblast zadaného problému
hranica vypocetnej oblasti 2

hustota

tlak

celkova energia

rychlost

teplota

Poissonova adiabaticka konstanta
Kroneckerova delta

Reynoldsovo ¢islo

Prandtlovo ¢islo

vektor vonkajsej normadly k hranici oblasti 0f)

triangulacia oblasti €2

element trianguldcie 7j,

hranica oblasti na vstupe, vystupe, nepriepustnych stenach

mnozina hran (stien) elementov K € 7,

mnozina hran elementov K € 7}, vo vnutri oblasti €2

mnozina hran elementov K € 7, s dirichletovskou okrajovou podmienkou
mnozina hran elementov K € 7, s newtonovskou okrajovou podmienkou

druh profilu kridla pouzivaného vo vypoctoch v oblasti aerodynamiky
Computational Fluid Dynamics

Discontinuous Galerkin Finite Element Method

Backward Difference Formula

Compressible Flow Problem



1 Uvod

S pridenim tekutin sa moZzeme stretnit vsade. Je dolezité poznat jeho zakonitosti
pri zdokonalovan{ strojov pre rozne odvetvia priemyslu a m4 tiez velky vyznam pre
medicinu. V tejto praci sa budeme zaoberat jeho vyuZzitim v aerodynamike.

V sticasnosti mozeme k teoretickym poznatkom o stlacitelnom prideni pridat aj
rozsiahle pocitacové vypocty a simuldcie, ktoré ndm postupne umoziuji spresiiovat
doposial ziskané vedomosti. Stlacitelné priidenie tekutin je skiimané vednou oblastou
oznacovanou ako CFD, z anglického Computational Fluid Dynamics (volny preklad:
Pocitacova dynamika tekutin). Pri jeho popise vyuzivame fyzikalne-matematicky
aparat, ktory popiseme v kapitoldch 2-4. K hlbsim poznatkom ¢itatel moze siahnut
po [1], 2] a [9]

Fyzikdlnym modelom prudenia st Navierove-Stokesove rovnice, ktoré blizsie
popisuje kapitola Formuldcia ulohy a jej rieSenie. Ide o systém parcidlnych dife-
rencidlnych rovnic, ktory bol odvodeny nezavisle v Anglicku a vo Franctizsku v 19.
storoéi. Kedze ide o systém rovnic, v ktorom mozu vznikat nespojitosti v rieSeni,
jeho ¢isto analytické riesenie neprichddza do tvahy. Je vSak mozné previest ho do
diskrétneho tvaru a v takomto tvare plne vyuzit numerické poznatky (slabt for-
muldciu problému, riesenie pomocou metddy koneénych prvkov), a riesit ho dale;
pomocou kombinécie nespojitej Galerkinovej metédy — DGFEM (z anglického Dis-
continuous Galerkin Finite Element Method) a metddy casovej diskretizacie — BDF
(z anglického Backward Difference Formula), vid [5].

Numericky mézeme problém stlacitelného pridenia (oznac¢ovaného tiez skratkou
CFP) riesit na trojuholnikovych alebo §tvoruholnikovych siefach. Na zachytenie
priudenia v medznej vrstve okolo profilu je u trojuholnikovych sieti potrebné prilis
velké zjemnenie, ¢o vedie k sietam s velkym poctom elementov a to je nevyhodné
z hladiska vypocetného casu. Na druhej strane je vsak pouzivanie trojuholnikov
vd'aka anizotropnej adaptacii vyhodné vo viésej vzdialenosti od profilu, a tak celkovo
volime kombindciu stvoruholnikov v blizkosti profilu a trojuholnikov dalej od profilu.
Dalsou vyhodou je aj jednoduchd implementécia algebraickych modelov turbulencie.

Kapitola Generovanie hybridnijch sieti popisuje algoritmus vytvarania hyb-
ridnych sieti —kombinécie Stvoruholnikov a trojuholnikov. Rozdiely v strukture
stborov pre siete trojuholnikové a kombinované néjdgme v kapitole nasledujicej
Popis programov na generovanie hybridnych sieti. Doplia tiez parametre potrebné
pre vygenerovanie vrstvy stvoruholnikov okolo profilu a pre d'alsf vypocet na hyb-
ridnej sieti.

Nasleduje kapitola Vysledky a vizualizdcia ddt, v ktorej su zhrnuté vysledky
rieSenia Navier-Stokesovych rovnic na sieti ¢isto trojuholnikovej v porovnani s
vysledkami na siefach hybridnych.

Appendiz—doplnujica kapitola je venovana vysvetleniu pouzitia trojuholnikovych
sieti a ich adaptivnemu zjemnovaniu tak, ako je to popisané v [3] a v [4].



2 Formulacia ulohy a jej rieSenie

Systém Navierovych-Stokesovych rovnic, ktory definujeme v sekcii 2.1 prevedieme
v nasledujicej sekcii 2.2 do slabej formy a vytvorime prislusny diskrétny priestor,
na ktorom pocitame diskrétne (resp. semidiskrétne) riesenie 2.3 a dalej priblizné
rieSenie s prihliadnutim na premennu casu 2.4.

2.1 Formulacia

Nech Q € RY | N = 2,3 je ohranicend oblast s hranicou 9§ a nech Q7 = Q x (0, 7)),
kde T > 0, t je ¢asovd premennd z intervalu (0,7"), = je priestorovd premenna (vek-
tor) oblasti €.

Systém Navierovych-Stokesovych rovnic opisuje pridenie stlacitelného viskézneho
plynu (1). Je doplneny termodynamickymi vztahmi pre idedlny plyn (2),
pociatoénymi podmienkami (3) a uzatvaraji ho okrajové podmienky (4)—(6):

ow o= Ifi(w) = ORi(w, V)
kde : w = (p,pvi,...,pun, E)T € R™,

m=N+2,w=w(x,t), z€Qte(0T),

d,a'lej . fz(w) (flla .. fzm)
= (pvs, po1vi + 0uip, . . ., pUN; + Onip, (B + P)Ui)Ta
R,(w,Vw) = (Rj,... Zm)T
v 09
- 0 21y - - 1Ny 11 7
( Til , TiN 7'11)1—1— +TN,UN+R6P’I"8[L’Z')
ij=1,...,N

. 1 8vi a'U'
Ti; = Adivvd;; + 2ud;;(v), dij(v):§<ax-+8x?>’
7 7
o > 07
-2
A=
3 H

fi(w) st takzvané Eulerove (neviskézne) toky a R;(w, Vw) predstavuji visk6zne
toky. S vynechanim viskéznych tokov by systém rovnic (1) predstavoval stlacitelné
pridenie bez uvazovania vnitorného trenia (viskozity) v kvapaline.

Systém dopfﬁa stavova rovnica idedlneho plynu, definicia celkovej energie

p=(y=1(E—pp[*/2), E=chp+plv|*/)2 (2)
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a pociatocné podmienky dané

w(z,0) = w’(z),r €, (3)

kde w°(z) je dand vektorovd funkcia na €.

Hranicu oblasti 9Q = Q;,, U Qp U Q,, rozdelujeme na casti:

Qin ... 1] na obrézku ... cast hranice na vstupe prudenia

Qout- - - 2] na obrézku ... cast hranice na vystupe priidenia

Q, ...3] na obrézku ...¢cast hranice s nepriepustnymi pevnymi stenami
3] predstavuje zaroven profil kridla NACA

11| 3] 2]

Obrazok 1: Ilustracény obrdzok hranic oblasti okolo profilu NACA

Podla fyzikalneho typu tlohy (t.z. podla casti hranice a druhu pridenia) uréujeme
jej okrajové podmienky. Pre ¢ast €);, predpisujeme nasledujicu sadu okrajovych
podmienok:

N

N
v 00
A (OT)= X (OT)= S (Y =0, (4
@) Plowxon=po;  Plouxon= Yo, 2 ( - ra e + RePr on @

pp a vp su zadané funkcie.

Pre €,,; ide o tieto okrajové podmienky:

u o0
b > Tk =0i=1,...n, o =0 (5)
k=1
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Na nepriepustnych stenach €2, zadavame nasledovné podmienky:

20

c) v=0, %—0. (6)

Takto formulovany problém Navierovych-Stokesovych rovnic so zadanymi
pociatoénymi a okrajovymi podmienkami oznac¢ujeme ako CFP (z anglického
Compressible Flow Problem) a snazime sa ndjst rieSenie systému diferencialnych
rovnic (hyperbolicko-parabolického typu). Analytické riesenie zadaného systému

rovnic je dosial nezname, a tak prechddzame k numerickému rieseniu problému
CFP.

2.2 Diskrétna Galerkinova formulacia

Oblast Q rozdelime na kone¢ny pocet navzajom disjunktnych mnohouholnikov
(mnohostenov). Delenie nazyvame trianguldciou oblasti  a znacime 7.
Zaroven plati: |J rer, K = Q. V pripade 2D tlohy volime elementy K ako
trojuholniky alebo stvoruholniky.

Jednotlivé elementy K majui spoloéné hrany oznacené Fj,. Hrany obsiahnuté
vo vntitri oblasti © oznacujeme F/, hrany s dirichletovskym typom okrajovych
podmienok FP a hrany s neumannovskym typom okrajovych podmienok
oznacujeme JFj'. Zaroveii plati: Fj, = FL U FP U FY.

Priestor H%(2,7;,) definujeme ako
HX (O, T;) = {v;v ke HY(K) VK e Th}
kde H?*(K) je Sobolevov priestor na elemente K € 7j,.

Od systému Navierovych-Stokesovych rovnic prejdeme k diskrétnej Galerkinovej
formulécii nasledujicimi formalnymi tpravami:
- rovnicu vynéasobime testovacou funkciou ¢ € H?(Q,7;,), kde 75, je zvolend
triangulécia,
- zintegrujeme cez element K € 7y,
- pouzijeme Greenovu vetu a
- nakoniec sc¢itame cez vsetky elementy triangulédcie 7j,.

Po zmienenych tpravach a oznaceni dostaneme tvar rovnice:

d ~

E(w’(p> + dh(w,go) + bh(“’;‘P) + JZ(wv(p) = 07 (7)

w=wt),p € H*(Q,7,)"t€(0,T).
Formy v rovnici (7) predstavuju:
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Z/Rw Vw) - Vedz (8)

KeT,

= Z<K£i<w>§—;>m~[w]ds

rerip 1 i=1

+n > /ZK n, wpdS,

rerp

kde:
R(w,Vw) = (R (w, Vw), ..., Ry(w, Vw)),

prvé dva cleny pravej strany rovnice (8) vznikli z visk6zneho ¢lenu prechodom
k slabej formuldcii a pouzitim vztahu:

R;(w, Vw) ZKW =1,...,N,

8LL’k

posledné dva ¢leny rovnice (8) su tzv. stabilizaénymi ¢lenmi a pouzivame ich,
pretoZe priblizné riesenie moze v blizkosti hran elementov oscilovat.

Vyrazy K; k( ) a KT (w) vznikn pri dpravdch viskézneho ¢lenu rovnice (1) a
vektor wp je dany okrajovyml podmienkami na 9€2;, U 0€2,,.

Koeficient n mozeme zvolit ako:
n =1 ...v pripade symetrickej interior penalizacnej Galerkinovej schémy

(SIPG),

n = —1 ...v pripade nesymetrickej interior penalizacnej Galerkinovej schémy
(NIPG),

17 =0 ...v pripade nekompletnej interior penalizacnej Galerkinovej schémy
(ITPG).

Formy b, (w, @) predstavujice Eulerove (neviskézne) toky v d'alsej sekcii pri
prechode k numerickému rieseniu upravime nahradenim integralov cez hranicu
elementov trianguldcie tzv. numerickymi tokmi
p
dx 3, 9
o, } Y

bw.g) — Z{/a 3 nz-wdS—/Kéf(w)

KeT, K =1

a dalej

J7 (w = Z/ oldS — Z/awB pdsS, (10)

NS rerp

kde vyraz o, je tzv. penalizacny clen.
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Podrobné vysvetlenie a popis spomenutych vyrazov mozeme najst v clanku [5].

2.3 Diskrétne rieSenie

V rovnici (9) aproximujeme integral cez hranicu elementu K € 7;, pomocou
numerického toku rovnako ako u metédy koneénych objemov:

Hw [P w [ nr) -

V tomto vyraze znamena:

r hranica elementu triangulécie
w | fﬂp ) stopa funkcie w na OK zvniitra elementu
w |(F") stopa funkcie w na 0K zvonku elementu.

K tomu, aby sme mohli pouzit rovnicu (7) k dalsiemu numerickému vypoctu, je
nutné zaviest diskrétny priestor a definovat diskrétne rieSenie problému CFP.
Po zavedeni oznacenia:

Spp = {v;v € L*(Q),v |g€ P, (K)VK € Tp,}

Shp = Shp X ... X Shy,

N+2 krat

kde S}, je priestor nespojitych po castiach polynomidlnych funkcif a P, (K) je
priestor vSetkych polynémov na K stupna < p,, K € 7;, , hovorime, ze

C'(0,T;84)

je priestor spojite diferencovatelnych zobrazeni intervalu (0,7) do Sp,.

Definicia 2.1 Funkcia wy, je semidiskrétnym riesenim CFP, ak:

a) wy € CI(O,T, Shp)

b) (%ﬁ;&%) + G (wi(t), o) + bu(wn (1), 0n) + 5 (wi(t),n) = 0
V(ph € Shp,Vt € (O,T),
c) wy(0) = wy,

kde w) je S}y, aproximdcia pociato¢nej podmienky.

K tomu, aby sme mohli riesif systém oby¢ajnych diferencidlnych rovnic popisanych
v definicii 2.1 implicitnou metodou, by sme v kazdom ¢asovom kroku museli
spocitat systém nelinedrnych algebraickych rovnic, a to je znacéne nevyhodné.
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Preto pouzivame metédu semi-implicitnt po tom, ako linearizujeme formy
dh(w7 (P)7 bh(w7 (P)

Definujeme formu ay, : Sp, X Spy X Sppy — R tak, ze povodna forma je s novou
konzistentna

an(wp, wh, r) = ap(wp, @n) Ywy,, on € Shp.

Podobne pre formu by, definujeme formu by, :

by (wp,, w, @n) = Bh(wha‘Ph) Ywy, @n € Shy.

Vzniknuté formy ay,, by, st linedrne vzhladom k druhej a tretej premennej.Celkovy
popis linearizédcie je podrobnejsie popisany v [5].

2.4 Semi-implicitnd schéma rieSenia

V semi-implicitnej schéme zachovavame linedrne ¢leny foriem ay(w, @) a by (w, @)
implicitné a nelinedrne ¢leny explicitné. K aproximdcii vhladom k premennej ¢asu
pouzivame metédu spiatnych diferencii ozna¢ovani ako BDF. Vzhladom k
nelinearnym c¢astiam problému pouzivame extrapolaciu vyssieho stupna, ktora
zaroven zachova linearitu problému. Celkovo tak metdédu riesenia daného CFP
skratene nazveme BDF-DGFEM metddou.

Interval (0,T) rozdelime na casové hladiny nasledovne: 0 =ty < t; <...<t. =T a
T =tgy1 —tg, kde k=0,1,...,r—1.
Oznacime

cn(Wh, wh, @n) = an(Wh, wh, @) + b (Wh, wh, @) + J7 (Wh, @1), Wy, Wh, Pn G(Shz)y
11

a s pomocou (11) definujeme priblizné riesenie:

Definicia 2.2 Priblizné riesenie CFP je mnoZina funkcii wf, kde k =1,... r, ak:

k+1

b) T_lk ( Z;L:() O‘lwg+1_l7 ‘Ph) + Cp < 2?:1 6lw£+1_l7 w/;-i-l, ‘Ph) =0

Yo, € Spp,k=n—1,...,r—1,
c) w) je Sy, aprozimdcia w°,
d) wl € Syl =1,...,n—1 sii dané vhodnou jednokrokovou metddou,

kde n > 1 je stupen BDF schémy, koeficienty oy, =0,...,na g,l=1,...,n
zavisia na ¢asovom kroku 7_;, = 0,...,n.

Systém a) az d) v definicii 2.2 predstavuje systém linearnych algebraickych rovnic
pre k=n—1,....,7 — 1, a ten je dalej riesitelny vhodnym algebraickym riesicom.
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3 Generovanie hybridnych sieti

V tejto kapitole predstavime algoritmus generovania hybridnych sieti, nasledujica
bude obsahovat popis programov, ktoré st na generovanie potrebné.

3.1 Vypocetna oblast

Vypocty v kapitole 5 boli vytvorené pre profil kridla NACA0012, pre ktory su
(v stibore profiles) popisané 2 krivé casti hranice vypocetnej oblasti, ako je vidiet
na obrazku 2.

// vonkajsia hranica oblasti

| profil kridla

Obrazok 2: Iustracny obrdzok kriviich hranic vijpocetnej oblasti profilu NACA0012

Pri generovani sieti trojuholnikovych sa oblast na obrdzku 2 nemeni, ale pre
hybridné siete je potrebné ju upravit.

To v nasom pripade znamend, Ze povodnd vypocetné oblast 2 sa rozdeli na:

- pas o Sirke h okolo profilu kridla s obdiZnikovym pokracovanim za kridlom
(tzv. ndplav), v ktorom budeme d'alej vytvarat stvoruholnikové elementy

- oblast Q*, ktord vznikne z povodnej oblasti 2 ”vystrihnutim” péasu
Stvoruholnikov, a v ktorej sa budt generovat elementy trojuholnikové.

3.1.1 Pas stvoruholnikov

Na zaciatku tlohy dostaneme profil kridla zadany bod po bode, a ten je potrebné
posunut a vytvorit tak okolo neho pés, ako to vidime na obrazku 3. Za kridlom
spojime koncové body posunutého profilu tiseckami s hranicou vypocetnej oblasti
Qout (vid sekcia 2.1). Takto mame pripraventi novii vypocetnii oblast, potrebni
pre generovanie hybridnych sieti.
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0.4 -

posun pévodného profilu o vzdialenost h=0.1

0z

I

0.2 -

04+

L 1 L
-0.5 ] 05 1 1.5

Obrazok 3: Profil a jeho posunutie

3.2 Algoritmus generovania

V novej vypocetnej oblasti bude postup nasledovny:

1. vytvorenie trojuholnikovej siete v oblasti {2* a ziskanie uzlov na hranici pasu
posunutého profilu 9Q*\ 012,

2. pouzitie ziskanych uzlov na vygenerovanie Stvoruholnikov v pase Q\Q*,

3. vypocet na novovzniknutej hybridnej sieti.

Tento postup opakujeme az kym nevznikne dostatocne presné riesenie na sieti
niekolkokrat upravenej procesom 3.2.

3.3 Generovanie stvoruholnikov

Uzly, ktoré ziskame pri vygenerovani trojuholnikovej siete na posunutom profile,
budu vrcholmi vznikajtcich stvoruholnikovych elementov v pase okolo profilu.

Najskor ziskané uzly premietneme spit na povodny profil, kde vzniknii nové uzly
ako priesecniky krivky povodného profilu a pomyselnych vektorov vznikajucich pri
projekcii uzlov na profil. Podla potreby dalsieho zjemnovania vytvdrame na
pomyselnych vektoroch dalsie uzly tak, aby boli vzdy v rovnakej vzdialenosti od
profilu (&iZze vytvorime tak akési hladiny uzlov, z ktorych budeme v d'alsom kroku
vytvarat stvoruholniky).

Nésledne formujeme Stvoruholniky (éislujeme ich po jednotlivych hladinach).
Vrstvy vznikajicich tvoruholnikov sa smerom k povodnému profilu mozu zuzovat.

Podobne ako okolo krivého profilu vytvorime stvoruholniky aj na naplave,
postupujeme v dvoch fazach, zvl4st vytvorfme horni polovicu pasu a zvlast dolnd.
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Tu moze nastat komplikdcia: rozny pocet vygenerovanych uzlov na hornej a dolnej
hranici ndplavu. Vtedy nie je mozné na ndplave generovat iba stvoruholnikové
elementy, ale je nutné vygenerovat aj niekolko trojuholnikovych. To sa d4
zabezpecit roznymi sposobmi.

Smerom od profilu kridla so zvacsujiicou sa vzdialenostou vytvarat stvoruholniky
az kym nenarazime na predposledny uzol naplavu (a to na hranici néplavu, ktora
obsahuje menej uzlov), a tento uzol spijat do trojuholnikov so vsetkymi zvysnymi
uzlami z protilahlej hranice ndplavu. Toto mé v niektorych pripadoch za nésledok
nie celkom pekni geometriu vzniknutych elementov (t.z. elementy st prilis kosé).

Inym moznym postupom by bolo prvi vrstvu Stvoruholnikov (na tej strane
naplavu, ktora obsahuje menej uzlov) vhodne rozdelit trojuholnikovymi
elementami tak, aby na nasledujicej vrstve vznikol rovnaky pocet uzlov ako na
protilahlej hranici naplavu. Tento a iné mozné sposoby prenechdvame na d'alsie
skimanie a testovanie.

3.4 Vypocet

Po vytvoreni §tvoruholnikovej siete zaroven dostdvame kompletnii hybridna siet
vhodnti pre vypocet.

Je iba nutné zabezpecit vhodny tvar vstupnych dét siete pre program (Adgfem),
ktory je numerickym riesicom systému rovnic pre stlacitelné pridenie viskézneho
(prip. neviskézneho) plynu. Dalsie informécie potrebné ku konkrétnemu priebehu
vypoctu citatel ndjde v kapitole 4.
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4 Popis programov na generovanie hybridnych sieti

V 1ivodnej sekcii 4.1 uvedieme, aky softvér bol pouzity v préci na generovanie sieti
a vypocty na sietach a v nasledujticich dvoch sekcidch najskor priblizime postup
generovania sieti trojuholnikovych a na zaklade toho opiSeme zmeny pri pouziti
sieti hybridnych.

4.1 Siete a rieSenie na nich

Ako je spomenuté v Uvode, okolo zadaného profilu kridla je mozné generovat
trojuholnikové, pripadne stvoruholnikové siete.

Siet je mozné adaptivne upravovat (softvér pouZity v tejto praci na generovanie a
adaptivnu tpravu trojuholnikovych sieti — angener3.1 — bol vytvoreny na Katedre
numerickej matematiky MFF UK v Prahe). Podrobny popis procesu adaptivneho
zjemnovania siete pomocou angeneru je mozné nijst v jeho manuéle na
http://www.karlin.mff.cuni.cz/ dolejsi/angen/angen3.1.htm.

Po vytvoreni siete nasleduje d'alsf krok — vypocet riesenia na sieti. Prebicha v
programe Adgfem, ktory je podobne ako angener3.1 dielom Katedry numerickej
matematiky MFF UK. Adgfem pouziva na riesenie metédu DGFEM-BDF,
podrobnejsie popisanta v kapitole 2.

V sekcii 4.2 — Algoritmus generovania trojuholnikovijch sieti — je strucne vysvetleny
postup vytvérania siet{ bez stvoruholnikov a je pripojend informativna tabulka
obsahujica vstupné a vystupné subory programu angener3.1 a Adgfem. Struktiru
vstupnych stiborov mézeme najst bud v manudle angeneru alebo v appendixe na
konci prace.

Pre porovnanie algoritmu na trojuholnikovych sietach a sietach hybridnych
najdete v sekcii 4.3 —Hybridné siete — tabulky so vstupnymi a vystupnymi sibormi
a tiez struktiru stiborov, ktoré sa odlisuji od siborov pouzivanych na sietach
trojuholnikovych.

4.2 Algoritmus generovania trojuholnikovych sieti

Pre ndzornost predstavime doterajsi algoritmus generovania trojuholnikovych sieti
pomocou programu angener3.l a vypoctu systému rovnic na tychto sietach
pomocou programu Adgfem.

Algoritmus spociva vo vytvoreni siete a naslednom vypocte na danej sieti. Tento
proces sa opakuje na zdklade uz spoc¢itanych vysledkov (ktoré prikladame ako
stubor results na vstupe do angeneru s vynimkou prvého generovania siete
angenerom) az kym rieSenie dostatocne neskonverguje.

Program Adgfem v priebehu vypoctu vygeneruje dalej stibory tri, sol, ktoré je
mozné pouzit pre vizualizdciu vyslednych dat. Vizualizovat je mozné izokrivky
Machovho ¢isla (2D), hodnoty rychlosti, energie, tlaku a hustoty (3D).

Cely proces je zhrnuty v tabulke 1 a blizsi popis vsetkych stiborov mozeme néjst v

appendixe prace.
Struény popis d'alsich faz algoritmu vidime v tabulke 2.
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Tabulka 1: Struktira algoritmu pre trojuholniky

| 1. faza |
INPUT: profiles AN
triang — angenerd.1
paramet /
OUTPUT: triangx (—*mesh.grid)
INPUT: mesh.grid — Adgfem
OUTPUT: tri, sol
results
Tabulka 2:
‘ kazda dalsia faza |
INPUT: results N
profiles AN
triang — angenerd.1
paramet /
OUTPUT: triangx (—*mesh.grid)
INPUT: mesh.grid — Adgfem
OUTPUT: tri, sol
results

4.3 Hybridné siete
4.3.1 Volba parametrov

V predchédzajticej sekcii sme pouzivali cely rad parametrov, ktoré vstupovali do
procesu vytvarania trojuholnikovych sieti. Pri vytvarani sieti hybridnych budeme
okolo krivého profilu generovat vrstvu stvoruholnikov, ktort v d'alsich fazach
budeme delit na viac uzsich vrstiev. Dolezitou sticastou procesu generovania
hybridnych sieti tak bude volba parametrov stvisiacich s vrstvou stvoruholnikov:

h ...sirka stvoruholnikovej vrstvy (t.z.vzdialenost trojuholnikov od profilu)
q ...pocet vrstiev Stvoruholnikov.

Parametrom, ktory musime zohladnit pri vytvarani prvého siboru triang, je aj
uhol naplavu prudenia vzduchu a.

4.3.2 1. faza

Pri vytvdrani trojuholnikovych sieti bolo na zaciatku nutné definovat sibory
paramet, triang a profiles. Inak tomu nebude ani pri vytvarani sieti hybridnych,
predtym nez sa spusti proces generovania siete, je potrebné upravit sibor profiles
tak, aby okrem doterajsich krivych hranic vypocetnej oblasti obsahoval aj
posunuty profil o zadant vzdialenost h.
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Obrazok 4: Hybridnd siet s 1 stvoruholnikovou vrstvou okolo profilu-detail, h = 0.05,q =
2, uhol ndaplavu a = 0

Posunutie profilu

U profilu kridla NACAO0012 bola na posunutie profilu pouzita projekcia bodov
profilu v smere vonkajsej normaly k profilu. Body, ktoré sme takto ziskali, boli
prelozené splinom (program spline je napriklad siucastou balika angener3.1), aby
vzniknuté krivka bola dostatoéne hladkd pre d'alsie vypocty. Ukdzku povodného
profilu a jeho posunutia mozeme néajst v kapitole 3.

Subor profiles

Vytvoreny posunuty profil pouzijeme k tprave stiboru profiles pre hybridné siete
tak, ze doplnime povodny stbor o body z posunutej krivej ¢asti hranice (pricom
zostane zachovand struktira stiboru profiles, pocet krivych ¢asti nbp sa zvysi o 1).
Pre spravnu kooperaciu hybridnych sieti s programom angener3.1 body

z posunutej hranice vlozime na zaciatok stiboru profiles tak, aby nasledujic

za sebou so zvysujicim sa indexom popisovali posunutt krivku v takej orientacii,
aby vypocetnd oblast bola vlavo od popisanej krivky.

Stbor paramet

Stbor paramet sa strukttrou nemeni. Je vhodné iba pripomentit, Ze na zaciatku
(vo faze 1), sa vytvdra siet jednotkova (parameter ityp sa nastavi na 0), v dalsich
fazach sa siet generuje na zdklade predoslych vysledkov z Adgfemu (parameter

ityp # 0).
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Subor triang

Struktira stiboru triang neprechddza zmenami, treba vsak zohladnit dva dolezité

fakty:

1.prvi trianguldciu je nutné napisat s pouzitim hodnot z posunutej krivej casti
hranice profilu (z nového profiles),

2.za profilom vznika tuplav, ktory zvacsi pocet hraniénych komponent, pricom ako
poslednii komponentu nadefinujeme povodny profil kridla.

Subory profiles, triang a paramet putuji na vstupe do angeneru, ktory ich spracuje
a vygeneruje unitdrnu siet a stbor triangz. Triangr sliZi pre vytvorenie stiboru
mesh.grid pomocou novovzniknutého programu Gridgen.

4.3.3 Gridgen

Na tomto mieste nastava hlavna zmena povodného algoritmu generovania siete, a
tou je program Gridgen, ktory vytvara vrstvy stvoruholnikov okolo profilu a na
tplave. Ako jeho vstupné parametre je potrebné specifikovat uz zmienenu sirku
pasu Stvoruholnikovych vrstiev h a pocet vrstiev, ktory je dany parametrom ¢, kde
q je ¢islo o 1 vacsie nez je pocet vznikajuicich vrstiev.

Gridgen potrebuje na vstupe stubory profiles a triangx. 7 prvého z nich ziskava
informacie o krivych castiach povodného a posunutého profilu. Zo siboru triangx
program Gridgen preberie body (uzly trojuholnikov) vygenerované angenerom na
krivke posunutého profilu a tieto body premietne na profil povodny. Zaroveii podla
nastavenia parametru ¢ vytvori ¢-1 vrstiev, ktoré sa smerom od posunutého
profilu k povodnému zhustuju tak, Ze sirka k-tej vrstvy pasu bude:

h
hk =k x Zq_l Z, (12)
i=1
pricom plati, ze
q—1
hy = h, (13)
k=1

¢ize sucet Sirok vsetkych vrstiev dédva sirku pasu.

Na tplave za profilom moze nastat, Ze angener vygeneruje na hornej a dolnej
hranici pasu stvoruholnikov rozny pocet uzlov. To mé za nasledok nemoznost
vytvorenia iba stvoruholnikovych elementov na tplave. Tuto situaciu Gridgen riesi
tak, Ze so zvacsujicou sa vzdialenostou od profilu spéja elementy do
stvoruholnikov s vynimkou predposledného uzlu jednej z ¢asti (hornej v pripade
vécsieho poctu dolnych uzlov, dolnej casti v opacnom pripade). S tymto uzlom
spoji viac nez jeden uzol z protilahlej hranice a vytvori tak na (k danému uzlu)
najblizsej vrstve trojuholniky.

Na obrazku 5 vidiet rovnaky pocet uzlov po obidvoch strandch tplavu a na
obrazku 6 je znédzornena situacia popisana v tomto odseku.



4.3  Hybridné siete 17

06 T T

04 .

-0.2 -

-

-0.6 L L
0 5 10 15 20

Obréazok 5: Uplav s rovnakym poctom uzlov na hornej a dolnej hranici, uhol néplavu o = 0

Stbor mesh.grid
Subor mesh.grid vygenerovany Gridgenom mé nasledujtci tvar:

Tvar stiboru mesh. grid:

newnpoin newnelem newnbelm newnbc

0. 0. 0 0 0 0. 0
(1) y(1)

.x(newnpoin) .y(newnpoin)

3 Ind(1,1) Ind(1,2) Ind(1,3)

3 znd(nelem, 1) znd(nelem, 2) znd(nelem, 3)

4 Ind(1,1) Ind(1,2) Ind(1,3) Ind(1,4)

.4 .lnd(num, 1) .lnd(num, 2) .lnd(num, 3) .lnd(num,4)

Ibn(1,1) Ibn(1,2) ibc(1,3)

.lbn(newnbelm,l) kbn(newnbelm,?) .z'bc(newnbelm)
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Obrézok 6: Uplav s vyssim poctom uzlov na hornej hranici, uhol ndplavu o = 0

kde:
newnpoin  ...pocet vrcholov elementov siete
newnelem ...pocet elementov siete (trojuholnikov alebo stvoruholnikov)
newnbelm ...pocet hrani¢nych segmentov oblasti
newnbc ... pocet komponent hranice oblasti
num ...pocet stvoruholnikov, num = newnelem — nelem
Ind(i,j) ...stradnice i-tého trojuholnika, kde j=1,2,3
alebo stvoruholnika, kde j=1,2,3,4
lbn(i,j) ...sturadnice pociatocného a koncového uzla hraniénej komponenty
1be ...index hrani¢nej komponenty oznac¢eného hrani¢ného segmentu.

Po vytvoreni siboru mesh.grid je postup rovnaky ako pri trojuholnikovych sietach,
Adgfem spocita vysledky na hybridnej sieti, vytvori subor results, ktory spolu so
subormi paramet, profiles a novym triangom (v prvom kole vznikol ako triangx)
vlozime do angeneru a proces sa opakuje.

V nasledujucich tabulkéch vidime prehladnejsie, ktoré stibory vstupuju a
vystupuji do a z jednotlivych faz procesu generovania sieti a vypoctu na sietach.
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Tabulka 3: Struktira algoritmu pre hybridné siete

| 1. fdza |
INPUT: profil — projekcia, spline
OUTPUT: profiles*
INPUT: profiles AN
triang — angener3.1
paramet
OUTPUT: triangx
INPUT: profiles AN
triangx —  Gridgen
OUTPUT: mesh.grid
INPUT: mesh.grid — Adgfem
OUTPUT: tri,sol
results
Tabulka 4:
kazda dalsia faza |
INPUT: results N
profiles AN
triang — angener3.1
paramet /
OUTPUT: triangx
INPUT: profiles N
triangx — Gridgen
OUTPUT: mesh.grid
INPUT: mesh.grid — Adgfem
OUTPUT: tri, sol
results

V tabulke 3 vidime vytvorenie posunutého profilu pomocou programov projekcia a
spline, vstupnym siborom pre projekciu je Tubovolny stibor obsahujici profil
kridla, ktory mame posuntit. Vystupom je stibor profiles!, ktory predtym, ako ho
pouZijeme pre angener musime skontrolovat, pripadne ”orezat” krajné body
vzniknuté naviac pri prechode splinom.

Istibor profiles je v tabulke 3 oznaceny hviezdickou, kvoli zdérazneniu, ze d'alej bude pouzivany

jeho upraveny tvar
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Balicek Gridgen

Cielom tejto prace je aplikdcia poznatkov o stvoruholnikovych a trojuholnikovych
siefach a ich kombinécii do sieti hybridnych. K tomu bol vytvoreny nasledujtici
softvér:

Gridgen . ..obsahuje program Gridgen.f na generovanie vrstvy stvoruholnikov
okolo profilu NACA,
... obsahuje tiez testovacie stibory: parameters, profiles a triangx,
projekcia.f. . posiva profil o zadani vzdialenost.

Sucastou balicku je dalej:

angener3.1 ...balicek programov na generovanie a adaptaciu trojuh. sieti,

Adgfem ...numericky rie§i¢ systému rovnic pre stlacitelné pridenie na sietach,

gridtriangle.f. . . prisposobuje sibor triangx (obsahujici len trojuholniky) do tvaru
vhodného pre vypocet Adgfemom,

readme ...instrukcie k pouzivaniu vyssie vymenovanych programov.

Angener3.1 obsahuje program spline, pouzitie ktorého je opisané v sekcii 4.3.2 v
odseku Posunutie profilu. Balicek programov je mozné najst ako samostatni
prilohu tejto prace na CD.
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5 Vysledky a vizualizacia
5.1 Stlacitelné priadenie bez viskozity

Stlacitelné pridenie je opisané systémom rovnic (1)—(6) z kapitoly 2.

V tlohe testovanej v sekcii 5.1 neuvazujeme viskozitu (¢ize vnttorné trenie medzi
casticami tekutiny), a tak Reynoldsovo ¢islo je zanedbatelne malé (resp. rovné
nule). Pri prideni okolo profilu NACA za profilom nezostava tplav a prudenie je
bezvirové. Uhol nabehu je 2° a hodnota Machovho ¢isla 0.5. Machovo ¢éislo
pocitame zo vztahu

vt
c
kde c je lokdlna rychlost zvuku a plati:
P
c=,/—.
p

Hybridné siete

Siete na obrazkoch 7, 9 a 11 boli vytvorené pomocou programov angener3.1 a
Gridgen.

Angener3.1 v niekolkych iterdcidch adaptivne upravi pociatocént siet na zaklade
spocitanych vysledkov tlohy pridenia stlacitelného neviskézneho plynu, ktoré
poskytuje program Adgfem. Zaroven od prvej iteracie v programe Gridgen
zvySujeme (upravujeme) pocet stvoruholnikovych vrstiev okolo skiimaného profilu.
Toto robime na zaklade toho, ako st angenerom vygenerované uzly na krivke
posunutého profilu. Vseobecne plati, Ze ¢im jemnejsiu siet angener vygeneruje,
tym viac vrstiev stvoruholnikov je mozné zvolit, zaroveil viak nie je potrebné volit
prilis velky pocet, pri ktorom zmena vo vysledkoch nie je az taka vyrazna. V
konkrétnej tlohe sme postupne dospeli k poctu 7-8.

P, aproximécia nedava tak dobré vysledky ako aproximéacia vysSieho stupna.
[zokrivky sa v blizkosti profilu stacaju smerom k profilu, ¢o je sposobené chybou
pouzitej numerickej schémy. Lepsie vysledky st dosiahnuté pri siefach s vyssim
poctom elementov, ako je ukazané na obrazkoch 9 a 10.
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Obrézok 7 je utrzkami hybridnej siete zlozenej z 1114 elementov (trojuholnikov a
stvoruholnikov).

11 12

Obréazok 7: Detail hybridnej siete okolo celnej a zadnej éasti profilu NACA0012, sirka
stvoruholnikového pdsu h = 0.05, uhol naplavu o = 2°, pocet Stvoruholnikovych vrstiev 7,
pocet elementov siete 111/

Obrazok 8: Izokrivky Machovho ¢isla, detail ¢elnej a zadnej casti profilu NACA, spocitané
P, aproximdciou
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Obrazok 9: Detail hybridnej siete okolo éelnej a zadnej casti profilu NACA0012, Sirka
stvoruholnikového pdsu h = 0.03, uhol naplavu o = 2°, pocet Stvoruholnikovych vrstiev 8,

pocet elementov siete 9006
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Obrazok 10: Izokrivky Machovho
spocitané P; aprorimdciou

cisla, detail celnej a zadnej casti
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profilu NACA,
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Trojuholnikova siet
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Obréazok 11: Detail trojuholnikove; siete okolo éelnej a zadnej casti profilu NACA0012,
pocet elementov siete 1116
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Obrazok 12: Izokrivky Machovho ¢isla, detail éelnej a zadnej ¢asti profilu NACA0012,
spoc¢itané Py aproximdciou na trojuholnikovej sieti

V tlohe priidenia stlacitelného neviskézneho plynu nie je na dosiahnutych
vysledkoch vidiet vyrazny pokrok. Trochu lepsia situdcia nastéva v dalsej sekcii
pre pridenie stlacitelného viskézneho plynu.
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5.2 Stlacitelné viskézne priudenie

Stlacitelné viskézne pridenie sa narozdiel od neviskézneho priddenia vyznacuje

vnatornym trenim.

V nasledujicej tlohe je hodnota Reynoldsovho ¢éisla zvolend ako 5000, ¢o
predstavuje hornt hranicu prudenia, ktoré nie je turbulentné.
Uhol nabehu bol znovu zvoleny 2° a Machovo ¢islo 0.5.

Testovanie tlohy pre pridenie viskézneho plynu prebiehalo podstatne dlhsie nez
tomu bolo u neviskézneho plynu. Zaroven boli dosiahnuté lepsie vysledky.

Hybridné siete
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Obréazok 13: Detail hybridnej siete okolo éelnej a zadnej éasti profilu, Sirka
stvoruholnikového pdsu h = 0.05, uhol ndplavu o = 2, pocet Stvoruholnikovijch vrstiev

6, pocet elementov siete 1243

Obréazok 14: Izokrivky Machovho ¢isla, detail celnej a zadnej éasti profilu NACA0012,

spoc¢itané Py aprorimdciou
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Rozdiel medzi prvou dvojicou obrézkov 13, 14 (vysledky spocitané na hybridne;
sieti) a druhou dvojicou 15, 16 (siete trojuholnikové) vidiet najmé v oblasti
medznej vrstvy. Dolezité je tiez spomenut, ze trojuholnikové siet je takmer 3krat
jemnejsia (poc¢tom elementov) oproti sieti hybridnej. Napriek tomu st dosiahnuté
vysledky lepsie na sieti hybridnej.

Trojuholnikové siete

I I I
0.6 0.7 0.8 0.9 1 11 12

Obrazok 15: Detail trojuholnikovej siete okolo éelnej a zadnej casti profilu, pocet elemen-
tov siete 3419

Obrazok 16: Izokrivky Machovho ¢isla, detail éelnej a zadnej ¢asti profilu NACA0012,
spoc¢itané Py aproximdciou na trojuholnikovej sieti
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Pre zaujimavost je prilozeny obrazok rieSenia na hybridnych siefach s
aproximaciou Ps:

I L I I
0.6 0.7 0.8 0.9 1 11 12

Obrazok 17: Detail hybridnej siete pouZitej pre Py aproximdciu, pocet elementov siete
1208, pocet stvoruholnikovich vrstiev 6

I I I I I I
-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 . . . 0.2 0.6 0.7 0.8 0.9 1 11 12

Obrazok 18: Izokrivky Machovho ¢isla, detail éelnej a zadnej ¢asti profilu NACA0012,
spocitané Py aprorimdciou na hybridnej sieti s poctom elementov 1208

Pre lepsiu ndzornost st d’alej uvedené neproporciondlne obrazky izokriviek
spoc¢itanych na hybridnej a na trojuholnikovej sieti (P, aproximécia), a tiez
pomocou P, aproximacie na sieti hybridnej.
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5.2 Stlacitelné viskozne pridenie
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3419 elementov

Obrazok 20: Detail riesenia na trojuholnikovej sieti -
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Obrazok 21: Detail riesenia na hybridnej sieti - 1208 elementov, aproximdcia 2.stupria

5.3 Koeficienty odporu a vztlaku

Ako dalsiu charakteristiku vysledkov pridenia po¢itanych na hybridnych sietach
uvedieme koeficienty odporu a vztlaku.

Pre koeficienty odporu a vztlaku cp a ¢y plati

(Z’) - 1]«?;@2 /F (—pI +7)n  dS. (14)

V rovnici (14) znamenaju:

foo, v2 ... hustota a rychlost v nekonecne,

I' ... profil,

p ...tlak,

I ...jednotkova matica,

7 = (7;) =1 - - - viskézna Cast tenzoru napitia a
n je vonkajsia jednotkova normédla k profilu I'.
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Obréazok 22: Koeficient odporu cp na hybridnijch siefach pre priblizny pocet elementov
sieti 1200, 2600 a 4000

0 1 1 1 1 1
(0] 100 200 300 400 500 600

Obrazok 23: Koeficient vztlaku cr, na hybridnych siefach pre priblizny pocet elementov
sieti 1200, 2600 a 4000

7 obrazku 22 vidiet, Ze hodnota koeficientu odporu skonvergovala pre rozne
zjemnené siete spravne k nule. Avsak z obrazku 23 uz vysledok nie je jednoznacne
pozitivny.

Hodnoty sice konverguju pre vietky zjemnené siete, ale bohuzial k roznym &islam,
a naviac nie su usporiadané monoténne.
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Posledna tabulka a prislusné obrazky znazoriiuji hodnoty koeficientov odporu a
vztlaku pre rozne pocty elementov sieti hybridnych a trojuholnikovych.

Tabulka 5: Hodnota koeficientov odporu a vztlaku v tlohe viskézneho pridenia
ﬂTh CD CrL

1200 | 0.487438E-01 | 0.104739E+00
2600 | 0.472526E-01 | 0.120179E+00
4000 | 0.538343E-01 | 0.509086E-01
hybridné siete:

trojuholnikové siete:
1600 | 0.569480E-01 | 0.141680E+400
3100 | 0.568084E-01 | 0.231700E-01
4200 | 0.473289E-01 | 0.160594E4-00

! cD hybridy &
cD trojuholniky ----

0.08

0.06

"""""""

0.04 -

0.02 |

0 I I I I I I I
1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Obrazok 24: Hodnoty koeficientu odporu cp.

" cDhybridy o
cL trojuholniky --%--
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N

0 I I I I I I I
1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Obrazok 25: Hodnoty koeficientu vztlaku cy,.
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6 Zaver

Vzhladom k vysledkom z kapitoly 5 nemozno jednoznacne usudit, ze hybridné siete
st lepsie nez siete pozostavajuce vyluéne z trojuholnikovych elementov.

Vysledky prvej tilohy popisané v sekcii 5.1 nedavaji dostatoéni informaciu o
kvalite hybridnych sieti.

V sekcii 5.2 sme dospeli k viditelnému zlepSeniu, ktoré vsak nie je jednoznacne
potvrdené hodnotami koeficientov odporu ¢i vztlaku.

Domnievam sa, Ze k lepsim vysledkom by bolo mozné prist d'alsim testovanim na
este jemnejsich siefach neZ boli pouzité, d'alej je tiez mozné upravovat algoritmus
vytvarania Stvoruholnikovych sieti vznikajicich za pomoci programu Gridgen (a to
napr. v casti naplavu, kde by bolo mozné niektoré vygenerované stvoruholniky
spajat do trojuholnikov, pripadne rozsirit pas stvoruholnikov okolo zadnej ¢asti
profilu).
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Appendix
ANGENER3.1

Generovanie trojuholnikovych sieti

Na zaciatku vstupuju do procesu generovania trojuholnikovej siete subory: profiles,
paramet, triang.

Stbor profiles obsahuje bod po bode krivii ¢ast hranice vypocetnej oblasti §2
a ma tvar:

nbp pocet krivych ¢asti hranice oblasti 0f2
1bpoinl pocet bodov prvej c¢asti hranice
1bpoin2 pocet bodov druhej ¢asti hranice

tbpoin_nbp pocet bodov poslednej casti hranice

Adgfem narozdiel od angeneru vie pracovat iba s 1 krivou ¢astou hranice, a tak sa
stbor popisujuci hranicu profilu v programe Adgfem odlisuje od profiles v angeneri.

Subor paramet je vyétom vstupnych parametrov potrebnych pre angenerovské
generovanie siete. Pritom jednotlivé parametre majui nasledujici vyznam:

ityp typ konstruovanej siete (0. ..unitédrna)
ndim  pocet komponent hladaného riesenia

numel predpisany pocet elementov
epsl €1
p p

Stbor triang je nutné napisat pred prvym spustenim angeneru ”ruéne”. Obsahuje
informacie o vstupnej trianguldcii a ma tvar:
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npoin nelem nbelm nbc
xperl. yperl iperl gperl  xper?2  yper?2 iper2  jperZ

(1) y(1)

;E(npom) ?(npoin)
Ind(1,1) Ind(1,2) Ind(1,3)

'lnd(nelem,l) .lnd(nelem,Q) .lnd(nelem,f)’)
lbn(1,1) bn(1,2) ibc(1,3)

kbn(nbelm,]) zbn(nbelm,Q) %bc(nbelm)

kde:
npoin  ...pocet vrcholov trojuholnikov siete
nelem ...pocet elementov-trojuholnikov siete
nbelm  ...pocet hraniénych segmentov oblasti
nbc ... pocet komponent hranice oblasti
Ind(i,j) ...suradnice i-tého trojuholnika, kde j=1,2,3
Ibn(1,j) ...suradnice pociatoéného a koncového uzla hraniénej komponenty
1be ...index hrani¢nej komponenty oznaceného hrani¢ného segmentu

xperl, yperl,

xper2,yper? . . .suradnice vektorov periodickej ¢asti hranice
wperl,jperl,

wper2,jper? . .. pocet komponent s periodickou okrajovou podmienkou

Druhy riadok suboru je dolezity pre problémy s periodickou okrajovou
podmienkou, pre neperiodické okrajové podmienky predpisujeme:

aperl = yperl = zper2 = yper2 = 0. a iperl,...jper2 mozu byt Iubovolné
prirodzené ¢isla (v dalsom texte budeme pre nézornost pouzivat nuly).

Tieto 3 vstupné sibory si nutnou stcastou spustenia angeneru, ktory v 1.faze
vygeneruje unitarnu siet zloZenu z trojuholnikov a na vystupe vytvori stibor
triangz, ktory je struktirou rovnaky ako subor triang (triang vsak obsahuje vzdy
vstupnu trianguldciu 75, triangx naopak obsahuje trianguldciu vystupni 7y, ).

Subor triangx slizi po malej iprave k vytvoreniu siboru mesh.grid , ktory je
vstupnym stiborom pre program Adgfem — riesi¢ systému rovnic stlacitelného
prudenia (bez uvazovanej viskozity ¢i s nou) okolo zadaného profilu. V prvom
stfpci oznacuju cislice 3, ze v danom riadku sa jedna o suradnice vrcholov
trojuholnikového elementu a program (Adgfem) na danom mieste ocakava 3
hodnoty.

Tvar stiboru mesh. grid:



35

npoin nelem nbelm nbc
0 0 0 0 0. 0. 0 0

2(1) y(1)

;E(npom) ?(npoin)
3 Ind(1,1) Ind(1,2) Ind(1,3)
3 .lnd(nelem, 1) .lnd(nelem, 2) 'lnd(nelem, 3)

Ibn(1,1) Ibn(1,2) ibe(1,3)

kbn(nbelm,]) zbn(nbelm,Q) %bc(nbelm)

Pre tiplnost, stibor results mé tento tvar:

w(1,1) w(1,2) ... w(1,ndim)
w(2,1) w(2,2) .. w(2,ndim)
@(nelem, 1) @(nelem,?) @(nelem,ndim)

v pripade, zZe ide o bunkovo-centrovani schému (t.z. hodnoty rieseni sa pocitaji v
taziskdch elementov a ifv = 1 v stibore paramet),

w(1,1) w(1,2) ... w(1,ndim)
w(2,1) w(2,2) .. w(2,ndim)
@(npoin, 1) @(npoin,?) @(npoin,ndim)

v pripade, ze ide o vrcholovo-centrovani schému (t.z. hodnoty rieseni sa pocitaji
vo vrcholoch elementov a ifv = 0 v sibore paramet).
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