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iii

Obsah

Abstrakt 1
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2.3 Diskrétne riešenie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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5.2 Stlačitelné viskózne prúdenie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

5.3 Koeficienty odporu a vztlaku . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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zikálne javy prebiehajúce v medznej vrstve a na úplave je vhodné zachytit’ pomocou
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Prehl’ad použitých skratiek a symbolov

Ω výpočetná oblast’ zadaného problému
∂Ω hranica výpočetnej oblasti Ω
ρ hustota
p tlak
E celková energia
vvv rýchlost’
θ teplota
γ Poissonova adiabatická konštanta
δij Kroneckerova delta
Re Reynoldsovo č́ıslo
Pr Prandtlovo č́ıslo
nnn = (n1, . . . , nN) vektor vonkaǰsej normály k hranici oblasti ∂Ω

Th triangulácia oblasti Ω
K element triangulácie Th

∂Ωin,out,w hranica oblasti na vstupe, výstupe, nepriepustných stenách
Fh množina hrán (stien) elementov K ∈ Th

F I
h množina hrán elementov K ∈ Th vo vnútri oblasti Ω

FD
h množina hrán elementov K ∈ Th s dirichletovskou okrajovou podmienkou

FN
h množina hrán elementov K ∈ Th s newtonovskou okrajovou podmienkou

NACA druh profilu kŕıdla použ́ıvaného vo výpočtoch v oblasti aerodynamiky
CFD Computational Fluid Dynamics
DGFEM Discontinuous Galerkin Finite Element Method
BDF Backward Difference Formula
CFP Compressible Flow Problem
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1 Úvod

S prúdeńım tekut́ın sa môžeme stretnút’ všade. Je dôležité poznat’ jeho zákonitosti
pri zdokonal’ovańı strojov pre rôzne odvetvia priemyslu a má tiež vel’ký význam pre
medićınu. V tejto práci sa budeme zaoberat’ jeho využit́ım v aerodynamike.

V súčasnosti môžeme k teoretickým poznatkom o stlačitel’nom prúdeńı pridat’ aj
rozsiahle poč́ıtačové výpočty a simulácie, ktoré nám postupne umožňujú spresňovat’
doposial’ źıskané vedomosti. Stlačitel’né prúdenie tekut́ın je skúmané vednou oblast’ou
označovanou ako CFD, z anglického Computational Fluid Dynamics (vol’ný preklad:
Poč́ıtačová dynamika tekut́ın). Pri jeho popise využ́ıvame fyzikálne-matematický
aparát, ktorý poṕı̌seme v kapitolách 2–4. K hlbš́ım poznatkom čitatel’ môže siahnut’
po [1], [2] a [9].

Fyzikálnym modelom prúdenia sú Navierove-Stokesove rovnice, ktoré bližšie
popisuje kapitola Formulácia úlohy a jej riešenie. Ide o systém parciálnych dife-
renciálnych rovńıc, ktorý bol odvodený nezávisle v Anglicku a vo Francúzsku v 19.
storoč́ı. Ked’že ide o systém rovńıc, v ktorom môžu vznikat’ nespojitosti v riešeńı,
jeho čisto analytické riešenie neprichádza do úvahy. Je však možné previest’ ho do
diskrétneho tvaru a v takomto tvare plne využit’ numerické poznatky (slabú for-
muláciu problému, riešenie pomocou metódy konečných prvkov), a riešit’ ho d’alej
pomocou kombinácie nespojitej Galerkinovej metódy – DGFEM (z anglického Dis-
continuous Galerkin Finite Element Method) a metódy časovej diskretizácie – BDF
(z anglického Backward Difference Formula), vid’ [5].

Numericky môžeme problém stlačitel’ného prúdenia (označovaného tiež skratkou
CFP) riešit’ na trojuholńıkových alebo štvoruholńıkových siet’ach. Na zachytenie
prúdenia v medznej vrstve okolo profilu je u trojuholńıkových siet́ı potrebné pŕılǐs
vel’ké zjemnenie, čo vedie k siet’am s vel’kým počtom elementov a to je nevýhodné
z hl’adiska výpočetného času. Na druhej strane je však použ́ıvanie trojuholńıkov
vd’aka anizotropnej adaptácii výhodné vo väčšej vzdialenosti od profilu, a tak celkovo
voĺıme kombináciu štvoruholńıkov v bĺızkosti profilu a trojuholńıkov d’alej od profilu.
Ďaľsou výhodou je aj jednoduchá implementácia algebraických modelov turbulencie.

Kapitola Generovanie hybridných siet́ı popisuje algoritmus vytvárania hyb-
ridných siet́ı –kombinácie štvoruholńıkov a trojuholńıkov. Rozdiely v štruktúre
súborov pre siete trojuholńıkové a kombinované nájdeme v kapitole nasledujúcej
Popis programov na generovanie hybridných siet́ı. Doṕlňa tiež parametre potrebné
pre vygenerovanie vrstvy štvoruholńıkov okolo profilu a pre d’aľśı výpočet na hyb-
ridnej sieti.

Nasleduje kapitola Výsledky a vizualizácia dát, v ktorej sú zhrnuté výsledky
riešenia Navier-Stokesových rovńıc na sieti čisto trojuholńıkovej v porovnańı s
výsledkami na siet’ach hybridných.

Appendix–doplňujúca kapitola je venovaná vysvetleniu použitia trojuholńıkových
siet́ı a ich adapt́ıvnemu zjemňovaniu tak, ako je to poṕısané v [3] a v [4].
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2 Formulácia úlohy a jej riešenie

Systém Navierových-Stokesových rovńıc, ktorý definujeme v sekcii 2.1 prevedieme
v nasledujúcej sekcii 2.2 do slabej formy a vytvoŕıme pŕıslušný diskrétny priestor,
na ktorom poč́ıtame diskrétne (resp. semidiskrétne) riešenie 2.3 a d’alej približné
riešenie s prihliadnut́ım na premennú času 2.4.

2.1 Formulácia

Nech Ω ⊂ R
N , N = 2, 3 je ohraničená oblast’ s hranicou ∂Ω a nech QT = Ω× (0, T ),

kde T > 0, t je časová premenná z intervalu (0, T ), x je priestorová premenná (vek-
tor) oblasti Ω.

Systém Navierových-Stokesových rovńıc opisuje prúdenie stlačitel’ného viskózneho
plynu (1). Je doplnený termodynamickými vzt’ahmi pre ideálny plyn (2),
počiatočnými podmienkami (3) a uzatvárajú ho okrajové podmienky (4)–(6):

∂www

∂t
+

N∑

i=1

∂fff i(www)

∂xi

=
N∑

i=1

∂RRRi(www,∇www)

∂xi

, (1)

kde : www = (ρ, ρv1, . . . , ρvN , E)T ∈ R
m,

m = N + 2,www = www(x, t), x ∈ Ω, t ∈ (0, T ),

d’alej : fff i(www) = (fi1, . . . , fim)T

= (ρvi, ρv1vi + δ1ip, . . . , ρvNvi + δNip, (E + p)vi)
T ,

RRRi(www,∇www) = (Ri1, . . . , Rim)T

= (0, τi1, . . . , τiN , τi1v1 + · · ·+ τiNvN +
γ

RePr

∂θ

∂xi

)T ,

i, j = 1, . . . , N

τij = λ div vvvδij + 2µdij(vvv), dij(vvv) =
1

2

( ∂vi

∂xj

+
∂vj

∂xi

)

,

µ ≥ 0,

λ =
−2

3
µ,

fff i(www) sú takzvané Eulerove (neviskózne) toky a RRRi(www,∇www) predstavujú viskózne
toky. S vynechańım viskóznych tokov by systém rovńıc (1) predstavoval stlačitel’né
prúdenie bez uvažovania vnútorného trenia (viskozity) v kvapaline.

Systém doṕlňa stavová rovnica ideálneho plynu, defińıcia celkovej energie

p = (γ − 1)(E − ρ|vvv|2/2), E = cvθρ + ρ|||v|2/2 (2)
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a počiatočné podmienky dané

www(x, 0) = www0(x), x ∈ Ω, (3)

kde www0(x) je daná vektorová funkcia na Ω.

Hranicu oblasti ∂Ω = Ωin ∪ Ωout ∪ Ωw rozdel’ujeme na časti:

Ωin . . . 1] na obrázku . . . čast’ hranice na vstupe prúdenia
Ωout. . . 2] na obrázku . . . čast’ hranice na výstupe prúdenia
Ωw . . . 3] na obrázku . . . čast’ hranice s nepriepustnými pevnými stenami

3] predstavuje zároveň profil kŕıdla NACA

Obrázok 1: Ilustračný obrázok hrańıc oblasti okolo profilu NACA

Podl’a fyzikálneho typu úlohy (t.z. podl’a časti hranice a druhu prúdenia) určujeme
jej okrajové podmienky. Pre čast’ Ωin predpisujeme nasledujúcu sadu okrajových
podmienok:

a) ρ|Ωin×(0,T )= ρD, vvv|Ωin×(0,T )= vvvD,
N∑

k=1

( N∑

i=1

τiknl

)

vk +
γ

RePr

∂θ

∂nnn
= 0, (4)

ρD a vD sú zadané funkcie.

Pre Ωout ide o tieto okrajové podmienky:

b)
n∑

k=1

τiknk = 0, i = 1, . . . , n,
∂θ

∂nnn
= 0, (5)
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Na nepriepustných stenách Ωw zadávame nasledovné podmienky:

c) vvv = 0,
∂θ

∂nnn
= 0. (6)

Takto formulovaný problém Navierových-Stokesových rovńıc so zadanými
počiatočnými a okrajovými podmienkami označujeme ako CFP (z anglického
Compressible Flow Problem) a snaž́ıme sa nájst’ riešenie systému diferenciálnych
rovńıc (hyperbolicko-parabolického typu). Analytické riešenie zadaného systému
rovńıc je dosial’ neznáme, a tak prechádzame k numerickému riešeniu problému
CFP.

2.2 Diskrétna Galerkinova formulácia

Oblast’ Ω rozdeĺıme na konečný počet navzájom disjunktných mnohouholńıkov
(mnohostenov). Delenie nazývame trianguláciou oblasti Ω a znač́ıme Th.
Zároveň plat́ı:

⋃

K∈Th
K = Ω. V pŕıpade 2D úlohy voĺıme elementy K ako

trojuholńıky alebo štvoruholńıky.

Jednotlivé elementy K majú spoločné hrany označené Fh. Hrany obsiahnuté
vo vnútri oblasti Ω označujeme F I

h , hrany s dirichletovským typom okrajových
podmienok FD

h a hrany s neumannovským typom okrajových podmienok
označujeme FN

h . Zároveň plat́ı: Fh = F I
h ∪ FD

h ∪ FN
h .

Priestor H2(Ω, Th) definujeme ako

H2(Ω, Th) ≡
{

v; v |K∈ H2(K) ∀K ∈ Th

}

,

kde H2(K) je Sobolevov priestor na elemente K ∈ Th.

Od systému Navierových-Stokesových rovńıc prejdeme k diskrétnej Galerkinovej
formulácii nasledujúcimi formálnymi úpravami:

- rovnicu vynásob́ıme testovacou funkciou ϕϕϕ ∈ H2(Ω, Th), kde Th je zvolená
triangulácia,

- zintegrujeme cez element K ∈ Th,
- použijeme Greenovu vetu a
- nakoniec sč́ıtame cez všetky elementy triangulácie Th.

Po zmienených úpravách a označeńı dostaneme tvar rovnice:

d

dt
(www,ϕϕϕ) + ãaah(www,ϕϕϕ) + b̃bbh(www,ϕϕϕ) + JJJσ

h(www,ϕϕϕ) = 0, (7)

www = www(t),ϕϕϕ ∈ H2(Ω, Th)
N+2, t ∈ (0, T ).

Formy v rovnici (7) predstavujú:
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ãaah(www,ϕϕϕ) =
∑

K∈Th

∫

K

~RRR(www,∇www) · ∇ϕϕϕdx (8)

−
∑

Γ∈FID

h

∫

Γ

N∑

i=1

〈 N∑

k=1

KKKi,k(www)
∂www

∂xk

〉

ni · [ϕϕϕ]dS

−η
∑

Γ∈FID

h

∫

Γ

N∑

i=1

〈KKKT
k,i(www)

∂ϕϕϕ

∂xk

〉ni · [www]dS

+η
∑

Γ∈FD

h

∫

Γ

N∑

i=1

KKKT
k,i(www)

∂ϕϕϕ

∂xk

ni ·wwwBdS,

kde:
~RRR(www,∇www) = (RRR1(www,∇www), . . . ,RRRN(www,∇www)),

prvé dva členy pravej strany rovnice (8) vznikli z viskózneho členu prechodom
k slabej formulácii a použit́ım vzt’ahu:

RRRi(www,∇www) =

N∑

k=1

KKK i,k(www)
∂www

∂xk

, i = 1, . . . , N,

posledné dva členy rovnice (8) sú tzv. stabilizačnými členmi a použ́ıvame ich,
pretože približné riešenie môže v bĺızkosti hrán elementov oscilovat’.
Výrazy KKKi,k(www) a KKKT

k,i(www) vzniknú pri úpravách viskózneho členu rovnice (1) a
vektor wwwB je daný okrajovými podmienkami na ∂Ωin ∪ ∂Ωw.

Koeficient η môžeme zvolit’ ako:

η = 1 . . . v pŕıpade symetrickej interior penalizačnej Galerkinovej schémy
(SIPG),
η = −1 . . . v pŕıpade nesymetrickej interior penalizačnej Galerkinovej schémy
(NIPG),
η = 0 . . . v pŕıpade nekompletnej interior penalizačnej Galerkinovej schémy
(IIPG).

Formy b̃bbh(www,ϕϕϕ) predstavujúce Eulerove (neviskózne) toky v d’aľsej sekcii pri
prechode k numerickému riešeniu uprav́ıme nahradeńım integrálov cez hranicu
elementov triangulácie tzv. numerickými tokmi

b̃bbh(www,ϕϕϕ) =
∑

K∈Th

{ ∫

∂K

N∑

i=1

fififi(www)ni ·ϕϕϕdS −

∫

K

N∑

i=1

fff(www) ·
∂ϕϕϕ

∂xi

dx

}

, (9)

a d’alej

JJJσ
h(www,ϕϕϕ) =

∑

Γ∈FID

h

∫

Γ

σ[www] · [ϕ]dS −
∑

Γ∈FD

h

∫

Γ

σwwwB ·ϕϕϕdS, (10)

kde výraz σ|Γ je tzv. penalizačný člen.
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Podrobné vysvetlenie a popis spomenutých výrazov môžeme nájst’ v článku [5].

2.3 Diskrétne riešenie

V rovnici (9) aproximujeme integrál cez hranicu elementu K ∈ Th pomocou
numerického toku rovnako ako u metódy konečných objemov:

HHH(www |
(p)
Γ ,www |

(n)
Γ , nΓ) · ϕ |Γ .

V tomto výraze znamená:

Γ hranica elementu triangulácie

www |
(p)
Γ stopa funkcie www na ∂K zvnútra elementu

www |
(n)
Γ stopa funkcie www na ∂K zvonku elementu.

K tomu, aby sme mohli použit’ rovnicu (7) k d’aľsiemu numerickému výpočtu, je
nutné zaviest’ diskrétny priestor a definovat’ diskrétne riešenie problému CFP.
Po zavedeńı označenia:

Shp ≡ {v; v ∈ L2(Ω), v |K∈ PpK
(K)∀K ∈ Th}

SSShp ≡ Shp × . . . × Shp
︸ ︷︷ ︸

N+2 krát

,

kde Shp je priestor nespojitých po častiach polynomiálnych funkcíı a PpK
(K) je

priestor všetkých polynómov na K stupňa ≤ pk, K ∈ Th , hovoŕıme, že

C1(0, T ;SSShp)

je priestor spojite diferencovatel’ných zobrazeńı intervalu (0, T ) do SSShp.

Defińıcia 2.1 Funkcia wwwh je semidiskrétnym riešeńım CFP, ak:

a) wwwh ∈ C1(0, T,SSShp)

b)
(

∂wwwh(t)
∂t

,ϕhϕhϕh

)

+ ã̃ãah(wwwh(t),ϕϕϕh) + b̄bbh(wwwh(t),ϕϕϕh) + JJJσ
h(wwwh(t),ϕϕϕh) = 0

∀ϕϕϕh ∈ SSShp, ∀t ∈ (0, T ),
c) wwwh(0) = www0

h,

kde www0
h je SSShp aproximácia počiatočnej podmienky.

K tomu, aby sme mohli riešit’ systém obyčajných diferenciálnych rovńıc poṕısaných
v defińıcii 2.1 implicitnou metódou, by sme v každom časovom kroku museli
spoč́ıtat’ systém nelineárnych algebraických rovńıc, a to je značne nevýhodné.
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Preto použ́ıvame metódu semi-implicitnú po tom, ako linearizujeme formy
ãaah(www,ϕϕϕ), b̄bbh(www,ϕϕϕ).
Definujeme formu ah : SSShp ×SSShp ×SSShp −→ R tak, že pôvodná forma je s novou
konzistentná

aaah(wwwh,wwwh,ϕϕϕh) = ãaah(wwwh,ϕϕϕh) ∀wwwh,ϕϕϕh ∈ SSShp.

Podobne pre formu b̄bbh definujeme formu bbbh :

bbbh(wwwh,wwwh,ϕϕϕh) = b̄bbh(wwwh,ϕϕϕh) ∀wwwh,ϕϕϕh ∈ SSShp.

Vzniknuté formy aaah, bbbh sú lineárne vzhl’adom k druhej a tretej premennej.Celkový
popis linearizácie je podrobneǰsie poṕısaný v [5].

2.4 Semi-implicitná schéma riešenia

V semi-implicitnej schéme zachovávame lineárne členy foriem ã̃ãah(www,ϕϕϕ) a b̃̃b̃bh(www,ϕϕϕ)
implicitné a nelineárne členy explicitné. K aproximácii vhl’adom k premennej času
použ́ıvame metódu spätných diferencíı označovanú ako BDF. Vzhl’adom k
nelineárnym častiam problému použ́ıvame extrapoláciu vyššieho stupňa, ktorá
zároveň zachová linearitu problému. Celkovo tak metódu riešenia daného CFP
skrátene nazveme BDF-DGFEM metódou.

Interval (0,T) rozdeĺıme na časové hladiny nasledovne: 0 = t0 < t1 < . . . < tr = T a
τ ≡ tk+1 − tk, kde k = 0, 1, . . . , r − 1.
Označ́ıme

ccch(w̄̄w̄wh,wwwh,ϕϕϕh) ≡ aaah(w̄̄w̄wh,wwwh,ϕϕϕh) + bbbh(w̄̄w̄wh,wwwh,ϕϕϕh) +JJJσ
h(wwwh,ϕϕϕh), w̄̄w̄wh,wwwh,ϕϕϕh ∈ SSShp

(11)
a s pomocou (11) definujeme približné riešenie:

Defińıcia 2.2 Priblǐzné riešenie CFP je množina funkcíı wwwk
h, kde k = 1, . . . , r, ak:

a) wwwk+1
h ∈ SSShp,

b) 1
τk

(
∑n

l=0 αlwww
k+1−l
h ,ϕϕϕh

)

+ ccch

(
∑n

l=1 βlwww
k+1−l
h ,wwwk+1

h ,ϕϕϕh

)

= 0

∀ϕϕϕh ∈ SSShp, k = n − 1, . . . , r − 1,
c) www0

h je SSShp aproximácia www0,
d) wwwl

h ∈ SSShp, l = 1, . . . , n − 1 sú dané vhodnou jednokrokovou metódou,

kde n ≥ 1 je stupeň BDF schémy, koeficienty αl, l = 0, . . . , n a βl, l = 1, . . . , n
závisia na časovom kroku τk−l, l = 0, . . . , n.

Systém a) až d) v defińıcii 2.2 predstavuje systém lineárnych algebraických rovńıc
pre k = n − 1, . . . , r − 1, a ten je d’alej riešitel’ný vhodným algebraickým riešičom.
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3 Generovanie hybridných siet́ı

V tejto kapitole predstav́ıme algoritmus generovania hybridných siet́ı, nasledujúca
bude obsahovat’ popis programov, ktoré sú na generovanie potrebné.

3.1 Výpočetná oblast’

Výpočty v kapitole 5 boli vytvorené pre profil kŕıdla NACA0012, pre ktorý sú
(v súbore profiles) poṕısané 2 krivé časti hranice výpočetnej oblasti, ako je vidiet’
na obrázku 2.

Obrázok 2: Ilustračný obrázok krivých hrańıc výpočetnej oblasti profilu NACA0012

Pri generovańı siet́ı trojuholńıkových sa oblast’ na obrázku 2 nemeńı, ale pre
hybridné siete je potrebné ju upravit’.

To v našom pŕıpade znamená, že pôvodná výpočetná oblast’ Ω sa rozdeĺı na:

- pás o š́ırke h okolo profilu kŕıdla s obd́lžnikovým pokračovańım za kŕıdlom
(tzv. náplav), v ktorom budeme d’alej vytvárat’ štvoruholńıkové elementy

- oblast’ Ω∗, ktorá vznikne z pôvodnej oblasti Ω ”vystrihnut́ım” pásu
štvoruholńıkov, a v ktorej sa budú generovat’ elementy trojuholńıkové.

3.1.1 Pás štvoruholńıkov

Na začiatku úlohy dostaneme profil kŕıdla zadaný bod po bode, a ten je potrebné
posunút’ a vytvorit’ tak okolo neho pás, ako to vid́ıme na obrázku 3. Za kŕıdlom
spoj́ıme koncové body posunutého profilu úsečkami s hranicou výpočetnej oblasti
Ωout (vid’ sekcia 2.1). Takto máme pripravenú novú výpočetnú oblast’, potrebnú
pre generovanie hybridných siet́ı.
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Obrázok 3: Profil a jeho posunutie

3.2 Algoritmus generovania

V novej výpočetnej oblasti bude postup nasledovný:

1. vytvorenie trojuholńıkovej siete v oblasti Ω∗ a źıskanie uzlov na hranici pásu
posunutého profilu ∂Ω∗\∂Ω,

2. použitie źıskaných uzlov na vygenerovanie štvoruholńıkov v páse Ω\Ω∗,

3. výpočet na novovzniknutej hybridnej sieti.

Tento postup opakujeme až kým nevznikne dostatočne presné riešenie na sieti
niekol’kokrát upravenej procesom 3.2.

3.3 Generovanie štvoruholńıkov

Uzly, ktoré źıskame pri vygenerovańı trojuholńıkovej siete na posunutom profile,
budú vrcholmi vznikajúcich štvoruholńıkových elementov v páse okolo profilu.

Najskôr źıskané uzly premietneme spät’ na pôvodný profil, kde vzniknú nové uzly
ako priesečńıky krivky pôvodného profilu a pomyselných vektorov vznikajúcich pri
projekcii uzlov na profil. Podl’a potreby d’aľsieho zjemňovania vytvárame na
pomyselných vektoroch d’aľsie uzly tak, aby boli vždy v rovnakej vzdialenosti od
profilu (čiže vytvoŕıme tak akési hladiny uzlov, z ktorých budeme v d’aľsom kroku
vytvárat’ štvoruholńıky).

Následne formujeme štvoruholńıky (č́ıslujeme ich po jednotlivých hladinách).
Vrstvy vznikajúcich štvoruholńıkov sa smerom k pôvodnému profilu môžu zužovat’.

Podobne ako okolo krivého profilu vytvoŕıme štvoruholńıky aj na náplave,
postupujeme v dvoch fázach, zvlášt’ vytvoŕıme hornú polovicu pásu a zvlášt dolnú.
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Tu môže nastat’ komplikácia: rôzny počet vygenerovaných uzlov na hornej a dolnej
hranici náplavu. Vtedy nie je možné na náplave generovat’ iba štvoruholńıkové
elementy, ale je nutné vygenerovat’ aj niekol’ko trojuholńıkových. To sa dá
zabezpečit’ rôznymi spôsobmi.

Smerom od profilu kŕıdla so zväčšujúcou sa vzdialenost’ou vytvárat’ štvoruholńıky
až kým nenaraźıme na predposledný uzol náplavu (a to na hranici náplavu, ktorá
obsahuje menej uzlov), a tento uzol spájat’ do trojuholńıkov so všetkými zvyšnými
uzlami z protil’ahlej hranice náplavu. Toto má v niektorých pŕıpadoch za následok
nie celkom peknú geometriu vzniknutých elementov (t.z. elementy sú pŕılǐs kosé).

Iným možným postupom by bolo prvú vrstvu štvoruholńıkov (na tej strane
náplavu, ktorá obsahuje menej uzlov) vhodne rozdelit’ trojuholńıkovými
elementami tak, aby na nasledujúcej vrstve vznikol rovnaký počet uzlov ako na
protil’ahlej hranici náplavu. Tento a iné možné spôsoby prenechávame na d’aľsie
skúmanie a testovanie.

3.4 Výpočet

Po vytvoreńı štvoruholńıkovej siete zároveň dostávame kompletnú hybridnú siet’
vhodnú pre výpočet.

Je iba nutné zabezpečit’ vhodný tvar vstupných dát siete pre program (Adgfem),
ktorý je numerickým riešičom systému rovńıc pre stlačitel’né prúdenie viskózneho
(pŕıp. neviskózneho) plynu. Ďaľsie informácie potrebné ku konkrétnemu priebehu
výpočtu čitatel’ nájde v kapitole 4.
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4 Popis programov na generovanie hybridných siet́ı

V úvodnej sekcii 4.1 uvedieme, aký softvér bol použitý v práci na generovanie siet́ı
a výpočty na siet’ach a v nasledujúcich dvoch sekciách najskôr pribĺıžime postup
generovania siet́ı trojuholńıkových a na základe toho oṕı̌seme zmeny pri použit́ı
siet́ı hybridných.

4.1 Siete a riešenie na nich

Ako je spomenuté v Úvode, okolo zadaného profilu kŕıdla je možné generovat’
trojuholńıkové, pŕıpadne štvoruholńıkové siete.
Siet’ je možné adapt́ıvne upravovat’ (softvér použitý v tejto práci na generovanie a
adapt́ıvnu úpravu trojuholńıkových siet́ı – angener3.1 – bol vytvorený na Katedre
numerickej matematiky MFF UK v Prahe). Podrobný popis procesu adapt́ıvneho
zjemňovania siete pomocou angeneru je možné nájst’ v jeho manuále na
http://www.karlin.mff.cuni.cz/ dolejsi/angen/angen3.1.htm.

Po vytvoreńı siete nasleduje d’aľśı krok – výpočet riešenia na sieti. Prebieha v
programe Adgfem, ktorý je podobne ako angener3.1 dielom Katedry numerickej
matematiky MFF UK. Adgfem použ́ıva na riešenie metódu DGFEM-BDF,
podrobneǰsie poṕısanú v kapitole 2.

V sekcii 4.2 – Algoritmus generovania trojuholńıkových siet́ı – je stručne vysvetlený
postup vytvárania siet́ı bez štvoruholńıkov a je pripojená informat́ıvna tabul’ka
obsahujúca vstupné a výstupné súbory programu angener3.1 a Adgfem. Štruktúru
vstupných súborov môžeme nájst’ bud’ v manuále angeneru alebo v appendixe na
konci práce.

Pre porovnanie algoritmu na trojuholńıkových siet’ach a siet’ach hybridných
nájdete v sekcii 4.3 –Hybridné siete – tabul’ky so vstupnými a výstupnými súbormi
a tiež štruktúru súborov, ktoré sa odlǐsujú od súborov použ́ıvaných na siet’ach
trojuholńıkových.

4.2 Algoritmus generovania trojuholńıkových siet́ı

Pre názornost’ predstav́ıme doteraǰśı algoritmus generovania trojuholńıkových siet́ı
pomocou programu angener3.1 a výpočtu systému rovńıc na týchto siet’ach
pomocou programu Adgfem.

Algoritmus spoč́ıva vo vytvoreńı siete a následnom výpočte na danej sieti. Tento
proces sa opakuje na základe už spoč́ıtaných výsledkov (ktoré prikladáme ako
súbor results na vstupe do angeneru s výnimkou prvého generovania siete
angenerom) až kým riešenie dostatočne neskonverguje.

Program Adgfem v priebehu výpočtu vygeneruje d’alej súbory tri, sol, ktoré je
možné použit’ pre vizualizáciu výsledných dát. Vizualizovat’ je možné izokrivky
Machovho č́ısla (2D), hodnoty rýchlosti, energie, tlaku a hustoty (3D).

Celý proces je zhrnutý v tabul’ke 1 a bližš́ı popis všetkých súborov môžeme nájst’ v
appendixe práce.
Stručný popis d’aľśıch fáz algoritmu vid́ıme v tabul’ke 2.
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Tabul’ka 1: Štruktúra algoritmu pre trojuholńıky

1. fáza

INPUT: profiles ց
triang → angener3.1
paramet ր

OUTPUT: triangx (→*mesh.grid)

INPUT: mesh.grid → Adgfem
OUTPUT: tri, sol

results

Tabul’ka 2:
každá d’aľsia fáza

INPUT: results ց
profiles ց
triang → angener3.1
paramet ր

OUTPUT: triangx (→*mesh.grid)

INPUT: mesh.grid → Adgfem
OUTPUT: tri, sol

results

4.3 Hybridné siete

4.3.1 Vol’ba parametrov

V predchádzajúcej sekcii sme použ́ıvali celý rad parametrov, ktoré vstupovali do
procesu vytvárania trojuholńıkových siet́ı. Pri vytvárańı siet́ı hybridných budeme
okolo krivého profilu generovat’ vrstvu štvoruholńıkov, ktorú v d’aľśıch fázach
budeme delit’ na viac užš́ıch vrstiev. Dôležitou súčast’ou procesu generovania
hybridných siet́ı tak bude vol’ba parametrov súvisiacich s vrstvou štvoruholńıkov:

h . . . š́ırka štvoruholńıkovej vrstvy (t.z.vzdialenost’ trojuholńıkov od profilu)
q . . . počet vrstiev štvoruholńıkov.

Parametrom, ktorý muśıme zohl’adnit’ pri vytvárańı prvého súboru triang, je aj
uhol náplavu prúdenia vzduchu α.

4.3.2 1. fáza

Pri vytvárańı trojuholńıkových siet́ı bolo na začiatku nutné definovat’ súbory
paramet, triang a profiles. Inak tomu nebude ani pri vytvárańı siet́ı hybridných,
predtým než sa spust́ı proces generovania siete, je potrebné upravit’ súbor profiles
tak, aby okrem doteraǰśıch krivých hrańıc výpočetnej oblasti obsahoval aj
posunutý profil o zadanú vzdialenost’ h.
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Obrázok 4: Hybridná siet’ s 1 štvoruholńıkovou vrstvou okolo profilu–detail, h = 0.05, q =
2, uhol náplavu α = 0

Posunutie profilu
U profilu kŕıdla NACA0012 bola na posunutie profilu použitá projekcia bodov
profilu v smere vonkaǰsej normály k profilu. Body, ktoré sme takto źıskali, boli
preložené splinom (program spline je napŕıklad súčast’ou baĺıka angener3.1 ), aby
vzniknutá krivka bola dostatočne hladká pre d’aľsie výpočty. Ukážku pôvodného
profilu a jeho posunutia môžeme nájst’ v kapitole 3.

Súbor profiles
Vytvorený posunutý profil použijeme k úprave súboru profiles pre hybridné siete
tak, že doplńıme pôvodný súbor o body z posunutej krivej časti hranice (pričom
zostane zachovaná štruktúra súboru profiles, počet krivých čast́ı nbp sa zvýši o 1).
Pre správnu kooperáciu hybridných siet́ı s programom angener3.1 body
z posunutej hranice vlož́ıme na začiatok súboru profiles tak, aby nasledujúc
za sebou so zvyšujúcim sa indexom popisovali posunutú krivku v takej orientácii,
aby výpočetná oblast’ bola vl’avo od poṕısanej krivky.

Súbor paramet
Súbor paramet sa štruktúrou nemeńı. Je vhodné iba pripomenút’, že na začiatku
(vo fáze 1), sa vytvára siet’ jednotková (parameter ityp sa nastav́ı na 0), v d’aľśıch
fázach sa siet’ generuje na základe predošlých výsledkov z Adgfemu (parameter
ityp 6= 0).
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Súbor triang
Štruktúra súboru triang neprechádza zmenami, treba však zohl’adnit’ dva dôležité
fakty:

1.prvú trianguláciu je nutné naṕısat’ s použit́ım hodnôt z posunutej krivej časti
hranice profilu (z nového profiles),

2.za profilom vzniká úplav, ktorý zväčš́ı počet hraničných komponent, pričom ako
poslednú komponentu nadefinujeme pôvodný profil kŕıdla.

Súbory profiles, triang a paramet putujú na vstupe do angeneru, ktorý ich spracuje
a vygeneruje unitárnu siet’ a súbor triangx. Triangx slúži pre vytvorenie súboru
mesh.grid pomocou novovzniknutého programu Gridgen.

4.3.3 Gridgen

Na tomto mieste nastáva hlavná zmena pôvodného algoritmu generovania siete, a
tou je program Gridgen, ktorý vytvára vrstvy štvoruholńıkov okolo profilu a na
úplave. Ako jeho vstupné parametre je potrebné špecifikovat’ už zmienenú š́ırku
pásu štvoruholńıkových vrstiev h a počet vrstiev, ktorý je daný parametrom q, kde
q je č́ıslo o 1 väčšie než je počet vznikajúcich vrstiev.

Gridgen potrebuje na vstupe súbory profiles a triangx. Z prvého z nich źıskava
informácie o krivých častiach pôvodného a posunutého profilu. Zo súboru triangx
program Gridgen preberie body (uzly trojuholńıkov) vygenerované angenerom na
krivke posunutého profilu a tieto body premietne na profil pôvodný. Zároveň podl’a
nastavenia parametru q vytvoŕı q-1 vrstiev, ktoré sa smerom od posunutého
profilu k pôvodnému zhust’ujú tak, že š́ırka k-tej vrstvy pásu bude:

hk = k ×
h

∑q−1
i=1 i

, (12)

pričom plat́ı, že
q−1
∑

k=1

hk = h, (13)

čiže súčet š́ırok všetkých vrstiev dáva š́ırku pásu.
Na úplave za profilom môže nastat’, že angener vygeneruje na hornej a dolnej
hranici pásu štvoruholńıkov rôzny počet uzlov. To má za následok nemožnost’
vytvorenia iba štvoruholńıkových elementov na úplave. Túto situáciu Gridgen rieši
tak, že so zväčšujúcou sa vzdialenost’ou od profilu spája elementy do
štvoruholńıkov s výnimkou predposledného uzlu jednej z čast́ı (hornej v pŕıpade
väčšieho počtu dolných uzlov, dolnej časti v opačnom pŕıpade). S týmto uzlom
spoj́ı viac než jeden uzol z protil’ahlej hranice a vytvoŕı tak na (k danému uzlu)
najbližšej vrstve trojuholńıky.

Na obrázku 5 vidiet’ rovnaký počet uzlov po obidvoch stranách úplavu a na
obrázku 6 je znázornená situácia poṕısaná v tomto odseku.
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-0.6

-0.4

-0.2

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0  5  10  15  20

Obrázok 5: Úplav s rovnakým počtom uzlov na hornej a dolnej hranici, uhol náplavu α = 0

Súbor mesh.grid
Súbor mesh.grid vygenerovaný Gridgenom má nasledujúci tvar:

Tvar súboru mesh.grid :

newnpoin newnelem newnbelm newnbc
0. 0. 0 0 0. 0. 0 0
x(1) y(1)
...

...
...

x(newnpoin) y(newnpoin)
3 lnd(1,1) lnd(1,2) lnd(1,3)
...

...
...

...
3 lnd(nelem,1) lnd(nelem,2) lnd(nelem,3)
4 lnd(1,1) lnd(1,2) lnd(1,3) lnd(1,4)
...

...
...

...
...

4 lnd(num,1) lnd(num,2) lnd(num,3) lnd(num,4)
lbn(1,1) lbn(1,2) ibc(1,3)
...

...
...

lbn(newnbelm,1) lbn(newnbelm,2) ibc(newnbelm)
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Obrázok 6: Úplav s vyšš́ım počtom uzlov na hornej hranici, uhol náplavu α = 0

kde:
newnpoin . . . počet vrcholov elementov siete
newnelem . . . počet elementov siete (trojuholńıkov alebo štvoruholńıkov)
newnbelm . . . počet hraničných segmentov oblasti
newnbc . . . počet komponent hranice oblasti
num . . . počet štvoruholńıkov, num = newnelem − nelem
lnd(i,j) . . . súradnice i-tého trojuholńıka, kde j=1,2,3

alebo štvoruholńıka, kde j=1,2,3,4
lbn(i,j) . . . súradnice počiatočného a koncového uzla hraničnej komponenty
ibc . . . index hraničnej komponenty označeného hraničného segmentu.

Po vytvoreńı súboru mesh.grid je postup rovnaký ako pri trojuholńıkových siet’ach,
Adgfem spoč́ıta výsledky na hybridnej sieti, vytvoŕı súbor results, ktorý spolu so
súbormi paramet, profiles a novým triangom (v prvom kole vznikol ako triangx)
vlož́ıme do angeneru a proces sa opakuje.
V nasledujúcich tabul’kách vid́ıme prehl’adneǰsie, ktoré súbory vstupujú a
vystupujú do a z jednotlivých fáz procesu generovania siet́ı a výpočtu na siet’ach.
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Tabul’ka 3: Štruktúra algoritmu pre hybridné siete

1. fáza

INPUT: profil → projekcia, spline
OUTPUT: profiles*

INPUT: profiles ց
triang → angener3.1
paramet ր

OUTPUT: triangx

INPUT: profiles ց
triangx → Gridgen

OUTPUT: mesh.grid

INPUT: mesh.grid → Adgfem
OUTPUT: tri,sol

results

Tabul’ka 4:
každá d’aľsia fáza

INPUT: results ց
profiles ց
triang → angener3.1
paramet ր

OUTPUT: triangx

INPUT: profiles ց
triangx → Gridgen

OUTPUT: mesh.grid

INPUT: mesh.grid → Adgfem
OUTPUT: tri, sol

results

V tabul’ke 3 vid́ıme vytvorenie posunutého profilu pomocou programov projekcia a
spline, vstupným súborom pre projekciu je l’ubovol’ný súbor obsahujúci profil
kŕıdla, ktorý máme posunút’. Výstupom je súbor profiles1, ktorý predtým, ako ho
použijeme pre angener muśıme skontrolovat’, pŕıpadne ”orezat’” krajné body
vzniknuté naviac pri prechode splinom.

1súbor profiles je v tabul’ke 3 označený hviezdičkou, kvôli zdôrazneniu, že d’alej bude použ́ıvaný
jeho upravený tvar
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Baĺıček Gridgen

Ciel’om tejto práce je aplikácia poznatkov o štvoruholńıkových a trojuholńıkových
siet’ach a ich kombinácii do siet́ı hybridných. K tomu bol vytvorený nasledujúci
softvér:

Gridgen . . . obsahuje program Gridgen.f na generovanie vrstvy štvoruholńıkov
okolo profilu NACA,

. . . obsahuje tiež testovacie súbory: parameters, profiles a triangx,
projekcia.f. . . posúva profil o zadanú vzdialenost’.

Súčast’ou baĺıčku je d’alej:

angener3.1 . . . baĺıček programov na generovanie a adaptáciu trojuh. siet́ı,
Adgfem . . . numerický riešič systému rovńıc pre stlačitel’né prúdenie na siet’ach,
gridtriangle.f. . . prispôsobuje súbor triangx (obsahujúci len trojuholńıky) do tvaru

vhodného pre výpočet Adgfemom,
readme . . . inštrukcie k použ́ıvaniu vyššie vymenovaných programov.

Angener3.1 obsahuje program spline, použitie ktorého je oṕısané v sekcii 4.3.2 v
odseku Posunutie profilu. Baĺıček programov je možné nájst’ ako samostatnú
pŕılohu tejto práce na CD.
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5 Výsledky a vizualizácia

5.1 Stlačitelné prúdenie bez viskozity

Stlačitel’né prúdenie je oṕısané systémom rovńıc (1)–(6) z kapitoly 2.

V úlohe testovanej v sekcii 5.1 neuvažujeme viskozitu (čiže vnútorné trenie medzi
časticami tekutiny), a tak Reynoldsovo č́ıslo je zanedbatel’ne malé (resp. rovné
nule). Pri prúdeńı okolo profilu NACA za profilom nezostáva úplav a prúdenie je
bezv́ırové. Uhol nábehu je 2◦ a hodnota Machovho č́ısla 0.5. Machovo č́ıslo
poč́ıtame zo vzt’ahu

M =
|v|

c
,

kde c je lokálna rýchlost’ zvuku a plat́ı:

c =

√
γp

ρ
.

Hybridné siete

Siete na obrázkoch 7, 9 a 11 boli vytvorené pomocou programov angener3.1 a
Gridgen.

Angener3.1 v niekol’kých iteráciách adapt́ıvne uprav́ı počiatočnú siet’ na základe
spoč́ıtaných výsledkov úlohy prúdenia stlačitel’ného neviskózneho plynu, ktoré
poskytuje program Adgfem. Zároveň od prvej iterácie v programe Gridgen
zvyšujeme (upravujeme) počet štvoruholńıkových vrstiev okolo skúmaného profilu.
Toto rob́ıme na základe toho, ako sú angenerom vygenerované uzly na krivke
posunutého profilu. Všeobecne plat́ı, že č́ım jemneǰsiu siet’ angener vygeneruje,
tým viac vrstiev štvoruholńıkov je možné zvolit’, zároveň však nie je potrebné volit’
pŕılǐs vel’ký počet, pri ktorom zmena vo výsledkoch nie je až taká výrazná. V
konkrétnej úlohe sme postupne dospeli k počtu 7-8.

P1 aproximácia nedáva tak dobré výsledky ako aproximácia vyššieho stupňa.
Izokrivky sa v bĺızkosti profilu stáčajú smerom k profilu, čo je spôsobené chybou
použitej numerickej schémy. Lepšie výsledky sú dosiahnuté pri siet’ach s vyšš́ım
počtom elementov, ako je ukázané na obrázkoch 9 a 10.
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Obrázok 7 je útržkami hybridnej siete zloženej z 1114 elementov (trojuholńıkov a
štvoruholńıkov).
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Obrázok 7: Detail hybridnej siete okolo čelnej a zadnej časti profilu NACA0012, š́ırka
štvoruholńıkového pásu h = 0.05, uhol náplavu α = 2◦, počet štvoruholńıkových vrstiev 7,
počet elementov siete 1114
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Obrázok 8: Izokrivky Machovho č́ısla, detail čelnej a zadnej časti profilu NACA, spoč́ıtané
P1 aproximáciou
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Obrázok 9: Detail hybridnej siete okolo čelnej a zadnej časti profilu NACA0012, š́ırka
štvoruholńıkového pásu h = 0.03, uhol náplavu α = 2◦, počet štvoruholńıkových vrstiev 8,
počet elementov siete 9006
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Obrázok 10: Izokrivky Machovho č́ısla, detail čelnej a zadnej časti profilu NACA,
spoč́ıtané P1 aproximáciou
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Trojuholńıková siet’
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Obrázok 11: Detail trojuholńıkovej siete okolo čelnej a zadnej časti profilu NACA0012,
počet elementov siete 1116
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Obrázok 12: Izokrivky Machovho č́ısla, detail čelnej a zadnej časti profilu NACA0012,
spoč́ıtané P1 aproximáciou na trojuholńıkovej sieti

V úlohe prúdenia stlačitel’ného neviskózneho plynu nie je na dosiahnutých
výsledkoch vidiet’ výrazný pokrok. Trochu lepšia situácia nastáva v d’aľsej sekcii
pre prúdenie stlačitel’ného viskózneho plynu.
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5.2 Stlačitelné viskózne prúdenie

Stlačitel’né viskózne prúdenie sa narozdiel od neviskózneho prúdenia vyznačuje
vnútorným treńım.

V nasledujúcej úlohe je hodnota Reynoldsovho č́ısla zvolená ako 5000, čo
predstavuje hornú hranicu prúdenia, ktoré nie je turbulentné.
Uhol nábehu bol znovu zvolený 2◦ a Machovo č́ıslo 0.5.

Testovanie úlohy pre prúdenie viskózneho plynu prebiehalo podstatne dlhšie než
tomu bolo u neviskózneho plynu. Zároveň boli dosiahnuté lepšie výsledky.

Hybridné siete
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Obrázok 13: Detail hybridnej siete okolo čelnej a zadnej časti profilu, š́ırka
štvoruholńıkového pásu h = 0.05, uhol náplavu α = 2, počet štvoruholńıkových vrstiev
6, počet elementov siete 1243

-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

-0.2 -0.15 -0.1 -0.05  0  0.05  0.1  0.15  0.2
-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.6  0.7  0.8  0.9  1  1.1  1.2

Obrázok 14: Izokrivky Machovho č́ısla, detail čelnej a zadnej časti profilu NACA0012,
spoč́ıtané P1 aproximáciou
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Rozdiel medzi prvou dvojicou obrázkov 13, 14 (výsledky spoč́ıtané na hybridnej
sieti) a druhou dvojicou 15, 16 (siete trojuholńıkové) vidiet’ najmä v oblasti
medznej vrstvy. Dôležité je tiež spomenút’, že trojuholńıková siet’ je takmer 3krát
jemneǰsia (počtom elementov) oproti sieti hybridnej. Napriek tomu sú dosiahnuté
výsledky lepšie na sieti hybridnej.

Trojuholńıkové siete
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Obrázok 15: Detail trojuholńıkovej siete okolo čelnej a zadnej časti profilu, počet elemen-
tov siete 3419
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Obrázok 16: Izokrivky Machovho č́ısla, detail čelnej a zadnej časti profilu NACA0012,
spoč́ıtané P1 aproximáciou na trojuholńıkovej sieti
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Pre zauj́ımavost’ je priložený obrázok riešenia na hybridných siet’ach s
aproximáciou P2:
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Obrázok 17: Detail hybridnej siete použitej pre P2 aproximáciu, počet elementov siete
1208, počet štvoruholńıkových vrstiev 6
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Obrázok 18: Izokrivky Machovho č́ısla, detail čelnej a zadnej časti profilu NACA0012,
spoč́ıtané P2 aproximáciou na hybridnej sieti s počtom elementov 1208

Pre lepšiu názornost’ sú d’alej uvedené neproporcionálne obrázky izokriviek
spoč́ıtaných na hybridnej a na trojuholńıkovej sieti (P1 aproximácia), a tiež
pomocou P2 aproximácie na sieti hybridnej.
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Obrázok 19: Detail riešenia na hybridnej sieti - 1243 elementov
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Obrázok 20: Detail riešenia na trojuholńıkovej sieti - 3419 elementov
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Obrázok 21: Detail riešenia na hybridnej sieti - 1208 elementov, aproximácia 2.stupňa

5.3 Koeficienty odporu a vztlaku

Ako d’aľsiu charakteristiku výsledkov prúdenia poč́ıtaných na hybridných siet’ach
uvedieme koeficienty odporu a vztlaku.

Pre koeficienty odporu a vztlaku cD a cL plat́ı

(
cD

cL

)

=
1

1
2
f∞v2

∞

∫

Γ

(−pI + τ)n dS. (14)

V rovnici (14) znamenajú:

f∞, v2
∞ . . . hustota a rýchlost’ v nekonečne,

Γ . . . profil,
p . . . tlak,
I . . . jednotková matica,
τ = (τij)

2
i,j=1 . . . viskózna čast’ tenzoru napätia a

n je vonkaǰsia jednotková normála k profilu Γ.



5.3 Koeficienty odporu a vztlaku 30

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

 0.35

 0.4

 0.45

 0.5

 0  100  200  300  400  500  600

’1200’
’2600’
’4000’

Obrázok 22: Koeficient odporu cD na hybridných siet’ach pre priblǐzný počet elementov
siet́ı 1200, 2600 a 4000
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Obrázok 23: Koeficient vztlaku cL na hybridných siet’ach pre priblǐzný počet elementov
siet́ı 1200, 2600 a 4000

Z obrázku 22 vidiet’, že hodnota koeficientu odporu skonvergovala pre rôzne
zjemnené siete správne k nule. Avšak z obrázku 23 už výsledok nie je jednoznačne
pozit́ıvny.
Hodnoty śıce konvergujú pre všetky zjemnené siete, ale bohužial’ k rôznym č́ıslam,
a naviac nie sú usporiadané monotónne.
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Posledná tabul’ka a pŕıslušné obrázky znázorňujú hodnoty koeficientov odporu a
vztlaku pre rôzne počty elementov siet́ı hybridných a trojuholńıkových.

Tabul’ka 5: Hodnota koeficientov odporu a vztlaku v úlohe viskózneho prúdenia

♯Th cD cL

1200 0.487438E-01 0.104739E+00
2600 0.472526E-01 0.120179E+00
4000 0.538343E-01 0.509086E-01
hybridné siete:

trojuholńıkové siete:
1600 0.569480E-01 0.141680E+00
3100 0.568084E-01 0.231700E-01
4200 0.473289E-01 0.160594E+00
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Obrázok 24: Hodnoty koeficientu odporu cD.
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Obrázok 25: Hodnoty koeficientu vztlaku cL.
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6 Záver

Vzhl’adom k výsledkom z kapitoly 5 nemožno jednoznačne usúdit’, že hybridné siete
sú lepšie než siete pozostávajúce výlučne z trojuholńıkových elementov.

Výsledky prvej úlohy poṕısané v sekcii 5.1 nedávajú dostatočnú informáciu o
kvalite hybridných siet́ı.

V sekcii 5.2 sme dospeli k viditel’nému zlepšeniu, ktoré však nie je jednoznačne
potvrdené hodnotami koeficientov odporu či vztlaku.

Domnievam sa, že k lepš́ım výsledkom by bolo možné pŕıst’ d’aľśım testovańım na
ešte jemneǰśıch siet’ach než boli použité, d’alej je tiež možné upravovat’ algoritmus
vytvárania štvoruholńıkových siet́ı vznikajúcich za pomoci programu Gridgen (a to
napr. v časti náplavu, kde by bolo možné niektoré vygenerované štvoruholńıky
spájat’ do trojuholńıkov, pŕıpadne rozš́ırit’ pás štvoruholńıkov okolo zadnej časti
profilu).
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Appendix

ANGENER3.1

Generovanie trojuholńıkových siet́ı

Na začiatku vstupujú do procesu generovania trojuholńıkovej siete súbory: profiles,
paramet, triang.

Súbor profiles obsahuje bod po bode krivú čast’ hranice výpočetnej oblasti Ω
a má tvar:

nbp počet krivých čast́ı hranice oblasti ∂Ω
ibpoin1 počet bodov prvej časti hranice
...

...
ibpoin2 počet bodov druhej časti hranice
...

...
...

...
ibpoin nbp počet bodov poslednej časti hranice
...

...
Adgfem narozdiel od angeneru vie pracovat’ iba s 1 krivou čast’ou hranice, a tak sa
súbor popisujúci hranicu profilu v programe Adgfem odlǐsuje od profiles v angeneri.

Súbor paramet je výčtom vstupných parametrov potrebných pre angenerovské
generovanie siete. Pritom jednotlivé parametre majú nasledujúci význam:

ityp typ konštruovanej siete (0. . . unitárna)
ndim počet komponent hl’adaného riešenia
...

...
numel predṕısaný počet elementov
eps1 ǫ1

p p

Súbor triang je nutné naṕısat’ pred prvým spusteńım angeneru ”ručne”. Obsahuje
informácie o vstupnej triangulácii a má tvar:
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npoin nelem nbelm nbc
xper1. yper1 iper1 jper1 xper2 yper2 iper2 jper2
x(1) y(1)
...

...
x(npoin) y(npoin)
lnd(1,1) lnd(1,2) lnd(1,3)
...

...
...

lnd(nelem,1) lnd(nelem,2) lnd(nelem,3)
lbn(1,1) lbn(1,2) ibc(1,3)
...

...
...

lbn(nbelm,1) lbn(nbelm,2) ibc(nbelm)

kde:
npoin . . . počet vrcholov trojuholńıkov siete
nelem . . . počet elementov-trojuholńıkov siete
nbelm . . . počet hraničných segmentov oblasti
nbc . . . počet komponent hranice oblasti
lnd(i,j) . . . súradnice i-tého trojuholńıka, kde j=1,2,3
lbn(i,j) . . . súradnice počiatočného a koncového uzla hraničnej komponenty
ibc . . . index hraničnej komponenty označeného hraničného segmentu

xper1,yper1,
xper2,yper2 . . . súradnice vektorov periodickej časti hranice

iper1,jper1,
iper2,jper2 . . . počet komponent s periodickou okrajovou podmienkou

Druhý riadok súboru je dôležitý pre problémy s periodickou okrajovou
podmienkou, pre neperiodické okrajové podmienky predpisujeme:
xper1 = yper1 = xper2 = yper2 = 0. a iper1,. . . jper2 môžu byt’ l’ubovol’né
prirodzené č́ısla (v d’aľsom texte budeme pre názornost’ použ́ıvat’ nuly).

Tieto 3 vstupné súbory sú nutnou súčast’ou spustenia angeneru, ktorý v 1.fáze
vygeneruje unitárnu siet’ zloženú z trojuholńıkov a na výstupe vytvoŕı súbor
triangx, ktorý je štruktúrou rovnaký ako súbor triang (triang však obsahuje vždy
vstupnú trianguláciu Thold

, triangx naopak obsahuje trianguláciu výstupnú Thnew
).

Súbor triangx slúži po malej úprave k vytvoreniu súboru mesh.grid , ktorý je
vstupným súborom pre program Adgfem – riešič systému rovńıc stlačitel’ného
prúdenia (bez uvažovanej viskozity či s ňou) okolo zadaného profilu. V prvom

st́lpci označujú č́ıslice 3, že v danom riadku sa jedná o súradnice vrcholov
trojuholńıkového elementu a program (Adgfem) na danom mieste očakáva 3
hodnoty.

Tvar súboru mesh.grid :
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npoin nelem nbelm nbc
0. 0. 0 0 0. 0. 0 0
x(1) y(1)
...

...
...

x(npoin) y(npoin)
3 lnd(1,1) lnd(1,2) lnd(1,3)
...

...
...

...
3 lnd(nelem,1) lnd(nelem,2) lnd(nelem,3)
lbn(1,1) lbn(1,2) ibc(1,3)
...

...
...

lbn(nbelm,1) lbn(nbelm,2) ibc(nbelm)

Pre úplnost’, súbor results má tento tvar:

w(1,1) w(1,2) . . . w(1,ndim)
w(2,1) w(2,2) . . . w(2,ndim)
...

...
...

w(nelem,1) w(nelem,2) . . . w(nelem,ndim)
v pŕıpade, že ide o bunkovo-centrovanú schému (t.z. hodnoty riešeńı sa poč́ıtajú v
t’ažiskách elementov a ifv = 1 v súbore paramet),

w(1,1) w(1,2) . . . w(1,ndim)
w(2,1) w(2,2) . . . w(2,ndim)
...

...
...

w(npoin,1) w(npoin,2) . . . w(npoin,ndim)

v pŕıpade, že ide o vrcholovo-centrovanú schému (t.z. hodnoty riešeńı sa poč́ıtajú
vo vrcholoch elementov a ifv = 0 v súbore paramet).



36

Literatúra
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