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nosti představuje metody OBS, jackknife, blokový bootstrap a odhady využ́ıva-
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Úvod

Stanovit bodový odhad neznámého parametru pouze na základě dostupných po-
zorováńı je častým statistickým problémem. Důležitým ukazatelem kvality každé-
ho odhadu je jeho rozptyl, který v mnoha př́ıpadech také potřebujeme odhadnout.
Právě metodami pro odhad rozptylu konkrétńıch odhad̊u se tato diplomová práce
zabývá, jej́ım ćılem je některé použ́ıvané metody popsat, navzájem porovnat a de-
monstrovat vlastnosti jednotlivých odhad̊u rozptyl̊u na vygenerovaných datech
v rámci simulačńı studie. Stručně zmı́ńıme zp̊usob volby parametr̊u jednotlivých
metod.

Bootstrap, resampling a subsampling jsou metody oṕıraj́ıćı se o následuj́ıćı
myšlenku: Vztah mezi celou populaćı a pozorovanými daty se snaž́ıme repro-
dukovat tak, že pozorovaná data považujeme za model dané populace. Z tohoto
modelu vhodně znovu náhodně vyb́ıráme (resample) bootstrapový vzorek, nebo
pozorováńı rozděĺıme na menš́ı sektory (subsample) a jeden sektor vybereme,
č́ımž źıskáme druhou skupinu dat představuj́ıćı ,,nová“ pozorováńı. Výhoda těchto
metod je v tom, že se vyhneme omezuj́ıćım předpoklad̊um na rozděleńı náhodných
veličin.

Osmdesátá léta minulého stolet́ı byla obdob́ım zkoumáńı bootstrapové metody,
poprvé uvedené v článku Efron (1979). Šlo o studium vlastnost́ı bootstrapu pře-
devš́ım pro nezávislá pozorováńı ze stejného rozděleńı. Resampling pro prostorová
data v Rd poprvé zavád́ı Hall (1985).

Naproti tomu v letech devadesátých si pozornost statistik̊u źıskaly resamplin-
gové a subsamplingové metody pro závislé náhodné veličiny, např. časové řady
a náhodná pole. Zpočátku byly pro resampling, respektive subsampling, použ́ıvá-
ny nepřekrývaj́ıćı se sektory p̊uvodńı množiny pozorováńı, záhy se však dospělo
k překrývaj́ıćım se sektor̊um, které poskytly lepš́ı asymptotické výsledky. Metody
uvedené v této práci proto už́ıvaj́ı pouze překrývaj́ıćı se sektory.

Prvńı kapitola je věnována metodám odhadu rozptylu statistik pro stacionárńı
posloupnosti. Kromě subsamplingové metody OBS převzaté z článku Schmeiser
a kol. (1990), blokového bootstrapu a metody jackknife je zde uveden i ,,plug-in“
př́ıstup využ́ıvaj́ıćı teorii časových řad. V kapitole druhé představujeme některé
metody vhodné pro prostorová data. Rozlǐsujeme dva modely: polohy jednotlivých
pozorováńı bud’ tvoř́ı body diskrétńı pravidelné mř́ıže Zd, nebo jsou generovány
nějakým bodovým procesem. V obou situaćıch asymptotické výsledky vyžaduj́ı
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pouze pouze slabou závislost ,,vzdálených“ pozorováńı.
Součást́ı práce jsou kromě popisu jednotlivých metod a přehledu teoretických

vlastnost́ı jimi źıskaných odhad̊u též výsledky praktické simulačńı studie umož-
ňuj́ıćı porovnáńı uvedených metod pro daný konečný rozsah výběru. Konkrétně
odhadujeme rozptyl aritmetického pr̊uměru, výběrového rozptylu, př́ıpadně 75%
výběrového kvantilu a porovnáváme jednotlivé metody na základě středńıch čtver-
cových chyb př́ıslušných odhad̊u. Pokud data pocházej́ı z normálńıho rozděleńı,
je často možné středńı čtvercovou chybu spoč́ıtat bez simulaćı.

Numerická a simulačńı studie byla provedena za použit́ı softwaru R vytvoře-
ného týmem autor̊u R Development Core Team. Zdrojový kód simulaćı včetně
hodnot použitých pro nastaveńı náhodných generátor̊u je na přiloženém CD.
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Kapitola 1

Odhad rozptylu statistiky
pro stacionárńı posloupnosti

1.1 Základńı pojmy

Necht’ X je náhodná veličina s rozděleńım P , které patř́ı do rodiny rozděleńı
P = {Pθ : θ ∈ Θ ⊆ R}, kde θ je reálný parametr. Posloupnost pozorováńı
X1, . . . , Xn budeme považovat za součást reálného stacionárńıho procesu {Xk, k ∈
Z} definovaného na pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A, P). Bud’ Pn rozděleńı
náhodného vektoru (X1, . . . , Xn). Dále označme EXk = µ, var Xk = σ2, σ2 > 0.
Autokovariančńı funkce

R(i, j) = cov(Xi, Xj) = R(i − j) = σ2r(i − j)

je pouze funkćı rozd́ılu i − j, i, j ∈ Z.
Odhad hodnoty θ budeme značit

θ̂ = t(X1, . . . , Xn),

kde t je funkce t : Rn → R. Pro přehlednost budeme označeńı t použ́ıvat i pro ana-
logické funkce vektorového argumentu o p < n složkách, tj. pro t : Rp → R.

Definice 1.1.1 (fisherovsky konsistentńı odhad)
Odhad θ̂ založený na pozorováńıch X1, . . . , Xn necht’ je dán statistickým funkcio-
nálem empirické pravděpodobnostńı mı́ry ρn = 1

n

∑n
k=1 δXk

(δ(·) označuje Diracovu
mı́ru v př́ıslušném bodě) definovaném na P , tedy

θ̂ = T (ρn).

Pokud pro funkcionál T plat́ı T (P ) = θ, řekneme, že θ̂ je fisherovsky konsistentńım
odhadem parametru θ.

Poznámka:
Do tř́ıdy těchto statistik patř́ı např. M -, L- a R-odhady parametr̊u polohy a mě-
ř́ıtka.
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Jako měř́ıtko přesnosti odhadu θ̂ je velice často použ́ıván rozptyl var θ̂, zaved’-
me pro něj označeńı τ . Naš́ım ćılem je odhad τ̂ , který se využ́ıvá při konstrukci
konfidenčńıch či predikčńıch interval̊u, při porovnáváńı r̊uzných metod odhadu
atd.

Definice 1.1.2 (konsistence odhadu rozptylu)
Bud’ τ̂ odhadem τ = var θ̂ a předpokládejme, že limn→∞ n var θ̂ = κ, κ ∈ R+.

Řekneme, že odhad τ̂ je konsistentńım odhadem τ , pokud nτ̂
P→ κ.

Tato kapitola popisuje některé neparametrické metody odhadu τ a jejich vlast-
nosti. Na neparametrické metody se soustřed́ıme proto, že předem nepředpokládaj́ı
platnost žádného konkrétńıho modelu struktury dat (např. modely teorie časových
řad, které pro srovnáńı uvád́ıme na straně 18) a oproti parametrickým metodám
maj́ı tedy výhodu obecněǰśıho použit́ı. Nav́ıc nevyžaduj́ı složité teoretické výpočty
ani u závislých pozorováńı, pro která se teoretické vzorce parametrických metod
stávaj́ı komplikovanými a často proto v praxi nepoužitelnými.

1.2 Subsampling

Při odhadováńı τ lze už́ıt metodu OBS (overlapping batch statistics), která k od-
hadu rozptylu využ́ıvá hodnoty funkce t na překrývaj́ıćıch se skupinách po sobě
jdoućıch empirických dat. Metoda OBS patř́ı mezi subsamplingové metody, kte-
rým je věnována publikace Politis a kol. (1999).

Empirickou posloupnost X1, . . . , Xn rozděĺıme do (n − m + 1) překrývaj́ıćıch
se úsek̊u po sobě jdoućıch pozorováńı délky m, kde 2 ≤ m ≤ n−1. V j-tém úseku
jsou tedy obsažena data Xj, . . . , Xj+m−1. Spoč́ıtáme hodnoty statistiky t v j-tém
úseku

θ̂j = t(Xj, . . . , Xj+m−1)

pro j = 1, . . . , n − m + 1. Odhad rozptylu θ̂ metodou OBS je roven

τ̂(m) =
m

n − m

1

n − m + 1

n−m+1∑

j=1

(θ̂j − θ̂)2.

Nestrannost odhadu τ̂(m) zajist́ıme (viz Schmeiser a kol. (1990)) následuj́ıćımi
třemi předpoklady:
Necht’ pro j = 1, . . . , n − m + 1 plat́ı

E θ̂ = E θ̂1 = · · · = E θ̂n−m+1 = θ, (1.1)

∃κ > 0 : var(θ̂1) = · · · = var(θ̂n−m+1) = κ/m, τ = κ/n, (1.2)

cov(θ̂j, θ̂) = τ. (1.3)

Jsou-li tyto předpoklady splněny, lze psát

E τ̂(m) =
m

n − m
E (θ̂j − θ̂)2 =

m

n − m

[
n − m

n
var θ̂j

]
= τ.
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Předpoklad (1.2) znamená, že τ konverguje k nule s rostoućım n, což spolu
s předpokladem (1.1) dává, že θ̂ je konsistentńım odhadem θ. Podle (1.2) je
n var θ̂ = κ a odhad této konstanty je roven nτ̂(m). Za dodatečného předpokladu,
že posloupnost (θ̂j − θ̂)2 je kovariančně stacionárńı proces s konečným součtem
autokovarianćı, lze dokázat, že pokud m/n → 0 při n → ∞, pak je τ̂ konsistentńı
podle definice 1.1.2, detaily viz Schmeiser a kol. (1990). Tento čtvrtý předpoklad
znamená, že vzdálená pozorováńı jsou pouze slabě korelovaná, což zaručuje, že kaž-
dé daľśı pozorováńı obsahuje novou informaci.

Uvedené předpoklady jsou však zř́ıdkakdy splněny u výběr̊u konečného roz-
sahu, nicméně asymptoticky plat́ı při dostatečné velikosti úseku m pro většinu
klasicky použ́ıvaných statistik. Rozptyl odhadu τ̂(m) klesá s rostoućım rozsahem
výběru n pro libovolné pevné m.

Př́ıklady

• Výběrový pr̊uměr

Pro odhad středńı hodnoty µ použ́ıváme výběrový pr̊uměr X̄ = 1
n

∑n
i=1 Xi.

Odhad var X̄ metodou OBS je roven

v̂ar X̄(m) =
m

n − m

1

n − m + 1

n−m+1∑

j=1

(X̄j − X̄)2,

kde X̄j znač́ı aritmetický pr̊uměr v j-tém úseku X̄j = 1
m

∑j+m−1
i=j Xi. Ve spe-

ciálńım př́ıpadě odhadu rozptylu výběrového pr̊uměru nezávislých stejně
rozdělených náhodných veličin jsou předpoklady (1.1) až (1.3) splněny pro ko-
nečnou velikost úseku m i pro konečný rozsah výběru n, jedná se proto o ne-
stranný odhad. Všimněme si, že pro m = 1 bychom za použit́ı metody OBS

dostali

v̂ar X̄(1) =
1

n
S2,

což je přirozený odhad var X̄ v př́ıpadě, že náhodné veličiny X1, . . . , Xn jsou
nezávislé a stejně rozdělené. Symbolem S2 znač́ıme výběrový rozptyl.

• Výběrový rozptyl

Odhadem parametru σ2 je výběrový rozptyl S2 = 1
n−1

∑n
j=1(Xj − X̄)2.

Odhad rozptylu S2 je dán předpisem

v̂ar S2(m) =
m

n − m

1

n − m + 1

n−m+1∑

j=1

(S2
j − S2)2,

kde S2
j je výběrový rozptyl spočtený pouze na základě dat Xj, . . . , Xj+m−1.
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• Výběrový α-kvantil

Připomeňme, že pro náhodnou veličinu X je α-kvantil qα definován násle-
duj́ıćım zp̊usobem

qα = F−1(α) = inf
q∈R

{F (q) ≥ α}, α ∈ (0, 1),

kde F−1 je kvantilová funkce odpov́ıdaj́ıćı distribučńı funkci F náhodné
veličiny X. Fisherovsky konsistentńım odhadem qα je výběrový α-kvantil

q̂α = F−1
n (α) = X(⌈nα⌉),

kde X(j) znač́ı j-tou pořádkovou statistiku, Fn je empirická distribučńı
funkce odpov́ıdaj́ıćı mı́̌re ρn a ⌈·⌉ je horńı celá část. Odhad rozptylu var q̂α

metodou OBS je roven

v̂ar q̂α(m) =
m

n − m

1

n − m + 1

n−m+1∑

j=1

(q̂α,j − q̂α)2,

kde q̂α,j je výběrový α-kvantil X(⌈mα⌉) v j-tém úseku dat.

1.3 Jackknife a bootstrap

Obě metody k výpočtu odhadu τ použ́ıvaj́ı hodnoty funkce t na vhodně zvolených
(pod)skupinách empirických pozorováńı X1, . . . , Xn. Z rozděleńı takto źıskaných
statistik usuzujeme o rozděleńı a vlastnostech odhadu θ̂. V této práci nás přede-
vš́ım zaj́ımá rozptyl odhadu θ̂.

Abychom neztratili informaci o struktuře závislosti dat, spoč́ıtáme – podobně
jako v př́ıpadě metody OBS – hodnoty θ̂ na úsećıch po sobě jdoućıch pozorováńı.
Přesnost odhadu τ̂ pak záviśı na zvolené délce úsek̊u a jejich počtu. Úseky dat
se mohou (Künsch (1989)) nebo nemusej́ı překrývat (Carlstein (1986)). V této
práci poṕı̌seme pouze odhady vytvořené na základě překrývaj́ıćıch se úsek̊u dat,
nebot’ dávaj́ı lepš́ı asymptotické výsledky. Carlsteinovy odhady už́ıvaj́ıćı disjunktńı
úseky dat se vytvoř́ı analogicky.

Carlstein a Künsch zobecnili metody jackknife a bootstrap pro obecnou sta-
cionárńı posloupnost X1, . . . , Xn – na rozd́ıl od klasického bootstrapu a jackknifu
nepožaduj́ı ńıže popsaná zobecněńı nezávislost dat. Nicméně budeme požadovat
fisherovskou konsistenci odhadu θ̂ (viz definice 1.1.1) a také, jak později uvid́ıme,
pouze slabě korelovaná vzdálená pozorováńı (např. splněńı mixing podmı́nek).

1.3.1 Jackknife

Postupujeme tak, že z pozorovaných dat X1, . . . , Xn spoč́ıtáme jackknifové statis-
tiky – vždy vynecháme (anebo do výpočtu zahrneme pouze s malými vahami)
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Obrázek 1.3.1: Př́ıklady volby funkce h v (1.4): indikátor I(0,1), trojúhelńıková a
Epanečnikovova funkce.

blok po sobě jdoućıch pozorováńı délky l. Tedy empirickou pravděpodobnostńı
mı́ru a odhad θ̂ pro j-tý blok zaṕı̌seme následuj́ıćım zp̊usobem

ρ(j)
n = (n − ‖wn‖1)

−1

n∑

k=1

(1 − wn(k − j))δXk
,

θ̂(j) = T (ρ(j)
n ), j = 0, . . . , n − l.

Váhy wn(i) splňuj́ı nerovnost 0 ≤ wn(i) ≤ 1, i ∈ Z a wn(i) > 0 ⇐⇒ 1 ≤ i ≤ l.
Norma ‖wn‖1 je dána předpisem ‖wn‖1 =

∑l
i=1 wn(i). V mnoha př́ıpadech voĺıme

váhy

wn(i) = h((i − 1

2
)/l), 1 ≤ i ≤ l, (1.4)

kde funkce h : (0, 1) → (0, 1) je symetrická kolem x = 1
2

a rostoućı na (0, 1
2
).

Pokud je h indikátor intervalu (0, 1), dostáváme speciálńı př́ıpad vynecháńı blok̊u
délky l. Obrázek 1.3.1 znázorňuje funkce h nejčastěji použ́ıvané pro tvorbu vah.

Jackknifový odhad τ je pak jednoduše výběrovým rozptylem statistik θ̂(j)

s vhodnou standardizaćı (viz Künsch (1989))

τ̂jack = (n − ‖wn‖1)
2n−1(n − l + 1)−1‖wn‖−2

2

n−l∑

j=0

(θ̂(j) − θ̂(·))2,

kde

θ̂(·) = (n − l + 1)−1

n−l∑

j=0

θ̂(j), ‖wn‖2
2 =

l∑

i=1

wn(i)2.

Př́ıklad

• Výběrový pr̊uměr

Pro výběrový pr̊uměr máme T (Pn) =
∫

xtPn(dx1 . . . dxn) = E Xt = µ.
Označme

αn(s) = (‖wn‖1)
−1(n − l + 1)−1

n−l∑

j=0

wn(s − j),

11



pak µ̂n =
∑n

s=1 αn(s)Xs je nestranným odhadem µ. Označme ještě vn

následuj́ıćı konvoluci

vn(k) =

l−|k|∑

j=1

wn(j)wn(j + |k|), |k| < l,

plat́ı, že vn(0) = ‖wn‖2
2. Zaved’me funkci βn(s, k),

βn(s, k) = vn(k)−1(n − l + 1)−1

n−l∑

j=0

wn(s − j)wn(s + |k| − j), |k| < l.

Potom

R̃n(k) =

n−|k|∑

s=1

βn(s, k)(Xs − µ̂n)(Xs+|k| − µ̂n), |k| < l,

je odhadem autokovariančńı funkce R(k) = E (Xs − µ)(Xs+k − µ). Tento
odhad je podobný výběrové autokovarianci, ale má menš́ı vychýleńı. Odhad
rozptylu výběrového pr̊uměru nyńı můžeme zapsat jako (viz Künsch (1989))

τ̂jack = v̂ar X̄jack =
1

n

l−1∑

k=−l+1

vn(k)

vn(0)
R̃n(k). (1.5)

Abychom zaručili konsistenci odhadu, voĺıme délku bloku l = l(n) v závislosti
na n tak, aby l → ∞ pro n → ∞.

Poznámka:
Za předpokladu

∑∞
k=−∞ |R(k)| < ∞ plat́ı (viz Prášková (2004), str. 81), že

κ = lim
n→∞

n var X̄n =
∞∑

k=−∞

R(k) = 2πf(0),

kde f(λ), λ ∈ [−π, π], je spektrálńı hustota procesu {Xk, k ∈ Z}. Odhad
τ̂jack je konsistentńım odhadem τ a ze zápisu (1.5) je patrné, že nτ̂jack

je váženým odhadem 2πf(0). Odhad limitńıho rozptylu κ tak obnáš́ı odhad
spektrálńı hustoty v nule.

1.3.2 Blokový bootstrap

Klasický bootstrap spoč́ıvá v tom, že z dat X1, . . . , Xn vybereme n pozorováńı
prostým náhodným výběrem s vraceńım. Źıskáme tak skupinu bootstrapových
dat X∗

1 , . . . , X
∗
n, z nichž spoč́ıtáme hodnotu statistiky

θ̂∗ = t(X∗
1 , . . . , X

∗
n).

12



Rozděleńı θ̂∗ slouž́ı jako aproximace rozděleńı θ̂. Taková aproximace má dobré
vlastnosti pro nezávislá pozorováńı X1, . . . , Xn, pokud jsou ovšem data třeba jen
slabě korelovaná, bootstrapové výběry nezachovaj́ı informaci o korelaci.

Rozdělme proto empirická data X1, . . . , Xn do blok̊u po sobě jdoućıch po-
zorováńı délky l, předpokládejme, že n = kl, k ∈ N (pokud rovnost neplat́ı,
nahrad́ıme n hodnotou n′ = ⌊n/l⌋, z hlediska asymptotických vlastnost́ı odhadu
τ̂ můžeme n − n′ koncových pozorováńı vynechat, anebo do výpočtu odhadu θ̂
zahrnout i hodnotu t(Xn−n′+1, . . . , Xn), oba př́ıstupy vedou ke stejným asympto-
tickým závěr̊um, viz Hall a kol. (1995)).

Künschem navržený blokový bootstrap spoč́ıvá v tom, že z těchto překrývaj́ı-
ćıch se n− l+1 blok̊u vybereme k blok̊u – opět k tomu použijeme prostý náhodný
výběr s vraceńım. Takto źıskaných k blok̊u dohromady tvoř́ı jeden bootstrapový
výběr X∗

1 , . . . , X
∗
n. Bootstrapová empirická pravděpodobnostńı mı́ra je rovna

ρ∗
n =

1

n

k∑

j=1

Sj+l∑

i=Sj+1

δXi
,

kde náhodné veličiny S1, . . . , Sk jsou navzájem nezávislé a rovnoměrně rozděle-
né na {0, 1, . . . , n − l}. Poznamenejme, že v př́ıpadě asymetrické statistiky θ̂ má
vliv pořad́ı, ve kterém k vybraných blok̊u pospojujeme, nicméně pro uvažované
fisherovsky konsistentńı odhady θ̂ se tomuto problému vyhneme.

Urč́ıme hodnotu bootstrapové statistiky θ̂∗ = T (ρ∗
n) a rozděleńı T (ρn)−T (Pn)

aproximujeme rozděleńım θ̂∗−T (ρn), hodnoty náhodných veličin X1, . . . , Xn jsou
pevné, náhodné jsou pouze indexy S1, . . . , Sk identifikuj́ıćı bloky źıskané boot-
strapovým výběrem. Rozptyl τ odhadujeme výrazem

τ̂boot = var∗(θ̂∗) = E
∗(θ̂∗ − E

∗ θ̂∗)2,

v němž E∗ označuje středńı hodnotu vzhledem k S1, . . . , Sk. Pro l = n dostáváme
var∗(θ̂∗) = 0, nebot’ ρ∗

n = ρn.
Postup obvykle opakujeme několikrát (simulujeme indexy S1, . . . , Sk) a źıska-

né empirické hodnoty θ̂∗ pak slouž́ı k určeńı odhadu τ̂boot. Jak uvid́ıme později,
v některých př́ıpadech je však možné τ̂boot vyjádřit explicitně.

Př́ıklady

• Výběrový pr̊uměr

Bootstrapovou statistiku θ̂∗ výběrového pr̊uměru lze zapsat jako

θ̂∗ = k−1

k∑

i=1

Un,i,

kde {Un,i, i = 1, . . . , k} jsou takové nezávislé stejně rozdělené náhodné
veličiny, že plat́ı

P[Un,i = (Xj+1 + · · · + Xj+l)/l] = (n − l + 1)−1, j = 0, . . . , n − l.
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Pro odhad rozptylu výběrového pr̊uměru použijeme

v̂ar X̄boot = var∗(θ̂∗) = E
∗(θ̂∗ − E

∗ θ̂∗)2.

Podmı́něnou středńı hodnotu E∗θ̂∗ = E[θ̂∗|X1, . . . , Xn] můžeme přepsat jako

E Un,1 = (n − l + 1)−1l−1

n−l∑

j=0

l∑

s=1

Xj+s

= (n − l + 1)−1l−1

n∑

s=1

Xs(min(s − 1, n − l) − max(s − l, 0) + 1)

a odhad rozptylu výběrového pr̊uměru bude tedy roven

var[θ̂∗|X1, . . . , Xn] = k−1 var(Un,1)

= k−1(n − l + 1)−1l−2

n−l∑

j=0

(
l∑

s=1

(Xs+j − E Un,1)

)2

.

Poznámka:
Pokud pro jackknifový odhad τ̂jack použijeme váhy wn(i) = 1, 1 ≤ i ≤ l, pak

ve speciálńım př́ıpadě statistiky aritmetického pr̊uměru θ̂ = X̄ dostáváme
stejný odhad jako metodou blokového bootstrapu, totiž τ̂boot = τ̂jack (viz
Künsch (1989), Theorem 3.4).

• Výběrový rozptyl

Bootstrapovou statistiku θ̂∗ pro výběrový rozptyl źıskáme analogickým po-
stupem jako u aritmetického pr̊uměru. Označme Wn,i nezávislé stejně roz-
dělené náhodné veličiny, pro které plat́ı

P[Wn,i = (X2
j+1 + . . . + X2

j+l)/l] = (n − l + 1)−1, j = 0, . . . , n − l.

Dále Un,i necht’ jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny jako v před-
choźım př́ıkladě, tedy plat́ı

P[Un,i = (Xj+1 + · · · + Xj+l)/l] = (n − l + 1)−1, j = 0, . . . , n − l.

Označme X̄∗ =
∑n

i=1 X∗
i /n. Bootstrapový odhad výběrového rozptylu

θ̂∗ =
1

n − 1

(
n∑

i=1

(X∗
i )2 − n(X̄∗)2

)
,

můžeme zapsat pomoćı Wn,i a Un,i následuj́ıćım zp̊usobem

θ̂∗ =
1

n − 1



l

k∑

i=1

Wn,i − n

(
1

k

k∑

i=1

Un,i

)2


 .
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Podmı́něný rozptyl var[θ̂∗|X1, . . . , Xn] je tud́ıž roven výrazu (1.6)

1

(n − 1)2
var



l
k∑

i=1

Wn,i −
n

k2

(
k∑

i=1

Un,i

)2


 . (1.6)

Připomeňme, že jsou-li náhodné veličiny X, Y nezávislé, plat́ı vztah EXY =
EXEY . Pokud nav́ıc maj́ı X a Y stejné rozděleńı, jsou i náhodné veličiny
X2 a Y 2 nezávislé a stejně rozdělené. S využit́ım tohoto vztahu lze středńı
hodnotu výrazu H := l

∑k
i=1 Wn,i − n

k2 (
∑k

i=1 Un,i)
2 upravit do tvaru

lk EWn,1 −
n

k2
E(

k∑

i=1

Un,i)
2 = lk EWn,1 −

n

k2

(
E

k∑

i=1

U2
n,i + E

∑

i6=j

Un,iUn,j

)

= lk E Wn,1 −
n

k

(
E U2

n,1 + (k − 1)(E Un,1)
2
)
,

nebot’ součet
∑

i6=j Un,iUn,j má k(k − 1) sč́ıtanc̊u a vzhledem k nezávislosti

náhodných veličin Un,i a Un,j je E Un,iUn,j = (EUn,1)
2 pro i 6= j. Nyńı ještě

uprav́ıme vzorec pro středńı hodnotu druhé mocniny výrazu H. Umocněńım
dostáváme

l2E

(
k∑

i=1

Wn,i

)2

− 2
nl

k2
E

k∑

j=1

Wn,j

(
k∑

i=1

Un,i

)2

+
n2

k4
E

(
k∑

i=1

Un,i

)4

. (1.7)

Plat́ı

E

(
k∑

i=1

Wn,i

)2

= k E W 2
n,1 + k(k − 1)(E Wn,1)

2, (1.8)

E

k∑

j=1

Wn,j

(
k∑

i=1

Un,i

)2

= E

k∑

i=1

U2
n,iWn,i + E

∑

i6=j

U2
n,iWn,j +

+ E
∑

i6=j

Un,iUn,jWn,j + E
∑

i6=j 6=p

Un,iUn,pWn,j =

= k E(U2
n,1Wn,1) + k(k − 1)E U2

n,1E Wn,1 +

+k(k − 1) [2E Un,1E(Un,1Wn,1)+

+(k − 2)(E Un,1)
2
E Wn,1

]
, (1.9)

E

(
k∑

i=1

Un,i

)4

= k E(U4
n,1) + k(k − 1)

[
4 E (U3

n,1)E Un,1 + 3(E U2
n,1)

2
]
+

+ k(k − 1)(k − 2)
[
6 E U2

n,1(E Un,1)
2 + (k − 3)(E Un,1)

4
]
.

(1.10)
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Označ́ıme-li

E Wn,1 = w1, E W 2
n,1 = w2,

E U i
n,1 = ui, i = 1, . . . , 4,

E Un,1Wn,1 = uw, E U2
n,1Wn,1 = u0w0,

můžeme předpis (1.6) pro bootstrapový odhad rozptylu statistiky S2 přepsat
ve tvaru (1.11)

1

(n − 1)2

(
−2

nl

k

[
u0w0 + (k − 1)

(
u2w1 + 2u1uw + (k − 2)u2

1w1

)]

+l2k(w2 − w2
1) +

n2

k3

[
u4 + (k − 1)(4u3u1 + 3u2

2)

+(k − 1)(k − 2)
(
6u2u

2
1 + (k − 3)u4

1

)]

−n2

k2

[
u2

2 + (k − 1)
(
2u2u

2
1 + (k − 1)u4

1

)]
+ 2lnw1

(
u2 + (k − 1)u2

1

))
.

(1.11)

1.3.3 Vlastnosti odhad̊u

Ke zformulováńı vlastnost́ı odhad̊u rozptylu τ̂jack a τ̂boot je třeba zavést několik
teoretických pojmů.

Stupeň závislosti dvou σ-algeber A1,A2 ⊆ A lze měřit např́ıklad pomoćı
následuj́ıćı funkce

α(A1,A2) ≡ sup{|P(A1 ∩ A2) − P(A1)P(A2)| : A1 ∈ A1, A2 ∈ A2}. (1.12)

Definice 1.3.1 (α-mixing podmı́nka, α-mixing koeficient)
Označme F b

a σ-algebru generovanou množinou {Xi : a < i < b}, kde −∞ ≤ a ≤
b ≤ ∞. Definujeme α-mixing koeficienty procesu {Xk, k ∈ Z} jako

α(N) = sup{α(Fk+1
−∞ ,F∞

k+N−1) : k ∈ N}, N ∈ N,

kde α(·, ·) je dáno předpisem (1.12). Proces {Xk, k ∈ Z} splňuje α-mixing pod-
mı́nku, jestliže

lim
N→∞

α(N) = 0.

Zaměřme se nyńı na výběrový pr̊uměr. Předpokládejme, že existuje konečná
limn→∞ n var X̄n, a označme jej́ı hodnotu κ. Následuj́ıćı věta zaručuje konsistenci
bootstrapového odhadu τ̂boot = var∗ X̄∗ parametru τ = var X̄.
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Věta 1.3.1 (konsistence odhadu τ̂boot pro výběrový pr̊uměr)
Necht’ existuje δ > 0 takové, že E|X1|2+δ < ∞ a

∑∞
i=1 α(i)δ/(2+δ) < ∞. Pokud

nav́ıc pro velikost bloku l = l(n) plat́ı l → ∞ a l/n → 0 při n → ∞, pak

n var∗ X̄∗ P→ κ, n → ∞.

Důkaz: Viz Lahiri (2003), Theorem 3.1, strana 51.

Odhad τ̂boot = var∗ X̄∗ (a tud́ıž i τ̂jack s vahami založenými na indikátoru
intervalu [0, 1]) je tedy konsistentńım odhadem rozptylu var X̄ ve smyslu defini-
ce 1.1.2. Následuj́ıćı věta ukazuje, že za splněńı určitých předpoklad̊u je tento
odhad asymptoticky nestranný, a dokonce udává řád vychýleńı.

Věta 1.3.2 (vychýleńı odhadu τ̂boot pro výběrový pr̊uměr)
Necht’ pro nějaké δ > 0 je E |X1|6+δ < ∞ a pro l = l(n) plat́ı l → ∞ a l/

√
n → 0

při n → ∞. Necht’ α-mixing koeficienty procesu {Xk, k ∈ Z} splňuj́ı podmı́nku

∞∑

n=1

n5α(n)δ/(6+δ) < ∞.

Potom

E τ̂boot − τ = − 1

nl

∞∑

k=−∞

|k|R(k) + o(n−1l−1).

Důkaz: Viz Künsch (1989), Theorem 3.2 nebo Lahiri (2003), Theorem 5.1 (b).
Předpoklady na mixing koeficienty jsou v Lahiri (2003) o něco silněǰśı, na druhou
stranu lze však Lahiriho větu aplikovat na širš́ı tř́ıdu odhad̊u. Kupř́ıkladu je možné
ji využ́ıt k źıskáńı asymptotického chováńı vychýleńı odhadu τ̂boot pro τ = var S2.

Velikost rozptylu var τ̂boot je dána vztahem var τ̂boot = Cn−3l + o(n−3l), kde C
je poměrně komplikovaná konstanta, jej́ıž přesný tvar lze naj́ıt v Lahiri (2003),
Theorem 5.2.

Přejděme k vlastnostem odhadu rozptylu τ metodou jackknife. Uvád́ıme opět
asymptotický tvar vychýleńı a rozptylu odhadu τ̂jack pro př́ıpad výběrového pr̊u-
měru.

Věta 1.3.3 (vychýleńı odhadu τ̂jack pro výběrový pr̊uměr)
Necht’ je konvoluce (h∗h)(x) =

∫
h(z)h(x−z) dz dvakrát spojitě diferencovatelná

v okoĺı bodu x = 1. Pokud l = o(n1/3) a součet
∑∞

k=−∞ k2|R(k)| je konečný, pak

E τ̂jack − τ =
1

2nl2
(h ∗ h)′′(1)

(h ∗ h)(1)

∞∑

k=−∞

k2R(k) + o(n−1l−2).

Důkaz: Viz Künsch (1989), Theorem 3.2.
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Je tedy vhodné k vytvořeńı vah (1.4) použ́ıt hladkou funkci h, protože pak
vychýleńı klesá rychleji k nule. Podmı́nka na součet autokovarianćı vylučuje pro-
cesy se silnou závislost́ı vzdálených pozorováńı.

Věta 1.3.4 (rozptyl odhadu τ̂jack pro výběrový pr̊uměr)
Předpokládejme, že pro nějaké δ > 0 je E |X1|6+δ < ∞ a α-mixing koeficienty
procesu {Xk, k ∈ Z} vyhovuj́ı podmı́nce

∑∞
k=−∞ k2α(k)δ/(6+δ) < ∞. Jestliže plat́ı

l = o(n), pak

var τ̂jack =
l

n3
2κ2

∫ 2

0

(h ∗ h)(x)2

(h ∗ h)(1)2 dx + o(n−3l).

Důkaz: Viz Künsch (1989), Theorem 3.3.

1.4 Využit́ı teorie časových řad

Pro lepš́ı představu poṕı̌seme tzv. plug-in př́ıstup při odhadu rozptylu statisti-
ky, a sice na jednoduchém konkrétńım př́ıkladě výběrového pr̊uměru. Rozptyl
pr̊uměru vyjádř́ıme pomoćı autokovariančńı funkce, kterou můžeme odhadnout
neparametricky nebo parametricky. Dosazeńım odhad̊u autokovarianćı do vzorce
pro rozptyl dostaneme pak odhad rozptylu. Snadno nahlédneme, že pro složitěǰśı
statistiku a typ závislosti dat bude odhad př́ıslušných parametr̊u a teoretické
vyjádřeńı vzorce pro rozptyl mnohem komplikovaněǰśı. Nav́ıc je třeba při volbě
parametrického př́ıstupu ověřit platnost zvoleného modelu závislosti dat.

Zřejmě

var X̄ =
1

n2
var

n∑

i=1

Xi =
1

n2

n∑

i,j=1

R(i − j) =
1

n2

n−1∑

k=−n+1

(n − |k|)R(k) =

=
1

n
R(0) +

2

n2

n−1∑

k=1

(n − k)R(k). (1.13)

Poznámka:
Pro posloupnost nezávislých stejně rozdělených pozorováńı se posledńı výraz re-
dukuje na σ2/n a odhadujeme jej hodnotou σ̂2/n = R̂(0)/n.

Ze zápisu (1.13) je patrné, že k odhadu rozptylu výběrového pr̊uměru budeme
potřebovat odhadnout nejprve hodnoty autokovariančńı funkce dané stacionárńı
posloupnosti. Př́ımá metoda spoč́ıvá v tom, že odhadneme autokovariančńı funkci
a potom jej́ı odhad dosad́ıme do upraveného vzorce (1.13) pro rozptyl výběrového
pr̊uměru. Pro neparametrický odhad autokovariančńı funkce použ́ıváme jeden
ze dvou následuj́ıćıch vzorc̊u

R̂(k) =
1

n

n−k∑

j=1

(Xj − X̄)(Xj+k − X̄), (1.14)
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R̂(k) =
1

n − k

n−k∑

j=1

(Xj − X̄)(Xj+k − X̄), (1.15)

kde k = 0, . . . , l, l < n. Prvńı uvedený odhad autokovariance je vždy vychýlený,
ale dává většinou menš́ı středńı čtvercovou chybu než druhý odhad. Ten je, pokud
známe skutečnou středńı hodnotu µ posloupnosti X1, . . . , Xn, nestranný.

Odhad var X̄ za použit́ı př́ımé metody je tedy roven

v̂ar X̄ =
1

n
R̂(0) +

2

n2

l∑

k=1

(n − k)R̂(k). (1.16)

Poznámka:
Pro l = n−1 dává odhad rozptylu (1.16) výběrového pr̊uměru (použijeme-li druhý
z odhad̊u autokovariančńı funkce) vždy hodnotu nula. Pot́ıž je v tom, že pro velká
k nemáme dost dvojic vzdálených pozorováńı, abychom na jejich základě vytvořili
dostatečně přesný odhad R̂(k). V praxi proto voĺıme l menš́ı, doporučená je volba
přibližně řádu

√
n. Na rozd́ıl od ostatńıch uvedených odhad̊u rozptylu τ může

odhad (1.16) nabývat záporných hodnot.

Nyńı budeme předpokládat už konkrétńı typ závislosti dat X1, . . . , Xn. Necht’

se posloupnost X1, . . . , Xn alespoň přibližně ř́ıd́ı modelem AR(1) nebo MA(1), po-
tom můžeme použ́ıt výsledky teorie časových řad týkaj́ıćı se těchto dvou proces̊u.
Připomeňme, jak odhadujeme parametry každého z nich.

AR(1)

Necht’ {Xk, k ∈ Z} tvoř́ı autoregresńı posloupnost AR(1), tj.

Xk = ϕXk−1 + Yk, k ∈ Z,

kde |ϕ| < 1 a {Yk, k ∈ Z} je b́ılý šum WN(0, ς2). Pro takovou posloupnost je
autokovariančńı funkce rovna (viz Prášková (2004))

R(k) = ς2 ϕ|k|

1 − ϕ2
, k ∈ Z.

Momentový odhad parametru ϕ je shodný s výběrovým autokorelačńım koefi-

cientem a je roven ϕ̂ = r̂(1) = R̂(1)

R̂(0)
. Prvńı dvě hodnoty autokovariančńı funkce

odhadneme pomoćı výběrové autokovariance (1.14)

R̂(k) =
1

n

n−k∑

j=1

(Xj − X̄)(Xj+k − X̄), k = 0, 1.

Odhad ς̂2 vyjádř́ıme pomoćı ϕ̂ jako

ς̂2 = R̂(0)(1 − ϕ̂2).
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Odhad var X̄ je potom roven

v̂ar X̄ =
1

n2

n−1∑

k=−n+1

(n − |k|)ς̂2 ϕ̂|k|

1 − ϕ̂2
=

R̂(0)

n2

n−1∑

k=−n+1

(n − |k|)ϕ̂|k|. (1.17)

MA(1)

Necht’ {Xk, k ∈ Z} tvoř́ı MA(1) proces, tj.

Xk = Yk + ϑYk−1, k ∈ Z,

kde |ϑ| < 1 a {Yk, k ∈ Z} je b́ılý šum WN(0, ς2). Autokovariančńı funkce je v tom-
to př́ıpadě rovna

R(k) = ς2(1 + ϑ2), k = 0,

= ς2ϑ, |k| = 1, (1.18)

= 0, |k| > 2.

Pro účely odhadu parametr̊u ji nahrad́ıme výběrovou autokovariančńı fun-
kćı (1.14). Odhad parametru ϑ dostaneme jako reálný kořen rovnice

ϑ2r̂(1) − ϑ + r̂(1) = 0,

kde r̂(1) = R̂(1)

R̂(0)
.

Pro |r̂(1)| ≤ 1
2

dostáváme reálné ϑ1,2 =
1±
√

1−4r̂2(1)

2r̂(1)
, přičemž vezmeme tu hod-

notu ϑ, která je v absolutńı hodnotě menš́ı než 1. Momentové odhady parametr̊u
ϑ a ς2 jsou

ϑ̂ =
1 −

√
1 − 4r̂2(1)

2r̂(1)
,

ς̂2 =
R̂(0)

1 + ϑ̂2
.

Odhad var X̄ je tedy roven

v̂ar X̄ =
1

n
ς̂2(1 + ϑ̂2) + 2

(n − 1)

n2
ς̂2ϑ̂. (1.19)

Pro |r̂(1)| > 1
2

za odhady považujeme hodnoty źıskané při |r̂(1)| = 1
2
.

1.5 Porovnáńı odhad̊u

Přesnost odhadu rozptylu statistiky θ̂ měř́ıme pomoćı středńı kvadratické chyby
MSE (mean squared error), která je funkćı druhé mocniny rozd́ılu odhadnutého
a skutečného rozptylu:

MSE τ̂ = E(τ̂ − τ)2.
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V některých př́ıpadech budeme schopni MSE τ̂ spoč́ıtat přesně, jinde se spokoj́ıme
s aproximaćı

1

N

∑
(τ̂ − τ)2,

kde sč́ıtáme přes N odhad̊u rozptylu źıskaných pomoćı simulaćı. Generujeme vždy
N = 10 000 posloupnost́ı daného typu (AR(1), MA(1), aj.) délky n = 100 pro vy-
brané pevné hodnoty parametr̊u př́ıslušného procesu.

U metod popsaných v této kapitole je třeba zvolit hodnoty př́ıslušných para-
metr̊u každé metody. Pro OBS jsme volili délku úseku pozorováńı m rovnu 2,
5, 10 a 20. V př́ıpadě výběrového pr̊uměru je optimálńı doporučená hodnota m
řádově n1/3 (viz Schmeiser a kol. (1990)).

Stejné hodnoty jsme přǐradili i parametru velikosti bloku l v metodách jack-
knife a bootstrap. Doporučená optimálńı délka bloku pro bootstrap v Hall a kol.
(1995) je opět řádu n1/3.

Pokud byly k stanoveńı MSE použity simulace, pro výpočet chyby bootstra-
pového odhadu τ̂boot bylo vždy použito 1000 výběr̊u s vraceńım.

Tučně jsou v tabulkách zvýrazněny nejmenš́ı dosažené MSE τ̂ pro konkrétńı
hodnoty parametr̊u procesu, hvězdička označuje nejlepš́ı výsledek př́ıslušné meto-
dy.

1.5.1 Aritmetický pr̊uměr

Začněme statistikou výběrového pr̊uměru θ̂ = X̄. Odhad τ̂ (kromě odhadu źıska-
ného užit́ım metod popsaných v části 1.4) můžeme vyjádřit pomoćı vhodné matice
A = (aij)

n
i,j=1 ve tvaru kvadratické formy

(X − µ1)′A(X − µ1), (1.20)

kde X − µ1 je vektor centrovaných hodnot (X1 − µ, . . . , Xn − µ)′. Explicitńı
vyjádřeńı prvk̊u matice A je u jednotlivých metod poměrně komplikované, nicméně
s použit́ım softwaru můžeme źıskat hodnoty E τ̂ a var τ̂ pro konkrétńı rozsah
výběru n, zvolenou autokovariančńı funkci R a dané nastaveńı př́ıslušných para-
metr̊u metody. Odtud je potom MSE τ̂ = var τ̂ + (E τ̂ − τ)2. Pro E τ̂ dostáváme

E(X − µ1)′A(X − µ1) = E

n∑

i=1

n∑

j=1

aij(Xi − µ)(Xj − µ) =
n∑

i=1

n∑

j=1

aijR(i − j).

Rozptyl var τ̂ = E τ̂ 2 − (E τ̂)2 lze tedy rozepsat jako

var τ̂ = E

n∑

i=1

n∑

j=1

n∑

p=1

n∑

q=1

aij(Xi − µ)(Xj − µ)apq(Xp − µ)(Xq − µ)

−
(

n∑

i=1

n∑

j=1

aijR(i − j)

)2

. (1.21)
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Pokud maj́ı náhodné veličiny X1, . . . , Xn mnohorozměrné normálńı rozděleńı, lze
použit́ım Isserlisovy formule (1.22) (viz Isserlis (1916))

µ4 = R(i − j)R(p − q) + R(i − p)R(j − q) + R(i − q)R(j − p), (1.22)

kde µ4 označuje středńı hodnotu E (Xi−µ)(Xj−µ)(Xp−µ)(Xq−µ), vzorec (1.21)
zjednodušit na

var τ̂ =
n∑

i=1

n∑

j=1

n∑

p=1

n∑

q=1

aijapq(R(i − p)R(j − q) + R(i − q)R(j − p)). (1.23)

Tento přesný výpočet nahrad́ıme simulacemi pouze v př́ıpadě metod značených
AR a MA, nebot’ odhady (1.17) a (1.19) nelze převést na kvadratickou formu.

Středńı čtvercové chyby MSE τ̂ jednotlivých metod źıskané výpočtem či simu-
laćı zaznamenáváme v tabulkách následuj́ıćım zp̊usobem: ṕısmena A a B označuj́ı
př́ımou metodu využ́ıvaj́ıćı pro odhad τ̂ předpis (1.16), do nějž dosazujeme odhad
autokovariančńı funkce R̂(k) źıskaný na základě vzorce (1.14), respektive (1.15),
s parametrem l rovným 2, 5 a 10.

Metody AR a MA předpokládaj́ı, že se pozorováńı ř́ıd́ı modelem AR(1), re-
spektive MA(1), odhaduj́ı př́ıslušné parametry model̊u a na jejich základě teprve
určuj́ı odhad autokovariančńı funkce a odhad τ̂ , který je dán předpisem (1.17)
nebo (1.19).

Metoda s označeńım iid předpokládá, že simulovaná data jsou realizaćı posloup-
nosti nezávislých stejně rozdělených pozorováńı a τ odhaduje jako

τ̂ =
R̂(0)

n
=

1

n2

n∑

j=1

(Xj − X̄)2.

Při použit́ı vah pro jackknife založených na indikátoru intervalu I[0,1] dostane-
me v př́ıpadě aritmetického pr̊uměru výsledky totožné s teoretickým bootstrapem.
Abychom ukázali vliv volby vah na velikost MSE τ̂ , vytvářeli jsme váhy (1.4)
na základě Epanečnikovovy funkce

h(x) =

{
3
4
(1 − (2x − 1)2), x ∈ [0, 1],

0, x /∈ [0, 1].
(1.24)

AR(1)

Předpokládejme, že se náhodný proces {Xk, k ∈ Z} ř́ıd́ı modelem Xk = ϕXk−1+Yk

s nezávislými chybami Yk ∼ N(0, ς2). Pozorováńı X1, . . . , Xn generujeme jako
náhodné veličiny z n-rozměrného normálńıho rozděleńı Nn(0, Σ), kde kovariančńı
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τ = var X̄ ϕ = 0,2 ϕ = 0,6 ϕ = 0,2 ϕ = 0,6
Metoda MSE×104 MSE×104 Metoda MSE×104 MSE×104

A 2 ∗ 0,20027 ∗ 5,52413 MA 0,11913 4,27876
A 5 0,43735 6,11821
A 10 0,75710 10,89623 AR 1,59728 7,03971
B 2 ∗ 0,20360 ∗ 5,42056 jackknife 2 ∗ 0,16680 14,45537
B 5 0,45832 6,22716 jackknife 5 0,16701 7,39126
B 10 0,83317 11,67931 jackknife 10 0,30111 ∗ 5,92221
iid 0,30378 21,54741 jackknife 20 0,59444 9,54317
OBS 2 ∗ 0,15277 14,10639 bootstrap 2 ∗ 0,16680 14,45537
OBS 5 0,18049 6,39541 bootstrap 5 0,18881 7,14114
OBS 10 0,36126 ∗ 6,20937 bootstrap 10 0,33797 ∗ 6,78614
OBS 20 0,78908 12,19246 bootstrap 20 0,63482 10,87244

Tabulka 1.5.1: Hodnoty MSE τ̂ pro proces AR(1)

matice Σ je rovna

Σ =
1

1 − ϕ2





1 ϕ ϕ2 · · · ϕn−1

ϕ 1 ϕ · · · ϕn−2

ϕ2 ϕ 1 ϕn−3

...
...

...
. . .

...
ϕn−1 ϕn−2 · · · · · · 1




.

Pro simulaci voĺıme hodnoty ϕ = 0,2 a 0,6, ς2 = 1. Hodnoty MSE τ̂ pro proces
AR(1) jsou uvedeny v tabulce 1.5.1.

MA(1)

Dále simulujeme náhodný proces {Xk, k ∈ Z}, kde předpokládáme platnost mo-
delu Xk = Yk + ϑYk−1, Yk ∼ N(0, 1), k ∈ Z. Hodnotu parametru ϑ voĺıme 0,3
a 0,8. Hodnoty MSE τ̂ pro proces MA(1) jsou uvedeny v tabulce 1.5.2.

Náhodné veličiny, iid N(µ, σ2)

Předpokládáme, že proces {Xk, k ∈ Z} je tvořen nezávislými náhodnými veličina-
mi s rozděleńım Xk ∼ N(0, σ2). Hodnotu parametru σ2 voĺıme 1 a 1,5. Výsledné
hodnoty MSE τ̂ zachycuje tabulka 1.5.3.

Porovnáńı chyb odhad̊u

Pro zvolená l u př́ımých metod chyba odhadu roste s rostoućım l. Odhad založený
na (1.14) je vždy přesněǰśı než odhad využ́ıvaj́ıćı (1.15). Nejnižš́ı dosažená MSE
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τ = var X̄ ϑ = 0,3 ϑ = 0,8 ϑ = 0,3 ϑ = 0,8
Metoda MSE×104 MSE×104 Metoda MSE×104 MSE×104

A 2 ∗ 0,23734 ∗ 0,84090 MA 0,13392 0,40183
A 5 0,51828 1,87629
A 10 0,89143 3,25209 AR 1,70652 3,41932
B 2 ∗ 0,24161 ∗ 0,85401 jackknife 2 ∗ 0,17370 0,94383
B 5 0,54366 1,96347 jackknife 5 0,18772 ∗ 0,71574
B 10 0,98220 3,57416 jackknife 10 0,35101 1,29179
iid 0,39988 2,68928 jackknife 20 0,69538 2,55203
OBS 2 ∗ 0,15898 0,87283 bootstrap 2 ∗ 0,17370 0,94383
OBS 5 0,21048 ∗ 0,81173 bootstrap 5 0,21691 ∗ 0,85958
OBS 10 0,42469 1,56638 bootstrap 10 0,39375 1,47900
OBS 20 0,92539 3,39918 bootstrap 20 0,74095 2,74830

Tabulka 1.5.2: Hodnoty MSE τ̂ pro proces MA(1)

τ = var X̄ ς2 = 1 ς2 = 1,5 ς = 1 ς = 1,5
Metoda MSE×104 MSE×104 Metoda MSE×104 MSE×104

A 2 ∗ 0,09440 ∗ 0,21159 MA 0,05932 0,13348
A 5 0,19144 0,43073
A 10 0,32059 0,72134 AR 1,01206 2,27715
B 2 ∗ 0,09632 ∗ 0,21672 jackknife 2 ∗ 0,02979 ∗ 0,06704
B 5 0,20215 0,45483 jackknife 5 0,06280 0,14130
B 10 0,35580 0,80057 jackknife 10 0,12271 0,27610
iid 0,01990 0,04478 jackknife 20 0,24441 0,54991
OBS 2 ∗ 0,03060 ∗ 0,06886 bootstrap 2 ∗ 0,02979 ∗ 0,06704
OBS 5 0,07171 0,16136 bootstrap 5 0,06729 0,15141
OBS 10 0,14927 0,33585 bootstrap 10 0,13159 0,29609
OBS 20 0,32507 0,73141 bootstrap 20 0,25364 0,57069

Tabulka 1.5.3: Hodnoty MSE τ̂ pro Xt ∼ N(µ, σ2)

při použit́ı př́ımých metod je pro pozorováńı z AR(1) s parametrem ϕ = 0,6
a pro pozorováńı z MA(1) s parametrem ϑ = 0,8 srovnatelná s nejlepš́ımi výsledky
ostatńıch použitých metod. Pro zbylé uvažované procesy jsou odhady rozptylu
odvozené př́ımými metodami nepatrně horš́ı než nejpřesněǰśı źıskané subsamplin-
gové a resamplingové odhady.

Postup, kdy z dat odhadneme parametr ϕ autoregresńı posloupnosti AR(1)
a tento odhad dosad́ıme do vzorce (1.17), nedává ve srovnáńı s ostatńımi postu-
py dobré výsledky. Takto źıskaný odhad má asi desetkrát větš́ı MSE než ostat-
ńı postupy. Pouze v př́ıpadě, že pozorováńı skutečně pocházej́ı z AR(1) a jsou
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silně závislá (ϕ = 0,6) dává chybu srovnatelnou s ostatńımi metodami. Problém
je nejsṕı̌s v nepřesnosti odhadu ϕ̂, možným vylepšeńım by bylo do součtu (1.17)
zahrnout méně člen̊u.

Pro data splňuj́ıćı modely AR(1) a MA(1) má nejmenš́ı středńı kvadratickou
chybu odhad metodou MA. Dosažená MSE je řádově 10−5, kromě dat z AR(1)
s parametrem ϕ = 0,6, kdy je řádu 10−4.

Data z MA(1) se vyznačuj́ı korelacemi pouze malého dosahu a podobně data
z AR(1) při nastaveńı parametru ϕ = 0,2 maj́ı korelace vyš́ıch řád̊u nevýrazné,
proto z nich odvozené resamplingové a subsamplingové odhady dávaj́ı menš́ı chybu
při ńızké hodnotě parametru m = 2 nebo m = 5. Naproti tomu pro data z AR(1)
s ϕ = 0,6 nejlépe vycháźı volba m = 10, v této situaci má samozřejmě největš́ı
MSE metoda iid, která nepoč́ıtá se závislost́ı dat.

Pro nezávislá data z normálńıho rozděleńı je nejlepš́ı metoda iid, dosažená
MSE je řádu 10−6. Ostatńı metody maj́ı větš́ı MSE, protože se snaž́ı do odhadu τ̂
promı́tnout závislost dat, což je v tomto př́ıpadě nežádoućı. Proto lépe vycházej́ı
subsamplingové a resamplingové metody s kratš́ı délkou bloku m = 2.

Většinou je při pevné hodnotě m metoda jackknife s Epanečnikovovými va-
hami (1.24) nepatrně lepš́ı než bootstrap (a tedy i než jackknife s vahami založe-
nými na indikátoru intervalu [0, 1]).

Při volbě metody odhadu pro konkrétńı situaci je třeba si uvědomit, že boot-
strap má podstatně vyšš́ı časovou složitost než ostatńı uvedené metody, proto
doporučujeme dát přednost metodám OBS nebo jackknife.

Jaký vliv má zvolená délka bloku m na velikost chyby MSE τ̂ pro metody OBS,
jackknife a blokový bootstrap? Závislost MSE τ̂ na m znázorńıme graficky alespoň
pro m ∈ {1, . . . , 5}. Pro m = 1, 2 jsou velikosti chyb všech tř́ı jmenovaných metod
většinou téměř shodné (pokud tomu tak neńı, nejmenš́ı chybu dává metoda OBS).

*

*
*

*

*

1 2 3 4 5

1
.5

e
−

0
5

2
.5

e
−

0
5

a)

m

M
S

E

+

+
+ +

+

o

o
o

o

o

*
+
o

OBS
jack
boot

*

*

*

*
*

1 2 3 4 5

0
.0

0
1

0
0

.0
0

1
5

0
.0

0
2

0

b)

m

M
S

E

o

o

o

o
o

+

+

+

+
+

*
+
o

OBS
jack
boot

Obrázek 1.5.2: MSE τ̂ v závislosti na m pro AR(1): a) ϕ = 0,2, b) ϕ = 0,6.

Pro závislá data (viz obrázky 1.5.2 a 1.5.3) dosahuje MSE τ̂ v bodě m = 1
lokálńıho maxima. S rostoućım m nejprve středńı čtvercová chyba rychle klesá,
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Obrázek 1.5.3: MSE τ̂ v závislosti na m pro MA(1): a) ϑ = 0,3, b) ϑ = 0,8.
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Obrázek 1.5.4: MSE τ̂ v závislosti na m pro nezávislé náhodné veličiny s rozděleńım
N(0, σ2): a) σ2 = 1, b) σ2 = 1,5.

od m = 3 má mı́rně klesaj́ıćı (obrázek 1.5.2 b), téměř konstantńı (obrázek 1.5.3 b),
anebo dokonce mı́rně rostoućı pr̊uběh (např. obrázek 1.5.2 a). Nejmenš́ı středńı
čtvercovou chybu dávaj́ı v konkrétńıch př́ıpadech metody jackknife (pozorováńı
z MA(1)) nebo OBS (pozorováńı z AR(1)).

Co se týká nezávislých veličin z normálńıho rozděleńı, s rostoućım m roste
MSE τ̂ každé ze tř́ı uvažovaných metod přibližně lineárně, přitom nejmenš́ı chybu
dává metoda jackknife a největš́ı OBS – viz obrázek 1.5.4. Přirozeně tedy nejlépe
vycházej́ı metody, které předpokládaj́ı co nejslabš́ı závislost dat (ideálńı nastaveńı
parametru m je tedy m = 1).
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1.5.2 Výběrový rozptyl

Při odhadu rozptylu τ = var S2 budeme k určeńı MSE τ̂ použ́ıvat výhradně simu-
lace. Budeme potřebovat teoretické vyjádřeńı varS2. Statistiku S2 můžeme obecně
vyjádřit ve tvaru kvadratické formy (1.20) s matićı A danou následuj́ıćım předpi-
sem

A =





1
n

− 1
n(n−1)

· · · − 1
n(n−1)

− 1
n(n−1)

1
n

· · · − 1
n(n−1)

...
...

. . .
...

− 1
n(n−1)

− 1
n(n−1)

· · · 1
n




.

Pro rozptyl varS2 plat́ı vzorec (1.23), v němž symbol τ̂ nahrad́ıme statisti-
kou S2. Dosad́ıme-li do (1.23) za aij, i, j = 1, . . . , n, dostáváme

var S2 =
2

(n − 1)2

[∑n
i,j=1 (R(i − j))2 − 2

n

∑n
i,j,k=1 R(i − k)R(j − k)

+ 1
n2 (
∑n

i,j=1 R(i − j))2
]
. (1.25)

Tento vztah pro varS2 nám stač́ı, nebot’ znovu generujeme data, pro něž plat́ı
modely AR(1) či MA(1) s gaussovským b́ılým šumem, popř́ıpadě jde př́ımo o data
z normálńıho rozděleńı. Obecné vyjádřeńı varS2 jako funkce parametr̊u modelu a
moment̊u vektoru chyb (nejvýše čtvrtého řádu) lze nalézt v Sharma (1986).

Ve výsledných tabulkách znač́ı A a B opět odhady źıskané na základě odhad̊u
autokovariančńı funkce (1.14) a (1.15) s parametrem l = 2, 5, 10, které dosazujeme
do vzorce (1.25).

Metoda iid předpokládá nezávislé stejně rozdělené veličiny z normálńıho roz-
děleńı a odhaduje varS2 = 2ς4

n−1
výrazem

τ̂ =
2

n − 1
R̂(0)2 =

2

n2(n − 1)

(
n∑

j=1

(Xj − X̄)2

)2

.

Pro jackknife použ́ıváme tentokrát váhy (1.4) založené na indikátoru inter-
valu [0, 1]. Středńı čtvercová chyba MSE τ̂ pro teoretický bootstrap s označeńım
t.boot je v př́ıpadě výběrového rozptylu spočtena na základě vzorce odvozeného
na straně 16.

AR(1)

V př́ıpadě procesu AR(1) plat́ı pro autokovariančńı funkci vztah

R(i − j) = ς2 ϕ|i−j|

1 − ϕ2
, i, j ∈ Z,
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τ = var S2 ϕ = 0,2 ϕ = 0,6 ϕ = 0,2 ϕ = 0,6
Metoda MSE×104 MSE×104 Metoda MSE×104 MSE×104

A 2 ∗ 0,72402 ∗ 32,151 iid 0,45871 28,741
A 5 0,86728 50,916 AR 0,61506 34,167
A 10 1,15434 64,725 MA 0,59833 17,001
B 2 ∗ 0,73334 ∗ 33,314
B 5 0,89444 54,406
B 10 1,25939 71,992
OBS 2 1,61408 42,278 jackknife 2 ∗ 0,84838 ∗ 26,047
OBS 5 ∗ 1,10827 28,480 jackknife 5 1,11184 35,895
OBS 10 1,58125 ∗ 27,041 jackknife 10 1,42217 49,814
OBS 20 2,53999 52,741 jackknife 20 1,93496 58,367
t.boot 2 ∗ 0,81219 ∗ 26,503 bootstrap 2 ∗ 0,80796 ∗ 27,008
t.boot 5 1,02573 31,782 bootstrap 5 1,01707 31,731
t.boot 10 1,31390 38,310 bootstrap 10 1,30413 37,759
t.boot 20 1,82121 45,965 bootstrap 20 1,81109 45,318

Tabulka 1.5.4: Hodnoty MSE τ̂ pro proces AR(1)

proto vzorec (1.25) pro varS2 můžeme přepsat jako

2ς4

(n − 1)2(1 − ϕ2)2




n∑

i,j=1

(ϕ|i−j|)2 − 2

n

n∑

i,j,k=1

ϕ|i−j|ϕ|i−k| +
1

n2

(
n∑

i,j=1

ϕ|i−j|

)2


 .

Toto vyjádřeńı použijeme např́ıklad pro výpočet odhadu metodou AR.
Proces AR(1) generujeme zp̊usobem popsaným na straně 22, hodnotu para-

metru ϕ voĺıme opět 0,2 a 0,6. V tabulce 1.5.3 jsou uvedeny hodnoty MSE τ̂
źıskané simulačńı studíı.

MA(1)

Pro proces MA(1) uprav́ıme vzorec (1.25) do následuj́ıćıho tvaru

2ς4

(n − 1)2

[
n(1 + ϑ2)2 + 2(n − 1)ϑ2 − 2

n

(
n(1 + ϑ)2 − 2ϑ

)
+

(
(1 + ϑ)2 − 2

n
ϑ

)2
]

,

který kromě výpočtu MSE τ̂ využ́ıvá i metoda MA. Parametr ϑ voĺıme stejně jako
pro př́ıpad aritmetického pr̊uměru, viz strana 23. Hodnoty MSE τ̂ jsou zapsány
v tabulce 1.5.5.

Náhodné veličiny, iid N(µ, σ2)

Generujeme nezávislé náhodné veličiny z rozděleńı N(0, σ2), hodnoty parametru
σ2 voĺıme opět σ2 = 1 a σ2 = 1,5. Hodnoty MSE τ̂ uvád́ıme v tabulce 1.5.6.
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τ = var S2 ϑ = 0,3 ϑ = 0,8 ϑ = 0,3 ϑ = 0,8
Metoda MSE×104 MSE×104 Metoda MSE×104 MSE×104

A 2 ∗ 1,03647 ∗ 11,298 iid 0,65757 9,708
A 5 1,23194 13,246 AR 0,93255 13,070
A 10 1,63706 17,145 MA 0,87782 8,119
B 2 ∗ 1,05209 ∗ 11,559
B 5 1,27306 13,786
B 10 1,78956 18,797
OBS 2 ∗ 1,03541 15,789 jackknife 2 ∗ 1,21105 ∗ 11,814
OBS 5 1,48851 ∗ 11,820 jackknife 5 1,59680 15,664
OBS 10 2,21577 19,204 jackknife 10 2,02522 19,627
OBS 20 3,68776 32,493 jackknife 20 2,73222 25,176
t.boot 2 ∗ 1,16299 ∗ 11,656 bootstrap 2 ∗ 1,16453 ∗ 11,790
t.boot 5 1,47345 14,326 bootstrap 5 1,46185 14,240
t.boot 10 1,87618 17,834 bootstrap 10 1,86943 17,773
t.boot 20 2,60002 23,562 bootstrap 20 2,57223 23,240

Tabulka 1.5.5: Hodnoty MSE τ̂ pro proces MA(1)

τ = var S2 σ2 = 1 σ2 = 1,5 σ2 = 1 σ2 = 1,5
Metoda MSE×104 MSE×104 Metoda MSE×104 MSE×104

A 2 ∗ 0,40303 ∗ 2,04033 iid 0,33700 1,70607
A 5 0,48701 2,46552 AR 0,35987 1,82185
A 10 0,67363 3,41023 MA 0,35916 1,81824
B 2 ∗ 0,40500 ∗ 2,05032
B 5 0,49888 2,52557
B 10 0,73499 3,72088
OBS 2 7,38690 37,39617 jackknife 2 ∗ 0,59218 ∗ 2,99790
OBS 5 1,53249 7,75825 jackknife 5 0,71071 3,59799
OBS 10 ∗ 1,39016 ∗ 7,03769 jackknife 10 0,92113 4,66324
OBS 20 1,96733 9,95963 jackknife 20 1,31314 6,66478
t.boot 2 ∗ 0,57989 ∗ 2,93571 bootstrap 2 ∗ 0,57134 ∗ 2,89239
t.boot 5 0,69834 3,53533 bootstrap 5 0,69324 3,50953
t.boot 10 0,90754 4,59441 bootstrap 10 0,90064 4,55950
t.boot 20 1,30153 6,58899 bootstrap 20 1,29180 6,53975

Tabulka 1.5.6: Hodnoty MSE τ̂ pro Xt ∼ N(µ, σ2)

Porovnáńı chyb odhad̊u

Středńı čtvercová chyba odhad̊u A a B opět roste se zvyšuj́ıćı se hodnotou pa-
rametru l, odhad metodou A je vždy přesněǰśı než odhad metodou B. Kromě
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situace, kdy pozorováńı splňuj́ıćı model AR(1) s parametrem ϕ = 0,6, maj́ı od-
hady rozptylu statistiky S2 př́ımými metodami menš́ı MSE než resamplingové
a subsamplingové odhady.

Metoda AR dává vždy větš́ı středńı čtvercovou chybu než metody MA a iid,
nicméně vyjma proces̊u AR(1) s ϕ = 0,6 a MA(1) s ϑ = 0,8 je tato chyba menš́ı
než chyby př́ımých, resamplingových a subsamplingových metod.

Nejlepš́ı výsledky jsme źıskali při použit́ı metod MA (proces AR(1) s parame-
trem ϕ = 0,6 a proces MA(1) s parametrem ϑ = 0,8) a iid (ostatńı simulované
procesy).

Porovnáme-li teoretickou MSE blokového bootstrapu s MSE spočtenou na zá-
kladě simulaćı náhodných výběr̊u s vraceńım při stejné volbě parametru l, zjist́ıme,
že se téměř nelǐśı a že hodnota teoretické MSE je vždy vyšš́ı. Vzhledem k vyšš́ı
časové složitosti simulace bootstrapových výběr̊u doporučujeme k výpočtu MSE
použ́ıt sṕı̌se vzorec (1.11).

Středńı čtvercová chyba jackknifových odhad̊u je v naprosté většině př́ıpad̊u
větš́ı než chyba bootstrapových odhad̊u se stejnou délkou úseku l. Jak u metody
jackknife, tak u blokového bootstrapu roste velikost MSE s rostoućı délkou úseku
l, nejlépe tedy vycháźı odhady s parametrem l = 2.

Jinak je tomu u metody OBS – zde neńı volba délky úseku m jednoznačná.
Pro nezávislá pozorováńı z normálńıho rozděleńı a pro proces AR(1) s parametrem
ϕ = 0,6 je MSE nejmenš́ı při m = 10. Ve zbylých třech simulovaných př́ıpadech
vycháźı nejlépe volby m = 2 a m = 5. Nejnižš́ı dosažená MSE za použit́ı metody
OBS je (až na proces MA(1) s parametrem ϑ = 0,3) větš́ı než chyby nejlepš́ıch
bootstrapových a jackknifových odhad̊u.

1.5.3 Výběrový α-kvantil

Uvažujme proces {Xk, k ∈ Z}, který se ř́ıd́ı modelem MA(3)

Xk = Yk + ϑ1Yk−1 + ϑ2Yk−2 + ϑ3Yk−3

s exponenciálńım rozděleńım chyb Yk ∼Exp(1). Hodnoty parametr̊u stanov́ıme
takto: ϑ1 = 0,8, ϑ2 = 0,5 a ϑ3 = 0,4.

Pro odhad α-kvantilu použijeme odhad

q̂α = t(X1, . . . , Xn) = F−1
n (α) = X(⌈nα⌉).

Na základě generovaných dat odhadujeme rozptyl α-kvantilu pro α = 0,75. Aby-
chom určili MSE τ̂ , aproximovali jsme teoretickou hodnotu

τ = var q̂α

na základě p = 10 000 simulaćı procesu MA(3) s výše uvedenými parametry
výrazem

1

p − 1

p∑

i=1

(X i
(⌈nα⌉) − X̄(⌈nα⌉))

2, (1.26)
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kde X i
(⌈nα⌉) je hodnota statistiky ti := t(X1,i, . . . , Xn,i) v i-té generované posloup-

nosti a X̄(⌈nα⌉) je aritmetický pr̊uměr
∑p

i=1 ti/p.
Ke konstrukci odhadu var τ̂ použ́ıváme metody OBS, jackknife a bootstrap.

Hodnoty parametr̊u m, respektive l, jsme znovu volili 2, 5, 10 a 20.
Abychom mohli použ́ıt pro jackknifový odhad kvantilu váhy (1.4), vytvořili

jsme vlastńı funkci pro výpočet α-kvantilu. Tato funkce vycháźı z empirické dis-
tribučńı funkce Fn odpov́ıdaj́ıćı mı́̌re ρn. Empirická distribučńı funkce Fn je po čás-
tech konstantńı se skoky v bodech X1, . . . , Xn. Velikosti skok̊u uprav́ıme právě
vahami (1.4) na

1 − wn(i)

n − ‖wn‖1

, i = 1, . . . , n.

Odhadem α-kvantilu je pak pořádková statistika X(k), kde k ≤ n je nejmenš́ı
index splňuj́ıćı nerovnost

k∑

i=1

1 − wn(i)

n − ‖wn‖1

≥ α.

U metody jackknife použ́ıváme tři r̊uzné váhové funkce. Oč́ıslováńı v tabulce
odpov́ıdá pořad́ı př́ıslušných funkćı h na obrázku 1.3.1 (strana 11). Výsledky si-
mulace najdeme v tabulce 1.5.7.

Porovnáńı chyb odhad̊u

Při odhadu 75% kvantilu dává nejmenš́ı středńı čtvercovou chybu metoda OBS

a sice při délce úseku m = 5. Shodně s metodou OBS dává chybu řádu 10−3

i bootstrap. Jackknife je za použit́ı libovolných uvažovaných vah podstatně horš́ı
než OBS a bootstrap, přičemž při dané pevné délce úseku l je vždy nejlepš́ı odhad
využ́ıvaj́ıćı váhy založené na indikátoru intervalu [0, 1]. Pro jackknife je lepš́ı volit
větš́ı délku úseku l = 20, bootstrap má naopak nejmenš́ı MSE pro l = 2. Možné
zlepšeńı jackknifového odhadu by nejsṕı̌s přinesla vhodná standardizace (p̊uvodńı
standardizace byla navržena pro odhad var X̄).

τ = var q̂α l = m = 2 l = m = 5 l = m = 10 l = m = 20
OBS 0,00882 ∗0,00364 0,00567 0,00754
jackknife 1 0,03717 0,03009 0,01784 ∗0,01300
jackknife 2 0,27798 0,05263 0,06027 ∗0,02708
jackknife 3 0,16861 0,07780 0,06538 ∗0,02822
bootstrap ∗0,00508 0,00541 0,00707 0,00857

Tabulka 1.5.7: Hodnoty MSE τ̂ pro proces MA(3)

31



Kapitola 2

Odhad rozptylu statistiky
pro prostorová data

2.1 Diskrétńı náhodné pole

2.1.1 Základńı značeńı

Uvažujme množinu mř́ıžových bod̊u Zd, d ∈ N. Necht’ {Xj, j ∈ Zd} je striktně
stacionárńı náhodné pole a θ je reálný parametr, jehož hodnotu odhadujeme na zá-
kladě pozorováńı XDn

= {Xj, j ∈ Dn}, Dn ⊆ Zd jako

θ̂ = t(XDn
) = t(Xj, j ∈ Dn).

Necht’ A ⊆ (−1
2
, 1

2
]d je otevřená souvislá množina obsahuj́ıćı počátek souřadnic

a A0 je taková podmnožina Rd, že A ⊆ A0 ⊆ Ā, kde Ā je označeńı pro uzávěr
množiny A. Dále bud’ {λn}n∈N, λn ∈ [1,∞) rostoućı posloupnost reálných č́ısel
taková, že limn→∞ λn = ∞. Necht’ je množina An dána tvarem množiny A0 a kons-
tantou λn udávaj́ıćı poměr zvětšeńı, totiž

An = A0λn. (2.1)

Necht’ množina A0 splňuje následuj́ıćı podmı́nku:

Podmı́nka 2.1.1 :
Necht’ je pro každou kladnou reálnou posloupnost {an}n∈N s limn→∞ an = 0
počet d-rozměrných krychĺı, které prot́ınaj́ı množinu A0 i jej́ı doplněk AC

0 , daných
předpisem an(i + [0, 1)d), i ∈ Zd, řádu O([an]−(d−1)) při n → ∞.

Podmı́nka 2.1.1 je např́ıklad pro d = 2 splněna, když A0 tvoř́ı vnitřek jednoduché
uzavřené křivky konečné délky.

Předpokládejme, že pro množinu Dn plat́ı Dn = An∩ Zd. Důležitým d̊usledkem
podmı́nky 2.1.1 pro pozorováńı lež́ıćı na mř́ıžce Zd je, že počet pozorováńı lež́ıćıch
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bĺızko hranice An je zanedbatelný v porovnáńı s celkovým počtem všech po-
zorováńı XDn

.
Zaměř́ıme se opět na odhad rozptylu

τ = var t(XDn
) = E(t(XDn

) − E[t(XDn
)])2. (2.2)

Symbolem |D| budeme značit počet bod̊u množiny D, je-li D konečnou podmno-
žinou Zd. Pro A ⊆ Rd kladné Lebesgueovy mı́ry bude |A| představovat objem
množiny A.

2.1.2 Subsampling

Metodu subsampling uvedenou v Sherman (1996) lze použ́ıt při konstrukci nepa-
rametrických odhad̊u teoretických moment̊u statistiky θ̂, my poṕı̌seme jej́ı verzi
pro rozptyl.

Postupujeme tak, že množinu mř́ıžových bod̊u Dn rozděĺıme na překrývaj́ıćı
se sektory Di

n, i = 1, . . . , k stejného tvaru jako Dn, kde βn < λn určuje velikost
jednotlivých sektor̊u a k = k(n) je jejich počet. Předpokládáme, že βn → ∞ a
βn/λn → 0 pro n → ∞.

Přesněji Dn = A0λn ∩ Zd je podmnožinou d-rozměrné krychle

Ãn =

(
−λn

2
,
λn

2

]d

se středem v počátku souřadné soustavy a hranami délky λn. Krychli Ãn rozděĺıme
na (2

⌊
λn

2

⌋
− βn + 1)d překrývaj́ıćıch se d-rozměrných krychĺı

Ãi = i + βnU , i ∈ Z
d : Ãi ⊆ Ãn,

kde U = (0, 1]d je jednotková krychle v Rd. Označme mn = λn/βn. Uvnitř každé
d-rozměrné krychle Ãi urč́ıme množinu Di

n, která je mn-krát zmenšeným a vhod-
ně posunutým obrazem množiny Dn. Protože data byla pozorována pouze na
množině Dn, použijeme v daľśım pouze ty sektory Di

n, pro něž plat́ı Di
n ⊆ An.

Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že tuto vlastnost maj́ı právě sektory Di
n,

i = 1, . . . , k.
Na základě pozorováńı {Xj, j ∈ Di

n} v i-tém sektoru stanov́ıme hodnotu statis-

tiky θ̂i = t(XDi
n
) a parametr τ subsamplingovou metodou odhadujeme jako

τ̂n =
1

k|Dn|

k∑

i=1

|Di
n|(θ̂i − θ̄)2, θ̄ = k−1

k∑

i=1

θ̂i. (2.3)
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2.1.3 Bootstrap

Metodu z knihy Lahiri (2003), kterou nyńı představ́ıme, lze považovat za př́ımé
rozš́ı̌reńı blokového bootstrapu z předchoźı kapitoly.

Bud’ {βn}n≥1 posloupnost přirozených č́ısel taková, že

βn/λn → 0, βn → ∞, n → ∞.

Prvńım krokem bude rozděleńı množiny mř́ıžových bod̊u Dn pomoćı d-rozměrných
krychĺı o objemu βd

n. Označme

Kn = {k ∈ Z
d : βn(k + U) ∩ Dn 6= ∅}

množinu všech bod̊u k takových, že d-rozměrná krychle βn(k + U) má s Dn

neprázdný pr̊unik.
Bootstrapovou verzi procesu XDn

= {Xj, j ∈ Dn} vytvoř́ıme na základě boot-
strapových verźı jednotlivých sektor̊u

Dn,k = Dn ∩ [βn(k + U)], k ∈ Kn.

Označ́ıme-li ještě In = {i ∈ Zd : i + βn U ⊆ Dn} množinu všech mř́ıžových bod̊u,
které tvoř́ı levý dolńı roh některé z d-rozměrných krychĺı o objemu βd

n uvnitř Dn,
lze potom množinu překrývaj́ıćıch se d-rozměrných krychlových sektor̊u uvnitř Dn

zapsat jako {i + βn U : i ∈ In}.
Každou d-rozměrnou krychli βn(k +U), k ∈ Kn p̊uvodńıho děleńı při bootstra-

pu nahrad́ıme nezávisle náhodně vybranou d-rozměrnou krychĺı i + βn U , i ∈ In.
Bootstrapovou verzi sektoru Dn,k zavád́ıme následuj́ıćım předpisem

D∗
n,k = [Ik + βn U ] ∩ [Dn,k − kβn + Ik], k ∈ Kn,

kde Ik jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné vektory s pravděpodobnost́ım
rozděleńım

P (I1 = i) =
1

|In|
, i ∈ In.

Výchoźı sektor Dn,k a jeho bootstrapová verze D∗
n,k maj́ı tedy stejný tvar i velikost

a pozorováńı XD∗

n,k
= {Xj, j ∈ D∗

n,k} zachovávaj́ı p̊uvodńı strukturu závislosti dat

XDn,k
. Pro každé k ∈ Kn je |XD∗

n,k
| = |XDn,k

|.
Konečně bootstrapovou verzi X∗

Dn
p̊uvodńıch pozorováńı XDn

, dostaneme zře-
tězeńım všech D∗

n,k. Bootstrapový odhad parametru θ je pak

θ̂∗ = t(X∗
Dn

).

Rozptyl τ = var θ̂ odhadujeme jako

τ̂boot(βn) = E
∗(θ̂∗ − E θ̂∗)2, (2.4)
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kde E∗ je středńı hodnota vzhledem k Ik, k ∈ Kn.
Označ́ıme-li množinu index̊u d-rozměrných krychĺı o objemu βd

n uvnitř Dn

symbolem
K1n = {k ∈ Kn : βn(k + U) ⊆ Dn}

a množinu index̊u přesahuj́ıćıch krychĺı

K2n = {k ∈ Kn : βn(k + U) ∩ DC
n 6= ∅},

kde DC
n je doplňek množiny Dn, pak pokud je θ̂ = X̄, lze odhad rozptylu τ = var X̄

vyjádřit v následuj́ıćım tvaru (viz Lahiri (2003), strana 291)

τ̂boot = |XDn
|−2|In|−1

(
|K1n|

∑

i∈In

Sn(i; 0)2 +
∑

k∈K2n

∑

i∈In

Sn(i; k)2 − |XDn
|2µ̂n

2

)
,

µ̂n = |XDn
|−1|In|−1

(
|K1n|

∑

i∈In

Sn(i; 0) +
∑

k∈K2n

∑

i∈In

Sn(i; k)

)
,

kde Sn(i; k) je součet všech pozorováńı z množiny [Dn,k − kβn + i] ∩ [i + βnU ]
pro i ∈ In, k ∈ Kn.

2.1.4 Teoretické vlastnosti odhad̊u

Středńı hodnotu náhodného pole {Xj, j ∈ Zd} označme µ = E Xj.

Definice 2.1.1 (α-mixing koeficient)
Necht’ S ⊆ Rd a označme FS σ-algebru generovanou náhodnými veličinami {Xs :
s ∈ S ∩ Zd}. Dále necht’

α(S1, S2) = {|P(A1 ∩ A2) − P(A1)P(A2)| : A1 ∈ FS1
, A2 ∈ FS2

}, S1, S2 ⊆ R
d.

Definujeme α-mixing koeficient náhodného pole jako

α(a; b) = sup{α(S1, S2) : max(|S1|, |S2|) ≤ b, d(S1, S2) ≥ a}, a > 0, b ≥ 1,

kde d(S1, S2) je vzdálenost množin definovaná jako inf{‖x − y‖, x ∈ S1, y ∈ S2}.

Věta 2.1.1 (konsistence odhadu rozptylu pro subsampling v Z2)
Bud’ Dn ⊆ Z2. Necht’

sup
b≥1

{
α(a; b)

b

}
≤ K · a−ε,

kde ε > 2, a K > 0. Dále necht’ je posloupnost {|Dn|2t(XDn
)4, n ∈ N} stejnoměrně

integrovatelná. Potom

τ̂n
L2→ τ, n → ∞,
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kde τ̂n je dáno předpisem (2.3).
Důkaz: Viz Sherman (1996), Theorem 2, strana 513.

Věta 2.1.2 (konsistence odhadu τ̂boot pro výběrový pr̊uměr)
Označme z0 počátek souřadnic (0, . . . , 0) ∈ Zd. Necht’ E|Xz0

|6+δ < ∞ a necht’

pro α-mixing koeficienty α(a; b) náhodného pole {Xj, j ∈ Zd} plat́ı

α(a; b) ≤ C · a−c1b−c2 , a, b ≥ 1,

pro nějaké δ > 0, c1 > 5d(6 + δ)/δ a 0 ≤ c2 ≤ c1/d. Pak

|An| τ̂boot(βn)
P→ κ, n → ∞,

kde je τ̂boot(βn) odhad definovaný (2.4) a κ =
∑

i∈Zd cov(Xi, Xz0
).

Důkaz: Nalezneme na straně 296 v Lahiri (2003).

Poznámka:
Lahiri formuluje větu obecněji. Jeho verzi lze použ́ıt k odvozeńı konsistence odhadu
τ̂boot pro výběrový rozptyl.

2.1.5 Aritmetický pr̊uměr

Simulace jsme omezili pouze na př́ıpad stacionárńıho gaussovského náhodného
pole realizovaného v Z2. Při simulaci pozorováńı XDn

vycháźıme z předpokladu, že
autokovariančńı funkce R má exponenciálńı tvar a je dána parametrem ϕ ∈ (0, 1)
a vzdálenost́ı dvojice pozorováńı, totiž

cov(Xi, Xj) = R(‖i − j‖) = ϕ‖i−j‖, i, j ∈ Z
d,

kde ‖ · ‖ je euklidovská vzdálenost.
Pro snadnou implementaci voĺıme Dn = (−n

2
, n

2
]2 ∩ Zd vzniklou sjednoceńım

mř́ıžových bod̊u ve čtverci1 o straně délky n = 8. Máme tedy k dispozici 64
mř́ıžových bod̊u, v nichž pozorujeme bodový proces. Pro mř́ıžové body i, j ∈ Dn

je hodnota ‖i − j‖ ∈ ∆ ≡ {0, 1,
√

2, 2,
√

5, . . . , (n − 1)
√

2}.
Počet simulovaných náhodných poĺı je 4000, hodnotu parametru ϕ jsme volili

0,4 a 0,8.
Necht’

θ̂ = X̄ =
1

|Dn|
∑

j∈Dn

Xj.

1O vlivu zvoleného tvaru množiny Dn v Zd na vlastnosti odhadu a o optimálńı volbě
př́ıslušného parametru βn pojednávaj́ı např́ıklad Nordman a Lahiri (2004).
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K určeńı MSE τ̂ jednotlivých odhad̊u τ̂ využijeme teoretickou hodnotu rozptylu
τ = var θ̂, která je rovna

1

|Dn|2
var

∑

j∈Dn

Xj =
1

|Dn|2
∑

i,j∈Dn

R(‖i−j‖) =
1

|Dn|2
∑

i,j∈Dn

ϕ‖i−j‖ =
1

|Dn|2
∑

δ∈∆

p(δ)ϕδ,

(2.5)
kde p(δ) je počet uspořádaných dvojic (i, j) ∈ Dn takových, že ‖i − j‖ = δ.

Př́ımou metodou, v tabulce značenou ṕısmenem A, stanov́ıme odhad τ̂ rozptylu
τ = var θ̂ tak, že do vzorce pro rozptyl výběrového pr̊uměru (2.5) dosad́ıme hod-
noty empirické autokovariančńı funkce R̂, pro niž plat́ı následuj́ıćı vztah

R̂(δ) =
1

p(δ)

∑

i,j∈Dn: δ(i,j)=δ

(Xi − X̄)(Xj − X̄), δ ∈ ∆, δ < l, (2.6)

kde l ≤ (n − 1)
√

2. Použijeme-li l = (n − 1)
√

2, je takto źıskaný odhad rozptylu
roven

1

|Dn|2
∑

i,j

R̂(i − j) = 0,

proto voĺıme l menš́ı, konkrétně l =
√

2(n − 1).
Metoda iid předpokládá nezávislá data. Využ́ıvá vzorec (2.5) a odhaduje tedy

rozptyl τ jako

τ̂ =
1

|Dn|2
∑

i∈Dn

R̂(0) =
1

|Dn|
R̂(0).

Bootstrapové odhady jsou konstruovány na základě 650 výběr̊u s vraceńım.
Velikost strany βn čtverc̊u Di

n pro subsampling a Dn,k pro bootstrap jsme volili
2, 3 a 4. Výsledky simulaćı jsou uvedeny v tabulce 2.1.1.

Porovnáńı odhad̊u rozptylu

V obou simulovaných př́ıpadech dává metoda subsampling nejmeš́ı MSE při na-
staveńı parametru βn = 4, tj. tehdy, když jednotlivé θ̂i ve vzorci (2.3) poč́ıtáme
na základě šestnácti pozorováńı. Bootstrap naopak dává pro libovolnou velikost
βn chybu přibližně stejnou. Upřednostnili bychom opět βn = 4, nebot’ výpočet

MSE τ̂ pro ϕ = 0, 4

A iid subs 2 subs 3 subs 4 boot 2 boot 3 boot 4

0,00350 0,00497 0,00356 0,00187 ∗0,00134 ∗0,00357 0,00365 0,00365

MSE τ̂ pro ϕ = 0, 8

A iid subs 2 subs 3 subs 4 boot 2 boot 3 boot 4

0,14164 0,18270 0,17136 0,15521 ∗0,13803 0,17139 0,16988 ∗0,16247

Tabulka 2.1.1: Hodnoty MSE τ̂ pro gaussovské náhodné pole v Z2.
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odpov́ıdaj́ıćı chyby je nejméně časově náročný. Vhodněǰśı z obou metod je po-
tom subsampling, nebot’ jeho MSE je menš́ı než středńı čtvercová chyba boot-
strapových odhad̊u.

Př́ımá metoda odhadu rozptylu dává menš́ı nebo stejnou chybu jako boot-
strapový odhad, ale je horš́ı než subsampling. Má ovšem nav́ıc ještě tu nevýhodu,
že j́ı stanovený odhad τ̂ nemuśı být vždy nezáporný. Největš́ı MSE má metoda
iid.

2.2 Kótovaný bodový proces

Necht’ {Xs, s ∈ Rd} je striktně stacionárńı náhodné pole dimenze d ∈ N. Reálné
náhodné veličiny Xs jsou indexované pomoćı spojitého parametru s. Předpoklá-
dejme, že pozorujeme realizaci náhodného pole v konečně mnoha nepravidelně
rozmı́stěných bodech, tj. souřadnice bod̊u tvoř́ı homogenńı bodový proces N
na množině An ⊆ Rd. Pozorovaná data lze chápat jako realizaci kótovaného
bodového procesu

XN,An
= {(sj, Xsj

), j = 1, . . . , N(An)},

kde N(An) je (náhodný) rozsah výběru. Necht’ A ⊆ [0, 1]d je kompaktńı množina
a

An = nA = {y : y = ns, s ∈ A} ⊆ [0, n]d

označuje oblast, kde pozorujeme kótovaný bodový proces.

Hodnotu parametru θ odhadujeme pomoćı statistiky θ̂ = t(XN,An
). Opět se za-

měř́ıme na odhad rozptylu

τ = var θ̂ = var t(XN,An
).

Definice 2.2.1 (konsistence odhadu rozptylu)
Necht’ limn→∞ |An| var θ̂ = κ, κ ∈ R+. Řekneme, že odhad τ̂ je konsistentńım
odhadem rozptylu τ = var θ̂, jestliže

|An| τ̂ P→ κ.

Pro c ∈ (0, 1) označme Bn := A⌊cn⌋, množina Bn má tedy stejný tvar jako An,
ale je menš́ı. Uvažujme všechna posunut́ı

Bn + y = {b + y : b ∈ Bn},

která jsou podmnožinou An, plat́ı tedy

y ∈ Y c
n := {y ∈ An : Bn + y ⊆ An}.
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Za předpokladu, že množina An je dostatečně velká a zároveň máme i dostatek
podoblast́ı vzniklých posunut́ım množiny Bn, tj. c → 0, ale cn → ∞, můžeme z va-
riability t(XN,Bn+y) = t(Xs, s ∈ Bn + y) źıskat odhad rozptylu τ = var t(XN,An

)
jako

τ̂ :=
1

|An|

∫

Y c
n

|Bn|{t(XN,Bn+y) − t̄(XN,Bn
)}2dy/|Y c

n |, (2.7)

kde

t̄(XN,Bn
) =

∫

Y c
n

t(XN,Bn+y)dy/|Y c
n |. (2.8)

Pro odvozeńı teoretických vlastnost́ı odhadu rozptylu statistiky θ̂ budeme
stejně jako v př́ıpadě stacionárńıch posloupnost́ı požadovat, aby náhodné pole
{Xs, s ∈ Rd} splňovalo určité podmı́nky slabé závislosti – a sice, že závislost klesá
se vzdálenost́ı index̊u náhodných veličin.

Definice 2.2.2 (α-mixing podmı́nka)
Označme

α(k; l) = sup{|P(A1 ∩ A2) − P(A1)P(A2)| : Ai ∈ F(Ei), i = 1, 2,

E2 = E1 + s, |E1| = |E2| ≤ l, d(E1, E2) ≥ k},

kde d je vzdálenost dvou množin v Rd, E1 a E2 jsou kompaktńı a konvexńı pod-
množiny Rd, F(E) znač́ı σ-algebru generovanou náhodnými veličinami {Xs, s ∈
E} a |E| je Lebesgueova mı́ra množiny E. Řekneme, že {Xs, s ∈ Rd} splňuje
α-mixing podmı́nku, jestliže plat́ı α(l; ld) → 0 při l → ∞.

Definice 2.2.3 (ρ-mixing podmı́nka)
Označme

ρ(k; l) = sup{corr(ε1, ε2) : E|εi|2 < ∞, i = 1, 2, E2 = E1 + s,

|E1| = |E2| ≤ l, d(E1, E2) ≥ k},

kde ε je FN(E)-měřitelná funkce a FN(E) je σ-algebra generovaná náhodnými
body procesu N , které padnou do množiny E.
Bodový proces N splňuje ρ-mixing podmı́nku, jestliže ρN(l; ld) → 0 při l → ∞.

Věta 2.2.3 Odhad t̄(XBn
) z (2.8) je L2-konsistentńım odhadem hodnoty γ =

limn→∞ E t(XN,An
), γ ∈ R, jestliže jsou splněny α- i ρ-mixing podmı́nka a pro všech-

na n plat́ı
E|t(XN,An

)|2+δ ≤ Cδ < ∞,

pro nějaké δ > 0 a nějakou konstantu Cδ.

Z konvergence t̄(XBn
)

L2→ γ lze za určitých podmı́nek źıskat konsistenci τ̂ (viz
Politis a Sherman (2001)).
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Věta 2.2.4 Necht’ limn→∞ |An| var θ̂ = κ. Odhad τ̂ je L2-konsistentńım odha-
dem, tj.

|An| τ̂ L2→ κ,

jestliže jsou splněny α- i ρ-mixing podmı́nka a pro všechna n plat́ı

E|t(XN,An
)|4+δ ≤ C ′

δ < ∞,

pro nějaké δ > 0 a nějakou konstantu C ′
δ.

2.2.1 Aritmetický pr̊uměr

Pro praktický výpočet muśıme ovšem integrál v definici τ̂ (2.7) aproximovat
konečným součtem. Nab́ızej́ı se dva př́ıstupy, jak postupovat.

(i) Deterministická aproximace spoč́ıvaj́ıćı v rozděleńı oblasti Y c
n např. pra-

videlnou pravoúhlou mř́ıžkou obsahuj́ıćı k menš́ıch útvar̊u. Integrál t̄(XN,Bn
)

pak aproximujeme př́ıslušným riemannovským součtem t̄k,R(XN,Bn
) přes tyto

oblasti.

(ii) Metoda Monte Carlo nebo stochastická aproximace, kdy z množiny Y c
n

náhodně vybereme k bod̊u y1, . . . , yk (náhodné veličiny y1, . . . , yk jsou nezá-
vislé a maj́ı stejné rovnoměrné rozděleńı na Y c

n ) a integrál t̄(XN,Bn
) aproxi-

mujeme pr̊uměrem t̄k,MC(XN,Bn
) = 1

k

∑k
i=1 t(XN,Bn+yi

). Při k → ∞ je tato
aproximace konsistentńı.

Obě aproximace lze použ́ıt, pokud máme k dispozici dostatečně velký počet bod̊u,
které zahrnujeme do výpočtu přibližné hodnoty. V našich simulaćıch jsem využili
prvńı z uvedených postup̊u, kdy jsme aproximaci integrálu spočetli za použit́ı
pravidelné čtvercové mř́ıžky s k = (1

8
(1 − c)n)2 oblastmi.

K určeńı MSE τ̂ potřebujeme znát teoretickou hodnotu τ = var θ̂. Pokud jsou
kóty nezávislé se středńı hodnotou µ a rozptylem σ2 a nezávislé na bodovém pro-
cesu N , pak pro aritmetický pr̊uměr je E θ̂ = µ a var θ̂ = σ2 E 1

N(An)
· I{N(An)>0}.

Pro závislé kóty, podobně jako v př́ıpadě kvantilu (viz 1.5.3), aproximujeme teo-
retickou hodnotu var θ̂ pomoćı p = 10 000 realizaćı náhodných poĺı v An genero-
vaných výše popsaným zp̊usobem, totiž

τ ≈ 1

p − 1

p∑

j=1

(X̄Ni(An) − X̄)2,

kde X̄Ni(An) označuje výběrový pr̊uměr v i-tém generovaném souboru dat, jenž má
náhodný rozsah N(An, i), a X̄ = 1

p

∑p
i=1 X̄Ni(An) je pr̊uměrná hodnota výběrových

pr̊uměr̊u přes všechny generované soubory. Tuto teoretickou hodnotu τ uvád́ıme
ve výsledné tabulce spolu s pr̊uměrnými hodnotami odhad̊u τ̂ obou použitých
metod.
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τ = var X̄ c = 0,2 c = 0,3 c = 0,4 c = 0,6 iid

R ≡ 0
MSE τ̂ × 10−4 0,32021 ∗0,31700 0,33082 0,61327 0,06390

1
J

∑
τ̂ 0,01575 0,01347 0,01072 0,00571 0,01265

Teoretická hodnota τ je 0,01266.

R(i − j) = ϕ‖i−j‖

MSE τ̂ × 10−4 98,492 83,066 ∗81,133 104,076 125,211

1
J

∑
τ̂ 0,024246 0,03352 0,03588 0,02298 0,01123

Teoretická hodnota τ je 0,12308.

Tabulka 2.2.2: Hodnoty MSE τ̂ pro kótovaný bodový proces v R2

.

Pro účely simulace se opět omeźıme na stacionárńı gaussovské náhodné pole
v rovině R2 a odhad aritmetického pr̊uměru. Pozorovaná data ohranič́ıme čtvercem
An = [0, n]×[0, n] o straně délky n = 10. Pozorováńı v An jsou realizaćı Poissonova
procesu s intenzitou λ = 0,8, tedy počet pozorováńı má Poissonovo rozděleńı
s intenzitou λ|An| a souřadnice jsou vytvořeny jako nezávislé náhodné veličiny
z rovnoměrného rozděleńı na intervalu [0, n]. Simulujeme dvě situace: kóty jsou
bud’ navzájem nezávislé a maj́ı stejné normálńı rozděleńı N(0, σ2), anebo je au-
tokovariančńı funkce dána předpisem R(i− j) = ϕ‖i−j‖. Nastaveńı parametr̊u pro
simulaci voĺıme ϕ = 0,55 a σ2 = 1.

Metoda iid předpokládá nezávislost pozorováńı a odhaduje rozptyl τ jako
σ̂2

j /Nj, kde Nj je počet pozorováńı j-té simulace a σ2
j je výběrový rozptyl po-

zorováńı z této simulace.
Středńı čtvercové chyby uvedené v tabulce 2.2.2 jsou źıskány na základě J =

10 000 simulaćı.

Porovnáńı odhad̊u roztylu

Odhad (2.7) pro nezávislé náhodné veličiny s normálńım rozděleńım má nej-
menš́ı MSE pro c = 0,2, přesněǰśı je v tomto př́ıpadě samozřejmě odhad rozptylu
metodou iid. Nejlepš́ı odhady jsou provázeny chybou řádu 10−5, metoda iid dává
dokonce chybu řádu 10−6.

Pro závislá pozorováńı je odhad (2.7) nejpřesněǰśı, když je c = 0,4. Ve srovnáńı
s (2.7) metoda iid nedává dobrý odhad. Chyba odhadu rozptylu pro závislá data
je podstatně větš́ı než pro nezávislá a dosahuje řádu 10−3. Pr̊uměrné hodnoty τ̂
v tabulce 2.2.2 výrazně podhonocuj́ı teoretickou hodnotu τ .
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