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Uvod

Stanovit bodovy odhad neznamého parametru pouze na zdkladé dostupnych po-
zorovani je castym statistickym problémem. Dulezitym ukazatelem kvality kazdé-
ho odhadu je jeho rozptyl, ktery v mnoha piipadech také potfebujeme odhadnout.
Praveé metodami pro odhad rozptylu konkrétnich odhadu se tato diplomovéa prace
zabyva, jejim cilem je nékteré pouzivané metody popsat, navzajem porovnat a de-
monstrovat vlastnosti jednotlivych odhadu rozptyli na vygenerovanych datech
v ramci simula¢ni studie. Struéné zminime zptusob volby parametru jednotlivych
metod.

Bootstrap, resampling a subsampling jsou metody opirajici se o nasledujici
myslenku: Vztah mezi celou populaci a pozorovanymi daty se snazime repro-
dukovat tak, Ze pozorovana data povazujeme za model dané populace. Z tohoto
modelu vhodné znovu ndhodné vybirdme (resample) bootstrapovy vzorek, nebo
pozorovani rozdélime na mensi sektory (subsample) a jeden sektor vybereme,
¢imz ziskdame druhou skupinu dat predstavujici ,,nova“ pozorovani. Vyhoda téchto
metod je v tom, Ze se vyhneme omezujicim predpokladum na rozdéleni nahodnych
veli¢in.

Osmdesata léta minulého stoleti byla obdobim zkouméni bootstrapové metody,
poprvé uvedené v ¢lanku Efron (1979). Slo o studium vlastnosti bootstrapu pie-
devsim pro nezavisla pozorovani ze stejného rozdéleni. Resampling pro prostorova
data v R? poprvé zavadi Hall (1985).

Naproti tomu v letech devadesatych si pozornost statistiku ziskaly resamplin-
gové a subsamplingové metody pro zavislé ndhodné veli¢iny, napt. casové tady
a nahodna pole. Zpocatku byly pro resampling, respektive subsampling, pouziva-
ny neptekryvajici se sektory puvodni mnoziny pozorovani, zahy se vsak dospélo
k prekryvajicim se sektorum, které poskytly lepsi asymptotické vysledky. Metody
uvedené v této praci proto uzivaji pouze prekryvajici se sektory.

Prvni kapitola je vénovana metodam odhadu rozptylu statistik pro stacionarni
posloupnosti. Kromé subsamplingové metody OBS prevzaté z clanku Schmeiser
a kol. (1990), blokového bootstrapu a metody jackknife je zde uveden i ,,plug-in*“
pristup vyuzivajici teorii ¢asovych tad. V kapitole druhé predstavujeme nékteré
metody vhodné pro prostorova data. Rozlisujeme dva modely: polohy jednotlivych
pozorovani bud tvoii body diskrétni pravidelné miize Z¢, nebo jsou generovany
néjakym bodovym procesem. V obou situacich asymptotické vysledky vyzaduji



pouze pouze slabou zavislost ,,vzdalenych* pozorovani.

Soucasti prace jsou kromé popisu jednotlivych metod a prehledu teoretickych
vlastnosti jimi ziskanych odhadu téz vysledky praktické simulac¢ni studie umoz-
nujici porovnani uvedenych metod pro dany konecny rozsah vybéru. Konkrétné
odhadujeme rozptyl aritmetického prumeéru, vybérového rozptylu, piipadné 75%
vybérového kvantilu a porovnavame jednotlivé metody na zakladé stiednich ¢tver-
covych chyb prislusnych odhadu. Pokud data pochézeji z normélniho rozdéleni,
je ¢asto mozné stiedni ¢tvercovou chybu spocitat bez simulaci.

Numerickd a simula¢ni studie byla provedena za pouziti softwaru R vytvore-
ného tymem autoru R Development Core Team. Zdrojovy kod simulaci véetné
hodnot pouzitych pro nastaveni nahodnych generatoru je na ptilozeném CD.



Kapitola 1

Odhad rozptylu statistiky
pro stacionarni posloupnosti

1.1 Zakladni pojmy

Necht X je ndhodnd veli¢ina s rozdélenim P, které patii do rodiny rozdéleni
P ={P : 0 € © C R}, kde 6 je redlny parametr. Posloupnost pozorovani
X, ..., X, budeme povazovat za soucést redalného stacionarniho procesu { Xy, k €
Z} definovaného na pravdépodobnostnim prostoru (2, A4, P). Bud P, rozdéleni
nahodného vektoru (X1,...,X,). Dile oznatme EX}, = p, var X3 = 02,02 > 0.
Autokovarian¢ni funkce

R(i,7) = cov(X;, X;) = R(i — j) = o*r(i — j)
je pouze funkci rozdilu ¢ — 5,1, 7 € Z.
Odhad hodnoty 6 budeme znacit
0=t(X,...,X,),
kde t je funkce t : R™ — R. Pro pfehlednost budeme oznaceni ¢t pouzivat i pro ana-
logické funkce vektorového argumentu o p < n slozkach, tj. pro ¢t : R? — R.

Definice 1.1.1 (fisherovsky konsistentni odhad)

Odhad 6 zalozeny na pozorovanich X, ..., X, necht je dan statistickym funkcio-
nélem empirické pravdépodobnostni miry p, = = 3" dx, (0() oznacuje Diracovu
miru v piislusném bodé) definovaném na P, tedy

0= T(pn)-
Pokud pro funkcionél T plati T'(P) = 6, fekneme, ze 6 je fisherovsky konsistentnim
odhadem parametru 6.

Poznamka:
Do tiidy téchto statistik patii napt. M-, L- a R-odhady parametru polohy a mé-
fitka.



Jako méritko presnosti odhadu 0 je velice casto pouzivan rozptyl var é, zaved -
me pro néj oznaceni 7. Nasim cilem je odhad 7, ktery se vyuziva pii konstrukci
konfidenénich ¢ predikénich intervalu, pii porovnavani ruznych metod odhadu
atd.

Definice 1.1.2 (konsistence odhadu rozptylu) A
Bud 7 odhadem 7 = varf a pfedpoklddejme, Ze lim, ..onvarf = x,x € RT.
Rekneme, ze odhad 7 je konsistentnim odhadem 7, pokud n# L

Tato kapitola popisuje nékteré neparametrické metody odhadu 7 a jejich vlast-
nosti. Na neparametrické metody se soustiedime proto, ze predem neptredpokladaji
platnost zadného konkrétniho modelu struktury dat (napf. modely teorie ¢asovych
fad, které pro srovnani uvadime na strané 18) a oproti parametrickym metodam
maji tedy vyhodu obecnéjsiho pouziti. Navic nevyzaduji slozité teoretické vypocty
ani u zavislych pozorovéani, pro ktera se teoretické vzorce parametrickych metod
stavaji komplikovanymi a casto proto v praxi nepouzitelnymi.

1.2 Subsampling

Pii odhadovani 7 lze uzit metodu OBS (overlapping batch statistics), kterd k od-
hadu rozptylu vyuziva hodnoty funkce ¢ na prekryvajicich se skupinach po sobé
jdoucich empirickych dat. Metoda OBS patii mezi subsamplingové metody, kte-
rym je vénovana publikace Politis a kol. (1999).

Empirickou posloupnost X7, ..., X,, rozdélime do (n — m + 1) prekryvajicich
se useku po sobé jdoucich pozorovani délky m, kde 2 < m < n—1. V j-tém tseku
jsou tedy obsazena data Xj,..., X, m—1. Spocitdme hodnoty statistiky ¢ v j-tém
useku )

9]' - t(Xj, e 7Xj+m—l)
proj=1,...,n—m+ 1. Odhad rozptylu 0 metodou OBS je roven
m 1 n—m+1

#om) = (6~ 0)*

n—mmn—m-+1

j=1
Nestrannost odhadu 7(m) zajistime (viz Schmeiser a kol. (1990)) nésledujicimi
tfemi predpoklady:
Necht pro j =1,...,n —m + 1 plati
EO=Ef = =Eb, 1 =0,
dk>0: var(0y) = -+ = var(fp_pi1) = K/m, T =K/n,
cov(f;,0) = .
Jsou-li tyto predpoklady splnény, lze psat

m

E7(m) =

n—m n—m



Predpoklad (1.2) znamend, ze 7 konverguje k nule s rostoucim n, coz spolu
s predpokladem (1.1) davé, 7ze 6 je konsistentnim odhadem 6. Podle (1.2) je
nvarf = r a odhad této konstanty je roven n7(m). Za dodatecného predpokladu,
ze posloupnost (9} — é)Q je kovarianéné stacionarni proces s koneénym souctem
autokovarianci, 1ze dokézat, ze pokud m/n — 0 pfi n — oo, pak je 7 konsistentni
podle definice 1.1.2, detaily viz Schmeiser a kol. (1990). Tento ¢tvrty predpoklad
znamena, ze vzdalena pozorovani jsou pouze slabé korelovana, coz zarucuje, ze kaz-
dé dalsi pozorovani obsahuje novou informaci.

Uvedené predpoklady jsou vsak zfidkakdy splnény u vybéru koneéného roz-
sahu, nicméné asymptoticky plati pii dostatecné velikosti tseku m pro vétsinu
klasicky pouzivanych statistik. Rozptyl odhadu 7(m) klesa s rostoucim rozsahem
vybéru n pro libovolné pevné m.

Priklady

o Vybérovy prumer B
Pro odhad stfedni hodnoty p pouzivame vybérovy prumér X = %Z" 1 X
Odhad var X metodou OBS je roven

n—m-+1
— = m 1

var X (m) = Z (Xj - X)?,

n—mmn—m-+1

Jj=1

kde X ; znaci aritmeticky prumeér v j-tém useku X = % Zf:jm_l X;. Ve spe-
cidlnim pripadé odhadu rozptylu vybérového prumeéru nezavislych stejné
rozdélenych ndhodnych veli¢in jsou predpoklady (1.1) az (1.3) splnény pro ko-
necnou velikost iseku m i pro konecny rozsah vybéru n, jedna se proto o ne-

stranny odhad. V§imnéme si, ze pro m = 1 bychom za pouziti metody OBS

dostali . ]
var X (1) = =52,
n
coz je piirozeny odhad var X v pifpadé, ze ndhodné veli¢iny X, ..., X, jsou

nezavislé a stejné rozdélené. Symbolem S? znaéime vybérovy rozptyl.

o Vybeérovy rozptyl
Odhadem parametru o2 je vybérovy rozptyl S? = ﬁZ’]:l(Xj - X)2
Odhad rozptylu S? je ddn piedpisem

. m 1 n—m-+1
var $3(m) = ——— ———— > (5] = )",
j=1

kde sz je vybérovy rozptyl spocteny pouze na zdkladé dat X, ..., X 1.



o Vybérovy a-kvantil
Ptipomenme, ze pro nadhodnou velicinu X je a-kvantil ¢, definovan nasle-
dujicim zpusobem

Go = F(a) = inf{F(q) > a}, a€(0,1),
qe
kde F~1 je kvantilovd funkce odpovidajici distribuéni funkci F' ndhodné
veliciny X. Fisherovsky konsistentnim odhadem ¢, je vybérovy a-kvantil

do = F, (@) = X(fna):

kde X(;) znaci j-tou porddkovou statistiku, F, je empirickd distribucni
funkce odpovidajici mite p, a [-] je horni celd ¢dst. Odhad rozptylu var g,
metodou OBS je roven

n—m-+1
— m 1

var éa(m> - Z (qAa,j - éa)27

n—mmn—m-+1

=1

kde ¢q; je vybérovy a-kvantil X(p,q1) v j-tém useku dat.

1.3 Jackknife a bootstrap

Obé metody k vypoctu odhadu 7 pouzivaji hodnoty funkce ¢ na vhodné zvolenych
(pod)skupinach empirickych pozorovani Xi, ..., X,,. Z rozdéleni takto ziskanych
statistik usuzujeme o rozdéleni a vlastnostech odhadu 0.V této praci nas prede-
v§im zajima rozptyl odhadu 0.

Abychom neztratili informaci o struktufe zavislosti dat, spo¢itdme — podobneé
jako v piipadé metody OBS — hodnoty 6 na tsecich po sobé jdoucich pozorovani.
Ptesnost odhadu 7 pak zavisi na zvolené délce tseku a jejich poctu. Useky dat
se mohou (Kiinsch (1989)) nebo nemuseji prekryvat (Carlstein (1986)). V této
praci popiseme pouze odhady vytvorené na zakladé prekryvajicich se tuseku dat,
nebot ddvaji lepsi asymptotické vysledky. Carlsteinovy odhady uzivajici disjunktni
useky dat se vytvoii analogicky:.

Carlstein a Kiinsch zobecnili metody jackknife a bootstrap pro obecnou sta-
cionarni posloupnost X1, ..., X,, —na rozdil od klasického bootstrapu a jackknifu
nepozaduji nize popsana zobecnéni nezavislost dat. Nicméné budeme pozadovat
fisherovskou konsistenci odhadu (viz definice 1.1.1) a také, jak pozdéji uvidime,
pouze slabé korelovand vzddlend pozorovéni (napf. splnéni mixing podminek).

1.3.1 Jackknife

Postupujeme tak, ze z pozorovanych dat X, ..., X, spocitame jackknifové statis-
tiky — vzdy vynechdme (anebo do vypoctu zahrneme pouze s malymi vahami)

10
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Obréazek 1.3.1: Piiklady volby funkce h v (1.4): indikdtor Iy, trojihelnikova a
Epaneénikovova funkce.

blok po sobé jdoucich pozorovani délky [. Tedy empirickou pravdépodobnostni
miru a odhad 6 pro j-ty blok zapiseme nasledujicim zpusobem

P = (n—Jlwal)™ Y (1 = wi(k = j))dx,,

k=1
09 =T(pY), j=0,....n—L

Véhy wy,(¢) splnuji nerovnost 0 < w, (i) < 1,i € Zaw,(i) >0 < 1<i<|[.
Norma ||w,||; je ddna predpisem |jw,|; = Zi‘:l wy, (7). V mnoha pripadech volime
vahy
1
wy(7) = h((i — 5)/[), 1<i<l|, (1.4)

kde funkce h : (0,1) — (0,1) je symetrickd kolem z = 1 a rostouci na (0,1).

Pokud je h indikator intervalu (0, 1), dostavame specialni pripad vynechéni bloku

délky [. Obrazek 1.3.1 znazornuje funkce h nejcastéji pouzivané pro tvorbu vah.
Jackknifovy odhad 7 je pak jednoduse vybérovym rozptylem statistik )

s vhodnou standardizaci (viz Kiinsch (1989))

n—I
Fjack = (0 = [Jwn][)?n 7 (0 = 1+ 1) 32 D209 — 092,
7=0
kde l l
0O = =14+ 1) 3709, w3 =3 wa(i)
Jj=0 i=1
Priklad

o Vybérovy prumer
Pro vybérovy pramér méme T(P,) = [x4P,(dzy...dx,) = EX; = p.

Oznacme
n—I

an(s) = (Jwall) ™ =1+ 1)7 Y wals — ),

J=0

11



pak fi, = > .o a,(s)X, je nestrannym odhadem p. Oznacme jesté v,
nasledujici konvoluci

I—|k|
= 3 wawali + K, R <1,

plati, Ze v,(0) = ||w,||3. Zavedme funkci 3,(s, k),
Bu(s, k) =va(k) " (n—141)" an Nwa(s+ k| —7), |kl <L

Potom

n—|k|

=" Buls, k) (Xs = i) (X — fin), |k <1,

je odhadem autokovariancni funkce R(k) = E (X — p)(Xsix — p). Tento
odhad je podobny vybérové autokovarianci, ale ma mensi vychyleni. Odhad
rozptylu vybérového praméru nyni muzeme zapsat jako (viz Kiinsch (1989))

—

. . 1 <= (k) -
Fjack = var X jack = — > R, (k). (1.5)

Abychom zaruéili konsistenci odhadu, volime délku bloku [ = [(n) v z&vislosti
na n tak, aby [ — oo pro n — oo.

Poznamka:
Za predpokladu Y2 |R(k)| < oo plati (viz Prdskovd (2004), str.81), ze

oo

k= lim nvar X,, = Z R(k) = 2m f(0),
k=—o00

kde f(A), A € [—m,m], je spektrdlni hustota procesu {Xy, k € Z}. Odhad
Tjack je konsistentnim odhadem 7 a ze zapisu (1.5) je patrné, ze nfjqck
je vazenym odhadem 27 f(0). Odhad limitniho rozptylu x tak obnasi odhad
spektralni hustoty v nule.

1.3.2 Blokovy bootstrap

Klasicky bootstrap spoc¢iva v tom, ze z dat Xy,...,X,, vybereme n pozorovani
prostym ndhodnym vybérem s vracenim. Ziskdme tak skupinu bootstrapovych
dat X7,..., X}, z nichz spo¢itdame hodnotu statistiky

0* = t(X7,..., X5).

n

12



Rozdéleni 6* slouzi jako aproximace rozdéleni §. Takové aproximace ma dobré
vlastnosti pro nezavisla pozorovani X, ..., X, pokud jsou ovsem data tieba jen
slabé korelovand, bootstrapové vybéry nezachovaji informaci o korelaci.

Rozdélme proto empiricka data Xi,...,X,, do bloku po sobé jdoucich po-
zorovani délky [, predpokladejme, ze n = ki,k € N (pokud rovnost neplati,
nahradime n hodnotou n’ = |n/l|, z hlediska asymptotickych vlastnosti odhadu
7 muzeme n — n’ koncovych pozorovani vynechat, anebo do vypoctu odhadu 0
zahrnout i hodnotu t(X,, /41, ..., X,), oba pistupy vedou ke stejnym asympto-
tickym zdvérum, viz Hall a kol. (1995)).

Kiinschem navrzeny blokovy bootstrap spoc¢iva v tom, ze z téchto prekryvaji-
cich se n—1+ 1 bloku vybereme k bloku — opét k tomu pouzijeme prosty ndhodny
vybér s vracenim. Takto ziskanych k& bloku dohromady tvori jeden bootstrapovy

vybér X7,..., X;. Bootstrapova empirickd pravdépodobnostni mira je rovna
| koSt
== )
IOn - n 4 ‘ X
Jj=11i=5;+1
kde ndhodné veliciny 57, ..., Sk jsou navzdjem nezavislé a rovnomérné rozdéle-
né na {0,1,...,n — [}. Poznamenejme, ze v piipadé asymetrické statistiky 6 ma

vliv poradi, ve kterém k vybranych bloku pospojujeme, nicméné pro uvazované
fisherovsky konsistentni odhady 6 se tomuto problému vyhneme.

Uréime hodnotu bootstrapové statistiky 6% = T'(p*) a rozdéleni T(p,) —T(P,)
aproximujeme rozdélenim 6 — T(pn), hodnoty nahodnych veli¢in Xy, ..., X, jsou
pevné, nadhodné jsou pouze indexy Si,...,Sy identifikujici bloky ziskané boot-
strapovym vybérem. Rozptyl 7 odhadujeme vyrazem

Tooor = var(0*) = E*(§* — E* 6%)?,

v némz E* oznacuje stredni hodnotu vzhledem k Sy,. .., k. Pro [ = n dostavdame
var*(6*) = 0, nebot p¥ = p,.
Postup obvykle opakujeme nékolikrdt (simulujeme indexy S, ..., Sk) a ziska-

né empirické hodnoty 6* pak slouzi k urceni odhadu 7y,;. Jak uvidime pozdéji,
v nékterych ptipadech je vSak mozné 7., vyjadrit explicitné.

Priklady
o Vybérovy prumer R
Bootstrapovou statistiku 8* vybérového prumeéru lze zapsat jako

kde {U,i,i = 1,...,k} jsou takové nezdvislé stejné rozdélené ndhodné
veli¢iny, ze plati

PlUni = (Xjp1+ -+ X)) /l=n—1+1)"" j=0,...,n—1L
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Pro odhad rozptylu vybérového prumeéru pouzijeme

—

var X poor = var*(6*) = E*(0* — E* 6*)2.

Podminénou stiedn{ hodnotu E*0* = E[0*| X1, . . ., X,,] muzeme piepsat jako

n—l 1
EU,; = (n—1+1)777") > X,

7j=0 s=1
= (n—1+1)71 ZXS(min(s —1,n—1) —max(s —1,0)+1)
s=1

a odhad rozptylu vybérového prumeéru bude tedy roven

var[é*|X1, n X, =k hvar(Ung)

= k'(n—1+1)7 1 nzl (i(xsﬂ- - EUM)> :

j=0 \s=1
Poznamka:
Pokud pro jackknifovy odhad 74 pouzijeme vahy w, (i) = 1,1 < i <, pak
ve specidlnim pripadé statistiky aritmetického priméru § = X dostdvame
stejny odhad jako metodou blokového bootstrapu, totiz Tueer = Tjaer (Viz
Kiinsch (1989), Theorem 3.4).

Vybérovy rozptyl

Bootstrapovou statistiku o pro vybérovy rozptyl ziskdme analogickym po-
stupem jako u aritmetického pruméru. Oznacme W, ; nezavislé stejné roz-
délené nahodné veli¢iny, pro které plati

PW,.; = (Xf+1+...+XJ2H)/l] =(n—-1+1)"" j=0,....n—L

Dale U, ; necht jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veliciny jako v pred-
chozim prikladé, tedy plati

PlUpi = (Xjp+ -+ X)) /l=n—-1+1)"" j=0,...,n—1L

Oznaéme X* = Y1 | X7 /n. Bootstrapovy odhad vybérového rozptylu

n

= (Z(&*f - n(X*>2> ,

=1

muzeme zapsat pomoci W, ; a U, ; nasledujicim zpusobem

- 1 . 1 i
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Podminény rozptyl Var[é*|X1, ..., X, je tudiz roven vyrazu (1.6)

k k 2
1 n
(n — 1)2 var ZZ Wn,i - ﬁ <Z Un,i) . (16)
i=1 i=1

Ptipomenme, zZe jsou-li ndhodné veliciny X, Y nezavislé, plati vztah EXY =
EXEY. Pokud navic maji X a Y stejné rozdéleni, jsou i nahodné velic¢iny
X2 a Y? nezdvislé a stejné rozdélené. S vyuzitim tohoto vztahu lze stfedni
hodnotu vyrazu H := lZle Wi — ,;%(Zf:l U,.:)? upravit do tvaru

k

k
Ik EW,, — sz(Z Upi)? = IkEW,, — % (EZ U2, +EY Un,iUn,j>
i=1

=1 i#£j
= kEW,, — % (BEU2, + (k= 1)(EU,1)),
nebot soucet >, Uy iUy ma k(k — 1) scitanci a vzhledem k nezavislosti
nahodnych veli¢in U,,; a U, ; je EU,,;U, ; = (EU,1)* pro i # j. Nynf{ jesté

upravime vzorec pro stfedni hodnotu druhé mocniny vyrazu H. Umocnénim
dostavame

k 2 k k 4
z
2R <§1-:1: Wn> —Q%E ;le W, (;le Un> + IE <§ ij> (17

Plati
k 2
E (Z Wn) = KEW?, +k(k—1)(EW,,)?% (1.8)
=1
k k 2
EZWn,j (ZUn,z) = EZ nz+EZ nj+
7=1 i=1 i#£]
+E Z UpiUniWaj + B D Up il yWaj =
i#j i#JFED

= kE(U;Wnn) + k(k = 1)EUZ EW,1 +
+k(k — 1) 2E U, B(Up 1 W1+
+(k - 2)(]E Un,l)QE Wn,l} 3 (19)

k 4
E (Z Un> = kE(Up,,) +k(k—1) [AE(U)EU,1 +3(EU2,)%] +

+k(k—1)(k—2) [6EU. (EU,1)* + (k — 3)(EU,1)"] .
(1.10)
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Oznacime-li

2
EWnJ = Wi, ]EWn,l = W2,
i _ N
EU,, = w, i=1,...,4,
2
EUnJWn,l = uw, EUman,l = UgWo,

muzeme predpis (1.6) pro bootstrapovy odhad rozptylu statistiky S? piepsat
ve tvaru (1.11)

1 nl

=12 <—2g [ugwo + (k — 1) (uowy + 2uruw + (k — 2)udw, )]
2

+Pk(wy — wi) + % [U4 + (k — 1) (4usu; + 3u3)

+(k — 1)(k — 2) (6usui + (k — 3)uy)]

—— [ud + (k — 1) (2uauf + (k — D)uy)] + 2lnw; (us + (k — l)u%)) :

(1.11)

1.3.3 Vlastnosti odhadu

Ke zformulovani vlastnosti odhadu rozptylu 7jacx a Tpoor je tieba zavést nékolik
teoretickych pojmu.

Stupen zavislosti dvou o-algeber A;, 42 C A lze mérit napiiklad pomoci
nasledujici funkce

a(Ar, As) = sup{|P(A; N Ay) — P(A))P(A,)| - A € A, Ay € A}, (1.12)

Definice 1.3.1 (a-mixing podminka, a-mixing koeficient)
Oznaéme F? g-algebru generovanou mnozinou {X; : a < i < b}, kde —oo < a <
b < oo. Definujeme a-mixing koeficienty procesu { Xy, k € Z} jako
a(N) = sup{a(FHL, Fy ) ik €N), NN,
kde «f(,-) je ddno predpisem (1.12). Proces { Xy, k € Z} spliuje a-mixing pod-
minku, jestlize
lim «(N) = 0.

N—oo

Zamérme se nyni na vybérovy prumeér. Predpokladejme, Ze existuje konecna
lim,,_,, nvar X,,, a oznacme jeji hodnotu . Nasledujici véta zarucuje konsistenci
bootstrapového odhadu 7y, = var® X* parametru 7 = var X.
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Véta 1.3.1 (konsistence odhadu 7., pro vybérovy prumeér)
Necht existuje 6 > 0 takové, ze E|X >t < oo a Y0, a(i)¥ 9 < oo. Pokud
navic pro velikost bloku I = I(n) plati I — oo a l/n — 0 pfi n — oo, pak

<y P
nvar* X* — k, n — oo.

Dikaz: Viz Lahiri (2003), Theorem 3.1, strana 51.

Odhad Ty = var* X* (a tudiz i Tj4er s vahami zaloZenymi na indikatoru
intervalu [0, 1]) je tedy konsistentnim odhadem rozptylu var X ve smyslu defini-
ce 1.1.2. Nasledujici véta ukazuje, ze za splnéni urcitych predpokladu je tento
odhad asymptoticky nestranny, a dokonce udava rad vychyleni.

Véta 1.3.2 (vychyleni odhadu 7,,; pro vybérovy pramér)
Necht pro néjaké 6 > 0 je E| X[ < oo aprol =I(n) plati | — oo al//n — 0
pii n — oo. Necht a-mixing koeficienty procesu { Xy, k € Z} spliuji podminku

ZTLO& 6/6+5 < Q.

Potom
o0

1
]ETboot - T = _m |k|R(k) + 0(7171[71).
k=—o00

Dikaz: Viz Kiinsch (1989), Theorem 3.2 nebo Lahiri (2003), Theorem 5.1 (b).
Predpoklady na mixing koeficienty jsou v Lahiri (2003) o néco silngjsi, na druhou
stranu lze vSak Lahiriho vétu aplikovat na 8irsi t¥idu odhadu. Kupiikladu je mozné
ji vyuzit k ziskani asymptotického chovani vychyleni odhadu 700 pro 7 = var S2.

Velikost rozptylu var 700 je ddna vztahem var 7yoos = Cn =31 + o(n=31), kde C
je pomérné komplikovand konstanta, jejiz presny tvar lze najit v Lahiri (2003),
Theorem 5.2.

Prejdéme k vlastnostem odhadu rozptylu 7 metodou jackknife. Uvadime opét
asymptoticky tvar vychyleni a rozptylu odhadu 7. pro piipad vybérového pri-
meru.

Véta 1.3.3 (vychyleni odhadu f,ack pro vybérovy prumér)
Necht je konvoluce (hxh)(x) = [ h(z — z) dz dvakrat spojité diferencovatelna
v okolf bodu z = 1. Pokud l =o(n 1/3) a soucet Sore . k?|R(K)] je konecny, pak

o0

. 1 (hxh)"(1 255 12
ETjaCk_T_QnZQ e Zk [=).

Dikaz: Viz Kiinsch (1989), Theorem 3.2.
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Je tedy vhodné k vytvoreni vah (1.4) pouzit hladkou funkci h, protoze pak
vychyleni klesa rychleji k nule. Podminka na soucet autokovarianci vylucuje pro-
cesy se silnou zavislosti vzdéalenych pozorovani.

Véta 1.3.4 (rozptyl odhadu 7, pro vybérovy prameér)
Piedpoklddejme, Ze pro n&jaké § > 0 je E|X;|°" < oo a a-mixing koeficienty
procesu { X, k € Z} vyhovuji podmince >°5° _ k2a(k)%/ (679 < oo. Jestlize plati
[ = o(n), pak

2 2
Var Tjgek = LQ/{Q / M dz + o(n31).
n3 o (hxh)(1)

Dukaz: Viz Kiinsch (1989), Theorem 3.3.

1.4 Vyuziti teorie ¢asovych rad

Pro lepsi predstavu popiSeme tzv. plug-in piistup pii odhadu rozptylu statisti-
ky, a sice na jednoduchém konkrétnim piikladé vybérového pruméru. Rozptyl
pruméru vyjadiime pomoci autokovarianéni funkce, kterou muzeme odhadnout
neparametricky nebo parametricky. Dosazenim odhadu autokovarianci do vzorce
statistiku a typ zavislosti dat bude odhad pftislusnych parametru a teoretické
vyjadieni vzorce pro rozptyl mnohem komplikovanéjsi. Navic je tfeba pii volbé
parametrického piistupu ovérit platnost zvoleného modelu zavislosti dat.

Ziejmé
~ 1 n 1 n . - 1 n—1
var X = ﬁvarZXi:ﬁZR(z—]):ﬁ (n — |k R(k) =
i=1 i,j=1 k=—n+1
1 P
k=1
Poznamka:

Pro posloupnost nezavislych stejné rozdélenych pozorovani se posledni vyraz re-
dukuje na 0?/n a odhadujeme jej hodnotou 6%/n = R(0)/n.

Ze zapisu (1.13) je patrné, ze k odhadu rozptylu vybérového pruméru budeme
potiebovat odhadnout nejprve hodnoty autokovarianéni funkce dané stacionérni
posloupnosti. Piima metoda spoc¢iva v tom, ze odhadneme autokovarianc¢ni funkci
a potom jeji odhad dosadime do upraveného vzorce (1.13) pro rozptyl vybérového
pruméru. Pro neparametricky odhad autokovariancni funkce pouzivame jeden
ze dvou nasledujicich vzorcu

RE) = 300G — X)Xk~ X). (1.14)



Rk = —— 30X — X) (X — X), (1.15)

kde k = 0,...,l,l < n. Prvni uvedeny odhad autokovariance je vzdy vychyleny,
ale dava vétsinou mensi stiedni ¢tvercovou chybu nez druhy odhad. Ten je, pokud
zname skutecnou stiedni hodnotu p posloupnosti Xi, ..., X,,, nestranny.

Odhad var X za pouziti piimé metody je tedy roven

> (n—k)R(k). (1.16)

Poznamka:

Prol = n—1 déva odhad rozptylu (1.16) vybérového pruméru (pouzijeme-li druhy
z odhadu autokovarianéni funkce) vzdy hodnotu nula. Potiz je v tom, ze pro velka
k nemame dost dvojic vzdalenych pozorovani, abychom na jejich zakladé vytvorili
dostatecné presny odhad R(k) V praxi proto volime [ mensi, doporucenad je volba
priblizné rddu /n. Na rozdil od ostatnich uvedenych odhadu rozptylu 7 muze
odhad (1.16) nabyvat zdpornych hodnot.

Nyni budeme predpoklddat uz konkrétni typ zavislosti dat X, ..., X,,. Necht
se posloupnost X7, ..., X, alespon pfiblizné fidi modelem AR(1) nebo MA(1), po-
tom muzeme pouzit vysledky teorie casovych fad tykajici se téchto dvou procesu.
Ptipomenme, jak odhadujeme parametry kazdého z nich.

AR(1)
Necht {X},, k € Z} tvoif autoregresni posloupnost AR(1), tj.
Xp=0Xp1 + Yy, keZ,

kde |p| < 1 a {Yi, k € Z} je bily sum WN(0,¢?). Pro takovou posloupnost je
autokovarianéni funkce rovna (viz Praskové (2004))

R(k) =¢*

Momentovy odhad parametru ¢ je shodny s vybérovym autokorelacnim koefi-
B
R(0)
odhadneme pomoci vybérové autokovariance (1.14)

cientem a je roven = (1) = . Prvni dvé hodnoty autokovarian¢ni funkce

n—k

~ 1 _ _

Rk == 1:(Xj X (X~ X), k=0,L
]:

Odhad ¢? vyjadifme pomoci ¢ jako



Odhad var X je potom roven

n—1 A A n—1

— 1 ) Sok
var X = — > (n—|k[) Z (n — |k)pl. (1.17)

k=—n+1 k=—n+1

MA(1)
Necht { X}, k € Z} tvoif MA(1) proces, tj.
X, =Y, +9Y,_1, ke,

kde 9] < 1 a{Y, k € Z} je bily sum WN(0, ¢?). Autokovarianéni funkce je v tom-
to pripadé rovna
R(k) = (1499, k=0,
= %0, k| =1, (1.18)
= 0, k| > 2.

Pro 1cely odhadu parametru ji nahradime vybérovou autokovarianéni fun-
ke (1.14). Odhad parametru ¥ dostaneme jako redlny kofen rovnice

9*F(1) =9 +7(1) =0,

kde #(1) = 7.

Pro |#(1)| < 5 dostdvdme redlné ¢, o = 112172—?14)122(1)7 pticemz vezmeme tu hod-
notu 19 ktera je v absolutni hodnoté mensi nez 1. Momentové odhady parametru
Y a ¢? jsou

~ 1= /1—47%(1
3 — 4 )’
27 (1)
14 02
Odhad var X je tedy roven
—= 1 . —1) 5=
var X = —¢2(1 4+ 9?) + 2( 5 )6219. (1.19)
n n

Pro |#(1)| > 3 za odhady povazujeme hodnoty ziskané pii |#(1)| = 3.

1.5 Porovnani odhadu

Ptesnost odhadu rozptylu statistiky 0 méifme pomoci stredni kvadratické chyby
MSE (mean squared error), kterd je funkci druhé mocniny rozdilu odhadnutého
a skutecného rozptylu:

MSE7 = E(7 — 7)*.
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V nékterych ptripadech budeme schopni MSE 7 spocitat presné, jinde se spokojime

s aproximaci
1 .
N Z(T - T)Qa

kde s¢itame pres N odhadt rozptylu ziskanych pomoci simulaci. Generujeme vzdy
N = 10000 posloupnosti daného typu (AR(1), MA(1), aj.) délky n = 100 pro vy-
brané pevné hodnoty parametru piislusného procesu.

U metod popsanych v této kapitole je treba zvolit hodnoty ptislusnych para-
metru kazdé metody. Pro OBS jsme volili délku tseku pozorovani m rovnu 2,
5, 10 a 20. V pripadé vybérového pruméru je optimalni doporu¢ena hodnota m
tadove n'/3 (viz Schmeiser a kol. (1990)).

Stejné hodnoty jsme pritadili i parametru velikosti bloku [ v metodach jack-
knife a bootstrap. Doporucend optimalni délka bloku pro bootstrap v Hall a kol.
(1995) je opét fadu n'/3,

Pokud byly k stanoveni MSE pouzity simulace, pro vypocet chyby bootstra-
pového odhadu Ty.: bylo vzdy pouzito 1000 vybéru s vracenim.

Tuéné jsou v tabulkach zvyraznény nejmensi dosazené MSE 7 pro konkrétni
hodnoty parametru procesu, hvézdicka oznacuje nejlepsi vysledek prislusné meto-
dy.

1.5.1 Aritmeticky priumeér

Zacnéme statistikou vybérového pruméru § = X. Odhad 7 (kromé odhadu ziska-
ného uzitim metod popsanych v ¢asti 1.4) muzeme vyjadiit pomoci vhodné matice
A = (ai;)} =, ve tvaru kvadratické formy

(X — pl) A(X — pd), (1.20)

kde X — pl je vektor centrovanych hodnot (X; — y,..., X, — ). Explicitni
vyjadieni prvku matice A je u jednotlivych metod pomérné komplikované, nicméné
s pouzitim softwaru muzeme ziskat hodnoty E7 a var7 pro konkrétni rozsah
vybéru n, zvolenou autokovarianéni funkci R a dané nastaveni ptislusnych para-
metru metody. Odtud je potom MSE7 = var7 + (E7 — 7)%. Pro E7 dostavdme

E(X — p1)AX ~ i) =E Y D" ay(X = p)(X; = 1) = Y0 DRl - ).

Rozptyl var 7 = E72 — (E 7)? lze tedy rozepsat jako

n n n n

vard = B Y NNy " ai (X — i) (X — pap (X, — 1) (Xy — p)

i=1 j=1 p=1 ¢=1
n n 2

- (Zzaij}z(i —j)) . (1.21)
i=1 j=1
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Pokud maji nahodné veliciny X, ..., X,, mnohorozmérné normélni rozdéleni, lze
pouzitim Isserlisovy formule (1.22) (viz Isserlis (1916))

pa = R(i — j)R(p — q) + R(i —p)R(j — q) + R(i — q)R(j — p), (1.22)

kde j14 oznacuje sttedni hodnotu E (X; — o) (X; — p) (X, — ) (X — 1), vzorec (1.21)
zjednodusit na

vars = 3 " ayap(R(i —p)R(j — ¢) + R(i — )R(j —p)).  (1.23)

i=1 j=1 p=1 g=1

Tento presny vypocet nahradime simulacemi pouze v pripadé metod znacenych
AR a MA, nebot odhady (1.17) a (1.19) nelze prevést na kvadratickou formu.

Stiredni ¢tvercové chyby MSE 7 jednotlivych metod ziskané vypoctem ¢i simu-
laci zaznamenavame v tabulkach néasledujicim zpusobem: pismena A a B oznacuji
piimou metodu vyuzivajici pro odhad 7 predpis (1.16), do néjz dosazujeme odhad
autokovarianénf funkce R(k) ziskany na zékladé vzorce (1.14), respektive (1.15),
s parametrem [ rovnhym 2,5 a 10.

Metody AR a MA predpoklddaji, ze se pozorovani idi modelem AR(1), re-
spektive MA(1), odhaduji prislusné parametry modelu a na jejich zédkladé teprve
urc¢uji odhad autokovarianéni funkce a odhad 7, ktery je dan predpisem (1.17)
nebo (1.19).

Metoda s oznacenim iid predpoklada, ze simulovana data jsou realizaci posloup-
nosti nezavislych stejné rozdélenych pozorovani a 7 odhaduje jako

__R(O) _ 1 )2
7j=1
Pti pouzit{ vah pro jackknife zaloZenych na indikatoru intervalu Ij ;) dostane-
me v pripadé aritmetického pruméru vysledky totozné s teoretickym bootstrapem.
Abychom ukazali vliv volby vah na velikost MSE 7, vytvareli jsme vahy (1.4)

na zakladé Epanecnikovovy funkce

i; [[%: 11]] (1.24)

AR(1)

Predpokladejme, ze se ndhodny proces { Xy, k € Z} idi modelem X} = p Xy 1+Y%
s nezavislymi chybami Y, ~ N(0,¢?). Pozorovéani Xi,..., X, generujeme jako
nahodné veli¢iny z n-rozmérného normélniho rozdéleni N, (0, Y), kde kovarianéni
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7 =var X =02 v =0,6 =02 » =0,6
Metoda MSEx10* | MSEx10* | Metoda MSEx10* | MSEx10*
A2 % 0,20027 | * 5,52413 | MA 0,11913 | 4,27876
A5 0,43735 6,11821
A10 0,75710 | 10,89623 | AR 1,59728 7,03971
B2 x 0,20360 | * 5,42056 || jackknife 2 * 0,16680 | 14,45537
B5 0,45832 6,22716 || jackknife 5 0,16701 7,39126
B 10 0,83317 11,67931 | jackknife 10 0,30111 | = 5,92221
iid 0,30378 | 21,54741 || jackknife 20 0,59444 9,54317
0OBS2 x 0,15277 | 14,10639 || bootstrap2 | * 0,16680 | 14,45537
OBS5 0,18049 6,39541 || bootstrap 5 0,18881 7,14114
OBS 10 0,36126 | * 6,20937 | bootstrap 10 0,33797 | x 6,78614
OBS 20 0,78908 | 12,19246 | bootstrap 20 0,63482 | 10,87244

Tabulka 1.5.1: Hodnoty MSE 7 pro proces AR(1)

matice X je rovna

1 © g02 n—1

. 1y 2

N — 2 © 1 (pnfS
1—¢? ; L
(pn_l Spn_2 . e PN 1

Pro simulaci volime hodnoty ¢ = 0,2 a 0,6, ¢ = 1. Hodnoty MSE 7 pro proces
AR(1) jsou uvedeny v tabulce 1.5.1.
MA(1)
Déle simulujeme nédhodny proces { Xy, k € Z}, kde predpokladdme platnost mo-
delu Xy = Y, + 9Y,_1, Y ~ N(0,1), k € Z. Hodnotu parametru ¢ volime 0,3
a 0,8. Hodnoty MSE 7 pro proces MA(1) jsou uvedeny v tabulce 1.5.2.
Nahodné veliciny, iid N(u,o?)
Predpokladdme, ze proces { X, k € Z} je tvoren nezavislymi ndhodnymi veli¢ina-
mi s rozdélenim Xj, ~ N(0,0?). Hodnotu parametru ¢ volime 1 a 1,5. Vysledné
hodnoty MSE 7 zachycuje tabulka 1.5.3.
Porovnani chyb odhada

Pro zvolend [ u ptimych metod chyba odhadu roste s rostoucim /. Odhad zalozeny

cvv s
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T =var X 9 =0,3 =08 ¥ =0,3 ¥ =0,8
Metoda MSEx10* | MSEx10* | Metoda MSEx10* | MSEx10*
A2 % 0,23734 | * 0,84000 | MA 0,13392 | 0,40183
A5 0,51828 1,87629
A10 0,89143 3,25209 | AR 1,70652 3,41932
B2 x 0,24161 | = 0,85401 || jackknife 2 * 0,17370 0,94383
B5 0,54366 1,96347 | jackknife 5 0,18772 | = 0,71574
B 10 0,98220 3,57416 | jackknife 10 0,35101 1,29179
iid 0,39988 2,68928 || jackknife 20 0,69538 2,55203
OBS2 * (0,15898 0,87283 || bootstrap 2 x 0,17370 0,94383
OBS5 0,21048 | * 0,81173 || bootstrap 5 0,21691 | * 0,85958
OBS 10 0,42469 1,56638 | bootstrap 10 0,39375 1,47900
OBS 20 0,92539 3,39918 || bootstrap 20 0,74095 2,74830

Tabulka 1.5.2: Hodnoty MSE 7 pro proces MA(1)

T=var X =1 ¢2=15 ¢=1 ¢=15
Metoda MSEx10* | MSEx10* | Metoda MSEx10* | MSEx10*
A2 x 0,09440 | * 0,21159 || MA 0,05932 0,13348
A5 0,19144 0,43073
A10 0,32059 0,72134 || AR 1,01206 227715
B2 x 0,09632 | * 0,21672 || jackknife 2 x 0,02979 | x 0,06704
B5 0,20215 0,45483 || jackknife 5 0,06280 0,14130
B10 0,35580 0,80057 || jackknife 10 0,12271 0,27610
iid 0,01990 | 0,04478 || jackknife 20 0,24441 0,54991
OBS2 x 0,03060 | * 0,06886 | bootstrap 2 x 0,02979 | * 0,06704
OBS5 0,07171 0,16136 || bootstrap 5 0,06729 0,15141
OBS 10 0,14927 0,33585 || bootstrap 10 0,13159 0,29609
OBS 20 0,32507 0,73141 || bootstrap 20 0,25364 0,57069

Tabulka 1.5.3: Hodnoty MSE 7 pro X; ~ N(u,o?)

pii pouziti pfimych metod je pro pozorovani z AR(1) s parametrem ¢ = 0,6
a pro pozorovani z MA(1) s parametrem ¢ = 0,8 srovnatelnd s nejlepsimi vysledky
ostatnich pouzitych metod. Pro zbylé uvazované procesy jsou odhady rozptylu
gové a resamplingové odhady.

Postup, kdy z dat odhadneme parametr ¢ autoregresni posloupnosti AR(1)
a tento odhad dosadime do vzorce (1.17), nedava ve srovndni s ostatnimi postu-
py dobré vysledky. Takto ziskany odhad mé asi desetkrat vétsi MSE nez ostat-
ni postupy. Pouze v pripadé, ze pozorovani skuteéné pochézeji z AR(1) a jsou
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silné zavisla (¢ = 0,6) ddva chybu srovnatelnou s ostatnimi metodami. Problém
je nejspis v nepresnosti odhadu ¢, moznym vylepsenim by bylo do sou¢tu (1.17)
zahrnout méné c¢lenu.

Pro data spliujici modely AR(1) a MA(1) mé nejmensi stiedni kvadratickou
chybu odhad metodou MA. Dosazend MSE je fddové 107°, krome dat z AR(1)
s parametrem ¢ = 0,6, kdy je fadu 1074

Data z MA(1) se vyznacuji korelacemi pouze malého dosahu a podobné data
z AR(1) pii nastaveni parametru ¢ = 0,2 maji korelace vysich fadu nevyrazné,
proto z nich odvozené resamplingové a subsamplingové odhady davaji mensi chybu
pii nizké hodnoté parametru m = 2 nebo m = 5. Naproti tomu pro data z AR(1)
s ¢ = 0,6 nejlépe vychazi volba m = 10, v této situaci ma samoziejmé nejveétsi
MSE metoda iid, kterd nepocita se zavislosti dat.

Pro nezéavisla data z normélniho rozdéleni je nejlepsi metoda iid, dosazena
MSE je fddu 1075, Ostatni metody maji vétsi MSE, protoze se snazf do odhadu 7
promitnout zavislost dat, coz je v tomto ptripadé nezddouci. Proto 1épe vychazeji
subsamplingové a resamplingové metody s kratsi délkou bloku m = 2.

Vétsinou je pii pevné hodnoté m metoda jackknife s Epanec¢nikovovymi va-
hami (1.24) nepatrné lepsi nez bootstrap (a tedy i nez jackknife s vahami zaloze-
nymi na indikdtoru intervalu [0, 1]).

Pti volbé metody odhadu pro konkrétni situaci je tieba si uvédomit, ze boot-
strap mé podstatné vyssi ¢asovou slozitost nez ostatni uvedené metody, proto
doporucujeme dat prednost metodam OBS nebo jackknife.

Jaky vliv mé zvolena délka bloku m na velikost chyby MSE 7 pro metody OBS,
jackknife a blokovy bootstrap? Zavislost MSE 7 na m znézornime graficky alespon
prom € {1,...,5}. Pro m = 1,2 jsou velikosti chyb vSech ti{ jmenovanych metod
vétsinou témer shodné (pokud tomu tak neni, nejmensi chybu ddva metoda OBS).

a) b)
o
Je 8 ¢
* * OBS S * OBS
0 + jack ° + jack
& - 0 boot 0 0 hoot
n
RS B 27 9
= i s ©
0 9 +
* Bl
8 [} 0 + 8 -1 Q
tID -1 * ) * =] 6
: * * g
*
T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
m m

Obrazek 1.5.2: MSE 7 v zavislosti na m pro AR(1): a) ¢ = 0,2, b) ¢ = 0,6.

Pro zavisla data (viz obrazky 1.5.2 a 1.5.3) dosahuje MSE7 v bodé m = 1
lokélntho maxima. S rostoucim m nejprve stiedni ¢tvercova chyba rychle klesa,
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Obrazek 1.5.3: MSE 7 v zavislosti na m pro MA(1): a) 9 = 0,3, b) ¥ = 0,8.
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Obrazek 1.5.4: MSE 7 v zavislosti na m pro nezdvislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim
N(0,0%): a) 0> =1, b) 02 = 1,5.

od m = 3 ma mirné klesajici (obrazek 1.5.2 b), témér konstantni (obrazek 1.5.3 b),
anebo dokonce mirné rostouci prub¢h (napf.obrazek 1.5.2 a). Nejmensi stfedni
¢tvercovou chybu davaji v konkrétnich piipadech metody jackknife (pozorovani
z MA(1)) nebo OBS (pozorovani z AR(1)).

Co se tyka nezavislych veli¢in z normélniho rozdéleni, s rostoucim m roste
MSE 7 kazdé ze tii uvazovanych metod priblizné linearné, pritom nejmensi chybu
dava metoda jackknife a nejvétsi OBS — viz obréazek 1.5.4. Prirozené tedy nejlépe
vychézeji metody, které predpokladaji co nejslabsi zdvislost dat (idedlni nastaveni
parametru m je tedy m = 1).
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1.5.2 Vybérovy rozptyl

Pti odhadu rozptylu 7 = var S? budeme k uréeni MSE 7 pouzivat vyhradné simu-
lace. Budeme potiebovat teoretické vyjadieni var S2. Statistiku S? mtzeme obecné
vyjadrit ve tvaru kvadratické formy (1.20) s matici A danou nasledujicim ptredpi-
sem

n(n—1) n(n—1)
__ 1 1 1
n(n—1) n n(n—1)
A= : :
__1 __1 .. 1
n(n—1) n(n—1) n

Pro rozptyl var S? plati vzorec (1.23), v némz symbol 7 nahradime statisti-

kou S?. Dosadime-li do (1.23) za a;j,4,7 = 1,...,n, dostdvdme
2 n o n . .
var 5% = m [Zi,j:l (R(i — J))2 - % Zi,j,k:l R(i —k)R(j — k)
5 (S0 RG—5))?]. (1.25)

Tento vztah pro var S? nam staci, nebotf znovu generujeme data, pro néz plati
modely AR(1) ¢ MA(1) s gaussovskym bilym sumem, popiipadé jde piimo o data
z normalniho rozdéleni. Obecné vyjadieni var S? jako funkce parametrii modelu a
momentu vektoru chyb (nejvyse ¢tvrtého rddu) lze nalézt v Sharma (1986).

Ve vyslednych tabulkach znaci A a B opét odhady ziskané na zakladé odhadu
autokovariancni funkce (1.14) a (1.15) s parametrem [ = 2,5, 10, které dosazujeme
do vzorce (1.25).

Metoda iid predpoklada nezavislé stejné rozdélené veliciny z normalniho roz-

délen{ a odhaduje var S? = 3%41 vyrazem
2 2 = ’
P = R(0)? = ——— X;—-X)?2| .

Pro jackknife pouzivame tentokrat vahy (1.4) zalozené na indikdtoru inter-
valu [0, 1]. St¥edni ¢tvercova chyba MSE 7 pro teoreticky bootstrap s ozna¢enim
t.boot je v piipadé vybérového rozptylu spoctena na zakladé vzorce odvozeného
na strané 16.

AR(1)

V piipadé procesu AR(1) plati pro autokovarianéni funkei vztah

i—j
2 90| |

R(i—j)=¢ 1=

1,] € 4,
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7 = var 52 ©=0,2 ©=10,6 ©=0,2 ©=0,6
Metoda MSEx10* | MSEx10?* || Metoda MSEx10* | MSEx10*
A2 % 0,72402 | * 32,151 | ud 0,45871 28,741
A5 0,86728 50,916 | AR 0,61506 34,167
A10 1,15434 64,725 || MA 0,59833 17,001
B2 x 0,73334 | * 33,314
B5 0,89444 54,406
B 10 1,25939 71,992
OBS2 1,61408 42,278 | jackknife 2 x 0,84838 | * 26,047
OBS5 x 1,10827 28,480 | jackknife 5 1,11184 35,895
OBS 10 1,58125 |  x 27,041 || jackknife 10 1,42217 49,814
OBS 20 2,53999 52,741 | jackknife 20 1,93496 58,367
t.boot 2 * 0,81219 x 26,503 || bootstrap 2 x 0,80796 * 27,008
t.boot 5 1,02573 31,782 || bootstrap 5 1,01707 31,731
t.boot 10 1,31390 38,310 || bootstrap 10 | 1,30413 37,759
t.boot 20 1,82121 45,965 || bootstrap 20 1,81109 45,318

Tabulka 1.5.4: Hodnoty MSE 7 pro proces AR(1)

proto vzorec (1.25) pro var S* muzeme prepsat jako

n

e DS P (Z wliﬂ>

ij=1 ijk=1 ij=1

Toto vyjadreni pouzijeme napiiklad pro vypocet odhadu metodou AR.

Proces AR(1) generujeme zptusobem popsanym na strané 22, hodnotu para-
metru ¢ volime opét 0,2 a 0,6. V tabulce 1.5.3 jsou uvedeny hodnoty MSE 7
ziskané simula¢ni studii.

MA (1)

Pro proces MA(1) upravime vzorec (1.25) do nésledujictho tvaru

2¢* 212 B Q—zn 2 2 2 ?
mn(uﬁ)m(n 1)9* = = (n(1 +9) 2q9)+((1+q9) nﬁ)],

ktery kromé vypoctu MSE 7 vyuziva i metoda MA. Parametr ¥ volime stejné jako
pro piipad aritmetického prumeéru, viz strana 23. Hodnoty MSE 7 jsou zapsany
v tabulce 1.5.5.

Nahodné veliciny, iid N(u,o?)

Generujeme nezdvislé ndhodné veli¢iny z rozdéleni N (0, 0?), hodnoty parametru
o? volime opét 02 =1 a 0? = 1,5. Hodnoty MSE 7 uvddime v tabulce 1.5.6.
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T = var 5? 9 =0,3 9 =0,8 ¥ =0,3 ¥ =0,8
Metoda MSEx10* | MSEx10* | Metoda MSEx10* | MSEx10*
A2 x 1,03647 | * 11,298 | iid 0,65757 9,708
A5 1,23194 13,246 | AR 0,93255 13,070
A10 1,63706 17,145 || MA 0,87782 8,119
B2 x 1,05209 | * 11,559
B5 1,27306 13,786
B10 1,78956 18,797
OBS2 x 1,03541 15,789 || jackknife 2 x 1,21105 | * 11,814
OBS5 1,48851 x 11,820 || jackknife 5 1,59680 15,664
OBS 10 2,21577 19,204 || jackknife 10 2,02522 19,627
0OBS 20 3,68776 32,493 || jackknife 20 2,73222 25,176
t.boot 2 * 1,16299 x 11,656 || bootstrap 2 x 1,16453 * 11,790
t.boot 5 1,47345 14,326 || bootstrap 5 1,46185 14,240
t.boot 10 1,87618 17,834 || bootstrap 10 1,86943 17,773
t.boot 20 2,60002 23,562 || bootstrap 20 2,57223 23,240

Tabulka 1.5.5: Hodnoty MSE 7 pro proces MA(1)

T = var S? o =1 o?=1,5 ot =1 o?=15
Metoda MSEx10* | MSEx10* | Metoda MSEx10* | MSE x 10*
A2 x 0,40303 | x 2,04033 | iid 0,33700 | 1,70607
A5 0,48701 2,46552 || AR 0,35987 1,82185
A10 0,67363 3,41023 | MA 0,35916 1,81824
B2 x 0,40500 | * 2,05032
Bb5 0,49888 2,52557
B 10 0,73499 3,72088
OBS2 7,38690 | 37,39617 || jackknife 2 x 0,59218 | * 2,99790
OBS5H 1,53249 7,75825 || jackknife 5 0,71071 3,59799
OBS 10 x 1,39016 | * 7,03769 | jackknife 10 0,92113 4,66324
OBS 20 1,96733 9,95963 || jackknife 20 1,31314 6,66478
t.boot 2 * 0,57989 | * 2,93571 || bootstrap 2 x 0,07134 | * 2,89239
t.boot 5 0,69834 3,53533 || bootstrap 5 0,69324 3,50953
t.boot 10 0,90754 4,59441 || bootstrap 10 0,90064 4,55950
t.boot 20 1,30153 6,58899 || bootstrap 20 1,29180 6,53975

Tabulka 1.5.6: Hodnoty MSE 7 pro X; ~ N(u,o?)

Porovnani chyb odhada

Stredni ¢tvercova chyba odhadi A a B opét roste se zvysujici se hodnotou pa-
rametru [, odhad metodou A je vzdy presnéjsi nez odhad metodou B. Kromé
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situace, kdy pozorovani splinujici model AR(1) s parametrem ¢ = 0,6, maji od-
hady rozptylu statistiky S? pifmymi metodami mensi MSE neZ resamplingové
a subsamplingové odhady.

Metoda AR dava vzdy veétsi stfedni ¢tvercovou chybu nez metody MA a iid,
nicméné vyjma procesu AR(1) s ¢ = 0,6 a MA(1) s ¥ = 0,8 je tato chyba mensi
nez chyby piimych, resamplingovych a subsamplingovych metod.

Nejlepsi vysledky jsme ziskali pti pouziti metod MA (proces AR(1) s parame-
trem ¢ = 0,6 a proces MA(1) s parametrem ¢ = 0,8) a iid (ostatni simulované
procesy).

Porovname-li teoretickou MSE blokového bootstrapu s MSE spoc¢tenou na za-
kladé simulaci ndhodnych vybéru s vracenim pii stejné volbé parametru [, zjistime,
ze se témer nelisi a ze hodnota teoretické MSE je vzdy vyssi. Vzhledem k vyssi
casové slozitosti simulace bootstrapovych vybérua doporuc¢ujeme k vypocétu MSE
pouzit spise vzorec (1.11).

Stredni ¢tvercova chyba jackknifovych odhadu je v naprosté vétsiné pripadua
vétsi nez chyba bootstrapovych odhadu se stejnou délkou useku [. Jak u metody
jackknife, tak u blokového bootstrapu roste velikost MSE s rostouci délkou tseku
[, nejlépe tedy vychazi odhady s parametrem [ = 2.

Jinak je tomu u metody OBS — zde neni volba délky tseku m jednoznaéna.
Pro nezavisla pozorovani z normélniho rozdéleni a pro proces AR(1) s parametrem
v = 0,6 je MSE nejmensi pti m = 10. Ve zbylych tiech simulovanych ptipadech
OBS je (az na proces MA(1) s parametrem ¢ = 0,3) vétsi nez chyby nejlepsich
bootstrapovych a jackknifovych odhadu.

1.5.3 Vybérovy a-kvantil
Uvazujme proces { Xy, k € Z}, ktery se idi modelem MA(3)
X =Y, + 01 Y1 +02Ye o +0U3Y5 3
s exponencidlnim rozdélenim chyb Y, ~ Exp(1). Hodnoty parametri stanovime

takto: 1 = 0,8,195 = 0,5 a 93 = 0,4.
Pro odhad a-kvantilu pouzijeme odhad

Go = 1(X1, .., Xn) = F (@) = X(fna))-

n

Na zakladé generovanych dat odhadujeme rozptyl a-kvantilu pro o = 0,75. Aby-
chom uréili MSE 7, aproximovali jsme teoretickou hodnotu

T = var(,

na zakladé p = 10000 simulaci procesu MA(3) s vySe uvedenymi parametry
vyrazem

1 < i v 2

—— > (X{ina1) = X(maD)?

1.26
P12 (1.26)
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kde X(i[mﬂ) je hodnota statistiky ¢; := t(Xy,,. ..
nosti a X(nq) je aritmeticky pramer 7 ¢;/p.

Ke konstrukci odhadu var7 pouzivame metody OBS, jackknife a bootstrap.
Hodnoty parametru m, respektive [, jsme znovu volili 2,5, 10 a 20.

Abychom mohli pouzit pro jackknifovy odhad kvantilu véhy (1.4), vytvorili
jsme vlastni funkci pro vypocet a-kvantilu. Tato funkce vychazi z empirické dis-
tribuéni funkce F;, odpovidajici mite p,. Empiricka distribuéni funkce F), je po ¢as-
tech konstantni se skoky v bodech Xi,...,X,. Velikosti skoku upravime prave
vahami (1.4) na

, Xni) v i-té generované posloup-

1 — wy, (i)

_ =1.....n.
n—fwai "

Odhadem o-kvantilu je pak potrddkova statistika Xy, kde & < n je nejmensi

index splnujici nerovnost
k

1_ .
yolowdd
2 5~ wall

U metody jackknife pouzivame tii ruzné vahové funkce. Ocislovani v tabulce
odpovidé poradi piislusnych funkci h na obrazku 1.3.1 (strana 11). Vysledky si-
mulace najdeme v tabulce 1.5.7.

Porovnani chyb odhadua

Pii odhadu 75% kvantilu ddva nejmensi stfedni ¢tvercovou chybu metoda OBS
a sice pii délce tiseku m = 5. Shodné s metodou OBS d4va chybu fadu 1073
i bootstrap. Jackknife je za pouziti libovolnych uvazovanych vah podstatné horsi
nez OBS a bootstrap, pricemz pii dané pevné délce tiseku [ je vzdy nejlepsi odhad
vyuzivajici vdhy zalozené na indikétoru intervalu [0, 1]. Pro jackknife je lepsi volit
vetsi délku useku [ = 20, bootstrap mé naopak nejmensi MSE pro [ = 2. Mozné
zlepseni jackknifového odhadu by nejspis prinesla vhodnd standardizace (puvodni
standardizace byla navrzena pro odhad var X).

T=varg, |[l=m=2|l=m=5|l=m=10|1l=m =20
0OBS 0,00882 | x0,00364 0,00567 0,00754
jackknife 1 0,03717 0,03009 0,01784 | %0,01300
jackknife 2 0,27798 0,05263 0,06027 | *0,02708
jackknife 3 0,16861 0,07780 0,06538 | *0,02822
bootstrap | *0,00508 0,00541 0,00707 0,00857

Tabulka 1.5.7: Hodnoty MSE 7 pro proces MA(3)
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Kapitola 2

Odhad rozptylu statistiky
pro prostorova data

2.1 Diskrétni nahodné pole

2.1.1 Zakladni znaceni

Uvazujme mnozinu mifZovych bodu Z¢, d € N. Necht {X;,j € Z} je striktné
stacionarni nahodné pole a 6 je redlny parametr, jehoz hodnotu odhadujeme na za-
kladé pozorovani Xp, = {X;,j € D,}, D, C Z¢ jako

é - t(XDn) = t(Xj7.j € Dn)

Necht A C (—3, 5]% je oteviend souvisld mnozina obsahujici poc¢dtek souradnic
a Ay je takovd podmnozina R? ze A C Ay C A, kde A je oznaceni pro uzéver
mnoziny A. Dale bud {\, }nen, An € [1,00) rostouci posloupnost redlnych &isel
takova, Ze lim,,_,o A\, = 00. Necht je mnozina A,, ddna tvarem mnoziny A, a kons-

tantou A, udavajici pomeér zvétseni, totiz
A, = Agh,. (2.1)
Necht mnoZina Ag splituje nasledujici podminku:

Podminka 2.1.1:

Necht je pro kazdou kladnou redlnou posloupnost {a,}neny s lim, .ooa, = 0
pocet d-rozmérnych krychli, které protinaji mnozinu Ay i jej{ doplnék AS, danych
predpisem a, (i + [0,1)%),7 € Z%, tadu O([a,]~¢~V) pii n — oo.

Podminka 2.1.1 je napiiklad pro d = 2 splnéna, kdyz A, tvoii vnitiek jednoduché
uzaviené kiivky koneéné délky.

Piedpoklddejme, Ze pro mnozinu D,, plati D,, = A,,N Z<. Dilezitym disledkem
podminky 2.1.1 pro pozorovéni lezici na miizce Z< je, 7Ze pocet pozorovani lezicich
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blizko hranice A, je zanedbatelny v porovnani s celkovym poctem vsech po-
zorovani Xp, .
Zamérime se opét na odhad rozptylu

T =vart(Xp,) = Et(Xp,) — E[t(Xp,)])* (2:2)

Symbolem |D| budeme znagcit pocet bodu mnoziny D, je-li D kone¢nou podmno-
zinou Z%. Pro A C R? kladné Lebesgueovy miry bude |A| piedstavovat objem
mnoziny A.

2.1.2 Subsampling

Metodu subsampling uvedenou v Sherman (1996) 1ze pouzit pii konstrukei nepa-
rametrickych odhadu teoretickych momentu statistiky é, my popiSeme jeji verzi
pro rozptyl.

Postupujeme tak, ze mnozinu miizovych bodu D,, rozdélime na piekryvajici
se sektory D, i = 1,... k stejného tvaru jako D, kde 3, < A, urcuje velikost
jednotlivych sektoru a k = k(n) je jejich pocet. Predpokladdame, ze (3, — oo a
Bn/An — 0 pro n — oo.

Piesnéji D,, = Ag\, N Z% je podmnozinou d-rozmérné krychle

- An A
A= (222
272
se stfedem v poéatku soufadné soustavy a hranami délky \,,. Krychli A,, rozdélime
na (2 L’\T"J — Bp + 1) piekryvajicich se d-rozmérnych krychli

AZ:Z—Fﬁnu, iGZd:ngfln,
kde U = (0,1]% je jednotkovd krychle v R%. Oznaé¢me m,, = \,/B,. Uvnit¥ kazdé
d-rozmérné krychle A; uréime mnozinu D, kterd je m,-krdt zmensenym a vhod-
né posunutym obrazem mnoziny D,. Protoze data byla pozorovana pouze na
mnoziné D,,, pouzijeme v dalsim pouze ty sektory D! pro néz plati D! C A,.
Bez ijmy na obecnosti predpokladejme, Ze tuto vlastnost maji prave sektory D!,
i=1,... k.

Na zdkladé pozorovani { X;, j € D:} v i-tém sektoru stanovime hodnotu statis-
tiky 6, = t(Xp;i ) a parametr 7 subsamplingovou metodou odhadujeme jako

k
o = ﬁ D OIDLO; -0, 6=k") 6. (2.3)
oy i=1

33



2.1.3 Bootstrap

Metodu z knihy Lahiri (2003), kterou nyni predstavime, lze povazovat za piimé
rozsiteni blokového bootstrapu z predchozi kapitoly.
Bud {3, }.>1 posloupnost prirozenych ¢isel takova, ze

Bn/An — 0, B — 00, n— o0

Prvnim krokem bude rozdéleni mnoziny mtizovych bodu D,, pomoci d-rozmérnych
krychlf o objemu 3. Ozna¢me

Kn={keZ: B,(k+U)N D, #0}

mnozinu vsech bodu k takovych, ze d-rozmérna krychle G,(k +U) ma s D,
neprazdny prunik.

Bootstrapovou verzi procesu Xp, = {X;,j € D,,} vytvoiime na zékladé boot-
strapovych verzi jednotlivych sektoru

Dy =D, NGk +U), kek,.

Oznacime-li jeste Z,, = {i € Z% : i + 3, U C D, } mnozinu viech m¥fZovych bodu,
které tvoii levy doln{ roh nékteré z d-rozmérnych krychli o objemu 8¢ uvnitt D,
lze potom mnozinu piekryvajicich se d-rozmérnych krychlovych sektoru uvniti D,
zapsat jako {i + B, U : i € I,}.

Kazdou d-rozmérnou krychli 5, (k+U), k € K,, puvodniho déleni pfi bootstra-
pu nahradime nezavisle nahodné vybranou d-rozmérnou krychli ¢ + 3, U,i € Z,,.
Bootstrapovou verzi sektoru D, j zavadime nésledujicim predpisem

k= U+ BuU] N [Dog =k + 1), k€ Ky,

kde I jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné vektory s pravdépodobnostim

rozdélenim )

i) T
Vychozi sektor Dy, . a jeho bootstrapova verze Dy, , maji tedy stejny tvar i velikost
a pozorovani Xp: = {Xj,j € Dj, .} zachovdvaji puvodni strukturu zavislosti dat
Xp, . Pro kazdé k € K, je |Xp: | = [Xp,,|.

Konecné bootstrapovou verzi X7, puvodnich pozorovani Xp, , dostaneme zie-
tézenim vsech Dy, ;. Bootstrapovy odhad parametru ¢ je pak

P(L = i €T,

A~

0" =t(Xp,).
Rozptyl 7 = var 0 odhadujeme jako

7ﬁboot<ﬁn) =E* (é* - Eé*)Qa (24)
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kde E* je stfedni hodnota vzhledem k I, k € K,,.
Oznaéfme-li mnozinu indextt d-rozmérnych krychli o objemu £¢ uvniti D,
symbolem
Ki,={kek,: 6.,(k+U) < D,}

a mnozinu indexu presahujicich krychli
Kon = {k € Ky, : Bu(k +U) N DS # 0},

kde DY je dopliiek mnoziny D,,, pak pokud je =X . 1ze odhad rozptylu 7 = var X
vyjadiit v nasledujicim tvaru (viz Lahiri (2003), strana 291)

Thoot = |XDn|_2|In|_1 <|’CIN| Z Sn(i; 0)2 + Z Z Sn(i; k>2 - |XDn‘2:uAn2> )

€Ly keon 1€1y
fln = |XDn _1|In|_1 <|’C1n| Z Sn(iQ 0) + Z Z Sn@? k)) )
i€y keon i€Ty

kde S,(i; k) je soucet vSech pozorovani z mnoziny [D,x — kB, + i) N [i + B.U]
proi € Z,, ke K,.

2.1.4 Teoretické vlastnosti odhada
Stiedni hodnotu ndhodného pole {X;,j € Z¢} oznatme u = E X;.

Definice 2.1.1 (a-mixing koeficient)
Necht S C R? a ozna¢me Fg o-algebru generovanou ndhodnymi velicinami {X :
s € SN Z%}. Dale necht

O[(Sl, SQ) = {|]P>(A1 N A2> — P(Al)]P(AQN . Al S JTSUAQ € FSQ}, Sl,SQ g Rd.
Definujeme a-mixing koeficient nahodného pole jako
a(a;b) = sup{a(St, S2) : max(|S1],]Ss|) < b, d(S1,S2) >a}, a>0,b>1,

kde d(S7,S2) je vzdalenost mnozin definovand jako inf{||x — y||,z € S1,y € Sa}.

Véta 2.1.1 (konsistence odhadu rozptylu pro subsampling v Z?)

Bud D,, C Z?. Necht
)
Sup{a<2’ )} <K-a¢,

b>1

kde ¢ > 2, a K > 0. Déle necht je posloupnost {|D,,|*#(Xp,)*, n € N} stejnomérné
integrovatelna. Potom



kde 7, je ddno predpisem (2.3).
Dikaz: Viz Sherman (1996), Theorem 2, strana 513.

Véta 2.1.2 (konsistence odhadu 7., pro vybérovy prumeér)
Oznatme 2 pocatek souradnic (0,...,0) € Z9. Necht E|X, 5" < oo a necht
pro a-mixing koeficienty a(a;b) ndhodného pole {X;, j € Z%} plati

ala;b) <C-a b2, a,b>1,
pro néjaké 6 >0, ¢; > 5d(6+6)/6 a0 < 3 < ¢1/d. Pak
Al Fooot(Ba) = &, 1 — o0,
kde je Tpo0t () odhad definovany (2.4) a k= ). ;4 cov(X;, X ).
Diikaz: Nalezneme na strané 296 v Lahiri (2003).

Poznamka:
Lahiri formuluje vétu obecnéji. Jeho verzi lze pouzit k odvozeni konsistence odhadu
Thoot PrO Vybérovy rozptyl.

2.1.5 Aritmeticky prameér

Simulace jsme omezili pouze na pripad stacionarniho gaussovského ndhodného
pole realizovaného v Z?2. Pfi simulaci pozorovani Xp  vychdzime z piedpokladu, ze
autokovarian¢ni funkce R mé exponencialni tvar a je ddna parametrem ¢ € (0, 1)
a vzdalenosti dvojice pozorovani, totiz

cov(Xi, X;) = R(|li = j|l) = ", i j ez,

kde || - || je euklidovska vzdélenost.

Pro snadnou implementaci volime D,, = (—%, 2]*> N Z vzniklou sjednocenim
mifzovych bodu ve étvercil o strané délky n = 8. Mame tedy k dispozici 64
miizovych bodu, v nichz pozorujeme bodovy proces. Pro miizové body i,5 € D,
je hodnota |i — j|| € A ={0,1,v2, 2,V5, ..., (n — 1)v/2}.

Pocet simulovanych ndhodnych poli je 4000, hodnotu parametru ¢ jsme volili
0,4 a0,8.

Necht

1O vlivu zvoleného tvaru mnoziny D, v Z% na vlastnosti odhadu a o optimalni volbé
pifslusného parametru 3, pojednédvaji naptiklad Nordman a Lahiri (2004).
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K urceni MSE 7 jednotlivych odhadu 7 vyuzijeme teoretickou hodnotu rozptylu
T = var 0, ktera je rovna

ID 2

varZX =

JEDy,

|D 2

> R

7]€Dﬂ

(=3l =

|D 2

Z QOHZ il —

7]€Dﬂ

Zp ¢,

0EA
(2.5)

kde p(d) je pocet usporadanych dvojic (i,7) € D,, takovych, ze ||i — j|| = 0.

Piimou metodou, v tabulce znacenou pismenem A, stanovime odhad 7 rozptylu
T =varf tak, ze do vzorce pro rozptyl vybérového pruméru (2.5) dosadime hod-
noty empirické autokovarianéni funkce R, pro niz plati nasledujici vztah

R(6) =

p(0)

2

4,J€EDn:6(4,5

s

SEN, §<I,

(2.6)

kde I < (n — 1)v/2. Pouzijeme-li I = (n — 1)y/2, je takto ziskany odhad rozptylu

> Ri—j) =

roven

proto volime [ mensi, konkrétné [ =

| Dn?

2(n —1).

Metoda iid predpokladd nezavisla data. Vyuziva vzorec (2.5) a odhaduje tedy
rozptyl 7 jako

;=

1

| Dn?

> R(0) =

1€Dn

1
| D]

2(0).

Bootstrapové odhady jsou konstruovany na zakladé 650 vybéru s vracenim.
Velikost strany 3, ¢tvercu D! pro subsampling a D, pro bootstrap jsme volili
2,3 a 4. Vysledky simulaci jsou uvedeny v tabulce 2.1.1.

Porovnani odhadu rozptylu

V obou simulovanych ptipadech dava metoda subsampling nejmesi MSE pii na-
staveni parametru 3, = 4, tj. tehdy, kdyz jednotlivé 0; ve vzorci (2.3) pocitame
na zakladé Sestnacti pozorovani. Bootstrap naopak dava pro libovolnou velikost
B3, chybu piiblizné stejnou. Upfednostnili bychom opét 3, = 4, nebot vypocet

MSE 7 pro ¢ = 0,4
A iid subs 2 | subs 3 subs 4 boot 2 boot 3 boot 4
0,00350 | 0,00497 | 0,00356 | 0,00187 | *0,00134 | %x0,00357 | 0,00365 | 0,00365
MSE 7 pro ¢ = 0,8
A iid subs 2 subs 3 subs 4 boot 2 boot 3 boot 4
0,14164 | 0,18270 | 0,17136 | 0,15521 | x0,13803 | 0,17139 | 0,16988 | x0,16247

Tabulka 2.1.1: Hodnoty MSE 7 pro gaussovské nahodné pole v Z2.
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odpovidajici chyby je nejméné ¢asové naroény. Vhodnéjsi z obou metod je po-
tom subsampling, nebot jeho MSE je mens{ nez stfedni ¢tvercovd chyba boot-
strapovych odhadu.

Piima metoda odhadu rozptylu dava mensi nebo stejnou chybu jako boot-
strapovy odhad, ale je horsi nez subsampling. M4a ovSsem navic jesté tu nevyhodu,
ze ji stanoveny odhad 7 nemusi byt vzdy nezaporny. Nejvétsi MSE ma metoda
iid.

2.2 Koétovany bodovy proces

Nechf {X;, s € R} je striktné staciondrni ndhodné pole dimenze d € N. Reélné
nahodné veliciny X, jsou indexované pomoci spojitého parametru s. Predpokla-
dejme, Ze pozorujeme realizaci ndhodného pole v koneé¢né mnoha nepravidelné
rozmisténych bodech, tj. souradnice bodu tvoii homogenni bodovy proces N
na mnoziné A, C R? Pozorovand data lze chdpat jako realizaci kétovaného
bodového procesu

XN,ATL = {(SjaXSj)aj = 17 S 7N(An)}7

kde N(A,) je (ndhodny) rozsah vybéru. Necht A C [0, 1]¢ je kompaktni mnozina
a
A, =nA={y:y=ns,sc A} C[0,n]

oznacuje oblast, kde pozorujeme kétovany bodovy proces.

Hodnotu parametru 6 odhadujeme pomoci statistiky 6 = t(Xn.a,). Opét se za-
méiime na odhad rozptylu

7 =varf = vart(Xy.4,).

Definice 2.2.1 (konsistence odhadu rozptylu)
Necht lim,, o |A,|varé = K, Kk € R*. Rekneme, ze odhad 7 je konsistentnim
odhadem rozptylu 7 = var 0, jestlize

14,7 5 k.

Pro ¢ € (0,1) oznacme B,, := A, mnozina B, ma tedy stejny tvar jako A,
ale je mensi. Uvazujme vSechna posunuti

B,+y={b+y:be B,},
ktera jsou podmnozinou A,, plati tedy

yeYi={yecA,:B,+yCA,}.
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Za predpokladu, ze mnozina A, je dostatecné velkd a zarovenn mame i dostatek
podoblasti vzniklych posunutim mnoziny B, tj. ¢ — 0, ale cn — oo, muzeme z va-
riability ¢(Xn 5,+y) = t(Xs, s € B, +y) ziskat odhad rozptylu 7 = vart(Xy 4, )
jako
. 1
F

- | Al Y,e

| Bal{t(Xn,p,+y) — t(Xn.5,) Fdy/|Y7], (2.7)

W) = | 06y IY 2.9

Pro odvozeni teoretickych vlastnosti odhadu rozptylu statistiky  budeme
stejné jako v pripadé stacionarnich posloupnosti pozadovat, aby nahodné pole
{X,, s € R4} splitovalo uréité podminky slabé zavislosti — a sice, Ze zdvislost klesd
se vzdélenosti indexu ndhodnych veli¢in.

Definice 2.2.2 (a-mixing podminka)
Oznacme

a(k;l) = sup{|P(A; N Ag) — P(A))P(A2)| : A; € F(E;), 1=1,2,
Ey=FEi+s, |Ei|=|Es| <1, d(Ey, Es) >k},

kde d je vzdalenost dvou mnozin v R%, E; a E, jsou kompaktni a konvexni pod-
mnoziny R?, F(FE) znaéi o-algebru generovanou ndhodnymi veli¢cinami {X,, s €
E} a |E| je Lebesgueova mira mnoziny F. Rekneme, 7e {X,,s € R?}spliuje
a-mixing podminku, jestlize plati a(l;1¢) — 0 pii | — oo.

Definice 2.2.3 (p-mixing podminka)
Oznacme

p(k;l) = sup{corr(ey,es) : Elg;|* < oo, i=1,2, FEy=FE;+s,
|Br| = |Ey| <1, d(Ey, Es) > kY,

kde € je Fy(FE)-méfitelna funkce a Fn(E) je o-algebra generovand nahodnymi
body procesu N, které padnou do mnoziny FE.
Bodovy proces N splituje p-mixing podminku, jestlize py(l;1¢) — 0 pii | — oo.

Véta 2.2.3 Odhad #(Xp,) z (2.8) je Lo-konsistentnim odhadem hodnoty v =
lim, oo E¢(Xn a,), 7 € R, jestlize jsou splnény a- i p-mixing podminka a pro vsech-
na n plati

E[t(Xn,4,)]"" < C5 < o0,

pro néjaké § > 0 a né¢jakou konstantu Cj.

Z konvergence t(Xp, ) I3 v lze za urcitych podminek ziskat konsistenci 7 (viz
Politis a Sherman (2001)).
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Véta 2.2.4 Necht lim, .., |A,] varf = k. Odhad 7 je Lo-konsistentnim odha-
dem, tj.
1A, 7 5 &,

jestlize jsou splnény a- i p-mixing podminka a pro vsechna n plati
E[t(Xn,a,)|"* < Cf < o0,

pro néjaké 6 > 0 a néjakou konstantu Cj.

2.2.1 Aritmeticky prameér

Pro prakticky vypocet musime ovSem integrdl v definici 7 (2.7) aproximovat
konecnym souctem. Nabizeji se dva ptistupy, jak postupovat.

(i) Deterministickd aproximace spocivajici v rozdéleni oblasti Y,¢ napf. pra-
videlnou pravoihlou miizkou obsahujici k¥ mensich utvaru. Integral ¢(Xy z,)
pak aproximujeme prislusnym riemannovskym souctem ¢x r(Xy g, ) pres tyto
oblasti.

(i) Metoda Monte Carlo nebo stochastickd aproximace, kdy z mnoziny Y,°
nahodné vybereme k bodu vy, ..., yx (ndhodné veli¢iny vy, ..., yx jsou neza-
vislé a maji stejné rovnomeérné rozdéleni na Y,?) a integral ¢(Xy p,) aproxi-
mujeme prumérem ty po(Xy g, ) = %Zle t(XN,B,+y:). PI1 k — o0 je tato
aproximace konsistentni.

Obeé aproximace lze pouzit, pokud mame k dispozici dostatecné velky pocet bodu,
které zahrnujeme do vypoctu priblizné hodnoty. V nasich simulacich jsem vyuzili
prvni z uvedenych postuptu, kdy jsme aproximaci integrélu spocetli za pouziti
pravidelné étvercové mifzky s k = (3(1 — ¢)n)? oblastmi.

K ur¢eni MSE 7 potifebujeme znat teoretickou hodnotu 7 = var 6. Pokud jsou
kéty nezévislé se stiedni hodnotou p a rozptylem o2 a nezavislé na bodovém pro-
cesu N, pak pro aritmeticky prumeér je Ef = I a varf = o2 E m TN AL >0}
Pro zavislé kéty, podobné jako v piipadé kvantilu (viz 1.5.3), aproximujeme teo-
retickou hodnotu var§ pomoci p = 10000 realizaci ndhodnych poli v A4,, genero-
vanych vySe popsanym zpusobem, totiz

1 Ko .
TR —— Xy, — X%
p—li

kde X Ni(A,) O0znacuje vybérovy prumer v i-tém generovaném souboru dat, jenz ma
ndhodny rozsah N(A,,i),a X = % >0 Xni(a,) je prumérnd hodnota vybérovych
prumeéru pres vSechny generované soubory. Tuto teoretickou hodnotu 7 uvadime
ve vysledné tabulce spolu s prumérnymi hodnotami odhadi 7 obou pouzitych
metod.
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r=varX || c=02]¢c=03]c=04]c=06] i
R=0

MSE7 x 10~* || 0,32021 | x0,31700 | 0,33082 | 0,61327 | 0,06390
iy7 0,01575 | 0,01347 | 0,01072 | 0,00571 | 0,01265

Teoreticka hodnota 7 je 0,01266.

R(i — j) = =l

MSE7 x 10~ || 98,492 | 83,066 | 81,133 | 104,076 | 125,211
iys 0,024246 | 0,03352 | 0,03588 | 0,02298 | 0,01123

Teoreticka hodnota 7 je 0,12308.

Tabulka 2.2.2: Hodnoty MSE 7 pro kétovany bodovy proces v R?

Pro tucely simulace se opét omezime na staciondarni gaussovské nahodné pole
v roviné R? a odhad aritmetického priméru. Pozorovana data ohrani¢ime étvercem
A, = [0,n]x[0,n] o strané délky n = 10. Pozorovani v A,, jsou realizaci Poissonova
procesu s intenzitou A\ = 0,8, tedy pocet pozorovani ma Poissonovo rozdéleni
s intenzitou A|A,| a soufadnice jsou vytvoreny jako nezavislé ndhodné veliciny
z rovnomérného rozdéleni na intervalu [0, n]. Simulujeme dvé situace: kdty jsou
bud navzajem nezdvislé a maji stejné normalni rozdéleni N(0,0?), anebo je au-
tokovarianéni funkce dana piedpisem R(i — j) = ¢l"=7l. Nastaveni parametrii pro
simulaci volime ¢ = 0,55 a 02 = 1.

Metoda iid ptedpoklada nezavislost pozorovani a odhaduje rozptyl 7 jako
?7]2- /N;, kde N; je pocet pozorovani j-té simulace a 032- je vybérovy rozptyl po-
zorovani z této simulace.

Stiredni ¢tvercové chyby uvedené v tabulce 2.2.2 jsou ziskdny na zaklade J =
10000 simulaci.

Porovnani odhadi roztylu

Odhad (2.7) pro nezavislé ndhodné veliciny s normalnim rozdélenim mé nej-
metodou iid. Nejlepsi odhady jsou provézeny chybou fadu 107°, metoda iid davéa
dokonce chybu fddu 107°.

Pro zavisld pozorovani je odhad (2.7) nejpresnéjsi, kdyz je ¢ = 0,4. Ve srovnéani
s (2.7) metoda iid nedavéa dobry odhad. Chyba odhadu rozptylu pro zavisla data
je podstatné vétsi nez pro nezdvisla a dosahuje fddu 1073. Primérné hodnoty 7
v tabulce 2.2.2 vyrazné podhonocuji teoretickou hodnotu 7.

41



Literatura

Carlstein, E. (1986). The use of subseries values for estimating the variance of
a general statistic from a stationary sequence. The Annals of Statistics 14(3),
1171-1179.

Efron, B. (1979). Bootstrap methods: Another look at the jackknife. The Annals
of Statistics 7(1), 1-26.

Hall, P. (1985). Resampling a coverage pattern. Stochastic Processes and their
Applications 20(2), 231-246.

Hall, P., Horowicz, J. L. a Jing, B.-Y. (1995). On blocking rules for the bootstrap
with dependent data. Biometrika 82(3), 561-574.

Isserlis, L. (1916). On certain probable errors and correlation coefficients of mul-
tiple frequency distributions with skew regression. Biometrika 11(3), 185-190.

Kiinsch, H. R. (1989). The jackknife and the bootstrap for general stationary
observations. The Annals of Statistics 17(3), 1217-1241.

Lahiri, S. N. (2003). Resampling Methods for Dependent Data. Springer-Verlag,
New York.

Nordman, D. J. a Lahiri, S. N. (2004). On optimal subsample size for variance
estimation. The Annals of Statistics 32(5).

Politis, D. N., Romano, J. P. a Wolf, M. (1999). Subsampling. Springer-Verlag,
New York.

Politis, D. N. a Sherman, M. (2001). Moment estimation for statistics from marked
point processes. Journal of the Royal Statistical Society 63, 261-275.

Préskové, Z. (2004). Zdklady ndhodngch procesu II. Univerzita Karlova v Praze —
Nakladatelstvi Karolinum.

R Development Core Team (2008). R Language and Environment for Statistical
Computing. Vienna, Austria: R Foundation for Statistical Computing. URL:
http://www.R-project.org. ISBN 3-900051-07-0.

42



Sharma, S. C. (1986). The effects of correlation among observations on the con-

sistency property of sample variance. Communications in Statistics - Theory
and Methods 15(4), 1125-1152.

Sherman, M. (1996). Variance estimation for statistics computed from spatial
lattice data. Journal of the Royal Statistical Society 58(3), 509-523.

Schmeiser, B. W., Avramidis, T. N. a Hashem, S. (1990). Overlapping batch
statistics. In: Proceedings of the Winter Simulation Conference, O.Balci, R. P.
Sadowski, R. E. Nance (eds), 395-398.

43



