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CHAPTER 1

Úvod

V této práci se budeme snažit popsat chováńı zjednodušeného ekonomického
modelu r̊ustu ekonomiky. Pozorované vlastnosti ekonomiky zavedeme pomoćı
podmı́nek na jednotlivé funkce, které model využ́ıvá. Pr̊uběh jednotlivých funkćı
budeme popisovat pomoćı diferenciálńıch rovnic a následně budeme odvozovat je-
jich analytické vlastnosti. Čerpali jsme z knihy Davida Romera Advanced Macroe-
conomics [1]. Převzali jsme výsledky knihy o Solowově modelu. Kniha Advaced
Macroeconomics je psána pro ekonomy a neoṕırá se tedy o detailńı matematické
zd̊uvodněńı. Doplnil jsem tedy poznatky o matematická zd̊uvodněńı, která byla
jen naznačena nebo chyběla zcela.

Solowův model využ́ıvá 4 proměnné

• Y . . . . . . . . . produkce.
• K . . . . . . . . . kapitál.
• L . . . . . . . . . práce.
• A . . . . . . . . . znalosti nebo efektivita práce.

Hledáme funkci definovanou ve všech bodech času (tj. t ∈ [0,∞)). Tato funkce
neńı př́ımo funkćı času, ale kapitálu, práce a efektivity práce, které jsou závislé
na času t.

• Y (t) = F (K(t), A(t)L(t)).

Proměnné Y,K,L,A bereme vždy jako spojité funkce času, i když to neńı
explicitně napsáno. Zmı́něnou funkci F , která vyjádř́ı výstup Y pomoćı ostatńıch
tř́ı proměnných budeme nazývat produkčńı funkce. Produkčńı funkćı se budeme
podrobněji zabývat v prvńı části práce.

Efektivita práce A a práce L vstupuj́ı do produkčńı funkce jako součin, a
proto zavád́ıme pojem efektivńı práce znač́ı se AL.

Daľśımi základńımi pojmy, se kterými se v práci setkáme, jsou

• kapitál za jednotku vstupu K/Y
• kapitál za jednotku efektivńı práce K/(AL).

Ve druhé kapitole se seznámı́me podrobněji s produkčńı funkćı. Řekneme, co je
to jej́ı intenzivńı verze a jak souviśı s p̊uvodńı funkćı. Následně budeme přidávat
předpoklady (podle toho, jak by se produkce měla chovat ekonomicky) na tuto
intenzivńı produkčńı funkci. Uvedeme známý modelový př́ıklad takové funkce.
Nakonec si poṕı̌seme chováńı Y,K,L,A v závislosti na čase.

V třet́ı části se budeme zabývat intezivńı produkčńı funkćı v závislosti na
kapitálu za jednotku efektivńı práce. Řekneme si, co je to rovnovážná inves-
tice a skutečná investice. Definujeme bod rovnovážné investice a ukážeme, že
každá ekonomika se k tomuto bodu bĺıž́ı. Zjist́ıme, proč se konvergence k bodu

5



1. ÚVOD 6

rovnovážné investice někdy nazývá konvergenćı k rovnoměrnému r̊ustu.

Ve čtvrté části se budeme věnovat situaci, jak se změńı bod rovnovážné inves-
tice (bod ve kterém nastane stav rovnoměrného r̊ustu) při změně pod́ılu kapitálu
věnového investićım, pokud se ekonomika již nacházela v bodě rovnovážné inves-
tice. Definujeme, co je to spotřeba a jak souviśı s kapitálem věnovaného investici.
Tedy budeme zkoumat vliv stejné situace na spotřebu.

V páté kapitole se zaměř́ıme na velikosti těchto změn. Pokuśıme se také odhad-
nout rychlost konvergence k bodu rovnovážné investice. Krátce se zmı́ńıme, jak
tyto poznatky mohou pomoci při odhadu vyspělosti ekonomiky.

V posledńı šesté části si ilustrujeme na konkrétńı intenzivńı produkčńı funkci,
jak lze model rozř́ı̌sit o př́ırodńı zdroje a p̊udu.



CHAPTER 2

Vlastnosti produkčńı funkce

Nyńı budeme postupně přidávat předpoklady na produkčńı funkci v závislosti
na proměnných K,L,A v pevném bodě času t a následně odvozovat jej́ı mate-
matické vlastnosti.

2.1. Základńı vlastnosti produkčńı funkce

• Základńım předpokladem jsou rovnoměrné výnosy. (tj. c-násobek kapitálu
a efektivńı práce dá c-násobek produkce)

(2.1) F (cK, cAL) = cF (K,AL) pro všechny c ≥ 0.

• Solowův model předpokládá, že jiné vstupy než již zmı́něné práce, kapitál
a znalosti jsou zanedbatelné a též zanebává př́ırodńı zdroje. Pokud př́ı-
rodńı zdroje jsou d̊uležité, pak z rovnice (2.1) dostaneme nerovnost

F (cK, cAL) < cF (K,AL) pro všechny c ≥ 0.

T́ımto směrem se však nyńı ub́ırat nebudeme, neboť př́ırodńı zdroje
nebývaj́ı hlavńı d̊uvod r̊ustu produkce a předpoklad rovnoměrných výnos̊u
nám poskytuje dobrou aproximaci.

• Za předpokladu rovnoměrných výnos̊u položme

(2.2) c =
1

AL
.

Vid́ıme tedy, že př́ımým dosazeńım (2.2) do (2.1)

(2.3) f
( K

AL

)

= F
( K

AL
, 1

)

=
F (K,AL)

AL
.

Funkci f(k) = F (k, 1), kde

(2.4) k =
K

AL

nazýváme intezivńı formou produkčńı funkce. Definujme y = Y
AL

. Protože

plat́ı F (K,AL)
AL

= Y
AL

, pak můžeme psát (2.3) ve tvaru

(2.5) y = f(k).

2.2. Vlastnosti intenzivńı formy produkčńı funkce

Nyńı budeme definovat matematické vlastnosti f(k).

Definice 2.1. Funkci f :[0,∞) → [0,∞) budeme nazývat intenzivńı pro-
dukčńı funkćı, pokud má následuj́ıćı analytické vlastnosti

(i) f(0) = 0 a f spojitá na [0,∞)
(ii) f ′(k) > 0 pro všechna k > 0
(iii) f ′′(k) < 0 pro všechna k > 0

Symbolem k znač́ıme kapitál za jednotku efektivńı práce.
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2.3. VLIV VSTUPU NA PRODUKCI 8

Intenzivńı produkčńı funkce je tedy spojitá, ryze rostoućı, konkávńı na své
definičńım oboru [0,∞) a bez kapitálu neńı žádný výstup.

Poznámka. Protože plat́ı F (K,AL) = ALf( K
AL

), pak tedy také

(2.6)
∂F (K,AL)

∂K
= ALf ′

( K

AL

) 1

AL
= f ′(k).

Definice 2.2. Řekneme, že intenzivńı produkčńı funkce splňuje Inadovy
podmı́nky, jestliže

(i) limk→∞ f ′(k) = 0.
(ii) limk→0+ f ′(k) = ∞.

Nyńı si ukážeme př́ıklad produkčńı funkce.

Př́ıklad 2.3. Cobb-Douglasova funkce je produkčńı funkce daná předpisem

F (K,AL) = Kα(AL)1−α, kde 0 < α < 1.

Snadno ověř́ıme, že se jedná o produkčńı funkci. (tj. splňuje podmı́nku (2.1))

F (cK, cAL) = (cK)α(cAL)1−α

= cαc1−αKα(AL)1−α

= cF (K,AL).

Intezivńı forma Cobb-Douglasovy funkce je

(2.7) f(k) = F
( K

AL
, 1

)

=
( K

AL

)α

= kα.

Jelikož f ′(k) = αkα−1 a f (2)(k) = α(α−1)kα−2, je splněńı podmı́nky intenzivńı
produkčńı funkce a Inadových podmı́nek zřejmé.

2.3. Vliv vstupu na produkci

• Práce, kapitál a znalosti jsou v tomto modelu brány jako funkce času.
Počátečńı množstv́ı práce, kapitálu a znalost́ı jsou dány. V této části
předpokládáme, že funkce L(t), A(t), K(t) maj́ı spojitou derivaci na [0,∞)
a L(0) > 0, A(0) > 0. Předpokládáme, že práce a znalosti rostou stálým
tempem

(2.8) L′(t) = nL(t), n > 0

(2.9) A′(t) = gA(t), g > 0.

Řeš́ıme homogenńı diferenciálńı rovnici

L′(t)

L(t)
= n.

Integraćı dostaneme
log(L(t)) = nt + C,

a tedy
L(t) = entC̃.

Zjevně C̃ = L(0), dostáváme tedy

(2.10) L(t) = L(0)ent
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a podobně dostaneme

(2.11) A(t) = A(0)egt.

• Dále předpokládáme, že výstup je rozdělen mezi spotřebu a investice.
Pod́ıl vstupu věnovaný investici označme s. Jednotka výstupu věnovaná
investićım přináš́ı jednotku nového kapitálu. Kapitál K se časem zne-
hodnocuje, to je vyjádřeno konstantou δ. Tedy máme rovnici

(2.12) K ′(t) = sY (t) − δK(t), s ∈ [0, 1], δ > 0.

Řešme (2.12). Z homogenńı rovnice

K ′(t) = −δK(t)

dostaneme

(2.13) K(t) = ce−δt.

Použijeme variaci konstant. Z (2.13)

K ′(t) = c′(t)e−δt − δc(t)e−δt

a dosazeńım do (2.12) dostaneme

c′(t)e−δt − δc(t)e−δt = sY (t) − δc(t)e−δt,

a proto
c′(t)e−δt = sY (t).

Tedy řešeńı je

c(t) = s

t
∫

0

Y (τ)eδτdτ.

Hledané řešeńı soustavy (2.12) je

K(t) = K(0)e−δt +
(

s

t
∫

0

Y (τ)eδτdτ
)

e−δt.

Funkce K(t), A(t), L(t) jsou spojité na [0,∞) a podle (2.3) máme

Y (t) = f
( K(t)

A(t)L(t)

)

A(t)L(t).

Funkce Y (t) je spojitá na [0,∞), pokud L(t) 6= 0 a A(t) 6= 0. To je ale podle
(2.10)a (2.11) a předpoklad̊u L(0) > 0 a A(0) > 0 splněno, a tedy Y je spojitá.
Integrál tedy existuje.

Ještě poznamenejme, že K(t), A(t), L(t), Y (t) jsou spojité na [0,∞), tedy
podle (2.8), (2.9),(2.12) jsou K(t), A(t), L(t) spojitě diferencovatelné.



CHAPTER 3

Kapitál za jednotku efektivńı práce

V předchoźı části jsme zkoumali vlastnosti kapitálu K, práce L a znalost́ı A
jako samostatných funkćı času. V této části budeme zkoumat tyto tři komponenty
najednou prostřednictv́ım kapitálu za jednotku efektivńı práce.

3.1. Rovnice pro kapitál za jednotku efektivńı práce

Kapitál za jednotku efektivńı práce k bereme jako funkci času a z rovnice
k(t) = K(t)/(A(t)L(t)) dostáváme podle derivace součinu, pod́ılu a složené funkce

k′(t) =
K ′(t)

A(t)L(t)
+ K(t)

( 1

A(t)L(t)

)

′

=
K ′(t)

A(t)L(t)
−

K(t) [A(t)L′(t) + A′(t)L(t)]

[A(t)L(t)]2

=
K ′(t)

A(t)L(t)
−

K(t)

A(t)L(t)

L′(t)

L(t)
−

K(t)

A(t)L(t)

A′(t)

A(t)
.

Z předpokladu, že práce a znalosti rostou stálým tempem (2.8) dostáváme
L′(t)/L(t) = n a (2.9) A′(t)/A(t) = g. Jelikož jsou funkce K(t), A(t), L(t) spojitě
diferencovatelné na [0,∞) a L(t) > 0 a A(t) > 0, tak tedy i k(t) je spojitě
diferencovatelná na [0,∞).

Dále vid́ıme, že v posledńı rovnosti se vyskytuje samotné k(t). Dosazeńım z
rovnosti (2.12)

k′(t) =
sY (t) − δK(t)

A(t)L(t)
− k(t)n − k(t)g

= s
Y (t)

A(t)L(t)
− δk(t) − nk(t) − gk(t).

Nakonec dosad́ıme fakt (2.3) a (2.5), tj (Y/AL = f(K/AL))a dostáváme

(3.1) k′(t) = sf(k(t)) − (n + g + δ)k(t).

Z definice funkce f má (3.1) smysl jen když k: [0,∞) → [0,∞). Označ́ıme-li
k0 = k(0), pak má smysl uvažovat jen k0 6= 0. V opačném př́ıpadě k′(0) = 0, a
tedy k(t) = 0 na [0,∞), což nemá žádný ekonomický význam.

Definice 3.1. V diferenciálńı rovnici (3.1) nazýváme

• výraz sf(k(t)) skutečnou investićı za jednotku efektivńı práce (tj. výstup
za jednotku efektivńı práce f(k) a pod́ıl z výstupu, který je investován s).

• výraz (n + g + δ)k(t) rovnovážnou investićı za jednotku efektivńı práce .

Rovnice (3.1) má velký ekonomický význam pro investice do kapitálu, které
muśı dosáhnout alespoň rovnovážné investice, určuje tedy jak veliká muśı investice
být, abychom udrželi kapitál za jednotku efektivńı práce k na zvolené hodnotě.
T́ımto se budeme dál zabývat.
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Nyńı se vrát́ıme k intenzivńı produkčńı funkci f(k). Nechť f(k) splňuje In-
adovy podmı́nky. Pak ukážeme, že existuje k∗ nenulové, takové že rovnovážná
investice se rovná skutečné investici.

Věta 3.2. Nechť (n + g + δ) > 0, s > 0 a nechť intenzivńı produkčńı funkce

f(k) splňuje Inadovy podmı́nky. Pak existuje k∗ > 0 takové, že

(3.2) sf(k∗) = (n + g + δ)k∗.

Důkaz. Zkoumejme funkci definovanou na [0,∞)

(3.3) g(k) = sf(k) − (n + g + δ)k.

Tato funkce je diferencovatelná na (0,∞) (v nule existuje derivace nevlastńı)

(3.4) g′(k) = sf ′(k) − (n + g + δ).

Z f(0) = 0 máme g(0) = 0. Z limk→0+ f ′(k) = ∞ dostáváme limk→0+ g′(k) = ∞.
Tedy existuje a ∈ (0,∞) takové, že g(a) > 0.

Daľśı vlastnosti Inadovy intenzivńı produkčńı funkce jsou f ′′(k) < 0 a
limk→∞ f ′(k) = 0. Z druhého předpokladu a (3.3) v́ıme, že

lim
k→∞

g′(k) = −(n + g + δ).

Dále

g(x) =

x
∫

1

g′(t)dt + g(1),

a tedy existuje b ∈ (0,∞) takové, že g(b) < 0 .
Nyńı shrneme výsledky. Existuje a ∈ (0,∞), kde g(a) > 0, respektive b ∈

(0,∞) a g(b) < 0 . Funkce g(k) je rozd́ıl dvou spojitých funkćı, tedy spojitá
funkce. Proto existuje k∗ ∈ (a, b), že g(k∗) = 0. Z f ′′(k) < 0 plyne, že g′ je
klesaj́ıćı funkce a g je zjevně v k∗ klesaj́ıćı. Tedy g(k) je klesaj́ıćı pro všechna
k > k∗, a tud́ıž k∗ existuje jediné. �

Je nutné si vědomit, zda diferenciálńı rovnice (3.1) má nějaké řešeńı.

Věta 3.3 (existence a jednoznačnost). Nechť k0 > 0 a nechť f : [0,∞) →
[0,∞) splňuje vlastnosti intenzivńı produkčńı funkce (2.1) a (2.2). Potom existuje

právě jedno řešeńı diferenciálńı rovnice

k′(t) = sf(k(t)) − (n + g + δ)k(t),

splňuj́ıćı počátečńı podmı́nku k0 = k(0).

Důkaz. V tomto d̊ukazu použijeme značeńı z d̊ukazu Věty 3.2. Označme k∗

bod rovnovážné investice z Věty 3.2. Je-li k0 < k∗, pak k′(0) > 0, neboť

sf(k0) > (n + g + δ)k0.

Plat́ı tedy, že k(t) ∈ [k0, k
∗] pro všechna t > 0. Naopak, jestliže k0 > k∗, pak

k′(0) < 0, neboť
sf(k0) < (n + g + δ)k0.

Plat́ı tedy, že k(t) ∈ [k∗, k0] . Fakt, že k(t) nepřesáhne k∗ z jedné či z druhé strany
je d̊usledek spojité diferencovatelnosti k(t). Pokud k(t1) = k∗, pak k′(t1) = 0 a
k(t) = k∗ na [t1,∞). Vı́me tedy, že existuje ε > 0 takové, že k(t) /∈ [0, ε). Funkce
k(t) nenabývá pro všechna t z intervalu [0,∞) hodnot z okoĺı 0.
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Použijme Picardovu Větu 7.3 na interval [0,∞) , jediný předpoklad který je
třeba ověřit je lipchitzovskost G(t, k), dané rovnićı

G(t, k) = sf(k) − (n + g + δ)k.

Nyńı budeme odhadovat

|G(t, k1) − G(t, k2)| ≤ (n + g + δ) |k1 − k2| + s |f(k1) − f(k2)| .

Na [ε,∞) existuje f ′′ a nabývá záporných hodnot, tedy f ′ je omezená konstantou
f ′(a) = N , jelikož f ′ klesaj́ıćı a nezáporná. Mějme k1, k2 ∈ [a,∞), rozš́ı̌ŕıme druhý
sč́ıtanec na pravé straně hodnotou |k1 − k2| a podle Lagrangeovy věty (7.1)

|G(t, k1) − G(t, k2)| ≤ (n + g + δ) |k1 − k2| + s |k1 − k2|N.

Tedy plat́ı
|G(t, k1) − G(t, k2)| ≤ M |k1 − k2| ,

kde M = (n + g + δ) + Ns. Řešeńı tedy existuje je tedy jednoznačné. �

Nyńı si spoč́ıtáme bod rovnovážné investice v konkrétńım př́ıpadě.

Př́ıklad 3.4. Vrát́ıme se ke Cobb-Douglasově funkci. V Př́ıkladu 2.3 jsme
spoč́ıtali intenzivńı produkčńı funkcif(k) = kα, α ∈ (0, 1). Teď spočtěme podle
(3.2) bod rovnovážné investice

s(k∗)α = (n + g + δ)k∗

(k∗)α−1 =
n + g + δ

s
, s 6= 0

(3.5) k∗ =
α−1

√

n + g + δ

s
.

3.2. Konvergence k rovnoměrnému r̊ustu

Nyńı se pod́ıváme na konvergenci k(t) k bodu rovnovážné investice k∗, defi-
nonaným větou (3.2). Dále si poṕı̌seme, jak se ekonomika v tomto bodě chová.

Věta 3.5. Nechť k0 > 0, (n + g + δ) > 0, s > 0 a nechť intezivńı produkčńı

funkce f(k) splňuje Inadovy podmı́nky. Pak každé řešeńı diferenciálńı rovnice

(3.1) s počátečńı podmı́nkou k(0) = k0 splňuje

k(t)
t→∞

→ k∗ a k′(t)
t→∞

→ 0,

kde k∗ je konstanta z Věty 3.2.

Důkaz. V tomto d̊ukaz budeme použ́ıvat použ́ıvat výsledky a značeńı z d̊ukazu
Věty 3.2. Nechť g(k) je dána rovnićı (3.3). Pokud k < k∗, pak podle předchoźı
Věty 3.2 k roste (g(k) > 0), jestliže k > k∗ tak podle předchoźı Věty 3.2 k klesá
(g(k) < 0).

Mějme autonomńı difereciálńı rovnici k′ = g(k), kde g(k) je daná rovnićı (3.3).
Vı́me, že g(k) je diferencovatelná na (0,∞) a g′(k) je tvaru (3.4). Podle Věty 7.5
stač́ı ověřit, že g′(k∗) < 0, kde k∗ je klidovým stavem rovnice k′ = g(k).

Je dobré si uvědomit, že fakt g′(k∗) < 0 plyne př́ımo z d̊ukazu Věty 3.2. Za
prvé v́ıme, že g′(k) je funkce klesaj́ıćı, tedy může změnit znaménko pouze jednou.
Následně v́ıme, že g(0) = 0 a existuje a, že g(k) je rostoućı na (0, a]. Tedy g(k)
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muśı být v bodě k∗ klesaj́ıćı, neboť k∗ > a, g(k∗) = 0, a tud́ıž g′(k∗) < 0. Tedy
proto

k(t)
t→∞

→ k∗.

Jelikož k∗ je klidovým stavem k′ = g(k), pak také

k′(t)
t→∞

→ 0.

Tento d̊usledek je také možno odvodit z Lagrangeovy věty, protože z k(t)
t→∞

→ k∗

vyplývá

k(t + 1) − k(t)
t→∞

→ 0.

Na tento výraz může již Lagrangeovu větu použ́ıt a dostaneme

k′(t)
t→∞

→ 0.

�

Ekonomickým d̊usledkem této věta je fakt, že ať ekonomika zač́ıná v jakémkoliv
počátečńım stavu k(0), pak vždy dokonverguje ke k∗. Nyńı ilustrujeme konver-
genci na konkrétńım př́ıkladě Cobb-Douglasovy intenzivńı produkčńı funkce.

Př́ıklad 3.6. Nechť f(k) je Cobb-Douglasova intenzivńı produkčńı funkce,
pak

k(t)
t→∞

→ k∗,

kde k(t) je dána rovnićı (3.1) a k∗ je dáno (3.5).

Důkaz. Z př́ıkladu 2.3 máme f(k) = kα, α ∈ (0, 1). Tedy rovnice (3.1) má
tvar

(3.6) k′(t) = s(k(t))α − (n + g + δ)k(t).

Dostali jsme Bernoulliovu rovnici. Vydělme obě strany rovnice (k(t))α a označme

z(t) =
1

(k(t))α−1
.

Pak

z′(t) =
1 − α

(k(t))α
k′(t),

dostáváme tedy

(3.7)
1

1 − α
z′(t) = s − (n + g + δ)z(t).

Homogenńı část diferenciálńı rovnice rovnice dává

z′(t)

z(t)
= −(n + g + δ)(1 − α).

Klasickou úpravou dostaneme

(3.8) zh(t) = e(n+g+δ)(α−1)tC.

Zbývá ještě určit nějaké partikulárńı řešeńı. Variaćı konstant (3.8) dostáváme

z′(t) = (n + g + δ)(α − 1)e(n+g+δ)(α−1)tC(t) + e(n+g+δ)(α−1)tC ′(t).

Dosazeńım do (3.7) dostáváme

e(n+g+δ)(α−1)tC ′(t) = s(1 − α).
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Tedy

C ′(t) = s(1 − α)e(n+g+δ)(1−α)t,

a tedy

C(t) = s(1 − α)

t
∫

0

e(n+g+δ)(1−α)xdx

=
s

n + g + δ
e(n+g+δ)(1−α)t −

s

n + g + δ
.

Hledané partikulárńı řešeńı tedy je

zp(t) = e(n+g+δ)(α−1)t
( s

n + g + δ
e(n+g+δ)(1−α)t −

s

n + g + δ

)

=
s

n + g + δ
− e(n+g+δ)(α−1)t s

n + g + δ
.

Tedy dostáváme

k(t) =
(

e(n+g+δ)(α−1)tC +
s

n + g + δ
− e(n+g+δ)(α−1)t s

n + g + δ

)
−1

α−1
.

Chceme ověřit, zda (3.6) je stabilńı, tedy podle (3.5) muśıme ověřit zda

(3.9) lim
t→∞

k(t) =
α−1

√

n + g + δ

s
.

Poč́ıtejme

(3.10) lim
t→∞

k(t) = α−1

√

1

limt→∞ z(t)
.

Zbývá

lim
t→∞

z(t) = lim
t→∞

zh(t) + lim
t→∞

zp(t) =
s

n + g + δ
.

Druhá rovnost plat́ı, protože se jedná o jediný člen, ve kterém neńı exponenciála
se záporným exponentem, a který nav́ıc nezáviśı na t. Limita (3.9) je evidentně
splněna a t́ım je k(t) → k∗ ukázáno. �

Přirozenou otázkou je, jak se chová ekonomika v tomto bodě rovnovážné in-
vestice. Pro kapitál plat́ı (2.4) K(t) = A(t)L(t)k(t) a

K ′(t) = A′(t)L(t)k(t) + A(t)L′(t)k(t) + A(t)L(t)k′(t),

kde posledńı člen je nulový, protože k′(t) = 0. Tedy výraz se zjednodušš́ı a

K ′(t) = k(t)(A′(t)L(t) + A(t)L′(t))

=
K(t)

A(t)L(t)
(A′(t)L(t) + A(t)L′(t))

= K(t)(n + g).

Dostáváme tedy homogenńı diferenciálńı rovnici, a tedy K(t) = K(0)e(n+g)t. Také

v́ıme, že plat́ı (2.12) K ′(t) = sY (t)− δK(t), tedy dostáváme sY (t)
K(t)

= n + g + δ. Z

toho plyne, že produkce

Y (t) =
K(0)e(n+g)t(n + g + δ)

s
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roste v bodě rovnovážné investice také tempem n+g. Každá z veličiny A,L,K, Y
má tedy v bodě rovnovážné investice rovnoměrný r̊ust, neboť u veličin A,L
rovnoměrný r̊ust předpokládáme. Ř́ıkáme tedy, že ekonomika je ve stavu rov-
noměrného r̊ustu. Proto nazýváme k(t) → k∗ konvergenćı k rovnoměrnénu r̊ustu.



CHAPTER 4

Dopad změny kapitálu věnovaného investićım

V této části se budeme věnovat změnám parametru s (pod́ıl kapitálu věno-
vaného investićım, a tedy s ∈ [0, 1]) v Solowově modelu. Tedy budeme zkoumat,
jak s ovlivňuje bod rovnovážné investice a spotřebu.

4.1. Změna bodu rovnovážné investice

Parametr, který pravděpodobně nejv́ıce ovlivňuje Solowův model je mı́ra
úspor. Obchody uskutečněné vládou, daně, úrokové sazby ovlivňuj́ı pod́ıl pro-
dukce věnovaným investićım. Tedy prvńı problém, který budeme řešit je zvýšeńı
pod́ılu kapitálu na investice.

Nyńı přepokládejme, že se ekonomika nacháźı v bodě rovnovážné investice
k∗ = k(t0), a tedy

k′(t0) = sf(k∗) − (n + g + δ)k∗ = 0.

Zvýš́ıme-li pod́ıl kapitálu věnovaný investićım v čase t0 z s na s + θs, pak

k′(t0) = (s + θs)f(k∗) − (n + g + δ)k∗ = θsf(k∗) > 0.

Podle Věty 3.5 k(t) roste k nové hodnotě k̂∗ a k′(t) klesá k nule. Pro k′(t) v čase
t < t0 plat́ı k′(t) = 0. V čase t0 má skok o velikosti θsf(k∗). Následně opět klesá
k nule pro t → ∞. Náš ćıl je popsat chováńı výstupu. Z ekonomického hlediska
je lepš́ı popsat chováńı výstupu za pracovńıka Y/L. Dı́ky (2.3) a (2.5) v́ıme

Y

L
= Af(k).

V bodě rovnovážné investice k∗ je f(k∗) konstanta. Funkce Y/L roste tedy stejným
tempem jako A.

Zvýšený pod́ıl investic v čase t0 zp̊usob́ı k(t) ր k̂∗ podle Věty 3.5, neboť k(t)

již neńı kostanta a k(t) < k̂∗. Funkce f(k) je jako funkce k spojitá a rostoućı na
[0,∞), tedy

A(t)f(k(t)) − A(t)f(k̂∗) ց 0 , t → ∞.

Situaci poṕı̌seme na funkci log(Y/L). Pro t < t0 plat́ı

d log(Y (t)/L(t))

dt
=

d log(A(t)f(k∗))

dt

=
d log A(t)

dt
=

d log(A(0)egt)

dt
= (log A(0) + gt)′ = g,

16
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neboť f(k∗) je konstanta. V čase t0 pod́ıl investic vzroste na s + θs, tedy k(t)
roste a také f(k). Tedy

d log(Y (t)/L(t))

dt
=

d log(A(t)f(k(t)))

dt

=
d log(A(t))

dt
+

d log(f(k(t)))

dt

= g +
f ′(k(t))k′(t)

f(k(t))
.

Tedy Y/L roste rychleji, jelikož je posledńı člen nezáporná hodnota. Ale k(t) ր k̂∗

a k′(t) → 0. Proto plat́ı
f ′(k(t))k′(t)

f(k(t))

t→∞

→ 0

a tempo r̊ustu Y/L se vraćı k p̊uvodńımu stavu.

Při náhlém zvýšeńı pod́ılu kapitálu věnovaného investićım s se zvýš́ı hodnota
bodu rovnovážné investice k∗. Tato změna také zp̊usob́ı rychleǰśı r̊ust veličiny
Y/L v čase, ale tato změna se postupně vraćı k p̊uvodńımu stavu.

4.2. Chováńı spotřeby při změně investic

Označme opět pod́ıl kapitálu věnovaný investićım s ∈ (0, 1). Pak zřejmě pod́ıl
kapitálu, který je spotřebován je 1 − s. Spotřeba za jednotku efektivńı práce c
je rovna výstup za jednotku efektivńı práce f(k) vynásobenou konstantou 1− s.
Zavedeme si novou funkci c(k(t)), která znač́ı spotřebu v bodě k, eventuálně v
závislosti na čase t

(4.1) c(k(t)) = (1 − s)f(k(t)) = f(k(t)) − sf(k(t)).

Vrát́ıme se k předchoźı situaci, kdy se ekonomika nacháźı v bodě rovnovážné
investice k∗. Nyńı zvýš́ıme pod́ıl kapitálu věnovanému investićım s na s + θs v
čase t0. Jelikož k∗ a s jsou konstanty pro t < t0, tedy c(k∗) = c∗ je také konstanta.
V čase t0 d́ıky provedené změně dostaneme

c(k∗) = f(k∗) − (s + θs)f(k∗) = c∗ − θsf(k∗).

Odeč́ıtáme kladnou hodnotu, takže funkce c(k) má v čase t0 skok o velikosti
−θsf(k∗), tedy spotřeba klesne. Z přechoźı části v́ıme (model je totožný), že

následně k(t) roste k nové hodnotě k̂∗ a f(k(t)) ր f(k̂∗), t → ∞. Proto také

(4.2) c(k) ր (1 − s − θs)f(k̂∗).

Funkce c(k(t)) je v čase t > t0 rostoućı podle (4.1) a konverguje k (4.2) .
Nyńı se pod́ıváme, jak se chová spotřeba v bodě rovnovážné investice v

závislosti na s. Z (4.1)a (3.2) máme

c∗ = f(k∗) − sf(k∗) = f(k∗) − (n + g + δ)k∗,

kde k∗ bereme jako funkci o proměnné s, neboť již v́ıme z předchoźı části, že
zvýšeńı s má za následek r̊ust k∗. Budeme psát k∗ = k∗(s) a n, g, δ jsou parametry
funkce. Předpokládejme nyńı, že funkce k∗, respektive c∗ je diferencovatelná pro
s ∈ (0, 1). Pak plat́ı

∂c∗

∂s
= [f ′(k∗(s)) − (n + g + δ)]

∂k∗(s)

∂s
.
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Již v́ıme, že zvýšeńı pod́ılu kapitálu do investic s znamená, že k∗ roste ke k̂∗.
Jinak řečeno k∗ je rostoućı funkce proměnné s . Plat́ı tedy

∂k∗(s)

∂s
> 0.

Mohou nastat dva př́ıpady. Když

(4.3) f ′(k∗(s)) > n + g + δ,

pak spotřeba v bodě rovnovážné investice roste. Dodatečného výstupu je dostatek
k udržeńı k na své zvýšené hladině.

Pokud

(4.4) f ′(k∗(s)) < n + g + δ,

spotřeba naopak klesá. Dodatečný výstup z rostoućıho kapitálu neńı dost velký na
to, aby udržel zásobu kapitálu na této vyšš́ı úrovni. Z definice intezivńı produkčńı
funkce plyne, že f ′(k) je klesaj́ıćı funkce k a zároveň k∗(s) je rostoućı funkce s.
Podle derivace složené funkce dostaneme

∂f ′(k∗(s))

∂s
< 0.

Funkce f ′(k∗(s)) je tedy klesaj́ıćı funkce proměnné s. Jestliže označ́ıme s0 hodnotu
s, pro kterou f ′(k∗(s)) = n + g + δ, pak zřejmě pro s > s0 nastane druhý př́ıpad
(4.4). Tedy spotřeba klesá, pokud stát proinvestuje př́ılǐs mnoho svého kapitálu.
Pro s < s0 plat́ı (4.3), nastane tedy prvńı př́ıpad.

Věta 4.1. Nechť s ∈ [0, 1] . Nechť k∗(s) je hodnota bodu rovnovážné investice

v závislosti na proměnné s a je diferencovatelná pro s ∈ (0, 1). Definujme

c∗(s) = f(k∗(s)) − sf(k∗(s)) = f(k∗(s)) − (n + g + δ)k∗(s),

kde n + g + δ > 0. Pak existuje s0, který je stacionárńım bodem c∗(s).

Důkaz. Budeme se snažit ověřovat předpoklady Rolleovy věty 7.2. Pod́ıvejme
se na hraničńı situace. Pokud s = 0 (žádný kapitál neńı investován), pak zřejmě
podle (3.2) plat́ı

(n + g + δ)k∗(0) = 0.

Pro (n+g+δ) > 0 muśı nutně platit k∗(0) = 0. Tedy po dosazeńı c∗(0) = f(0) = 0
a spotřeba je nulová. Pokud investujeme celý kapitál s = 1, pak opět z (3.2) zřejmě
plat́ı

f(k∗) = (n + g + δ)k∗.

Po dosazeńı c∗(1) = 0. Muśı tedy existovat podle Rolleovy věty s0 ∈ (0, 1) takové,
že (c∗)′(s0) = 0. �

Vždy tedy existuje optimálńı hodnota s0, což je nejlepš́ı možný pod́ıl kapitálu,
který se investuje. Pokud spotřeba roste, tak roste riziko, že ekonomické objekty
ztrat́ı schopnost splácet své závazky. Klesá-li spotřeba, tedy ochota utrácet za
výrobky firem, tedy klesá HDP země.



CHAPTER 5

Odhad změny r̊ustu při změně pod́ılu kapitálu

věnovaného investićım

V této části se budeme zabývat vlivem změny mı́ry úspor (tj. pod́ılu kapitálu
věnovaného investićım s) na výstup v bodě rovnovážné investice k∗. Nakonec
budeme odhadovat rychlost konvergence k(t) ke k∗.

5.1. Elasticita výstupu vzhledem k pod́ılu kapitálu věnovaného

investićım s

Definujme y∗ ze vztahu (2.5) jako hodnotu v bodě k(t) = k∗, tedy

(5.1) y∗ = f(k∗).

Nyńı budeme uvažovat ” všechny funkce o proměnné k∗ ” jako funkce s. V dlou-
hodobém horizontu má r̊ust v úsporách na produkci za jednotku efektivńı práce
y(t) v bodě rovnovážné investice k(t) = k∗ tvar podle (5.1)

(5.2)
∂y∗

∂s
=

∂f(k∗)

∂s
= f ′(k∗)

∂k∗(s)

∂s
.

Bod rovnovážného r̊ustu k∗ je definován z Věty 3.2 a splňuje podle (3.2) rovnici

(5.3) sf(k∗(s)) = (n + g + δ)k∗(s).

Rovnice (5.3) plat́ı pro všechna s ∈ [0, 1] a (n+g+δ) > 0. Obě strany rovnice
zderivujem podle s a dostaneme

(5.4) sf ′(k∗)
∂k∗

∂s
+ f(k∗) = (n + g + δ)

∂k∗

∂s
.

U k∗ vynecháváme argumenty pro jednodušš́ı tvar. Z rovnice (5.4) dostáváme

(5.5)
∂k∗

∂s
=

f(k∗)

(n + g + δ) − sf ′(k∗)
.

Dosazeńım (5.5) do (5.2) obdrž́ıme

(5.6)
∂y∗

∂s
=

f ′(k∗)f(k∗)

(n + g + δ) − sf ′(k∗)
.

Definice 5.1. Elasticitou výstupu vzhledem k pod́ılu investovaného kapitálu
nazveme veličinu s

y∗

∂y∗

∂s
.

Elasticita je ekonomický pojem, který charakterizuje pružnost změny jedné
veličiny v poměru k změně druhé veličiny. V našem př́ıpadě změny výstupu v
závislosti na změně pod́ılu investovaného kapitálu. Nyńı si vyjádř́ıme (5.6) pomoćı

19
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elasticity a užijeme vztah (5.3)

s

y∗

∂y∗

∂s
=

s

f(k∗)

f ′(k∗)f(k∗)

(n + g + δ) − sf ′(k∗)

=
(n + g + δ)k∗f ′(k∗)

f(k∗) [(n + g + δ) − (n + g + δ)k∗f ′(k∗)/f(k∗)]

=
k∗f ′(k∗)/f(k∗)

1 − [k∗f ′(k∗)/f(k∗)]
,

kde k∗f ′(k∗)/f(k∗) je elasticita výstupu vzhledem ke kapitálu v bodě k = k∗ a
budeme ji značit αK(k∗). Dostaneme tedy

s

y∗

∂y∗

∂s
=

αK(k∗)

1 − [αK(k∗)]
.

Elasticita výstupu vzhledem k proměnné s záviśı na elasticitě výstupu vzhledem
k proměnné k v bodě k = k∗ .

5.2. Odhad rychlosti konvergence k(t) ke k∗ v okoĺı bodu k∗

Jako základ si vezmeme rovnici k′(t) = sf(k(t))− (n + g + δ)k(t). Jedná se o
diferenciálńı rovnici typu k′ = g(k), kde g(k) je tvaru (3.3). Funkce g(k) je obecně
nelineárńı, takže ji muśıme linearizovat. Definujme

g̃(k) =

[

∂g(k)

∂k

∣

∣

∣

∣

k=k∗

]

(k − k∗).

Funkce g̃(k) je aproximaćı prvńıho řádu Taylorova rozvoje v bodě k = k∗ funkce
g(k), kde k∗ je klidový stav rovnice k′ = g(k) a podle Věty 3.5 plat́ı

k(t)
t→∞

→ k∗.

V okoĺı bodu k∗ je g(k) zhruba rovna g̃(k). Mı́sto k′ = g(k), teď řešme k′ = g̃(k).
Označme λ = −∂g(k)/∂k|k=k∗ . Pak z odhadu dostáváme

(5.7) k′(t) ∼= −λ [k(t) − k∗] .

Řešeńı homogenńı části diferenciálńı rovnice (5.7) je

kh(t) ∼= e−λtC = eλtk(0).

Variaćı konstant dostaneme

k′(t) ∼= e−λtλC(t) + e−λtC ′(t).

Dosad́ıme do (5.7)

(5.8) −e−λtλC(t) + e−λtC ′(t) ∼= −λ
[

e−λtC(t) − k∗
]

.

Z (5.8)

C ′(t) ∼= eλtλk∗ a

C(T ) ∼= λk∗

T
∫

0

eλtdt = λk∗
(eλT − 1)

λ
= k∗(eλT − 1).

Partikulárńı řešeńı tedy je

kp(t) ∼= e−λtC(t) = e−λtk∗(eλt − 1) = k∗ − k∗e−λt.
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Konečně dostáváme

(5.9) k(t) = kp(t) + kh(t) ∼= k∗ + e−λt [k(0) − k∗]

jako odhad chováńı k v okoĺı bodu k(t) = k∗ . V rovnici (5.9) zbývá určit λ.

λ ≡ −
∂g(k)

∂k

∣

∣

∣

k=k∗

= − [sf ′(k∗) − (n + g + δ)]

= (n + g + δ) −
(n + g + δ)k∗f ′(k∗)

f(k∗)

= [1 − αK(k∗)] (n + g + δ).

Druhá rovnost je substituce za s z rovnosti sf(k∗) = (n + g + δ)k∗. Vı́me, že
plat́ı y∗ = f(k∗), což je spojitá funkce k v bodě k∗. Funkcef(k) splňuje Inadovy
podmı́nky, a tedy je spojitě diferencovatená na okoĺı k∗. Plat́ı tedy také

y(t) ∼= y∗ + e−λt [y(0) − y∗] ,

ale opět pouze v okoĺı bodu k(t) = k∗ .
Odhady tedy ř́ıkaj́ı, že na okoĺı bodu k(t) = k∗ plat́ı k(t) → k∗ a y(t) → y∗

exponenciálně. Z (5.9) máme odhad rychlosti konvergence. To odpov́ıdá Př́ıkladu
3.6.

5.3. Empirické aplikace - vyspělost ekonomiky

Nakonec se krátce zmı́ńıme jakým zp̊usobem je pozorován r̊ust ekonomiky.
Veličiny Y,K,L,A se těžko pozoruje. Naproti tomu tempo r̊ustu X ′/X se snadno
pozoruje z dat, kde X je jedna ze zmı́něných proměnných, a proto si vyjádř́ıme
rovnice pro tempa r̊ustu zmı́něných veličin. Označme si

(5.10) ∂F (K,AL)/∂X = ∂Y (t)/∂X(t)

pro X nabývaj́ıćı K,L,A.
Nyńı si dokažme dvě pomocné věty.

Lemma 5.2. Označme αK(t) = K(t)
Y (t)

∂Y (t)
∂K(t)

a αL(t) = L(t)
Y (t)

∂Y (t)
∂L(t)

, pak plat́ı

(5.11) αK(t) + αL(t) = 1.

Důkaz. Poč́ıtejme

αK(t) + αL(t) =
K(t)

Y (t)

∂Y (t)

∂K(t)
+

L(t)

Y (t)

∂Y (t)

∂L(t)

=
1

Y (t)

[

K(t)
∂Y (t)

∂K(t)
+ L(t)

∂Y (t)

∂L(t)

]

.

Takže nám stač́ı ukázat, že výraz v hranaté závorce je roven produkci Y (t). Podle
(2.6) máme

(5.12)
∂Y (t)

∂K(t)
= f ′(k(t)).

Z (2.3) snadnou úpravou

∂F (K,AL)

∂L
= Af

( K

AL

)

− ALf ′

( K

AL

)K

A

1

L2

= Af
( K

AL

)

−
K

L
f ′

( K

AL

)

.
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Tedy dostáváme, že

(5.13)
∂Y (t)

∂L(t)
= A(t)f

( K(t)

A(t)L(t)

)

−
K(t)

L(t)
f ′

( K(t)

A(t)L(t)

)

.

Nyńı již můžeme dokončit výpočet

K(t)
∂Y (t)

∂K(t)
+ L(t)

∂Y (t)

∂L(t)
= K(t)f ′

( K(t)

A(t)L(t)

)

+ L(t)A(t)f
( K(t)

A(t)L(t)

)

− K(t)f ′

( K(t)

A(t)L(t)

)

= L(t)A(t)f
( K(t)

A(t)L(t)

)

= Y (t).

Posledńı rovnost plyne z (2.3) a t́ım je d̊ukaz hotov. �

Věta 5.3. Nechť F je produkčńı funkce, plat́ı tedy Y (t) = F (K(t), A(t)L(t)).
Pro derivaci Y (t) podle t plat́ı

Y ′(t) =
∂Y (t)

∂K(t)
K ′(t) +

∂Y (t)

∂L(t)
L′(t) +

∂Y (t)

∂A(t)
A′(t)

se značeńım (5.10).

Důkaz. Z (2.3) máme

Y (t) = A(t)L(t)f
( K(t)

A(t)L(t)

)

.

Derivaćı podle t dostaneme

Y ′(t) = A′(t)L(t)f
( K(t)

A(t)L(t)

)

+ A(t)L′(t)f
( K(t)

A(t)L(t)

)

+ A(t)L(t)f ′

( K(t)

A(t)L(t)

)K ′(t)A(t)L(t) − K(t) [A′(t)L(t) + A(t)L′(t)]

[A(t)L(t)]2
.

Výraz můžeme upravit do tvaru

Y ′(t) = K ′(t)
[

f ′

( K(t)

A(t)L(t)

)]

+ L′(t)
[

A(t)f
( K(t)

A(t)L(t)

)

−
K(t)

L(t)
f ′

( K(t)

A(t)L(t)

)]

+ A′(t)
[

L(t)f
( K(t)

A(t)L(t)

)

−
K(t)

A(t)
f ′

( K(t)

A(t)L(t)

)]

.

Z (5.12) dostáváme
∂Y (t)

∂K(t)
= f ′

( K(t)

A(t)L(t)

)

,

dále z (5.13)

∂Y (t)

∂L(t)
= A(t)f

( K(t)

A(t)L(t)

)

−
K(t)

L(t)
f ′

( K(t)

A(t)L(t)

)

.

Jelikož A(t)L(t) vystupuj́ı jako součin v Y (t) = F (K(t), A(t)L(t)), pak tedy

∂Y (t)

∂A(t)
= L(t)f

( K(t)

A(t)L(t)

)

−
K(t)

A(t)
f ′

( K(t)

A(t)L(t)

)

.

Tedy t́ımto je věta dokázána.
�
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Podle Věty 5.3 z Y (t) = F (K(t), A(t)L(t)) dostaneme derivaćı podle t

(5.14) Y ′(t) =
∂Y (t)

∂K(t)
K ′(t) +

∂Y (t)

∂L(t)
L′(t) +

∂Y (t)

∂A(t)
A′(t).

Vyděleńım rovnice (5.14) Y (t) a vhodným rozš́ı̌reńım pravé strany

Y ′(t)

Y (t)
=

K(t)

Y (t)

∂Y (t)

∂K(t)

K ′(t)

K(t)
+

L(t)

Y (t)

∂Y (t)

∂L(t)

L′(t)

L(t)
+

A(t)

Y (t)

∂Y (t)

∂A(t)

A′(t)

A(t)

= αK(t)
K ′(t)

K(t)
+ αL(t)

L′(t)

L(t)
+ R(t),

kde veličinu

R(t) ≡
∂Y (t)

∂A(t)

A′(t)

Y (t)

nazveme Solowův reziduál. Odečteńım L′(t)
L(t)

a dosazeńım faktu αL(t) + αK(t) = 1

dostaneme

(5.15)
Y ′(t)

Y (t)
−

L′(t)

L(t)
= αK(t)

[

K ′(t)

K(t)
−

L′(t)

L(t)

]

+ R(t).

Kde αK(t) může být měřeno jako pod́ıl př́ıjmů, které jdou do kapitálu a R(t) se
měř́ı jako reziduál. Pro snadněǰśı interpretaci rovnice (5.15) dokážeme následuj́ıćı
lemma.

Lemma 5.4. Nechť X(t) je diferencovatelná na [0,∞). Dále označme

gX(t) = X′(t)
X(t)

tempo r̊ustu veličiny X. Pak plat́ı

gP/Q(t) = gP (t) − gQ(t).

Důkaz. Spoč́ıtáme si tempo r̊ustu veličiny P/Q

gP/Q(t) =
(P (t)

Q(t)

)

′Q(t)

P (t)
=

P ′(t)Q(t) − Q′(t)P (t)

(Q(t))2

Q(t)

P (t)

=
P ′(t)

P (t)
−

Q′(t)

Q(t)
= gP (t) − gQ(t).

�

Rovnici (5.15) můžeme podle Lemmatu 5.4 zapsat ve tvaru

(5.16) gY/L(t) = αK(t)gK/L(t) + R(t).

Rovnice (5.16) ukazuje zp̊usob chováńı ekonomiky pomoćı rozkladu tempa r̊ustu
produkce za pracovńıka (gY/L(t)) na př́ısṕıváńı tempa r̊ustu kapitálu za pra-
covńıka (gK/L(t)) plus Solowův reziduál. Solowův reziduál se velmi často interpre-
tuje jako př́ıspěvěk technologického pokroku. Pokud dvě ekonomiky maj́ı shodné
gK/L(t), pak zřejmě ekonomika, která má vyšš́ı gY/L(t), je vyspěleǰśı.



CHAPTER 6

Př́ırodńı zdroje a p̊uda

V této části se budeme snažit model rozš́ı̌rit o př́ırodńı zdroje a p̊udu. Pro
názornou ilustraci budeme pracovat s Cobb-Douglasovou produkčńı funkćı. Cobb-
Douglasovou produkčńı funkćı zohledňuj́ıćı př́ırodńı zdroje a p̊udu rozumı́me

(6.1) Y (t) = K(t)αR(t)βT (t)γ[A(t)L(t)]1−α−β−γ,

kde α > 0, β > 0, γ > 0 a α + β + γ < 1. Dále R znač́ı př́ırodńı zdroje a T
množstv́ı p̊udy. V platnosti nadále z̊ustávaj́ı předpoklady (2.8), (2.9), (2.12) tedy

L′(t) = nL(t) , A′(t) = gA(t) a K ′(t) = sY (t) − δK(t).

6.1. Omezené zdroje p̊udy a př́ırodńıch surovin

Jelikož množstv́ı p̊udy T je z dlouhodobého horizontu fixńı, proto požadujeme
T ′(t) = 0. Pro př́ırodńı zdroje R předpokládáme rovnoměrný r̊ust, nicméně je
d̊uležité si uvědomit, že zdroje se časem vyčerpávaj́ı, tedy dostáváme

(6.2) R′(t) = −bR(t), b > 0.

Př́ıtomnost p̊udy a př́ırodńıch zdroj̊u znamená, že K(t)/(A(t)L(t)) nemuśı kon-
vergovat k nějaké hodnotě a nemůžeme použ́ıt předchoźı analýzu K(t)/(A(t)L(t)).
Naš́ım ćılem je popsat, kdy je ekonomika ve stavu rovnoměrného r̊ustu, tedy kdy
všechny jej́ı parametry maj́ı rovnoměrný r̊ust. Z předpoklad̊u máme rovnoměrný
r̊ust pro A,L, T a R. Zbývá tedy určit, kdy K,Y maj́ı rovnoměrný r̊ust.

Z (2.12) dostáváme

(6.3)
K ′(t)

K(t)
= s

Y (t)

K(t)
− δ.

Aby tempo r̊ustu K bylo konstantńı, tak Y (t)/K(t) muśı být konstantńı podle
(6.3). Jinak řečeno tempo r̊ustu K a Y je stejné. Vyjdeme z produkčńı funkce
(6.1), kterou uprav́ıme, abychom mohli použ́ıt předchoźıch úvah. Nejprve danou
funkci (6.1) zlogaritmujeme. Dostáváme tedy
(6.4)
log Y (t) = α log K(t)+β log R(t)+γ log T (t)+(1−α−β−γ)[log A(t)+log L(t)].

Nyńı funkci (6.4) zderivujeme podle t a źıskáme

(6.5) gY (t) = αgK(t) + βgR(t) + γgT (t) + (1 − α − β − γ)[gA(t) + gL(t)],

kde gX(t) = X ′(t)/X(t) je tempo r̊ustu X. Do (6.5) můžeme dosadit přepoklady
gR(t) = −b, gT (t) = 0, gA(t) = g a gL(t) = n. Tedy máme

(6.6) gY (t) = αgK(t) − βb + (1 − α − β − γ)(n + g).

24
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Pokud je ekonomika ve stavu rovnoměrného r̊ustu, pak plat́ı grs
Y = grs

K , tedy tempa
r̊ustu Y,K při rovnoměrném r̊ustu jsou shodná. Dosazeńım do (6.6) dostáváme

(6.7) grs
Y = grs

K =
−βb + (1 − α − β − γ)(n + g)

1 − α
.

Zdá se, že máme hledanou hodnotu grs
Y = grs

K , nicméně podle (6.3) máme

grs
K = s

Y (t)

K(t)
− δ.

Dosad́ıme-li do (6.7) dostaneme

(6.8) s
Y (t)

K(t)
=

−βb + (1 − α − β − γ)(n + g) + (1 − α)δ

1 − α
.

Vı́me, že 1 − α > 0 podle (6.1) a s je pod́ıl kapitálu věnovaný investićım, tedy
s ∈ [0, 1]. Pokud nastane

−βb + (1 − α − β − γ)(n + g) + (1 − α)δ < 0,

pak muśı platit Y (t)
K(t)

< 0. Ovšem z ekonomického hlediska má smysl jen Y (t)
K(t)

> 0,

pro Y (t) > 0, K(t) > 0. Proto nav́ıc předpokládejme

−βb + (1 − α − β − γ)(n + g) + (1 − α)δ > 0.

Povšimněme si, že podle (6.7) plat́ı

(6.9) Yrs(t) = Y (0)e(
−βb+(1−α−β−γ)(n+g)

1−α
)t,

a tud́ıž podle (6.3) následně
(6.10)

Krs(t) =
s(1 − α)

−βb + (1 − α − β − γ)(n + g) + (1 − α)δ
Y (0)e(

−βb+(1−α−β−γ)(n+g)
1−α

)t.

Funkce Yrs(t),Krs(t) splňuj́ı veškeré požadované rovnosti. Stav rovnoměrného
r̊ustu tedy existuje.

Nyńı se pod́ıváme, zda ekonomika konverguje k rovnoměrnému r̊ustu. Jestliže
gK(t) > grs

Y , pak plat́ı gK(t) = ∆ + grs
Y , (kde ∆ > 0). Podle (6.6) dostaneme

(6.11) gY (t) = α(∆ + grs
Y ) − βb + (1 − α − β − γ)(n + g).

Z faktu grs
Y = grs

K plyne, že

grs
Y = αgrs

Y − βb + (1 − α − β − γ)(n + g).

Dosad́ıme-li tento fakt do (6.11) dostaneme

(6.12) gY (t) − grs
Y = α∆.

To znamená, že plat́ı gK(t) > gY (t) > grs
Y , neboť podle (6.1) je α ∈ (0, 1). Z

Y (t) > 0, K(t) > 0 vyplývá, že Y (t)
K(t)

je klesaj́ıćı, protože

gY/K(t) = gY (t) − gK(t) < 0

z Lemmatu 5.4. Z rovnice (6.3) je gK(t) je klesaj́ıćı. Funkce gK(t) je omezená,
neboť gK(0) ≥ gK(t) ≥ grs

Y , tedy gK(t) má limitu. Tvrd́ıme, že gK(t) ց grs
Y , a

tedy ekonomika konverguje k rovnoměrnému r̊ustu. Podobnou úvahu lze zopako-
vat pro gK(t) < grs

Y . Nyńı konvergenci k rovnoměrnému r̊ustu dokážeme pomoćı
následuj́ıćı Věty.
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Věta 6.1 (Konvergence k rovnoměrnému r̊ustu). Nechť se ekonomika ř́ıd́ı

Cobb-Douglasovou produkčńı funkćı (6.1). Dále nechť jsou splněny předpoklady

gR(t) = −b, gT (t) = 0, gA(t) = g a gL(t) = n a K ′(t) = sY (t) − δK(t), pak

ekonomika konverguje k rovnoměrnému r̊ustu právě tehdy, když

−βb + (1 − α − β − γ)(n + g) + (1 − α)δ > 0.

To znamená

gK(t)
t→∞

→
−βb + (1 − α − β − γ)(n + g)

1 − α
,

gY (t)
t→∞

→
−βb + (1 − α − β − γ)(n + g)

1 − α
.

Znač́ıme grs
K (t) a grs

Y (t).

Důkaz. Tento d̊ukaz stav́ı na rovnici (6.3)

gK(t) = s
Y (t)

K(t)
− δ.

Dále na rovnici (6.6)

gY (t) = αgK(t) − βb + (1 − α − β − γ)(n + g).

Odečteńım gK(t) z obou stran rovnice (6.6) dostaneme

(6.13) gY/K(t) = gY (t) − gK(t) = (α − 1)gK(t) − βb + (1 − α − β − γ)(n + g).

Označme si M(t) = Y (t)/K(t) a H = βb + (1 − α − β − γ)(n + g). Dosazeńım
(6.3) do (6.13) dostaneme

(6.14)
M ′(t)

M(t)
= (α − 1)(sM(t) − δ) + H.

Jedná se o tvar Bernoulliovy rovnice, kterou umı́me vyřešit. Nyńı si dále označme
v = (α − 1)s a H̃ = H + (1 − α)δ. Pak lze (6.14) zapsat ve tvaru

(6.15)
M ′(t)

(M(t))2
= v +

H̃

M(t)
.

Teď provedeme substituci

N(t) =
1

M(t)

do (6.15) a dostaneme

(6.16) N ′(t) = −v − H̃N(t).

Řešeńı homogenńı části diferenciálńı rovnice (6.16) je

(6.17) Nh(t) = e−H̃tC.

Variaćı konstant dostaneme

N ′(t) = (−H̃)e−H̃tC(t) + e−H̃tC ′(t).

Nyńı máme podle (6.16)

(6.18) e−H̃tC ′(t) = −v.
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Z (6.18) vyplývá

C(t) = −v

t
∫

0

eH̃τdτ =
−v

H̃
(eH̃t − 1).

Hledané partikulárńı řešeńı je tedy

(6.19) Np(t) =
−v

H̃
(1 − e−H̃t).

Řešeńı diferenciálńı rovnice (6.16) je podle (6.17) a (6.19)

(6.20) N(t) = Nh(t) + Np(t) = e−H̃tC +
−v

H̃
(1 − e−H̃t).

Podle označeńı M(t) a N(t) plat́ı

N(t) = K(t)/Y (t).

Podle (6.9) a (6.10) pro rovnoměrný r̊ust plat́ı

(6.21)
Krs(t)

Yrs(t)
=

s(1 − α)

−βb + (1 − α − β − γ)(n + g) + (1 − α)δ
.

Z toho plyne podle (6.3)

grs
K (t) = s

Yrs(t)

Krs(t)
− δ.

Následně źıskáme z grs
Y (t) z rovnice (6.6).

Je dobré si nyńı připomenout označeńı

H̃ = −βb + (1 − α − β − γ)(n + g) + (1 − α)δ,

v = (α − 1)s.

Nyńı budeme řešit tři př́ıpady .

• Nechť H̃ > 0, pak

lim
t→∞

N(t) = lim
t→∞

K(t)

Y (t)

= lim
t→∞

e−H̃tC +
−v

H̃
(1 − e−H̃t)

=
−v

H̃
=

s(1 − α)

−βb + (1 − α − β − γ)(n + g) + (1 − α)δ
.

Tedy také

gK(t)
t→∞

→ grs
K (t) a gY (t)

t→∞

→ grs
Y (t).

Ekonomika tedy konverguje podle (6.21) a (6.7) k rovnoměrnému r̊ustu.
• Nechť H̃ < 0, pak

lim
t→∞

N(t) = lim
t→∞

K(t)

Y (t)

= lim
t→∞

e−H̃tC +
−v

H̃
(1 − e−H̃t)

= +∞,
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což znamená

lim
t→∞

Y (t)

K(t)
= 0.

Tud́ıž podle (6.3) dostáváme

lim
t→∞

gK(t) = −δ.

Ekonomika podle (6.21) k rovnoměrnému r̊ustu nekonverguje.
• Nechť H̃ = 0, pak podle (6.16)

N ′(t) = −v.

Z toho vyplývá
N(t) = −vt + C.

Jelikož α − 1 < 0 a s > 0, pak plat́ı

lim
t→∞

N(t) = lim
t→∞

K(t)

Y (t)

= lim
t→∞

N(t) = −vt + C

= +∞,

protože v < 0. Tud́ıž také

lim
t→∞

Y (t)

K(t)
= 0,

lim
t→∞

gK(t) = −δ.

Ekonomika opět podle (6.21) nekonverguje k rovnoměrnému r̊ustu.

Ekonomika konverguje k rovnoměrnému r̊ustu pouze tehdy, když

−βb + (1 − α − β − γ)(n + g) + (1 − α)δ > 0.

�

Z Věty 6.1 plyne, že intuitivńı ekonomický předpoklad Y (t)
K(t)

> 0 se ukazuje

býti zásadńı. Pro př́ıpad Y (t)
K(t)

≤ 0 ekonomika k rovnoměrnému r̊ustu nekonverguje,

pokud lze o nějakém v̊ubec uvažovat.
Nakonec se pod́ıváme na tempo r̊ustu produkce za pracovńıka ve stavu rov-

noměrného r̊ustu
grs

Y/L = grs
Y − grs

L

=
−βb + (1 − α − β − γ)(n + g)

1 − α
− n

=
−βb + (1 − α − β − γ)g − (β + γ)n

1 − α
.

Nyńı si shrneme výsledky. Pro

(1 − α − β − γ)(n + g) + (1 − α)δ < βb

neexistuje stav rovnoměrného r̊ustu, když

(1 − α − β − γ)(n + g) + (1 − α)δ > βb,

pak stav rovnoměrného r̊ustu existuje. V rozš́ı̌reném modelu neexistuje stav rov-
noměrného r̊ustu vždy, ale pokud existuje, pak ekonomika konverguje k rovnomě-
rnému r̊ustu.
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6.2. Neomezené zdroje p̊udy a př́ırodńıch surovin

V této části vyjdeme opět z rovnice (6.1). Pro neomezené př́ırodńı zdroje a
p̊uda předpokládáme, že R′(t) = nR(t), T ′(t) = nT (t). Tento model můžeme
použ́ıt pro méně zalidněné státy. Tedy tempo r̊ustu p̊udy a př́ırodńı zdroj̊u je
stejný jako r̊ust populace (práce). Dosazeńım do (6.5) dostáváme

(6.22) gY (t) = αgK(t) + (β + γ)n + (1 − α − β − γ)(n + g).

Podle (6.3) máme gr̃s
Y = gr̃s

K a z (6.22) źıskáme

(6.23) gr̃s
Y =

(β + γ)n + (1 − α − β − γ)(n + g)

1 − α
=

(1 − α − β − γ)g

1 − α
+ n.

Z (6.3) a z (6.23) vid́ıme, že

(1 − α − β − γ)g

1 − α
+ n + δ = s

Y (t)

K(t)
> 0,

jelikož
n > 0, δ > 0, g > 0, s > 0, 1 − α − β − γ > 0, 1 − α > 0

podle (6.1), (2.8), (2.9), (2.12). Pro všechny hodnoty povolených parametr̊u tedy
rovnoměrný stav existuje. Konvergence k rovnoměrnému r̊ustu je stejná jako pro
omezené zásoby p̊udy a př́ırodńıch zdroj̊u.

Opět se pod́ıváme na tempo r̊ustu produkce za pracovńıka ve stavu rovno-
měrného r̊ustu

(6.24) gr̃s
Y/L = gr̃s

Y − gr̃s
L =

(1 − α − β − γ)g

1 − α
.

Rovnice (6.24) ř́ıká, že tempo r̊ustu produkce za pracovńıka ve stavu rovnoměr-
ného r̊ustu nezáviśı na tempu r̊ustu populace (práce) n.

Na závěr se pod́ıvejme, jak moc se lǐśı situace s omezenými-neomezenými
př́ırodńımi zdroji a p̊udou. Dostáváme, že

gr̃s
Y/L − grs

Y/L =
(1 − α − β − γ)g − [−βb + (1 − α − β − γ)g − (β + γ)n]

1 − α

=
βb + (β + γ)n

1 − α
.

Rozd́ıl v tempu r̊ustu produkce za pracovńıka mezi situaćı s omezenými-neome-
zenými př́ırodńımi zdroji a p̊udou nezáviśı na tempu r̊ustu znalost́ı g. Veličina
Y/L roste rychleji pro neomezené zdroje.
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Appendix

Věta 7.1 (Lagrangeova věta o středńı hodnotě). [3, Věta 133]Nechť funkce f

je spojitá na uzavřeném intervalu [a, b] a má derivaci všude v otevřeném intervalu

(a, b) : Pak existuje c ∈ (a, b) taková, že

f ′(c) =
f(b) − f(a)

b − a
.

Věta 7.2 (Rolleova věta). [3, Věta 132]Nechť funkce f je spojitá na uzavřeném

intervalu [a, b] a nechť derivace fukce f existuje ve všech bodech x ∈ (a, b). Dále

nechť je f(a) = f(b). Pak existuje c ∈ (a, b) taková, že

f ′(c) = 0.

Věta 7.3 (Picard). [2, Věta 1.2]Nechť γ > 0, t0 ∈ R a nechť

I = (t0 − 2γ, t0 + 2γ) × (k0 − 2γ, k0 + 2γ).

Předpokládejme, že plat́ı

(7.1) k′ = G(t, k),

že G je spojitá funkce v intervalu I, a že existuje kladné č́ıslo M takové, že pro

všechna t ∈ (t0 − 2γ, t0 + 2γ) a pro všechna k ∈ (k0 − 2γ, k0 + 2γ) plat́ı

(7.2) |G(t, k1) − G(t, k2)| ≤ M |k1 − k2| .

Potom plat́ı

(i) existuje interval (c, d) a řešeńı k rovnice (7.1) na intervalu (c, d) takové ,̌ze

t0 ∈ (c, d) a řešeńı vyhovuje počátečńı podmı́nce k(t0) = k0 .

(ii) jestlǐze k1, k2 splňuj́ı

k1(t0) = k2(t0) = k0,

existuje okoĺı t0 na kterém tato řešeńı splývaj́ı.

Definice 7.4. Mějme autonomńı diferenciálńı rovnici x′ = f(x), pak x0 je
klidovým stavem rovnice jestliže f(x0) = 0.

Věta 7.5 (stabilita). [2, Věta 11.11] Nechť f(x) je spojitá. Je-li bod x0 jediným

klidovým stavem rovnice x′ = f(x) a existuje-li f ′(x0) , pak pro f ′(x0) < 0 pro

klidový stav x0 plat́ı

x(t)
t→∞

→ x0.
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