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CHAPTER 1
Uvod

V této préaci se budeme snazit popsat chovani zjednoduseného ekonomického
modelu rustu ekonomiky. Pozorované vlastnosti ekonomiky zavedeme pomoci
podminek na jednotlivé funkce, které model vyuziva. Prubéh jednotlivych funkei
budeme popisovat pomoci diferencialnich rovnic a nasledné budeme odvozovat je-
jich analytické vlastnosti. Cerpali jsme z knihy Davida Romera Advanced Macroe-
conomics [1]. Prevzali jsme vysledky knihy o Solowové modelu. Kniha Advaced
Macroeconomics je psana pro ekonomy a neopira se tedy o detailni matematické
zduvodnéni. Doplnil jsem tedy poznatky o matematickd zduvodnéni, ktera byla
jen naznacena nebo chybéla zcela.

Solowtv model vyuziva 4 proménné

oY ... ... ... produkce.

o K ......... kapital.

o L ... .. préce.

e A. . ... ... znalosti nebo efektivita prace.

Hleddme funkci definovanou ve vsech bodech ¢asu (tj. t € [0, 00)). Tato funkce
neni primo funkci casu, ale kapitdlu, prace a efektivity prace, které jsou zavislé
na casu t.

o Y(t)=F(K(t), A(t)L(t)).

Proménné Y, K, L, A bereme vzdy jako spojité funkce casu, i kdyz to neni
explicitné napsano. Zminénou funkci F', kterd vyjadii vystup Y pomoci ostatnich
ti{ proménnych budeme nazyvat produkéni funkce. Produkéni funkei se budeme
podrobnéji zabyvat v prvni ¢asti prace.

Efektivita prace A a prace L vstupuji do produkéni funkce jako soucin, a
proto zavadime pojem efektivni prace znaci se AL.

Dalsimi zédkladnimi pojmy, se kterymi se v praci setkame, jsou

e kapital za jednotku vstupu K/Y
e kapitél za jednotku efektivni prace K/(AL).

Ve druhé kapitole se sezndmime podrobnéji s produkéni funkei. Rekneme, co je
to jeji intenzivni verze a jak souvisi s puvodni funkci. Nésledné budeme pridavat
predpoklady (podle toho, jak by se produkce méla chovat ekonomicky) na tuto
intenzivni produkéni funkei. Uvedeme znamy modelovy piiklad takové funkce.
Nakonec si popiseme chovani Y, K, L, A v zavislosti na case.

V treti casti se budeme zabyvat intezivni produkcéni funkei v zavislosti na
kapitdlu za jednotku efektivni préce. Rekneme si, co je to rovnovazna inves-
tice a skute¢nd investice. Definujeme bod rovnovazné investice a ukazeme, ze
kazda ekonomika se k tomuto bodu blizi. Zjistime, pro¢ se konvergence k bodu
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1. UVOD 6

rovnovazné investice nékdy nazyva konvergenci k rovnomérnému rustu.

Ve ctvrté casti se budeme vénovat situaci, jak se zméni bod rovnovazné inves-
tice (bod ve kterém nastane stav rovnomérného rustu) pii zméné podilu kapitalu
vénového investicim, pokud se ekonomika jiz nachazela v bodé rovnovazné inves-
tice. Definujeme, co je to spotieba a jak souvisi s kapitdlem vénovaného investici.
Tedy budeme zkoumat vliv stejné situace na spotiebu.

V paté kapitole se zaméiime na velikosti téchto zmén. Pokusime se také odhad-
nout rychlost konvergence k bodu rovnovazné investice. Kratce se zminime, jak
tyto poznatky mohou pomoci pti odhadu vyspélosti ekonomiky.

V posledni Sesté ¢asti si ilustrujeme na konkrétni intenzivni produkéni funkci,
jak lze model rozrisit o prirodni zdroje a pudu.



CHAPTER 2

Vlastnosti produkéni funkce

Nyni budeme postupné pridavat predpoklady na produkéni funkcei v zavislosti
na proménnych K, L, A v pevném bodé casu t a nésledné odvozovat jeji mate-
matické vlastnosti.

2.1. Zakladni vlastnosti produkéni funkce

e Zakladnim predpokladem jsou rovnomeérné vynosy. (tj. c-nasobek kapitalu
a efektivni prace dd c-ndsobek produkce)

(2.1) F(cK,cAL) = cF(K,AL) pro vsechny ¢ > 0.

e Solowuv model predpoklada, ze jiné vstupy nez jiz zminéné prace, kapital
a znalosti jsou zanedbatelné a téz zanebava ptirodni zdroje. Pokud pfi-
rodni zdroje jsou dulezité, pak z rovnice (2.1) dostaneme nerovnost

F(cK,cAL) < cF(K,AL) pro vsechny ¢ > 0.
Timto smérem se vSak nyni ubirat nebudeme, nebot pifrodni zdroje
nebyvaji hlavni duvod rustu produkce a predpoklad rovnomérnych vynosu

nam poskytuje dobrou aproximaci.
e Za predpokladu rovnomérnych vynosu polozme

1
2.2 = —.
(2:2) C=a7
Vidime tedy, ze pfimym dosazenim (2.2) do (2.1)
K K F(K, AL)
2. ) =F(— 1) =
(23) f(AL) <AL’ ) AL
Funkei f(k) = F(k,1), kde
K
2.4 k=—
(2.4) Y7

nazyvame intezivni formou produkéni funkee. Definujme y = %. Protoze

plati % = LL, pak muzeme psit (2.3) ve tvaru

(2.5) y = f(k).
2.2. Vlastnosti intenzivni formy produkéni funkce

Nyni budeme definovat matematické vlastnosti f(k).

DEFINICE 2.1. Funkci f :[0,00) — [0,00) budeme nazyvat intenzivni pro-
dukéni funkei, pokud ma nasledujici analytické vlastnosti
(i) f£(0) =0 a f spojita na [0, c0)
(ii) f'(k) > 0 pro vSechna k > 0
(iii) f”(k) < 0 pro vsechna k >0
Symbolem £ znac¢ime kapital za jednotku efektivni préce.
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2.3. VLIV VSTUPU NA PRODUKCI 8

Intenzivni produkcni funkce je tedy spojita, ryze rostouci, konkavni na své
defini¢nim oboru [0, 00) a bez kapitdlu neni zadny vystup.

POZNAMKA. Protoze plati F(K,AL) = ALf(4), pak tedy také
OF (K, AL KN 1
IR AL _ app ()L = r k)

oK ALJ AL

DEFINICE 2.2. Rekneme, ze intenzivni produkéni funkce spliuje Inadovy
podminky, jestlize

(i) limy_o f'(k) = 0.
(ii) limy_o f'(k) = oo.

(2.6)

Nyni si ukazeme piiklad produkéni funkce.

PRIKLAD 2.3. Cobb-Douglasova funkce je produkéni funkce dand predpisem

F(K,AL) = K*(AL)"™®, kde 0 < a < 1.
Snadno ovéfime, ze se jednéd o produkéni funkei. (tj. splituje podminku (2.1))
F(cK,cAL) = (cK)*(cAL)'™
— TR (AL) e

=cF (K, AL).
Intezivni forma Cobb-Douglasovy funkce je
K K\« N

Jelikoz f'(k) = ak® ' a fP (k) = a(a—1)k*"2, je splnéni podminky intenzivni
produkéni funkce a Inadovych podminek ziejmé.

2.3. Vliv vstupu na produkci

e Prace, kapital a znalosti jsou v tomto modelu brany jako funkce casu.
Pocatecni mnozstvi prace, kapitalu a znalosti jsou dany. V této casti
predpokldaddme, ze funkce L(t), A(t), K (t) maji spojitou derivaci na [0, c0)
a L(0) > 0, A(0) > 0. Pfedpokladdme, ze prace a znalosti rostou stalym

tempem
(2.8) L'(t)=nL(t),n >0
(2.9) A'(t) = gA(t),g > 0.
Resfme homogenni diferencidlni rovnici
L/
® _ .
L(t)

Integraci dostaneme
log(L(t)) = nt + C,
a tedy .
L(t) = e™C.
Zjevne C' = L(0), dostavame tedy
(2.10) L(t) = L(0)e™
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a podobné dostaneme
(2.11) A(t) = A(0)e".

e Déle predpokladédme, ze vystup je rozdélen mezi spotiebu a investice.
Podil vstupu vénovany investici oznac¢me s. Jednotka vystupu vénovana
investicim prinasi jednotku nového kapitalu. Kapital K se casem zne-
hodnocuje, to je vyjadieno konstantou 0. Tedy mame rovnici

(2.12) K'(t) =sY(t) — 0K (t),s €]0,1],8 > 0.
Resme (2.12). Z homogenni rovnice
K'(t) = —0K(t)
dostaneme
(2.13) K(t) = ce™.
Pouzijeme variaci konstant. Z (2.13)
K'(t) = (t)e™ — dc(t)e™
a dosazenim do (2.12) dostaneme
d(t)e™® — de(t)e™® = sY (t) — de(t)e ™,
a proto
d(t)e™® = sY ().
Tedy teseni je t
c(t) = S/Y(T)€6TdT.
0
Hledané feseni soustavy (2.12) je
t

K(t) = K(0)e™® + <S/Y(T)66Td7'> e 0.
0
Funkce K (t), A(t), L(t) jsou spojité na [0,00) a podle (2.3) mame

Y(t) = ( t)(t>A

Funkce Y(t) je spojitd na [0, c0), pokud L(t) # 0 a A(t) # 0. To je ale podle
(2.10)a (2.11) a predpoklada L(0) > 0 a A(0) > 0 splnéno, a tedy Y je spojita.
Integrél tedy existuje.

Jesté poznamenejme, ze K(t), A(t), L(t), Y(t) jsou spojité na [0, 00), tedy
podle (2.8), (2.9),(2.12) jsou K (t), A(t), L(t) spojité diferencovatelné.



CHAPTER 3

Kapital za jednotku efektivni prace

V predchozi ¢asti jsme zkoumali vlastnosti kapitalu K, prace L a znalosti A
jako samostatnych funkci ¢asu. V této ¢dsti budeme zkoumat tyto t¥i komponenty
najednou prostrednictvim kapitalu za jednotku efektivni prace.

3.1. Rovnice pro kapital za jednotku efektivni prace

Kapital za jednotku efektivni prace k bereme jako funkci ¢asu a z rovnice
k(t) = K(t)/(A(t)L(t)) dostdavame podle derivace sou¢inu, podilu a slozené funkce

K'(t 1 /
<>(2t>+K”< )
K K@ABL) + ADL)
AL [A(H)L(1)
) KM L) K@) A®

k() =

K'(t

CAQ@)L(t)  A(L() L) A()L(t) A(t)
Z predpokladu, ze prace a znalosti rostou stalym tempem (2.8) dostdvame
L'(t)/L(t) = na (2.9) A(t)/A(t) = g. Jelikoz jsou funkce K (t), A(t), L(t) spojité
diferencovatelné na [0,00) a L(t) > 0 a A(t) > 0, tak tedy i k(t) je spojité
diferencovatelna na [0, 00).

Déle vidime, ze v posledni rovnosti se vyskytuje samotné k(t). Dosazenim z
rovnosti (2.12)

Nakonec dosadime fakt (2.3) a (2.5), tj (Y/AL = f(K/AL))a dostavame

(3.1) K(t) = sf(k(t) = (n+ g+ k().

Z definice funkce f mé (3.1) smysl jen kdyz k: [0,00) — [0,00). Oznacime-li
ko = k(0), pak méa smysl uvazovat jen kg # 0. V opacném piipadé k'(0) = 0, a
tedy k(t) = 0 na [0, 00), coz nemd zadny ekonomicky vyznam.

DEFINICE 3.1. V diferencidlni rovnici (3.1) nazyvame

e vyraz sf(k(t)) skute¢nou investici za jednotku efektivni prace (tj. vystup
za jednotku efektivni prace f(k) a podil z vystupu, ktery je investovan s).
e vyraz (n+ g+ d)k(t) rovnovaznou investici za jednotku efektivni prace .

Rovnice (3.1) mé velky ekonomicky vyznam pro investice do kapitélu, které
musi dosdhnout alespon rovnovazné investice, urcuje tedy jak velikd musi investice
byt, abychom udrzeli kapital za jednotku efektivni préace £ na zvolené hodnoteé.
Timto se budeme dal zabyvat.

10
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Nyni se vratime k intenzivni produkéni funkei f(k). Necht f(k) spliuje In-
adovy podminky. Pak ukazeme, ze existuje k* nenulové, takové ze rovnovazna
investice se rovna skutec¢né investici.

VETA 3.2. Nechi (n+g+48) >0, s > 0 a nechi intenzivni produkéni funkce
f(k) splniuge Inadovy podminky. Pak existuje k* > 0 takové, Ze

(3.2) sf(k*) =(n+g+0)k"

DUKAZ. Zkoumejme funkci definovanou na [0, 0o)
(3.3) g(k) =sf(k) — (n+g+0)k.
Tato funkce je diferencovatelna na (0, 00) (v nule existuje derivace nevlastni)
(3.4) g(k) = sf'(k) = (n+g+9).
Z £(0) = 0 mame g(0) = 0. Z limy_o, f'(k) = oo dostavame limy_.o, ¢'(k) = .
Tedy existuje a € (0, 00) takové, ze g(a) > 0.

Dalsi vlastnosti Inadovy intenzivni produkéni funkee jsou f”(k) <0 a
limy o f'(k) = 0. Z druhého piedpokladu a (3.3) vime, ze

klim g (k)=—(n+g+9).

Dale

ola) = [ o0yt + g(0),
1
a tedy existuje b € (0, 00) takové, ze g(b) <0 .

Nyni shrneme vysledky. Existuje a € (0,00), kde g(a) > 0, respektive b €
(0,00) a g(b) < 0 . Funkce g(k) je rozdil dvou spojitych funkci, tedy spojité
funkce. Proto existuje k* € (a,b), ze g(k*) = 0. Z f"(k) < 0 plyne, ze ¢ je
klesajici funkce a g je zjevné v k* klesajici. Tedy g(k) je klesajici pro vsechna
k > k*, a tudiz k* existuje jediné. 0

Je nutné si védomit, zda diferencidlni rovnice (3.1) méa néjaké reseni.

VETA 3.3 (existence a jednozna¢nost). Nechi kg > 0 a nechi f : [0,00) —
[0, 00) spliiuge vlastnosti intenzivni produkénd funkce (2.1) a (2.2). Potom existuje
pravé jedno resent diferencidlni rovnice
K(t) = sf(k(t)) — (n+ g+ 6)k(?),
splriugict pocdatecni podminku ko = k(0).
DUKAzZ. V tomto dikazu pouZijeme znaceni z dikazu Véty 3.2. Oznacme k*
bod rovnovazné investice z Véty 3.2. Je-li ko < k*, pak k’(0) > 0, nebot
sf(ko) > (n+ g+ 9)ko.
Plati tedy, ze k(t) € [ko, k*] pro vSechna ¢t > 0. Naopak, jestlize kg > k*, pak
k'(0) < 0, nebot
sf(ko) < (n+ g+ 9)ko.
Plati tedy, ze k(t) € [k*, ko] . Fakt, ze k(t) nepfesdhne k* z jedné ¢i z druhé strany
je dusledek spojité diferencovatelnosti k(). Pokud k(t;) = k*, pak k'(t;) = 0 a
k(t) = k* na [t1, 00). Vime tedy, ze existuje € > 0 takové, ze k(t) ¢ [0, ¢). Funkce
k(t) nenabyva pro vsechna ¢ z intervalu [0, co) hodnot z okoli 0.
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Pouzijme Picardovu Vétu 7.3 na interval [0, 00) , jediny pfedpoklad ktery je
tfeba oveérit je lipchitzovskost G(t, k), dané rovnici

G(t,k) =sf(k) — (n+g+9)k.
Nyni budeme odhadovat

G(t, k1) = G(t, k2)| < (n+ g +06) [k — ko| + s[f (k1) — f(k2)]
Na [g, 00) existuje f” a nabyva zdpornych hodnot, tedy f’ je omezend konstantou
f'(a) = N, jelikoz f’ klesajici a nezaporna. Méjme ky, ks € [a, 00), rozsitime druhy
sc¢itanec na pravé strané hodnotou |k; — k| a podle Lagrangeovy véty (7.1)

Tedy plati
|G(t, k1) — G(t, ka)| < M |k — kol ,
kde M = (n + g +60) + Ns. Reseni tedy existuje je tedy jednoznaéné. O

Nyni si spocitame bod rovnovazné investice v konkrétnim piipadeé.

PRIKLAD 3.4. Vrdtime se ke Cobb-Douglasové funkci. V Prikladu 2.3 jsme
spocitali intenzivni produkéni funkeif (k) = k%, a € (0,1). Ted spoctéme podle
(3.2) bod rovnovazné investice

s(k)*=(n+g+ k"

(et = "EIED

(3.5) 1 a1/N+g+0
S

3.2. Konvergence k rovhomérnému ristu

Nyni se podivame na konvergenci k(t) k bodu rovnovazné investice k*, defi-
nonanym vétou (3.2). Déle si popiseme, jak se ekonomika v tomto bodé chova.

VETA 3.5. Nechi kg >0, (n+g+46) >0, s > 0 a necht intezivni produkéni
funkce f(k) spliuje Inadovy podminky. Pak kaZdé reSeni diferencidlni rovnice
(3.1) s poéatecni podminkou k(0) = ko spliuge

k() =k a K (1) =300,
kde k* je konstanta z Véty 3.2.

DUKAZ. V tomto ditkaz budeme pouZivat pouzivat vysledky a znaceni z dikazu
Véty 3.2. Necht g(k) je ddna rovnici (3.3). Pokud k < k*, pak podle ptredchozi
Véty 3.2 k roste (g(k) > 0), jestlize k > k* tak podle predchozi Véty 3.2 k klesd
(g(k) <0).

Meéjme autonomni diferecidlni rovnici &' = g(k), kde g(k) je dand rovnici (3.3).
Vime, ze g(k) je diferencovatelna na (0,00) a ¢'(k) je tvaru (3.4). Podle Véty 7.5
staci overit, ze ¢'(k*) < 0, kde k* je klidovym stavem rovnice k' = g(k).

Je dobré si uvédomit, ze fakt ¢’(k*) < 0 plyne piimo z dukazu Véty 3.2. Za
prvé vime, ze ¢'(k) je funkce klesajici, tedy muze zménit znaménko pouze jednou.
Nésledné vime, ze g(0) = 0 a existuje a, ze g(k) je rostouci na (0, a]. Tedy g(k)
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musi byt v bodé k* klesajici, nebot k* > a, g(k*) = 0, a tudiz ¢’(k*) < 0. Tedy
proto
k(t) =30 k.
Jelikoz k* je klidovym stavem k' = g(k), pak také
() = 0.
Tento dusledek je také mozno odvodit z Lagrangeovy véty, protoze z k(t) 290 ke
vyplyva
k(t+1) — k(t) =0,
Na tento vyraz muze jiz Lagrangeovu vétu pouzit a dostaneme
() = 0.
O
Ekonomickym disledkem této véta je fakt, ze at ekonomika zaéina v jakémkoliv

pocédtecnim stavu k(0), pak vzdy dokonverguje ke k*. Nyni ilustrujeme konver-
genci na konkrétnim piikladé Cobb-Douglasovy intenzivni produkéni funkce.

PRIKLAD 3.6. Necht f(k) je Cobb-Douglasova intenzivni produkéni funkcee,
pak

k(t) =50k,
kde k(t) je ddna rovnici (3.1) a k* je ddno (3.5).

DUKAz. Z pitkladu 2.3 mdme f(k) = k%, « € (0,1). Tedy rovnice (3.1) ma
tvar

(3.6) K'(t) = s(k(t)* — (n+g+0)k(t).

Dostali jsme Bernoulliovu rovnici. Vydélme obé strany rovnice (k(¢))* a ozna¢me

Pak

dostavame tedy
1

(3.7) —

Z(t)=s—(n+g+9)z(t).
Homogenni ¢ast diferencidlni rovnice rovnice dava
Z(t)
z(t)

Klasickou upravou dostaneme
(3.8) 2p(t) = emtotde-bicy

7 ot v~

=—n+g+6)(1—a).

Z(t) = (n+g+08)(a—1)entatdebigy) 4 entatolla=bicr ),
Dosazenim do (3.7) dostavame
e(”+g+5)(o‘_1)t0/(t) =s(1—a).
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Tedy
C'(t) = s(1 — a)etotd-ar,

a tedy
t

C(t) =s(l —a) / elntotol=a)e g,

0

= Le(n-i-g-&-é)(l—a)t _ ;
Hledané partikularni feseni tedy je
Zp(t) = e(”+g+6)(a_l)t(;e(nw%)(l—a)t _ ;>
_ 5 tgda-n_ S
Tedy dostavame
;1
k(t) :(e(n+g+6)(a71)tc + 5 e(n+g+5)(a71)t;) a—l'

Chceme ovérit, zda (3.6) je stabilni, tedy podle (3.5) musime ovérit zda

(3.9) lim k(1) = 7/ %“”5.

Pocitejme
(3.10) lim k() = > ;
t—00 limy o0 2(2)
Zbyva
o 2(2) = Jim z(0) + Jim 2(t) =

Druha rovnost plati, protoze se jedna o jediny ¢len, ve kterém neni exponenciala
se zdpornym exponentem, a ktery navic nezdvisi na t. Limita (3.9) je evidentné
splnéna a tim je k(t) — k* ukdzéno. O

Prirozenou otazkou je, jak se chova ekonomika v tomto bodé rovnovazné in-
vestice. Pro kapital plati (2.4) K(t) = A(t)L(t)k(t) a
K'(t) = A (t)L(t)k(t) + At) L' (t)k(t) + A(t)L(t)K (),
kde posledni ¢len je nulovy, protoze k'(t) = 0. Tedy vyraz se zjednodussi a
K'(t) = k(t)(A(t)L(t) + A(t)L'(1))
_ K@)
A(t)L(t)
= K(t)(n+g).
Dostévame tedy homogenni diferencialni rovnici, a tedy K (t) = K (0)e™+9)* Také

vime, ze plati (2.12) K'(t) = sY (t) — K (t), tedy dostavame i((f)) =n+g+0.%

(A'(B)L(t) + A()L'(1))

toho plyne, ze produkce

K(0)e 9 (n + g + 6)

Y(t) = -
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roste v bodé rovnovazné investice také tempem n+ g. Kazda z veliciny A, L, K, Y
mé tedy v bodé rovnovézné investice rovnhomérny rist, nebot u velicin A, L
rovnomérny rust piedpokldddme. Rikdme tedy, ze ekonomika je ve stavu rov-
nomérného rustu. Proto nazyvame k(t) — k* konvergenci k rovnomérnénu rustu.



CHAPTER 4
Dopad zmény kapitalu vénovaného investicim

V této ¢ésti se budeme vénovat zméndm parametru s (podil kapitdlu véno-
vaného investicim, a tedy s € [0, 1]) v Solowové modelu. Tedy budeme zkoumat,
jak s ovliviiuje bod rovnovazné investice a spotiebu.

4.1. Zména bodu rovnovazné investice

Parametr, ktery pravdépodobné nejvice ovliviiuje Solowuv model je mira
uspor. Obchody uskutecnéné vladou, dané, urokové sazby ovliviuji podil pro-
dukce vénovanym investicim. Tedy prvni problém, ktery budeme fesit je zvyseni
podilu kapitalu na investice.

Nyni prepokladejme, Ze se ekonomika nachazi v bodé rovnovazné investice

k* = k(to), a tedy
K (tg) =sf(k*)—(n+g+d)k*=0.
Zvysime-li podil kapitdlu vénovany investicim v ¢ase ty z s na s + s, pak
K'(to) = (s+0s)f(k*) — (n+ g+ 0)k* = 0sf(k*) > 0.

Podle Véty 3.5 k(t) roste k nové hodnoté k* a k/(t) klesa k nule. Pro k'(t) v case
t <ty plati £'(t) = 0. V ¢ase to ma skok o velikosti s f(k*). Nasledné opét klesé
k nule pro t — oo. Nas cil je popsat chovani vystupu. Z ekonomického hlediska
je lepsi popsat chovani vystupu za pracovnika Y/L. Diky (2.3) a (2.5) vime

Y
= = Af(h).

V bodé rovnovéazné investice k* je f(k*) konstanta. Funkce Y/ L roste tedy stejnym
tempem jako A.

Zvyseny podil investic v ¢ase ty zpusobi k(t) k* podle Véty 3.5, nebot k(t)
jiz neni kostanta a k(t) < k*. Funkce f(k) je jako funkce k spojitd a rostouci na

A()f k() = AW F(K7) N0, t — oo.
Situaci popiseme na funkei log(Y/L). Pro t < ¢, plati
dlog(Y(t)/L(t)) _ dlog(A(t)f (k"))
dt dt
_ dlog A(t) _ dlog(A(0)ed")

dt dt
= (log A(0) + gt)" = g,

16
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nebot f(k*) je konstanta. V ¢ase ty podil investic vzroste na s + s, tedy k(t)
roste a také f(k). Tedy

dlog(Y(t)/L(t)) _ dlog(A(t)f(k(t)))

dt dt
_ dlog(A(t)) | dlog(f(k(1)))
dt dt
L LK)
f(k(2))

Tedy Y/ L roste rychleji, jelikoz je posledni ¢len nezdpornd hodnota. Ale k(t) / k*
a k'(t) — 0. Proto plati
J (k@)K () t—o

GO

a tempo rustu Y/L se vraci k puvodnimu stavu.

Pti ndhlém zvyseni podilu kapitalu vénovaného investicim s se zvysi hodnota
bodu rovnovazné investice k*. Tato zména také zpusobi rychlejsi rust veliciny
Y/L v case, ale tato zména se postupné vraci k puvodnimu stavu.

4.2. Chovani spotieby pii zméné investic

Ozna¢me opét podil kapitélu vénovany investicim s € (0, 1). Pak zfejmeé podil
kapitalu, ktery je spotiebovan je 1 — s. Spotieba za jednotku efektivni prace c
je rovna vystup za jednotku efektivni prace f(k) vyndsobenou konstantou 1 — s.
Zavedeme si novou funkci c¢(k(t)), kterd znaci spotiebu v bodé k, eventuélné v
zavislosti na case t

(4.1) c(k(t)) = (1 = 5)f(k(t) = f(k(t)) = sf(k(t)).

Vratime se k ptredchozi situaci, kdy se ekonomika nachazi v bodé rovnovazné
investice k*. Nyni zvysime podil kapitalu vénovanému investicim s na s + fs v
case to. Jelikoz k* a s jsou konstanty pro t < to, tedy c(k*) = ¢* je také konstanta.
V case ty diky provedené zméné dostaneme

c(k*) = f(k") — (s +0s)f(k*) = " — Osf(k").
Odecitame kladnou hodnotu, takze funkce c(k) méa v Case ty skok o velikosti
—0sf(k*), tedy spotieba klesne. Z prechozi ¢dsti vime (model je totozny), ze
nésledné k(t) roste k nové hodnoté k* a f(k(t)) / f(k*), t — co. Proto také

(4.2) c(k) /(1 — s —0s)f(k).
Funkce ¢(k(t)) je v ¢ase t > to rostouci podle (4.1) a konverguje k (4.2) .

Nyni se podivame, jak se chova spotieba v bodé rovnovazné investice v
zavislosti na s. Z (4.1)a (3.2) mame

¢ = f(k*) = sf(k") = f(K") = (n+ g+ O)k",

kde k* bereme jako funkci o proménné s, nebot jiz vime z predchozi ¢asti, ze
zvySeni s mé za nasledek rust £*. Budeme psét k* = k*(s) an, g, jsou parametry
funkce. Predpokladejme nyni, ze funkce k*, respektive c¢* je diferencovatelna pro
s € (0,1). Pak plati

dc* , Ok*(s)

=f' (k" — o :
= [ () — (g 8]
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Jiz vime, zZe zvyseni podilu kapitalu do investic s znamenda, ze k* roste ke k*.
Jinak feceno k* je rostouci funkce proménné s . Plati tedy
0k*(s)
——— > 0.
ds

Mohou nastat dva ptipady. Kdyz
(4.3) F'(k*(s)) >n+ g+,

pak spotieba v bodé rovnovazné investice roste. Dodatecného vystupu je dostatek
k udrzeni k na své zvysené hladiné.
Pokud

(4.4) f(k*(s)) <n+g+9,

spotfeba naopak klesa. Dodatecny vystup z rostouciho kapitalu neni dost velky na
to, aby udrzel zasobu kapitalu na této vyssi tirovni. Z definice intezivni produkéni
funkce plyne, ze f'(k) je klesajici funkce k a zaroven k*(s) je rostouci funkce s.
Podle derivace slozené funkce dostaneme

Of (k*(s))

ds

Funkce f/(k*(s)) je tedy klesajici funkce proménné s. Jestlize oznacime sy hodnotu
s, pro kterou f'(k*(s)) =n+ g+ 9, pak zfejmé pro s > sy nastane druhy pripad
(4.4). Tedy spotieba klesd, pokud stat proinvestuje piilis mnoho svého kapitélu.
Pro s < sg plati (4.3), nastane tedy prvni pfipad.

< 0.

VETA 4.1. Nechi s € [0,1] . Necht k*(s) je hodnota bodu rovnovdziné investice
v zavislosti na proménné s a je diferencovatelnd pro s € (0,1). Definujme

c¢*(s) = f(K*(5)) = sf(k*(s)) = F(K"(s)) = (n+ g + )k™(s),

kde n+ g+ 6 > 0. Pak ezistuje sy, ktery je staciondrnim bodem c*(s).

DUKAZ. Budeme se snazit ovéfovat predpoklady Rolleovy véty 7.2. Podivejme
se na hranicni situace. Pokud s = 0 (zadny kapital nenf investovan), pak zfejmé
podle (3.2) plati

(n+g+0)k™(0) = 0.
Pro (n+g+0) > 0 musi nutné platit £*(0) = 0. Tedy po dosazeni ¢*(0) = f(0) =0
a spotieba je nulova. Pokud investujeme cely kapitél s = 1, pak opét z (3.2) ziejmeé
plati

f(E") = (n+g+0)k"
Po dosazeni ¢*(1) = 0. Musi tedy existovat podle Rolleovy véty sy € (0, 1) takové,
ze (c*)'(sp) = 0. O

Vzdy tedy existuje optimélni hodnota sq, coz je nejlepsi mozny podil kapitélu,
ktery se investuje. Pokud spotieba roste, tak roste riziko, ze ekonomické objekty
ztrati schopnost splacet své zavazky. Klesa-li spotieba, tedy ochota utracet za
vyrobky firem, tedy klesd HDP zemé.



CHAPTER 5

Odhad zmény ristu pri zméné podilu kapitalu
vénovaného investicim

V této ¢asti se budeme zabyvat vlivem zmény miry tspor (tj. podilu kapitalu
vénovaného investicim s) na vystup v bodé rovnovazné investice k*. Nakonec
budeme odhadovat rychlost konvergence k(t) ke k*.

5.1. Elasticita vystupu vzhledem k podilu kapitalu vénovaného
investicim s

Definujme y* ze vztahu (2.5) jako hodnotu v bodé k(t) = k*, tedy
(5.1) y* = f(kY).

Nyni budeme uvazovat ” vSechny funkce o proménné £* 7 jako funkce s. V dlou-
hodobém horizontu mé rust v dsporach na produkei za jednotku efektivni prace
y(t) v bodé rovnovazné investice k(t) = k* tvar podle (5.1)

oy Of(k) .. Ok (s)
2 = = f(k* .
(52) 0s Os JE) 0s
Bod rovnovazného rustu k* je definovén z Véty 3.2 a spliuje podle (3.2) rovnici
(5.3) sf(k*(s)) = (n+ g+ 0)k*(s).

Rovnice (5.3) plati pro vSechna s € [0,1] a (n+g+0) > 0. Obé strany rovnice
zderivujem podle s a dostaneme

ok* ok*

4 / * * — .

(5.4) ST D4 (k) = (04 g+ 6)

U k* vynechdvdme argumenty pro jednodussi tvar. Z rovnice (5.4) dostdvame
k* k*

(5.5) o _ G

s (n+g+0)—sf(k*)
Dosazenim (5.5) do (5.2) obdrzime

o )

ds  (n+g+9)—sf'(k*)

DEFINICE 5.1. Elasticitou vystupu vzhledem k podilu investovaného kapitdlu

oo *
nazveme velicinu = 2
y* Os

(5.6)

Elasticita je ekonomicky pojem, ktery charakterizuje pruznost zmény jedné
veli¢iny v poméru k zméné druhé veliciny. V naSem piipadé zmény vystupu v
zévislosti na zmeéné podilu investovaného kapitélu. Nyni si vyjadiime (5.6) pomoci

19
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elasticity a uzijeme vztah (5.3)
5Oy s f' () f(K7)
y* 9s  f(k*) (n+g+0)—sf(k)
(n+g+06)k*f'(k)
FE)(n+g9+06) = (n+g+ 0k f' (k)] f(k*)]
PR/
U= [k f'(k*)/ £ (k)]
kde k*f'(k*)/ f(k*) je elasticita vystupu vzhledem ke kapitdlu v bodé k = k* a
budeme ji znacit a(k*). Dostaneme tedy

s Oy (k)

y* 0s 11— [ax(k*)]
Elasticita vystupu vzhledem k proménné s zavisi na elasticité vystupu vzhledem
k proménné k v bodé k = k* .

5.2. Odhad rychlosti konvergence k(t) ke k* v okoli bodu k*

Jako zdklad si vezmeme rovnici k'(t) = sf(k(t)) — (n+ g+ d)k(t). Jednd se o
diferencialni rovnici typu k' = g(k), kde g(k) je tvaru (3.3). Funkce g(k) je obecné
nelinearni, takze ji musime linearizovat. Definujme

a0 = 28] Jw-w),

Funkce g(k) je aproximaci prvniho tddu Taylorova rozvoje v bodé k = k* funkce
g(k), kde k* je klidovy stav rovnice k' = g(k) a podle Véty 3.5 plati

k() "= k.
V okolf bodu k* je g(k) zhruba rovna §(k). Misto k' = g(k), ted fesme &' = g(k).
Oznacme X\ = —9g(k)/0k|g=k. Pak z odhadu dostavéame
(5.7) K'(t) =2 —X[k(t) — k*].
Regeni homogenni éasti diferencidlni rovnice (5.7) je
kp(t) = e MC = eME(0).
Variaci konstant dostaneme

E(t) = e MACO(t) + e MO (1).

k=k*

Dosadime do (5.7)

(5.8) —e MAC(t) + e MO () = A [eMO1) — k7] .
7 (5.8)
C'(t) = MAk* a
L T 1
C(T) = \k* / Mdt = )\k*? = k(M —1).
0

Partikularni feseni tedy je
ky(t) =2 e MO(t) = e ME*(eM — 1) = k* — k*e ™™,
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Koneéné dostavame

(5.9) k(t) = ky(t) + kn(t) =2 k* 4 e M [k(0) — k]
jako odhad chovéni k v okoli bodu k(t) = k* . V rovnici (5.9) zbyva urcit .
g (k)

= -0 =)~ e+ g+ 9)

(n+ g+ Ok (k)
=n+g+9d)—

o) (k)

=1 —ag(k")](n+g+9).
Druhé rovnost je substituce za s z rovnosti sf(k*) = (n + g + 0)k*. Vime, ze
plati y* = f(k*), coz je spojita funkce k v bodé k*. Funkcef(k) spliuje Inadovy
podminky, a tedy je spojité diferencovatena na okoli k*. Plati tedy také
y(t) =y + e [y(0) —y'],

ale opét pouze v okoli bodu k(t) = k* .

Odhady tedy fikaji, ze na okoli bodu k(t) = k* plati k(t) — k* a y(t) — y*
exponencialné. Z (5.9) mame odhad rychlosti konvergence. To odpovidd Piikladu
3.6.

5.3. Empirické aplikace - vyspélost ekonomiky

Nakonec se kratce zminime jakym zptusobem je pozorovan rist ekonomiky.
Veliciny Y, K, L, A se tézko pozoruje. Naproti tomu tempo rustu X’/ X se snadno
pozoruje z dat, kde X je jedna ze zminénych proménnych, a proto si vyjadiime
rovnice pro tempa rustu zminénych veli¢in. Oznacme si

(5.10) OF(K,AL)/8X = Y (t)/0X(t)

pro X nabyvajici K, L, A.
Nyni si dokazme dvé pomocné véty.

LEMMA 5.2. Oznacme ag(t) = %gly(g)) a ar(t) = %gi((g’ pak plati
DUKAZ. Pocitejme
K@) oY(t) L) oy (1)
ar(l) +alt) = 35500 T v an
B oY (1) oY (1)
~“vo "Warem T %00 |

Takze nam staci ukazat, ze vyraz v hranaté zavorce je roven produkei Y (¢). Podle
(2.6) mame

(5.12) IR~ f(k(2)).

Z (2.3) snadnou upravou
OF (K, AL) K I KNK 1
o M) ()
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Tedy dostavame, ze

oY (t)

_ K(t) K(t) .. K@)
(5.13) o ~ AW/ (A(t)L(t)) i’ <A(t)L(t)>'
Nyni jiz muzeme dokonéit vypocet
aY (1) Y (t) Kt K(t)
KO3xm T HWare = K0/ (A(t)L(t)) +L(t)A<t>f<A(t)L(t)>
(K1)
- K0S (A(t)L(t))
— L(HA(t) f( A({;%)) —Y ().
Posledni rovnost plyne z (2.3) a tim je dukaz hotov. O

VETA 5.3. Nechi F je produkcni funkce, plati tedy Y (t) = F(K(t), A(t)L(t)).
Pro derivaci Y (t) podle t plati
oY (t) , Y (t)

/<t> = g}i((?) K/(t) + 8L—(t)L (t) + aA—(t)Al(t)

se znacenim (5.10).

DUKAZ. Z (2.3) mame

Derivaci podle t dostaneme

Y/(t) _ A,(t)L<t)f<A(](t)(£)(t)> + A(t)L’(t)f<A<[t{>(£)(t)>
[

+ AL A(ft{)(i)(w) KOAGLE) = KO AWLE + AO O]

Vyraz muzeme upravit do tvaru

Y/(t) = K'(t) [f'(%)} FL0)] AW (Ag)%) - }L(((f)) d '(Af;(ﬁt))]

+A®) [L(t)f<A([t()(£)(t)> - i((zf)) fl(A([t()(?(t)ﬂ'
Z (5.12) dostavame

déle z (5.13)

ay (t) K(t) K(t) ./ K(t)
ar ~ AW/ <A(t)L(t)> - )
Jelikoz A(t)L(t) vystupuji jako soucin v Y (t) = F(K(t), A(t)L(t)), pak tedy
Y (t) K(t) K(t) .0 K({)
A L(t)f<A(t)L(t)) T (t))'

Tedy timto je véta dokazana.
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Podle Véty 5.3 z Y (t ) = F(K(t), A(t)L(t)) dostaneme derivaci podle ¢
8Y(t) Y (t)

(5.14) Y/(t) = 9K <<i))K (t) + aL—) (t) + 8A—() (t)
Vydélenim rovnice (5.14) Y'(¢) a vhodnym rozsifenim pravé strany

Yie) _ K@) oY) K't) | L{t) 0Y(t) L'(t) | A(t) oY (t) A'(#)

Y(t)  Y()OK(t) K(t) Y(t)0L(t) L(t)  Y(t) 0A(t) A(t)

B K’(t) L’(t)
kde velicinu (’3Y(t) N
=540 v
nazveme Solowuv rezidudl. Odectenim ,( )) osazenim faktu oy () + akx(t) =1
dostaneme
Y L@ _ K'(t) L)

o1 v~ 10 o [~ 7o)+ R0

Kde aK( ) mﬁie b}'ft meéreno jako podil pfl’jmﬁ které jdou do kapitélu a R(t )

lemma.

LEMMA 5.4. Necht X (t) je diferencovatelnd na [0, 00). Déle ozna¢me

gx(t) = X((t)) tempo rustu veliciny X. Pak plati

gr/Q(t) = gr(t) — gq(t).
DUKAZ. Spocitdme si tempo rustu veliciny P/Q
0 :<P(t)>’Q(t) _ P)Q(t) — Q') P(t) Q(t)
Q) Py Q2P P
_ P Q) _
C P o

() = 9o(t).

Rovnici (5.15) muzeme podle Lemmatu 5.4 zapsat ve tvaru

(5.16) gy/L(t) = ax(t)gx/L(t) + R(t).

Rovnice (5.16) ukazuje zpusob chovani ekonomiky pomoci rozkladu tempa rustu
produkce za pracovnika (gy,r(t)) na piispivani tempa rustu kapitalu za pra-
covnika (gx/(t)) plus Solowtv rezidual. Solowtv rezidudl se velmi ¢asto interpre-
tuje jako prispévéek technologického pokroku. Pokud dvé ekonomiky maji shodné
gx/L(t), pak zfejmé ekonomika, kterd ma vyssi gy, (t), je vyspélejsi.



CHAPTER 6
Prirodni zdroje a puda

V této ¢asti se budeme snazit model rozsitit o prirodni zdroje a pudu. Pro
nazornou ilustraci budeme pracovat s Cobb-Douglasovou produkéni funkei. Cobb-
Douglasovou produkéni funkei zohlednujici prirodni zdroje a pudu rozumime

(6.1) Y(t) = K(6)"R(t)"T () [A(t)L(t)] 77,

kde a > 0,8 >0,v >0aa+ 0+~ < 1. Dile R znaci piirodni zdroje a T
mnozstvi pudy. V platnosti nadéle zustdvaji predpoklady (2.8), (2.9), (2.12) tedy

L'(t) = nL(t) , A'(t) = gA(t) a K'(t) = sY (t) — 6K (1)

6.1. Omezené zdroje pudy a prirodnich surovin

Jelikoz mnozstvi pudy T je z dlouhodobého horizontu fixni, proto pozadujeme
T'(t) = 0. Pro piirodni zdroje R predpokldddme rovnomérny rust, nicméné je
dulezité si uvédomit, ze zdroje se ¢asem vycerpavaji, tedy dostavame

(6.2) R'(t) = —bR(t),b > 0.

Pritomnost pudy a ptirodnich zdroju znamend, ze K(t)/(A(t)L(t)) nemusi kon-
vergovat k néjaké hodnoté a nemuzeme pouzit predchozi analyzu K (t)/(A(t)L(t)).
Nasim cilem je popsat, kdy je ekonomika ve stavu rovnomérného rustu, tedy kdy
vSechny jeji parametry maji rovnomérny rust. Z predpokladi méame rovnomeérny
rust pro A, L, T a R. Zbyva tedy urcit, kdy K,Y maji rovnomérny rust.
Z (2.12) dostavéame

K'(t Y(t
(6.3) ():s ()—(5.

K(t)  K(t)
Aby tempo rustu K bylo konstantni, tak Y'(¢)/K(¢) musi byt konstantni podle
(6.3). Jinak feceno tempo rustu K a Y je stejné. Vyjdeme z produkéni funkee
(6.1), kterou upravime, abychom mohli pouzit predchozich tvah. Nejprve danou
funkci (6.1) zlogaritmujeme. Dostdvame tedy
(6.4)
logY(t) = alog K (t)+ Blog R(t) +~ylog T'(t) + (1 — o — B —y)[log A(t) + log L(t)].

Nyni funkei (6.4) zderivujeme podle ¢ a ziskdme

(6.5)  gv(t) = agk(t) + Bgr(t) + vgr(t) + (1 — a = B =7)[ga(t) + gL (t)];
kde gx(t) = X'(t)/ X (t) je tempo rustu X. Do (6.5) muzeme dosadit prepoklady
gr(t) = =b, gr(t) =0, ga(t) = g a gr(t) = n. Tedy méme

(6.6) gy () = agr(t) = b+ (1 —a =B =) (n+g).
24
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Pokud je ekonomika ve stavu rovnomérného rustu, pak plati g;° = ¢}, tedy tempa
rustu Y, K pfi rovnomérném rustu jsou shodnd. Dosazenim do (6.6) dostdvame

—Bb+(1—a-pF=)n+g)

(6.7) 9y = 9K = T o
Zd& se, ze mame hledanou hodnotu ¢j° = ¢}¢, nicméné podle (6.3) mame
rs __ Y(t)
Ik = SK(t)

Dosadime-li do (6.7) dostaneme
YW _ bt (B y)ntg)+(1-a)
K(t) 11—« '
Vime, ze 1 — a > 0 podle (6.1) a s je podil kapitdlu vénovany investicim, tedy
s € [0,1]. Pokud nastane
b+ (1—a—0F—7)(n+g)+ (1 —a)) <0,
pak musi platit ()) < 0. Ovsem z ekonomického hlediska ma smysl jen Y 0,

K(t)
pro Y (t) > 0, K(t) > 0. Proto navic predpoklddejme
b+ (1—a—-0F—=7)(n+g)+(1—a))>0.

Povsimnéme si, ze podle (6.7) plati

(6.8)

(ZBbt(—a—B-)(ntg)),

(6.9) Y,s(t) =Y (0)e o :
a tudiz podle (6.3) nasledné
(6.10)
Ko(t) = s(1 —a) Y (0)e= e

b+ (1—a=pF=7)n+g)+(1—a)

Funkce Y,4(t),K,s(t) splnuji veskeré pozadované rovnosti. Stav rovnomérného
rustu tedy existuje.

Nyni se podivame, zda ekonomika konverguje k rovnomérnému rustu. Jestlize
gi (t) > g}, pak plati gk (t) = A+ ¢}%, (kde A > 0). Podle (6.6) dostaneme

(6.11) gy(t) =a(A+g7°) = Bb+ (1 —a—F—-7)(n+g)
Z faktu gy° = g% plyne, ze

gy =agy = b+ (1 —a-53-=7)(n+g)
Dosadime-li tento fakt do (6.11) dostaneme

(6.12) gy (t) — gy = aA.
To znamena, Ze plati gx(t) > gy(t) > ¢}, nebot podle (6.1) je a € (0,1). Z

Y (t) > 0, K(t) > 0 vyplyva, ze IY((t)) je klesajici, protoze

gv/r(t) = gv(t) — gx(t) <0
z Lemmatu 5.4. Z rovnice (6.3) je gk (t) je klesajici. Funkce gk (t) je omezend,
nebot gx(0) > gx(t) > ¢&¢, tedy gx(t) ma limitu. Tvrdime, Ze gr(t) \, ¢}°, a
tedy ekonomika konverguje k rovnomérnému rustu. Podobnou tvahu 1ze zopako-

vat pro gi(t) < ¢4°. Nyni konvergenci k rovnomérnému rustu dokdzeme pomoci
nasledujici Véty.
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VETA 6.1 (Konvergence k rovnomérnému rustu). Nechi se ekonomika 7idi
Cobb-Douglasovou produkéni funkcei (6.1). Ddle necht jsou splnény predpoklady

gr(t) = =b, gr(t) = 0, ga(t) = g a gr(t) = n a K'(t) = sY(t) — 0K(t), pak
ekonomika konverguje k rovnomérnému rustu prdavé tehdy, kdyz

b+ (1—a—-0F—=")(n+g)+(1—a)d>0.

To znamena
)t—_>>oo —ﬁb+(1—a—ﬁ—7)(n+g)

—
(e

Znacime gy (t) a gy (t).
DUKAZ. Tento dukaz stavi na rovnici (6.3)
Y(t)

Déle na rovnici (6.6)

gy (t) = agr(t) = b+ (1 —a—=fF—7)(n+g).
Odectenim gk (t) z obou stran rovnice (6.6) dostaneme
(6.13) gy/x(t) = gy () — gx(t) = (o = 1)gx(t) = b+ (1 —r = f =) (n + g).
Ozna¢me si M(t) = Y(t)/K(t) a H = b+ (1 —a— [ —~)(n+ g). Dosazenim
(6.3) do (6.13) dostaneme
M'(t)
M(t)
Jednad se o tvar Bernoulliovy rovnice, kterou umime vytesit. Nynf si déle oznacme
v=(a—1)sa H=H+ (1— «)d. Pak lze (6.14) zapsat ve tvaru

(6.14) =(a—1)(sM(t) — )+ H.

M'(t) H
(6.15) =v+——-.
(M(t)) M(t)
Ted provedeme substituci
1
N(t) = —
(t) 0
do (6.15) a dostaneme
(6.16) N'(t) = —v — HN(t).

Regeni homogenni ¢asti diferencidlni rovnice (6.16) je
(6.17) Ny(t) = e HiC.
Variaci konstant dostaneme

N'(t) = (—=H)e T C(t) + e ' (1).
Nyni mame podle (6.16)
(6.18) e HC(t) = —v.
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Z (6.18) vyplyva

Hledané partikularni feseni je tedy

(6.19) N,(t) = %}(1 _ ey,

Resenf diferencidlni rovnice (6.16) je podle (6.17) a (6.19)

(6.20) N(t) = Ny(t) + N,(t) = e tC + %(1 p—y
Podle oznaceni M (t) a N(t) plati
N(t) = K(t)/Y(t).

Podle (6.9) a (6.10) pro rovnomérny rust plati
K,s(t) s(1 —a)

(6.21)

Z toho plyne podle (6.3)

Yis(t)
K(t) = — 4.
gK( ) SKrs(t)
Nésledneé ziskdme z ¢}°(t) z rovnice (6.6).

Je dobré si nyni pripomenout oznaceni

f[:—ﬁb+(1—a—ﬁ—7)(n+g)+(1—a)5,

v=(a—1)s.
Nyni budeme fesit tii piipady .
e Necht H > 0, pak
K(t)
i N = sy
= lim e Hig 4 (1 — ¢t
—v s(1 — a)

Yt) —Bb+(1—a-B—7)(n+g)+(1—a)

Tedy také

t—00 g

gre(t) 55 gie(t) a gy (1) " g (0).

H —Bh+(—a—F—n+g) +(1—a)

27

Ekonomika tedy konverguje podle (6.21) a (6.7) k rovhomérnému rustu.

e Necht H < 0, pak
- . K(t)
N = i sy
= lim e 7'C + ;U(l — e’gt)
H

t—o00

= +OO,
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COZ zZnamena v
lim ﬁ =0.
s K ()
Tudiz podle (6.3) dostdvame

lim gk (t) = —0.

t—o0
Ekonomika podle (6.21) k rovnomérnému rustu nekonverguje.
e Necht H = 0, pak podle (6.16)
N'(t) = —v.
Z toho vyplyva
N(t) = —vt 4+ C.
Jelikoz o —1 < 0 a s > 0, pak plati

. i K
i N = sy
= tlim N(t)=—vt+C
= —‘—OO’

Ekonomika opét podle (6.21) nekonverguje k rovnomérnému rustu.

Ekonomika konverguje k rovnomérnému rustu pouze tehdy, kdyz
—fb+(1—a—-0F—=7)(n+g)+(1—a)d>0.
OJ

Y 5 0 se ukazuje

K(t)
byti zasadni. Pro pripad % < 0 ekonomika k rovnomérnému rustu nekonverguje,

7 Véty 6.1 plyne, zZe intuitivni ekonomicky predpoklad

pokud lze o néjakém viubec uvazovat.
Nakonec se podivame na tempo rustu produkce za pracovnika ve stavu rov-
nomérného rustu
N =9y — 91
—Bb+(1—-—a—-B=7)(n+yg)
1—«

—Bb+(1—a—-B-7)g—(B+)n

j—Y '

Nyni si shrneme vysledky. Pro
(1—a—B-)n+g)+(1-a)<@

neexistuje stav rovnomérného rustu, kdyz
(l-—a—=B=7)n+g)+(1—a)i>psb

pak stav rovnomérného rustu existuje. V rozsiteném modelu neexistuje stav rov-
nomérného rustu vzdy, ale pokud existuje, pak ekonomika konverguje k rovnomeé-
rnému rustu.
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6.2. Neomezené zdroje pudy a prirodnich surovin

V této ¢ésti vyjdeme opét z rovnice (6.1). Pro neomezené ptirodni zdroje a
puda predpoklddame, ze R'(t) = nR(t), T'(t) = nT'(t). Tento model muzeme
pouzit pro méné zalidnéné staty. Tedy tempo rustu pudy a ptirodni zdroju je
stejny jako rust populace (préce). Dosazenim do (6.5) dostavame
(6.22) gy (t) = agr(t) + (B+y)n+ (1 —a=F=7)(n+g).

Podle (6.3) méme ¢§° = g% a z (6.22) ziskdme

B+yn+(l-—a-B—7)n+tg) (1—-—a—-B3-79)g

2 v = = .
(6.23) gy 1 —a 1—a +n
Z (6.3) a z (6.23) vidime, ze
I-a—-F-9)y Y()
J= 0
1~ a +n+ SK(t) >0,

jelikoz
n>0,6>09>0s>01—-a—-0-—7>0,1—a>0

podle (6.1), (2.8), (2.9), (2.12). Pro vSechny hodnoty povolenych parametru tedy
rovnomeérny stav existuje. Konvergence k rovnomérnému rustu je stejnd jako pro
omezené zasoby pudy a prirodnich zdroju.

Opét se podivame na tempo rustu produkce za pracovnika ve stavu rovno-
meérného rustu
(6.24) g@ngﬁ—gfz(l ﬁ_i 09,
Rovnice (6.24) 11k4, ze tempo rustu produkce za pracovnika ve stavu rovnomeér-
ného rustu nezavisi na tempu rustu populace (prace) n.

Na zavér se podivejme, jak moc se lisi situace s omezenymi-neomezenymi
prirodnimi zdroji a pudou. Dostavame, ze

(I-—a—-pF—7)g—[-b+(1—-a—F—-7)g—(6+7)n]

l1—«

g;/S/L - gng/L =
~ Bb+(B+7)n
N 1—a '
Rozdil v tempu rustu produkce za pracovnika mezi situaci s omezenymi-neome-
zenymi piirodnimi zdroji a pudou nezavisi na tempu rustu znalosti g. Velic¢ina
Y/ L roste rychleji pro neomezené zdroje.



CHAPTER 7
Appendix

VETA 7.1 (Lagrangeova véta o sttedni hodnoté). [3, Véta 133| Necht funkce f
je spojitd na uzavieném intervalu [a,b] a md derivaci vsude v otevieném intervalu
(a,b) : Pak ezistuje c € (a,b) takovd, Ze

oy F0) = fla)
f (C> - b —a :

VETA 7.2 (Rolleova véta). [3, Véta 132] Nechi funkce f je spojitd na uzavieném
intervalu [a,b] a necht derivace fukce [ existuje ve vsech bodech x € (a,b). Ddle
necht je f(a) = f(b). Pak existuje ¢ € (a,b) takovd, Ze

f'(c) =0.
VETA 7.3 (Picard). [2, Véta 1.2] Nechi v > 0, tog € R a necht
I = (t() — 2’)/,t0 + 2’}/) X (k’() — 2’7, k?() + 2’7)
Predpoklddejme, Ze plati
(7.1) K =G(t k),
ze G je spojitd funkce v intervalu I, a Ze existuje kladné cislo M takové, Ze pro
vSechna t € (tg — 27,to + 27) a pro vSechna k € (ko — 27y, ko + 2) plati
(7.2) |G(t, k1) — G(t, ka)| < M |ky — kol .
Potom plati
(i) ezistuje interval (c,d) a Teseni k rovnice (7.1) na intervalu (c,d) takové ,zZe
to € (c,d) a Teseni vyhovuje pocdtecni podmince k(ty) = ko .
(ii) jestlize k1, ko splriugi
k1(to) = ka(to) = ko,
existuje okoli ty na kterém tato Teseni splyvayi.

DEFINICE 7.4. Méjme autonomni diferencialni rovnici ' = f(x), pak zg je
klidovym stavem rovnice jestlize f(z¢) = 0.

VETA 7.5 (stabilita). [2, Véta 11.11] Necht f(z) je spojitd. Je-li bod xo jedingm
klidovgm stavem rovnice ' = f(x) a existuje-li f'(xq) , pak pro f'(xo) < 0 pro
klidovy stav xqy plati

t—o0

z(t) = .

30
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