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Kapitola 1

Úvod

Bakalářská práce je členěna do čtyř kapitol. Prvńı a posledńı jsou úvod
a závěr. Druhá kapitola je věnovaná teorii diskrétńı Fourierovy transfor-
mace (DFT). Studujeme DFT postupně ve třech r̊uzných prostorech. Jsou
to l2(ZN), l2(Z) a součinový prostor l2(ZN1)× . . .× l2(ZNd

). Dále ukazujeme
jej́ı základńı vlastnosti. Věnujeme se teorii týkaj́ıćı se některých operaćı
s vektory, jako jsou translace, konvoluce a konjugovaná reflexe. Nakonec
uvád́ıme několik tvrzeńı ke vztahu DFT a lineárńıch operaćı. Nejd̊uležitěǰśı
pro následné aplikace je DFT v l2(ZN). Také proto je j́ı věnováno nejv́ıce
prostoru a všechny tvrzeńı jsou uvedeny s d̊ukazy. Třet́ı kapitola je věnovaná
praktickým aplikaćım vyložené teorie. Nejdř́ıve představ́ıme myšlenku algo-
ritmu tzv. rychlé Fourierovy transformace (FFT). Uvedeme jeho časovou
složitost a srovnáme ji s časovou složitost́ı prosté implementace DFT. Poté
aplikujeme DFT na výpočet vlastńıch č́ısel translačně invariantńıch trans-
formaćı a na kompresi dat.

Podkapitoly (2.1)−(2.4) , (3.1) a (3.2) tvoř́ı text, který je zčásti převzatý
z [2] a [3] s doplněńım chyběj́ıćıch d̊ukaz̊u a některých př́ıklad̊u. V (2.5) bylo
čerpáno z [1]. Při práci byla také využita kniha [4]. Vzhledem k všeobecné
známosti většiny vzorc̊u neńı v daľśım textu nikde explicitně citována. Závěr
práce, který tvoř́ı ukázka aplikace DFT na kompresi dat, je p̊uvodńı. Př́ınos
v této bakalářské práci tvoř́ı doplněńı některých d̊ukaz̊u, které chyběj́ı v cito-
vaných publikaćıch, snad přehledné zpracováńı celé problematiky, sjednoceńı
terminologie tak, aby v práci tvořila homogenńı celek, předvedeńı názorných
př́ıklad̊u a aplikace diskrétńı Fourierovy transformace na kompresi dat.
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Kapitola 2

Teorie diskrétńı Fourierovy
transformace

2.1 Definice DFT v l2(ZN) a jej́ı vlastnosti

Pomoćı Z budeme značit množinu všech celých č́ısel. Pod symbolem ZN

rozumı́me konečnou množinu (0, 1, . . . , N − 1). V textu pracujeme s vektory

z = (z(0), . . . , z(N − 1)).

Na vektor z lze tedy nahĺıžet jako na funkci definovanou na konečné
množině ZN . Pokud nebude na některém mı́stě řečeno jinak, uvažujeme vždy
sloupcové vektory. Prostor l2(ZN) je normovaný lineárńı prostor vektor̊u
z = (z(0), . . . , z(N−1)); z(n) ∈ C, n = 0, . . . , N−1. Skalárńı součin a normu
pro vektory z, w ∈ l2(ZN) definujeme takto

(z, w) =
N−1∑
n=0

z(n)w(n), ‖ z ‖=
√

(z, z).

Definice 2.1.1. (Kroneckerovo delta) Funkce δjk, definovaná předpisem

δjk =

{
0, pokud j 6= k,
1, pokud j = k,

se nazývá Kroneckerovo delta.

Definice 2.1.2. Systém E = (e0, . . . , eN−1), kde ek ∈ l2(Zn), ek(j) = δkj; k, j =
0, . . . , N − 1 se nazývá Euklidova báze v l2(ZN).
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Definice 2.1.3. Systém E = (E0, . . . , EN−1), kde Em(n) = 1√
N

e2πimn/N se

nazývá trigonometrická báze v l2(ZN).

Nyńı je třeba ukázat, že právě definovaná trigonometrická báze skutečně
tvoř́ı bázi v l2(ZN) a naše definice je tedy oprávněná.

Lemma 2.1.1. Trigonometrická báze je ortonormálńı báze v l2(ZN).

D̊ukaz. Vezměme jakékoli j, k ∈ (0, 1, . . . , N−1) a spoč́ıtáme skalárńı součin
Ej a Ek

(Ej, Ek) =
N−1∑
n=0

Ej(n)Ek(n) =
N−1∑
n=0

1√
N

e2πijn/N 1√
N

e2πikn/N =

=
N−1∑
n=0

1

N
e2πi(j−k)n/N =

1

N

N−1∑
n=0

(e2πi(j−k)/N)n.

Pokud j = k, pak

(Ej, Ej) =
1

N

N−1∑
n=0

1 = 1.

Pokud j 6= k, pak |e2πi(j−k)/N | < 1 a sumu v posledńım výrazu můžeme
zapsat jako částečný součet geometrické řady

N−1∑
n=0

(e2πi(j−k)/N)n =
1− (e2πi(j−k)/N)N

1− e2πi(j−k)/N
.

Nyńı vid́ıme, že

(e2πi(j−k)/N)N = e2πi(j−k) = e2πil, l ∈ Z.

Tedy plat́ı

(Ej, Ek) = δjk.

Norma ‖Ej‖ =
√

(Ej, Ej) = 1; j ∈ (0, . . . , N − 1). Trigonometrická báze
proto tvoř́ı ortonormálńı množinu v l2(ZN). Z ortonormality plyne lineárńı
nezávislost celého systému a jde tedy skutečně o bázi.
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Dı́ky ortonormalitě trigonometrické báze můžeme každý vektor z ∈ l2(ZN)
napsat ve tvaru

z =
N−1∑
m=0

(z, Em)Em, (2.1)

kde pro skalárńı součin (z, Em) plat́ı

(z, Em) =
1√
N

N−1∑
n=0

z(n)e2πimn/N .

Definice 2.1.4. Systém F = (F0, . . . , FN−1), kde Fm(n) = 1
N

e2πimn/N se
nazývá Fourierova báze v l2(ZN).

Lemma 2.1.2. Fourierova báze je ortogonálńı báze v l2(ZN).

D̊ukaz. Stač́ı, když si uvědomı́me vztah mezi trigonometrickou a Fourierovou
báźı. Plat́ı

Fm(n) =
1√
N

Em(n).

Jde tedy o ortogonálńı bázi.

Definice 2.1.5. Pro vektor z = (z(0), . . . , z(N − 1)) ∈ l2(ZN) definujeme
diskrétńı Fourierovu transformaci (DFT) jako zobrazeńı

∧ : l2(ZN) → l2(ZN),

z 7→ ẑ,

kde
ẑ = (ẑ(0), ẑ(1), . . . , ẑ(N − 1)),

ẑ(m) =
N−1∑
n=0

z(n)e−2πimn/N .

Definice 2.1.6. Pro vektor z ∈ l2(ZN) definujeme periodické rozš́ıřeńı po
složkách takto

z(n + N) = z(n), ∀n ∈ Z.
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Nyńı se pod́ıvejme, jak vypadá DFT pro periodicky rozš́ı̌rený vektor
z ∈ l2(ZN). Protože

e−2πiNn/N = e−2πin = 1, ∀n ∈ Z,

plat́ı

ẑ(m + N) =
N−1∑
n=0

z(n)e−2πi(m+N)n/N =
N−1∑
n=0

z(n)e−2πimn/Ne−2πiNn/N = ẑ(m).

Z výpočtu je vidět, že výsledný vektor ẑ je také periodický s periodou N.
V daľśım textu budeme pro periodicky rozš́ı̌rené vektory z a ẑ už́ıvat stejné
označeńı jako pro jejich nerozš́ı̌rené verze.

Věta 2.1.1. Pro každé z, w ∈ l2(ZN) plat́ı

1. Fourierova inverzńı formule

z(n) =
1

N

N−1∑
m=0

ẑ(m)e2πimn/N =
N−1∑
m=0

ẑ(m)Fm(n). (2.2)

2. Parsevalova rovnost

(z, w) =
1

N
(ẑ, ŵ). (2.3)

3. Plancherelova formule

‖ z ‖2=
1

N
‖ ẑ ‖2 . (2.4)

D̊ukaz.

1. Předevš́ım

(z, Em) =
N−1∑
n=0

z(n)
1√
N

e2πimn/N =
1√
N

N−1∑
n=0

z(n)e−2πimn/N =
1√
N

ẑ(m).

Podle (2.1) v́ıme, že

z(n) =
N−1∑
m=0

(z, Em)Em(n).
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Takže

z(n) =
N−1∑
m=0

(z, Em)Em(n) =
N−1∑
m=0

1√
N

ẑ(m)
1√
N

e2πimn/N =

=
1

N

N−1∑
m=0

ẑ(m)e2πimn/N =
N−1∑
m=0

ẑ(m)Fm(n).

2. Stač́ı si uvědomit, že

(z, w) =
N−1∑
m=0

(z, Em)(w,Em) =
N−1∑
m=0

1√
N

ẑ(m)
1√
N

ŵ(m) =
1

N
(ẑ, ŵ).

3. Plyne po dosazeńı w = z v 2.

Poznámka 2.1.1. Dı́ky Fourierově inverzńı formuli a definici DFT vid́ıme,
že DFT je lineárńı zobrazeńı, které je prosté a na. Jde tedy o bijekci.

Prvńı část předcházej́ıćı věty nám také dává nový pohled na složky vek-
toru ẑ při DFT vektoru z ∈ l2(ZN),

z =
N−1∑
m=0

ẑ(m)Fm.

Vı́me, že F = (F0, . . . , FN−1) je ortogonálńı báze prostoru l2(ZN). Složky
vektoru ẑ jsou tedy souřadnicemi vektoru z vzhledem k ortogonálńı Fourierově
bázi,

ẑ = [z]F .

DFT je lineárńı zobrazeńı z l2(ZN) do l2(ZN). Dim l2(ZN) = N . Každé
lineárńı zobrazeńı na konečném prostoru lze reprezentovat matićı. Nyńı tedy
ukážeme matici reprezentuj́ıćı DFT.

Definujeme
ωN = e−2πi/N .

Pak můžeme psát

ẑ(m) =
N−1∑
n=0

z(n)e−2πimn/N =
N−1∑
n=0

z(n)ωmn
N .
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Definice 2.1.7. Definujeme WN = [wmn]N−1
m,n=0 jako takovou čtvercovou

matici, že pro jej́ı prvky plat́ı wmn = ωmn
N .

WN =




1 1 1 1 . . 1
1 ω1

N ω2
N ω3

N . . ωN−1
N

1 ω2
N ω4

N ω6
N . . ω

2(N−1)
N

1 ω3
N ω6

N ω9
N . . ω

3(N−1)
N

1 . . . . . .
1 . . . . . .

1 ωN−1
N ω

2(N−1)
N ω

3(N−1)
N . . ω

(N−1)(N−1)
N




.

Pro Fourierovu transformaci vektoru z ∈ l2(ZN) plat́ı

ẑ = WNz.

Uvedeme př́ıklady matic pro N = 2 a N = 4,

W2 =

(
1 1
1 −1

)
, (2.5)

W4 =




1 1 1 1
1 −i −1 i
1 −1 1 −1
1 i −1 −i


 . (2.6)

Nyńı zavedeme pojem inverzńı diskrétńı Fourierovy transformace.

Definice 2.1.8. Pro vektor w = (w(0), . . . , w(N − 1)) ∈ l2(ZN) definujeme
inverzńı diskrétńı Fourierovu transformaci (IDFT) jako zobrazeńı

∨ : l2(ZN) → l2(ZN),

w 7→ w̌,

kde
w̌ = (w̌(0), w̌(1), . . . , w̌(N − 1)),

w̌(n) =
1

N

N−1∑
m=0

w(m)e2πimn/N .
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Věta 2.1.2. Necht’ z ∈ l2(ZN). Pak

ž =
1

N
WNz.

D̊ukaz. Plyne př́ımo z definice IDFT. Dı́ky Fourierově inverzńı formuli (2.2)
a tomu, že

z = W−1
N ẑ,

plat́ı

W−1
N =

1

N
WN .

Z typografických d̊uvod̊u budeme občas v následuj́ıćım textu už́ıvat toto
označeńı

z∧ = ẑ a z∨ = ž.

Věta 2.1.3. (vztahy mezi DFT a IDFT)

1. Zobrazeńı ∧ (DFT) a ∨ (IDFT) jsou vzájemně jednozačná zobrazeńı
prostoru l2(ZN) na sebe, přičemž (∧)−1 = ∨, tedy pro každé z ∈ l2(ZN)
plat́ı (z∧)∨ = z a (z∨)∧ = z.

2. Pro každé periodické rozš́ıřeńı vektoru z ∈ l2(ZN) plat́ı ž(n) = 1
N

ẑ(−n),
∀n ∈ Z.

3. Pro každé z, w ∈ l2(ZN) plat́ı (ž, w̌) = 1
N

(z, w).

4. Necht’ z ∈ l2(ZN) a z je vektor k němu komplexně sdružený (tj. z(m) =
z(m)). Pak

(z)∧(m) = z∧(−m) = z∧(N −m).

D̊ukaz.

1. Př́ımo z definice IDFT a Fourierovy inverzńı formule (2.2) plyne

(z∧)∨(n) =
1

N

N−1∑
m=0

ẑ(m)e2πimn/N = z(n).

Dále využijeme, že DFT je bijekce.

∀z ∈ l2(ZN), ∃w : w∧ = z,
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z∨ = (w∧)∨ = w,

a proto
(z∨)∧ = w∧ = z.

2.

ž(n) =
1

N

N−1∑
m=0

z(m)e2πimn/N =
1

N
ẑ(−n), ∀n ∈ Z.

3.
∀z, w ∈ l2(ZN) ∃u, v ∈ l2(ZN),

u∧ = z, v∧ = w,

a proto

z∨ = (u∧)∨ = u,

w∨ = (v∧)∨ = v.

Tvrzeńı nyńı plyne z Parsevalovy rovnosti (2.3),

(ž, w̌) = (u, v) =
1

N
(û, v̂) =

1

N
(z, w).

4.

z∧(m) =
N−1∑
n=0

z(n)e−2πimn/N =
N−1∑
n=0

z(n)e2πimn/N = z∧(−m),

a protože
e2πi(−N)n/N = 1, ∀n ∈ Z,

plat́ı

z∧(−m) =
N−1∑
n=0

z(n)e2πi(−N+m)n/N = z∧(N −m).
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2.2 Základńı operace v teorii DFT

Definice 2.2.1. (Operátor translace) Necht’ z ∈ l2(ZN). Definujeme operátor
translace (posunut́ı) předpisem

(Rkz)(n) = z(n− k), ∀n ∈ Z.

Lemma 2.2.1. Necht’ z je periodická funkce s periodou N, která je defino-
vaná na Z, tedy

z(n + N) = z(n), ∀n ∈ Z.

Pak ∀m ∈ Z plat́ı
N+m−1∑

n=m

z(n) =
N−1∑
n=0

z(n).

D̊ukaz. Předpokládejme, že −N + 1 ≤ m ≤ 0, potom

N+m−1∑
n=m

z(n) =
−1∑

n=m

z(n + N) +
N+m−1∑

n=0

z(n).

Substituce i = n + N dává

N+m−1∑
n=m

z(n) =
N−1∑

i=N+m

z(i) +
N+m−1∑

i=0

z(i) =
N−1∑
i=0

z(i).

Pokud m ∈ Z, pak ∃r ∈ Z takové, že m′ = m+rN a plat́ı −N +1 ≤ m′ ≤ 0.
Pomoćı substituce n = n′ − rN a s využit́ım periodicity z máme

N+m−1∑
n=m

z(n) =
N+m+rN−1∑

n′=m+rN

z(n′ − rN) =
N+m′−1∑

n′=m′
z(n′).

Lemma 2.2.2. Necht’ z ∈ l2(ZN), k ∈ Z. Pak pro každé m ∈ Z plat́ı

(Rkz)∧(m) = e−2πimk/N ẑ(m).

D̊ukaz. Rozeṕı̌seme podle definice

(Rkz)∧(m) =
N−1∑
n=0

(Rkz)(n)e−2πimn/N =
N−1∑
n=0

z(n− k)e−2πimn/N .
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Nyńı provedeme substituci j = n − k. Protože j = −k pro n = 0 a j =
N − k − 1 pro n = N − 1, źıskáme

(Rkz)∧(m) =
N−k−1∑

j=−k

z(j)e−2πim(j+k)/N = e−2πimk/N

N−k−1∑

j=−k

z(j)e−2πimj/N .

Dı́ky tomu, že z(j +N)e−2πim(j+N)/N = z(j)e−2πimj/N nám předchoźı lemma
dává

N−k−1∑

j=−k

z(j)e−2πimj/N =
N−1∑
n=0

z(n)e−2πimn/N = ẑ(m).

Z čehož plyne dokazované tvrzeńı.

Definice 2.2.2. (Operátor konvoluce) Necht’ z, w ∈ l2(ZN). Pak definujeme
konvoluci z ∗ w takto

(z ∗ w)(m) =
N−1∑
n=0

z(m− n)w(n), ∀m ∈ Z.

Definice 2.2.3. (Operátor konjugované reflexe) Necht’ z ∈ l2(ZN). Pak
definujeme konjugovanou reflexi vektoru z pomoćı předpisu

z̃(m) = z(−m) = z(N −m), ∀m ∈ Z.

Nyńı zavedeme diskrétńı Diracovu delta funkci.

Definice 2.2.4. Vektor δ ∈ l2(ZN), definovaný předpisem

δ(n) = δ0,n, n = 0, . . . , N.

nazveme diskrétńı Diracovou delta funkćı.

V následuj́ıćı větě uvedeme některé vlastnosti a vzájemné vztahy právě
definovaných pojmů.

Věta 2.2.1.

1. Konvoluce je zobrazeńı do l2(ZN): z ∗ w ∈ l2(ZN).

2. Konvoluce je komutativńı: z ∗ w = w ∗ z.

3. Konvoluce je asociativńı: (x ∗ z) ∗ w = x ∗ (z ∗ w).
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4. w ∗ δ = w.

5. (z ∗ w)(k) = (z, Rkw̃).

6. (z ∗ w̃)(k) = (z, Rkw).

7. (z̃)∧(m) = z∧(m).

8. (z ∗ w)∧(m) = z∧(m)w∧(m).

9. z ∗ w = (z∧w∧)∨.

D̊ukaz. V celém d̊ukazu mlčky použ́ıváme lemma 2.2.1 a jeho d̊usledek

N−1∑
n=0

z(n) =
0∑

n=−N+1

z(−n) =
N−1∑
n=0

z(−n).

1. Zřejmé z definice konvoluce.

2.

(z ∗ w)(m) =
N−1∑
n=0

z(m− n)w(n) =
0∑

n=−N+1

z(m + n)w(−n) =

po substituci l = m + n

=
m∑

l=−N+m+1

z(l)w(m− l) =
N−1∑

l=0

w(m− l)z(l) = (w ∗ z)(m).

3.

((x ∗ z) ∗ w)(m) = ((z ∗ x) ∗ w)(m) =
N−1∑
n=0

(z ∗ x)(m− n)w(n) =

=
N−1∑
n=0

w(n)
N−1∑

n′=0

z(m− n− n′)x(n′) =

=
N−1∑

n′=0

x(n′)
N−1∑
n=0

z(m− n′ − n)w(n) =

=
N−1∑

n′=0

(z ∗ w)(m− n′)x(n′) =

= ((z ∗ w) ∗ x)(m) = (x ∗ (z ∗ w))(m).
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4.

(w ∗ δ)(m) =
N−1∑
n=0

w(m− n)δ(n) =
N−1∑
n=0

w(m− n)δ0n = w(m).

5.
Rkw̃(n) = w̃(n− k) = w(−n + k),

a proto

(z, Rkw̃) =
N−1∑
n=0

z(n)w(−n + k) =
0∑

n=−N+1

z(−n)w(n + k) =

po substituci l = n + k

=
k∑

l=−N+k+1

z(k − l)w(l) =
N−1∑
n=0

z(k − n)w(n) = (z ∗ w)(k).

6.

(z,Rkw) =
N−1∑
n=0

z(n)w(n− k) =

po substituci l = n− k

=
N−k−1∑

l=−k

z(l + k)w(l) =
N−1∑

l=0

z(k − l)w(−l) = (z ∗ w̃)(k).

7.

(z̃)∧(m) =
N−1∑
n=0

z̃(n)e−2πimn/N =
N−1∑
n=0

z(−n)e−2πimn/N =

=
N−1∑
n=0

z(n)e−2πimn/N = z∧(m).

8.

(z ∗ w)∧(m) =
N−1∑
n=0

(z ∗ w)(n)e−2πimn/N =
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=
N−1∑
n=0

N−1∑

k=0

z(n− k)w(k)e−2πimn/N =

=
N−1∑
n=0

N−1∑

k=0

z(n− k)w(k)e−2πim(n−k)/Ne−2πimk/N =

=
N−1∑

k=0

w(k)e−2πimk/N

N−1∑
n=0

z(n− k)e−2πim(n−k)/N =

po substituci l = n− k ve druhé sumě

=
N−1∑

k=0

w(k)e−2πimk/N

N−k−1∑

l=−k

z(l)e−2πiml/N = ẑ(m)ŵ(m).

9. Podle předchoźıho bodu a s využit́ım Fourierovy inverzńı formule (2.2)
plat́ı

(z∧w∧)∨(n) =
1

N

N−1∑
m=0

z∧(m)w∧(m)e2πimn/N =

=
1

N

N−1∑
m=0

(z ∗ w)∧(m)e2πimn/N = (z ∗ w)(n).
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2.3 Lineárńı operátory a DFT

V teorii DFT a v jej́ıch aplikaćıch jsou velmi d̊uležité lineárńı operátory,
které jsou invariantńı v̊uči translaci (posunut́ı). Vzhledem k zaběhnuté ter-
minologii budeme často pro lineárńı operátor použ́ıvat název lineárńı trans-
formace.

Definice 2.3.1. Necht’ T : l2(ZN) → l2(ZN) je lineárńı transformace, pro
kterou plat́ı

T (Rkz) = Rk(Tz), ∀z ∈ l2(ZN) a k ∈ Z.

Pak řekneme, že transformace T je translačně invariantńı.

Definice 2.3.2. (Cirkulantńı matice) Necht’ pro prvky matice A = [am,n]N−1
m,n=0

plat́ı am+N,n = am,n, am,n+N = am,n ∀m, n ∈ (0, . . . , N − 1). Pak řekneme,
že matice A je cirkulantńı, pokud

am+k,n+k = am,n, ∀m,n, k ∈ Z.

Lemma 2.3.1. Necht’ T : l2(ZN) → l2(ZN) je translačně invariantńı trans-
formace. Pak každý prvek Fm Fourierovy báze F = (F0, . . . , FN−1) v pros-
toru l2(ZN) je vlastńım vektorem transformace T a př́ıslušné vlastńı č́ıslo je
m-tá složka ve vyjádřeńı vektoru T (Fm) vyhledem k této bázi, tj. T (Fm) =
a(m)Fm, kde a(m) je složka rozkladu vektoru T (Fm) =

∑N−1
k=0 a(k)Fk.

D̊ukaz. Označ́ıme a = (a(0), . . . , a(N − 1)) jako vektor koeficient̊u v rozk-
ladu T (Fm). Tedy

a = [T (Fm)]F .

Rozeṕı̌seme obě strany rovnosti, kterou źıskáme d́ıky tomu, že T je translačně
invariantńı. Plat́ı

(RlFm)(n) = Fm(n− l) = e−2πilmFm(n), l = 0, . . . , N − 1.

Nyńı d́ıky linearitě T źıskáme prvńı stranu rovnosti,

T (RlFm)(n) =
N−1∑

k=0

a(k)e−2πilmFk(n).

Naṕı̌seme druhou stranu zmı́něné rovnosti,

Rl(T (Fm))(n) = T (Fm)(n− l) =
N−1∑

k=0

a(k)e−2πilkFk(n).
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Porovnáńım obou stran a uvážeńım lineárńı nezávislosti trigonometrických
funkćı zjist́ıme, že a(k) = 0∀k 6= m. Z toho již plyne dokazované tvrzeńı.

Definice 2.3.3. (Konvolučńı transformace) Necht’ b ∈ l2(ZN), pak operátor
Tb : l2(ZN) → l2(ZN) definovaný předpisem

Tb(z) = b ∗ z, ∀z ∈ l2(ZN),

nazveme konvolučńı transformaćı.

Definice 2.3.4. (Fourierova transformace součinu) Necht’ m ∈ l2(ZN). Pak
transformaci T(m) : l2(ZN) → l2(ZN) definovanou předpisem

T(m)(z) = (mẑ)∨, ∀z ∈ l2(ZN),

nazveme Fourierovou transformaćı součinu.

Poznámka 2.3.1. Dı́ky Fourierově inverzńı formuli (2.2) plat́ı

z =
N−1∑

k=0

ẑ(k)Fk.

Vid́ıme, že

T(m)(z) =
N−1∑

k=0

(T(m)(z))∧(k)Fk =
N−1∑

k=0

m(k)ẑ(k)Fk.

Tedy k-tý člen v rozvoji z vzhledem k Fourierově bázi je násoben k-tým
členem vektoru m. Proto se pro tuto lineárńı transformaci už́ıvá daný název.

V posledńı větě této kapitoly uvedeme vztahy mezi právě definovanými
pojmy.

Věta 2.3.1. Necht’ T : l2(ZN) → l2(ZN) je lineárńı transformace. Pak
následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı.

1. Transformace T je translačně invariantńı.

2. Matice AT,E reprezentuj́ıćı transformaci T ve standardńı bázi E je
cirkulantńı.
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3. Transformace T je konvolučńı.

4. Transformace T je Fourierova transformace součinu.

5. Matice AT,F reprezentuj́ıćı transformaci T ve Fourierově bázi je di-
agonálńı.

D̊ukaz. V d̊ukazu budeme postupovat následuj́ıćım zp̊usobem

1. ⇒ 2. ⇒ 3. ⇒ 1., 3. ⇔ 4. a 4. ⇔ 5.

a) 1. ⇒ 2. AT,E = [am,n]N−1
m,n=0 je periodicky rozš́ı̌rená matice, reprezen-

tuj́ıćı T v Euklidově bázi, kde uvažujeme periodické rozš́ı̌reńı jed-
notkových vektor̊u en+N = en. Pak d́ıky definici Rk a tomu, že T (Rk) =
Rk(T ) máme

am+k,n+k = (AT,Een+k)(m + k) = (T (Rken))(m + k) =

= (Rk(T (en)))(m + k) = T (en)(m) = (AT,Een)(m) = am,n,

∀m,n, k ∈ Z.

b) 2. ⇒ 3. Ṕısmenem b označ́ıme vektor prvńıho sloupce matice AT,E =
[am,n]N−1

m,n=0, b(n) = an,0. Jelikož je matice AT,E cirkulantńı, tak plat́ı

am,n = am−n,0 = b(m− n).

Z toho plyne

T (z)(m) = (Az)(m) =
N−1∑
n=0

am,nz(n) =
N−1∑
n=0

b(m− n)z(n) = (b ∗ z)(m).

Což znamená, že T = Tb.

c) 3. ⇒ 1. Necht’ Tb je konvolučńı transformace, b ∈ l2(ZN). Nejdř́ıve
nahlédneme, že

(b ∗ (Rkz))(m) =
N−1∑
n=0

b(m− n)z(n− k) =

po substituci l = n− k, s využit́ım lemmatu 2.2.1 a jeho d̊usledku

=
N−1∑

l=0

b(m− k − l)z(l) = (b ∗ z)(m− k).
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Pak stač́ı napsat

Tb(Rkz)(m) = (b ∗ (Rkz))(m) = (b ∗ z)(m− k) = Rk(b ∗ z)(m) =

= RkTb(z)(m).

d) 3. ⇔ 4. Necht’ Tb je konvolučńı transformace, b ∈ l2(ZN). Polož́ıme
m = b̂. Pak d́ıky větě 2.2.1 můžeme napsat

Tb(z) = b∗z = ((b∗z)∧)∨ = (b̂ẑ)∨ = (mẑ)∨ = T(m)(z), ∀z ∈ l2(ZN).

Lze postupovat i z druhé strany rovnosti a proto plat́ı ekvivalence.

e) 4. ⇔ 5. Nejprve necht’ T(m) je Fourierova transformace součinu, kde
m ∈ l2(ZN). Sestroj́ıme diagonálńı matici D = [dk,n], dn,n = m(n), n =
0, . . . , N − 1; dk,n = 0 pro k 6= n. Máme (T(m)(z))∧ = mẑ. Plat́ı

[T(m)(z)]F = Dẑ = D[z]F .

Tedy T(m) je reprezentována diagonálńı matićı D vzhledem k Fourierově
bázi. Obrácená implikace: Necht’ D = [dk,n] je diagonálńı matice,
která reprezentuje operátor T vzhledem k Fourierově bázi F . Polož́ıme
m(n) = dn,n, n = 0, . . . , N − 1 a sestroj́ıme Fourierovu transformaci
součinu T(m). Pak plat́ı

[T (z)]F = D[z]F = [T(m)(z)]F .

Takže T = T(m).
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2.4 DFT v l2(Z)

V této části ukážeme zobecněńı teorie DFT pro vektory z ∈ l2(Z). Nejprve
uvedeme několik pro daľśı text d̊uležitých pojmů. Prostor l2(Z) je normovaný
lineárńı prostor vektor̊u z = (z(n))n∈Z,

∑
n∈Z |z(n)|2 < ∞, z(k) ∈ C, k ∈ Z.

Skalárńı součin a normu pro vektory z, w ∈ l2(Z) definujeme takto

(z, w) =
∑

n∈Z
z(n)w(n), ‖ z ‖=

√
(z, z).

Prostor l2(Z) je Hilbert̊uv a separabilńı. Prostor l1(Z) je normovaný lineárńı
prostor vektor̊u z = (z(n))n∈Z,

∑
n∈Z |z(n)| < ∞, z(k) ∈ C, k ∈ Z. Normu

pro vektory z ∈ l1(Z) definujeme takto

‖ z ‖1=
∑

n∈Z
|z(n)|.

Prostor l1(Z) je Banach̊uv a separabilńı. Prostor L2([−π, π]) je prostor funkćı
f = f(t),

∫ π

−π
|f(t)|2 < ∞, f(t) ∈ C, t ∈ [−π, π] Skalárńı součin a normu pro

funkce f, g ∈ L2([−π, π]) definujeme takto

(f, g) =
1

2π

∫ π

−π

f(t)g(t)dt, ‖ f ‖=
√

(f, f).

Jde o Hilbert̊uv a separabilńı prostor.

Poznámka 2.4.1. Dá se ukázat, že množina funkćı {eint}n∈Z tvoř́ı v pros-
toru L2([−π, π]) úplný a ortonormálńı systém.

Definice 2.4.1. Pro vektor z ∈ l2(Z) definujeme diskrétńı Fourierovu trans-
formaci (DFT) jako zobrazeńı

∧ : l2(Z) → L2([−π, π]),

z 7→ ẑ,

kde
ẑ(t) =

∑

n∈Z
z(n)e−int, t ∈ [−π, π].
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Definice 2.4.2. Pro funkci f ∈ L2([−π, π]) definujeme inverzńı diskrétńı
Fourierovu transformaci (IDFT) jako zobrazeńı

∨ : L2([−π, π]) → l2(Z),

f 7→ f̌ ,

kde

f̌(n) =
1

2π

∫ π

−π

f(t)eintdt, n ∈ Z.

Podobně jako v př́ıpadě DFT a IDFT v l2(ZN) jde nyńı o lineárńı bijekce
mezi prostory l2(Z) a L2([−π, π]).

Daľśı poznatky o DFT a IDFT v l2(ZN) shrneme do následuj́ıćıch definic
a vět.

Věta 2.4.1. Pro každé z, w ∈ l2(Z) plat́ı

1.
(z∧)∨ = z.

2. Parsevalova rovnost
(z, w) = (ẑ, ŵ).

3. Plancherelova formule
‖z‖2 = ‖ẑ‖2.

D̊ukaz. Vektor z ∈ l2(Z), a proto
∑

n∈Z z(n)e−int konverguje stejnoměrně
∀t ∈ [−π, π]. Můžeme tedy prohodit sumu a integrál

∫ π

−π

∑

n∈Z
z(n)e−intdt =

∑

n∈Z
z(n)

∫ π

−π

e−intdt.

1.

(z∧)∨(n) =
1

2π

∫ π

−π

ẑ(t)eintdt =
1

2π

∫ π

−π

∑

m∈Z
z(m)e−imteintdt =

=
∑

m∈Z
z(m)

1

2π

∫ π

−π

ei(n−m)tdt.
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1

2π

∫ π

−π

ei(n−m)tdt =

{
1, pokud n = m,
ei(n−m)π−e−i(n−m)π

2πi(n−m)
, pokud n 6= m.

Podle definice funkce sin plat́ı

ei(n−m)π − e−i(n−m)π

2πi(n−m)
=

sin(π(n−m))

π(n−m)
= 0, n 6= m.

Máme tedy

(z∧)∨(n) =
∑

m∈Z
z(m)δn,m = z(n).

2.

(ẑ, ŵ) =
1

2π

∫ π

−π

∑

m∈Z
z(m)e−imt

∑

n∈Z
w(n)eintdt =

podle předchoźıho bodu

=
∑

m∈Z

∑

n∈Z
z(m)w(n)

1

2π

∫ π

−π

ei(n−m)πdt =
∑

m∈Z

∑

n∈Z
z(m)w(n)δn,m =

=
∑

m∈Z
z(m)w(m) = (z, w).

3. Plyne po dosazeńı w = z v 2.

Definice 2.4.3. Necht’ z, w ∈ l2(Z), pak definujeme

1. Konvoluci

(z ∗ w)(m) =
∑

n∈Z
z(m− n)w(n), m ∈ Z.

2. Konvolučńı transformaci Tb : l2(Z) → l2(Z), b ∈ l1(Z)

Tb(z) = b ∗ z, z ∈ l2(Z).
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3. Translaci Rk : l2(Z) → l2(Z)

(Rkz)(n) = z(n− k), n ∈ Z.

4. Translačně invariantńı transformaci T : l2(Z) → l2(Z)

T (Rk) = Rk(T ).

5. Konjugovanou reflexi

z̃(n) = z(−n), n ∈ Z.

6. Diskrétńı delta funkci

δ(n) = δ0,n, n ∈ Z.

7. Vektor z∗

z∗(n) = (−1)nz(n), n ∈ Z.

V následuj́ıćıch větách jsou tvrzeńı vztahuj́ıćı se k právě definovaným
pojmům. Jde v podstatě o to samé, jako v př́ıpadě l2(ZN). Uvedeme proto
pouze zněńı bez d̊ukaz̊u.

Věta 2.4.2. Necht’ z ∈ l2(Z), w ∈ l1(Z), pak

z ∗ w ∈ l2(Z) a ‖z ∗ w‖ ≤ ‖w‖1‖z‖.
Věta 2.4.3. Necht’ v, w ∈ l1(Z), z ∈ l2(Z), pak

1. skoro všude plat́ı
(z ∗ w)∧(t) = ẑ(t)ŵ(t).

2. z ∗ w = w ∗ z.

3. v ∗ (w ∗ z) = (v ∗ w) ∗ z.

4. v ∗ w ∈ l1(Z).

5. z ∗ δ = z.

Věta 2.4.4. Lineárńı transformace T je translačně invariantńı, právě když
je konvolučńı. Plat́ı

T = Tb, b = T (δ).
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Věta 2.4.5. Necht’ z, w ∈ l2(Z). Pak

1. z̃, z∗, Rkz ∈ l2(Z), ∀k ∈ Z.

2. (z̃)∧(t) = ẑ(t).

3. (z∗)∧(t) = ẑ(t + π).

4. (Rkz)∧(t) = e−iktẑ(t).

5. (Rjz, Rkw) = (z, Rk−jw), j, k ∈ Z.

6. (z, Rkw) = z ∗ w̃(k), k ∈ Z.

7. (z, Rkw̃) = z ∗ w(k), k ∈ Z.

8. δ̂(t) = 1, t ∈ [−π, π].

Věta 2.4.6. Necht’ z ∈ l1(Z). Pak ẑ(t) je spojitou funkćı proměnné t.
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2.5 DFT v l2(ZN1)× . . .× l2(ZNd
)

V praxi je často potřeba použ́ıt DFT ve v́ıce dimenźıch. Např́ıklad obrázky
můžeme mı́t v poč́ıtači uložené jako matice. Pokud pak chceme provést
kompresi takovýchto dat pomoćı DFT, nab́ıźı se použit́ı jej́ı dvourozměrné
formy. Při aplikaci na řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic je d̊uležitý
trojrozměrný př́ıpad. Lze nalézt daľśı př́ıklady, kdy se hod́ı DFT v r̊uzných
dimenźıch.

Definice 2.5.1. Pro vektor z = {z(n1, . . . , nd)} ∈ l2(ZN1) × . . . × l2(ZNd
)

definujeme diskrétńı Fourierovu transformaci (DFT) jako zobrazeńı

∧ : l2(ZN1)× . . .× l2(ZNd
) → l2(ZN1)× . . .× l2(ZNd

),

z 7→ ẑ,

kde
ẑ = {ẑ(m1, . . . , md)},

ẑ(m1, . . . , md) =

N1−1∑
n1=0

. . .

Nd−1∑
nd=0

z(n1, . . . , nd)e
−2πim1n1/N1 . . . e−2πimdnd/Nd .

Kv̊uli přehlednému zápisu uvedeme některé definice a vlastnosti týkaj́ıćı
se v́ıcerozměrné DFT nikoli obecně, ale zaměř́ıme se pouze na př́ıpad d = 2.
Př́ıpadné rozš́ı̌reńı do vyšš́ıch dimenźı pak neńı nic těžkého. Skalárńı součin
a normu pro vektory z, w ∈ l2(ZN1)× l2(ZN2) definujeme takto

(z, w) =

N1−1∑
n1=0

N2−1∑
n2=0

z(n1, n2)w(n1, n2), ‖ z ‖=
√

(z, z).

DFT je pro z ∈ l2(ZN1)× l2(ZN2) definovaná takto

ẑ(m1,m2) =

N1−1∑
n1=0

N2−1∑
n2=0

z(n1, n2)e
−2πim1n1/N1e−2πim2n2/N2 .

Definice 2.5.2. Pokud F1 a F2 jsou Fourierovy báze v l2(ZN1), resp. v l2(ZN2),
pak definujeme Fourierovu bázi F v l2(ZN1)× l2(ZN2) pomoćı předpisu

F = F1 × F2 ≡ {Fn,m = FnFm, n = 0, . . . , N1 − 1,m = 0, . . . , N2 − 1}.
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Podobně jako v jednorozměrném př́ıpadě potom plat́ı obdoba Fourierovy
inverzńı formule (2.2).

z =

N1−1∑
n=0

N2−1∑
m=0

ẑ(n,m)Fn,m,

což znamená
ẑ = [z]F .

Tento pohled na ẑ nás opět jako v jednorozměrném př́ıpadě motivuje k definici
inverzńı diskrétńı Fourierovy transformace.

Definice 2.5.3. Pro vektor w = {w(m1,m2)} ∈ l2(ZN1) × l2(ZN2) definu-
jeme inverzńı diskrétńı Fourierovu transformaci (IDFT) jako zobrazeńı

∨ : l2(ZN1)× l2(ZN2) → l2(ZN1)× l2(ZN2),

w 7→ w̌,

kde
w̌ = {w̌(n1, n2)},

w̌(n1, n2) =
1

N1N2

N1−1∑
m1=0

N2−1∑
m2=0

w(m1,m2)e
2πim1n1/N1e2πim2n2/N2 .

Definice 2.5.4. (Operátor translace) Necht’ z ∈ l2(ZN1)× l2(ZN2). Definu-
jeme operátor translace(posunut́ı) předpisem

(Rkz)(n1, n2) = z(n1 − k, z2 − k), ∀n1, n2 ∈ Z.

Definice 2.5.5. (Operátor konvoluce) Necht’ z, w ∈ l2(ZN1)× l2(ZN2). Pak
definujeme konvoluci z ∗ w takto

(z ∗w)(m1,m2) =

N1−1∑
n1=0

N2−1∑
n2=0

z(m1−n1,m2−n2)w(n1, n2), ∀m1,m2 ∈ Z.

Definice 2.5.6. (Operátor konjugované reflexe) Necht’ z ∈ l2(ZN1)×l2(ZN2).
Pak definujeme konjugovanou reflexi vektoru z pomoćı předpisu

z̃(m1,m2) = z(−m1,−m2) = z(N1 −m1, N2 −m2), ∀m1,m2 ∈ Z.
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Na předcházej́ıćıch definićıch je vidět, že přechodem k vyšš́ı dimenzi
nedošlo k velkým změnám. Stejně tak plat́ı podobná tvrzeńı, která jsme
uvedli pro DFT v l2(ZN). V praxi se v́ıcerozměrná DFT může poč́ıtat jako
několik jednorozměrných výpočt̊u po sobě a pro dimenzi d = 2 se to tak
opravdu dělá. Pro dimenzi d > 2 se provád́ı optimalizace, které berou ohled
na rozd́ıly mezi jednou a v́ıce dimenzemi. Daľśı výklad k tomuto tématu lze
nalézt např́ıklad v [1].
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Kapitola 3

Aplikace DFT na konkrétńı
úlohy

3.1 Rychlá Fourierova transformace (FFT)

Ukážeme myšlenku metody rychlé Fourierovy transformace (FFT). Rychlá
Fourierova transformace je algoritmus, pomoćı kterého se DFT v praxi poč́ıtá.
Bez jeho objevu by praktické využit́ı DFT bylo minimálńı. Jak vid́ıme př́ımo
z definice nebo z maticového zápisu, při jednoduché implementaci DFT je
potřeba N2 komplexńıch násobeńı. Tento počet je nutné pro efektivńı použit́ı
sńıžit. Začneme lemmatem pro N sudé. Důkaz lze naj́ıt např́ıklad v [2].

Lemma 3.1.1. (Danielsonovo-Lanczosovo lemma) Necht’ N = 2M , m ∈ M
a z ∈ l2(ZN). Definujeme u, v ∈ l2(ZM) pomoćı předpisu

u(k) = z(2k), k = 0, . . . , M − 1 a v(k) = z(2k + 1), k = 0, . . . , M − 1.

Pak pro m = 0, . . . , M − 1 plat́ı

ẑ(m) = û(m) + e−2πim/N v̂(m).

Pro m = M, . . . , N − 1 plat́ı

ẑ(m) = ẑ(l + M) = û(l)− e−2πil/N v̂(l), kde l = m−M.

Vid́ıme, že počet komplexńıch násobeńı pro výpočet DFT vektoru z
je 2M2 + M = (N2 + N)/2. Nyńı definujeme pN jako počet komplexńıch
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násobeńı potřebný k výpočtu DFT vektoru z ∈ l2(ZN). Pokud N = 2M ,
pak podle předchoźıho lemmatu plat́ı

pN ≤ 2pM + M. (3.1)

To nás vede k myšlence jeho rekurentńıho použ́ıt́ı při N = 2n.

Lemma 3.1.2. Necht’ N = 2n, n ∈ Z. Potom plat́ı

pN ≤ 1

2
N log2 N.

D̊ukaz. Postupujeme indukćı dle n. Pokud n = 1, pak z = (n1, n2). Spoč́ıtáme
DFT vektoru z

ẑ = (n1 + n2, n1 − n2).

Při tomto výpočtu jsme nepotřebovali žádné komplexńı násobeńı. Máme
p2 = 0 < log2 2. Nyńı předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro n = k − 1. Pro
n = k využijeme indukčńı předpoklad a (3.1). Plat́ı tedy

p2k ≤ 2p2k−1 + 2k−1 ≤ 2
1

2
2k−1(k − 1) + 2k−1 =

= k2k−1 =
1

2
k2k =

1

2
N log2 N.

Pro speciálńı př́ıpad N = 2n jsme tedy dosáhli výrazného sńıžeńı počtu
komplexńıch násobeńı. Postup lze dále zobecnit pro N = pq. Důkaz pro
tento př́ıpad a daľśı informace o FFT lze naj́ıt např́ıklad v [2].
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3.2 Výpočet vlastńıch č́ısel translačně invari-

antńıch transformaćı

Nejdř́ıve předvedeme algoritmus, podle kterého budeme postupovat. Potom
uvedeme tři př́ıklady, které budou ilustrovat užitečnost věty 2.3.1.

Algoritmus 1.

1. Sestroj́ıme matici A = AT,E , která reprezentuje transformaci T vzhle-
dem k Euklidově bázi E . Dı́ky větě 2.3.1 v́ıme, že matice A je cirku-
lantńı.

2. Z d̊ukazu věty 2.3.1 v́ıme, že T = Tb, kde b je prvńı sloupec matice A.

3. Spoč́ıtáme m = b̂, pak v́ıme, že T = T(m).

4. Sestroj́ıme diagonálńı matici D = [dk,n], dn,n = m(n). Vı́me, že D
reprezentuje transformaci T vzhledem k Fourierově bázi F , tj. [T (z)]F =
D[z]F .

5. Protože plat́ı (Az)∧ = WNAz = [Az]F = [Tz]F = D[z]F = Dẑ =
DWNz. Vid́ıme, že

D = WNAW−1
N .

A proto diagonálńı prvky matice D tvoř́ı vlastńı č́ısla transformace T
a vlastńı vektory jsou sloupce matice W−1

N , což jsou prvky Fourierovy
báze.

Nyńı pomoćı algoritmu spoč́ıtáme konkrétńı př́ıklady. Ve všech př́ıkladech
je úkolem naj́ıt vlastńı č́ısla a vlastńı vektory transformace T .

Př́ıklad 1. Transformace T : l2(Z4) → l2(Z4) je zadaná pomoćı předpisu

(Tz)(n) = z(n) + 2z(n + 1) + z(n + 3), n = 0, . . . , 3.

Dosad́ıme n = 0, . . . , 3, abychom zjistili, jak vypadá matice AT,E , která
reprezentuje transformaci T v Euklidově bázi.

(Tz)(0) = z(0) + 2z(1) + z(3),

(Tz)(1) = z(1) + 2z(2) + z(4) = z(1) + 2z(2) + z(0),

(Tz)(2) = z(2) + 2z(3) + z(5) = z(2) + 2z(3) + z(1),
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(Tz)(3) = z(3) + 2z(4) + z(6) = z(3) + 2z(0) + z(2).

Z toho plyne, jak má vypadat matice AT,E .

AT,E =




1 2 0 1
1 1 2 0
0 1 1 2
2 0 1 1


 .

Matice je cirkulantńı, a proto je T translačně invariantńı transformace.
Vezmeme prvńı sloupec b dané matice a spoč́ıtáme DFT b. Dı́ky (2.6) v́ıme,
jak vypadá W4.

W4 =




1 1 1 1
1 −i −1 i
1 −1 1 −1
1 i −1 −i


 .

Provedeme výpočet

m = b̂ = W4b =




4
1 + i
−2

1− i


 .

Složky vektoru m tvoř́ı vlastńı č́ısla transformace T . Vlastńı vektory jsou
prvky Fourierovy báze F = (F0, F1, F2, F3).

Př́ıklad 2. Transformace T : l2(ZN) → l2(ZN) je zadaná pomoćı předpisu

(Tz)(n) = z(n + 1)− 2z(n) + z(n− 1), n = 0, . . . , N − 1.

Dosad́ıme n = 0, . . . , N − 1, abychom zjistili, jak vypadá matice AT,E , která
reprezentuje transformaci T v Euklidově bázi.

(Tz)(0) = z(1)− 2z(0) + z(−1) = z(1)− 2z(0) + z(N − 1),

(Tz)(1) = z(2)− 2z(1) + z(0),

...

(Tz)(N − 1) = z(N)− 2z(N − 1)+ z(N − 2) = z(0)− 2z(N − 1)+ z(N − 2).
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Z toho plyne, jak má vypadat matice AT,E .

AT,E =




−2 1 0 . . 0 1
1 −2 1 . . . 0
0 1 . . . . .
. 0 . . . . .
. . . . . . 0
0 . . . 1 −2 1
1 0 . . 0 1 −2




.

Matice je cirkulantńı, a proto je T translačně invariantńı transformace.
Vezmeme prvńı sloupec b dané matice a spoč́ıtáme DFT b. Tedy

m(k) = b̂(k) =
N−1∑
n=0

b(n)e−2πikn/N = −2 + e−2πik/N + e−2πik(N−1)/N =

= −2 + e−2πik/N + e2πik/N = −2 + 2 cos
2πk

N
=

= −4(
1

2
− 1

2
cos

2πk

N
) = −4 sin2 πk

N
.

Nyńı už stač́ı vytvořit diagonálńı matici D, kde D = [dk,n], dn,n = m(n).
Dı́ky vztahu

D = WNAW−1
N ,

vid́ıme, že prvky matice D tvoř́ı vlastńı č́ısla matice A. Vlastńı vektory jsou
prvky Fourierovy báze F = (F0, . . . , FN−1).

Př́ıklad 3. Transformace T : l2(ZN) → l2(ZN) je zadaná pomoćı předpisu

(Tz)(n) = z(n + 1)− z(n), n = 0, . . . , N − 1.

Dosad́ıme n = 0, . . . , N − 1, abychom zjistili, jak vypadá matice AT,E , která
reprezentuje transformaci T v Euklidově bázi.

(Tz)(0) = z(1)− z(0),

(Tz)(1) = z(2)− z(1),

...

(Tz)(N − 1) = z(N)− z(N − 1) = z(0)− z(N − 1).
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Z toho plyne, jak má vypadat matice AT,E .

AT,E =




−1 1 0 . . 0
0 −1 1 . . .
. . . . . .
. . . . . 0
0 . . 0 −1 1
1 0 . . 0 −1




.

Matice je cirkulantńı, a proto je T translačně invariantńı transformace.
Vezmeme prvńı sloupec b dané matice a spoč́ıtáme DFT b. Tedy

m(k) = b̂(k) =
N−1∑
n=0

b(n)e−2πikn/N = −1 + e−2πik(N−1)/N .

Nyńı už stač́ı vytvořit diagonálńı matici D, kde D = [dk,n], dn,n = m(n).
Dı́ky vztahu

D = WNAW−1
N ,

vid́ıme, že prvky matice D tvoř́ı vlastńı č́ısla matice A. Vlastńı vektory jsou
prvky Fourierovy báze F = (F0, . . . , FN−1).

3.3 Aplikace DFT na kompresi dat

V této části využijeme diskrétńı Fourierovu transformaci ke kompresi dat.
Nejprve poṕı̌seme, co pod t́ımto pojmem rozumı́me. Necht’ z ∈ l2(ZN) a B =
{vj}N−1

j=0 je ortonormálńı báze prostoru l2(ZN). Plat́ı tedy

z =
N−1∑
m=0

(z, vm)vm.

Zvoĺıme č́ıslo K < N a uspořádáme sestupně posloupnost {|(z, vm)|}N−1
m=0.

Vezmeme prvńıch K člen̊u této posloupnosti a z jejich index̊u vytvoř́ıme
indexovou množinu SK . Sestroj́ıme aproximaci w vektoru z,

w =
∑

m∈SK

(z, vm)vm.

Pod pojmem komprese dat rozumı́me právě sestrojený vektor w. Relativńı
chyba komprese je definovaná poměrem ‖z − w‖/‖z‖. Provedeme kompresi
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dat u 4 vektor̊u. Zvoĺıme N = 512 a K = 8, 16, 20, 50, 75, 100, 200, 400.
Za bázi B voĺıme postupně Euklidovu a Fourierovu. Fourierova báze neńı
ortonormálńı, je ale ortogonálńı. Na postupu pro kompresi dat to nic neměńı.
Každý vektor z ∈ l2(ZN) lze zapsat takto,

z = N

N−1∑
m=0

(z, Fm)Fm =
N−1∑
m=0

ẑ(m)Fm.

Pro sestrojeńı indexové množiny SM muśıme sestupně uspořádat {|ẑ(m)|}N−1
m=0

a vźıt indexy prvńıch M člen̊u vzniklé posloupnosti. Algoritmus implemen-
tujeme v softwarovém baĺıku Matlab. Zde je nutné upozornit, že v Mat-
labu se vektory vždy indexuj́ı od 1, což je rozd́ıl oproti konvenci v této
práci. V pr̊uběhu výpočtu komprese ve Fourierově bázi využijeme standardńı
funkce FFT a IFFT, což jsou algoritmy rychlé Fourierovy transformace a jej́ı
inverze, jejichž myšlenku jsme ukázali v prvńı části této kapitoly. Vektory,
které budeme použ́ıvat uvedeme s indexováńım od 1, tak, jak je potřeba pro
výpočty v Matlabu. Všechny vektory z ∈ l2(Z512),

z = (z(1), z(2), . . . , z(512)).

1. vektor

z(n) =





1− n−1
64

pro 1 ≤ n ≤ 64,
5− n−1

64
pro 257 ≤ n ≤ 320,

0 jinak,

2. vektor

z(n) =





1 pro 32 ≤ n ≤ 95,
2 pro 132 ≤ n ≤ 259,
4 pro 416 ≤ n ≤ 512,
0 jinak,

3. vektor

z(n) = (n− 256)e−(n−256)2/512, n = 1, . . . , 512,

4. vektor
z(n) = sin(n1,5/64), n = 1, . . . , 512.
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Následuj́ı obrázky a tabulky, které obsahuj́ı výsledky provedené kom-
prese. Na prvńıch čtyřech obrázćıch jsou znázorněny vektory, se kterými
pracujeme. Následuj́ı tabulky s č́ıselnými výsledky relativńıch chyb kom-
prese v obou použitých báźıch. Posledńı čtyři obrázky obsahuj́ı graficky
znázorněný pr̊uběh relativńı chyby komprese. Pr̊uběh chyby při použit́ı Eu-
klidovy báze je značen plnou čarou, pro Fourierovu bázi pak máme čáru
přerušovanou.
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Komprese 1.vektoru
K 8 16 20 50

‖z−w‖
‖z‖ , Euklidova báze 0,9084 0,8198 0,7767 0,4792

‖z−w‖
‖z‖ , Fourierova báze 0,3868 0,2738 0,2463 0,1529

K 75 100 200 400
‖z−w‖
‖z‖ , Euklidova báze 0,2709 0,1065 0,0000 0,0000

‖z−w‖
‖z‖ , Fourierova báze 0.1223 0,1025 0,0515 0,0000

Komprese 2.vektoru
K 8 16 20 50

‖z−w‖
‖z‖ , Euklidova báze 0,9695 0,9379 0,9218 0,7900

‖z−w‖
‖z‖ , Fourierova báze 0,3592 0,2581 0,2196 0,1321

K 75 100 200 400
‖z−w‖
‖z‖ , Euklidova báze 0,6604 0,5148 0.2776 0,0000

‖z−w‖
‖z‖ , Fourierova báze 0,1074 0,0907 0.0554 0,0182

Komprese 3.vektoru
K 8 16 20 50

‖z−w‖
‖z‖ , Euklidova báze 0,8915 0,7757 0,7163 0,3034

‖z−w‖
‖z‖ , Fourierova báze 0,6399 0,2977 0,1816 0,0000

K 75 100 200 400
‖z−w‖
‖z‖ , Euklidova báze 0,0915 0,0132 0,0000 0,0000

‖z−w‖
‖z‖ , Fourierova báze 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

Komprese 4.vektoru
K 8 16 20 50

‖z−w‖
‖z‖ , Euklidova báze 0,9842 0,9681 0,9599 0,8975

‖z−w‖
‖z‖ , Fourierova báze 0,8949 0,8038 0,7614 0,4370

K 75 100 200 400
‖z−w‖
‖z‖ , Euklidova báze 0,8431 0,7870 0,5544 0,1277

‖z−w‖
‖z‖ , Fourierova báze 0,1852 0,0662 0,0265 0,0125
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Jak je z předcházej́ıćıch tabulek a obrázk̊u hezky vidět, použit́ı Fourierovy
báze při kompresi dat přináš́ı své výhody. Zvláště při malých K dosahu-
jeme výrazně lepš́ıch výsledk̊u ve smyslu menš́ı relativńı chyby, než když
použijeme Euklidovu bázi. Jen dvakrát jsme dosáhli lepš́ıho výsledku při
použit́ı Euklidovy báze. Bylo to pro K = 200 u prvńıho vektoru a pro
K = 400 u druhého vektoru. Rozd́ıl je však v těchto př́ıpadech velmi malý
a byl zp̊usoben zaokrouhlovaćı chybou při výpočtu transformaćı.
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Kapitola 4

Závěr

V této práci jsme studovali diskrétńı Fourierovu transformaci (DFT) a ap-
likovali poznatky z teorie na konkrétńı úlohy. Př́ınos v prvńı části spoč́ıvá
v doplněńı d̊ukaz̊u, které chyběj́ı v citovaných publikaćıch. Ve druhé části po-
tom předevš́ım v předvedené ukázce aplikace DFT na kompresi dat. Ukázali
jsme, že při použit́ı Fourierovy báze lze v této úloze dosáhnout velmi dobrých
výsledk̊u.
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