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Kapitola 1
Uvod

Prace se zabyva popisem vsech klontu na dvouprvkové mnoziné, tedy popisem
mnozin booleovskych funkci uzavienych na skladani a obsahujicich vsechny
projekce, a predkladd pro né tii ruzné dukazy tplnosti.

E. L. Post v roce 1941 publikoval studii The Two-Valued Iterative Sys-
tems Of Mathematical Logic [1], v niz podal uplny seznam vsech iterativné
uzavienych dvouhodnotovych systémiu, dnes obvykle souhrnné oznac¢ovanych
jako Postuv svaz. Postovou aspiraci bylo popsat vSechny mozné funkce na
vSech dvouhodnotovych logikach, coz se mu také skuteéné podarilo. Navic
dokézal, ze kazdy z danych iterativné uzavienych systému ma konecnou
mnozinu generatoru.

Termin iterativné uzavieny systém se od dnes pouzivané definice klonu
lisi jen nepatrné. Podstatnym rozdilem je jen pozadavek na obsah vSech
projekci, ktery pro iterativné uzaviené systémy nemusi byt nutné splnén.
Avsak plati, ze kazdy klon je iterativné uzavienym systémem.

Postuv dukaz je stézejni, a proto se tato prace jeho dukazu vénuje nejpo-
drobnéji. Je predlozen v témér uplném rozsahu, jen s vynechanim nékterych
technickych detailu. Vzhledem k tomu, ze Post pro své dukazy pouzil tzv.
Jevonsovu notaci, kterd je prekonana a v matematickych publikacich se jiz
nepouziva, bylo toto znaceni prevedeno do dnes standardné uzivaného ma-
tematického jazyka. Tento postup byl zvolen predevsim v zdjmu srozumitel-
nosti textu.

Pro ptredstavu o moznostech ruznych pristupu k dukazu téhoz jsou dale
nastinény i dva dalsi zpusoby, jeden zalozeny na hledani maximalnich pod-
klonu (dle J. Kuntzmanna, [2]), druhy vyjadiujici klony jako tiidy zakéza-
nych podfunkei (Igor’ E. Zverovich, [3]).



[jplné klasifikace booleovskych klonu je stale aktualnim tématem a po-
stupné jsou hledany nové cesty k nalezeni jejich alternativnich, kratsich
a modernéjsich dukazu. Duvodem je nejen jeji zajimavost sama o sobé,
ale predevsim jeji vyznam pro ruzné oblasti matematiky. Predevsim pak
pro universalni algebru, ktera obvykle pracuje pravé s klony generovanymi
zékladnimi operacemi, a tak se popis vSech klonu hodi napriklad k testovani
nejruznéjsich domnének.

Jako konkrétni pifklad aplikace uved me problém splnitelnosti vyrokovych
formuli z vypocetni slozitostni teorie. O tomto problému, ktery je téz znadmy
jako SAT, bylo dokazéno, ze je NP-tiplny (Cook-Levin Theorem). Byl to tak
vlastné prvni dokdzany NP-tuplny rozhodovaci problém. V dusledku tohoto
dukazu se zcela prirozené nabizela otazka, zda muze byt pii néjakém omezeni
vyrokovych formuli tento problém jednodussi, efektivné fesitelny, naptiklad
omezenim dovolenych vyrokovych operatoru. A pravé s vyuzitim Postovy
charakterizace vsech klonu se podarilo H. R. Lewisovi dospét k zajimavému
vysledku, Ze splnitelnost vyrokovych formuli je NP-tiplnd prave tehdy, kdyz
lze z omezené mnoziny operatoru ziskat funkci . [5]

Zmalost popisu vSech klontu na dvouprvkové mnoziné se dédle pouziva pri
ruznych optimalizacnich problémech, napiiklad u grafu a pii sestrojovani
booleovskych okruht.

Pokusy popsat vSechny klony i na vicebodovych mnozindch piinaseji
prozatim jen cCastecné tuspéchy. V soucasnosti jiz naptiklad vime, Ze svaz
vsech klont na libovolné koneéné mnoziné ma konetné mnoho minimalnich
klonu a také koneéné mnoho maximélnich (ty ve své praci popsal 1. G.
Rosenberg, [6]), ackoliv svaz sdm je nekone¢ny. Avsak zatimco pro dvou-
bodovou mnozinu svaz obsahuje klonu nekonecné, ale spo¢etné mnoho, pro
alespon tiibodovou mnozinu uz dosahuje mohutnosti kontinua [7], coz je
ziejmé jednou z hlavnich prekazek.

Studie poskytujici uceleny piehled vsech klonu na alespon triprvkové
mnoziné (po vzoru Postovy prace) by byla nesporné vyznamnym krokem
k vyfeSeni dalsich matematickych problému. Dosazeni takového cile vsak
prozatim zustava, alespon dle dosavadnich vysledku, v nedohlednu.



Kapitola 2

Klony

2.1 Zakladni pojmy
Pro prehlednost zaved me znacenf 2 = {0, 1}.

Definice 1. Booleovskou funkeci rozumime zobrazeni f : 2" — 2, n > 1.
Cislo n nazjvdme arita funkce f, nebo Fikdme, Ze f je m-&rni. Misto

L-drni (resp. 2-drni, 3-drni) funkce ikdme undrni (resp. bindrni, terndrn).
Specidlnim typem booleovské funkce je projekce: pi(z1, ..., T,) = xy.

V tomto textu budeme pracovat vyhradné s booleovskymi funkcemi,
proto budeme privlastek casto vynechévat.

Definice 2. Bud’ ddna m-drni funkce f a m-tice n-drnich funkci g1, ..., Gm.
Slozenim téchto funkci se rozumi n-drni funkce

Ry, .. xn) = flgi(zr, o xn), oy gm(T, - ooy 2)).

Pokud m > n a vsechny g; jsou projekce, rikame, Ze funkce h vznikla z funkce
f redukci.

Definice 3. Mnozinu C (booleovskych) funkci nazijvame klon, pokud
1. C obsahuje vsechny projekce,
2. C je uzavrend na sklddan, tj. sloZenim prvki C je prvek C.

Podklon C" klonu C je klon takouvyj, ze C' C C.



E. L. Post ve své praci popisoval vSechny iterativne uzavrené systémy,
coz jsou mnoziny funkci uzaviené na skladani a redukci. Nékteri autori téz
pracuji s uzavienymi systémy, tj. mnozinami funkci uzavienych na skladani
a skladani s projekcemi. Oba pojmy se od pojmu klon lisi jen nepatrné
pouzivat piredchozi definici.

Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze mnozina vsech klonu je vzhledem k uspoié-
dani inkluzi Uplny svaz (tj. ¢astecné usporddand mnozina takova, ze kazda
jeji podmozina m& supremum i infimum).

Tvrzeni 2.1.1. Priunikem libovolné mnoziny kloni je klon. Pro libovolnou
mnozinu M (booleovskijch) funkci ezistuje vzhledem k inkluzi nejmensi klon
obsahugici M.

Dikaz. Snadny. O

Nejmensim klonem je klon L - klon obsahujici pouze projekce, nejvétsim
je T - klon obsahujici vSechny booleovské funkce.

Definice 4. Nejmensi klon obsahujici mnoZinu M nazijvame klon genero-
vany M, znac¢ime jej (M). Pokud pro klon C plati, Ze (M) = C, fikame, Ze
C je generovany M.

2.2 Booleovské funkce, jejich vlastnosti

Pro n-tice pouzivame znaceni a € 2" a jejich slozky znacime aq, as, ..., a,,
tedy a = (ay,as,...,a,). Operace s n-ticemi definujeme po slozkéch, tedy
napiiklad

aNnb = (CLl/\bl,CLQ/\bQ,...,(ln/\bn>.

Pro a,b € 2" piseme a < b, pokud a; < b; pro vSechny slozky i. Dale pro
n-tici a € 2" pouzivame znaceni

J@)={i:a; =1}.

Definice 5. Necht f : 2" — 2 je funkce. Rikdme, Ze f nezdvist na i-té pro-
meénné (nebo i-té souradnici), pokud f(xq,...,2,) = g(T1,. .., Ti 1, Tiy1, Tn)
pro néjakou (n—1)-drni funkci g a libovolnd x4, . .., x, € {0,1}. V opacném
pripadé Tikame, Ze [ na i-té proménné (souradnici) zdvisi.

8



Definice 6. Jako monom oznacujeme vijraz slozeny z (mozno negovanich)
promeénnyjch svdzangjch operdtorem konjunkce .

7 duvodu zjednoduseni zapisu budeme znak A v rdmci monomu pro veétsi
prehlednost vétsinou vynechavat.

Znaceni pro nékteré funkce

Existuji pfesné ¢tyti booleovské funkce jedné proménné. Konstantni funkce
budeme znacit 0, 1. Identickou funkci budeme znacit = a negaci z.
Existuje celkem 16 ruznych binarnich funkei:

xy 00 01 10 11

% 0 0 0 0 Konstanta0

fi 0 0 0 1 Funkecezy (bindrni konjunkce, meet, funkce ’a’)
fo 0 0 1 0 Funkceaxy=z+y

f3z 0 0 1 1 Funkcezx

fa 0 1 0 0 Funkcezy=y+x

fs 0 1 0 1 Funkcey

fe 0 1 1 0 Funkcez+y (soucet mod 2)

fr 0 1 1 1 FunkcezVy (bindrni disjunkce, join, funkce 'nebo’)
fs 1 0 0 0 Funkcezy (Peirceova funkce: |)

fo 1 0 0 1 Funkcexz+y+1=u2z~y (ekvivalence)

f10 1 0 1 0 Funkce g

fu 1 0 1 1 FunkcezVy=y—z

fiz 1 1 0 0 Funkcez

fisz 11 0 1 FunkcezVy=z— y (implikace)

fir. 1 1 1 0 Funkce zV g (Shefferova funkce: 1)

fisu 11 1 1 Konstanta 1

Definice 7. Necht I je libovolnd neprdzdnd podmozina {1,2,...,n}.
Funkci f(x1,...,7,) = oy i nazjvame disjunkei.
Funkci f(x1,...,2,) = \;e; i nazjvdme konjunkei.

Definice 8. Necht k > 3. Zdpisem my(zy,...,x) budeme znacit funkci
definovanou pro libovolnou k-tici a € 2% ndsledujicim zpiisobem:

my(a) =1  prdvé tehdy, kdyz |J(a)| > 2.



Funkci ms nazyvame majoritni funkce.
Uved'me zde rovnéZ (dudlni) funkci:

k
d
mk(ZL'l,JTQ, c. ,ZEk) = \/ 1o ... Ti—1Ljy1 ... Tk
=1

Definice 9. Linearni funkce je funkce tvaru
flzy, ... xn) =ap+ a1z1 + -+ + apxy,, a; € {0,1}.
Pokud ag = 0, oznacujeme ji jako homogenni linedrni funkci.

Je ztejmé, ze pro kazdé n existuji pravé 2 linearni funkce zavisejici na
n-proménnych.

Vlastnosti funkci

Definice 10. Dualni funkci k f(z1, ..., x,) oznacujeme f¢ a definujeme jako

fd(.fEl, . ,.fl','n) = f_.(i'l, . ,i‘n)

Samodualni funkce je funkce dudlni sama k sobé, tj.

f(Z1, ..., &,) = f(x1,. .., 20).

Dualni klon C? ke klonu C je klon obsahujici funkce dudlni k funkcim
klonu C, tj. C* = {f¢: f € C}. Samodudlni klon je klon dudini sdm k sobé,
tedy klon splriujici C¢ = C.

Duélni funkci k 0 je 1, dudlni funkci k V je A. Priklady samoduélnich
funkci jsou negace, majoritni funkce nebo linearni funkce zavisejici na lichém
poc¢tu proménnych.

Je snadné nahlédnout, Ze mnozina C?¢ je skuteéné klonem, tedy definice
dualniho klonu je korektni. To umoznuje v fadé pripadu dokazovat jen po-
lovinu — druh& polovina plyne pfechodem k dudlnimu klonu, viz. naptiklad
Tvrzeni 2.4.1.

Definice 11. Rikdme, Ze funkce f : 2" — 2 zachovéva konstantu a € 2,
pokud

fla,a,...,a)=a.
Funkce se nazyva idempotentni, pokud zachovdvd 0 7 1.
Klon se nazjvd idempotentni, pokud obsahuje pouze idempotentni funkce.

10



Definice 12. Funkce f : 2" — 2 se nazjvd rostouci, pokud
a=b= f(a) < f(b) pro libovolné a,be 2".

Rostouci funkce odpovidéd Postové funkei splnujici [A : a] podminku.
Priiklady rostoucich funkci jsou konstantni funkce, disjunkce a konjunkce.
Dtusledkem Tvrzeni 2.4.2 je, ze kazda rostouci funkce je slozenim funkei 0,
1, xy, x V.

Definice 13. Necht k > 2. Funkci nazjvdme k-coclique, pokud pro libovolné
n-tice a',. .., a" plat{

flaY=...=f(d)=0 = a'A...Ad"#(1,...,1).
Funkce je k-clique, pokud pro libovolné a', ..., a* plati
fla)y=...=f(d)=1 = da'Vv..vd #£(0,...,0).

Funkce [ je oo-coclique, pokud je k-coclique pro libovolné k, tj. existuje
soutadnice i takovd, Ze pro libovolnou n-tici a € 2™ plati f(a) =0 = a; = 0.
Analogicky je definovana oco-clique funkce.

Protoze s k-coclique (resp. k-clique) funkcemi budeme casto pracovat,
odchylujeme se od castéjsiho, ale delstho oznaceni 0-oddélujici (resp. 1-
oddélujici) funkce stupné k.

Kazda 2-coclique funkce zachovava 1. Piikladem k-coclique funkce, ktera
neni (k + 1)-coclique, je mgi1(x1,. .., Tp11).

V Postové praci se k-coclique funkce nazyvaji funkce splaujici [: ax] pod-
minku (2-coclique odpovidd podmince [: aal), k-clique funkeim odpovidaji
funkce spliujici [Ay :] podminku (2-clique odpovidd podmince [AA :]).

2.3 Popis klonu

Nasledujici tabulka obsahuje seznam vsech klonu. V prvnim sloupci je znaceni
pouzivané v této praci, které se shoduje se zna¢enim ve Wikipedii [4]. V dru-
hém sloupci je puvodni Postovo znaceni, ve tietim je definice piislusného
klonu.
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Klon Post  Definice

U R (0,7)

UD Ry, ()

UM Ru  {0,1)

UPy Ry (0)

UP Rs (1)

1L Ry projekce

T 4 vsechny booleovské funkce

Py Cs  {f:f(0,0,...,0) =0}, funkce zachovévajici 0
P Cy  {f:f(1,1,...,1) =1}, funkce zachovévajici 1
P Cy Py N Py, idempotentni funkce

A Py {0,1, 2125 ...z, }, konjunkce

/\P() P4 AN P()

APy P AN P

AP Py AN P

v Se {0,1,29y Vg V...V z,}, disjunkce

\/PQ S5 VN P()

VP Sy VNP

VP S5 vNnP

M A {fta=b= f(a) < f(b)}, rostouci funkce
MP, As MnNFy

MP; A, MNP

MP Ay MNP

D Ds  {f: f¢= f}, samodualni funkce

DP Dy DNP

DM Dy DM

A Ly {ag + a1 + ... + apzy, i n >0, a; € 2}, linedrni funkce
APO L3 AN P(]

AP1 L2 AN P1

AP Ly ANP

AD Ly AND

TF FF  k-coclique funkce, k > 2 nebo k = oo
PTF  FF TEAP

MTF  FF TP M

MPTF FEY  TENPNM

v FY  k-clique funkce, k > 2 nebo k = oo

PTEF  FF TEQP

MTF  FF TPAM

MPTF Ff TPaPAM

12



Neni tézké ovérit, ze vyse zminéné mnoziny booleovskych funkei jsou
skutecéné klony (staci ovéiovat pro U, UD, UM, Py, A, M, D, A a TF, protoze
ostatni klony jsou jejich prunikem nebo dudly) a jsou ruzné. Nésledujici
kapitoly pak nabizeji tfi ruzné zpusoby dukazu, ze tento seznam je tplny.

Obrazek 2.1: Post’s lattice
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2.4 Mnoziny generatoru nékterych klonu
Tvrzeni 2.4.1. (zVy,z) = T. (Dudlné (zy,z) =T.)

Diikaz. Necht f(zy,...,2,) je libovolnd funkce a oznatme A = {J(a) :
f(a) = 1}. Pokud A = 0, pak f(z1,...,2,) = 0= zZ. Jinak zfejmé

f(fL’l,...,ZEn): \/ /\CL’Z AN /\ j:i

XeA \ieX 1€{1,2,...n}\X

Protoze xy = T V 7, je vyraz na pravé strané prvkem (z V y, ). ]

Uzitim predchoziho tvrzeni lze snadno dokdzat, ze (1) = (]) = T.
Vsechny nekonstantni rostouci funkce lze ziskat z operaci V a A:

Tvrzeni 2.4.2. (zV y,xy) = MP.

Diikaz. Necht f(zy,...,,) je nekonstantni rostouct funkce a jako v minulém
dukazu oznacme A = {J(a) : f(a) = 1}. Z toho, ze f je rostouci, snadno

vyplyva, ze
flxy, ... x,) = \/ (/\xz> :

XeA \ieX

Poznamenejme, ze misto A muzeme brat pouze minimélni prvky A vzhledem
k inkluzi. O]

Na druhou stranu, pokud k x V y a zy pridame libovolnou idempotentni
funkci, kterd neni rostouci, dostaneme vsechny idempotentni funkce.

Tvrzeni 2.4.3. Necht g(x1,...,x,) je idempotentni funkce, kterd neni ros-
touct. Pak (x V y,xy, g(z1,...,2,)) = P.

Diikaz. Necht a < b jsou takové, ze g(a) = 1 a g(b) = 0, a uvazujme funkci

Ry, xm,y) = g(z1(21, - Ty ¥)s 22(T1s - oo s Ty YY)y - oy 20 (T15 - oy Ty Y)),

kde
T1Xo ... Ty pokud a; = b; =0,
zi(xy, .o Ty y) = VIV Va, pokuda; =0b =1,
Y pokud a; = 0,b; = 1.
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Tato funkce je "témétr” y v néasledujicim smyslu:

Pokud (0,0,...,0) # (¢1,...,¢m) # (1,1,...,1), pak h(cy, ..., cm,y) = 4.

Nyni vezméme libovolnou idempotentni funkei f(z1, ..., z,,). Podle Tvr-
zeni 2.4.1je f(x1,...,2m) € (xy,T), tedy f lze ziskat opakovanym sklddanim
operaci xy a z. Nahradime-li v tomto slozeni vSechny vyrazy tvaru A vyrazem
h(z1, ..., xm, A), ziskdme funkei, kterd lezi v (x V y, zy, g) a je rovna f. O

Stejnym trikem lze dokézat nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.4.4. Necht g(x1,...,x,) je funkce zachovdvajici 1, kterd neni
rostouct. Pak (xy,1,g(xy,...,2,)) = Pi.

Dikaz. Dukaz je témér totozny s predchozim, s tim rozdilem, Ze namisto
xr1VaxyV---Vuax, pouzijeme konstantu 1. ]

Ponékud technicky narocnéjsi je dokazat, ze majoritni funkce generuje
klon vSech samoduélnich rostoucich funkei.

Tvrzeni 2.4.5. (m3(z,y,2)) = DM.
Dikaz. Protoze ms(xy, xe,x3) = 1A\ (22VXs) V x2Az3 (pouzivame konvenci,
ze A ma vyssi prioritu nez V), lze indukei snadno dokézat, ze
mg(x1, X2, ms(xy, x3, mg(x1, Tya, ..., M3(T1, Tp_1,2n)...))) =
TN (Ta Va3V --Vax,) V xo Axg A ATy

Necht f(z1,...,x,) je rostouci samodudlni funkce a ozna¢me opét
A={A,..., A} ={J(a) : f(a) = 1}.

Dokazeme, ze libovolné dva prvky A;, A; € A maji neprazdny prunik.

Bud B = {1,2,...,n} \ A; a necht b je n-tice takovd, ze J(b) = B. Ze
samoduality f vyplyva f(b) = 0. A protoze je funkce rostouci, je A; Z B,
takie Az N Aj 7é @

Z pravé dokazané vlastnosti pak neni tézké nahlédnout, ze f(z1,...,z,)
je rovna funkci

(Vo Ae) o Ve A)o A=)

i€Aq 1€A; 1€Ao i€Ao 1€AmM
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Tvrzeni 2.4.6.

L4 PTloo,ka’_l(xl,,xk_;’_l)) = PTf}

o (T7°, mpyr(21,. . wpqa)) = T,

MPTloo7mk+1<:U1,...,$k+1>> = MPley

{
{
{
o (MTy°, myyr(w,. .., Tpp1)) = MTF.
Diikaz. Oznacme C = (PT°, mgi1(x1, ..., Tgs1))-

Necht f(xy,...,2,) € PTF, tedy f je idempotentni k-coclique funkce.
Tvrzeni f € C dokdzeme indukci podle poc¢tu prvku mnoziny

A ={a+#(0,0,...,0): f(a) =0}.

Pokud |A| < k + 1, pak f je ziejmé oo-coclique a neni co dokazovat.
Jinak vezmeme k + 1 rtznych n-tic al,...,a*"! € A a definujeme n-drni
funkce f1,..., fri1 nasledovne:

(1 pokud (z1,...,2,) = a’,
filzy, ..., zp) _{ f(z,...,x,) jinak.

Z indukéntho predpokladu vime, ze f; € C. Do klonu C proto patii i funkce

g1,y xy) = mg (fi(xn, o osxn), oo fror (2, o ).

Protoze pro libovolné b € 2" se (k + 1)-tice (fi(b),..., fer1(b)) lisi od
konstantni (k + 1)-tice (f(b),..., f(b)) v nejvyse jedné souradnici, mame
f=uy

Druhé tvrzeni lze dokézat témeér totoznym zpusobem, indukci podle
po¢tu prvkiu mnoziny A = {a: f(a) = 0}.

Treti tvrzeni lze dokazat podobné, tentokrat indukci dle poc¢tu prvku
B C A ={a: f(a) =0}, kde B jsou prvky A, jejichz J(a) je vzhledem
k inkluzi miniméalni.

Pro dikaz ¢tvrtého tvrzeni si stac¢i uvédomit, ze neidempotentni funkce
v daném klonu zaviseji pouze na jedné proménné. O]
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Kapitola 3

Postuv dukaz

3.1 Unarni klony

Definice 14. Unarni klon C je klon, kde kazZdd funkce f € C zdavisi na
nejuyse jedné promenné.

Unarni klon je jednozna¢né urc¢en undrnimi funkcemi, které obsahuje.
Snadnym dusledkem je:

Tvrzeni 3.1.1. Existuje pravé 6 undrnich kloni, a to U, UD, UM, UPF,,
UPy, L.

3.2 Klony obsahujici pouze linearni funkce

Tvrzeni 3.2.1. Jediné neundrni podklony A (klon vSech linedrnich funkct)
gsou A, APy, AP;, AP, AD.

Diikaz. Necht C je podklonem A a obsahuje funkeci, jez zdvisi na vice nez
jedné proménné.

Nejdiive predpokladejme, ze C obsahuje funkci zavisejici na sudém poctu
proménnych, tedy pro néjaké sudé prirozené n a konstantu a € {0, 1} je
flxy,...,x,) =21+ -+ 2, +a € C. Pak C obsahuje konstantu a (protoze

a= f(x,x,...,x)) a rovnéz funkci, kterd zavisi na dvou proménnych, totiz
funkei g(x,y) = f(x,x,...,z,y) = +y+a. Pokud linedrni funkce h zavisi na
n proménnych, pak funkce h(g(z1,x2), x3,. .., Tyy1) ziejmeé zavisi na n + 1

proménnych. Indukci dostavame, ze C obsahuje pro libovolné prirozené n
alespon jednu ze dvou linearnich funkeci zavisejicich na n proménnych.
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Pokud tedy vsechny funkce v C zachovavaji 0, dostavame C = AR,
pokud vsechny funkce v C zachovavaji 1, mame C = AP;.

Predpokladejme, ze v C existuje funkce f, kterd nezachovava 0 (tedy
£(0,0,...,0) = 1), a funkce g, kterd nezachovavé 1. Protoze klon C obsa-
huje konstantni funkci, obsahuje obé konstantni funkce. Z libovolné linearni
funkce zavisejici na n 4+ 1 proménnych dostaneme dosazenim konstant obé
mozné linearni funkce zavisejici na n proménnych, takze C = A.

Nyni predpoklddejme, ze C obsahuje pouze linearni funkce zavisejici na
lichém poctu proménnych. Podobné jako vyse se ukaze, ze C obsahuje pro
kazdé liché n alespon jednu z linearnich funkci zavisejicich na n proménnych.
Pokud jsou vSechny funkce v C bez konstantniho ¢lenu, tj. tvaru x1+- - -4z,
mame C = AP.V opatném pripadé existuje v C funkce tvaru z;+- - -+z,+1,
takzex =rx+1=x+x+---+ 2+ 1 € C. Negaci linedrni funkce zavisejici
na lichém poc¢tu proménnych je druhd z funkei zévisejicich na lichém poctu
proménnych, tedy C obsahuje vSechny linearni funkce zavisejici na lichém
po¢tu proménnych a C = AD. O]

3.3 Klony disjunkci (konjunkci)

Tvrzeni 3.3.1. Jediné neundrni podklony V jsou VP, VFPy, VP. (Dudlné,
jediné neundrni podklony A jsou APy, APy, AP.)

Diikaz. Necht C je podklonem V. Je-li z; Vo V---Vax, € C,n > 2, pak také
xVy=xVzV---VzVy e . Funkce z V y generuje vSechny disjunkce,
tedy VP C C. Odtud tvrzeni snadno plyne. O

3.4 Klony s konstantami, bez negace

V této ¢asti dokazeme, zZe jedinymi neundrnimi klony obsahujicimi obé kon-
stanty a neobsahujicimi negaci jsou M, V a A.

Tvrzeni 3.4.1. Libovolny klon, ktery obsahuje konstantu O a rostouci ne-
konstantni funkci, kterd neni disjunkci, obsahuje xy.

Diikaz. Necht f(zy,...,x,) je rostouc nekonstantni funkce, kterd nenf dis-
junkci. Pak systém A = {J(a) : f(a) = 1} obsahuje alespon jednu nejméné
dvouprvkovou mnozinu A, ktera je minimalnim prvkem A vzhledem k in-
kluzi. Vybereme jeji libovolny prvek a € A a definujeme pak funkci
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g(l‘ay) = f(Zl(ZL’,y), R zn($7y))v kde

0 pokudi: & A,
zi(z,y) = ¢ x pokud i =a,
y pokudie A\ {a}.

Nyni g(z,y) = zy. O

Tvrzeni 3.4.2. Jediné neundrni klony, které obsahuji obé konstanty a ne-
obsahuji negaci, jsou M (klon vsech rostoucich funkci), V a A.

Diikaz. Necht C je libovolny klon spliujici 0,1 € C, z & C.
Ptredpoklddejme, ze klon C obsahuje funkci f(zq,...,z,), kterd neni ros-

touct, tedy existuji n-tice a, b € 2" takové, ze a < b, f(a) =1 a f(b) =0.
Uvazujme funkci g(z) = f(z1(2), ..., za(x)), kde

0 pokud a; =0,b; =0,
zi(x) =< 1 pokud a; =1,b; =1,
xr pokud a; = 0,0, = 1.

Méame ¢(0) = f(a) = 1 a g(1) = f(b) = 0, tedy g(z) = z. To je spor.
Dokézali jsme C C M.

7, predchoziho tvrzeni vime, ze pokud klon C obsahuje rostouci nekon-
stantni funkei f(xq, ..., z,), kterd nenf disjunkci, pak xy € C. Duélné, pokud
C obsahuje rostouci nekonstantni funkci, jez neni konjunkei, pak obsahuje
zVy.

Dokazali jsme, ze pokud C € A, C € V, pak x V y,zy € C a tvrzeni nyni
plyne uzitim Tvrzeni 2.4.2 a Tvrzeni 3.3.1. ]

3.5 Klony s konstantami a negaci

V této casti ukazeme, ze klony obsahujici v§echny funkce zavisejici na nejvyse
jedné proménné jsou U, A a T.

Tvrzeni 3.5.1. Necht f(xy,...,x,) je nelinedrni funkce. Pak {f(x1,...,x,))
obsahuje funkci g(x,y,z) takovou, Ze mezi hodnotami g(1,1,1), ¢(1,0,1),
9(1,1,0), ¢(1,0,0) jsou pravé tri stejné.

Diikaz. 7 nelinearity funkce f lze snadno nahlédnout, ze existuje souradnice
j an-tice a, kde a; = 1, tak, ze mezi hodnotami f(1,1,...,1), f(c), f(a), f(b)
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jsou prave tii stejné, pricemz c znaci n-tici (1,1,...,1,0,1,1,...,1) s nulou
na j-té soutradnici a b se lis{ od a jen na j-té souradnici.
Nyni funkee g(z,y, z) = f(z1(z,y, 2),. .., z.(z,y, 2)), kde

x pokud i # j,a; =1,
Zi(CL’,y,Z) = Yy pOkudi:ja
z pokud i # j,a;, =0,

mé pozadované vlastnosti, protoze ¢g(1,1,1) = f(1,1,...,1), ¢(1,0,1) =
f(e), 9(1,1,0) = f(a) a g(1,0,0) = f(b). O
Tvrzeni 3.5.2. Jediné klony obsahujici obé konstanty i negaci jsou U, A, T.

Dikaz. 7 Tvrzeni 3.2.1 plyne, ze jediné podklony A obsahujici konstanty
i negaci jsou U, A.

Predpokladejme tedy, ze C je klon obsahujici konstanty a negaci, ktery
obsahuje nelinedrni funkci f(xy,...,x,). Funkce h(z,y) = ¢(1,z,y), kde
g je funkce z predchoziho tvrzeni, ma stejné hodnoty pro pravée tii ze Ctyt
ohodnoceni proménnych. Pomoci negace lze pak ziskat funkci xy. Tedy podle
Tvrzeni 2.4.1jeC=T. O

3.6 Idempotentni klony, castecny popis

V této ¢asti nalezneme vSechny idempotentni klony C, které obsahuji funkei,
ktera neni 2-clique, a rovnéz obsahuji funkci, kterd neni 2-coclique. Takové
klony jsou M P, P, AP, DP. Déle nalezneme jesté jediny neundarni idem-
potentn{ klon, ktery je souc¢asné podklonem T¢ i T%, a to DM. Zbyde tedy
popsat idempotentni podklony 7% a idempotentni podklony T7.

Nasledujici dvé tvrzeni se zamétfuji na klony obsahujici nesamodualni
funkci (klony M P a P).

Tvrzeni 3.6.1. Klon C, ktery obsahuje idempotentni nesamodudlni funkci,
obsahugje bud’ funkci x V y nebo xy.

Diikaz. Necht f(z1,...,7,) € C je idempotentni nesamodudlni funkce a n-
tice (a,...,a,) € 2" takova, ze f(ai,...,a,) = f(ai,...,a,). Uvazujme
funkci

9(z,y) = f(ar(z,y), ..., za(2,y)) €C,
kde z;(x,y) = z, pokud a; = 0, z;(z,y) = y, pokud a; = 1. Ziejmé g je
idempotentni a g(x,y) = g(y, ), tedy bud g(z,y) = x V y, nebo g(x,y) =
Y. [
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Tvrzeni 3.6.2. Jediné idempotentni klony obsahujici x V y, které obsahuji
funkci, jez neni 2-coclique, jsou M P a P. (Dudlné, jediné idempotentni klony
obsahugici xy, které obsahugi ne 2-clique funkci, jsou MP a P.)

Diikaz. Necht f(xy,...,2,) je idempotentn{ funkce, kterd neni 2-coclique.
Tedy existuji n-tice a, b takové, ze f(a) = 0, f(b) = 0 a neexistuje ¢ takové,
ze a; = b; = 0. Uvazujme funkci g(z,y) = f(z1(x,y), ..., zu(z,9)), kde

T pokud a; = 1,b; =0,
zi(z,y) =1 ¥y pokud a; = 0,b; = 1,
rVy pokuda; =1,b =1.

Plati ¢(1,0) = ¢(0,1) = 0 a g je idempotentni, jedna se tedy o funkci xy.
Zbytek plyne z Tvrzeni 2.4.2 a 2.4.3. O]

7 toho prozatim plyne, Ze kazdy idempotentni klon jiny nez M P, P bud
sestava plné ze samodualnich funkci, nebo vSechny jeho funkce jsou 2-clique,
nebo vSechny jeho funkce jsou 2-coclique.

Nyni se zaméfme na samoduélni idempotentni klony (klony AP, DP, DM).

Budeme potiebovat nasledujici jednoduché, ale uzitetné pozorovani.

Tvrzeni 3.6.3. Necht C je klon a fi(x,vy, 2), f2(x,y,z) € C. Pro libovolnou
funkei gy, z) € (f1(1,y, 2), f2(1,y, 2)) existuje funkce f(x,y,z) € C takovd,
ze f(1,y,2) = g(y, 2).

Dikaz. Funkce g(y, z) vznikne opakovanym sklddanim funkci fi(1,y,z2) a

f2(1,y, z). Nahradime-li v tomto slozeni vyrazy tvaru fi(1, A, B) vyrazy
fi(z, A, B) a podobné s fy, vznikne hledand funkce f. ]

Tvrzeni 3.6.4. Jediné idempotentni klony samodudlnich funkci, které ob-
sahuji funkci, jez neni rostouct, jsou AP a DP.

Diikaz. Necht C je klon spliujici piedpoklady tvrzenf a necht f(z1,...,x,) €
C neni rostouci, tedy existuji n-tice a < b takové, ze f(a) = 1, f(b) = 0.
Uvazujme funkci g(z,y, 2) = f(z1(x,y, 2),. .., za(x, 9, 2)), kde

r pokud a; =b; =1,
zi(z,y,2) = ¢ y pokud a; = b; =0,
z pokud a; =0, b; = 1.

Z f(a) =1a f(b) = 0plyne g(1,0,0) = 1 ag(1,0,1) = 0. Ze samoduality
vyplyvd ¢(0,1,0) = 1 a ¢(0,1,1) = 0 a z idempotence ¢g(1,1,1) = 1 a
9(0,0,0) = 0. Pro funkci g zbyvaji dvé moznosti:
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e gi(x,y,z) = 1 pro trojice (z,y, z) € {(1,1,1),(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)},
ostatni s nulovou hodnotou,

L4 gQ(I7 y7 z) - 1 pro trOJiCe (:L” y? Z) 6 {(]‘7 17 ]‘)7 (17 O’ 0)7 (07 ]'7 O)’ (07 07 1)}7
ostatni s nulovou hodnotou.

Predpokladejme nejdiive gi(x,y,z) € C. Funkce ¢;(1,y,z) = =z — y a
g1(z,y,1) = zy podle Tvrzeni 2.4.4 generuji klon P;. Vezméme libovolnou

idempotentni funkci f(xy, ..., x,) aozna¢me g(zs,...,z,) = f(1,x9,...,x,).
Funkce ¢ zfejmé zachovava 1, takze z (z — y,xy) = P, a Tvrzeni 3.6.3
vime, ze klon C obsahuje funkci f'(x1, ..., z,) takovou, ze f'(1,z9,...,x,) =

g(xa, ..., x,). Ze samoduality dostavame f = f’. Dokazali jsme, ze C = DP.
Nakonec predpoklddejme go(z,y, z) € C, postupujeme obdobné. Protoze
92(x,y,2) = ¢+ y + z generuje AP (viz. dukaz 3.2.1), mame AP C C.
Pokud C obsahuje nelinearni funkci, pak uzitim Tvrzeni 3.5.1 dostaneme
funkei gs(z,y, z), pro kterou gs(1,y,z) ma stejné hodnoty pro pravé tii
ohodnoceni proménnych. Snadno lze nahlédnout, ze takova funkce spolu
sy + z + 1 generuje yz, tedy i Py (Tvrzeni 2.4.4). Stejné jako v predeslém
piipadé dokédzeme C = DP. O]

Tvrzeni 3.6.5. Jediny neundrni klon idempotentnich rostoucich samoduadl-
nich funkci je DM .

Diikaz. Méjme klon C s pozadovanymi vlastnostmi. Snadno lze nahlédnout,
ze neexistuje zaddnd idempotentni rostouci samodudlni (IRS) funkce zdvisejici
na dvou proménnych a ze jedind IRS funkce zavisejici na tfech proménnych
je majoritni funkce ms(z,y, z). Dokdzeme, ze ms v C lezi, dikaz tim bude
podle Tvrzeni 2.4.5 hotov.

Vezméme IRS funkei f(z1,...,x,) € C zdvisejici na n > 3 proménnych.
Oznactme A = {J(a) : f(a) = 1} a vezméme néjaky vzhledem k inkluzi
minimalni prvek A € A. Pokud |A| = 1, pak f je projekce (viz. diskuzi
v dikazu 2.4.5), takze |A|] > 2. Necht a € A je libovolny prvek.

Funkce m(z,y, 2) = f(z1(x,y, 2), ..., za(2,y, 2)), kde

x pokudi & A,
zi(z,y,z) =< y pokudi=a,
z pokud i€ A\ {a},

zavisi na proménnych y a z, takze m = mg. O]
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3.7 Klony s negaci, bez konstant

Tvrzeni 3.7.1. Jediné neundrni klony, které obsahuji negaci a neobsahuji
konstanty, jsou AD a D.

Diikaz. Necht C je klon spliiujici predpoklady tvrzeni.

Pokud C obsahuje nesamodualni funkci f, pak tato funkce, nebo jeji
negace, je nesamodudlni idempotentni funkce a z Tvrzeni 3.6.1 dostavame,
ze C obsahuje bud =V y nebo zy. Ale (xVy,z) = T = (zy,z) (viz. Tvrzeni
2.4.1), coz je spor. Tedy C obsahuje pouze samodudlni funkce.

Ztejmeé C je sjednocenim C N P a negaci funkci z CN P. V ptfedchozi ¢ésti
jsme dokazali, ze idempotentni ¢ast klonu C (C N P) je jednim z klonu DP,
AP, DM. V prvnich dvou piipadech dostavame klony D a AD. Klon DM
spolu s negacemi funkci z DM klon netvoii, nebot napf. operace ms(z, vy, 2)
je idempotentni, ale neni rostouci. O

3.8 Klony s jednou konstantou, castecny po-
pis

7 duvodu zprehlednéni zapisu zavedeme nasledujici znacent:

Definice 15. Necht a € {0,1}. Klon C nazgvdme a-klonem, pokud C obsa-
huje konstantu a, neobsahuje konstantu 1 — a a neobsahuje negaci.

V této casti nalezneme vSechny 1-klony obsahujici néjakou funkeci, kterd
neni 2-coclique. (Dudlné 0-klony obsahujici ne 2-clique funkci.) Takové klony
jsou P, APy, MPy, AP,. (Duélné Py, APy, M Py, AR.)

Zbyde tedy popsat podklony T? (dudlné T3).

Tvrzeni 3.8.1. 1-klon obsahujici funkci, kterda neni 2-coclique, obsahuje
funkci xy nebo x +y + 1.

Dikaz. Méjme funkci f(zq,...,z,) € C, kterd neni 2-coclique. Tedy existuji
n-tice a, b, pro které f(a) = 0, f(b) = 0 a neexistuje index i takovy, ze
a; = b; = 0. Definujme funkci g(z,y) = f(z1(z,9),...,z.(x,y)), kde

x pokud a; =1,b; =0,
zi(x,y) =< y pokud a; =0,b; =1,
1 pokud a; =b; = 1.
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Méme ¢(1,0) = 0, g(0,1) = 0. Protoze C neobsahuje 0 ani z, je bud
g(x,y) = zy, nebo g(z,y) = +y + 1. O

Tvrzeni 3.8.2. Jediné 1-klony obsahujici funkci xy jsou Py, NPy, MP;.

Diikaz. Necht AP, C C je 1-klon. Pokud C obsahuje funkci, kterd nenf ros-
touci, pak C = P, podle Tvrzeni 2.4.4. Pokud ale AP, € C C MP,, pak
podle Tvrzeni 3.4.1 (respektive jeho dudlu) x V y € C, tedy podle Tvrzeni
242jC=MP. [

Tvrzeni 3.8.3. Jediné 1-klony obsahujici funkci x +y + 1 jsou APy, Py.

Dikaz. Funkce x+y+ 1 generuje klon AP;. Pokud klon obsahuje nelinearni
funkei, pak funkce g(1, z,y), kde g je z Tvrzeni 3.5.1, nabyva stejné hodnoty
pro prave tii ohodnoceni. Snadno lze ukazat, ze takova funkce spolu s funkei
x4+ y + 1 generuje zy, a podle Tvrzeni 2.4.4 se jedna o klon P;. O]

3.9 Klony s nejvysSe jednou konstantou, do-
konceni

V piedchozich sekcich jsme popsali vsechny klony s negaci; klony obsahujici
obé¢ konstanty; 1-klony, které nejsou podklony T¢; idempotentni klony, které
nejsou podklony 77 ani T§.

Vzhledem k dualité muzeme zbyvajici pripady rozttidit nasledujicim
zpusobem:

1. idempotentni klony obsahujici pouze 2-coclique funkce a obsahujici
funkci, kterd neni rostouct

2. idempotentni klony obsahujici pouze 2-coclique rostouci funkce
3. 1-klony obsahujici pouze 2-coclique rostouci funkce

4. 1-klony obsahujici pouze 2-coclique funkce a obsahujici funkci, kterd
neni rostouci

"Veétsina” klonu v téchto skupindch obsahuje vSechny oo-coclique funkce
prislusnych vlastnosti:
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Tvrzeni 3.9.1.

1. Kazdy klon obsahujici pouze 2-coclique idempotentni funkce a obsa-
hugici funkci, kterd nent rostouct, obsahuje PT°.

2. Kazdy neundrni klon, kromé DM a VP, obsahujici pouze 2-coclique
idempotentni rostouct funkce, obsahuje M PT;.

3. Kazdy neundrni 1-klon, krome V Py, obsahujici pouze 2-coclique ros-
touct funkce, obsahuje MT*°.

4. Kazdy 1-klon obsahujici pouze 2-coclique funkce a obsahujici funkct,
kterd neni rostouct, obsahuje T1™.

Diikaz. Pro kazdou oo-coclique funkei f(xy,...,z,) existuje soufadnice i
takova, ze a; = 1 = f(a) = 1 pro libovolnou n-tici a € 2". Tedy tato funkce
je jednoznaéné urcend funkei f(xy,...,2;-1,0,241,...,2,). Dukaz lze pak
provést podobné jako u Tvrzeni 3.6.4 uzitim Tvrzeni 3.6.3. Protoze dukaz
neprinasi nové myslenky, detaily neuvadime. O]

Tvrzeni 3.9.2. Necht C je podklon TF, ktery obsahuje funkci f(zy,...,1,),
jez neni (k + 1)-coclique. Pak C obsahuje funkci my1(xy, ..., Tpe1).

Dikaz. Nejprve predpokladejme, ze f je idempotentni a PT7° C C.

Protoze f neni (k + 1)-coclique, existuji n-tice al, ..., a**! takové, ze
f@h)y=---= f@a") =0,atv---vatt = (1,1,...,1).

Ozna¢me e’ = (0,...,0,1,0,...,0), kde jednicka je na i-té pozici. Defi-
nujme (k+ 1)-arnf funkee g (21, ..., 2xs1), -, gu(21, . - ., Try1) ndsledujicim
zpusobem:

az pokud (z1,...,7511) = €,
gi(zr1,...,2k11) =< 0 pokud (zy,...,zk11) = (0,0,...,0),

1 jinak .

7 toho, ze f je k-coclique funkce vyplyva, ze g; je oo-coclique funkce, ktera
je zfejmé idempotentni rostouci, ¢ili lezi v klonu C. Proto v C lezi i funkce
g(z1, . 1) = flgi(z, - @Thgr)s oo gn(@1, - oo, Tpey)). Protoze g(e’) =
f(a'), je videét, ze g = my.1.

V piipadé, ze f neni idempotentni a 77° C C, lze tvrzeni dokazat po-
dobné, pouze je tieba zménit definici ¢;(0,0,...,0).

Podle predchoziho tvrzeni pak jiz zbyva jen piipad C = DM, kde
m3($1,l'2,l‘3) e DM. ]
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Nyni se dikaz Postovy véty jiz snadno dokonéi pomoci Tvrzeni 2.4.6.

Uvazujme napifklad podklon C klonu PT} obsahujici funkci, jez nenf ros-
touci. Z Tvrzeni 3.9.1 plyne P17 C C. Pokud PTT° # C, vezméme nejvétsi
piirozené ¢islo k takové, ze C C PTF, ale C € PTF''. Podle ptedchoziho
tvrzeni my1 (21, ..., z541) € C, tedy podle Tvrzeni 2.4.6 je C = PT{“.

V ostatnich ptipadech dikaz dokonéime analogicky.
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Kapitola 4

Maximalni klony

4.1 Charakteristické vlastnosti maximalnich
podklont

Definice 16. Rikdme, e klon C; je maximélni v C, jestlize je vlastnim
podklonem Cq, tedy C1 C Co, a v pripadé, Ze mdame néjaky klon Cs takovy, Ze
Ci1 C C3 C Cy, pak nutné C3 = Cy, nebo C3 = C,.

Je-1i C; maximalni v Cy, je nutnou a postacujici podminkou, ze priddame-li
k C; libovolny prvek z Cs \ C;, jsme schopni nagenerovat cely klon Cs.

Tvrzeni 4.1.1. Necht Cy,...,C, jsou mazimdlni podklony C. Predpoklddej-
me, Ze pro libovolné funkce f; € C\C;, i = 1,...,n, plati {fi,..., f,) =C.
Pak libovolny vlastni podklon D klonu C je podklonem C; pro néjaké i (speci-
dlné, Cy,...,C, jsou vsechny mazimdlni podklony C).

Dikaz. Méjme libovolny klon D C C. Pro spor predpokladejme, ze pro
vSechna ¢ = 1,... n plati D & C;. Pak pro kazdé ¢ existuje néjaka funkce
fi € D\ C;. Tedy mame f; € C\C; proi =1,...,n a z predpoklddané vlast-
nosti mnoziny maximalnich podklonu Cy,...,C, dostdvame (f;, ..., f.) =
C C D, coz je spor. O

4.2 Redukce

Uved'me v této ¢asti pro zakladni druhy funkef jejich redukované tvary. Jsou
nezbytné pri dokazovani maximality podklontu a 1plnosti jejich poctu.
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Neunarni linearni funkce: x +y, v +y+ 1,z +y+z2, x+y+ 2+ 1.

Nelinearni funkce: xy V yz V zx, Ty V yz V zZ, xyz V Tyz, z(x V y) V
Z(zVy)V(xgVzy), TyVyzV zz, TyVyzV 2z, xyzV zyz, (yVvV zZ)VI(y V z),
zy, VY, 2y, VY, xVYy, Ty.

Rostouci 2-coclique funkce, ktera neni co-coclique: my.q, k > 2.

Funkce, ktera neni rostouci: Sjednocenim p a ¢ proménnych re-
dukci dle existujiciho ohodnoceni f(0, 0,0,1,1,1) =1, f(1,0,0,1,1,1) =0

~— —~— ~— —~—

ziskdme redukované tvary: ’ ! ! !

p=0,q=0:2z,

p#0,q=0:zyVuzy, z V7,

p=20,q9#0: 2y Vxy, zy,

p#0,q #0: z(xy V zy), 2(TVy), zy V 22y, xyz V Tz V TYyz, Tz V 13,
Y@V z)ViIz, 2(zVy)V zey, zyz V xyz VvV zyz vV Tyz, y vV Tz, 2(T Vy) V Zz,
zyVzzxVyz vV ayz, yVvVzzV Iz,

Analogicky lze odvodit redukované tvary pro:

Funkce, ktera neni 2-coclique: 0, zy, Zy, zy V Ty.
Funkce, ktera neni 2-clique: 1, x Vy, 2V ¥y, xy V Ty.
Nesamodualni funkce: 0, 1, zy, x Vy, Ty, T V y.

4.3 Klony a jejich maximalni podklony

Nalezeni vSech klont probiha nésledujicim zpusobem. Vychézime z klonu T
a pomoci Tvrzeni 4.1.1 uréime vSechny jeho maximalni podklony, zaroven dle
tohoto tvrzeni vime, ze vSechny vlastni podklony T jsou obsazeny v nékte-
rém z téchto jeho maximalnich podklonu. Pro nalezené maximalni podklony
pokracujeme indukci v hledani. V nékterych ”vétvich” se dostaneme az ke
klonu L. Ve zbylych vétvich nam vzniknou nekonecné klesajici posloupnosti
klonu. Vezmeme pruniky v ramci posloupnosti a vznikne 8 novych klont 75°,
PTge, MTg°, MPTge, Ty, PTy°, M1, MPT°. Nyni je zfejmé libovolny
klon bud’ jednim z jiz nalezenych kloni, nebo je vlastnim podklonem jednoho
z osmi vySe zminovanych. Pokrac¢ujeme v hledani maximéalnich podklonu a
nyni jiz vzdy dospéjeme do klonu L. Nalezli jsme proto vsechny klony.
Aplikace Tvrzeni 4.1.1 vyzaduje rozbor vsech moznych prvki vné uvazo-
vanych maximalnich podklonu a ackoliv je takovy rozbor pro nékteré klony
obtiznéjsi nez v jinych piipadech, dukazy jsou ”analogické” (zdkladem je
vzdy uvédomit si, jak takovy prvek vypadd, tj. jak jej lze charakterizovat).
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Uvedeme proto na ukazku jen par dukazu, pro predstavu o jejich zakladnich
charakterech a realné aplikaci teoretickych poznatku.

V posloupnosti dukazu formalné postupujme vzhledem k inkluzi opacnym
smérem, tj. zacnéme od klonu L, pficemz tvrzeni pro unarni klony jsou
trividlni. Jesté pripomenme, ze v pripadé dvojice dualnich klonu se lze omezit
jen na zkouméni jednoho klonu, tvrzeni pro druhy klon je platné v dudlnim
tvaru.

Klon Maximalni podklony:

AP 1
AD UD, AP

Diikaz. Nejdiive poznamenejme, ze klon AD lze charakterizovat
jako klon obsahujici linedrni funkce zavisejici na lichém poctu
proménnych, klon AP obsahuje pouze homogenni linearni funkce
zavisejici na lichém poctu proménnych.
Pro dokazani maximality podklonu C ukazeme, ze libovolny prvek
z AD \ C spolu s C generuje AD.
Prvek vné AP je bud 1+ nebo 1+ +y...+ ¢ (s lichym poctem
proménnych), ktery redukujeme na 1+ z. Vzdy tedy muzeme pred-
pokladat, ze mame = = 1 + z. (Diky tomu spole¢né s funkcemi z
AP dokazeme ziskat rovnéz vsechny nehomogenni linearni funkce
zavisejici na lichém poctu proménnych, tedy AD. AP je tedy ma-
ximéalnim podklonem v AD.)
Prvek vné UD je linearni funkce s lichym poc¢tem proménnych. Lze
ji vzdy redukovat na f; = v+ y + 2, nebo fo = r +y + 2+ 1.
(Prvni funkce generuje AP a s piiddnim & € UD dostdvame AD,
druhd funkce sama je ziejmé generatorem AD. UD je tedy rovnéz
maximalnim podklonem.)
Ze se jednd o jediné maximaln{ podklony dokazujeme tak, Ze z libo-
volné vybranych prvku (pro jednoduchost opét uvazovanych v jiz
redukovanych tvarech) vné vsech predpokladanych maximdlnich
podklonu lze nagenerovat dany klon, zde AD.
Funkce f; se redukuje na fs dosazenim vyrazu x + 1 (ziskaného vné
prvniho maximélniho podklonu). Méme tedy funkci z+y+z+1 a ta
jiz generuje cely AD. Nalezli jsem tedy skutec¢né vSechny maximalni
podklony klonu AD.

O
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AP,
AP,

VP
VF,
VP

MPT>

MTg®

DM
MPT¥, k> 2

M PT?
MTF k>2

UP,, AP
UP,, AP

APy, APy, AD, U

L

VP, UP, (pozn. VP, = VP U {0})

VP, UP, (pozn. VP, = VP U{1})

VFy, VP, UM (pozn. V = VP U{0,1})
VP

Dikaz. Klon MPT® je tvoren funkcemi ve tvaru
zV[disjunkce monomu bez negované proménné| (disjunkce
muze byt prazdnd).

f € MPT \ VP je tvaru zV[disjunkce monomu, z nichz
alespon jeden obsahuje nejméné 2 proménné ruzné od x].
Piipadné samostatné postavené proménné redukujeme rov-
nosti s x, funkce je tedy omezena na: zV[disjunkce mo-
nomu majicich vzdy minimélné 2 proménné]= xVyf(...)V
zg(...)Vyzh(...), kde f # 1,9 # 1,h # 0. Pfi substituci
y = z bude redukovany tvar lezet v M PT7° jen pokud
fVgVh=1, nutne tedy h = 1. Vzdy lze tedy funkci redu-
kovat na tvar xVyzV[disjunkce monomu na 2 proménnych|
a rovnosti s & pro vSechny proménné ruzné od y a z ji re-
dukujeme na funkci x V yz, kterd generuje M PT7°. [

MPT®, VP,

Dikaz. MTP® = MPT® U{1}. Prvek f € MT°\ M PTy®
1ze redukovat na 1, prvek z MT°\ VP, lezi v MPT?\ VP,
ktery dle predchoziho dukazu generuje M PT7°. ]

1
MPTF (pozn. MPTF = MTF\ {1})

MPT? > ...D> MPTF > MPTF™ 5> ... > MPT®
DM, MPT?

MPTF, MTF

MT2 > MT? > ...> MTF > MTf™ > ... D> MT®
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DP

D

MP

M P,

M

PT>

PTE k> 2

P
Uy

TF k>2
P

DM, AP

DP, AD

MPT?, MPT?

MTE, VP (pozn. MPy = MP U{0})

MPy, MPy, A\, V (pozn. M = MP U{0,1})
MPT>

PTH MPTF

PT} > PT? > ...D PTF D> PTF™ > ... > PT™
PT?, PT2, MP, DP

PT>®, MT®

Diikaz. Klon T7° je tvofen funkcemi tvaru: z V [disjunkce
monomt)|, klon PT7° funkcemi tvaru: x V [disjunkce mo-
nomu, z nichz kazdy obsahuje nejméné jednu nenegovanou
proménnou].

Prvek z T7° \ PTy° je tvarw: x V [disjunkce monomu,
z nichz néktery obsahuje jen negované promeénné|, redukef
proménnych na jedinou dostaneme 1. Prvek z T7° \ MT7° je
tvaru z V [disjunkce monomu, z nichz nejméné jeden obsahuje
negovanou proménnou]. Zbytek mimo x predstavuje funkei,
ktera neni rostouci, a tu lze pripadnym polozenim rovnosti 1
pro nékteré proménné vzdy redukovat na jedinou funkci x Vv,
z niz lze vytvotit cely klon. ]

MTY, T, PTY

P, MP,, AP, T12
P17 P07 M7 A7 D
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Kapitola 5

Zakazané podfunkce

5.1 Tridy zakazanych podfunkci

Definice 17. Nazvéme funkci g podfunkei funkce f, pokud ji lze z f ziskat
redukci. Oznacme tento vztah jako g < f a definujme Sub(f) ={g:g< f}.

Z definice klonu plati pro kazdou funkci f € C, ze Sub(f) C C.

Definice 18. Funkce f a g nazgvdme podobné, pokud f<g a g< f. Jako
[f] oznacme mnozinu vSech funkci podobnijch s f.

< je ziejmé kvaziusporadani (tj. reflexivni a tranzitivni relace).

Definice 19. Necht Z je libovolnd mnoZina booleovskyjch funkci. Ttidu zaka-
zanych podfunkci uréenou Z definujeme jako

FS(Z)={f:Su(f)NZ=0}.

Definice 20. Méjme klon C. Pak funkci f ¢ C nazgvdme minimalni zaké-
zana podfunkce pro C, pokud Sub(f) \ [f] C C.

Tvrzeni 5.1.1. Necht Z° je mnoZina vsech minimdinich zakdzanijch pod-
funket pro klon C. Pak C = FS(Z°). Navic pro libovolnou mnoZinu funkci
Z' wzavienou na podobnost (tj. f € Z' = [f] C Z') a spliujici C = FS(Z")
plati Z° C 7.

Diikaz. Necht Z = T \ C. Mé&jme libovolnou funkci f € C. Z definice plati
Sub(f) C C, a proto Sub(f)NZ =0, tj. f € FS(Z). Tedy C C FS(Z).
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Naopak, pokud f € FS(Z), pak Sub(f)NZ =0,tj. f ¢ Z =T\ C. Tedy
fecCaFS(Z)CC.

Bud Z° mnozina vSech minimdlnich zakdzanych funkci ze Z. Ukdzeme,
ze C = FS(Z).

Z diuvodu Z° C Z plati C = FS(Z) C FS(Z°). Dokazme druhou inkluzi,
FS(Z% C FS(Z) = C. Mgjme f € FS(Z") takovou, ze f ¢ C. Potom
f € Z. Mnozina Sub(f) obsahuje diky konec¢nosti néjakou minimalni zaké-
zanou funkci g. Nebot g € Z° N Sub(f), dostavame f ¢ FS(Z°) (nebot
f € FS(Z°% znamend Sub(f)NZ° =0 ), coz je spor.

Méame tedy C = F'S(Z°) a dokazme C = F'S(Z') implikuje Z° C Z'.

Pro spor méjme f € Z° ale f ¢ Z'. ZC = FS(Z°) a f € Z° vyplyva, ze
f ¢ C. Z povahy mnoziny Z° mame Sub(f)\[f] C C, a protoze C = FS(Z"),
plati (Sub(f) \ [f]) N Z' = 0. Z piedpokladu f ¢ Z' pak Sub(f) N Z' = 0.
Z toho plyne, ze f € FS(Z') =C, coz je spor s dokdzanym f ¢ C. ]

Tvrzeni 5.1.2. Méjme vyjddreni klonu C; = FS(Zy), Co = FS(Zy). Pak
plati
Cl ﬂCQ - FS(Zl U ZQ)

Diikaz. Pokud f € Cy NCy, pak Sub(f)NZ; =0 proi = 1,2. Tedy Sub(f)N
(Z1UZy) =0 a f € FS(Z, U Zy). Naopak, necht f € FS(Z; U Zy). Nebot
Zi Q ZIUZ2, 1= 1,2, dostavame FS(ZlLJZQ) Q FS(Z,L) a f € FS(ZZ) = Cl
Tedy f € CiNCy. ]

Poznamenejme, ze z mnoziny Z; U Zy opét muzeme vypustit vSechny
zakazané podfunkce, které nejsou pro dany klon minimalni.

Definice 21. Silna podfunkce (resp. 0-podfunkce; 1-podfunkce) funkce f je

funkce, kterou lze z f ziskat redukci a dosazovdanim konstant 0, 1 (resp. dosa-

zovdnim 0; 1). Jejich mnoziny oznacujeme jako Subg (f), Subo(f), Suby(f).
Triida zakazanych silnych podfunkci je potom definovina jako

FS(n(Z) = {f . Sub01(f) N Z = @},

analogicky tridy FSy(Z) a FS1(Z).

Plati pro né analogie Tvrzeni 5.1.1 a 5.1.2.
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5.2 Charakterizace klontii pomoci zakazanych
podfunkci

Tvrzeni 5.2.1. Plati nasledujici rovnosti:

Klon Trida zakdzangch podfunkci

B FS(l ) = FSy(1)

Py FS(0,z) = FS:(0)

P (0,1,x)

M FS(Zy) = FSo(Z,x+y,zy) = FS1(Z,x ~y,z V7)) = FSn (T),
kde Zy ={%,x+y,x~y, 25,2V Y g0, -39 9% 9%, g9, gd}

MPy, FS(ZuU{1})\{z ~y,xVy}) = FS(l,z +y,z9)

MP FS((Zu U{0P) \{z +y,27}) = FS1(0,2 ~y, 2V y)

MP  FS(Zu V{0,1})\{z +y,x ~y, 2y, Vy})

D FS(ZpU Zp), kde Zp = {0, 2y, V y}

DP FS(0,1,z,xzy,z Vy)

DM FS(0,1,z,xy,zV y, 91, g2)

A FS(Zp) = FSo(Zas U Za2) = FS1(Zag U Zaz) = FS01(Zas U Zas),

kde Z4 je mnozina funkci ve tvaru zy + ax + by + ¢; a,b,c € {0, 1},
ZA2 = {ZEy,ZL’g,I‘ \% y}
ARy  FS(ZyU{l,z}) = FSy(1, 2y, z V y, )
AP, S(Z,U{0,z2}) = FS,(0,zy,z Vy,z Vy)
AP FS(0717f7l‘7yaxvyagOag2)
AD 5'(ZAD UizAD>7 kde ZAD = {07371/7 xV 31790;92}
S(ZU U ZU) = FSOl(ZUg U ZUQ),
kd@ ZU = {I’y,l’ \ y,x + y7$g790791792}7 ZU2 - {fL‘y,ZE \ Y,z + ?J:x?j}
UPO FSO(17$97$V?/,$+?J7$?3)
UP, FS(0,zy,zVy,z~yxVy)
1 FS(Oa1@737%37\/3/,90,91,92)
UD  FSy(ZupU Zyp), kde Zyp = {0, 2y, 2V ¥y, go, g1, g2}
UM  FSy(Z,zy,zVy)
A FS(Z/\):FS()l(i',ZE\/y),
kde Z/\ = {j7$ \ Yy,r + Yy, x ~ y,l’g,x Vv g? 9079179%93’9479[81799}
/\PO FSo(l,:c\/y,x—i-y,mgj,go,gg)
AP, FSi(0,xVy,x~yzVYy)
AP FS(Oa175755\/%90791792793794795799)
\/PO F51(0>$y7$Ny7$V§agoagg)
\/P1 FSO(l,l'y,.T) + yaxg)
VP FS(0,1,%, 2y, go, g1, 92, 93, 94> 98, 95)

34



pro vSechna k > 2 a k = oo:

v FS(Zp, UZF) = FSo({1, 2,2 +y,x Vy} U ZF),
kde Zp, = {1,%,2 +y,x VY, 91,92, 9%, G10, 911, g12}, Z% = T¢ \ T¢
PTY FS(Zpr, U(ZFN P))), kde Zpr, = {0,1,Z, 2V y, g1, g2, 93}
MTF  FS(Zyrn,U(ZFNM)) = FSo({1,z, 2z +y,zVy}U(ZFN M)),
kde Zym, = {1,%, 2 +y, 2V y, %Y, g1, 92, g3, Ja, §%
MPT(;“ FS(Zypr, U (ZkﬂMpl)),
kde ZMPTO ={0,1,z,2 Vy,z7, g1, g2, g3, 94, 4%}
TF FS(Z% U ZkF) = FS1({0,Z,x ~ y,zy} U Z*?), kde Z* = T2\ T
PTF (Z;éT u(Z¥n p))
MTFE (Zz‘%n N(Z2NM))=FS,({0,z, 2 ~y,zy} U (Z* N M))
MPle FS(ZJ?/[PTO U (Zk2 NMP))

s pouzitim oznacend pro booleovské funkce:
go(@,y, 2) = xy + vz + Yz,

(2, y,2) =z +y+z,
gg(x y,z) =axy+axz+yz+x+y,
g3(r,y,2) =x(y ~ 2), gd(x,y,2) =y + a2+ +y+ 2,
ga(z,y,2) = x(y V 2), gi(z,y,2) = vyz + a2y +yz + = +y,
g5(x,y,2) =zy+x+ 2,
96(7,y,2) =2y + 12 + 9,
gr(x,y,2) =wyz + o +y, gi(x,y,2) = xyz + oy + vz +yz + 2,
g(r,y,2) =xyz+ay+r+y+z gi(z,y,2) =vyz +arz+yz+x+y,
9o(z,y,2) = x(y Vv 2),

gi0(z,y,2) =zy+xz+y+ 2,
(x,y,2) =xyz+z+y+ 2,
g12(x,y, 2 )—xyz+my+a:z+yz+x+y
a definovdinim mnozin Z = {f: f € Z}, Z¢={fd: f € Z}.

Dukaz. Podle Tvrzeni 5.1.1 hledame funkce f nelezici v klonu C takové, ze
vechny funkce ze Sub(f)\ [f] jiz v C lezi. Jejich sjednoceni davé hledané Z.
Predpokladejme, ze jiz mame charakterizaci klonu C = F'S(Z). Polozme
Zy jako podmnozinu funkci ze Z, pro kterou plati: f € Zy, pokud f nelze
ziskat z zadné funkce ze Z \ f dosazenim 0. Pak plati C = F'Sy(Zy). Tedy,
je jednoduché ziskat F'Sy-charakterizaci klonu C, méame-li jiz charakterizaci
C = FS(Z). Podobné ziskdme i F'Si-charakterizaci a F'Sy;-charakterizaci.
Konkrétni diskuzi pro jednotlivé klony neuvadime. O]
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5.3 Kritéria uplnosti v klonech

Tvrzeni 5.3.1. (Kritéria tiplnosti) Klon C je generovany mnozinou funkci
F (tj. F je dplnd v C) praveé tehdy, kdyz F obsahuje nasledujici funkce (viz.
druhy sloupec):

C F Priklad F

T Jot Po, i ¢ P fad A fp g D, fu g M (Z,2Vy)

PO fl¢PlafA¢A>fM¢MafTo¢Tg (x—i—y,xy)

Pl f0¢P07fA¢A7fM¢M7fT1 ¢T12 <$+y+1$\/y>
P fD¢D7fM¢M7fTo¢T027fT1 ¢T12 <I\/y, (y\/z)>
A fo¢ Po,fi ¢ P, fop¢ D, fu¢glU (Lx+y)

AR L¢P, fugeU (z +y)

APy fo¢ Po,fu ¢ U (x+y+1)

AP fugU (x+y+2)

AD foé¢ Py, fueU (x+y+2z+1)
D Jot Po,fag A (92)

DPpP fag A fu g M (92)

DM fuveU (xy + zz + yz)
MP fTO ¢ TOQafT1 ¢ T12 (xy,xVy}

MP, f1é P, fn, ¢ TE, fu &V 0,2y, 2V y)
MP1 f0¢P07le¢T12,f/\¢/\ <]. I‘y,l'\/y>

M f0¢P0:f1¢P17f/\¢/\afV¢\/ (O,l,xy,m\/y)
I5° L ¢EP,fugM (zy)

PTe fugM (x(y ~ 2),z(y V 2))
MPTS°  fa &N (x(y V 2))

MTge  fi ¢ PfAg A (0,2(y Vv 2))
k> 2:

PTy faur & M, fr, ¢ T3 (x(y V 2),miq)
T(;C fl ¢ Plan §é M7 fTo §é Té€+1 (xg,miﬂ)
MPT}  fr, ¢ To a pro k =2 také fp ¢ D (x(yV z),mi. )
MT(;C f1¢P17fTo¢Té€+1 <07 (y\/Z) mk+1>

Kritéria pro klony U, \,V jsou z trividlnich duvodi vynechdna.

Diikaz. Nutna podminka je ptimo ovétitelna dle nasledujici tabulky, vybérem
generujicich funkef (s vyuzitim TF D Tg°, md,, € MPTF\ TytH).
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Booleovskd funkce U Py, P A vV M D A T3 T TF 1T°
0 u B - ANV M - A T T - -
T v - - - - - D A - - - -
1 v - P ANV M - A - - T? Ty
Ty - PO Pl N - M - - T02 TOOO - -
SC’g - PO - - - - - - T02 T(?O - -
TV Yy - PO P1 - v M - - - - le Tloo
T+ Yy - Po - - - - - A - - - -
x e~y - - P - - - - A - - - -
r+y+z - R P - - - D A - - - -
Yy + 12+ Yz - P P - - D - T? - T -
z(y V z2) - P P - - M - - T T - -
l’(y V 5) - PO P1 - - - - - T02 Téxj - -

V dukazech postacujici podminky se pouzivaji Kritéria tiplnosti. Je tieba
dokézat, ze mnozina F' obsahujici dané funkce generuje klon C. Zkouma se
proto, jaké redukované tvary lze z jednotlivych funkei f ¢ D = FS(Z), tedy
z mnoziny Z N C, ziskat, a dokazuje se postupnym pridavanim jednotlivych
tvaru, ze z nich lze sklddanim (a redukef) ziskat generujici mnozinu. Piiklady
takovych generujicich mnozin jsou uvedeny v poslednim sloupci tabulky.

Tento postup probihéd analogicky pro vSechny jednotlivé ptipady, jen na
ukdzku proto uvedme:

Diikaz pro T: Nebot Py = FS(1,7) a P, = FS(0,7), z funkel fy a fi
ziskdme Z, nebo {0,1}. Nebot D = FS(Zp U Zp), kde Zp = {0, 2y, 2 V y},
uzitim z a fp ziskdme {0, 1}, nebo (z,zy) = T, ¢i (Z,z Vy) = T. Pouzitim
fu € M = FSpi(Z), 0 a 1 ziskdme . Mame tedy {0,1,z}. Nebot A =
FSo1(Zaa U Zyo), kde Zyo = {zy, 2y, V y}, uzitim 0, 1, 7 a f4 ziskdme
jednu z mnozin {7, zy}, {Z,z V y} (zy je generovdna funkci zy: zzy = 1Y)
a ty generuji T.

Diikaz pro APy: Z f1 ¢ Py = FS(0, ) ziskdme 0, nebot & ¢ APy. Z f ¢ U
substituci 0 muzeme ziskat linearni funkci dvou proménnych, tj. z+y (nebot
r+y+1¢ APR), (xr+y)=AR,. O
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5.4 Postova klasifikace klonu

Méjme néjaky klon C. Je ziejmé, ze pokud C C U, C C A, C C V, pak C
je klonem typu U, A, nebo V. Proto predpokladejme, ze klon C € U, A, V.
Uzitim Kritérii uplnosti se ovéri, ze C odpovida néjakému klonu Postovy
klasifikace:

1. CCA:
Pokud C C PyaC C P, pak C = AP.
Pokud C C Py aC € Py, pak C = AR,
Pokud C Q PyaCC P, pak C = AP;.
Pokud C € Py, C ¢ P, aC C D, pak C = AD.
Pokud C € Py, C ¢ Py aC ¢ D, pak C = A.

2. CZAaCCD:
Pokud C C M, pak C = DM.
PokudCQMaCQPO,pakC:DP.(CQPOHD:>C§P1)
Pokud C € Py, pakC=D. (CL Py, CC D = C¢Z M)

3. C¢ A DaCCT2
Pokud C C M aC C P, pak C = MPT¥ k> 2, nebo C = MPTge.
Pokud CC M aC ¢ Py, pak C = MTy, k > 2, nebo C = MTg°.
PokudC € M aC C Py, pak C = PT¥, k > 2, nebo C = PTg°.
Pokud C € M aC € Py, pak C =T}, k > 2, nebo C = T¢g°.

4. C¢€ A,D aC CT?: je dudlni k pripadu 3.

5. C¢ A D, T2 T?aCC M:
Pokud CC PyaC C P, pakC= MP.
PokudCQPoachl,pakC:MPo.
Pokud C € Py aC C Py, pak C = M P,.
Pokud C € Py aC € Py, pak C = M.

6. C¢ A D,T2T? M:
Pokud C C PyaC C P, pak C = P.
PokudCQPoaCQPl,pakC:Po.
Pokud C € Py aC C Py, pak C = P;.
PokudC € PyaC ¢ Py, pak C=T.
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