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Kapitola 1

Úvod

Práce se zabývá popisem všech klon̊u na dvouprvkové množině, tedy popisem
množin booleovských funkćı uzavřených na skládáńı a obsahuj́ıćıch všechny
projekce, a předkládá pro ně tři r̊uzné d̊ukazy úplnosti.

E. L. Post v roce 1941 publikoval studii The Two-Valued Iterative Sys-
tems Of Mathematical Logic [1], v ńıž podal úplný seznam všech iterativně
uzavřených dvouhodnotových systémů, dnes obvykle souhrnně označovaných
jako Post̊uv svaz. Postovou aspiraćı bylo popsat všechny možné funkce na
všech dvouhodnotových logikách, což se mu také skutečně podařilo. Nav́ıc
dokázal, že každý z daných iterativně uzavřených systémů má konečnou
množinu generátor̊u.

Termı́n iterativně uzavřený systém se od dnes použ́ıvané definice klonu
lǐśı jen nepatrně. Podstatným rozd́ılem je jen požadavek na obsah všech
projekćı, který pro iterativně uzavřené systémy nemuśı být nutně splněn.
Avšak plat́ı, že každý klon je iterativně uzavřeným systémem.

Post̊uv d̊ukaz je stěžejńı, a proto se tato práce jeho d̊ukazu věnuje nejpo-
drobněji. Je předložen v téměř úplném rozsahu, jen s vynecháńım některých
technických detail̊u. Vzhledem k tomu, že Post pro své d̊ukazy použil tzv.
Jevonsovu notaci, která je překonaná a v matematických publikaćıch se již
nepouž́ıvá, bylo toto značeńı převedeno do dnes standardně už́ıvaného ma-
tematického jazyka. Tento postup byl zvolen předevš́ım v zájmu srozumitel-
nosti textu.

Pro představu o možnostech r̊uzných př́ıstup̊u k d̊ukazu téhož jsou dále
nast́ıněny i dva daľśı zp̊usoby, jeden založený na hledáńı maximálńıch pod-
klon̊u (dle J. Kuntzmanna, [2]), druhý vyjadřuj́ıćı klony jako tř́ıdy zakáza-
ných podfunkćı (Igor’ E. Zverovich, [3]).
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Úplná klasifikace booleovských klon̊u je stále aktuálńım tématem a po-
stupně jsou hledány nové cesty k nalezeńı jej́ıch alternativńıch, kratš́ıch
a moderněǰśıch d̊ukaz̊u. Důvodem je nejen jej́ı zaj́ımavost sama o sobě,
ale předevš́ım jej́ı význam pro r̊uzné oblasti matematiky. Předevš́ım pak
pro universálńı algebru, která obvykle pracuje právě s klony generovanými
základńımi operacemi, a tak se popis všech klon̊u hod́ı např́ıklad k testováńı
nejr̊uzněǰśıch domněnek.

Jako konkrétńı př́ıklad aplikace uved’me problém splnitelnosti výrokových
formuĺı z výpočetńı složitostńı teorie. O tomto problému, který je též známý
jako SAT, bylo dokázáno, že je NP-úplný (Cook-Levin Theorem). Byl to tak
vlastně prvńı dokázaný NP-úplný rozhodovaćı problém. V d̊usledku tohoto
d̊ukazu se zcela přirozeně nab́ızela otázka, zda může být při nějakém omezeńı
výrokových formuĺı tento problém jednodušš́ı, efektivně řešitelný, např́ıklad
omezeńım dovolených výrokových operátor̊u. A právě s využit́ım Postovy
charakterizace všech klon̊u se podařilo H. R. Lewisovi dospět k zaj́ımavému
výsledku, že splnitelnost výrokových formuĺı je NP-úplná právě tehdy, když
lze z omezené množiny operátor̊u źıskat funkci 6→. [5]

Znalost popisu všech klon̊u na dvouprvkové množině se dále použ́ıvá při
r̊uzných optimalizačńıch problémech, např́ıklad u graf̊u a při sestrojováńı
booleovských okruh̊u.

Pokusy popsat všechny klony i na v́ıcebodových množinách přinášej́ı
prozat́ım jen částečné úspěchy. V současnosti již např́ıklad v́ıme, že svaz
všech klon̊u na libovolné konečné množině má konečně mnoho minimálńıch
klon̊u a také konečně mnoho maximálńıch (ty ve své práci popsal I. G.
Rosenberg, [6]), ačkoliv svaz sám je nekonečný. Avšak zat́ımco pro dvou-
bodovou množinu svaz obsahuje klon̊u nekonečně, ale spočetně mnoho, pro
alespoň tř́ıbodovou množinu už dosahuje mohutnosti kontinua [7], což je
zřejmě jednou z hlavńıch překážek.

Studie poskytuj́ıćı ucelený přehled všech klon̊u na alespoň tř́ıprvkové
množině (po vzoru Postovy práce) by byla nesporně významným krokem
k vyřešeńı daľśıch matematických problémů. Dosažeńı takového ćıle však
prozat́ım z̊ustává, alespoň dle dosavadńıch výsledk̊u, v nedohlednu.
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Kapitola 2

Klony

2.1 Základńı pojmy

Pro přehlednost zaved’me značeńı 2 = {0, 1}.

Definice 1. Booleovskou funkćı rozumı́me zobrazeńı f : 2n → 2, n ≥ 1.
Čı́slo n nazýváme arita funkce f , nebo ř́ıkáme, že f je n-árńı. Mı́sto

1-árńı (resp. 2-árńı, 3-árńı) funkce ř́ıkáme unárńı (resp. binárńı, ternárńı).
Speciálńım typem booleovské funkce je projekce: pn

k(x1, . . . , xn) = xk.

V tomto textu budeme pracovat výhradně s booleovskými funkcemi,
proto budeme př́ıvlastek často vynechávat.

Definice 2. Bud’ dána m-árńı funkce f a m-tice n-árńıch funkćı g1, . . . , gm.
Složeńım těchto funkćı se rozumı́ n-árńı funkce

h(x1, . . . , xn) = f(g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn)).

Pokud m ≥ n a všechny gi jsou projekce, ř́ıkáme, že funkce h vznikla z funkce
f redukćı.

Definice 3. Množinu C (booleovských) funkćı nazýváme klon, pokud

1. C obsahuje všechny projekce,

2. C je uzavřená na skládáńı, tj. složeńım prvk̊u C je prvek C.

Podklon C ′
klonu C je klon takový, že C ′ ⊆ C.
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E. L. Post ve své práci popisoval všechny iterativně uzavřené systémy,
což jsou množiny funkćı uzavřené na skládáńı a redukci. Někteř́ı autoři též
pracuj́ı s uzavřenými systémy, tj. množinami funkćı uzavřených na skládáńı
a skládáńı s projekcemi. Oba pojmy se od pojmu klon lǐśı jen nepatrně
a d̊ukazy pro obecněǰśı situaci nejsou složitěǰśı, proto v této práci budeme
použ́ıvat předchoźı definici.

Následuj́ıćı tvrzeńı ukazuje, že množina všech klon̊u je vzhledem k uspořá-
dáńı inkluźı úplný svaz (tj. částečně uspořádaná množina taková, že každá
jej́ı podmožina má supremum i infimum).

Tvrzeńı 2.1.1. Pr̊unikem libovolné množiny klon̊u je klon. Pro libovolnou
množinu M (booleovských) funkćı existuje vzhledem k inkluzi nejmenš́ı klon
obsahuj́ıćı M .

D̊ukaz. Snadný.

Nejmenš́ım klonem je klon ⊥ - klon obsahuj́ıćı pouze projekce, největš́ım
je > - klon obsahuj́ıćı všechny booleovské funkce.

Definice 4. Nejmenš́ı klon obsahuj́ıćı množinu M nazýváme klon genero-
vaný M , znač́ıme jej 〈M〉. Pokud pro klon C plat́ı, že 〈M〉 = C, ř́ıkáme, že
C je generovaný M .

2.2 Booleovské funkce, jejich vlastnosti

Pro n-tice použ́ıváme značeńı a ∈ 2n a jejich složky znač́ıme a1, a2, . . . , an,
tedy a = (a1, a2, . . . , an). Operace s n-ticemi definujeme po složkách, tedy
např́ıklad

a ∧ b = (a1 ∧ b1, a2 ∧ b2, . . . , an ∧ bn).

Pro a, b ∈ 2n ṕı̌seme a � b, pokud ai ≤ bi pro všechny složky i. Dále pro
n-tici a ∈ 2n použ́ıváme značeńı

J(a) = {i : ai = 1}.

Definice 5. Necht’ f : 2n → 2 je funkce. Řı́káme, že f nezáviśı na i-té pro-
měnné (nebo i-té souřadnici), pokud f(x1, . . . , xn) = g(x1, . . . , xi−1, xi+1, xn)
pro nějakou (n−1)-árńı funkci g a libovolná x1, . . . , xn ∈ {0, 1}. V opačném
př́ıpadě ř́ıkáme, že f na i-té proměnné (souřadnici) záviśı.
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Definice 6. Jako monom označujeme výraz složený z (možno negovaných)
proměnných svázaných operátorem konjunkce ∧.

Z d̊uvodu zjednodušeńı zápisu budeme znak ∧ v rámci monomů pro větš́ı
přehlednost většinou vynechávat.

Značeńı pro některé funkce

Existuj́ı přesně čtyři booleovské funkce jedné proměnné. Konstantńı funkce
budeme značit 0, 1. Identickou funkci budeme značit x a negaci x̄.

Existuje celkem 16 r̊uzných binárńıch funkćı:

xy 00 01 10 11
f0 0 0 0 0 Konstanta 0
f1 0 0 0 1 Funkce xy (binárńı konjunkce, meet, funkce ’a’)
f2 0 0 1 0 Funkce xȳ = x 6→ y
f3 0 0 1 1 Funkce x
f4 0 1 0 0 Funkce x̄y = y 6→ x
f5 0 1 0 1 Funkce y
f6 0 1 1 0 Funkce x + y (součet mod 2)
f7 0 1 1 1 Funkce x ∨ y (binárńı disjunkce, join, funkce ’nebo’)
f8 1 0 0 0 Funkce x̄ȳ (Peirceova funkce: ↓)
f9 1 0 0 1 Funkce x + y + 1 = x ∼ y (ekvivalence)
f10 1 0 1 0 Funkce ȳ
f11 1 0 1 1 Funkce x ∨ ȳ = y → x
f12 1 1 0 0 Funkce x̄
f13 1 1 0 1 Funkce x̄ ∨ y = x→ y (implikace)
f14 1 1 1 0 Funkce x̄ ∨ ȳ (Shefferova funkce: ↑)
f15 1 1 1 1 Konstanta 1

Definice 7. Necht’ I je libovolná neprázdná podmožina {1, 2, . . . , n}.
Funkci f(x1, . . . , xn) =

∨
i∈I xi nazýváme disjunkćı.

Funkci f(x1, . . . , xn) =
∧

i∈I xi nazýváme konjunkćı.

Definice 8. Necht’ k ≥ 3. Zápisem mk(x1, . . . , xk) budeme značit funkci
definovanou pro libovolnou k-tici a ∈ 2k následuj́ıćım zp̊usobem:

mk(a) = 1 právě tehdy, když |J(a)| ≥ 2.
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Funkci m3 nazýváme majoritńı funkce.
Uved’me zde rovněž (duálńı) funkci:

md
k(x1, x2, . . . , xk) =

k∨
i=1

x1x2 . . . xi−1xi+1 . . . xk.

Definice 9. Lineárńı funkce je funkce tvaru

f(x1, . . . , xn) = a0 + a1x1 + · · ·+ anxn, ai ∈ {0, 1}.

Pokud a0 = 0, označujeme ji jako homogenńı lineárńı funkci.

Je zřejmé, že pro každé n existuj́ı právě 2 lineárńı funkce závisej́ıćı na
n-proměnných.

Vlastnosti funkćı

Definice 10. Duálńı funkci k f(x1, . . . , xn) označujeme fd a definujeme jako

fd(x1, . . . , xn) = f̄(x̄1, . . . , x̄n).

Samoduálńı funkce je funkce duálńı sama k sobě, tj.

f(x̄1, . . . , x̄n) = f̄(x1, . . . , xn).

Duálńı klon Cd ke klonu C je klon obsahuj́ıćı funkce duálńı k funkćım
klonu C, tj. Cd = {fd : f ∈ C}. Samoduálńı klon je klon duálńı sám k sobě,
tedy klon splňuj́ıćı Cd = C.

Duálńı funkćı k 0 je 1, duálńı funkćı k ∨ je ∧. Př́ıklady samoduálńıch
funkćı jsou negace, majoritńı funkce nebo lineárńı funkce závisej́ıćı na lichém
počtu proměnných.

Je snadné nahlédnout, že množina Cd je skutečně klonem, tedy definice
duálńıho klonu je korektńı. To umožňuje v řadě př́ıpad̊u dokazovat jen po-
lovinu – druhá polovina plyne přechodem k duálńımu klonu, viz. např́ıklad
Tvrzeńı 2.4.1.

Definice 11. Řı́káme, že funkce f : 2n → 2 zachovává konstantu a ∈ 2,
pokud

f(a, a, . . . , a) = a.

Funkce se nazývá idempotentńı, pokud zachovává 0 i 1.
Klon se nazývá idempotentńı, pokud obsahuje pouze idempotentńı funkce.
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Definice 12. Funkce f : 2n → 2 se nazývá rostoućı, pokud

a � b⇒ f(a) ≤ f(b) pro libovolné a, b ∈ 2n.

Rostoućı funkce odpov́ıdá Postově funkci splňuj́ıćı [A : a] podmı́nku.
Př́ıklady rostoućıch funkćı jsou konstantńı funkce, disjunkce a konjunkce.
Důsledkem Tvrzeńı 2.4.2 je, že každá rostoućı funkce je složeńım funkćı 0,
1, xy, x ∨ y.

Definice 13. Necht’ k ≥ 2. Funkci nazýváme k-coclique, pokud pro libovolné
n-tice a1, . . . ,ak plat́ı

f(a1) = . . . = f(ak) = 0 ⇒ a1 ∧ . . . ∧ ak 6= (1, . . . , 1).

Funkce je k-clique, pokud pro libovolné a1, . . . ,ak plat́ı

f(a1) = . . . = f(ak) = 1 ⇒ a1 ∨ . . . ∨ ak 6= (0, . . . , 0).

Funkce f je ∞-coclique, pokud je k-coclique pro libovolné k, tj. existuje
souřadnice i taková, že pro libovolnou n-tici a ∈ 2n plat́ı f(a) = 0⇒ ai = 0.

Analogicky je definována ∞-clique funkce.

Protože s k-coclique (resp. k-clique) funkcemi budeme často pracovat,
odchylujeme se od častěǰśıho, ale deľśıho označeńı 0-odděluj́ıćı (resp. 1-
odděluj́ıćı) funkce stupně k.

Každá 2-coclique funkce zachovává 1. Př́ıkladem k-coclique funkce, která
neńı (k + 1)-coclique, je mk+1(x1, . . . , xk+1).

V Postově práci se k-coclique funkce nazývaj́ı funkce splňuj́ıćı [: ak] pod-
mı́nku (2-coclique odpov́ıdá podmı́nce [: aa]), k-clique funkćım odpov́ıdaj́ı
funkce splňuj́ıćı [Ak :] podmı́nku (2-clique odpov́ıdá podmı́nce [AA :]).

2.3 Popis klon̊u

Následuj́ıćı tabulka obsahuje seznam všech klon̊u. V prvńım sloupci je značeńı
použ́ıvané v této práci, které se shoduje se značeńım ve Wikipedii [4]. V dru-
hém sloupci je p̊uvodńı Postovo značeńı, ve třet́ım je definice př́ıslušného
klonu.
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Klon Post Definice
U R13 〈0, x̄〉
UD R4 〈x̄〉
UM R11 〈0, 1〉
UP0 R8 〈0〉
UP1 R6 〈1〉
⊥ R1 projekce
> C1 všechny booleovské funkce
P0 C3 {f : f(0, 0, . . . , 0) = 0}, funkce zachovávaj́ıćı 0
P1 C2 {f : f(1, 1, . . . , 1) = 1}, funkce zachovávaj́ıćı 1
P C4 P0 ∩ P1, idempotentńı funkce
∧ P6 {0, 1, x1x2 . . . xn}, konjunkce
∧P0 P4 ∧ ∩ P0

∧P1 P5 ∧ ∩ P1

∧P P2 ∧ ∩ P
∨ S6 {0, 1, x1 ∨ x2 ∨ . . . ∨ xn}, disjunkce
∨P0 S5 ∨ ∩ P0

∨P1 S4 ∨ ∩ P1

∨P S2 ∨ ∩ P
M A1 {f: a � b⇒ f(a) ≤ f(b)}, rostoućı funkce
MP0 A3 M ∩ P0

MP1 A2 M ∩ P1

MP A4 M ∩ P
D D3 {f : fd = f}, samoduálńı funkce
DP D1 D ∩ P
DM D2 D ∩M
A L1 {a0 + a1x1 + . . . + anxn : n ≥ 0, ai ∈ 2}, lineárńı funkce
AP0 L3 A ∩ P0

AP1 L2 A ∩ P1

AP L4 A ∩ P
AD L5 A ∩D
T k

1 F k
4 k-coclique funkce, k ≥ 2 nebo k =∞

PT k
1 F k

1 T k
1 ∩ P

MT k
1 F k

3 T k
1 ∩M

MPT k
1 F k

2 T k
1 ∩ P ∩M

T k
0 F k

8 k-clique funkce, k ≥ 2 nebo k =∞
PT k

0 F k
5 T k

0 ∩ P
MT k

0 F k
7 T k

0 ∩M
MPT k

0 F k
6 T k

0 ∩ P ∩M
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Neńı těžké ověřit, že výše zmı́něné množiny booleovských funkćı jsou
skutečně klony (stač́ı ověřovat pro U , UD, UM , P0, ∧, M , D, A a T k

1 , protože
ostatńı klony jsou jejich pr̊unikem nebo duály) a jsou r̊uzné. Následuj́ıćı
kapitoly pak nab́ızej́ı tři r̊uzné zp̊usoby d̊ukazu, že tento seznam je úplný.

Obrázek 2.1: Post’s lattice
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2.4 Množiny generátor̊u některých klon̊u

Tvrzeńı 2.4.1. 〈x ∨ y, x̄〉 = >. (Duálně 〈xy, x̄〉 = >.)

D̊ukaz. Necht’ f(x1, . . . , xn) je libovolná funkce a označme A = {J(a) :
f(a) = 1}. Pokud A = ∅, pak f(x1, . . . , xn) = 0 = xx̄. Jinak zřejmě

f(x1, . . . , xn) =
∨

X∈A

∧
i∈X

xi ∧
∧

i∈{1,2,...,n}\X

x̄i

 .

Protože xy = x ∨ y, je výraz na pravé straně prvkem 〈x ∨ y, x̄〉.

Užit́ım předchoźıho tvrzeńı lze snadno dokázat, že 〈↑〉 = 〈↓〉 = >.
Všechny nekonstantńı rostoućı funkce lze źıskat z operaćı ∨ a ∧:

Tvrzeńı 2.4.2. 〈x ∨ y, xy〉 = MP .

D̊ukaz. Necht’ f(x1, . . . , xn) je nekonstantńı rostoućı funkce a jako v minulém
d̊ukazu označme A = {J(a) : f(a) = 1}. Z toho, že f je rostoućı, snadno
vyplývá, že

f(x1, . . . , xn) =
∨

X∈A

(∧
i∈X

xi

)
.

Poznamenejme, že mı́stoAmůžeme brát pouze minimálńı prvkyA vzhledem
k inkluzi.

Na druhou stranu, pokud k x∨ y a xy přidáme libovolnou idempotentńı
funkci, která neńı rostoućı, dostaneme všechny idempotentńı funkce.

Tvrzeńı 2.4.3. Necht’ g(x1, . . . , xn) je idempotentńı funkce, která neńı ros-
toućı. Pak 〈x ∨ y, xy, g(x1, . . . , xn)〉 = P .

D̊ukaz. Necht’ a � b jsou takové, že g(a) = 1 a g(b) = 0, a uvažujme funkci

h(x1, . . . , xm, y) = g(z1(x1, . . . , xm, y), z2(x1, . . . , xm, y), . . . , zn(x1, . . . , xm, y)),

kde

zi(x1, . . . , xm, y) =


x1x2 . . . xm pokud ai = bi = 0,
x1 ∨ x2 ∨ · · · ∨ xm pokud ai = bi = 1,
y pokud ai = 0, bi = 1.
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Tato funkce je ”téměř” ȳ v následuj́ıćım smyslu:

Pokud (0, 0, . . . , 0) 6= (c1, . . . , cm) 6= (1, 1, . . . , 1), pak h(c1, . . . , cm, y) = ȳ.

Nyńı vezměme libovolnou idempotentńı funkci f(x1, . . . , xm). Podle Tvr-
zeńı 2.4.1 je f(x1, . . . , xm) ∈ 〈xy, x̄〉, tedy f lze źıskat opakovaným skládáńım
operaćı xy a x̄. Nahrad́ıme-li v tomto složeńı všechny výrazy tvaru Ā výrazem
h(x1, . . . , xm, A), źıskáme funkci, která lež́ı v 〈x ∨ y, xy, g〉 a je rovna f .

Stejným trikem lze dokázat následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 2.4.4. Necht’ g(x1, . . . , xn) je funkce zachovávaj́ıćı 1, která neńı
rostoućı. Pak 〈xy, 1, g(x1, . . . , xn)〉 = P1.

D̊ukaz. Důkaz je téměř totožný s předchoźım, s t́ım rozd́ılem, že namı́sto
x1 ∨ x2 ∨ · · · ∨ xn použijeme konstantu 1.

Poněkud technicky náročněǰśı je dokázat, že majoritńı funkce generuje
klon všech samoduálńıch rostoućıch funkćı.

Tvrzeńı 2.4.5. 〈m3(x, y, z)〉 = DM .

D̊ukaz. Protože m3(x1, x2, x3) = x1∧(x2∨x3) ∨ x2∧x3 (použ́ıváme konvenci,
že ∧ má vyšš́ı prioritu než ∨), lze indukćı snadno dokázat, že

m3(x1, x2, m3(x1, x3, m3(x1, x4, . . . ,m3(x1, xn−1, xn) . . . ))) =

x1 ∧ (x2 ∨ x3 ∨ · · · ∨ xn) ∨ x2 ∧ x3 ∧ · · · ∧ xn.

Necht’ f(x1, . . . , xn) je rostoućı samoduálńı funkce a označme opět

A = {A1, . . . , Am} = {J(a) : f(a) = 1}.

Dokážeme, že libovolné dva prvky Ai, Aj ∈ A maj́ı neprázdný pr̊unik.
Bud’ B = {1, 2, . . . , n} \ Ai a necht’ b je n-tice taková, že J(b) = B. Ze

samoduality f vyplývá f(b) = 0. A protože je funkce rostoućı, je Aj 6⊆ B,
takže Ai ∩ Aj 6= ∅.

Z právě dokázané vlastnosti pak neńı těžké nahlédnout, že f(x1, . . . , xn)
je rovna funkci(

. . .

((∨
i∈A1

xi ∨
∧

i∈A1

xi

)
∧
∨

i∈A2

xi ∨
∧

i∈A2

xi

)
∧ · · · ∨

∧
i∈Am

xi

)
.
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Tvrzeńı 2.4.6.

• 〈PT∞1 , mk+1(x1, . . . , xk+1)〉 = PT k
1 ,

• 〈T∞1 , mk+1(x1, . . . , xk+1)〉 = T k
1 ,

• 〈MPT∞1 , mk+1(x1, . . . , xk+1)〉 = MPT k
1 ,

• 〈MT∞1 , mk+1(x1, . . . , xk+1)〉 = MT k
1 .

D̊ukaz. Označme C = 〈PT∞1 , mk+1(x1, . . . , xk+1)〉.
Necht’ f(x1, . . . , xn) ∈ PT k

1 , tedy f je idempotentńı k-coclique funkce.
Tvrzeńı f ∈ C dokážeme indukćı podle počtu prvk̊u množiny

A = {a 6= (0, 0, . . . , 0) : f(a) = 0}.

Pokud |A| < k + 1, pak f je zřejmě ∞-coclique a neńı co dokazovat.
Jinak vezmeme k + 1 r̊uzných n-tic a1, . . . , ak+1 ∈ A a definujeme n-árńı
funkce f1, . . . , fk+1 následovně:

fi(x1, . . . , xn) =

{
1 pokud (x1, . . . , xn) = ai,
f(x1, . . . , xn) jinak.

Z indukčńıho předpokladu v́ıme, že fi ∈ C. Do klonu C proto patř́ı i funkce

g(x1, . . . , xn) = mk+1(f1(x1, . . . , xn), . . . , fk+1(x1, . . . , xn)).

Protože pro libovolné b ∈ 2n se (k + 1)-tice (f1(b), . . . , fk+1(b)) lǐśı od
konstantńı (k + 1)-tice (f(b), . . . , f(b)) v nejvýše jedné souřadnici, máme
f = g.

Druhé tvrzeńı lze dokázat téměř totožným zp̊usobem, indukćı podle
počtu prvk̊u množiny A = {a : f(a) = 0}.

Třet́ı tvrzeńı lze dokázat podobně, tentokrát indukćı dle počtu prvk̊u
B ⊆ A = {a : f(a) = 0}, kde B jsou prvky A, jejichž J(a) je vzhledem
k inkluzi minimálńı.

Pro d̊ukaz čtvrtého tvrzeńı si stač́ı uvědomit, že neidempotentńı funkce
v daném klonu závisej́ı pouze na jedné proměnné.
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Kapitola 3

Post̊uv d̊ukaz

3.1 Unárńı klony

Definice 14. Unárńı klon C je klon, kde každá funkce f ∈ C záviśı na
nejvýše jedné proměnné.

Unárńı klon je jednoznačně určen unárńımi funkcemi, které obsahuje.
Snadným d̊usledkem je:

Tvrzeńı 3.1.1. Existuje právě 6 unárńıch klon̊u, a to U , UD, UM , UP0,
UP1, ⊥.

3.2 Klony obsahuj́ıćı pouze lineárńı funkce

Tvrzeńı 3.2.1. Jediné neunárńı podklony A (klon všech lineárńıch funkćı)
jsou A, AP0, AP1, AP , AD.

D̊ukaz. Necht’ C je podklonem A a obsahuje funkci, jež záviśı na v́ıce než
jedné proměnné.

Nejdř́ıve předpokládejme, že C obsahuje funkci závisej́ıćı na sudém počtu
proměnných, tedy pro nějaké sudé přirozené n a konstantu a ∈ {0, 1} je
f(x1, . . . , xn) = x1 + · · ·+ xn + a ∈ C. Pak C obsahuje konstantu a (protože
a = f(x, x, . . . , x)) a rovněž funkci, která záviśı na dvou proměnných, totiž
funkci g(x, y) = f(x, x, . . . , x, y) = x+y+a. Pokud lineárńı funkce h záviśı na
n proměnných, pak funkce h(g(x1, x2), x3, . . . , xn+1) zřejmě záviśı na n + 1
proměnných. Indukćı dostáváme, že C obsahuje pro libovolné přirozené n
alespoň jednu ze dvou lineárńıch funkćı závisej́ıćıch na n proměnných.
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Pokud tedy všechny funkce v C zachovávaj́ı 0, dostáváme C = AP0,
pokud všechny funkce v C zachovávaj́ı 1, máme C = AP1.

Předpokládejme, že v C existuje funkce f , která nezachovává 0 (tedy
f(0, 0, . . . , 0) = 1), a funkce g, která nezachovává 1. Protože klon C obsa-
huje konstantńı funkci, obsahuje obě konstantńı funkce. Z libovolné lineárńı
funkce závisej́ıćı na n + 1 proměnných dostaneme dosazeńım konstant obě
možné lineárńı funkce závisej́ıćı na n proměnných, takže C = A.

Nyńı předpokládejme, že C obsahuje pouze lineárńı funkce závisej́ıćı na
lichém počtu proměnných. Podobně jako výše se ukáže, že C obsahuje pro
každé liché n alespoň jednu z lineárńıch funkćı závisej́ıćıch na n proměnných.
Pokud jsou všechny funkce v C bez konstantńıho členu, tj. tvaru x1+· · ·+xn,
máme C = AP . V opačném př́ıpadě existuje v C funkce tvaru x1+· · ·+xn+1,
takže x̄ = x + 1 = x + x + · · ·+ x + 1 ∈ C. Negaćı lineárńı funkce závisej́ıćı
na lichém počtu proměnných je druhá z funkćı závisej́ıćıch na lichém počtu
proměnných, tedy C obsahuje všechny lineárńı funkce závisej́ıćı na lichém
počtu proměnných a C = AD.

3.3 Klony disjunkćı (konjunkćı)

Tvrzeńı 3.3.1. Jediné neunárńı podklony ∨ jsou ∨P1, ∨P0, ∨P . (Duálně,
jediné neunárńı podklony ∧ jsou ∧P1, ∧P0, ∧P .)

D̊ukaz. Necht’ C je podklonem ∨. Je-li x1∨x2∨· · ·∨xn ∈ C, n ≥ 2, pak také
x ∨ y = x ∨ x ∨ · · · ∨ x ∨ y ∈ C. Funkce x ∨ y generuje všechny disjunkce,
tedy ∨P ⊆ C. Odtud tvrzeńı snadno plyne.

3.4 Klony s konstantami, bez negace

V této části dokážeme, že jedinými neunárńımi klony obsahuj́ıćımi obě kon-
stanty a neobsahuj́ıćımi negaci jsou M , ∨ a ∧.

Tvrzeńı 3.4.1. Libovolný klon, který obsahuje konstantu 0 a rostoućı ne-
konstantńı funkci, která neńı disjunkćı, obsahuje xy.

D̊ukaz. Necht’ f(x1, . . . , xn) je rostoućı nekonstantńı funkce, která neńı dis-
junkćı. Pak systém A = {J(a) : f(a) = 1} obsahuje alespoň jednu nejméně
dvouprvkovou množinu A, která je minimálńım prvkem A vzhledem k in-
kluzi. Vybereme jej́ı libovolný prvek a ∈ A a definujeme pak funkci
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g(x, y) = f(z1(x, y), . . . , zn(x, y)), kde

zi(x, y) =


0 pokud i 6∈ A,
x pokud i = a,
y pokud i ∈ A \ {a}.

Nyńı g(x, y) = xy.

Tvrzeńı 3.4.2. Jediné neunárńı klony, které obsahuj́ı obě konstanty a ne-
obsahuj́ı negaci, jsou M (klon všech rostoućıch funkćı), ∨ a ∧.

D̊ukaz. Necht’ C je libovolný klon splňuj́ıćı 0, 1 ∈ C, x̄ 6∈ C.
Předpokládejme, že klon C obsahuje funkci f(x1, . . . , xn), která neńı ros-

toućı, tedy existuj́ı n-tice a, b ∈ 2n takové, že a � b, f(a) = 1 a f(b) = 0.
Uvažujme funkci g(x) = f(z1(x), . . . , zn(x)), kde

zi(x) =


0 pokud ai = 0, bi = 0,
1 pokud ai = 1, bi = 1,
x pokud ai = 0, bi = 1.

Máme g(0) = f(a) = 1 a g(1) = f(b) = 0, tedy g(x) = x̄. To je spor.
Dokázali jsme C ⊆M .

Z předchoźıho tvrzeńı v́ıme, že pokud klon C obsahuje rostoućı nekon-
stantńı funkci f(x1, . . . , xn), která neńı disjunkćı, pak xy ∈ C. Duálně, pokud
C obsahuje rostoućı nekonstantńı funkci, jež neńı konjunkćı, pak obsahuje
x ∨ y.

Dokázali jsme, že pokud C 6⊆ ∧, C 6⊆ ∨, pak x ∨ y, xy ∈ C a tvrzeńı nyńı
plyne užit́ım Tvrzeńı 2.4.2 a Tvrzeńı 3.3.1.

3.5 Klony s konstantami a negaćı

V této části ukážeme, že klony obsahuj́ıćı všechny funkce závisej́ıćı na nejvýše
jedné proměnné jsou U , A a >.

Tvrzeńı 3.5.1. Necht’ f(x1, . . . , xn) je nelineárńı funkce. Pak 〈f(x1, . . . , xn)〉
obsahuje funkci g(x, y, z) takovou, že mezi hodnotami g(1, 1, 1), g(1, 0, 1),
g(1, 1, 0), g(1, 0, 0) jsou právě tři stejné.

D̊ukaz. Z nelinearity funkce f lze snadno nahlédnout, že existuje souřadnice
j a n-tice a, kde aj = 1, tak, že mezi hodnotami f(1, 1, . . . , 1), f(c), f(a), f(b)
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jsou právě tři stejné, přičemž c znač́ı n-tici (1, 1, . . . , 1, 0, 1, 1, . . . , 1) s nulou
na j-té souřadnici a b se lǐśı od a jen na j-té souřadnici.

Nyńı funkce g(x, y, z) = f(z1(x, y, z), . . . , zn(x, y, z)), kde

zi(x, y, z) =


x pokud i 6= j, ai = 1,
y pokud i = j,
z pokud i 6= j, ai = 0,

má požadované vlastnosti, protože g(1, 1, 1) = f(1, 1, . . . , 1), g(1, 0, 1) =
f(c), g(1, 1, 0) = f(a) a g(1, 0, 0) = f(b).

Tvrzeńı 3.5.2. Jediné klony obsahuj́ıćı obě konstanty i negaci jsou U,A,>.

D̊ukaz. Z Tvrzeńı 3.2.1 plyne, že jediné podklony A obsahuj́ıćı konstanty
i negaci jsou U,A.

Předpokládejme tedy, že C je klon obsahuj́ıćı konstanty a negaci, který
obsahuje nelineárńı funkci f(x1, . . . , xn). Funkce h(x, y) = g(1, x, y), kde
g je funkce z předchoźıho tvrzeńı, má stejné hodnoty pro právě tři ze čtyř
ohodnoceńı proměnných. Pomoćı negace lze pak źıskat funkci xy. Tedy podle
Tvrzeńı 2.4.1 je C = >.

3.6 Idempotentńı klony, částečný popis

V této části nalezneme všechny idempotentńı klony C, které obsahuj́ı funkci,
která neńı 2-clique, a rovněž obsahuj́ı funkci, která neńı 2-coclique. Takové
klony jsou MP , P , AP , DP . Dále nalezneme ještě jediný neunárńı idem-
potentńı klon, který je současně podklonem T 2

0 i T 2
1 , a to DM . Zbyde tedy

popsat idempotentńı podklony T 2
0 a idempotentńı podklony T 2

1 .
Následuj́ıćı dvě tvrzeńı se zaměřuj́ı na klony obsahuj́ıćı nesamoduálńı

funkci (klony MP a P ).

Tvrzeńı 3.6.1. Klon C, který obsahuje idempotentńı nesamoduálńı funkci,
obsahuje bud’ funkci x ∨ y nebo xy.

D̊ukaz. Necht’ f(x1, . . . , xn) ∈ C je idempotentńı nesamoduálńı funkce a n-
tice (a1, . . . , an) ∈ 2n taková, že f(ā1, . . . , ān) = f(a1, . . . , an). Uvažujme
funkci

g(x, y) = f(z1(x, y), . . . , zn(x, y)) ∈ C,
kde zi(x, y) = x, pokud ai = 0, zi(x, y) = y, pokud ai = 1. Zřejmě g je
idempotentńı a g(x, y) = g(y, x), tedy bud’ g(x, y) = x ∨ y, nebo g(x, y) =
xy.
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Tvrzeńı 3.6.2. Jediné idempotentńı klony obsahuj́ıćı x ∨ y, které obsahuj́ı
funkci, jež neńı 2-coclique, jsou MP a P . (Duálně, jediné idempotentńı klony
obsahuj́ıćı xy, které obsahuj́ı ne 2-clique funkci, jsou MP a P .)

D̊ukaz. Necht’ f(x1, . . . , xn) je idempotentńı funkce, která neńı 2-coclique.
Tedy existuj́ı n-tice a, b takové, že f(a) = 0, f(b) = 0 a neexistuje i takové,
že ai = bi = 0. Uvažujme funkci g(x, y) = f(z1(x, y), . . . , zn(x, y)), kde

zi(x, y) =


x pokud ai = 1, bi = 0,
y pokud ai = 0, bi = 1,
x ∨ y pokud ai = 1, bi = 1.

Plat́ı g(1, 0) = g(0, 1) = 0 a g je idempotentńı, jedná se tedy o funkci xy.
Zbytek plyne z Tvrzeńı 2.4.2 a 2.4.3.

Z toho prozat́ım plyne, že každý idempotentńı klon jiný než MP , P bud’

sestává plně ze samoduálńıch funkćı, nebo všechny jeho funkce jsou 2-clique,
nebo všechny jeho funkce jsou 2-coclique.

Nyńı se zaměřme na samoduálńı idempotentńı klony (klony AP, DP, DM).
Budeme potřebovat následuj́ıćı jednoduché, ale užitečné pozorováńı.

Tvrzeńı 3.6.3. Necht’ C je klon a f1(x, y, z), f2(x, y, z) ∈ C. Pro libovolnou
funkci g(y, z) ∈ 〈f1(1, y, z), f2(1, y, z)〉 existuje funkce f(x, y, z) ∈ C taková,
že f(1, y, z) = g(y, z).

D̊ukaz. Funkce g(y, z) vznikne opakovaným skládáńım funkćı f1(1, y, z) a
f2(1, y, z). Nahrad́ıme-li v tomto složeńı výrazy tvaru f1(1, A,B) výrazy
f1(x, A,B) a podobně s f2, vznikne hledaná funkce f .

Tvrzeńı 3.6.4. Jediné idempotentńı klony samoduálńıch funkćı, které ob-
sahuj́ı funkci, jež neńı rostoućı, jsou AP a DP .

D̊ukaz. Necht’ C je klon splňuj́ıćı předpoklady tvrzeńı a necht’ f(x1, . . . , xn) ∈
C neńı rostoućı, tedy existuj́ı n-tice a � b takové, že f(a) = 1, f(b) = 0.
Uvažujme funkci g(x, y, z) = f(z1(x, y, z), . . . , zn(x, y, z)), kde

zi(x, y, z) =


x pokud ai = bi = 1,
y pokud ai = bi = 0,
z pokud ai = 0, bi = 1.

Z f(a) = 1 a f(b) = 0 plyne g(1, 0, 0) = 1 a g(1, 0, 1) = 0. Ze samoduality
vyplývá g(0, 1, 0) = 1 a g(0, 1, 1) = 0 a z idempotence g(1, 1, 1) = 1 a
g(0, 0, 0) = 0. Pro funkci g zbývaj́ı dvě možnosti:
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• g1(x, y, z) = 1 pro trojice (x, y, z) ∈ {(1, 1, 1), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 1, 0)},
ostatńı s nulovou hodnotou,

• g2(x, y, z) = 1 pro trojice (x, y, z) ∈ {(1, 1, 1), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)},
ostatńı s nulovou hodnotou.

Předpokládejme nejdř́ıve g1(x, y, z) ∈ C. Funkce g1(1, y, x) = x → y a
g1(x, y, 1) = xy podle Tvrzeńı 2.4.4 generuj́ı klon P1. Vezměme libovolnou
idempotentńı funkci f(x1, . . . , xn) a označme g(x2, . . . , xn) = f(1, x2, . . . , xn).
Funkce g zřejmě zachovává 1, takže z 〈x → y, xy〉 = P1 a Tvrzeńı 3.6.3
v́ıme, že klon C obsahuje funkci f ′(x1, . . . , xn) takovou, že f ′(1, x2, . . . , xn) =
g(x2, . . . , xn). Ze samoduality dostáváme f = f ′. Dokázali jsme, že C = DP .

Nakonec předpokládejme g2(x, y, z) ∈ C, postupujeme obdobně. Protože
g2(x, y, z) = x + y + z generuje AP (viz. d̊ukaz 3.2.1), máme AP ⊆ C.

Pokud C obsahuje nelineárńı funkci, pak užit́ım Tvrzeńı 3.5.1 dostaneme
funkci g3(x, y, z), pro kterou g3(1, y, z) má stejné hodnoty pro právě tři
ohodnoceńı proměnných. Snadno lze nahlédnout, že taková funkce spolu
s y + z + 1 generuje yz, tedy i P1 (Tvrzeńı 2.4.4). Stejně jako v předešlém
př́ıpadě dokážeme C = DP .

Tvrzeńı 3.6.5. Jediný neunárńı klon idempotentńıch rostoućıch samoduál-
ńıch funkćı je DM .

D̊ukaz. Mějme klon C s požadovanými vlastnostmi. Snadno lze nahlédnout,
že neexistuje žádná idempotentńı rostoućı samoduálńı (IRS) funkce závisej́ıćı
na dvou proměnných a že jediná IRS funkce závisej́ıćı na třech proměnných
je majoritńı funkce m3(x, y, z). Dokážeme, že m3 v C lež́ı, d̊ukaz t́ım bude
podle Tvrzeńı 2.4.5 hotov.

Vezměme IRS funkci f(x1, . . . , xn) ∈ C závisej́ıćı na n > 3 proměnných.
Označme A = {J(a) : f(a) = 1} a vezměme nějaký vzhledem k inkluzi
minimálńı prvek A ∈ A. Pokud |A| = 1, pak f je projekce (viz. diskuzi
v d̊ukazu 2.4.5), takže |A| ≥ 2. Necht’ a ∈ A je libovolný prvek.

Funkce m(x, y, z) = f(z1(x, y, z), . . . , zn(x, y, z)), kde

zi(x, y, z) =


x pokud i 6∈ A,
y pokud i = a,
z pokud i ∈ A \ {a},

záviśı na proměnných y a z, takže m = m3.
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3.7 Klony s negaćı, bez konstant

Tvrzeńı 3.7.1. Jediné neunárńı klony, které obsahuj́ı negaci a neobsahuj́ı
konstanty, jsou AD a D.

D̊ukaz. Necht’ C je klon splňuj́ıćı předpoklady tvrzeńı.
Pokud C obsahuje nesamoduálńı funkci f , pak tato funkce, nebo jej́ı

negace, je nesamoduálńı idempotentńı funkce a z Tvrzeńı 3.6.1 dostáváme,
že C obsahuje bud’ x∨ y nebo xy. Ale 〈x∨ y, x̄〉 = > = 〈xy, x̄〉 (viz. Tvrzeńı
2.4.1), což je spor. Tedy C obsahuje pouze samoduálńı funkce.

Zřejmě C je sjednoceńım C ∩P a negaćı funkćı z C ∩P . V předchoźı části
jsme dokázali, že idempotentńı část klonu C (C ∩ P ) je jedńım z klon̊u DP ,
AP , DM . V prvńıch dvou př́ıpadech dostáváme klony D a AD. Klon DM
spolu s negacemi funkćı z DM klon netvoř́ı, nebot’ např. operace m3(x, y, z̄)
je idempotentńı, ale neńı rostoućı.

3.8 Klony s jednou konstantou, částečný po-

pis

Z d̊uvodu zpřehledněńı zápisu zavedeme následuj́ıćı značeńı:

Definice 15. Necht’ a ∈ {0, 1}. Klon C nazýváme a-klonem, pokud C obsa-
huje konstantu a, neobsahuje konstantu 1− a a neobsahuje negaci.

V této části nalezneme všechny 1-klony obsahuj́ıćı nějakou funkci, která
neńı 2-coclique. (Duálně 0-klony obsahuj́ıćı ne 2-clique funkci.) Takové klony
jsou P1, ∧P1, MP1, AP1. (Duálně P0, ∧P0, MP0, AP0.)

Zbyde tedy popsat podklony T 2
1 (duálně T 2

0 ).

Tvrzeńı 3.8.1. 1-klon obsahuj́ıćı funkci, která neńı 2-coclique, obsahuje
funkci xy nebo x + y + 1.

D̊ukaz. Mějme funkci f(x1, . . . , xn) ∈ C, která neńı 2-coclique. Tedy existuj́ı
n-tice a, b, pro které f(a) = 0, f(b) = 0 a neexistuje index i takový, že
ai = bi = 0. Definujme funkci g(x, y) = f(z1(x, y), . . . , zn(x, y)), kde

zi(x, y) =


x pokud ai = 1, bi = 0,
y pokud ai = 0, bi = 1,
1 pokud ai = bi = 1.
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Máme g(1, 0) = 0, g(0, 1) = 0. Protože C neobsahuje 0 ani x̄, je bud’

g(x, y) = xy, nebo g(x, y) = x + y + 1.

Tvrzeńı 3.8.2. Jediné 1-klony obsahuj́ıćı funkci xy jsou P1, ∧P1, MP1.

D̊ukaz. Necht’ ∧P1 ⊆ C je 1-klon. Pokud C obsahuje funkci, která neńı ros-
toućı, pak C = P1 podle Tvrzeńı 2.4.4. Pokud ale ∧P1 ( C ⊆ MP1, pak
podle Tvrzeńı 3.4.1 (respektive jeho duálu) x ∨ y ∈ C, tedy podle Tvrzeńı
2.4.2 je C = MP1.

Tvrzeńı 3.8.3. Jediné 1-klony obsahuj́ıćı funkci x + y + 1 jsou AP1, P1.

D̊ukaz. Funkce x+y + 1 generuje klon AP1. Pokud klon obsahuje nelineárńı
funkci, pak funkce g(1, x, y), kde g je z Tvrzeńı 3.5.1, nabývá stejné hodnoty
pro právě tři ohodnoceńı. Snadno lze ukázat, že taková funkce spolu s funkćı
x + y + 1 generuje xy, a podle Tvrzeńı 2.4.4 se jedná o klon P1.

3.9 Klony s nejvýše jednou konstantou, do-

končeńı

V předchoźıch sekćıch jsme popsali všechny klony s negaćı; klony obsahuj́ıćı
obě konstanty; 1-klony, které nejsou podklony T 2

1 ; idempotentńı klony, které
nejsou podklony T 2

1 ani T 2
0 .

Vzhledem k dualitě můžeme zbývaj́ıćı př́ıpady roztř́ıdit následuj́ıćım
zp̊usobem:

1. idempotentńı klony obsahuj́ıćı pouze 2-coclique funkce a obsahuj́ıćı
funkci, která neńı rostoućı

2. idempotentńı klony obsahuj́ıćı pouze 2-coclique rostoućı funkce

3. 1-klony obsahuj́ıćı pouze 2-coclique rostoućı funkce

4. 1-klony obsahuj́ıćı pouze 2-coclique funkce a obsahuj́ıćı funkci, která
neńı rostoućı

”Většina” klon̊u v těchto skupinách obsahuje všechny∞-coclique funkce
př́ıslušných vlastnost́ı:
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Tvrzeńı 3.9.1.

1. Každý klon obsahuj́ıćı pouze 2-coclique idempotentńı funkce a obsa-
huj́ıćı funkci, která neńı rostoućı, obsahuje PT1

∞.

2. Každý neunárńı klon, kromě DM a ∨P , obsahuj́ıćı pouze 2-coclique
idempotentńı rostoućı funkce, obsahuje MPT1

∞.

3. Každý neunárńı 1-klon, kromě ∨P1, obsahuj́ıćı pouze 2-coclique ros-
toućı funkce, obsahuje MT1

∞.

4. Každý 1-klon obsahuj́ıćı pouze 2-coclique funkce a obsahuj́ıćı funkci,
která neńı rostoućı, obsahuje T1

∞.

D̊ukaz. Pro každou ∞-coclique funkci f(x1, . . . , xn) existuje souřadnice i
taková, že ai = 1⇒ f(a) = 1 pro libovolnou n-tici a ∈ 2n. Tedy tato funkce
je jednoznačně určená funkćı f(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn). Důkaz lze pak
provést podobně jako u Tvrzeńı 3.6.4 užit́ım Tvrzeńı 3.6.3. Protože d̊ukaz
nepřináš́ı nové myšlenky, detaily neuvád́ıme.

Tvrzeńı 3.9.2. Necht’ C je podklon T k
1 , který obsahuje funkci f(x1, . . . , xn),

jež neńı (k + 1)-coclique. Pak C obsahuje funkci mk+1(x1, . . . , xk+1).

D̊ukaz. Nejprve předpokládejme, že f je idempotentńı a PT∞1 ⊆ C.
Protože f neńı (k + 1)-coclique, existuj́ı n-tice a1, . . . , ak+1 takové, že

f(a1) = · · · = f(ak+1) = 0, a1 ∨ · · · ∨ ak+1 = (1, 1, . . . , 1).
Označme ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), kde jednička je na i-té pozici. Defi-

nujme (k +1)-árńı funkce g1(x1, . . . , xk+1), . . . , gn(x1, . . . , xk+1) následuj́ıćım
zp̊usobem:

gi(x1, . . . , xk+1) =

 aj
i pokud (x1, . . . , xk+1) = ej,

0 pokud (x1, . . . , xk+1) = (0, 0, . . . , 0),
1 jinak .

Z toho, že f je k-coclique funkce vyplývá, že gi je ∞-coclique funkce, která
je zřejmě idempotentńı rostoućı, čili lež́ı v klonu C. Proto v C lež́ı i funkce
g(x1, . . . , xk+1) = f(g1(x1, . . . , xk+1), . . . , gn(x1, . . . , xk+1)). Protože g(ei) =
f(ai), je vidět, že g = mk+1.

V př́ıpadě, že f neńı idempotentńı a T∞1 ⊆ C, lze tvrzeńı dokázat po-
dobně, pouze je třeba změnit definici gi(0, 0, . . . , 0).

Podle předchoźıho tvrzeńı pak již zbývá jen př́ıpad C = DM , kde
m3(x1, x2, x3) ∈ DM .
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Nyńı se d̊ukaz Postovy věty již snadno dokonč́ı pomoćı Tvrzeńı 2.4.6.
Uvažujme např́ıklad podklon C klonu PT 2

1 obsahuj́ıćı funkci, jež neńı ros-
toućı. Z Tvrzeńı 3.9.1 plyne PT∞1 ⊆ C. Pokud PT∞1 6= C, vezměme největš́ı
přirozené č́ıslo k takové, že C ⊆ PT k

1 , ale C 6⊆ PT k+1
1 . Podle předchoźıho

tvrzeńı mk+1(x1, . . . , xk+1) ∈ C, tedy podle Tvrzeńı 2.4.6 je C = PT k
1 .

V ostatńıch př́ıpadech d̊ukaz dokonč́ıme analogicky.
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Kapitola 4

Maximálńı klony

4.1 Charakteristické vlastnosti maximálńıch

podklon̊u

Definice 16. Řı́káme, že klon C1 je maximálńı v C2, jestlǐze je vlastńım
podklonem C2, tedy C1 ⊂ C2, a v př́ıpadě, že máme nějaký klon C3 takový, že
C1 ⊆ C3 ⊆ C2, pak nutně C3 = C1, nebo C3 = C2.

Je-li C1 maximálńı v C2, je nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou, že přidáme-li
k C1 libovolný prvek z C2 \ C1, jsme schopni nagenerovat celý klon C2.

Tvrzeńı 4.1.1. Necht’ C1, . . . , Cn jsou maximálńı podklony C. Předpokládej-
me, že pro libovolné funkce fi ∈ C \ Ci, i = 1, . . . , n, plat́ı 〈f1, . . . , fn〉 = C.
Pak libovolný vlastńı podklon D klonu C je podklonem Ci pro nějaké i (speci-
álně, C1, . . . , Cn jsou všechny maximálńı podklony C).

D̊ukaz. Mějme libovolný klon D ⊂ C. Pro spor předpokládejme, že pro
všechna i = 1, . . . , n plat́ı D 6⊆ Ci. Pak pro každé i existuje nějaká funkce
fi ∈ D \ Ci. Tedy máme fi ∈ C \ Ci pro i = 1, . . . , n a z předpokládané vlast-
nosti množiny maximálńıch podklon̊u C1, . . . , Cn dostáváme 〈fi, . . . , fn〉 =
C ⊆ D, což je spor.

4.2 Redukce

Uved’me v této části pro základńı druhy funkćı jejich redukované tvary. Jsou
nezbytné při dokazováńı maximality podklon̊u a úplnosti jejich počtu.
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Neunárńı lineárńı funkce: x + y, x + y + 1, x + y + z, x + y + z + 1.
Nelineárńı funkce: xy ∨ yz ∨ zx, x̄ȳ ∨ ȳz̄ ∨ z̄x̄, xyz̄ ∨ x̄ȳz, z(x ∨ y) ∨

z̄(x̄∨ ȳ)∨ (xȳ∨ x̄y), x̄y∨yz∨ zx̄, x̄ȳ∨ ȳz∨ zx̄, xyz∨ x̄ȳz̄, x(ȳ∨ z̄)∨ x̄(y∨ z),
xy, x̄ ∨ ȳ, xȳ, x̄ ∨ y, x ∨ y, x̄ȳ.

Rostoućı 2-coclique funkce, která neńı ∞-coclique: mk+1, k ≥ 2.
Funkce, která neńı rostoućı: Sjednoceńım p a q proměnných re-

dukćı dle existuj́ıćıho ohodnoceńı f(0, 0, 0︸︷︷︸
p

, 1, 1, 1︸ ︷︷ ︸
q

) = 1, f(1, 0, 0︸︷︷︸
p

, 1, 1, 1︸ ︷︷ ︸
q

) = 0

źıskáme redukované tvary:
p = 0, q = 0: x̄,
p 6= 0, q = 0: x̄ȳ ∨ xy, x ∨ ȳ,
p = 0, q 6= 0: x̄y ∨ xȳ, x̄y,
p 6= 0, q 6= 0: z(xy ∨ x̄ȳ), z(x̄ ∨ y), xy ∨ zx̄ȳ, xyz ∨ x̄ȳz ∨ x̄yz̄, x̄z ∨ xy,

y(x̄ ∨ z) ∨ x̄z, z(x̄ ∨ y) ∨ z̄xȳ, xyz ∨ xȳz̄ ∨ x̄yz̄ ∨ x̄ȳz, y ∨ x̄z, z(x̄ ∨ y) ∨ z̄x,
zy ∨ zx̄ ∨ yx̄ ∨ xȳz̄, y ∨ xz̄ ∨ x̄z.

Analogicky lze odvodit redukované tvary pro:
Funkce, která neńı 2-coclique: 0, xy, x̄ȳ, xy ∨ x̄ȳ.
Funkce, která neńı 2-clique: 1, x ∨ y, x̄ ∨ ȳ, xȳ ∨ x̄y.
Nesamoduálńı funkce: 0, 1, xy, x ∨ y, x̄ȳ, x̄ ∨ ȳ.

4.3 Klony a jejich maximálńı podklony

Nalezeńı všech klon̊u prob́ıhá následuj́ıćım zp̊usobem. Vycháźıme z klonu >
a pomoćı Tvrzeńı 4.1.1 urč́ıme všechny jeho maximálńı podklony, zároveň dle
tohoto tvrzeńı v́ıme, že všechny vlastńı podklony > jsou obsaženy v někte-
rém z těchto jeho maximálńıch podklon̊u. Pro nalezené maximálńı podklony
pokračujeme indukćı v hledáńı. V některých ”větv́ıch” se dostaneme až ke
klonu ⊥. Ve zbylých větv́ıch nám vzniknou nekonečné klesaj́ıćı posloupnosti
klon̊u. Vezmeme pr̊uniky v rámci posloupnost́ı a vznikne 8 nových klon̊u T∞0 ,
PT∞0 , MT∞0 , MPT∞0 , T∞1 , PT∞1 , MT∞1 , MPT∞1 . Nyńı je zřejmě libovolný
klon bud’ jedńım z již nalezených klon̊u, nebo je vlastńım podklonem jednoho
z osmi výše zmiňovaných. Pokračujeme v hledáńı maximálńıch podklon̊u a
nyńı již vždy dospějeme do klonu ⊥. Nalezli jsme proto všechny klony.

Aplikace Tvrzeńı 4.1.1 vyžaduje rozbor všech možných prvk̊u vně uvažo-
vaných maximálńıch podklon̊u a ačkoliv je takový rozbor pro některé klony
obt́ıžněǰśı než v jiných př́ıpadech, d̊ukazy jsou ”analogické” (základem je
vždy uvědomit si, jak takový prvek vypadá, tj. jak jej lze charakterizovat).
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Uvedeme proto na ukázku jen pár d̊ukaz̊u, pro představu o jejich základńıch
charakterech a reálné aplikaci teoretických poznatk̊u.

V posloupnosti d̊ukaz̊u formálně postupujme vzhledem k inkluzi opačným
směrem, tj. začněme od klonu ⊥, přičemž tvrzeńı pro unárńı klony jsou
triviálńı. Ještě připomeňme, že v př́ıpadě dvojice duálńıch klon̊u se lze omezit
jen na zkoumáńı jednoho klonu, tvrzeńı pro druhý klon je platné v duálńım
tvaru.

Klon Maximálńı podklony:
AP ⊥
AD UD, AP

D̊ukaz. Nejdř́ıve poznamenejme, že klon AD lze charakterizovat
jako klon obsahuj́ıćı lineárńı funkce závisej́ıćı na lichém počtu
proměnných, klon AP obsahuje pouze homogenńı lineárńı funkce
závisej́ıćı na lichém počtu proměnných.
Pro dokázáńı maximality podklonu C ukážeme, že libovolný prvek
z AD \ C spolu s C generuje AD.
Prvek vně AP je bud’ 1 + x nebo 1 + x + y . . . + q (s lichým počtem
proměnných), který redukujeme na 1+x. Vždy tedy můžeme před-
pokládat, že máme x̄ = 1 + x. (Dı́ky tomu společně s funkcemi z
AP dokážeme źıskat rovněž všechny nehomogenńı lineárńı funkce
závisej́ıćı na lichém počtu proměnných, tedy AD. AP je tedy ma-
ximálńım podklonem v AD.)
Prvek vně UD je lineárńı funkce s lichým počtem proměnných. Lze
ji vždy redukovat na f1 = x + y + z, nebo f2 = x + y + z + 1.
(Prvńı funkce generuje AP a s přidáńım x̄ ∈ UD dostáváme AD,
druhá funkce sama je zřejmě generátorem AD. UD je tedy rovněž
maximálńım podklonem.)
Že se jedná o jediné maximálńı podklony dokazujeme tak, že z libo-
volně vybraných prvk̊u (pro jednoduchost opět uvažovaných v již
redukovaných tvarech) vně všech předpokládaných maximálńıch
podklon̊u lze nagenerovat daný klon, zde AD.
Funkce f1 se redukuje na f2 dosazeńım výrazu x+1 (źıskaného vně
prvńıho maximálńıho podklonu). Máme tedy funkci x+y+z+1 a ta
již generuje celý AD. Nalezli jsem tedy skutečně všechny maximálńı
podklony klonu AD.
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AP0 UP0, AP
AP1 UP1, AP
A AP0, AP1, AD, U
∨P ⊥
∨P0 ∨P , UP0 (pozn. ∨P0 = ∨P ∪ {0})
∨P1 ∨P , UP1 (pozn. ∨P1 = ∨P ∪ {1})
∨ ∨P0, ∨P1, UM (pozn. ∨ = ∨P ∪ {0, 1})
MPT∞1 ∨P

D̊ukaz. Klon MPT∞1 je tvořen funkcemi ve tvaru
x∨[disjunkce monomů bez negované proměnné] (disjunkce
může být prázdná).
f ∈ MPT∞1 \ ∨P je tvaru x∨[disjunkce monomů, z nichž
alespoň jeden obsahuje nejméně 2 proměnné r̊uzné od x].
Př́ıpadné samostatně postavené proměnné redukujeme rov-
nost́ı s x, funkce je tedy omezena na: x∨[disjunkce mo-
nomů maj́ıćıch vždy minimálně 2 proměnné]= x∨yf(. . .)∨
zg(. . .) ∨ yzh(. . .), kde f 6= 1, g 6= 1, h 6= 0. Při substituci
y = z bude redukovaný tvar ležet v MPT∞1 jen pokud
f ∨g∨h = 1, nutně tedy h = 1. Vždy lze tedy funkci redu-
kovat na tvar x∨yz∨[disjunkce monomů na 2 proměnných]
a rovnost́ı s x pro všechny proměnné r̊uzné od y a z ji re-
dukujeme na funkci x ∨ yz, která generuje MPT∞1 .

MT∞1 MPT∞1 , ∨P1

D̊ukaz. MT∞1 = MPT∞1 ∪ {1}. Prvek f ∈MT∞1 \MPT∞1
lze redukovat na 1, prvek z MT∞1 \∨P1 lež́ı v MPT∞1 \∨P ,
který dle předchoźıho d̊ukazu generuje MPT∞1 .

DM ⊥
MPT k

1 , k > 2 MPT k+1
1 (pozn. MPT k

1 = MT k
1 \ {1})

MPT 2
1 ⊃ . . . ⊃MPT k

1 ⊃MPT k+1
1 ⊃ . . . ⊃MPT∞1

MPT 2
1 DM , MPT 3

1

MT k
1 , k ≥ 2 MPT k

1 , MT k+1
1

MT 2
1 ⊃MT 3

1 ⊃ . . . ⊃MT k
1 ⊃MT k+1

1 ⊃ . . . ⊃MT∞1
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DP DM , AP
D DP , AD
MP MPT 2

1 , MPT 2
0

MP0 MT 2
0 , ∨P0 (pozn. MP0 = MP ∪ {0})

M MP0, MP1, ∧, ∨ (pozn. M = MP ∪ {0, 1})
PT∞1 MPT∞1
PT k

1 , k ≥ 2 PT k+1
1 , MPT k

1

PT 2
1 ⊃ PT 3

1 ⊃ . . . ⊃ PT k
1 ⊃ PT k+1

1 ⊃ . . . ⊃ PT∞1
P PT 2

1 , PT 2
0 , MP , DP

T∞1 PT∞1 , MT∞1

D̊ukaz. Klon T∞1 je tvořen funkcemi tvaru: x ∨ [disjunkce
monomů], klon PT∞1 funkcemi tvaru: x ∨ [disjunkce mo-
nomů, z nichž každý obsahuje nejméně jednu nenegovanou
proměnnou].
Prvek z T∞1 \ PT∞1 je tvaru: x ∨ [disjunkce monomů,
z nichž některý obsahuje jen negované proměnné], redukćı
proměnných na jedinou dostaneme 1. Prvek z T∞1 \MT∞1 je
tvaru x ∨ [disjunkce monomů, z nichž nejméně jeden obsahuje
negovanou proměnnou]. Zbytek mimo x představuje funkci,
která neńı rostoućı, a tu lze př́ıpadným položeńım rovnosti 1
pro některé proměnné vždy redukovat na jedinou funkci x∨ ȳ,
z ńıž lze vytvořit celý klon.

T k
1 , k ≥ 2 MT k

1 , T k+1
1 , PT k

1

P1 P , MP1, AP1, T 2
1

> P1, P0, M , A, D
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Kapitola 5

Zakázané podfunkce

5.1 Tř́ıdy zakázaných podfunkćı

Definice 17. Nazvěme funkci g podfunkćı funkce f , pokud ji lze z f źıskat
redukćı. Označme tento vztah jako g / f a definujme Sub(f) = {g : g / f}.

Z definice klonu plat́ı pro každou funkci f ∈ C, že Sub(f) ⊆ C.

Definice 18. Funkce f a g nazýváme podobné, pokud f / g a g / f . Jako
[f ] označme množinu všech funkćı podobných s f .

/ je zřejmě kvaziuspořádáńı (tj. reflexivńı a tranzitivńı relace).

Definice 19. Necht’ Z je libovolná množina booleovských funkćı. Tř́ıdu zaká-
zaných podfunkćı určenou Z definujeme jako

FS(Z) = {f : Sub(f) ∩ Z = ∅}.

Definice 20. Mějme klon C. Pak funkci f /∈ C nazýváme minimálńı zaká-
zaná podfunkce pro C, pokud Sub(f) \ [f ] ⊆ C.

Tvrzeńı 5.1.1. Necht’ Z0 je množina všech minimálńıch zakázaných pod-
funkćı pro klon C. Pak C = FS(Z0). Nav́ıc pro libovolnou množinu funkćı
Z1 uzavřenou na podobnost (tj. f ∈ Z1 ⇒ [f ] ⊆ Z1) a splňuj́ıćı C = FS(Z1)
plat́ı Z0 ⊆ Z1.

D̊ukaz. Necht’ Z = > \ C. Mějme libovolnou funkci f ∈ C. Z definice plat́ı
Sub(f) ⊆ C, a proto Sub(f) ∩ Z = ∅, tj. f ∈ FS(Z). Tedy C ⊆ FS(Z).
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Naopak, pokud f ∈ FS(Z), pak Sub(f) ∩ Z = ∅, tj. f /∈ Z = > \ C. Tedy
f ∈ C a FS(Z) ⊆ C.

Bud’ Z0 množina všech minimálńıch zakázaných funkćı ze Z. Ukážeme,
že C = FS(Z0).

Z d̊uvodu Z0 ⊆ Z plat́ı C = FS(Z) ⊆ FS(Z0). Dokažme druhou inkluzi,
FS(Z0) ⊆ FS(Z) = C. Mějme f ∈ FS(Z0) takovou, že f /∈ C. Potom
f ∈ Z. Množina Sub(f) obsahuje d́ıky konečnosti nějakou minimálńı zaká-
zanou funkci g. Nebot’ g ∈ Z0 ∩ Sub(f), dostáváme f /∈ FS(Z0) (nebot’

f ∈ FS(Z0) znamená Sub(f) ∩ Z0 = ∅ ), což je spor.
Máme tedy C = FS(Z0) a dokažme C = FS(Z1) implikuje Z0 ⊆ Z1.
Pro spor mějme f ∈ Z0, ale f /∈ Z1. Z C = FS(Z0) a f ∈ Z0 vyplývá, že

f /∈ C. Z povahy množiny Z0 máme Sub(f)\ [f ] ⊆ C, a protože C = FS(Z1),
plat́ı (Sub(f) \ [f ]) ∩ Z1 = ∅. Z předpokladu f /∈ Z1 pak Sub(f) ∩ Z1 = ∅.
Z toho plyne, že f ∈ FS(Z1) = C, což je spor s dokázaným f /∈ C.

Tvrzeńı 5.1.2. Mějme vyjádřeńı klon̊u C1 = FS(Z1), C2 = FS(Z2). Pak
plat́ı

C1 ∩ C2 = FS(Z1 ∪ Z2).

D̊ukaz. Pokud f ∈ C1 ∩C2, pak Sub(f)∩Zi = ∅ pro i = 1, 2. Tedy Sub(f)∩
(Z1 ∪ Z2) = ∅ a f ∈ FS(Z1 ∪ Z2). Naopak, necht’ f ∈ FS(Z1 ∪ Z2). Nebot’

Zi ⊆ Z1∪Z2, i = 1, 2, dostáváme FS(Z1∪Z2) ⊆ FS(Zi) a f ∈ FS(Zi) = Ci.
Tedy f ∈ C1 ∩ C2.

Poznamenejme, že z množiny Z1 ∪ Z2 opět můžeme vypustit všechny
zakázané podfunkce, které nejsou pro daný klon minimálńı.

Definice 21. Silná podfunkce (resp. 0-podfunkce; 1-podfunkce) funkce f je
funkce, kterou lze z f źıskat redukćı a dosazováńım konstant 0, 1 (resp. dosa-
zováńım 0; 1). Jejich množiny označujeme jako Sub01(f), Sub0(f), Sub1(f).

Tř́ıda zakázaných silných podfunkćı je potom definována jako

FS01(Z) = {f : Sub01(f) ∩ Z = ∅},

analogicky tř́ıdy FS0(Z) a FS1(Z).

Plat́ı pro ně analogie Tvrzeńı 5.1.1 a 5.1.2.
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5.2 Charakterizace klon̊u pomoćı zakázaných

podfunkćı

Tvrzeńı 5.2.1. Plat́ı následuj́ıćı rovnosti:
Klon Tř́ıda zakázaných podfunkćı
P0 FS(1, x̄) = FS0(1)
P1 FS(0, x̄) = FS1(0)
P FS(0, 1, x̄)
M FS(ZM) = FS0(x̄, x + y, xȳ) = FS1(x̄, x ∼ y, x ∨ ȳ) = FS01(x̄),

kde ZM = {x̄, x + y, x ∼ y, xȳ, x ∨ ȳ, g1, g2, . . . , g8, g
d
3 , g

d
4 , g

d
7 , g

d
8}

MP0 FS((ZM ∪ {1}) \ {x ∼ y, x ∨ ȳ}) = FS0(1, x + y, xȳ)
MP1 FS((ZM ∪ {0}) \ {x + y, xȳ}) = FS1(0, x ∼ y, x ∨ ȳ)
MP FS((ZM ∪ {0, 1}) \ {x + y, x ∼ y, xȳ, x ∨ ȳ})
D FS(ZD ∪ Z̄D), kde ZD = {0, xy, x ∨ y}
DP FS(0, 1, x̄, xy, x ∨ y)
DM FS(0, 1, x̄, xy, x ∨ y, g1, g2)
A FS(ZA) = FS0(ZA2 ∪ Z̄A2) = FS1(ZA2 ∪ Z̄A2) = FS01(ZA2 ∪ Z̄A2),

kde ZA je množina funkćı ve tvaru xy + ax + by + c; a, b, c ∈ {0, 1},
ZA2 = {xy, xȳ, x ∨ y}

AP0 FS(ZA ∪ {1, x̄}) = FS0(1, xy, x ∨ y, xȳ)
AP1 FS(ZA ∪ {0, x̄}) = FS1(0, xy, x ∨ y, x ∨ ȳ)
AP FS(0, 1, x̄, xy, x ∨ y, g0, g2)
AD FS(ZAD ∪ Z̄AD), kde ZAD = {0, xy, x ∨ y, g0, g2}
U FS(ZU ∪ Z̄U) = FS01(ZU2 ∪ Z̄U2),

kde ZU = {xy, x ∨ y, x + y, xȳ, g0, g1, g2}, ZU2 = {xy, x ∨ y, x + y, xȳ}
UP0 FS0(1, xy, x ∨ y, x + y, xȳ)
UP1 FS1(0, xy, x ∨ y, x ∼ y, x ∨ ȳ)
⊥ FS(0, 1, x̄, xy, x ∨ y, g0, g1, g2)
UD FS01(ZUD ∪ Z̄UD), kde ZUD = {0, xy, x ∨ y, g0, g1, g2}
UM FS01(x̄, xy, x ∨ y)
∧ FS(Z∧) = FS01(x̄, x ∨ y),

kde Z∧ = {x̄, x ∨ y, x + y, x ∼ y, xȳ, x ∨ ȳ, g0, g1, g2, g3, g4, g
d
8 , g9}

∧P0 FS0(1, x ∨ y, x + y, xȳ, g0, g9)
∧P1 FS1(0, x ∨ y, x ∼ y, x ∨ ȳ)
∧P FS(0, 1, x̄, x ∨ y, g0, g1, g2, g3, g4, g

d
8 , g9)

∨ FS(Zd
∧) = FS01(x̄, xy)

∨P0 FS1(0, xy, x ∼ y, x ∨ ȳ, g0, g
d
9)

∨P1 FS0(1, xy, x + y, xȳ)
∨P FS(0, 1, x̄, xy, g0, g1, g2, g

d
3 , g

d
4 , g8, g

d
9)
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pro všechna k ≥ 2 a k =∞:
T k

0 FS(ZT0 ∪ Zk) = FS0({1, x̄, x + y, x ∨ y} ∪ Zk),
kde ZT0 = {1, x̄, x + y, x ∨ y, g1, g2, g

d
8 , g10, g11, g12}, Zk = T 2

0 \ T k
0

PT k
0 FS(ZPT0 ∪ (Zk ∩ P1)), kde ZPT0 = {0, 1, x̄, x ∨ y, g1, g2, g

d
8}

MT k
0 FS(ZMT0 ∪ (Zk ∩M)) = FS0({1, x̄, x + y, x ∨ y} ∪ (Zk ∩M)),

kde ZMT0 = {1, x̄, x + y, x ∨ y, xȳ, g1, g2, g3, g4, g
d
7}

MPT k
0 FS(ZMPT0 ∪ (Zk ∩MP1)),

kde ZMPT0 = {0, 1, x̄, x ∨ y, xȳ, g1, g2, g3, g4, g
d
7}

T k
1 FS(Zd

T0
∪ Zk2) = FS1({0, x̄, x ∼ y, xy} ∪ Zk2), kde Zk2 = T 2

1 \ T k
1

PT k
1 FS(Zd

PT0
∪ (Zk2 ∩ P0))

MT k
1 FS(Zd

MT0
∩ (Zk2 ∩M)) = FS1({0, x̄, x ∼ y, xy} ∪ (Zk2 ∩M))

MPT k
1 FS(Zd

MPT0
∪ (Zk2 ∩MP0))

s použit́ım označeńı pro booleovské funkce:
g0(x, y, z) = xy + xz + yz,
g1(x, y, z) = x + y + z,
g2(x, y, z) = xy + xz + yz + x + y,
g3(x, y, z) = x(y ∼ z), gd

3(x, y, z) = xy + xz + x + y + z,
g4(x, y, z) = x(y ∨ z̄), gd

4(x, y, z) = xyz + xy + yz + x + y,
g5(x, y, z) = xy + x + z,
g6(x, y, z) = xy + xz + y,
g7(x, y, z) = xyz + x + y, gd

7(x, y, z) = xyz + xy + xz + yz + z,
g8(x, y, z) = xyz + xy + x + y + z, gd

8(x, y, z) = xyz + xz + yz + x + y,
g9(x, y, z) = x(y ∨ z),
g10(x, y, z) = xy + xz + y + z,
g11(x, y, z) = xyz + x + y + z,
g12(x, y, z) = xyz + xy + xz + yz + x + y
a definováńım množin Z̄ = {f̄ : f ∈ Z}, Zd = {fd : f ∈ Z}.

D̊ukaz. Podle Tvrzeńı 5.1.1 hledáme funkce f nelež́ıćı v klonu C takové, že
všechny funkce ze Sub(f)\ [f ] již v C lež́ı. Jejich sjednoceńı dává hledané Z.

Předpokládejme, že již máme charakterizaci klonu C = FS(Z). Položme
Z0 jako podmnožinu funkćı ze Z, pro kterou plat́ı: f ∈ Z0, pokud f nelze
źıskat z žádné funkce ze Z \ f dosazeńım 0. Pak plat́ı C = FS0(Z0). Tedy,
je jednoduché źıskat FS0-charakterizaci klonu C, máme-li již charakterizaci
C = FS(Z). Podobně źıskáme i FS1-charakterizaci a FS01-charakterizaci.

Konkrétńı diskuzi pro jednotlivé klony neuvád́ıme.
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5.3 Kritéria úplnosti v klonech

Tvrzeńı 5.3.1. (Kritéria úplnosti) Klon C je generovaný množinou funkćı
F (tj. F je úplná v C) právě tehdy, když F obsahuje následuj́ıćı funkce (viz.
druhý sloupec):
C F Př́ıklad F
> f0 /∈ P0, f1 /∈ P1, fA /∈ A, fD /∈ D, fM /∈M 〈x̄, x ∨ y〉
P0 f1 /∈ P1, fA /∈ A, fM /∈M, fT0 /∈ T 2

0 〈x + y, xy〉
P1 f0 /∈ P0, fA /∈ A, fM /∈M, fT1 /∈ T 2

1 〈x + y + 1, x ∨ y〉
P fD /∈ D, fM /∈M, fT0 /∈ T 2

0 , fT1 /∈ T 2
1 〈x ∨ y, x(y ∨ z̄)〉

A f0 /∈ P0, f1 /∈ P1, fD /∈ D, fU /∈ U 〈1, x + y〉
AP0 f1 /∈ P1, fU /∈ U 〈x + y〉
AP1 f0 /∈ P0, fU /∈ U 〈x + y + 1〉
AP fU /∈ U 〈x + y + z〉
AD f0 /∈ P0, fU /∈ U 〈x + y + z + 1〉
D f0 /∈ P0, fA /∈ A 〈ḡ2〉
DP fA /∈ A, fM /∈M 〈g2〉
DM fU /∈ U 〈xy + xz + yz〉
MP fT0 /∈ T 2

0 , fT1 /∈ T 2
1 〈xy, x ∨ y〉

MP0 f1 /∈ P1, fT0 /∈ T 2
0 , f∨ /∈ ∨ 〈0, xy, x ∨ y〉

MP1 f0 /∈ P0, fT1 /∈ T 2
1 , f∧ /∈ ∧ 〈1, xy, x ∨ y〉

M f0 /∈ P0, f1 /∈ P1, f∧ /∈ ∧, f∨ /∈ ∨ 〈0, 1, xy, x ∨ y〉
T∞0 f1 /∈ P1, fM /∈M 〈xȳ〉
PT∞0 fM /∈M 〈x(y ∼ z), x(y ∨ z̄)〉
MPT∞0 f∧ /∈ ∧ 〈x(y ∨ z)〉
MT∞0 f1 /∈ P1, f∧ /∈ ∧ 〈0, x(y ∨ z)〉
k ≥ 2:
PT k

0 fM /∈M, fT0 /∈ T k+1
0 〈x(y ∨ z̄), md

k+1〉
T k

0 f1 /∈ P1, fM /∈M, fT0 /∈ T k+1
0 〈xȳ, md

k+1〉
MPT k

0 fT0 /∈ T k+1
0 a pro k = 2 také fD /∈ D 〈x(y ∨ z), md

k+1〉
MT k

0 f1 /∈ P1, fT0 /∈ T k+1
0 〈0, x(y ∨ z), md

k+1〉

Kritéria pro klony U,∧,∨ jsou z triviálńıch d̊uvod̊u vynechána.

D̊ukaz. Nutná podmı́nka je př́ımo ověřitelná dle následuj́ıćı tabulky, výběrem
generuj́ıćıch funkćı (s využit́ım T k

0 ⊃ T∞0 , md
k+1 ∈MPT k

0 \ T k+1
0 ).
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Booleovská funkce U P0 P1 ∧ ∨ M D A T 2
0 T∞0 T 2

1 T∞1
0 U P0 - ∧ ∨ M - A T 2

0 T∞0 - -
x̄ U - - - - - D A - - - -
1 U - P1 ∧ ∨ M - A - - T 2

1 T∞1
xy - P0 P1 ∧ - M - - T 2

0 T∞0 - -
xȳ - P0 - - - - - - T 2

0 T∞0 - -
x ∨ y - P0 P1 - ∨ M - - - - T 2

1 T∞1
x + y - P0 - - - - - A - - - -
x ∼ y - - P1 - - - - A - - - -
x + y + z - P0 P1 - - - D A - - - -
xy + xz + yz - P0 P1 - - M D - T 2

0 - T 2
1 -

x(y ∨ z) - P0 P1 - - M - - T 2
0 T∞0 - -

x(y ∨ z̄) - P0 P1 - - - - - T 2
0 T∞0 - -

V d̊ukazech postačuj́ıćı podmı́nky se použ́ıvaj́ı Kritéria úplnosti. Je třeba
dokázat, že množina F obsahuj́ıćı dané funkce generuje klon C. Zkoumá se
proto, jaké redukované tvary lze z jednotlivých funkćı f /∈ D = FS(Z), tedy
z množiny Z ∩ C, źıskat, a dokazuje se postupným přidáváńım jednotlivých
tvar̊u, že z nich lze skládáńım (a redukćı) źıskat generuj́ıćı množinu. Př́ıklady
takových generuj́ıćıch množin jsou uvedeny v posledńım sloupci tabulky.

Tento postup prob́ıhá analogicky pro všechny jednotlivé př́ıpady, jen na
ukázku proto uved’me:

D̊ukaz pro >: Nebot’ P0 = FS(1, x̄) a P1 = FS(0, x̄), z funkćı f0 a f1

źıskáme x̄, nebo {0, 1}. Nebot’ D = FS(ZD ∪ Z̄D), kde ZD = {0, xy, x ∨ y},
užit́ım x̄ a fD źıskáme {0, 1}, nebo 〈x̄, xy〉 = >, či 〈x̄, x ∨ y〉 = >. Použit́ım
fM /∈ M = FS01(x̄), 0 a 1 źıskáme x̄. Máme tedy {0, 1, x̄}. Nebot’ A =
FS01(ZA2 ∪ Z̄A2), kde ZA2 = {xy, xȳ, x ∨ y}, užit́ım 0, 1, x̄ a fA źıskáme
jednu z množin {x̄, xy}, {x̄, x ∨ y} (xy je generována funkćı xȳ: xxy = xy)
a ty generuj́ı >.

D̊ukaz pro AP0: Z f1 /∈ P1 = FS(0, x̄) źıskáme 0, nebot’ x̄ /∈ AP0. Z f /∈ U
substitućı 0 můžeme źıskat lineárńı funkci dvou proměnných, tj. x+y (nebot’

x + y + 1 /∈ AP0), 〈x + y〉 = AP0.
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5.4 Postova klasifikace klon̊u

Mějme nějaký klon C. Je zřejmé, že pokud C ⊆ U , C ⊆ ∧, C ⊆ ∨, pak C
je klonem typu U , ∧, nebo ∨. Proto předpokládejme, že klon C * U,∧,∨.
Užit́ım Kritéríı úplnosti se ověř́ı, že C odpov́ıdá nějakému klonu Postovy
klasifikace:

1. C ⊆ A:
Pokud C ⊆ P0 a C ⊆ P1, pak C = AP .
Pokud C ⊆ P0 a C * P1, pak C = AP0.
Pokud C * P0 a C ⊆ P1, pak C = AP1.
Pokud C * P0, C * P1 a C ⊆ D, pak C = AD.
Pokud C * P0, C * P1 a C * D, pak C = A.

2. C * A a C ⊆ D:
Pokud C ⊆M , pak C = DM .
Pokud C * M a C ⊆ P0, pak C = DP . (C ⊆ P0 ∩D ⇒ C ⊆ P1)
Pokud C * P0, pak C = D. (C * P0, C ⊆ D ⇒ C * M)

3. C * A, D a C ⊆ T 2
0 :

Pokud C ⊆M a C ⊆ P1, pak C = MPT k
0 , k ≥ 2, nebo C = MPT∞0 .

Pokud C ⊆M a C * P1, pak C = MT k
0 , k ≥ 2, nebo C = MT∞0 .

Pokud C * M a C ⊆ P1, pak C = PT k
0 , k ≥ 2, nebo C = PT∞0 .

Pokud C * M a C * P1, pak C = T k
0 , k ≥ 2, nebo C = T∞0 .

4. C * A, D a C ⊆ T 2
1 : je duálńı k př́ıpadu 3.

5. C * A, D, T 2
0 , T 2

1 a C ⊆M :
Pokud C ⊆ P0 a C ⊆ P1, pak C = MP .
Pokud C ⊆ P0 a C * P1, pak C = MP0.
Pokud C * P0 a C ⊆ P1, pak C = MP1.
Pokud C * P0 a C * P1, pak C = M .

6. C * A, D, T 2
0 , T 2

1 , M :
Pokud C ⊆ P0 a C ⊆ P1, pak C = P .
Pokud C ⊆ P0 a C * P1, pak C = P0.
Pokud C * P0 a C ⊆ P1, pak C = P1.
Pokud C * P0 a C * P1, pak C = >.
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[2] Kuntzmann, J.: Algèbre de Boole, Dunod, Paris, VI (1965), 190-227.

[3] Zverovich, Igor’ E.: Characterization of closed classes of Boolean functi-
ons in terms of forbidden subfunctions and Post classes, Discrete Ap-
plied Mathematics 149 (2005), 200-218.

[4] Post’s lattice. Wikipedia [online]. Wikimedia, aktualizace 2008-04-26
[cit. 2008-07-31]. Dostupný z WWW:
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