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Abstrakt: V predlozenej praci predstavujeme principy fungovania kvantovych
pocitacov, vyuzivajucich kvantové javy na urychlenie rieSenia niektorych uloh.
Popisujeme kvantové algoritmy, ktoré prinaSaju exponencialne zrychlenie oproti
klasickému pristupu. Doraz kladieme na Shorov faktorizaény algoritmus,
rozkladajuci Cisla v polynomidlnom ¢ase a mozné dosledky jeho implementécie v
oblasti informacnej bezpecCnosti. Venujeme sa partidam z tedrie Cisel, ktoré
vyuziva a predstavujeme kryptosystém RSA. Prevddzame problém faktorizacie
na problém ndjdenia radu prvku. V zévere predstavujeme uskalia realizacie
kvantovych vypoctov v praxi, ale aj uspechy a vizie do budtcnosti.
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Abstract: In this work we present basic principles of quantum computers, devices
using quantum phenomena to solve hard problems. We describe quantum
algorithms that bring exponential improvement over classical approach. We
describe Shor's factoring algorithm, working in polynomial time and it's
consequences in the field of information security. RSA cipher and selected
parties from number theory needed for this algorithm are introduced. It's shown,
how the integer factorisation problem can be converted to the finding order
problem. We mention obstacles in physical realisation of quantum computers,
recent achievements and visions.

Keywords : quantum computer, quantum mechanics, factorisation

4



Kapitola 1

Kvantovy model
1.1 Uvod

Rast vykonu pocitatov celkom verne nasleduje Moorov zékon, ktory
hovori, Ze sa kazdych 18 mesiacov pocet tranzistorov na lacno
vyrobiteI'nych ¢ipoch zdvojnasobi. Tento 1Zasny exponencidlny narast
vSak znamend, Ze inZinieri nevyhnutne narazia na hranicu, pod ktora
uz nebude mozn¢ zmenSovat vyrobné technoldgie. Na atomarne;
urovni uz nebude mozné skonStruovat’ potrebné komponenty. AvSak
tam, kde éra klasickych pocitaCov teoreticky konci, sa najsilnejSie
prejavuju kvantové javy. Ich pochopenie a vyuzitie umoznuje posunut’
vypocetny vykon nad moZnosti klasickych pocitacov.

Myslienka pouzit’ zakony kvantove] mechaniky na vypocty sa zacala
objavovat’ v osemdesiatych rokoch . Bolo sice dokazané, Ze je mozZn¢
simulovat’ kvantovy vypocet na klasickom pocitaci, Co znamend Ze
kvantovy pristup neprinaSa ni¢ fundamentalne nové, avSak simulicia
musi byt’ exponenidlne naro¢na [4]. Tento fakt je zakladnym dévodom
pre obrovsky potencidl kvantovych pocitacov. Prikladom je kvantovy
algoritmus rozkladajuci Cisla na st€in prvocisel v polynomialnom case,
ktory popiseme.



1.2 Principy kvantovej mechaniky

V tejto cCasti predstavime zakladné principy kvantovej tedrie, s
dorazom na tie, ktor¢ su najrelevantnejSie pre oblast’ kvantovych
vypoctov. Ako kazdd fyzikalna teoria, aj kvantovd mechanika
predstavuje postulaty, ktoré sluzia ako zaklad a zvizuju jej abstraktny
matematicky model s realitou sveta, ktory sa snazi popisat’.

Postulat 1

Ku kaidému uzavretému kvantovému systém je asociovany
komplexny Hilbertov priestor H. Stavu systému odpoveda hodnota
vektoru s normou 1 v tomoto priestore [2].

Najjednoduchsi kvantovy systém je reprezentovany dvojrozmernym
komplexnym vektorovym priestorom C€® . Stavy v fiom su vyjadrené
dvojicami komplexnych ¢isel « a B , takymi Ze |«f+|p’=1 . Pri
vyjadreni bazovych vektorov tohto priestoru

0= d| |1>=m

dostavame obvyklé vyjadrenie zakladne; jednotky kvantovej
informacie, ktora opisuje stav |¢) nasho jednoduchého systému ako

@)=al0)+B[1).

Tento stav sa nazyva qubit, €o je skrateny nazov pre quantum bit.
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Pripad [ qubitového systému, takzvan¢ho kvantového registra, sa
modeluje tenzorovym su¢inom [ jednoqubitovych systémov
C’'®C’®..®C* . Fazou budeme v dalSom rozumiet uhol v
exponencialnej notacit komlexné¢ho ¢isla pri bazovom stave,
amplitidou zas absolutnu hodnotu tohto komplexného ¢isla. Na troch
klasickych bitoch sa ¢islo 0 reprezentuje ako 000, Cislo 7 ako 111 a
Cislo 5 ako 101. Skasme pre ilustraciu reprezentovat Cisla 0 az 7
qubitmi. BeZne sa volia v jednotlivych qubitoch také bazové stavy, aby
vysledny symbolicky zapis daval zapis vyjadrované¢ho cisla v
dvojkovej sustave. Pre ¢islo 5 pouzijeme kvantovy register v stave

[1)®[0)®]1)=[101)=]5) .

Vidime tri rozne symbolické zapisy bazového stavu kvantového
registra pozostavajuceho z troch qubitov, ktory vyjadruje 5. Takto je
mozné pohodlne reprezentovat’ Cisla 0 az 7. Nie je ale dovod, preco
by mal byt kazdy qubit v registri len v zdkadnom bdzovom stave.
UvaZme situaciu, ked  je prvy qubit \% stave

1/42]0)+1/32[1)=1/32(]0)+]1)) Potom podmienka [«f+|gf=1 je
splnena,

0)+[1)]®]0)®]1 001 )+ [1)+]5))

=l =510 )+ =101) =
a to znamena, Ze kvantovy register uchovava v sebe hodnoty 1 a 5
sucasne. Hovorime o kvantovej superpozicii. Nie je tazké si predstavit’
superpoziciu, pri ktorej sme schopni uchovat’ vSetkych 2" hodnét,
kde n je pocet qubitov tvoriacich register. Pred tym, ako tento fakt
vyuzijeme pri vypoctoch, zaoberajme sa chvilu otazkou, ako sa
kvantovy stav vyvyja v Case.



Postulat 2

Vyvoj uzavretého kvantového systém je dany unitarnym operdtorom
U, ktory stav |@) v ase t, pretransformuje do stavu v Case t,
tak, Ze |@")=Ulp) [2].

Unitarne operatory zachovavaju normu, preto vznikne platny kvantovy
stav. Pouzijeme ich na vybudovanie matematického modelu
kvantového pocitaa. Nestaci vSak vediet’ iba dany kvantovy systém
reprezentovat’ a transformovat, na to aby sme boli schopni pouzit
kvantové principy na vypocCty, je nutné nejakym spOsobom vystup
precitat, teda uskutoCnit’ meranie. A tu sa situdcia odliSuje od
klasickych modelov, totiZ kvantovy stav sa meranim ovplyvni, a to tak
vazne, 7Ze to znemoznuje jeho kopirovanie.

Postulat 3

Matematickym modelom merania stavu je mnoZina podpriestorov
B, B,,...,B,cH takych,  %e B, XB,X...XB,=H q
B, 1B, prei#j . Potom je moiné vyjadrit’ stav |@) ako

k
|‘~I/>=Z «;|wB,;) ,
i=1

kde |@ B;) je prvok podpriestoru B; . Vysledok merania je jeden
z podpriestorov B; a to s pravdepodobnost’ou |0(,-|2 . Stav @)

skolabuje do stavu ziskaného renormalizdciou |y B;) [3].

Teda vysledkom merania je informacia, ktory podpriestor  bol
vybrany, informacie mimo tohto podpriestoru su stratené. Ak by sme
chceli merat’ nasu superpoziciu ¢isel 1 a 5 a rozhodli sa pouzit’ bazové
stavy 0 az 7 ako podpriestory, dostali by sme v polovici pripadov
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odpoved’ 1 a v polovici 5. V dalSom budeme pracovat’ s touto,
takzvanou kanonickou bazou. Prave kolaps stavov je dovodom, preco
nie je mozn¢ kvantovy stav kopirovat. To vedie na zaujimavu
aplikaciu v oblasti kvantovej kryptografie. Ak by sa Uto¢nik pokusil
odpocuvat’ informacie, nedokazal by ich kopirovat a posielat v
nezmenene] forme pévodnému prijemcovi. To by strany, ktoré si
napriklad potrebuju bezpecne vymenit’ kI'i¢ odhalili a nepouzili by ho.
Kolaps taktieZ ni¢i nddej na exponencialnu paralelizaciu vypoctov,
kedy by pocita¢ dostal superpoziciu vSetkych vstupov a podal by
superpoziciu odpovedi ako vystup. Vidime, Ze keby sme sa vystupny
stav pokusili merat’, skolaboval by jednej z odpovedi a stratili by sme
vSetky ostatné. AvSak predsalen sa nejakd informacia vydolovat’ da,
daji sa ziskavat odpovede globalnejSej povahy. Nedokdzeme sice
naraz ziskat hodnotu vSetkych funkénych hodnoét urcitej funkcie, ale
dokézeme napriklad urcit’ jej periddu.

Kapitola 2
Teoria cCisel
2.1 Kryptosystém RSA

V tejto Casti predstavime v praxi vel'mi rozSireny systém na ochranu
informacii, RSA viz napr. [9]. Strany A a B potrebuja spolu bezpecne
komunikovat. Dohodnu sa, Ze budu reprezentovat spravy ako Cisla.
Strana A najde dva rozne prvodisla p , ¢ a za N polozi N = pg. Dalej
vypoc¢ita hodnotu Eulerovej funkcie z N, ¢(N)=(p—1)(¢g—1) .
Zvoli &islo e tak, aby bolo nesudelné s ¢(N) a l<e<p(N) .
Nakoniec vypoéita d spliujuce de=1mod ¢(N) . Na nachadzanie
velkych prvocisel sa pouzivaji pravdepodobnostné algoritmy, ktoré
vyberu kandidata a overia, ¢i sa jedna o prvocislo napriklad pomocou
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Rabin-Millerovho testu [8]. Cislo d sa zas I'ahko najde pomocou
rozSireného Euklidovho algoritmu, kedZe mdme nesudelnost e a
¢(N) . Strana A zverejni dvojicu (e,N), takzvany verejny kIa¢. To
umozni strane B zaSifrovat’ spravu ¢, uréent pre A, ako c¢=t"mod N .
Ak teda A obdrzi spravu ¢, teda ¢ v zaSifrovanej podobe, staci jej na
desifrovanie pouzit’ svoj sukromny kI'ai¢ d , ktory nik iny nepozna.
Vypoéita t=c"mod N . To, ze v skutoénosti dostane pdvodnii spravu
nahliadneme 2z toho, Ze cd:tde:tHS(P_l)(Q_l):tmodp a
== = 0d g pricom vyuzivame mali Fermatovu
vetu a vidime Ze kongurencie platia, aj ked’ p deli . Mame ¢“—¢
delitelné ¢ aj p, teda aj pg. Dostavame ¢“=¢mod N . Bezpe¢nost
RSA je postavena na tom, Ze ak by chcela tretia strana dekodovat
spravu urcenil pre A, musela by poznat’ d, na vypocet ktorého zas
¢ (N) a tato hodnotu by bola schopna zistit’ len zo znalosti p a ¢,
teda faktorov N. V stcastnosti faktorizacia na klasickych pocitatoch
predstavuje pre vel'ké N neprekonatelny problém. Pozrime sa teraz na
to, ako sa da previest’ probém rozkladu zlozeného neparneho ¢isla N na
ulohu n3jdenia radu prvku v Z*; teda v grupe invertibilnych prvkov s
nasobenim modulo N. Rddom prvku x€Z*, sa mysli najmensie r

také, ze x'=1mod N .

2.2 Rozklad cez rad

Predpokladajme, Ze mame k dispozicii proceduru ktora najde rad r

prvku x v grupe Z'y . PrepiSeme x'=1mod N na
(x"*=1)(x"*+1)=0 mod N a ukdzeme, 7e pre pame r a
xX"*#—1mod N je NSD(x"?—1,N) netrividlnym faktorom N.

Oznaéme (x°—1) ako u a (x"°+1) ako w. N|uv takze
Nk=uv pre nejaké k  Predpokladajme pre spor, Ze
NSD(x"?—1,N)=1 .Potom mu+nN=1 pre nejaké m, n .
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Vynasobenim poslednej rovnosti v dostavame mNk+nNv=v a teda

N|v . To by implikovalo existenciu % takého, Ze Nhi—1=x"" a
teda spor s predpokladom x"’#—1mod N . Zostava teda zistit,, ako
Casto uvedeny postup nefunguje, teda s akou pravdepodobnostou

4 /2 v 7 w7
dostaneme neparne r alebo  x"'“=—1mod N . Oznacime rozklad c¢isla

k
N=[]p" a 7, rdd x modulo p;" . Potom r je najmensi spolo¢ny
i=1

nasobok vietkych 7, . Najvacsie d, také ze 2“|r, nazvime 2-
valudciou 7; . Ak sa zhoduju 2-valuacie 7, , dostavame sa do
situdcie, ktora nevedie k ciel'u. Skuto¢ne, ak su d,=0 je r neparne.
V pripade d;>1 je x"*=—1mod N pretoze x"*=—1mod p{' pre
vietky i. Podla Cinskej vety o zbytkoch je nahodny vyber x modulo
N to isté, ako ndhodny vyber X; modulo p,” pre vietky i. Grupa ]
z o Je cyklicka, preto mame najviac poloviénu Sancu vybrat X,
ktorého rad ma nejakt konkrétnu 2-valuaciu  d; . Teda ak vyberieme
pre i =1, pre i =2 narazime na X, s d,=d, s pravdepodobnost'ou
najviac 1/2 , a tak d’alej a teda vidime ze sa vSety d; zhodna s
pravdepodobnostou najviac  1/2°7' . Pre pripad k=1, kedy je
neparne N mocninou prvocisla, uZz existuji efektivne faktorizacné
algoritmy.
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Kapitola 3
Kvantové vypocty

3.1 Budovanie kvantovych bran

V tejto kapitole zostrojime zékladné stavebné jednotky kvantového
pocitaca, kvantové brany. Matematicky je kvantova brana unitarna
transformacia, ktora posobi na jeden alebo viac qubitov. Samozrejme
vysledok mozZe sluzit ako vstup pre dalSiu kvantova branu. Takto
naviazan¢ brany tvoria kvantové obvody a umoznuji uskuto¢nit’ beh
kvantového algoritmu na ktory su urené. Zacneme najednoduchsou,
Hadamardovou branou H. Ta pdsobi na jeden qubit a jej G€inok na
jednotlivé bazove stavy je

H|o>=%<|o>+|1>) H|1>=%<|o>—|1>).

V tvare unitarnej matice vyzera Hdamardova brana ako

_ 11 1
NPAU S|

takze |x>—>1/\/§((—1)x|x>+|1—x>) pre x=0,1. Vidime, zZe H
umoznuje uviest' qubit v zakladnom bazovom stave do superpozicie
stavov. Dal$ou uZitoénou branou bude c-V brana, posobiaca na dvoch
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qubitoch a to tak, Ze bazu transoformuje ako [0)|y)—|0)|y)
|[1)|y)—=|1)(V|y)) , teda v pripade, Ze prvy (kontrolny) qubit je 1
aplikuje na druhy unitarnu transformaciu

Skusme skombinovat’ prvé dve brany podla nasledujucej schémy.

|x » » |x

1) el H | V e V = H | 1@

Horizontdlne Ciary predstavuju vyvoj stavov jednotlivych qubitov
pocas behu vypoctu z 'ava do prava, Stvorce zodpovedaji unitarnym
transformdciam a vertikadlne spoje graficky vyjadruju Ze brana V je
dvojqubitova. Dostdvame branu c-NOT. Pozrime sa, ako pdsobi na
jednotlivé bazove stavy.

0310)=10)5(10)+11)1=10)~50)+11))~10)] F10)+510)|10)10)
0)11)-10)510)~41))=10)F5(10)~11)1=10) 311+ 511 | -0)11)
[1)10)=11) 75100+ D] =17 [0)+11) )= 1) 75 (10)=11) = |1)]1)

|1>|1>~|1>%(|o>—z-|1>>a|1>%(|o>—f|1>)e|1>%<|o>+|1>)a|1>|o>
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V pripade, zZe je horny qubit v stave 0, dolny zostane nezmeneny. Ak je
vSak v stave 1, zneguje hodnotu dolného. Preto ndzov controlled NOT.
Mohli sme c-NOT branu vyjadrit’ rovno ako c-U kde transformacia

i

prehadzuje dolny qubit. Podobne m6Zme pripravit’ tretiu branu, c-PS
(¢) =z anglického controlled phase shift, transformacia dolného
qubitu bude v maticovom zapise vyzerat’ nasledovne

Brana c-PS (¢) na bazovy stav |x)|y) pdsobi ako e™?|x)|y) ,
dochéadza k posunu fazy o ¢ , vpripade Zex =y = 1.

Konstrukcia ¢c-NOT pomocou Hadamardovych a c¢-V bran pekne
ilustruje, ako sa pomocou malo jednoduchych stavebnych blokov daju
vyrobit’ zlozitejSie, ¢o je Ziadané, ked’ sa fyzicky navrhuje kvantovy
obvod. Odpadd totiz nutnost hladat’ fyzikdlnu reprezentaciu
samostatne pre kazdi pouzitl branu. Pozrime sa na to, ako sa da na
kvatovom pocita¢i vyhodnocovat’ funkcia AND a scitat’ modulo 2.
Budeme na to potrebovat’ controlled-controlled-NOT branu. Ta
zneguje treti qubit ak su prvé dva v stave 1. Ak ju pouZijeme na tri
qubity v stavoch |x)|y)|z) x,y,z=0,1 dostaneme
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v 1
|z NOT
¢o zodpoveda funkcii

|xy®z

[OIz) =) ml(xay)ez)) .
Nastavenim posledného qubitu na 0 dostdvame AND, v opacnom

pripade negaciu AND. Na sc¢itanie modulo 2 pouZijeme

|x » W E3
[y #—]|NoT x@y
|z NOT |xy

teda jeden c-c-NOT a jeden ¢-NOT. Aj branu c¢-c-NOT je mozné
skonstruovat’ pomocou Hadamardovych a c-V bran [5]. Postupne takto

ide vybudovat’ kvantove scitanie, z neho nasobenie a mocnenie

modulo N. Pradve moduldrne mocnenie vyuZijeme pocas algoritmu na

faktrorizaciu. Poznamenajme, Ze vSetky brany musia byt unitarne
transformdcie, teda invertibilné. Na klasickych pocitaCoch scitanie
invertibilné nieje, avSak na kvantovych ano. Pripravme si teraz branu,
ktora je jadrom kvantovej faktorizacie. OznaCime ju QFT, Qantum
Fourier Transform. Ukazeme, Ze je mozné vybudovat ju pouzitim H a
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c-PS (¢p) bran. Jedna sa o viacqubitova branu, ktora transformuje

bazovy stav |a) 1 qubitového registra, kde a je vyjadrené v
/-1

dvojkovej sustave ako azz a;2" , nasledovne :

i=0

OFT|a)= fZexp

2T1Tiac

[c) kde g¢=2'

a |c) prebieha vsetkych g bazovych stavov [ qubitového registra.
Hadamardovli branu posobiacu na j-ty qubit oznaéme H; a nech

S« symbolizuje ¢—PS (n/ 2k ) aplikovana na j-ty a k-ty qubit,
i<k.
Vytvorime z nich naseldovnu siet’ :

Hl—lSl—2,l—lHl—2Sl—3,l—1Sl—3,l—2Hl—3"'H1S0,1—1S0,1—2"'S0,2S0,1HO

Napriklad na Styroch qubitoch vyzera siet’ takto,
- I‘l-_3 I - i

502 H S H |

0.3

¢o zapiSeme ako H3;S8,3H,8,38,,H,8,35:,5,,H, . Pozrime sa na
navrhnutta / qubitov siet’ detailnejSie, sledujme aka hodnotu vnesie
pred bazovy stav |c) , ak ju aplikujeme na |a) . V nasledujicom
ukazeme, Ze dostaneme QFT, len bude treba ¢itat’ binarne vyjadrenie ¢
v opa¢nom poradi. Vysledna amplituda pri nejakom bazovom stave
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|b) je ovplyvnena len branami H ; , brany S;, menia iba fazu.
Kazda H; prispieva k vyslednej amplitide pri |b) faktorom

1/4/2 , a tieto prispevky sa vynasobia na 172 , kedze pouzivame
celkovo /[ H; bran. Teda pri kazdom |b) je v sume komplexné
¢islo velkosti 1//g . Po vyhati 1/vg pred sumu vidno, Ze staci
overit, Ze suhlasia fazy pri jednotlyvych bazovych stavoch. Majme

|b) dvojkovo vyjadrené ako |b,_,b,_,..b,) a sledujme, &o
prispieva k jeho konecCnej faze. Postupne transformujeme stav

a,_ya,5..a0)=la,_)|a;,)..|a;) a viimneme si, ze a,
prechddza na b; jedine pdsobenim brany H ; ktora meni fazu len v
pripade a;=b,=1 a to tak, ze k nej pridd m . Vyuzivame

—1=¢'" a  mechanizmus posobenia Hadamardovej  brany

la) > 1N2((=1)"a,)+|1—a,)) @=0,1 Taktiez brany S,
pridavaji  1r/2*7/ ak s @,=b,=1 | inak neprispeju ni¢. Celkovy
prispevok do fazy |b) moZme vyjadrit’ ako

T
Z ma;b;+ Z 2k—jajbk
0<j<lI 0<j<k<l
¢o prepiseme na
T
Z —a;b,
k—j ")
0<j<k<12

a prehodenim poradia vyjadrenia b a ozna¢enim ho ako ¢, mame

2 o
TAiCr1-k

k—
0<j<k<l 2
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Substituciour =/ - k-1 dostavame

0<j+r<l!

Ak by sme scitali aj cez j+r=[ pridavali by sme celoCiselné
nasobky 2= a teda by to nemalo na fazu vplyv. M6Zeme teda s¢itat’
cez vSetky j, r<I.

-1

i AT -1 -1
> 2w 2112 ajcr=22—7,TZ 2’%2 2c,
j=0 r=0

j,r=0 2

kedze ¢=2' dostivame (2miac)/q . TakZe, po aplikovani nase;

siete dostavame

-1

2Trzac
Z i

kde dvojkové vyjarenie ¢ je vyjadrenie b, ale ¢itané v opacnom
poradi. Teda siet’ produkuje QFT, jedine treba ¢itat’ odzadu dvojkovy
zapis obdrzanych bazovych vektorov, ¢o z hladiska implementacie

nepredstavuje problém [1]. Ukazali sme taktiez, Ze sice ¢g= 2! rastie
exponencialne , na QFT postacuje /(/—1)/2 bran.
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Kapitola 4

Kvantové algoritmy

4.1 Algoritmus Deutsch-Jozsa

Mame k dispozicii sluSny repertodr bran, je nacase demonStrovat’ silu
kvantovych pocitaCov na konkrétnom algoritme [8]. Budeme pracovat’
s funciou f:{0,1}"—{0,1} , o ktorej vieme, ze je bud’ konStantna
alebo vyvazena (na polovici x ddva 0 na polovici 1). Dalej mame
pristup k jej kvantovej implementacii v podobe orakula, ktore
vyhodnocuje |x)|y)—|x)|y® f(x)) . Chceme rozhodnut, &i je
funkcia konStantna alebo vyvazena, s ¢o najmenSim poctom dotazov.
Vidime, Ze klasickym spdsobom dostaneme spravnu odpoved v
najlepSom pripade po dvoch dotazoch, v najhorSom ich vSak
potrebujeme 2" '+1 . Algoritmus, ktory predstavime, odpovie vzdy
spravne po jednom dotaze. Pripravime si n+1 qubitovy register do
stavu  |0)"[1) . Aplikujeme na kazdy qubit Hadamardovu
transformaciu. Dostaneme stav

2'—1

F Z|x> 10)=]1))

pouzijeme na neho orakulum . Obdrzime

2"—1

\/WZ|X> |f(x))—[1® f(x))]

¢o, prebratim moZznosti hodndt f(x) prepiSeme na

L 1 o))
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Aplikujeme zas H na kazdy qubit v predoSlom vyraze, okrem
posledného, ktory odteraz ignorujeme. Ako H transformuje |x) ?

2"—1

LS -1y

y=0

kde xOy=x, v, tXx,,Y,,t...TX,Y, . To nahliadneme z toho,
7e |y) vznika z vysledkov aplikiacie H na jednotlivé qubity |x)
nasledovne

x)=lx, 1))
%(H)x"1|xn_1>+|1—xn_1>)...%(<—1>%|xo>+|1—xo>) |

Teda po » Hadamamardovych branach mame

L <—1>f<x>z_0<—1>wy|y>

prepisatel'né na

DN CIEIETS

Nakoniec skuto¢nime meranie. Vidime, Ze pravdepodobnost’ zmerania
tohto stavu ako |0)" tj.

R

je 1, ak je funkcia konStantna a 0, ak je vyvazend. VEom spociva toto
exponencialne zlepSenie oproti klasickému pristupu? Naraz sme
orakulu poskytli v§etky vstupy v superpozicii a aj ked’ sme nedostali
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priamo vSetky hodnoty funcie, Sikovhym manipulovanim sme boli
schopni zistit' globadlnu vlastnost’, taki na ktorej sa vSetky hodnoty
podielali.

4.2 Kvantové hPadanie radu

Predosly algoritmus nemé prili§ velké praktické vyuzitie, snad’ s
vynimkou robenia dojmu na sponzorov, ten, ktory predstavime teraz je
vSak natol’ko zasadny, Ze snaha o jeho fyzicku realizaciu vyznamne
pohana vyskum v oblasti kvantovych pocitacov. Ide o centralnu Cast
Shorovho algoritmu na faktorizovanie [1], kvantové hladanie radu
prvku v Z°, . UkaZeme, Ze po sérii transformacii budeme s velkou
pravdepodobnostou merat’ prave také stavy, ktoré nam ho umoZnia
najst. Majme teda x ktorého rad » chceme zistit. Najdeme ¢g=2' pre
nejaké [ také, ze N 2<q< 2N* . Pripravime si dva registre dizky / do
stava  |0)'[0)" . Pomocou bran H pouzitych na prvy register si
dostaneme stav

1<
Ta;|a>|0> :

Aplikujeme  kvantovia  implementaciu  moduldrneho  mocnenia
|x)|0)—|x)|x“mod N) , jeho vystavbu sme uZ naznadili v tretej

kapitole. ESte sa vSak k nemu vratime, vplyva totiz na celkovu

zlozitost’. Do druhého registra sa dostanti hodnoty po mocneni.

\/—Z |a)|x*mod N )
Dalej, na prvy register pouzijeme QFT. Zostaneme Vv stave

qlql

Z3 X ex

ancO

2Trzac lc)|x“mod N) .
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Uskuto¢nime meranie na vSetkych qubitoch. Aka je pravdepodobnost’,

7ze vysledkom bude nejaky konkrétny stav le)|x*mod N,
0<k<r ? Dostaneme ju ako
2
1 2mmiac
~ 2 exp|Y/——| .
q a:x"=x"mod N q

ale taktiez mo6Zme scitat’ cez a: a mod r = k, vzhl'adom na to Ze r je rad
x. Polozme a = br + k a prepiSme podla toho sumu vo vyjadreni
pravdepodobnosti na

[(g—k—1)/7] . 2
2 +
1 Z exp wi(br+k)c |
qd »b=0 q

kde [ ] symbolizuje dolnu celu ¢ast. Clen exp(2mikcl/q) vyberieme
pred sumu a kedze ma velkost 1, nemusime ho uvazovat.
Pravdepodobnost’ sa taktiez nezmeni, ak c¢r nahradime CcCislom
kongurentnym s cr mod ¢, ktoré oznacime {Cl’}q s tym, ZzZe
—ql2<{cr|,<ql2 . Ukadzeme, ze ak je {cr|, malé, vysledna
pravdepodobnost’ je vel'kd, ¢o nam nasledne umozni najst’ ». Sumu v
takto prepisanej pravdepodobnosti

g=kir] 2mibler) \[
1 > exp Ler],
q4  b=0 q
aproximujeme integralom nasledovne
lg=k21)ir] 2mib|cr]
— | exp b+
q 0 q
—k— 2mibcr
o|lla=k=1yr] [ [2mibler], _1)
q q
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Pre ‘{Cl”}q‘<7’/2 je chybovy &len O(1/q) . Poznamenajme, Ze
podmienka |{Cr}q|<r/ 2 nezavisi na k , ¢oho vyuzijeme neskoér. Po
substitucii u= rb/q dostavame

1[<q_k_1)/r]g 2miulcr)
— f exp 2 du -
r 0 r
Kedze k <,
1 .
lfexp 21Tzu{cr}q ”
ry r

saliileno O(1/q) od povodného integralu. Jeho absolatna hodnota
je najmensia pre HCI’}q|=V/2 a vychadza 2/(mr) . Konecne,
umocnenim na druhtt dostavame dolny odhad pre pravdepodobnost
pozorovania stavu |c¢)|x"mod N) , za predpokladu |{crl|<ri2 |
teda hodnotu 4/(m’r*)+0(1/q) , o je aspoit 1/(3r°) pre dost
velké N, pri ktorom st uz chyby v odhadoch dostato¢ne malé.

Podmienku HCV}qKI’/ 2 je mozné vyjadrit aj ako existenciu d

takého, ze —r/2<rc—dg<r/2 . Po vydeleni rg ekvivalentne
lc/g—dlr|<1/(2q) . Odmerali sme ¢, pozniame ¢, skusme
zaokrahlit' zlomok c¢/q na najbliz§i zlomok d/r , ktory ma
menovatel mensi ako n a splia poslednd podmienku

lc/lg—dlr|<1/(2q) . Takyto zlomok existuje maximalne jeden. Ak
by existoval, a mal naviac d a r nesudelné, dostali by sme z neho r.
Kolko stavov |c)|x“mod N) vedie pri pouziti tohoto postupu
uspesne k cielu? Pocet zlomkov d/r s nestdelnym citatelom a
menovatelom udédva Eurlerova funkica, je ich ¢(r) . Kazdy takyto
zlomok je blizko nejakému c¢/q s |c/qg—dlr|<1/(2q) . KedZe x
marad », x* nadobuda r roznych hodndt a dostdvame r¢(r) stavov
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) |x*mod N , ktoré nam umoznia najst r. Kazdy uvidime s
pravdepodobnostou aspoit  1/(37°) teda uspech nastava minimalne s
pravdepodobnostou ¢ (7)/(3r) . Z odhadu ¢ (r)/r>5,/(loglogr)
vidno Ze najdeme » asponn 6,/(loglogr) ¢&asu pre nejaku konstantu

6, . Vysoku pravdepodobnost’ tspechu teda dosiahneme, ak budeme
opakovat’ postup O(loglog(r)) krat. Pozrime sa na vylepSenia,
realizovane klasicky, ktoré nachadzaju dalSich kandidatov na rad . Ak
by sme dostali po zaokruhleni d a r, ktoré maju spolo¢ny delitel’, je
pravepodobné ze bude maly. Preto je vyhodné uvazovat’ za kandidatov
aj malé nasobky 7/, kde d' a r' uz predstavuji zlomok v zakladnom
tvare. Tak isto je vhodné uvazovat najmensi spolo¢ny nasobok dvoch
kandidatov. Ukazuje sa, Ze tieto techniky umoZnuja znizit’ pocet pocet
opakovani postupu z O (loglog(r)) na O(1) ato aj pre najtazsie N.
Uvedené zaokrthlenie sa da urobit’ v polynomidlnom case pomocou
rozvinutia c¢/q do retazového zlomku pomocou ktorého sa najdu
vSetky dobré aproximacie. Odhady a vypleSenia detailnejSie v [1].

4.2 Shorov algoritmus

Mame dané neparne zloZene Cislo N ktorého rozklad hl'addme. Shorov
faktorizany algoritmus vyzera nasledovne:

1.Vyber ndhodne x < N.

2. Vypocitaj NSD(x, N) , ak sa nerovna jedna, nasli
sme netrivialny faktor. Inak pokracuj krokom 3.

3. Najdi rad » prvku x modulo N. Ak je r neparne,

alebo x"">=—1mod N vrat sana 1, inak pokracuj krokom 4.

4. Vypocitaj NSD(xr/Z— 1,N) , nasli sme netrivialny faktor N.
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Po konecnom pocte opakovani dostdvame cely rozklad cisla N a v
pripade hladania rozkladu N = pg , napriklad pre RSA, staci uvedeny
postup sledovat’ raz a druhé prvocislo dopocitat’ klasicky. Pozrime sa
blizSie na zlozitost’ jednotlivych krokov. Zaujima nas ¢asova naro¢nost’
zavisla od dizky vstupu, teda podtu bitov / &isla N. Zlozitost’ kvantovej
Casti, teda kroku 3, udava efektivita modularneho mocnenia. Ukazali
sme 7e¢ QFT sa da uskuto¢nit na O(/°) branach, ktoré predstavuji
jednotku vypocetnej zlozitosti.  Najlepsi klasicky postup pre
moduldrne mocnenie  x"mod N prebiecha tak, Zze sa opakovanym
mocnenim na druht pripravi  x® mod N pre i<log,(r) a potom
vynasobi podmnoZinu tychto mocnin podla toho, kde sa v dvojkovom
zépise 7 objavi 1. Vyzaduje teda O(I) nasobeni a mocneni na druh.
Na nésobenie dvoch / bitovych &isel spotrebujeme O (/) operacii pri
pouziti kolského nasobenia, celkovo teda O(I’) pre modularne
mocnenie. Pre kvantovl verziu modularneho mocnenia moézme pouzit
ten isty postup avSak musime pamétat’ na to, Ze vSetky operacie musia
byt invertibilné, ¢o pfi naivnom pristupe znamena uchovavat
medzivysldky, teda narast narokov na miesto. A kedze Euklidov
algoritmus potrebuje O(/°) operécii, vidime Ze sme stale v medziach
kubickej zloZitosti. Existuje mnoho vylepSeni pouzivajucich rychlejsie
algoritmy na nasobenie alebo redukujucich nérast narokov na miesto,
ktoré vzniknii zaru€enim, aby bolo ndsobenie invertibilné. Vhodnost’
ich pouzitia zavisi od velkosti faktorizovaného Ccisla, pokrocilé
algoritmy st prakticky rychlejSie az pre vacsie I V kazdom pripade je
polynomidlny algoritmus na faktorizaciu senzaciou, pretoze najlepsi
klasicky ma stale exponenidlnu zloZitost’,

1 2

O |exp %l g(logb)g

[6]. Dosledky takto rychleho faktorizovania pre informacnu
bezpecnost’ st obrovské, ak by realne existoval kvantovy pocitac s
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dostatonym poctom qubitov, umoznoval by prelamovat’ Sifry, ako
napriklad RSA, momentdlne povazované za bezpeCné a masovo
rozSirené v praxi.

Kapitola 5

Kvantové pocitace v praxi

5.1 Fyzikalna realizacia, buducnost’

Ak chceme kvantove vypocty uspeSne previest' do praxe, narazime na
radu problémov. Ako reprezentovat’ qubit? Ako konStruovat’ brany
tak, aby skutoCne zodpovedali Ziadanym unitarnym transformaciam?
Na uchovanie kvantovej informacie sa ponukaji mikroskopické
systétmy ktoré vykazuji kvantové spravanie, napriklad polarizované
fotony. Otazka najdenia vhodného hardvéru este stile nieje uzavreta,
avSak vSetky navrhy zapasia s rovnakym nepriatelom. Tym je
takzvana dekoherencia, teda interakcia pocitaca a okolitého prostredia
pocas priebehu vypoctu, kedy vonkajs$i svet uskutoCnuje nechcene
predcasné merania, kolaps stavov a stratu informacie. Existuju postupy
ktoré znizuju tieto vplyvy, robia kvantovy systém odolnejsi. Ries$i sa
problém previest kvantové sprdvanie na mikroskopickej trovni do
vacsich rozmerov, ktoré st inZiniersky l'ahSie realizovatel'né. V oblasti
kvantovych vypoctov vidno velky pokrok, podarilo sa uspesSne
demonstrovat’ Shorov algoritmus na sedem qubitovom pocitaci,
faktorizovanim ¢isla 15. V roku 2007 bol predstaveny firmou D-
WAVE [11] prvy komer¢ne pouzitel'ny pocita¢ so 16 qubitmi, v roku
2008 ho tvorcovia zlepsili na 28 qubitov. Kvantovy procesor,
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uCeny na rieSenie rodiny problémov do ktorej patri napriklad
porovnavanie fotiek, je chladeny na teplotu 10 mK, aby sa
dekoherencia udrzala na prijatelnej urovni. D-WAVE hovori o
dostupnosti 512 a 1024 qubitového pocitaca v najblizsich rokoch, ¢o
uZ prinesie znatelny narast vykonu oproti klasickym pocitacom pri
rieSeni niektorych problémov. Aké su teda vizie vzdialenejSej
buducnosti? Urcite sa nepredpoklada, Ze by kvantové pocitace plne
nahradili su¢asné, stale je mnoho uloh praktickejSie pocitat’ klasicky,
kvantovy pristup sa hodi len na podskupinu uloh. Pravdepodobne budu
spoCiatku dostupné pre komeréné vyuzitie v Specializovanych
strediskach, na ktoré¢ sa budu pripajat’ klasicke pocitace v tej faze behu
vypoctu, ktora je klasicky prili§ narocna a vyzaduje kvantovy pristup.
Kvantova mechanika popisuje spravanie sveta, ktoré je l'udskej intuicii
vzdialené, objavuji sa podivné interpretacie fenoménu superpozicie
ako napriklad znama Schrodingerova macka. T4 je v uzavretej krabici
zaroven mftva a Ziva, kedZe vypustenie jedu zavisi na mikroskopickom
kvantovom jave, ktory kvantova mechanika popisuje ako superpoziciu
dvoch moznych vysledkov a udava len pravdepodobnosti ich zmerania.
AZ otvorenie krabice, teda zmeranie systému donuti system skolabovat’
do jedného zo stavov. Mozno sa vSak ukaZze, Ze kvantové javy nie st
I'udskej mysli az tak vzdialené, objavuju sa indicie, Ze 'udsky mozog
vyuziva na vysSie kognitivne funkcie kvantové principy a teda Ze
kazdy z nas nosi v hlave svoj vlastny kvantovy pocitac.
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