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Jan Mart́ınek
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s použit́ım citovaných pramen̊u. Souhlaśım se zap̊ujčováńım práce a jej́ım
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Úvod

Historie her a hazardńıch her sahá daleko do minulosti a za tuto dlouhou
dobu se vyvinula celá řada nejr̊uzněǰśıch variant. Hry založené na náhodě
lze roztř́ıdit do r̊uzných skupin, každá skupina má určitý společný rys (např.
karetńı hry, kostkové hry). Karetńı a kostkové hry patř́ı k v̊ubec nejstarš́ım
hrám, které byly vyvinuty. Během vývoje došlo k mnoha modifikaćım do
nejr̊uzněǰśıch podob.

Všechny hry maj́ı jednu společnou vlastnost a to, že jsou založeny na náhodě.
Zálež́ı, jak jsou karty zamı́chány, jaké č́ıslo padne na kostce aj. Toto nemů-
žeme nijak ovlivnit a jsme tedy zcela odkázáni na náhodu. Co ale můžeme
ovlivnit? Můžeme ovlivnit celou řadu věćı dle pravidel jednotlivé hry, např.
jaké karty vyneseme, jakých karet se zbav́ıme, s kolika kostkami budeme
pokračovat. Za dobu existence her si lidé vytvořili celou řadu systémů a
mýt̊u, jak neprohrát nebo jak zvolit zaručenou výherńı strategii. V této
práci ukazuji, že existuj́ı určité optimálńı strategie. To však neznamená, že
pokud se jimi budeme ř́ıdit, tak zcela jistě vyhrajeme. Tyto strategie nám
pouze ř́ıkaj́ı, jak maximálně zvýšit svoji šanci na výhru, ale jestli náš soupeř
hod́ı lépe nebo bude mı́t lepš́ı karty, o tom už nám nic neř́ıkaj́ı a v tomto
ohledu jsme stále odkázáni na náhodu.

Zvolený systém rozhodováńı je založen na poměru 50:50, hrajeme dál pokud
máme šanci na zlepšeńı větš́ı než 50%. Ve skutečnosti se preference jed-
notlivých lid́ı lǐśı, a každý z nás je ochoten přijmou větš́ı či menš́ı riziko.
Jsou uvedeny analýzy odlǐsných typ̊u her, které se daj́ı aplikovat i na jiné
než uvedené hry.

Existuje i druh her, které jsou založeny na odlǐsném poměru mezi mate-
matickou pravděpodobnost́ı a výherńım poměrem, zejména hazardńı hry.
Tyto hry nejsou fér, a i když v nich lze naj́ıt optimálńı strategii, tak z
dlouhodobého hlediska budeme vždy ve ztrátě. Na tyto hry je potřeba si
dávat pozor a pokud možno se do nich v̊ubec nepouštět, i když výhra p̊usob́ı
lákavě, tak pravděpodobnost prohry je mnohem vyšš́ı než pravděpodobnost
výhry. Před každou hrou bychom si měli pečlivě rozmyslet, kolik jsme ochotni
prohrát, spoč́ıtat si pravděpodobnost výhry a posoudit, jestli je podstoupené
riziko adekvátńı možné výhře.
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Kapitola 1

Ruleta

1.1 Obecné vlastnosti

Z obecného hlediska se jedná u her typu ‘Ruleta’ o velice jednoduchý princip
založený na náhodném výběru jednoho č́ısla z určitého rozsahu. Pravděpo-
dobnost výběru je u všech č́ısel stejná, jelikož každé č́ıslo je zde zastoupeno
pouze jednou a tud́ıž je pravděpodobnost hodu č́ısla a daná jako:

P (a) =
1

n
,

kde n znač́ı počet č́ısel na ruletě.

Tato vlastnost často vede k velice naivńı hypotéze, že každé č́ıslo se ob-
jev́ı právě jednou v každých n hodech (viz [1]), ovšem tato varianta je velice
nepravděpodobná a je rovna

P (1, n) =
n!

nn
.

Př́ıklad: ve francouzské ruletě je 37 č́ısel a tud́ı̌z je pravděpodobnost, že se
ve 37 hodech právě jednou objev́ı každé č́ıslo je

P (1, 37) =
37!

3737
= 1,304 · 10−15.

Tato pravděpodobnost je téměř rovna 0. Jaká je tedy pravděpodobnost, že
se v n hodech objev́ı právě k-krát zvolená hodnota. Tato pravděpodobnost
je daná binomickým rozděleńım
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P [X = k] =

(

n

k

)

pk(1 − p)n−k,

kde X označuje počet výskyt̊u dané hodnoty v n hodech.

Př́ıklad : ve francouzské ruletě je n=37 (počet č́ısel) a p=1/37

P [X = k] =

(

37

k

)

(

1

37

)k (

1 −
1

37

)37−k

Zkusme se nyńı pod́ıvat co se stane v př́ıpadě, že č́ısel na ruletě bude
nekonečno. Označ́ıme λ = n · p, v předchoźım př́ıpadě bylo tedy λ = 1.
Potom

P [X = k] =
(

n

k

)

pk(1 − p)n−k =
(

n

k

)

λ
n

k
(

1 − λ
n

)n−k
= 1

k!
n!

(n−k)!
λk
(

1 − λ
n

)n−k

= 1
k!

n!
(n−k)!

k
(

1 − λ
n

)n (

1 − λ
n

)

−k n→∞

→ λk

k!
e−λ.

Z tohoto rozvoje vid́ıme, že binomické rozděleńı s parametry n a p lze
apro-ximovat Poissonovým rozděleńım s parametrem λ = n · p. Následuj́ıćı
tabulka znázorňuje kvalitu aproximace binomického rozděleńı Poissonovým
rozděleńım, že v n hodech padne právě k-krát daná hodnota.

Tabulka 1.1. Aproximace binomického rozděleńı Poissonovým pro n = 37.
k Binomické rozděleńı Poissonovo rozděleńı |chyba|

0 0,36285 0,36787 0,00503
1 0,37293 0,36787 0,00505
2 0,18646 0,18393 0,00253
3 0,06042 0,06131 0,00088
4 0,01426 0,01532 0,00106
5 0,00261 0,00306 0,00045
... ... ... ...

Kolik r̊uzných č́ısel se tedy objev́ı v 37 hodech za sebou?

Definujeme proměnné Z0, Z1, Z2, Z3, Z4,· · ·, Z36, kde každá z těchto proměn-
ných nabývá hodnoty:

Zi =

{

1, pokud se č́ıslo i neobjev́ı ani jednou v dané sérii 37 hod̊u,
0, jinak.

Středńı hodnoty těchto č́ısel jsou stejné, nebot’ pravděpodobnost hodu každé-
ho č́ısla je stejná. Pravděpodobnost, že se dané č́ıslo neobjev́ı:

E[Z0] = E[Z1] = E[Z2] = ... = E[Z36] = 0,36285.
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Urč́ıme počet č́ısel, které se v 37 hodech za sebou neobjev́ı

E[Z0] + E[Z1] + E[Z2] + ... + E[Z36] = 37 · 0,36285 ≈ 13.

Ze zákona velkých č́ısel plyne, že v dlouhých séríıch po 37 hodech se zhruba
36,2% ≈ 13 č́ısel v každé jednotlivé sérii v̊ubec neobjev́ı, viz [1].

Př́ıklad: ve francouzské ruletě je n = 37 (počet č́ısel), tud́ı̌z v dlouhých
seríıch po 37 hodech se 13 č́ısel v̊ubec neobjev́ı.

Typickým znakem u tohoto typu her je hraćı plán, na kterém každé pole
vyznačuje určitou výši výplatńıho poměru, jež bude vyplacen, pokud padne
č́ıslo splňuj́ıćı daná kritéria. Tuto vlastnost lze interpretovat matićı výher

V {aij},

která je jednoznačně určena následovně:

V =













a11 a12 a13 . . .
a21 a22 a23 . . .
a31 a32 a33 . . .
...

...
...

. . .













,

kde aij znač́ı výplatu hráče při sázce i při výsledku j.

Sázku hráče lze interpretovat jako vektor ~s:

~s
def
= (s1, s2, s3, . . . , sn); ∀i, si ≥ 0,

∑

i

si = 1,

kde si znač́ı sázku hráče na i-tou sázkovou možnost.

Celkovou výhru hráče při hodu č́ısla j, lze definovat jako:

vj =
n
∑

k=1

sk.Vk,j (1.1)

Tento vztah lze zapsat i maticově, jako j-tou složku vektoru ~v:

~v = ~s.V

Jelikož výhra záviśı pouze na hodu č́ısla, tak pravděpodobnost, že ve vektoru
~v, bude naši výhru značit složka j, je stejná jako, že naši výhru bude značit
složka j + m. Tato vlastnost nám pomůže při hledáńı optimálńı sázky.

P (X = j) = P (X = k); j, k ∈ {1, 2, 3, ..., n}. (1.2)
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1.1.1 Optimálńı strategie

Optimálńı strategie by měla být založena na minimalizaci ztráty nebo maxi-
malizaci zisku, tud́ıž hledáme takové rozložeńı sázek (rozložeńı vektoru ~s),
pro které bude součet složek vektoru ~v maximálńı (jelikož všechna č́ısla maj́ı
stejnou pravděpodobnost, že padnou viz (1.2))

max
∑

i

vi, (1.3)

pak po dosazeńı (1.1) do (1.3) předchoźıho vzorce plat́ı:

max
m
∑

j=1

n
∑

k=1

sk.Vk,j,

kde n znač́ı počet č́ısel a m znač́ı počet r̊uzných sázek.

Dále můžeme spoč́ıtat středńı hodnotu výhry při dané sázce s, jako

E[v] =
1

n

n
∑

i=1

(s.V )i.

Daľśı možnosti hledáńı optimálńıho řešeńı je založena na maximalizaci středńı
hodnoty výhry, tedy jako

max
1

n

n
∑

i=1

(s.V )i.

.

1.2 Francouzská ruleta

1.2.1 Základńı informace

Ruleta se skládá ze dvou kol. Menš́ı kolo má 37 č́ısel (č́ısla nejdou popořadě za
sebou), z toho 36 č́ısel je červených nebo černých (rovnoměrně 18 červených,
18 černých č́ısel), nula je zelená. Barvy (červená a černá) se na kole stř́ıdaj́ı.
Č́ısla jsou uspořádána tak, aby poskytovala co nejpestřeǰśı kombinace malých-
velkých a sudých-lichých č́ısel. Ruleta je poměrně snadná a srozumitelná
i pro začátečńıky. Poskytuje velmi široké možnosti sázek a je tak př́ımo
zrozená pro r̊uzné systémy sázek, viz [3].

1.2.2 Sázky

V ruletě existuje dvanáct základńıch sázek a několik zvláštńıch sázek. Je-
jich kompletńı přehled a výplatńı poměry naleznete v ńıže uvedené tabulce.
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Patř́ı mezi ně sázka na jedno č́ıslo s výplatńım poměrem 35:1. Dále lze sázet
kombinované sázky (dvojice, trojice, čtyři č́ısla a šest č́ısel).

Velmi obĺıbené jsou tzv. jednoduché, či rovné sázky, tj. malá (1-18) nebo
velká č́ısla (19-36), červená nebo černá, sudá nebo lichá. Výplatńı poměr u
rovných sázek čińı 1:1. Kromě rovných sázek lze také sázet na 12 č́ısel, a
to prostřednictv́ım sázek na tucty (prvńı 1-12, druhý 13-24 a třet́ı 25-36)
a sloupce. Výplatńı poměr je v obou př́ıpadech 2:1. Je možné vsadit také
na sousedńı tucty a sousedńı sloupce. Veškeré sázky lze v ruletě libovolně
kombinovat, viz [3].

Pravděpodobnost výhry pro určitou kombinaci se spoč́ıtá podle základńıho
vzorce pro výpočet pravděpodobnosti, jako pod́ıl počtu př́ıznivých událost́ı
k celkovému počtu událost́ı.

Z tabulky 1.2. je patrné, že výplatńı poměr neńı roven matematicky vypočte-
né pravděpodobnosti, tud́ıž hra neńı spravedlivá a je výhodněǰśı pro kasino.
Tato výhoda se nazývá výhoda kasina a plyne z rozd́ılu mezi skutečným
matematickým sázkovým poměrem a výherńım poměrem vypláceným kasi-
nem, který je zp̊usoben zařazeńım nuly do hraćıho plánu:

V K =
SV P − V PK

SV P + 1
,

kde V K znač́ı výhodu kasina, SV P znač́ı spravedlivý výplatńı poměr a
V PK je výplatńı poměr kasina, viz [6].

Výhoda kasina je pro všechny druhy sázek stejná a je rovna 2,7%.

Tabulka 1.2. Pravděpodobnost výhry při konkrétńı sázce.
Typ sázky Výplatńı poměr

kasina

Spravedlivý

výplatńı poměr

Pravděpodo-

bnost výhry

jedno č́ıslo 35:1 36:1 2,7%
dvojice 17:1 35:2 5,4%
trojice 11:1 34:3 8,1%
čtveřice 8:1 33:4 10,8%
šest č́ısel 5:1 31:6 16,2%
tucet 2:1 25:12 32,4%
sousedńı tucty 1:2 13:24 64,9%
sloupec 2:1 25:12 32,4%
sousedńı sloupce 1:2 13:24 64,9%
červená č́ısla 1:1 19:18 48,6%
černá č́ısla 1:1 19:18 48,6%
lichá č́ısla 1:1 19:18 48,6%
sudá č́ısla 1:1 19:18 48,6%
malá č́ısla 1:1 19:18 48,6%
velká č́ısla 1:1 19:18 48,6%
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Kapitola 2

Kostkové hry

2.1 Kostkový poker

Kostkový poker je jednoduchá hra s rychlým spádem. Hra je inspirována
známěǰśı karetńı verźı pokeru. Hraje se s pěti kostkami, které maj́ı r̊uzné
obrázky (v našem př́ıpadě mı́sto obrázk̊u použijeme klasickou kostku s č́ısly
1 až 6). Ćılem hry je hodit co nejvyšš́ı kombinaci. Oproti karetńımu pokeru
zde odpadá princip blufováńı.

Hru může hrát libovolný počet hráč̊u. Každý hráč vsáźı stejnou částku a
hráč s nejvyšš́ı kombinaćı bere bank. Prvńı hráč hod́ı pět kostek. Pokud
mu kombinace vyhovuje, může se rozhodnout z̊ustat pouze u jednoho hodu.
Ostatńı hráči pak maj́ı také pouze jeden hod. Může tak nastat situace, kdy
si prvńı hráč mysĺı, že má dobrou kombinaci, kterou bude pro ostatńı hráče
těžké v jednom hodu překonat. Obecně plat́ı, že počet hod̊u se ř́ıd́ı podle
prvńıho hráče.

Prvńı hráč si může ovšem ponechat určitou kombinaci vyhovuj́ıćıch kostek,
např. tři pětky, vezme zbývaj́ıćı dvě kostky a pokračuje druhým hodem. Poté
předá kostky daľśımu hráči. Varianta s dvěma hody je nejobvykleǰśı, hráči se
ale mohou dohodnout ještě na třet́ım hodu. Opět vyhrává hráč s nejsilněǰśı
kombinaćı.

Pokud maj́ı dva či v́ıce hráč̊u rovnocennou kombinaci, o v́ıtězi se rozho-
duje v daľśıch hodech pěti kostkami. Hráči se mohou také dohodnout, že
rozhodne hod kostkou nav́ıc, převzato z [2].
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2.1.1 Bodováńı v kostkovém pokeru

Bodováńı v kostkovém pokeru (pro pět kostek) opět vycháźı z karetńı verze
a je následuj́ıćı (od nejsilněǰśı kombinace k nejslabš́ı), viz [2].

Tabulka 2.1: Kvalita kombinace v kostkovém pokeru pro pět kostek
pět stejných (five of a kind)
čtyři stejné (poker)
sekvence (streight)
plný d̊um (full-house)
trojice (three of a kind)
dva páry (two pairs)
jeden pár (one pair)

Základem pro určeńı optimálńı strategie je určeńı pravděpodobnosti hodu
jednotlivých variant.

Necht’ n je počet kostek a k je počet č́ısel na kostce a předpokládejme, že
n < k, pak:

Celkový počet možnost́ı je dán počtem variaćı n-té tř́ıdy z k prvk̊u s opaková-
ńım:

V (n, k) = kn.

Počet možnost́ı pro jednotlivé kombinace lze spoč́ıtat pomoćı klasických
kombinatorických úvah.

1. n stejných č́ısel na n-kostkách:

k,

2. (n − 1) stejných č́ısel na n-kostkách:

k · (k − 1) · n,

3. (n − 2) stejných č́ısel a 2 jiná stejná č́ısla:

k(k − 1)n!

(n − 2)!2!

4. Sekvence délky n:
(k − n + 1)n!
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5. (n − 2) stejných č́ısel a 2 jiná r̊uzná č́ısla:

n!

(n − 2)!
k

(k − 1)!

(k − 3)!2!

6. n liché, při kterém padne (n − 1)/2 stejných č́ısel a (n − 1)/2 jiných
stejných č́ısel a jedno jiné č́ıslo:

k!

(k − 2)!2!

n!
(n−1)

2
! (n−1)

2
!
· (k − 2)

7. n sudé, při kterém padne n/2 stejných č́ısel a n/2 jiných stejných č́ısel:

k!

(k − 2)!2!

n!
n
2
!n
2
!

8. u stejných č́ısel a v jiných r̊uzných č́ısel:

n!

u!

(k − 1)!

(k − v − 1)!v!
· k

V př́ıkladu kostkového pokeru má hráč možnost hodit i méně než všemi pěti
kostkami, proto je d̊uležité spoč́ıtat pravděpodobnosti pro hody s menš́ım
počtem kostek.
Uvedené vzorce aplikujeme a po dosazeńı za n = 5, k = 6 dostáváme:

Tabulka 2.2: Pravděpodobnosti pro hod pěti kostkami.
Kombinace Četnost Pravděpodobnost
pět stejných 6 0,08%
čtyři stejné 150 1,93%
sekvence 240 3,09%
plný d̊um 300 3,86%
trojice 1200 15,43%
dva páry 1800 23,15%
jeden pár 3600 46,30%
nic 480 6,17%
Celkový počet
možnost́ı

7776
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Uvedené vzorce aplikujeme a po dosazeńı za n = 4, k = 6 dostáváme:

Tabulka 2.3: Pravděpodobnosti pro hod čtyřmi kostkami.
Kombinace Četnost Pravděpodobnost
čtyři stejné 6 0,46%
trojice 120 9,26%
dva páry 90 6,94%
jeden pár 720 55,56%
nic 360 27,78%
Celkový počet
možnost́ı

1296

Uvedené vzorce aplikujeme a po dosazeńı za n = 3, k = 6 dostáváme:

Tabulka 2.4: Pravděpodobnosti pro hod třemi kostkami.
Kombinace Četnost Pravděpodobnost
trojice 6 2,77%
jeden pár 90 41,67%
nic 120 55,56%
Celkový počet
možnost́ı

216

Pro n = 2, k = 6 je to zřejmé:

Tabulka 2.5: Pravděpodobnosti pro hod dvěma kostkami.
Kombinace Četnost Pravděpodobnost
jeden pár 6 16,67%
nic 30 83,33%
Celkový počet
možnost́ı

36

Pro n = 1, k = 6 je to zřejmé:

Tabulka 2.6: Pravděpodobnosti pro hod jednou kostkou
Kombinace Četnost Pravděpodobnost
hod určitého
č́ısla

1 16,67%

Celkový počet
možnost́ı

6
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2.1.2 Zjednodušená varianta

Nejprve si danou hru trošku zjednoduš́ıme a řekneme, že hráč může házet
celkem dvakrát, ale pokaždé muśı hodit znovu všemi kostkami.

V této kapitole urč́ıme optimálńı strategii pro hru o dvou hráč́ıch a budeme
hledat optimálńı strategii pro zač́ınaj́ıćıho hráče.

Pro analýzu optimálńı strategie je nutné nejprve spoč́ıtat četnosti konkrét-
ńıch kombinaćı, čili kolika zp̊usoby můžeme např́ıklad hodit dvojici ‘11‘:

Tabulka 2.7: Četnosti při hodu pěti kostkami pro jednotlivé kombinace.
Kombinace Unikátńı četnost Počet r̊uzných
pět stejných 1 6
čtyři stejné 25 6
sekvence 120 2
plný d̊um 10 30
trojice 200 6
dva páry 120 15
jeden pár 600 6

Nyńı můžeme spoč́ıtat pravděpodobnost, že v následuj́ıćım hodu pěti kostka-
mi padne lepš́ı kombinace.

Necht’ vektor ~v znač́ı, jaká č́ısla padla na pěti kostkách a definujeme funkci
F [x], která každé kombinaci přǐrad́ı ohodnoceńı dle kvality kombinace:

F [x] =



































0; hod neobsahuje žádnou výherńı kombinaci
1; hod obsahuje kombinaci ‘11‘
2; hod obsahuje kombinaci ‘22‘
...

...
71; hod obsahuje kombinaci ‘66666‘

A nyńı spoč́ıtáme pravděpodobnosti konkrétńıch kombinaćı seřazených po-
dle ohodnoceńı.

15



Tabulka 2.8: Pravděpodobnost, že opakovaným hodem s pěti kostkami hod́ıme
lepš́ı kombinaci.

P[F[vt+1]>F[vt]] pro hod 5-ti kostkami
Hod Pravd. hodu P[F[vt+1]>F[vt]] Hod Pravd. hodu P[F[vt+1]>F[vt]]
nic 6,17% 93,83% 22255 0,13% 7,79%
11 7,72% 86,11% 22266 0,13% 7,66%
22 7,72% 78,04% 33311 0,13% 7,54%
33 7,72% 70,68% 33322 0,13% 7,41%
44 7,72% 62,96% 33344 0,13% 7,28%
55 7,72% 55,25% 33355 0,13% 7,15%
66 7,72% 47,53% 33366 0,13% 7,02%
1122 1,54% 45,99% 44411 0,13% 6,89%
1133 1,54% 44,44% 44422 0,13% 6,76%
2233 1,54% 42,90% 44433 0,13% 6,64%
1144 1,54% 41,36% 44455 0,13% 6,51%
2244 1,54% 39,81% 44466 0,13% 6,38%
3344 1,54% 38,27% 55511 0,13% 6,25%
1155 1,54% 36,73% 55522 0,13% 6,12%
2255 1,54% 35,19% 55533 0,13% 5,99%
3355 1,54% 33,64% 55544 0,13% 5,86%
4455 1,54% 32,10% 55566 0,13% 5,74%
1166 1,54% 30,56% 66611 0,13% 5,61%
2266 1,54% 29,01% 66622 0,13% 5,48%
3366 1,54% 27,47% 66633 0,13% 5,35%
4466 1,54% 25,93% 66644 0,13% 5,22%
5566 1,54% 24,38% 66655 0,13% 5,09%
111 2,57% 21,81% 12345 1,54% 3,55%
222 2,57% 19,24% 23456 1,54% 2,01%
333 2,57% 16,67% 1111 0,32% 1,68%
444 2,57% 14,09% 2222 0,32% 1,36%
555 2,57% 11,52% 3333 0,32% 1,04%
666 2,57% 8,95% 4444 0,32% 0,72%
11122 0,13% 8,82% 5555 0,32% 0,40%
11133 0,13% 8,69% 6666 0,32% 0,08%
11144 0,13% 8,56% 11111 0,01% 0,06%
11155 0,13% 8,44% 22222 0,01% 0,05%
11166 0,13% 8,31% 33333 0,01% 0,04%
22211 0,13% 8,18% 44444 0,01% 0,03%
22233 0,13% 8,05% 55555 0,01% 0,01%
22244 0,13% 7,92% 66666 0,01% 0,00%

• Uvedená tabulka ukazuje zač́ınaj́ıćımu hráči, jaká je pravděpodobnost,
že v druhém hodu doćıĺı lepš́ı kombinace.

• Ukazuje pravděpodobnost, že druhý hráč hod́ı lepš́ı kombinaci, pokud
se prvńı hráč rozhodne házet pouze jednou (druhý hráč má potom také
jenom jeden hod).

16



• Z uvedené tabulky se dá spoč́ıtat pravděpodobnost, že druhý hráč hod́ı
ve dvou hodech (pokud se prvńı hráč rozhodne pro dva hody) lepš́ı
kombinaci než zač́ınaj́ıćı hráč. Tato pravděpodobnost je dána jako:

1 − (1 − P [F [vt+1]] > F [vt]])
2.

2.1.3 Optimálńı strategie

Nyńı zkusme analyzovat př́ıpad, kdy si hráč z prvńıho hodu může nechat,
jaký chce počet kostek. Spoč́ıtáme, kdy je pro prvńıho hráče výhodné pone-
chat si kombinaci z prvńıho hodu nebo házet ještě jednou a pokusit se zlepšit
svoji situaci.

Vycháźıme z tabulky 2.2., kde je patrné, že pokud prvńı hráč hod́ı v prvńım
kole pouze jednu dvojici (tj. 11, 22, 33, . . . ), tak pravděpodobnost, že ho
soupeř v jednom hodu poraźı nebo remizuje je větš́ı než 50%.

Jaká je tedy pravděpodobnost, že si v druhém kole hráč polepš́ı (tj. dosáhne
lepš́ı kombinace)? Pravděpodobnosti jsou uvedeny v tabulce 2.9.

Tabulka 2.9: Pravděpodobnost zlepšeńı, pokud jsme v prvńım kole dosáhli
kombinace uvedené v prvńım sloupci a do druhého hodu si ponecháme kom-
binaci 11.
Kombinace dosažená
prvńım hodem

Pravděp. hodu stejného Pravděp.
zlepšeńı

Pravděp.
zhoršeńı

11 60/216 27,78% 72,22% 0,00%
1122 12/216 5,56% 66,67% 27,78%
1133 12/216 5,56% 61,11% 33,33%
1144 12/216 5,56% 55,56% 38,89%
1155 12/216 5,56% 50,00% 44,44%
1166 12/216 5,56% 44,44% 50,00%
111 60/216 27,78% 16,67% 55,56%
11122 3/216 1,39% 15,28% 83,33%
11133 3/216 1,39% 13,89% 84,72%
11144 3/216 1,39% 12,50% 86,11%
11155 3/216 1,39% 11,11% 87,50%
11166 3/216 1,39% 9,72% 88,89%
22211 1/216 0,46% 9,26% 90,28%
33311 1/216 0,46% 8,80% 90,74%
44411 1/216 0,46% 8,33% 91,67%
55511 1/216 0,46% 7,87% 92,13%
66611 1/216 0,46% 7,41% 92,13%
1111 15/216 6,94% 0,46% 92,59%
11111 1/216 0,46% 0,00% 99,54%
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Z tabulky 2.9 je patrné, že v př́ıpadě, kdy hod́ıme jednu dvojici (tj. 11, 22,
. . . ), tak se vyplat́ı házet podruhé třemi kostkami, jelikož naše šance na
zlepšeńı v druhém hodu je 72,22%. Dále je vidět, že v př́ıpadě hodu dvou
dvojic tj. 1122, 1133 atd. se vyplat́ı ponechat si dvojici (lepš́ı je nechat si
větš́ı dvojici) a házet podruhé třemi kostami, jelikož šance na zlepšeńı je
66,67% až 50% (ale nesmı́me opomenout vzr̊ustaj́ıćı riziko, že si pohorš́ıme).

Tabulka 2.10: Pravděpodobnost zlepšeńı, pokud jsme v prvńım kole dosáhli
kombinace uvedené v prvńım sloupci a do druhého hodu si ponecháme kom-
binaci 1122.
Kombinace dosažená
prvńım hodem

Pravděp. hodu stejného Pravděp.
zlepšeńı

Pravděp.
zhoršeńı

1122 4/6 66,67% 33,33% 0,00%
11122 1/6 16,67% 16,67% 66,67%
11222 1/6 16,67% 0,00% 83,33%

Z tabulek 2.9 a 2.10 je patrné, že pokud se rozhodujeme ponechat si z
prvńıho hodu kombinaci dvou dvojic nebo jedné dvojice. Pak je ovšem
mnohem výhodněǰśı ponechat si pouze jednu dvojici a házet znovu třemi
kostkami, než házet jednou kostkou(pravděpodobnost zlepšeńı je v tomto
př́ıpadě větš́ı).

Tabulka 2.11: Pravděpodobnost zlepšeńı, pokud jsme v prvńım kole dosáhli
kombinace uvedené v prvńım sloupci a do druhého hodu si ponecháme kom-
binaci 111.
Kombinace dosažená
prvńım hodem

Pravděp. hodu stejného Pravděp.
zlepšeńı

Pravděp.
zhoršeńı

111 20/36 55,56% 44,44% 0,00%
11122 1/36 2,78% 41,67% 55,56%
11133 1/36 2,78% 38,89% 58,33%
11144 1/36 2,78% 36,11% 61,11%
11155 1/36 2,78% 33,33% 63,89%
11166 1/36 2,78% 30,56% 66,67%
1111 10/36 27,78% 2,78% 69,44%
11111 1/36 2,78% 0,00% 97,22%

Zde je vidět, že pokud v prvńım kole hod́ıme trojici, pak se nevyplat́ı házet
v druhém kole, nebot’ pravděpodobnost, že nás soupeř jedńım hodem předč́ı
je max. 28,1% (když hod́ıme kombinaci 111, viz. tabulka 2.2.). Naše šance
na zlepšeńı v druhém hodu (dvěmi kostkami) je 44,44%.
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Tabulka 2.12: Pravděpodobnost zlepšeńı, pokud jsme v prvńım kole dosáhli
kombinace uvedené v prvńım sloupci a do druhého hodu si ponecháme kom-
binaci 1111.
Kombinace dosažená
prvńım hodem

Pravděp. hodu stejného Pravděp.
zlepšeńı

Pravděp.
zhoršeńı

1111 5/6 83,33% 16,67% 0,00%
11111 1/6 16,67% 0,00% 83,33%

Tato situace je podobná té předcházej́ıćı. Pokud si budeme cht́ıt z prvńıho
hodu ponechat čtveřici a házet podruhé, tak šance že se zlepš́ıme je 16,67%.
Kdežto pravděpodobnost, že nás soupeř přehod́ı v jednom pokusu je 1,67%.
Tedy nevyplat́ı se nám házet podruhé, nebot’ naš́ım druhým hodem zvyšuje-
me pravděpodobnost, že nás soupeř přehod́ı.

Pokud v prvńım kole hod́ıme pět stejných a nebo sekvenci nerozeb́ıráme,
nebot’ v těchto př́ıpadech je patrné, že se nevyplat́ı házet podruhé a op-
timálńı je tedy z̊ustat u jednoho hodu.

2.2 Nejvyšš́ı součet vyhrává

Daľśım př́ıkladem kostkových her jsou hry, při kterých se snaž́ıme dosáhnout
co největš́ıho součtu na kostkách.

Uvažujme hru s následuj́ıćımi pravidly: Máme n kostek a snaž́ıme se dosáh-
nout co největš́ıho součtu na všech kostkách. Po každém hodu muśıme ale-
spoň jednu kostku odložit a dál háźıme se zbytkem kostek dokud nenecháme
ležet všechny kostky (budeme spokojeni s naš́ım součtem).

Naš́ım úkolem je naj́ıt optimálńı strategii, tj. postup kterým hráč bude maxi-
malizovat sv̊uj celkový součet.

Uvedenou hru budeme analyzovat od spodu (myšleno od nejnižš́ıho počtu
házených kostek), jelikož do těchto situaćı se hráč dostane pokud bude
zač́ınat s vyšš́ım počtem kostek.
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Pro daľśı analýzy definujeme zřejmá základńı pravidla:

• Hráč odkládá vždy kostku s maximálńı hodnotou.

• Hráč odkládá všechny hozené šestky.

Uvažujme dva rozd́ılné př́ıstupy pro hledáńı optimálńı strategie. V prvńım
př́ıstupu zkoumáme, kdy si můžeme daľśımi hody polepšit s pravděpodobnos-
t́ı větš́ı než 50%. Druhý př́ıstup se snaž́ı maximalizovat očekávanou hodnotu
dosažených hod̊u.

2.2.1 Pravděpodobnost zlepšeńı

I. n-1 kostek stoj́ı a můžeme hodit jednou kostkou

Následuj́ıćı tabulka shrnuje pravidlo rozhodováńı pokud nám již (n − 1)
kostek stoj́ı a rozhodujeme se, jestli hod́ıme posledńı kostkou znovu nebo ji
už necháme ležet.

Tabulka 2.13: Pravidlo rozhodováńı pro hod jednou kostkou.

Hodnota na posledńı kostce Pravděp. zlepšeńı nebo z̊ustaneme na svém
1 100,00%
2 83,33%
3 66,67%
4 50,00%
5 33,33%
6 16,67%

V mezńı situaci v bodě 4 je sice pravděpodobnost zlepšeńı 50%, ale středńı
hodnota z dodatečného hodu je 3,5, což je menš́ı než 4, tud́ıž se již nevyplat́ı
házet znovu.

II. n-2 kostek stoj́ı a můžeme hodit dvěma kostkami

Pro jednotlivé součty na dvou kostkách tj. (2, 3, 4, 5, . . ., 12) potřebujeme
spoč́ıtat pravděpodobnost, že bud’ v následuj́ıćım hodu (dvěmi kostkami)
nebo následně ještě dohozeńım jednou kostkou tento součet překonáme.

Tato situace se dá řešit dvěma r̊uznými zp̊usoby:
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A)

Jako pravděpodobnost, že v následuj́ıćım hodu přehod́ıme součet naš́ı součas-
né kombinace plus pravděpodobnost, že hod́ıme nižš́ı součet a z tohoto hodu
si ponecháme větš́ı č́ıslo a daľśım hodem jednou kostkou p̊uvodńı součet
překonáme. Dané pravděpodobnosti znázorňuje tabulka 2.14.

Tabulka 2.14: Pravděpodobnost, že v následuj́ıćım hodu překonáme náš
současný hod.

součet Pravděp. zlepšeńı nebo z̊ustaneme na svém
2 36/36 100,00%
3 35/36+1/36·5/6 99,54%
4 33/36+2/36·5/6+1/36·4/6 98,15%
5 30/36+2/36·5/6+3/36·4/6+1/36·3/6 94,91%
6 26/36+2/36·5/6+4/36·4/6+3/36·3/6+1/36·2/6 89,35%
7 21/36+2/36·5/6+4/36·4/6+5/36·3/6+3/36·2/6+1/36·1/6 80,56%
8 15/36+2/36·5/6+4/36·4/6+6/36·3/6+5/36·2/6+3/36·1/6 68,06%
9 10/36+4/36·4/6+6/36·3/6+7/36·2/6+5/36·1/6 52,31%
10 6/36+7/36·1/6+8/36·2/6+6/36·3/6 35,65%
11 3/36+9/36·1/6+8/36·2/6 19,91%
12 1/36+10/36·1/6 7,41%

Z tabulky 2.14 je patrné, že mezńı hodnota je součet 10. Při tomto součtu
(hod bez šestky, tj. pouze dvě pětky), necháváme obě kostky na stole a dále
už neháźıme.

B)

Daná situace hod dvěma kostkami a posléze ještě možnost dohodit jednou
kostkou se dá převést na situaci, kdy háźıme třemi kostkami a z těchto tř́ı
kostek si ponecháme dvě kostky na kterých jsou největš́ı č́ısla.

Celkový počet kombinaćı při hodu třemi kostkami je 63=216 a četnost jed-
notlivých součt̊u pokud si ponecháme pouze dvě kostky (s největš́ımi hod-
notami) znázorňuje tabulka 2.15:

Z těchto četnost́ı se dá spoč́ıtat pravděpodobnost, s jakou hod́ıme jednotlivé
kombinace a dále také pravděpodobnost, s jakou daný součet na dvou kost-
kách přehod́ıme, jak ukazuje tabulka 2.15:
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Tabulka 2.15 : Pravděpodobnosti pro hod dvěma kostkami.

součet na 2
kostkách

četnost Pravděpodobnost
hodu kombinace

Pravděpodobnost
zlepšeńı nebo
z̊ustaneme na
svém

2 1 0,46% 100,00%
3 3 1,39% 99,54%
4 7 3,24% 98,15%
5 12 5,56% 94,91%
6 19 8,80% 89,35%
7 27 12,50% 80,56%
8 34 15,74% 68,06%
9 36 16,67% 52,31%
10 34 15,74% 35,65%
11 27 12,5% 19,91%
12 16 7,41% 7,41%

Mezńı situace nastává pokud součet na dvou kostkách je roven 9, pak máme
dvě možnosti

• 6 a 3 ... 6 necháváme a analyzujeme trojku (viz předchoźı př́ıpad)

• 5 a 4 ... pravděpodobnost zlepšeńı nebo z̊ustaneme na svém je 52.31%,
háźıme dvěma kostkami znovu.

III. n-3 kostek stoj́ı a můžeme hodit třemi kostkami

Tuto situaci budeme poč́ıtat postupně. Na třech kostkách máme součet x a
rozhodujeme se, zda-li budeme házet znovu nebo si tuto kombinaci necháme.
Pravděpodobnost, že zlepš́ıme nebo znovu hod́ıme součet x budeme poč́ıtat
rekurentně. Např́ıklad, chceme určit pravděpodobnost zlepšeńı pokud nám
zbývaj́ı tři pětky, jinými slovy pravděpodobnost součtu alespoň 15. Situaci
rozděĺıme na př́ıpady podle toho, co padne při prvńım hodu třemi kostkami:

Pravděpodobnost, že při hodu třemi kostkami bude maximum k je:

k3 − (k − 1)3

63
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Tabulka 2.16: Pravděpodobnost maxima k.

k Pravděpodobnost maxima k
1 1/216
2 7/216
3 19/216
4 37/216
5 61/216
6 91/216

Potom

• s pravděpodobnost́ı 1/216 bude maximum 1 (pak součtu 15 nedosáh-
neme),

• s pravděpodobnost́ı 7/216 bude maximum 2 (pak součtu 15 nedosáh-
neme),

• s pravděpobobnost́ı 19/216 bude maximum 3 a pak muśıme dvěma
kostkami hodit aspoň 12 (z tabulky pro dva hody v́ıme, že tato pravdě-
podobnost je rovna 16/216),

• s pravděpodobnost́ı 37/216 bude maximum 4, pak muśıme dvěma
kostkami hodit aspoň 11 (tato pravděpodobnost je rovna 43/216),

• s pravděpodobnost́ı 61/216 bude maximum 5, pak muśıme dvěma
kostkami hodit aspoň 10 (z toho již jeden hod je roven 15 (5,5,5)),

• s pravděpodobnost́ı 91/216 bude maximum 6, pak muśıme dvěma
kostkami hodit aspoň 9 (z toho již 19 hod̊u má součet větš́ı nebo rovno
15 a 6 hod̊u obsahuje dvě šestky a jejich součet je menš́ı než 15).

Celková pravděpodobnost, že zlepš́ıme nebo z̊ustaneme na svém je rovna

19

216
·

16

216
+

37

216
·

43

216
+

60

216
·

77

216
+

1

216
+

66

216
·
113

216
+

19

216
+

6

216
·
4

6
= 0,4106,

což znamená, že se nevyplat́ı házet znovu.
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Uvedený postup aplikujeme i na ostatńı součty a výsledek znázorňuje ta-
bulka 2.17:

Tabulka 2.17: Pravděpodobnosti hodu jednotlivých součt̊u pro tři kostky

K=Součet na 3
kostkách

Pravděpodobnost hodu součtu alespoň K

3 216
216

100,00%

4 1
216

· 215
216

+ 7
216

+ 19
216

+ 37
216

+ 61
216

+ 91
216

100,00%

5 1
216

· 212
216

+ 4
216

+ 3
216

215
216

+ 19
216

+ 37
216

+ 61
216

+ 91
216

99,99%

6 1
216

· 205
216

+ 6
216

· 212
216

+ 1
216

+ 16
216

+ 3
216

215
216

+ 37
216

+ 61
216

+ 91
216

99,92%

7 1
216

· 193
216

+ 7
216

· 205
216

+ 10
216

+ 9
216

· 212
216

+ 3
216

· 215
216

+ 34
216

+
61
216

+ 91
216

99,70%

8 1
216

· 174
216

+ 7
216

· 193
216

+ 4
216

+ 15
216

· 205
216

+ 28
216

+ 9
216

· 212
216

+
3

216
· 215

216
+ 58

216
+ 91

216

99,13%

9 1
216

· 147
216

+ 7
216

· 174
216

+ 18
216

· 193
216

+ 1
216

+ 19
216

+ 18
216

205
216

+
52
216

+ 9
216

212
216

+ 3
216

215
216

+ 88
216

97,83%

10 1
216

· 113
216

+ 7
216

· 147
216

+ 19
216

· 174
216

+ 10
216

+ 27
216

· 193
216

+ 43
216

+
18
216

· 205
216

+ 9
216

· 212
216

+ 82
216

95,20%

11 1
216

· 77
216

+ 7
216

· 113
216

+ 19
216

· 147
216

+ 33
216

· 174
216

+ 4
216

+ 31
216

+
30
216

· 193
216

+ 18
216

· 205
216

+ 73
216

90,47%

12 1
216

· 43
216

+ 7
216

· 77
216

+ 19
216

· 113
216

+ 36
216

· 147
216

+ 1
216

+ 19
216

+
42
216

· 174
216

+ 61
216

+ 30
216

· 193
216

82,77%

13 1
216

· 16
216

+ 7
216

· 43
216

+ 19
216

· 77
216

+ 37
216

· 113
216

+ 10
216

+ 54
216

·
147
216

+ 46
216

+ 45
216

· 174
216

71,55%

14 7
216

· 16
216

+ 19
216

· 43
216

+ 37
216

· 77
216

+ 4
216

+ 57
216

· 113
216

+ 3
216

·
5
6

+ 31
216

+ 57
216

· 147
216

57,22%

15 19
216

· 16
216

+ 37
216

· 43
216

+ 60
216

· 77
216

+ 1
216

+ 66
216

· 113
216

+ 19
216

+ 6
216

· 4
6

41,06%

16 37
216

· 16
216

+ 61
216

· 43
216

+ 10
216

+ 9
216

· 3
6

+ 72
216

· 77
216

25,49%

17 61
216

· 16
216

+ 4
216

+ 12
216

· 2
6

+ 75
216

· 43
216

12,71%

18 1
216

+ 15
216

· 1
6

+ 75
216

· 16
216

4,19%

Z tabulky 2.17 je vidět, že pokud máme na třech kostkách součet menš́ı
než 15, pak se vyplat́ı házet znovu, pravděpodobnost zlepšeńı je větš́ı než
50%. Pokud máme na třech kostkách součet 15 (pouze hod (5,5,5), v os-
tatńıch př́ıpadech hod muśı obsahovat šestku a tu automaticky necháváme
ležet a analyzujeme hod s dvěmi kostkami), tak už dále neháźıme, nebot’

pravděpodobnost hodu součtu alespoň 15 je 41,06%. Pokud je součet větš́ı
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než 15, pak nutně muśı obsahovat alespoň jednu šestku a tud́ıž analyzujeme
hod dvěmi kostkami (šestku necháváme ležet).

IV. n-4 kostek stoj́ı a můžeme hodit čtyřmi kostkami atd.

Postupujeme podle obdobného schématu jako v předcházej́ıćıch př́ıpadech.
Uvedeme pouze pravděpodobnost pro mezńı hodnotu, kterou je součet 20
(při hodu se čtyřmi kostkami). S využit́ım systému Wolfram Mathematica 6
[8] nám vyšla pravděpodobnost (hodu součtu 20 a v́ıce) 47,44%.

2.2.2 Porovnáváńı středńı hodnoty

Daľśım druhem hledáńı optimálńı strategie je porovnáváńı součtu našeho
hodu se středńı hodnotou počtu bod̊u, kterých bychom dosáhli, kdyby-
chom házeli znovu. Opět plat́ı, že necháváme stát všechny šestky, př́ıpadně
maximálńı dosaženou hodnotu a analyzujeme zbytek.

Vypočet středńı hodnoty

1. Středńı hodnota pro hod jednou kostkou

Zřejmě je středńı hodnota pro hod jednou kostkou rovna

E1 = 3,5.

Jinými slovy pokud se rozhodujeme, zda-li hodit jednou kostkou, tak
pokud máme čtyři a v́ıce, pak už dál neháźıme a kostku necháváme
ležet.

2. Středńı hodnota pro hod dvěma kostkami

Už v́ıme, že pokud je v prvńım hodu nejmenš́ı dosažená hodnota ale-
spoň 4, dál již neháźıme. Jinak háźıme dál ještě jednou. Pravděpodob-
nosti dosažených hod̊u můžeme spoč́ıtat z věty o úplné pravděpodob-
nosti.
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Tabulka 2.18: Pravděpodobnosti hodu jednotlivých součt̊u.

k Pravděpodobnost hodu součtu k

2 1
36

· 1
6

1
216

3 1
36

· 1
6

+ 3
36

· 1
6

4
216

4 1
36

· 1
6

+ 3
36

· 1
6

+ 5
36

· 1
6

9
216

5 1
36

· 1
6

+ 3
36

· 1
6

+ 5
36

· 1
6

+ 6
36

· 1
6

15
216

6 1
36

· 1
6

+ 3
36

· 1
6

+ 5
36

· 1
6

+ 6
36

· 1
6

+ 6
36

· 1
6

21
216

7 1
36

· 1
6

+ 3
36

· 1
6

+ 5
36

· 1
6

+ 6
36

· 1
6

+ 6
36

· 1
6

+ 6
36

· 1
6

27
216

8 3
36

· 1
6

+ 5
36

· 1
6

+ 6
36

· 1
6

+ 6
36

· 1
6

+ 6
36

· 1
6

+ 1
36

32
216

9 5
36

· 1
6

+ 6
36

· 1
6

+ 6
36

· 1
6

+ 6
36

· 1
6

+ 2
36

35
216

10 6
36

· 1
6

+ 6
36

· 1
6

+ 6
36

· 1
6

+ 1
36

+ 2
36

+ 1
36

36
216

11 6
36

· 1
6

+ 6
36

· 1
6

+ 2
36

24
216

12 6
36

· 1
6

+ 1
36

12
216

Nyńı můžeme spoč́ıtat středńı hodnotu pro hod dvěma kostkami:

E2 = 8,236.

Tedy při rozhodováńı, zda-li házet dvěma kostkami, se pod́ıváme, jaký
je na nich aktuálńı součet, pokud je větš́ı než 8, pak je tato kombinace
vyhovuj́ıćı a dále už neháźıme, v jiném př́ıpadě háźıme dál.

3. Středńı hodnota pro hod třemi kostkami

Již v́ıme, že při rozhodováńı o hodu jednou kostkou necháváme čtyřku,
pro hod dvěmi kostkami necháváme stát, pokud je součet na kostkách
větš́ı než 8. Tato pravidla muśıme brát v úvahu při výpočtu pro hod
třemi kostkami.

S pomoćı tabulky 2.19 můžeme spoč́ıtat středńı hodnotu pro hod třemi
kostkami.

E3 = 13,39

Tedy při rozhodováńı, zda-li házet třemi kostkami se pod́ıváme, jaký je
na nich aktuálńı součet, pokud je větš́ı než 13, pak je tato kombinace
vyhovuj́ıćı, a dále už neháźıme, v opačném př́ıpadě háźıme dál.
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Tabulka 2.19: Pravděpodobnosti hodu jednotlivých součt̊u pro hod
třemi kostkami.
k Pravděpodobnost hodu součtu k

3 1
216

· 1
216

0,00%

4 1
216

· 4
216

+ 7
216

· 1
216

0,02%

5 1
216

· 9
216

+ 7
216

· 4
216

+ 19
216

· 1
216

0,12%

6 1
216

· 15
216

+ 7
216

· 9
216

+ 19
216

· 4
216

+ 37
216

· 1
216

0,41%

7 1
216

· 21
216

+ 7
216

· 15
216

+ 19
216

· 9
216

+ 37
216

· 4
216

+ 57
216

· 1
216

1,08%

8 1
216

· 27
216

+ 7
216

· 21
216

+ 19
216

· 15
216

+ 37
216

· 9
216

+ 57
216

· 4
216

+ 66
216

· 1
216

2,33%

9 1
216

· 32
216

+ 7
216

· 27
216

+ 19
216

· 21
216

+ 37
216

· 15
216

+ 57
216

· 9
216

+ 66
216

· 4
216

4,18%

10 1
216

· 35
216

+ 7
216

· 32
216

+ 19
216

· 27
216

+ 37
216

· 21
216

+ 57
216

· 15
216

+ 66
216

· 9
216

6,43%

11 1
216

· 36
216

+ 7
216

· 35
216

+ 19
216

· 32
216

+ 37
216

· 27
216

+ 57
216

· 21
216

+ 66
216

· 15
216

8,73%

12 1
216

· 24
216

+ 7
216

· 36
216

+ 19
216

· 35
216

+ 37
216

· 32
216

+ 57
216

· 27
216

+ 66
216

· 21
216

10,82%

13 1
216

· 12
216

+ 7
216

· 24
216

+ 19
216

· 36
216

+ 37
216

· 35
216

+ 57
216

· 32
216

+ 66
216

· 27
216

+ 9
216

· 1
6

13,05%

14 7
216

· 12
216

+ 19
216

· 24
216

+ 37
216

· 36
216

+ 57
216

· 35
216

+ 66
216

· 32
216

+ 3
216

+ 9
216

· 1
6

14,90%

15 19
216

· 12
216

+ 37
216

· 24
216

+ 57
216

· 36
216

+ 66
216

· 35
216

+ 1
216

+ 6
216

+ 9
216

· 1
6

15,68%

16 37
216

· 12
216

+ 57
216

· 24
216

+ 66
216

· 36
216

+ 3
216

+ 9
216

· 1
6

+ 3
216

12,45%

17 57
216

· 12
216

+ 66
216

· 24
216

+ 9
216

· 1
6

+ 3
216

6,94%

18 66
216

· 12
216

+ 9
216

· 1
6

+ 1
216

2,85%

4. Středńı hodnota pro hod čtyřmi kostkami

Pro hod se čtyřmi kostkami je poměrně obt́ıžný a rozsáhlý, proto
využijeme systém Wolfram Mathematica 6 [8]. Zdrojový kód je na
přiloženém CD.

Středńı hodnota pro hod čtyřmi kostkami je

E4 = 18,8.

Tedy při rozhodováńı, zda-li házet čtyřmi kostkami, se pod́ıváme, jaký
je na nich aktuálńı součet, pokud je větš́ı než 18, pak je tato kombinace
vyhovuj́ıćı a dále už neháźıme, v opačném př́ıpadě háźıme dál.

27



5. Středńı hodnota pro hod pěti a v́ıce kostkami

Při výpočtu středńı hodnoty pro hod pěti a v́ıce kostkami se postupuje
podle obdobného schématu jako při hodech s méně kostkami.

2.2.3 Shrnut́ı

V této kapitole porovnáme oba př́ıstupy, které se lǐśı pouze mezńım součtem.
V tabulce 2.20 jsou uvedeny středńı hodnoty dosažených bod̊u pro oba
př́ıstupy dle počtu kostek, se kterými háźıme.

Tabulka 2.20: Shrnut́ı obou př́ıstup̊u.

n En dle
2.2.2

En dle
2.2.1

max Poměr
En/max

mezńı
součet
podle 2.2.2

mezńı
součet
podle 2.2.1

1 3,5 3,5 6 0,58 4 4
2 8,24 8,24 12 0,69 9 10
3 13,39 13,36 18 0,74 14 15
4 18,80 18,76 24 0,78 19 20

Z tabulky 2.20 plyne:

• Pokud se mezi kostkami objevuje trojka, pak háźıme dál všemi kostkami

• Rostoućı poměr En/max ukazuje, že od určitého počtu kostek n, bude-
me pokračovat v házeńı pokud se mezi kostkami objev́ı čtyřka. Pro
ještě větš́ı n budeme pokračovat v házeńı všemi kostkami i když se
mezi nimi objev́ı pětka.

Nyńı zkusme uvažovat situaci, kdy máme dva hráče. Jeden hraje podle 2.2.2
a druhý hraje podle 2.2.1. Tabulka 2.21 uvád́ı pravděpodobnost výhry pro
oba hráěe.

Tabulka 2.21: Porovnáńı obou př́ıstup̊u.
n Pravděpodobnost

výhry se
strategíı 2.2.1

Pravděpodobnost
výhry se
strategíı 2.2.2

3 0,441 0,449
4 0,444 0,454

Z tabulky 2.21. je vidět, že hráč, který se ř́ıdil dle 2.2.2 má vyšš́ı pravděpodob-
nost výhry, a proto můžeme tento př́ıstup považovat za lepš́ı. To je již vidět
z tabulky 2.20, kde př́ıstup 2.2.2 má lepš́ı středńı hodnoty dosažených bod̊u.
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Kapitola 3

Karetńı hry

Uvažujme karetńı hru s velice jednoduchými pravidly. Máme baĺıček karet
s m černými kartami a n červenými kartami. Postupně odkrýváme karty a
po čase (urč́ı hráč) odkrýváńı zastav́ıme. Pokud daľśı odkrytá karta bude
červená, tak vyhráváme, a pokud bude černá, tak prohrajeme.

Hledáńım optimálńı strategie v této hře rozumı́me hledáńı optimálńıho času
zastaveńı odkrýváńı.

Definujeme:

Zi =

{

1, pokud i-tá odkrytá je červená,
0, jinak.

Tedy:
m+n
∑

i=1

Zi = n.

Označme Xk pravděpodobnost výhry, když bylo zastaveno před odkryt́ım
k-té karty, pak

Xk =
1

m + n − k + 1
(n −

k−1
∑

i=1

Zi), k = 1, · · · ,m + n.

Zřejmě EZi=
n

n+m
, i = 1, . . . ,m + n nebot’ P[Zi=1]= n

n+m
a P[Zi=0]= m

n+m
,

pak pro každé k plat́ı:

EXk = E
(

n−
∑

k−1

i=1
Zi

m+n−k+1

)

=
(

n−
∑

k−1

i=1
EZi

n+m−k+1

)

=
(

n−
(k−1)n
m+n

m+n−k+1

)

=

= n2+mn−kn+n
(n+m)(m+n−k+1)

= n(n+m−k+1)
(n+m)(m+n−k+1)

= n
n+m

.
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Definice, viz [5]:
Martingal v diskrétńım čase je stochastický proces v diskrétńım čase (posloup-
nost náhodných veličin) X1, X2, X3, . . . , takový, že pro všechny n plat́ı

E(|Xn|) < ∞,

E(Xn+1 |X1, ..., Xn) = Xn.

V našem př́ıpadě: E[Zk|Z1, ..., Zk−1] =
∑2

i=1 xiP [Zk = xi|Z1, ..., Zk−1] =

= P [Zk = xi|Z1, ..., Zk−1] == 1
2n−k+1

(

n −
∑k−1

i=1 Zi

)

= Xk∀k;

a odtud plyne, že Xk je martingal, tj. E[Xk|X1, ..., Xk−1] = Xk−1∀k;

Za určitých podmı́nek se středńı hodnota martingalu v čase zastaveńı rovná
středńı hodnotě v počátečńım stavu (a také ve všech deterministických
časech).

Optional stopping theorem, viz [4]:
Necht’ X1, X2, X3, . . . je martingal a τ je markovský čas vzhledem k
X1, X2, X3, . . ., tj. jev [τ = n] záviśı pouze na X1, . . . , Xn. Když

Eτ < ∞

a existuje konstanta c tak, že

E(|Xi+1 − Xi|) ≤ c ∀i,

pak
EXτ = EX1.

Středńı hodnota pravděpodobnosti výhry zastaveńı v čase je pořád stejná a
rovna EX1 = n

n+m
. Z toho plyne, že nezálež́ı, v jakém okamžiku zastav́ıme

odkrýváńı karet.

Ovšem nesmı́me opomenout, že s rostoućım časem roste riziko (rozptyl
pravděpodobnosti výhry):

Tabulka 3.1: Středńı hodnota a rozptyl pro m = n

Středńı hodnota Rozptyl
X1 = 1

2
var X1 = 0

X2 = 1
2n−1

(n − Z1) var X2 = 1
(2n−1)2

.varZ1 = 1
4(2n−1)2

X3 = 1
2n−1

(n − Z1 − Z2) var X3 = 1
(2n−2)2

.var(Z1 + Z2) = 1
(2n−2)2

n−1
2n−1

...
...

Xk = 1
2n−k+1

(n −
∑k−1

i=1 Zi) var Xk = 1
(2n−k+1)2

(

k(2−k)
4

+ k(k−1)
2

(n−1)
(2n−1)

)
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