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Abstrakt: V predlozené praci studujeme vyherni strategie z pravdépodobnost-
niho hlediska v ruznych hrach. Cilem této prace je dané hry rozebrat a urcit
optimalni postup, pii kterém maximalizujeme nasi Sanci na vyhru. Jsou
popsany tfi odlisné typy her: ruleta, karetni hry a kostkové hry. Kazda z
téchto her je zalozena na stavech, ke kterym dochézi s odlisnou pravdépodob-
nosti. Z tohoto duvodu u kazdé z téchto her uplatnujeme odlisny zptsob
hledéni optimalni strategie.
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Uvod

Historie her a hazardnich her saha daleko do minulosti a za tuto dlouhou
dobu se vyvinula cela fada nejruznéjsich variant. Hry zalozené na nahodé
1ze roztiidit do ruznych skupin, kazda skupina ma urcity spoleény rys (napf.
karetni hry, kostkové hry). Karetni a kostkové hry patii k viibec nejstarsim
hram, které byly vyvinuty. Béhem vyvoje doslo k mnoha modifikacim do
nejruznéjsich podob.

Vsechny hry maji jednu spolecnou vlastnost a to, ze jsou zalozeny na nahodé.
Zalezi, jak jsou karty zamichany, jaké ¢islo padne na kostce aj. Toto nemu-
zeme nijak ovlivnit a jsme tedy zcela odkézani na ndhodu. Co ale muzeme
ovlivnit? Muzeme ovlivnit celou fadu véci dle pravidel jednotlivé hry, napt.
jaké karty vyneseme, jakych karet se zbavime, s kolika kostkami budeme
pokracovat. Za dobu existence her si lidé vytvorili celou fadu systému a
mytu, jak neprohrat nebo jak zvolit zaruCenou vyherni strategii. V této
praci ukazuji, ze existuji urcité optimalni strategie. To vSak neznamend, ze
pokud se jimi budeme 7idit, tak zcela jisté vyhrajeme. Tyto strategie nam
pouze fikaji, jak maximalné zvysit svoji Sanci na vyhru, ale jestli nas souper
hodi lépe nebo bude mit lepsi karty, o tom uz nam nic neiikaji a v tomto
ohledu jsme stale odkazani na nahodu.

Zvoleny systém rozhodovani je zalozen na poméru 50:50, hrajeme dal pokud
mame Sanci na zlepSeni vétsi nez 50%. Ve skutecnosti se preference jed-
notlivych lidi lisi, a kazdy z néas je ochoten pfijmou vétsi ¢i mensi riziko.
Jsou uvedeny analyzy odlisnych typu her, které se daji aplikovat i na jiné
nez uvedené hry.

Existuje i druh her, které jsou zalozeny na odlisSném poméru mezi mate-
matickou pravdépodobnosti a vyhernim pomérem, zejména hazardni hry.
Tyto hry nejsou fér, a i kdyz v nich lze najit optimalni strategii, tak z
dlouhodobého hlediska budeme vzdy ve ztraté. Na tyto hry je potieba si
davat pozor a pokud mozno se do nich vubec nepoustét, i kdyz vyhra pusobi
ldkave, tak pravdépodobnost prohry je mnohem vyssi nez pravdépodobnost
vyhry. Pred kazdou hrou bychom si méli peclivé rozmyslet, kolik jsme ochotni
prohrat, spocitat si pravdépodobnost vyhry a posoudit, jestli je podstoupené
riziko adekvatni mozné vyhfte.



Kapitola 1

Ruleta

1.1 Obecné vlastnosti

Z obecného hlediska se jedna u her typu ‘Ruleta’ o velice jednoduchy princip
zalozeny na nahodném vybéru jednoho c¢isla z urcitého rozsahu. Pravdépo-
dobnost vybéru je u vSech cisel stejna, jelikoz kazdé ¢islo je zde zastoupeno
pouze jednou a tudiz je pravdépodobnost hodu ¢isla a dana jako:

P(a) =

Y

1
n
kde n znaci pocet ¢isel na ruleté.

Tato vlastnost casto vede k velice naivni hypotéze, ze kazdé ¢islo se ob-
jevi praveé jednou v kazdych n hodech (viz [1]), ovSem tato varianta je velice
nepravdépodobna a je rovna

Priklad: ve francouzské ruleté je 37 cisel a tudiZ je pravdépodobnost, Ze se
ve 37 hodech prave jednou objevi kazZdé cislo je
37!

P(1,37) = 375 = 1,304 - 1071,

Tato pravdépodobnost je témér rovna 0. Jaka je tedy pravdépodobnost, ze
se v n hodech objevi prave k-krat zvolena hodnota. Tato pravdépodobnost
je dand binomickym rozdélenim



PX = k] = (Z)p’“(l )"

kde X oznacuje pocet vyskytu dané hodnoty v n hodech.

Priklad : ve francouzské ruleté je n=37 (pocet cisel) a p=1/37

PX =k = <3k7> (317>k (1 B 317>37k

Zkusme se nyni podivat co se stane v piipadé, ze ¢isel na ruleté bude
nekonecno. Oznacime A = n - p, v predchozim piipadé bylo tedy A = 1.
Potom

PEX =K = ()L —p = ()3 (1= )" = i (1= 2)

= b (=) (=) e

7, tohoto rozvoje vidime, ze binomické rozdéleni s parametry n a p lze
apro-ximovat Poissonovym rozdélenim s parametrem A = n - p. Nasledujici
tabulka znazornuje kvalitu aproximace binomického rozdéleni Poissonovym
rozdélenim, ze v n hodech padne pravé k-krat dana hodnota.

Tabulka 1.1. Aproximace binomického rozdéleni Poissonovym pro n = 37.
| k | Binomické rozdéleni | Poissonovo rozdéleni | [chybal |

0 |[0,36285 0,36787 0,00503
1 | 0,37293 0,36787 0,00505
2 11 0,18646 0,18393 0,00253
3 || 0,06042 0,06131 0,00088
4 || 0,01426 0,01532 0,00106
5 || 0,00261 0,00306 0,00045

Kolik rtuznych ¢cisel se tedy objevi v 37 hodech za sebou?

Definujeme proménné Zy, 21, Zy, Z3, Zy,- - -, Z3g, kde kazd4 z téchto promén-
nych nabyva hodnoty:

7 _ 1, pokud se ¢islo ¢ neobjevi ani jednou v dané sérii 37 hodu,
‘1 0, jinak.

Stfedni hodnoty téchto ¢isel jsou stejné, nebot pravdépodobnost hodu kazdé-
ho ¢isla je stejna. Pravdépodobnost, ze se dané ¢islo neobjevi:

E[Zy = E|Z)]| = E|Zy] = ... = E[Zs5] = 0,36285.
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Urcéime pocet cisel, které se v 37 hodech za sebou neobjevi
E[Zy| + E[Z1] + E[Z5) + ... + E[Z36] = 37 - 0,36285 = 13.
Ze zakona velkych ¢isel plyne, ze v dlouhych sériich po 37 hodech se zhruba

36,2% = 13 cisel v kazdé jednotlivé sérii vubec neobjevi, viz [1].

Priklad: ve francouzské ruleté je n = 37 (pocet cisel), tudiz v dlouhijch
seriich po 37 hodech se 13 ¢isel vibec neobjevi.

Typickym znakem u tohoto typu her je hraci plan, na kterém kazdé pole
vyznacuje urcitou vysi vyplatniho poméru, jez bude vyplacen, pokud padne
¢islo splnujici dana kritéria. Tuto vlastnost lze interpretovat matici vyher

Vd{ai;},

ktera je jednoznacné urcena nasledovneé:
aplr Gz ais
Qo1 G22 Q23

V= N

a31 dazz G33

kde a;; znaci vyplatu hrace pii sézce 7 pii vysledku j.

Sazku hrace lze interpretovat jako vektor s

— def .
§= (81,852,583, -, 8n); Vi, s; >0, Zsizl,
i

kde s; znaci sazku hréace na i-tou sazkovou moznost.
Celkovou vyhru hrace pti hodu éisla j, 1ze definovat jako:
n
v; = Z 5k~‘/lc,j (11)
k=1
Tento vztah lze zapsat i maticové, jako j-tou slozku vektoru -

=35V

Jelikoz vyhra zavisi pouze na hodu ¢isla, tak pravdépodobnost, ze ve vektoru
v, bude nasi vyhru znacit slozka j, je stejna jako, ze nasi vyhru bude znagcit
slozka j + m. Tato vlastnost ndm pomuze pii hledani optimalni sézky.

P(X =j)=P(X =k); jke{1,2,3,....n}. (1.2)



1.1.1 Optimalni strategie

Optimalni strategie by méla byt zalozena na minimalizaci ztraty nebo maxi-
malizaci zisku, tudiz hleddme takové rozlozeni sazek (rozlozeni vektoru §),
pro které bude soucet slozek vektoru ¥ maximélni (jelikoz vsechna ¢isla maji
stejnou pravdépodobnost, ze padnou viz (1.2))

max » _ v;, (1.3)

pak po dosazeni (1.1) do (1.3) predchoziho vzorce plati:

m n
max Z Z Sk-Vi s

j=1k=1

kde n znaci pocet ¢isel a m znaci pocet ruznych sazek.
Déle muzeme spocitat stfedni hodnotu vyhry pii dané sazce s, jako

Ev] = z:(sV)l

S|

Dalsi moznosti hledani optimalniho feseni je zalozena na maximalizaci stfedni
hodnoty vyhry, tedy jako

n

maxl > (s V)

ni4

1.2 Francouzska ruleta

1.2.1 Zakladni informace

Ruleta se skldda ze dvou kol. Mensi kolo mé 37 ¢isel (¢isla nejdou poporadé za

sebou), z toho 36 ¢isel je éervenych nebo cernych (rovnomérné 18 ¢ervenych,

18 cernych ¢isel), nula je zelend. Barvy (Gervend a ¢ernd) se na kole stiidaji.

Cisla jsou uspofadéna tak, aby poskytovala co nejpestiejsf kombinace malych-
velkych a sudych-lichych ¢isel. Ruleta je pomérné snadnéd a srozumitelna
i pro zacatecniky. Poskytuje velmi Siroké moznosti sazek a je tak pfimo

zrozend pro ruzné systémy sazek, viz [3].

1.2.2 Sazky

V ruleté existuje dvanact zékladnich sdzek a nékolik zvlastnich sazek. Je-
jich kompletni prehled a vyplatni poméry naleznete v nize uvedené tabulce.



Patti mezi né sdzka na jedno ¢islo s vyplatnim pomérem 35:1. Dale lze sazet
kombinované sizky (dvojice, trojice, Ctyfi ¢isla a Sest Cisel).

Velmi oblibené jsou tzv. jednoduché, ¢i rovné sézky, tj. mald (1-18) nebo
velka ¢isla (19-36), Cervend nebo ¢ernd, suda nebo lichd. Vyplatni pomér u
rovnych sazek ¢ini 1:1. Kromé rovnych sazek lze také sdzet na 12 ¢&isel, a
to prostiednictvim sézek na tucty (prvni 1-12; druhy 13-24 a tieti 25-36)
a sloupce. Vyplatni pomér je v obou pripadech 2:1. Je mozné vsadit také
na sousedni tucty a sousedni sloupce. Veskeré sazky lze v ruleté libovolné
kombinovat, viz [3].

Pravdépodobnost vyhry pro urcitou kombinaci se spocita podle zakladniho
vzorce pro vypocet pravdépodobnosti, jako podil poc¢tu piiznivych udalosti
k celkovému poctu udalosti.

Z tabulky 1.2. je patrné, ze vyplatni pomér neni roven matematicky vypocte-
né pravdépodobnosti, tudiz hra neni spravedlivé a je vyhodnéjsi pro kasino.
Tato vyhoda se nazyva vyhoda kasina a plyne z rozdilu mezi skutecnym
matematickym sazkovym pomérem a vyhernim pomérem vyplacenym kasi-
nem, ktery je zpusoben zafazenim nuly do hraciho planu:

SVP—-VPK
K=="-__"""
v SVP+1 ~’

kde VK znac¢i vyhodu kasina, SV P znaci spravedlivy vyplatni pomér a
VPK je vyplatni pomér kasina, viz [6].

Vyhoda kasina je pro vSechny druhy sézek stejnd a je rovna 2,7%.

Tabulka 1.2. Pravdépodobnost vyhry pii konkrétni sazce.

Typ sazky Vyplatni pomér | Spravedlivy Pravdépodo-
kasina vyplatni pomér bnost vyhry

jedno éislo 35:1 36:1 2,7%

dvojice 17:1 35:2 5,4%

trojice 11:1 34:3 8,1%

ctverice 8:1 33:4 10,8%

Sest ¢isel 5:1 31:6 16,2%

tucet 2:1 25:12 32,4%

sousedn{ tucty 1:2 13:24 64,9%

sloupec 2:1 25:12 32,4%

sousedn{ sloupce || 1:2 13:24 64,9%

cervend Cisla 1:1 19:18 48,6%

¢ernd &isla 1:1 19:18 48,6%

licha ¢isla 1:1 19:18 48,6%

sudé ¢isla 1:1 19:18 48,6%

malé ¢isla 1:1 19:18 48,6%

velkd ¢isla 1:1 19:18 48,6%
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Kapitola 2

Kostkové hry

2.1 Kostkovy poker

Kostkovy poker je jednoducha hra s rychlym spadem. Hra je inspirovéna
znaméjsi karetni verzi pokeru. Hraje se s péti kostkami, které maji ruzné
obrézky (v nasem piipadé misto obrazku pouzijeme klasickou kostku s ¢isly
1 az 6). Cilem hry je hodit co nejvyssi kombinaci. Oproti karetnimu pokeru
zde odpadd princip blufovani.

Hru muze hrat libovolny pocet hracu. Kazdy hrac¢ vsazi stejnou castku a
hra¢ s nejvyssi kombinaci bere bank. Prvni hra¢ hodi pét kostek. Pokud
mu kombinace vyhovuje, muze se rozhodnout zustat pouze u jednoho hodu.
Ostatni hraci pak maji také pouze jeden hod. Muze tak nastat situace, kdy
si prvni hra¢ mysli, ze ma dobrou kombinaci, kterou bude pro ostatni hrace
tézké v jednom hodu ptrekonat. Obecné plati, ze pocet hodu se 7idi podle
prvniho hrace.

Prvni hrac¢ si muze ovSem ponechat urcitou kombinaci vyhovujicich kostek,
napi. tii pétky, vezme zbyvajici dvé kostky a pokracuje druhym hodem. Poté
preda kostky dalsimu hraci. Varianta s dvéma hody je nejobvyklejsi, hraci se
ale mohou dohodnout jesté na tfetim hodu. Opét vyhrava hrac s nejsilnéjsi
kombinaci.

Pokud maji dva ¢i vice hracu rovnocennou kombinaci, o vitézi se rozho-

duje v dalsich hodech péti kostkami. Hraci se mohou také dohodnout, ze
rozhodne hod kostkou navic, prevzato z [2].
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2.1.1 Bodovani v kostkovém pokeru
Bodovani v kostkovém pokeru (pro pét kostek) opét vychézi z karetni verze

a je néasledujici (od nejsilngjsi kombinace k nejslabsi), viz [2].

Tabulka 2.1: Kvalita kombinace v kostkovém pokeru pro pét kostek
pét stejnych | (five of a kind)

Ctyti stejné | (poker)
sekvence (streight)

plny dum (full-house)
trojice (three of a kind)
dva pary (two pairs)
jeden pér (one pair)

Zakladem pro urceni optimalni strategie je urceni pravdépodobnosti hodu
jednotlivych variant.

Necht n je pocet kostek a k je pocet ¢isel na kostce a piedpokladejme, Ze
n < k, pak:

Celkovy pocet moznosti je dan poctem variaci n-té tiidy z k prvku s opakova-
nim:

V(n k) = k"

Pocet moznosti pro jednotlivé kombinace lze spocitat pomoci klasickych
kombinatorickych tvah.

1. n stejnych ¢isel na n-kostkéch:

k,

2. (n —1) stejnych ¢isel na n-kostkach:

k-(k—1)-n,

3. (n — 2) stejnych ¢isel a 2 jind stejnd ¢isla:

k(k — 1)n!
(n —2)!2!
4. Sekvence délky n:
(k—n+1)n!

12



5. (n — 2) stejnych éisel a 2 jind ruznd ¢isla:

n! (k—1)!
(n— 2)!k(l€ — 3)!2!

6. n liché, pii kterém padne (n — 1)/2 stejnych &isel a (n — 1)/2 jinych
stejnych ¢isel a jedno jiné cislo:
k! n!
(k—2)121 G=D -1
2 2 -

(k—2)

7. n sudé, pii kterém padne n/2 stejnych ¢isel a n/2 jinych stejnych ¢isel:

k! n!
(k—2)t2! 217!

8. u stejnych ¢isel a v jinych ruznych éisel:

n! (k—1)! i
ul (k—v—1)!
V prikladu kostkového pokeru ma hra¢ moznost hodit i méné nez vSemi péti
kostkami, proto je dulezité spocitat pravdépodobnosti pro hody s mensim
poctem kostek.

Uvedené vzorce aplikujeme a po dosazeni za n = 5, k = 6 dostavame:

Tabulka 2.2: Pravdépodobnosti pro hod péti kostkami.

Kombinace Cetnost | Pravdépodobnost
pét stejnych 6 0,08%
CtyTi stejné 150 1,93%
sekvence 240 3,09%
plny dum 300 3,86%
trojice 1200 15,43%
dva pary 1800 23,15%
jeden par 3600 46,30%
nic 480 6,17%
Celkovy  pocet 7776

moznosti

13



Uvedené vzorce aplikujeme a po dosazeni za n = 4, k = 6 dostavame:

Tabulka 2.3: Pravdépodobnosti pro hod ¢tyfmi kostkami.

Kombinace Cetnost | Pravdépodobnost
CtyTi stejné 6 0,46%
trojice 120 9,26%

dva péry 90 6,94%
jeden pér 720 55,56%

nic 360 27,78%
Celkovy  pocet 1296

moznosti

Uvedené vzorce aplikujeme a po dosazeni za n = 3,k = 6 dostavame:

Tabulka 2.4: Pravdépodobnosti pro hod tifemi kostkami.

Kombinace Cetnost | Pravdépodobnost
trojice 6 2,77%
jeden par 90 41,67%

nic 120 55,56%
Celkovy  pocet 216

moznosti

Pron =2,k =6 je to ztejmé:

Tabulka 2.5: Pravdépodobnosti pro hod dvéma kostkami.

Kombinace Cetnost | Pravdépodobnost
jeden pér 6 16,67%

nic 30 83,33%
Celkovy  pocet 36

moznosti

Pron =1,k =6 je to zfejmé:

Tabulka 2.6: Pravdépodobnosti pro hod jednou kostkou

Kombinace Cetnost | Pravdépodobnost
hod urcitého 1 16,67%

cisla

Celkovy  pocet 6

moznosti

14




2.1.2 Zjednodusena varianta

Nejprve si danou hru trosku zjednodusime a fekneme, ze hra¢ muze hazet
celkem dvakrat, ale pokazdé musi hodit znovu vSemi kostkami.

V této kapitole urcime optimalni strategii pro hru o dvou hracich a budeme
hledat optimalni strategii pro zac¢inajiciho hrace.

Pro analyzu optimalni strategie je nutné nejprve spocitat ¢etnosti konkrét-
nich kombinaci, ¢ili kolika zpusoby muzeme naptiklad hodit dvojici ‘11¢

Tabulka 2.7: Cetnosti pii hodu péti kostkami pro jednotlivé kombinace.

Kombinace Unikétni cetnost | Pocet ruznych
pét stejnych 1 6
ctyti stejné 25 6
sekvence 120 2
plny dim 10 30
trojice 200 6
dva pary 120 15
jeden par 600 6

Nyni muzeme spocitat pravdépodobnost, ze v nasledujicim hodu péti kostka-
mi padne lepsi kombinace.

Necht vektor ¥ znaci, jakd ¢isla padla na péti kostkach a definujeme funkeci
F[z], ktera kazdé kombinaci ptiradi ohodnoceni dle kvality kombinace:

0;  hod neobsahuje zadnou vyherni kombinaci
1;  hod obsahuje kombinaci ‘11°
Flz]=1{ 2 hod obsahuje kombinaci ‘22

71; hod obsahuje kombinaci ‘66666°

A nyni spocitame pravdépodobnosti konkrétnich kombinaci sefazenych po-
dle ohodnoceni.
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Tabulka 2.8: Pravdépodobnost, ze opakovanym hodem s péti kostkami hodime
lepsi kombinaci.

P[F[vs41]>F[v¢]] pro hod 5-ti kostkami

Hod Pravd. hodu | P[F[ve41]>F[ve]] || Hod Pravd. hodu | P[F[ve41]>F[ve]]
nic 6,17% 93,83% 22255 || 0,13% 7,79%
11 7,72% 86,11% 22266 || 0,13% 7,66%
22 7,72% 78,04% 33311 || 0,13% 7,54%
33 7.72% 70,68% 33322 || 0,13% 7,41%
44 7,72% 62,96% 33344 || 0,13% 7,28%
55 7,72% 55,25% 33355 || 0,13% 7,15%
66 7,72% 47,53% 33366 || 0,13% 7,02%
1122 1,54% 45,99% 44411 || 0,13% 6,89%
1133 1,54% 44.,44% 44422 | 0,13% 6,76%
2233 1,54% 42,90% 44433 || 0,13% 6,64%
1144 1,54% 41,36% 44455 || 0,13% 6,51%
2244 1,54% 39,81% 44466 || 0,13% 6,38%
3344 1,54% 38,27% 55511 || 0,13% 6,25%
1155 1,54% 36,73% 55522 || 0,13% 6,12%
2255 1,54% 35,19% 55533 || 0,13% 5,99%
3355 1,54% 33,64% 55544 || 0,13% 5,86%
4455 1,54% 32,10% 55566 || 0,13% 5,74%
1166 1,54% 30,56% 66611 || 0,13% 5,61%
2266 1,54% 29,01% 66622 || 0,13% 5,48%
3366 1,54% 27,47% 66633 || 0,13% 5,35%
4466 1,54% 25,93% 66644 || 0,13% 5,22%
5566 1,54% 24,38% 66655 || 0,13% 5,09%
111 2,57% 21,81% 12345 || 1,54% 3,55%
222 2,57% 19,24% 23456 || 1,54% 2,01%
333 2,57% 16,67% 1111 0,32% 1,68%
444 2,57% 14,09% 2222 0,32% 1,36%
555 2,57% 11,52% 3333 0,32% 1,04%
666 2,57% 8,95% 4444 0,32% 0,72%
11122 || 0,13% 8,82% 5555 0,32% 0,40%
11133 || 0,13% 8,69% 6666 0,32% 0,08%
11144 || 0,13% 8,56% 11111 || 0,01% 0,06%
11155 || 0,13% 8,44% 22222 || 0,01% 0,05%
11166 || 0,13% 8,31% 33333 || 0,01% 0,04%
22211 || 0,13% 8,18% 44444 || 0,01% 0,03%
22233 || 0,13% 8,05% 55555 || 0,01% 0,01%
22244 || 0,13% 7,92% 66666 || 0,01% 0,00%

e Uvedena tabulka ukazuje zac¢inajicimu hraci, jaka je pravdépodobnost,

ze v druhém hodu docili lepsi kombinace.

e Ukazuje pravdépodobnost, ze druhy hrac¢ hodi lepsi kombinaci, pokud
se prvni hrac rozhodne hézet pouze jednou (druhy hra¢ ma potom také
jenom jeden hod).
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e 7 uvedené tabulky se da spocitat pravdépodobnost, ze druhy hrac¢ hodi
ve dvou hodech (pokud se prvni hra¢ rozhodne pro dva hody) lepsi
kombinaci nez zacinajici hrac¢. Tato pravdépodobnost je dana jako:

1= (1= P[Flopn]] > Flu])*.

2.1.3 Optimalni strategie

Nyni zkusme analyzovat ptipad, kdy si hra¢ z prvniho hodu muze nechat,
jaky chce pocet kostek. Spocitame, kdy je pro prvniho hrace vyhodné pone-
chat si kombinaci z prvniho hodu nebo hazet jesté jednou a pokusit se zlepsit
svoji situaci.

Vychéazime z tabulky 2.2., kde je patrné, ze pokud prvni hra¢ hodi v prvnim
kole pouze jednu dvojici (tj. 11, 22, 33, ...), tak pravdépodobnost, ze ho
souper v jednom hodu porazi nebo remizuje je vétsi nez 50%.

Jaké je tedy pravdépodobnost, ze si v druhém kole hrac polepsi (tj. dosdhne
lepsi kombinace)? Pravdépodobnosti jsou uvedeny v tabulce 2.9.

Tabulka 2.9: Pravdépodobnost zlepseni, pokud jsme v prvnim kole dosahli
kombinace uvedené v prvnim sloupci a do druhého hodu si ponechame kom-
binaci 11.

Kombinace dosazend | Pravdép. hodu stejného | Pravdép. Pravdeép.
prvnim hodem zlepseni zhorseni
11 60/216 27,78% 72,22% 0,00%
1122 12/216 5,56% 66,67% 27,78%
1133 12/216 5,56% 61,11% 33,33%
1144 12/216 5,56% 55,56% 38,89%
1155 12/216 5,56% 50,00% 44,44%
1166 12/216 5,56% 44,44% 50,00%
111 60/216 27,78% 16,67% 55,56%
11122 3/216 1,39% 15,28% 83,33%
11133 3/216 1,39% 13,89% 84,72%
11144 3/216 1,39% 12,50% 86,11%
11155 3/216 1,39% 11,11% 87,50%
11166 3/216 1,39% 9,72% 88,89%
22211 1/216 0,46% 9,26% 90,28%
33311 1/216 0,46% 8,80% 90,74%
44411 1/216 0,46% 8,33% 91,67%
55511 1/216 0,46% 7.87% 92,13%
66611 1/216 0,46% 7,41% 92,13%
1111 15/216 6,94% 0,46% 92,59%
11111 1/216 0,46% 0,00% 99,54%
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Z tabulky 2.9 je patrné, ze v piipadé, kdy hodime jednu dvojici (tj. 11, 22,
...), tak se vyplati hdzet podruhé tiemi kostkami, jelikoz nase Sance na
zlepseni v druhém hodu je 72,22%. Dale je vidét, ze v pripadé hodu dvou
dvojic tj. 1122, 1133 atd. se vyplati ponechat si dvojici (lepsi je nechat si
vétsi dvojici) a hézet podruhé tfemi kostami, jelikoz Sance na zlepseni je
66,67% az 50% (ale nesmime opomenout vzrustajici riziko, Ze si pohorsime).

Tabulka 2.10: Pravdépodobnost zlepsSeni, pokud jsme v prvnim kole dosahli
kombinace uvedené v prvnim sloupci a do druhého hodu si ponechame kom-
binaci 1122.

Kombinace dosazena | Pravdép. hodu stejného | Pravdeép. Pravdeép.
prvnim hodem zlepseni zhorseni
1122 4/6 66,67% 33,33% 0,00%
11122 1/6 16,67% 16,67% 66,67%
11222 1/6 16,67% 0,00% 83,33%

7 tabulek 2.9 a 2.10 je patrné, ze pokud se rozhodujeme ponechat si z
prvniho hodu kombinaci dvou dvojic nebo jedné dvojice. Pak je ovSem
mnohem vyhodnéjsi ponechat si pouze jednu dvojici a hazet znovu tiemi
kostkami, nez hazet jednou kostkou(pravdépodobnost zlepseni je v tomto
piipadé vetsi).

Tabulka 2.11: Pravdépodobnost zlepseni, pokud jsme v prvnim kole dosahli
kombinace uvedené v prvnim sloupci a do druhého hodu si ponechame kom-
binaci 111.

Kombinace dosazend || Pravdép. hodu stejného | Pravdeép. Pravdeép.
prvnim hodem zlepSeni zhorseni
111 20/36 55,56% 44,44% 0,00%
11122 1/36 2,78% 41,67% 55,56%
11133 1/36 2,78% 38,89% 58,33%
11144 1/36 2,78% 36,11% 61,11%
11155 1/36 2,78% 33,33% 63,89%
11166 1/36 2,78% 30,56% 66,67%
1111 10/36 27,78% 2,78% 69,44%
11111 1/36 2,78% 0,00% 97,22%

Zde je vidét, ze pokud v prvnim kole hodime trojici, pak se nevyplati hézet
v druhém kole, nebot pravdépodobnost, Ze nds soupei jednim hodem piedéd
je max. 28,1% (kdyz hodime kombinaci 111, viz. tabulka 2.2.). Nase Sance
na zlepseni v druhém hodu (dvémi kostkami) je 44,44%.
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Tabulka 2.12: Pravdépodobnost zlepseni, pokud jsme v prvnim kole dosdhli
kombinace uvedené v prvnim sloupci a do druhého hodu si ponechame kom-
binaci 1111.

Kombinace dosazend || Pravdép. hodu stejného | Pravdeép. Pravdeép.
prvnim hodem zlepseni zhorseni
1111 5/6 83,33% 16,67% 0,00%
11111 1/6 16,67% 0,00% 83,33%

Tato situace je podobna té predchazejici. Pokud si budeme chtit z prvniho
hodu ponechat ¢tvefici a hdzet podruhé, tak Sance ze se zlepsime je 16,67%.
Kdezto pravdépodobnost, ze nds souper piehodi v jednom pokusu je 1,67%.
Tedy nevyplati se ndm hézet podruhé, nebot nasim druhym hodem zvysuje-
me pravdépodobnost, ze néds soupei pirehodi.

Pokud v prvnim kole hodime pét stejnych a nebo sekvenci nerozebirame,
nebot v téchto pifpadech je patrné, Ze se nevyplati hdzet podruhé a op-
timalni je tedy zustat u jednoho hodu.

2.2 Nejvyssi soucet vyhrava

Dalsim prikladem kostkovych her jsou hry, pti kterych se snazime dosdhnout
co nejvétsiho souctu na kostkéch.

Uvazujme hru s nasledujicimi pravidly: Mame n kostek a snazime se doséh-
nout co nejvétsiho souctu na vsech kostkach. Po kazdém hodu musime ale-
spon jednu kostku odlozit a dal hazime se zbytkem kostek dokud nenechame
lezet vSechny kostky (budeme spokojeni s nasim souctem).

Nasim tkolem je najit optimalni strategii, tj. postup kterym hra¢ bude maxi-
malizovat svuj celkovy soucet.

LY

hazenych kostek), jelikoz do téchto situaci se hra¢ dostane pokud bude
zacinat s vyssim poctem kostek.
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Pro dalsi analyzy definujeme ziejmé zakladni pravidla:

e Hrac odklada vzdy kostku s maximalni hodnotou.
e Hrac odklada vsechny hozené Sestky.

Uvazujme dva rozdilné piistupy pro hledani optimalni strategie. V prvnim
pristupu zkoumame, kdy si muzeme dalsimi hody polepsit s pravdépodobnos-
t1 vétsi nez 50%. Druhy piistup se snazi maximalizovat oc¢ekdavanou hodnotu
dosazenych hodu.

2.2.1 Pravdépodobnost zlepseni
I. n-1 kostek stoji a mizeme hodit jednou kostkou
Nésledujici tabulka shrnuje pravidlo rozhodovéni pokud nam jiz (n — 1)

kostek stoji a rozhodujeme se, jestli hodime posledni kostkou znovu nebo ji
uz nechame lezet.

Tabulka 2.13: Pravidlo rozhodovani pro hod jednou kostkou.
Hodnota na posledni kostce | Pravdép. zlepSeni nebo zustaneme na svém

100,00%
83,33%
66,67%
50,00%
33,33%
16,67%

S O W N -

V mezni situaci v bodé 4 je sice pravdépodobnost zlepseni 50%, ale stiedni
hodnota z dodateéného hodu je 3,5, coz je mensi nez 4, tudiz se jiz nevyplati
hézet znovu.

I1. n-2 kostek stoji a mizeme hodit dvéma kostkami

Pro jednotlivé soucty na dvou kostkach tj. (2, 3, 4, 5, ..., 12) potifebujeme
spocitat pravdépodobnost, ze bud v nasledujicim hodu (dvémi kostkami)

nebo nasledné jesté dohozenim jednou kostkou tento soucet prekoname.

Tato situace se da fesit dvéma ruznymi zpusoby:

20



A)

Jako pravdépodobnost, ze v nasledujicim hodu prehodime soucet nasi soucas-
né kombinace plus pravdépodobnost, ze hodime nizsi soucet a z tohoto hodu
si ponechame vétsi ¢islo a dalsim hodem jednou kostkou puvodni soucet
prekoname. Dané pravdépodobnosti znazornuje tabulka 2.14.

Tabulka 2.14: Pravdépodobnost, ze v néasledujicim hodu piekondme nas

soucasny hod.

soucet | Pravdeép. zlepSeni nebo zustaneme na svém

2 36/36 100,00%
3 35/3641/36-5/6 99,54%
4 33/36+2/36-5/6+1/36-4/6 98,15%
5 30/36+2/36-5/6+3/36-4/6+41/36-3/6 94,91%
6 26/36+2/36-5/6+4/36-4/6+3/36-3/6+1/36-2/6 89,35%
7 21/36+2/36-5/6+4/36-4/6+5/36-3/6+3/36-2/6+1/36-1/6 | 80,56%
8 15/3642/36-5/6+4/36-4/6+6/36-3/6+5/36-2/6+3/36-1/6 | 68,06%
9 10/36+4/36-4/6+6/36-3/6+7/36-2/6+5/36-1/6 52,31%
10 6/36+7/36-1/64+8/36-2/6+6/36-3/6 35,65%
11 3/36+9/36-1/6+8/36-2/6 19,91%
12 1/36+10/36-1/6 7,41%

Z tabulky 2.14 je patrné, Zze mezni hodnota je soucet 10. Pti tomto souctu
(hod bez sestky, tj. pouze dvé pétky), nechdvame obé kostky na stole a déle
uz nehézime.

B)

Dana situace hod dvema kostkami a posléze jesté moznost dohodit jednou
kostkou se d& prevést na situaci, kdy hazime tfemi kostkami a z téchto tii
kostek si ponechame dvé kostky na kterych jsou nejveétsi ¢isla.

Celkovy pocet kombinaci pfi hodu tiemi kostkami je 63=216 a ¢etnost jed-
notlivych souc¢tu pokud si ponechdme pouze dvé kostky (s nejvétsimi hod-
notami) znazornuje tabulka 2.15:

7 téchto cetnosti se da spocitat pravdépodobnost, s jakou hodime jednotlivé

kombinace a déle také pravdépodobnost, s jakou dany soucet na dvou kost-
kach prehodime, jak ukazuje tabulka 2.15:
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Tabulka 2.15 : Pravdépodobnosti pro hod dvéma kostkami.

soucet na 2 | ¢etnost Pravdépodobnost| Pravdépodobnost

kostkach hodu kombinace | zlepseni nebo
zustaneme  na
svém

2 1 0,46% 100,00%

3 3 1,39% 99,54%

4 7 3,24% 98,15%

5 12 5,56% 94,91%

6 19 8,80% 89,35%

7 27 12,50% 80,56%

8 34 15,74% 68,06%

9 36 16,67% 52,31%

10 34 15,74% 35,65%

11 27 12,5% 19,91%

12 16 7,41% 7,.41%

Mezni situace nastava pokud soucet na dvou kostkach je roven 9, pak mame
dvé moznosti

e 6 a3 .. 6 nechdvame a analyzujeme trojku (viz predchozi pripad)

e 5 a4 .. pravdépodobnost zlepseni nebo zustaneme na svém je 52.31%,
hézime dvéma kostkami znovu.

III. n-3 kostek stoji a mizeme hodit tfemi kostkami

Tuto situaci budeme pocitat postupné. Na tirech kostkach mame soucet x a
rozhodujeme se, zda-li budeme hazet znovu nebo si tuto kombinaci nechame.
Pravdépodobnost, ze zlepsime nebo znovu hodime soucet = budeme pocitat
rekurentné. Napiiklad, chceme urcit pravdépodobnost zlepseni pokud nam
zbyvaji tii pétky, jinymi slovy pravdépodobnost souctu alespon 15. Situaci
rozdélime na piipady podle toho, co padne pfi prvnim hodu tfemi kostkami:

Pravdépodobnost, ze pti hodu tiemi kostkami bude maximum £k je:

B — (k- 1)3
63

22



Tabulka 2.16: Pravdépodobnost maxima k.

k | Pravdépodobnost maxima k
1 1/216
2 7/216
3 19/216
4 37/216
5 61/216
6 91/216
Potom

e s pravdépodobnosti 1/216 bude maximum 1 (pak souc¢tu 15 nedosdh-

neme),

s pravdépodobnosti 7/216 bude maximum 2 (pak souc¢tu 15 nedosah-
neme),

s pravdépobobnosti 19/216 bude maximum 3 a pak musime dvéma
kostkami hodit aspon 12 (z tabulky pro dva hody vime, ze tato pravde-
podobnost je rovna 16/216),

s pravdépodobnosti 37/216 bude maximum 4, pak musime dvéma
kostkami hodit aspon 11 (tato pravdépodobnost je rovna 43/216),

s pravdépodobnosti 61/216 bude maximum 5, pak musime dvéma
kostkami hodit aspon 10 (z toho jiz jeden hod je roven 15 (5,5,5)),

s pravdépodobnosti 91/216 bude maximum 6, pak musime dvéma
kostkami hodit aspon 9 (z toho jiz 19 hodi ma soucet vétsi nebo rovno
15 a 6 hodu obsahuje dvé sestky a jejich soucet je mensi nez 15).

Celkova pravdépodobnost, ze zlepsime nebo zustaneme na svém je rovna

19

216 216 T 216 216 T 216 216 216 216 216 ' 216 " 216 6

16 37 43 60 77 1 66 113 19 6

4
= = 10,4106,

coz znamena, ze se nevyplati hdzet znovu.
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Uvedeny postup aplikujeme i na ostatni soucty a vysledek znazornuje ta-

bulka 2.17:

Tabulka 2.17: Pravdépodobnosti hodu jednotlivych souctu pro tii kostky

K=Soucet na 3

Pravdépodobnost hodu souc¢tu alespon K

kostkéch
216

3 316 100,00%
1215 19 , 37 , 61 , 91

4 216 216 + 216 216 216 216 216 ]‘00700%
1212 - 4 - 3216 37 | 6L . 9L

5 216 216 216 + 216 216 + 216 216 216 216 99799%
1 205 6 212 16 215 37 61 91

6 216 216 + 216 216 + 216 + 216 + 216 216 + 216 + 216 + 216 99792%
1193 , 7 205 9 212 , 3 215

7 216 216 216 216 + 216 216 216 216 216 + 216 99’70%
61 , 91
216 216
1174 | 7 193 15 205 212

8 516 ° 216 T 216 " 216 T 216 216 516 * 216 T 216 216 + 316 216 216 99,13%
3 215 , 58 | 91
216 216 + 216 + 216
17 7 Ird 18 193 19 18 205

9 216 216 216 216 216 216 + 216 216 216 216 97’83%
52 , 9 212 |, 3 215 , 88
216 216 216 216 216 216
1 113 , 7 147 |, 19 174 | 10 193 | 43

10 216 216 + 216 216 + 216 216 + 216 + 216 216 + 216 + 95720%
18 205 4 9 212 4 82
216 216 216 216 216
1 7o, v 113, 19 147 |, 33 174 31

11 216 216 216 216 216 216 216 216+216 216 90747%
30 193 , 18 205 , 73
216 216 216 216 216
1 43 | 7 77 | 19 113 , 36 147 | 1 . 19

12 216 216 + 216 216 + 216 216 + 216 216 + 216 + 216 + 82777%
42 174 4 6L 4 30 193
216 216 216 216 216
1 16 , 7 43 , 19 77 , 37 113 54

13 216 216 + 216 216 216 216 216 216 + 216 216 71755%
147 45 174
216 216 216 216
7 16 | 19 43 | 37 77, 4 | 57 13 _ 3

14 216 216 + 216 216 + 216 216 + 216 + 216 216 + 216 57’22%

31, 57 147
216 216 216

1 66 113 19 6 4

15 216 216+216 216+216 216+216 216 216 216+216 6 41706%
37 16 , 61 43 , 10 , 9 3, 72 77

16 216 216 + 216 216 + 216 + 216 6 + 216 216 25749%
6L 12 2 15 . 43

17 216 216 + 216 216 6 216 216 12’71%
1 15 1, 75 . 16

18 216 ' 216 6 ' 216 216 4,19%

7 tabulky 2.17 je vidét, ze pokud mame na tfech kostkach soucet mensi
nez 15, pak se vyplati hazet znovu, pravdépodobnost zlepseni je vétsi nez
50%. Pokud méme na tiech kostkach soucet 15 (pouze hod (5,5,5), v os-
tatnich pripadech hod musi obsahovat sestku a tu automaticky nechdvame
lezet a analyzujeme hod s dvémi kostkami), tak uz dédle nehdzime, nebot
pravdépodobnost hodu souctu alespon 15 je 41,06%. Pokud je soucet vetst
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nez 15, pak nutné musi obsahovat alespon jednu Sestku a tudiz analyzujeme
hod dvémi kostkami (Sestku nechdvame lezet).

IV. n-4 kostek stoji a miazeme hodit ctyirmi kostkami atd.

Postupujeme podle obdobného schématu jako v predchazejicich ptipadech.
Uvedeme pouze pravdépodobnost pro mezni hodnotu, kterou je soucet 20
(pfi hodu se ¢tyimi kostkami). S vyuzitim systému Wolfram Mathematica 6
[8] ndm vysla pravdépodobnost (hodu souctu 20 a vice) 47,44%.

2.2.2 Porovnavani stredni hodnoty

Dalsim druhem hledani optimalni strategie je porovnavani souc¢tu naseho
hodu se stredni hodnotou poc¢tu bodu, kterych bychom dosahli, kdyby-
chom hazeli znovu. Opét plati, ze nechavame stat vSechny Sestky, piipadné
maximalni dosazenou hodnotu a analyzujeme zbytek.

Vypocet stiedni hodnoty

1. Stredni hodnota pro hod jednou kostkou
Ztejme je stfedni hodnota pro hod jednou kostkou rovna
E; =35.

Jinymi slovy pokud se rozhodujeme, zda-li hodit jednou kostkou, tak
pokud mame ¢tyti a vice, pak uz dal nehazime a kostku nechavame
lezet.

2. Stfredni hodnota pro hod dvéma kostkami

Uz vime, ze pokud je v prvnim hodu nejmensi dosazena hodnota ale-
spon 4, dal jiz nehdzime. Jinak hdzime dal jesté jednou. Pravdépodob-
nosti dosazenych hodu muzeme spocéitat z véty o uplné pravdépodob-
nosti.
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Tabulka 2.18: Pravdépodobnosti hodu jednotlivych soucti.

k Pravdépodobnost hodu souc¢tu k

2 |35 716
3 |% 513 s 716
4 |5 stm etz s 716
5 |% 6T 6 T% 6573 5 216
6 |3 6T 35 5T 536 53 5 76
T |s st stm sTaw st 63 5|6
8 | % sTm 5T s T s T3 sTm |30
9 |- stm etm st st 515
10 |35 5+3 5+3 5+3% T3t 516
11| 5%-5+3% 5+3% 516
12| 355+ 3 7

Nyni muzeme spocitat sttedni hodnotu pro hod dvéma kostkami:
FEy = 8,236.

Tedy pii rozhodovani, zda-li hazet dvéma kostkami, se podivame, jaky
je na nich aktualni soucet, pokud je vétsi nez 8, pak je tato kombinace
vyhovujici a ddle uz nehazime, v jiném ptipadé hazime dal.

. Stredni hodnota pro hod tfemi kostkami

Jiz vime, ze pii rozhodovani o hodu jednou kostkou nechavame ¢tyiku,
pro hod dvémi kostkami nechdvame stat, pokud je soucet na kostkach
vetsi nez 8. Tato pravidla musime brat v tvahu pii vypoctu pro hod
tfemi kostkami.

S pomoci tabulky 2.19 muzeme spocitat stfedni hodnotu pro hod tiemi
kostkami.
E3 =13,39

Tedy pii rozhodovani, zda-li hazet tfemi kostkami se podivame, jaky je
na nich aktualni soucet, pokud je vétsi nez 13, pak je tato kombinace
vyhovujici, a dale uz nehazime, v opa¢ném piipadé hazime dal.
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Tabulka 2.19: Pravdépodobnosti hodu jednotlivych soucti pro hod
tremi kostkami.

k Pravdépodobnost hodu souctu k

3 | 515 ﬁ 0,00%
4 T}G ) 216 + 216 ) ﬁ 0,02%
5 %6-2% ﬁ-ﬁ %-ﬁ 0,12%
6 ﬁ ) 21() + 316 216 ) 21() * 316 216 ) 216 i 216 216 0,41%
7 | 35 " 316 T 316 " 316 + 316 " 316 T 216 " 316 + 316 " 716 1,08%
8 Tiﬁ-% %-2% 2%-% %-% 2‘%% %-ﬁ 2,33%
9 ﬁ ) 216 216 216 + 216 216 ) 216 * 216 216 ) 216 * 216 216 ) 216 * 216 216 ) 2?76 4,18%

10 | 575 5 +

32 19 27 37 21 57 15 66 9
216 216 6743%

26
216 216 ' 216 216 ' 216 216 ' 216 216 ' 216 216

216 216 216 216 216 216 216 216 216 216 216 216

1
7
1
11| oL 384 7. 35 4 1o 32 | 57 20 5 314 66 15 |gy3y
7
1

1 24 35 37 27 66 21
12 7'7+ﬁ'216+216'7 7'216—’_216'7 2220 110,82%

216 216 216 216 216 216 216

13 2}6'21126 216 216+21196 23166+216 216 % 2% % % 2%6 % 13,05%
14 f76 ) % 216 216 6+ 216 216 216 + 216 216 + 216 ) 216 =+ 15 216 + 316 216 ) % 14,90%
15 2% . % % % QTG 216 + 216 216 216 + 316 216 + 316 216 % ) % 15,68%
16 2%'217126 2%'% %'216+216 2%6'% 27:1))6 12,45%
17 2% ) 216 + 216 216 + 216 6 + % 6,94%
18| 66 .12 , 9 1, 1 2.85%

216 216 216 6 216

4. Stredni hodnota pro hod c¢tyrmi kostkami

Pro hod se ¢tyfmi kostkami je pomérné obtizny a rozsahly, proto
vyuzijeme systém Wolfram Mathematica 6 [8]. Zdrojovy kéd je na
prilozeném CD.

Stredni hodnota pro hod ¢tyimi kostkami je
E, =18.8.
Tedy pii rozhodovani, zda-li hazet ¢tyfmi kostkami, se podivame, jaky

je na nich aktudlni soucet, pokud je vétsi nez 18, pak je tato kombinace
vyhovujici a dale uz nehazime, v opa¢ném piipadé hazime dal.
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5. Stredni hodnota pro hod péti a vice kostkami

P1i vypoctu sttedni hodnoty pro hod péti a vice kostkami se postupuje
podle obdobného schématu jako pii hodech s méné kostkami.

2.2.3 Shrnuti

V této kapitole porovname oba piistupy, které se lisi pouze meznim souctem.
V tabulce 2.20 jsou uvedeny stiedni hodnoty dosazenych bodu pro oba
pristupy dle poctu kostek, se kterymi hazime.

Tabulka 2.20: Shrnuti obou pfistupu.

n|E, dle| E, dle| max | Pomér mezni mezni
2.2.2 2.2.1 E,/max soucet soucet
podle 2.2.2 | podle 2.2.1
1135 3,5 6 0,58 4 4
2 | 8,24 8,24 12 0,69 9 10
3| 13,39 13,36 18 0,74 14 15
4 | 18,80 18,76 24 0,78 19 20

7 tabulky 2.20 plyne:
e Pokud se mezi kostkami objevuje trojka, pak hdzime dal vsemi kostkami

e Rostouci pomér E, /maz ukazuje, ze od urcitého poctu kostek n, bude-
me pokracovat v hazeni pokud se mezi kostkami objevi ¢tytka. Pro
jesté veétsi n budeme pokracovat v hazeni vSsemi kostkami i kdyz se
mezi nimi objevi pétka.

Nyni zkusme uvazovat situaci, kdy mame dva hrace. Jeden hraje podle 2.2.2
a druhy hraje podle 2.2.1. Tabulka 2.21 uvadi pravdépodobnost vyhry pro
oba hrage.

Tabulka 2.21: Porovnani obou pristupn.

n | Pravdépodobnost| Pravdépodobnost
vyhry se | vyhry se
strategii 2.2.1 strategii 2.2.2

3 10,441 0,449

4 10,444 0,454

Z tabulky 2.21. je vidét, ze hrac, ktery se idil dle 2.2.2 ma vyssi pravdépodob-
nost vyhry, a proto muzeme tento pristup povazovat za lepsi. To je jiz vidét
z tabulky 2.20, kde pristup 2.2.2 mé lepsi sttedni hodnoty dosazenych bodi.
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Kapitola 3

Karetni hry

Uvazujme karetni hru s velice jednoduchymi pravidly. Mame balicek karet
s m Cernymi kartami a n ¢ervenymi kartami. Postupné odkryvame karty a
po ¢ase (ur¢i hrac) odkryvéani zastavime. Pokud dalsi odkrytd karta bude
cervena, tak vyhravame, a pokud bude ¢ernd, tak prohrajeme.

Hledanim optimalni strategie v této hie rozumime hledani optimalniho ¢asu
zastaveni odkryvani.

Definujeme:
{ 1, pokud i-ta odkryta je cervend,
Z; = .
0, jinak.
Tedy:
m-+n

i=1

Oznac¢me X pravdépodobnost vyhry, kdyz bylo zastaveno pred odkrytim
k-té karty, pak

1 k—1

:m+n—k—|—1(n_z

=1

X Zi), k=1,---,m+n.

Ziejmé EZ;= 1 i = 1,...,m+n nebot P[Z;=1]=—"" a P[Z;=0]=T-,

+m’ = n+m

pak pro kazdé k plati:

k-1, oS p (e=Dn
Bx, = B (SERE) = (sZh ) - (28 -

m+n—k+1 n+m—k+1 m4n—k+1
_ _n’4mn—kntn _ _ n(ntm—k+l) __  n
(n4+m)(m+n—k+1) (n+m)(m+n—k+1) n+m’
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Definice, viz [5]:
Martingal v diskrétnim case je stochasticky proces v diskrétnim case (posloup-
nost nahodnych velicin) X1, Xo, X3, ... , takovy, Ze pro vsechny n plati

E(|Xa]) < oo,
E(XnJrl |X1, ,Xn) - Xn

V nasem piipadé: E[Zy|Zy, ..., Zp1]) = N2 2P| Zy = 34| 21, ..y Zpoi] =
= P2y = x| Za, ooy Zp ] == (n— S Z)) = XuVk;

a odtud plyne, ze X} je martingal, tj. E[X¢| X7, ..., Xp_1] = Xp_1VE;

1
2n—k+1

Za urcitych podminek se stifedni hodnota martingalu v case zastaveni rovna
stfedni hodnoté v pocatecnim stavu (a také ve vsech deterministickych
casech).

Optional stopping theorem, viz [4]:
Necht X1, Xo, X3, ... je martingal a T je markovsky cas vzhledem k
X1, X2, X3, ..., tj. jev [T = n| zdvisi pouze na Xy, ..., X,. Kdyz

Er <o

a existuje konstanta c tak, Ze
E(|Xiy1 — Xi|) <e Vi,

pak
EXT == EX1

Stredni hodnota pravdépodobnosti vyhry zastaveni v Case je porad stejna a

rovna EX; = . 7 toho plyne, ze nezalezi, v jakém okamziku zastavime

odkryvani karet.

OvSem nesmime opomenout, ze s rostoucim Casem roste riziko (rozptyl
pravdépodobnosti vyhry):

Tabulka 3.1: Stredni hodnota a rozptyl pro m =n

Stiredni hodnota Rozptyl

Xy = % var X; =0

Xy = 52=(n—2y) var Xy = 7(2;1)2 wvarZ, = 74(%1_1)2

X3 = 2n{1(n — 7y — Zy) var Xg = ﬁ.var(Zl + Zy) = ﬁ;@fl
_ k(2—k) | k(k—1) (n—1

X = gn_1k+1(” - Zf:ll Z;) var X, = (2n—llc+1)2 ( (4 Lt (2 )((Qn—l)))
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