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1 Uvod

Gymnazidlni vyuka matematiky v Ceské republice je dnes (2007) zaméiena
pomeérné prakticky. Studenttim je predkladano velké mnozstvi poznatkt a zpu-
sob1 pro jejich vyuziti. Tato prace neskyta dalsi davku poznani, ale snazi se o jisty
odstup od zminéné praktické matematiky.

Zvidavy stiedoskolsky student (takovym je tato prace urcena) je zde odlehce-
nou formou zasvécovan do jiného pohledu na matematiku, takového, jaky znaji
studenti a absolventi vysokoskolského vzdélavani.

Nicméné, tato prace by se dala pojmout i prakticky jakozto cvicebnice diika-
zovych metod.

Ptipadny ¢tenar by mél mit napaméti, ze text prace je pomérné hutny. Nestaci
tedy pouze vénovat Cas Cteni, ale je zapotfebi vynalozit i néjaké tsili na traveni
toho precteného.



2 Geometrie

2.1 Souhrn

Nésledujici odstavecky se pokusi zevrubné nastinit, jak to s geometrii vypada
zevniti. Jde pouze o trochu teorie, kterou si v dalsi kapitole vyzkousime aplikovat.

2.2 Teorie

Geometrie je cosi, ¢emu se v matematickém svété iika teorie. Teorie se ,skla-
daji“ z pojmu (napf. ,piimka“,  kolmé piimky“, ,rovnobéiné piimky“) a vyroku
nad témito pojmy (napf. ,dvé primky, kolmé na stejnou piimku, jsou rovno-
bézné“). Je celkem zfejmé, ze prvné musi byt zavedeny alespon néjaké pojmy,
a teprve potom lze o nich néco prohlasovat.

2.3 Pojmy

Pojmy se déli do dvou skupin, a to na pojmy , prazdné“ a pojmy ,,odvozené”.

Prazdné jsou pojmy, které nemaji definici. Prosté si fekneme, Ze jsou a dale
s nimi pracujeme bez nutnosti jejich blizsiho zkoumani. Napiiklad geometrie uziva
prazdnych pojmi ,bod“, ,pfimka“ a ,rovina“ (a samozfejmé dalsi jiné, které se
ale 1isi podle zpusobu zavedeni geometrie).

Pojmy odvozené se potom odkazuji na jiné, jiz existujici pojmy, a to jak
prazdné, tak odvozené (napf. pojem ,usecka“ by se odkédzal na pojmy , pfimka“
a ,bod“).

2.4 Vyroky

Vyroky se rovnéz déli do dvou skupin, a to na ,axiomy“ a ,véty“.

Axiom je vyrok, ktery prohlasime za pravdivy. Kdybychom chtéli jeho prav-
divost zkoumat, zjistili bychom, zZe mtze i nemusi byt pravdivy. Za axiomy si
tedy zvolime takové vyroky, které chceme aby v nami zavedené teorii platily
(napf. ,,dva rtzné body jednoznacné urcuji tisecku“). Samoziejmé, mnozina axi-
omi musi byt bezesporné (kdyz z axiomii odvodime vyrok A, nelze z nich vyvodit
vyrok —A) a méla by byt co nejmensi (nemé smysl prohlasovat za axiomy vyroky,
které lze z jiz existujicich axiomt odvodit).

Axiomy dost ¢asto svazuji pravé prazdné pojmy. Kdyz napt. o bodu nejde
fict, co to je, fekneme, jaky to ma vztah k nécemu jinému.

Véty narozdil od axiomi jsou jiz néjakym logickym disledkem, ktery z mno-
ziny axiomu vyplyva. Postup, kterym ukazujeme, jak véta z mnoziny axiomu
logicky vyplyva, se nazyva ,dikaz®.



3 Shodnost

3.1 Souhrn

V této kapitole se pokusime vybudovat ,zéklad“ rovinné geometrie po vzoru
teoretického nastinu predchozi kapitoly. Nejprve zavedeme pojmy, nasledné axi-
omy a uvedeme bez dikazt (dikazy napf. v [3]) nékolik obecné platnych vét,
které vyuzijeme pii dalsim dokazovani.

3.2 Znamé pojmy

Za prazdné pojmy budeme stejné jako pri stfedoskolské vyuce povazovat bod,
primku a rovinu. (Jak jiz bylo feceno, tyto pojmy samy o sobé nic neznamenaji,
jediné co mé né&jaky vyznam je vztah téchto pojmi.)

Za pojmy zndmé (bez nutnosti uvedeni definice) pfijmeme: polorovinu, krivku,
usecku, kruznici, poloprimku, uhel, prisecik krivek, sjednocent, priunik, otocent,
posunuti, preklopent, totoZnost, hranici rovinného utvaru, ohraniceni casti roviny
krivkou a délent utvaru krivkams.

3.3 Definice
3.3.1 Shodnost

Definice
Utvary nazveme shodné pravé tehdy, kdyz je lze ztotoznit posunutim, otocenim,
preklopenim nebo kombinaci téchto zobrazeni.

Poznamka.

Stoji za povSimnuti, Ze definice se vzdy odkazuje na jiné pojmy vazbou ,nazy-
vame®, ¢imz vlastné vyjadiuje, ze jde pouze o pojmenovani néjaké skutecnosti
a ne o snahu prohlasit tuto skutecnost za pravdu.

3.3.2 Uhly

Definice

Bod lezici na pfimce déli tuto piimku na dvé polopiimky. Rikdme, Ze tyto polo-
primky jsou vzajemné opacné.

Uhel, jehoz ramena jsou dvé vzajemné opacné polopiimky, nazfvame p¥imy. Ve-
likost pfimého thlu budeme oznacovat w. Primku délici tihel pfi daném vrcholu
na dva shodné tihly nazveme osa tihlu. Uhel vznikly délenim pfimého tihlu na
dva shodné thly nazyvame pravy.

Dvé totozné polopiimky déli rovinu na dva tihly. Uhel totozny s rovinou nazyvame
plny, thel totozny s hraniéni polopfimkou nazyvame nulovy.



3 SHODNOST 3.3 DEFINICE

3.3.3 Kolmost a rovnobéZnost

Definice

Dvé primky, které nemaji zadny spoleény bod, nazyviame rovnobézné ruzné.
Dvé primky, které maji pravé jeden spoleény bod, nazyvame riznobézné.

Dvé primky, které maji vSsechny body spolecné, nazyvame rovnobézné totozné.
Dvé primky, které rozdéluji rovinu na Ctyti shodné thly nazyvame kolmé.

Pozndmka.

Rovnobéznost ptimek a a b ozna¢ime a || b.
Riznobéznost ptimek a a b oznacime a }f b.
Kolmost pfimek a a b oznacime a L b.

3.3.4 Konvexnost

Definice

Meéjme utvar u.

Utvar u nazjvame konvexni, pokud kazda tisecka, jejiz krajni body lezi v itvaru u,
lezi cela v Gtvaru wu.

Utvar, ktery neni konvexni, nazyvime nekonvexni.



3 SHODNOST 3.4 AxXxioMy

3.4 Axiomy

K preciznimu zavedeni rovinné geometrie by muselo byt vynalozeno pomérné
znacné usili. Velice pfehledny a precizné strukturovany systém axiomu sestavil
David Hilbert (na prelomu 19. a 20. stol).

Protoze se ale piimo na axiomy odkazovat nebude, nechame na zvidavém
¢tenari aby si precizni axiomatizaci dohledal.

Pro pfedstavu pouzijeme méné formalni sadu axiomt podle Eukleida (jiz
z 3. stoleti pred Kristem) uvedené v [3]. Nutno poznamenat, ze Eukleidés pouzi-
val jiné definice, nez jsme si uvedli zde a nez se bézné pouzivaji pii gymnazialni
vyuce.

Navic axiomy mél rozdélené do dvou skupin. Prvni, nazvané postulaty, slouzily
k jednozna¢nému vymezeni geometrie.

Postulat 1
Dva rtizné body jednoznacné urcuji tisecku mezi témito body.

Postulat 2
Kazdou tsecku lze jednoznacné v obou smérech prodlouzit o libovolnou délku
opét na usecku.

Postulat 3
Kruznice je jednoznac¢né urcena svym stiedem a polomérem.

Postulat 4
Vsechny pravé thly jsou shodné.

Postulat 5

Pokud tsecka protina dvé jiné tusecky tak, ze na jedné jeji strané je soucet velikosti
vzniklych vnitinich thld mensi nez velikost dvou uhlt pravych, lze ty dvé tsecky
na tuto stranu prodlouzit tak, aby se protly (obr. 1).

Obréazek 1.

10



3 SHODNOST 3.5 VELICINY

Dalsi, uz jen axiomy, maji odrazet to, co je vSeobecné platné, tedy to, co se
tykalo velicin.

Axiom 1
Dveé velic¢iny, které jsou rovny veli¢iné tieti, jsou si rovny.

Axiom 2
Kdyz se dvé rovné velic¢iny zvétsi o dily, které jsou si rovny, jsou si i celky rovny.

Axiom 3
Kdyz se dvé rovné veli¢iny zmensi o dily, které jsou si rovny, jsou si i rozdily
rovny.

Axiom 4
Kdyz se dvé nerovné veli¢iny zvétsi o dily, které jsou si rovny, celky si nejsou
rovny.

Axiom 5
Dvojnasobky veli¢in, které jsou si rovny, si jsou rovny.

Axiom 6
Poloviny veli¢in, které jsou si rovny, si jsou rovny.

Axiom 7
Objekty, které se vzajemné prekryvaji, jsou si rovny.

Axiom 8
Celek je vetsi nez cast toho celku.

Axiom 9
Dvé pfimky nevymezuji uzavienou plochu.
3.5 VeliCiny

Pojem veli¢ina si nebudeme definovat ani néjak hloubé&ji vymezovat. Pro nase
ucely se spokojime s predstavou veli¢iny nastinénou pii stredoskolské vyuce. Ve-
liciny, kterych se dotkneme, budou délka strany, velikost thlu a pomér délek.

11



3 SHODNOST 3.6 ELEMENTARNI VLASTNOSTI

3.6 Elementarni vlastnosti
3.6.1 Vlastnosti rovnobéZnosti

Véta 1
Méjme tii piimky a, b, c. Pokud je prfimka a rovnobézna s pfimkou b a zaroven
piimka b je rovnobézba s primkou ¢, potom pfimka a je rovnobézna s primkou c.

Poznamka.

Va,b,c:(al[bAb] )= (a] )

Poznamka.

Obména této implikace zni:

Méjme tii primky a, b, c. Pokud piimky a a c¢ jsou rtiznobézné, pak piimka b je
riznobéznd alespon s jednou z nich.

Va,b,c:(alfc) — (affbVbjc)

Véta 2
Meéjme primky a a b. Pifimky a a b jsou rovnobézné pravé tehdy, kdyz existuje
primka c, kterd je kolma na a i na b.

Poznamka.
Va,b:(al|b) < (FJc:a LcAbLc)

Poznamka.

Negujeme-li obé strany ekvivalence, dostaneme opét pravdivy vyrok:

Méjme dvé ptimky a a b. Piimky jsou rtiznobézné prave tehdy, kdyz kazda primka
¢ je kolma nejvyse na jednu z téchto primek.

Va,b: (a}fb) < (Ve:=(a Lc)V=(bLle)

3.6.2 Vlastnosti konvexnosti

Véta 3

Méjme konvexni ttvar uw a jeho hranici h. Pro kazdou dvojici rtiznych bodt
A a B z hranice h plati, Ze usecka AB déli utvar v na dvojici atvaru, které
jsou opét konvexni.

12



4 Mnohotuhelniky

4.1 Souhrn

V predchozi kapitole jsme nastinili ,,zaklad“ rovinné geometrie. V této kapitole
uvedeme zajimavé véty a vlastnosti, které se tykaji mnohothelnik.

Zacneme nahlédnutim do stfedoskolské literatury a podle jejiho vzoru nadefi-
nujeme pravidelny mnohothelnik. Pak se budeme vénovat vlastnostem trojihel-
nikl (uvedeme je bez dtikazti) a dokdzeme nékolik velmi zajimavych a uziteénych
vlastnosti konvexnich a pravidelnych mnohothelnik.

4.2 Definice
4.2.1 Myslenka definice

Samotna myslenka definice pravidelného pétitthelniku je jednoduché. Vime,
co je to tsecka. Definujeme pojem lomena cara a za mnohothelnik prohlasime
uzavienou lomenou ¢aru i s vnittkem. Za n-thelnik prohldsime mnohothelnik
s n vrcholy a za pravidelny n-tihelnik jeden jeho specialni pfipad. Pro n = 5
ziskame pravidelny pétitthelnik.

4.2.2 Stredoskolska definice

Nejprve ocitujeme stiedoskolskou definici mnohothelniku uvedenou v [1]. Po-
nechame z ni pouze torzo, které se bezprostredné vaze na vyse zminénou mys-
lenku.

Necht je v roviné ddno n rizngch bodi Ay, As,..., A, (n € N, n > 3),
z nichZ Zadné tri nelezi v téZe primce; pak mnoZinu usecek Ai1As, AxAs, ...,
A,_1A, nazjvdme lomenou carou A1As ... A,_1A,.

Uzavrend lomend cara A1As ... A, A1, jez lezi v roviné a sama sebe neprotind,
ohranicuje cast roviny, kterd se nazyvd mnohouhelnik, ¢i urcitéji n-uhelnik. . .

Je-li n-uhelnik A1As ... A, prunikem polorovin A1 AsAs, AsAsAy, ...,
A, 1A AL, A AL A, nazguame ho konvexnim mmnohotuhelnikem . . .

Pravidelny n-uhelnik je kazdy konvexni n-uhelnik, jehoZ vsechny strany a vsechny
vniting (a tedy i vnéjsi) uhly jsou shodné.

([1], str. 402-403)

13



4 MNOHOUHELNIKY 4.2 DEFINICE

4.2.3 Problémy s definici

Ukazeme nékolik dtvodi, pro¢ budeme pravidelny mnohothelnik definovat
jinym zptisobem.

e Ze znéni definice lomené ¢ary snadno usoudime, ze tento pojem byl defi-
novan velice umeéle a s jedinym zamérem, totiz definovat pomoci néj mno-
hothelnik. Skutecna lomena ¢ara by si tolik omezeni nezadala (podle této
definice neni pismeno W lomena ¢ara, protoze jeho prvni, tfeti a paty bod
lezi na jedné pfimce). Omezeni, kterd vyzaduje definice mnohouhelniku, je
vhodné vyjadrit az v jeho definici.

e Pojem mnohothelnik je zde ponékud zjednodusen. Uvazuji se pouze mno-
hothelniky, jejichz hranice sama sebe neprotina.

e Zda-li je ¢i neni utvar konvexni se definuje obecné pro libovolny rovinny
utvar. To, ze mnohothelnik vznikly prinikem polorovin je konvexni, uz
potom neni definice, ale vlastnost. A tak do definice michame vlastnosti,
které uz jsou dusledkem definice. (Vlastnost. Konvexni mnohothelnik lze
ziskat jako prinik polorovin.)

14



4 MNOHOUHELNIKY 4.3 DEFINICE PODRUHE

4.3 Definice podruhé

4.3.1 Lomena c¢ara

Obrazek 2.

Definice
Méjme n bodt Ay, Ay, ..., A, (n > 3) spliiujici nasledujici vlastnosti:

(i) Ay # As, As # As, ..., Ay_1 # A, (sousedici body jsou rizné),

(11) Ag é <—>A1A2, A4 ¢ <—>A2A3,..., An é HAn—2An—1 (tf’l po sobé deUCi
body nelezi na jedné piimce).

Lomenou ¢arou A;A,... A, potom nazyvame sjednoceni tsecek A; Ay, AsAs,
.y An_1A, (obr. 2 vlevo).

Poznamka.

Vlastnosti (i) a (ii) je mozné vyjadfit v jedné vété: Neexistuje pfimka, na niz by
leZely tfi po sobé jdouci body. Samotnou vlastnost (ii) vSak pouzit nelze, protoze,
aby mélo smysl hovorit o pfimkach, musime zarucit, ze budou existovat, tedy ze
po sobé jdouci body budou rtzné, coz vyjadiuje vlastnost (i).

Definice

Méjme n bodt Ay, As, ..., A,.

Existuje-li lomend cara A;As ... A,A1As, pak lomenou ¢aru A A, ... A,A; na-
zyvame uzavienou (obr. 2 uprostied).

Poznamka.

Nutnost existence lomené ¢ary A; A, ... A,A; Ay nam zarucuje, ze body A,, Ay
a As nelezi na stejné primce.

15



4 MNOHOUHELNIKY 4.3 DEFINICE PODRUHE

4.3.2 Mnohothelnik

Definice

Méjme n riznych bodi Ay, As, ..., A, a méme uzavienou lomenou ¢aru A; A, . ..
A, Ay, kterou oznacime k.

Utvar ohrani¢eny lomenou ¢arou k nazyvame mnohotihelnik nebo uréitéji
n-thelnik (obr. 2 vpravo).

Body A;, As, ..., A, nazyvame vrcholy n-tthelniku.

Usecky tvofici lomenou ¢aru k nazyvame stranami n-tihelniku.

Dva vrcholy A; a A; nazyvame sousedni, je-li A;A; stranou mnohothelniku.
Spojnici dvou nesousednich vrcholi nazyvame thloprickou.

Vnitfnim bodem nazyvame bod lezici v mnohothelniku a zaroven nelezici na
jeho hranici.

4.3.3 Vnitifni thly

Ve stiedoskolské literatufe jsou vnitini thly pii vrcholech n-tihelniku defino-
vany pouze pro konvexni n-tthelniky. Tento zptisob definice je pro nase potieby
postacujici.

Definice

Méjme konvexni n-thelnik.

Ozna¢me A libovolny jeho vrchol, B a C' sousedni vrcholy vrcholu A. Uhel ohra-
ni¢eny polopfimkami +—AB a — AC' a ur¢eny libovolnym vnitinim bodem n-thel-
niku, nazyvame vnitifnim thlem n-thelniku pii vrcholu A.
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4 MNOHOUHELNIKY 4.4 TROJUHELNIKY

4.3.4 Uhlopiicka

Ci

Cy
Obrézek 3.

Definice
Méjme konvexni n-tthelnik (n > 4) a jeho thlopticku AB (obr. 3). Vrcholy A a B
rozdéli hranici n-tthelniku na dvé lomené cary, jejichz zbylé vrcholy pojmenujeme

postupné od sousedii vrcholu A C1, ..., Cy pro prvni ¢ast a Dq,..., D,, pro ¢ast
druhou (k +m =n — 2).

Uhlopticku AB nazyvame tihlop¥i¢kou pies vrcholy Cq, ..., Cy resp. tihlo-
prickou pies vrcholy Dy, ..., D,,. Zkracené thlopticku AB nazjvame th-

loprickou pies k vrcholu resp. ihloprickou pies m vrchola. Body (4, ...,
Cy. resp. Dy, ..., D,, pak nazyvame body, které uhlopficka prechazi.

4.3.5 Pravidelny mnohotuhelnik

Definice

Rovnostrannym n-thelnikem nazyvame n-uhelnik, jehoz vsechny strany maji
stejnou délku.

Rovnouhlym n-thelnikem nazyvame n-tihelnik, jehoz vSechny vnitini thly maji
stejnou velikost.

Pravidelnym n-thelnikem nazyvame n-thelnik, ktery je konvexni, rovnostranny
a rovnouhly.

Poznamka.

Vzhledem k tomu, Ze o vnitfnich tthlech ma smysl mluvit pouze u konvexnich
n-uhelnikt, je predpoklad konvexnosti uvedeny v definici pravidelného mnoho-
thelniku nadbytecny. Nicméné, pokud bychom vnitini tthly definovali i pro jiné
nez konvexni mnohotihelniky, byl by nezbytny, a proto je zde uveden.

4.4 Trojuhelniky

Jesté nez se pustime do zkoumani vlastnosti n-tthelnikti, pfipomeneme si né-
které zajimavé, a pro nas uzitecné, vlastnosti trojihelniki.
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4 MNOHOUHELNIKY 4.5 KONVEXNI MNOHOUHELNIKY

4.4.1 Definice

Definice
Trojuhelnik, jehoz dvé strany maji stejnou délku, nazyvame rovnoramenny.
Dvé strany stejné délky nazyvame ramena a tfeti stranu zakladna.

Poznamka.
Rovnostranny trojuhelnik je také rovnoramenny.

4.4.2 Zakladni vlastnosti trojihelniku

Véta 4
Kazdy trojuhelnik je konvexni utvar.

Véta 5
Soucet vnitfnich thld v trojuhelniku je pfimy thel.

Véta 6
V trojthelniku lezi proti stejné velkym vnitfim hlim strany stejné délky a proti
vétsimu vnitinimu thlu lezi delsi strana.

Poznamka.

Nekolik uzitecnych dtsledkii:

Trojuhelnik je rovnostranny prave tehdy, kdyz je rovnouhly.

Trojuhelnik je rovnoramenny pravé tehdy, kdyz méa dva shodné vnitini thly.

4.4.3 Véty o shodnosti trojuhelnikt

Véta 7
Dva trojuhelniky jsou shodné prave tehdy, kdyz se shoduji délky vsech tii odpo-
vidajicich si stran.

Véta 8
Dva trojuhelniky jsou shodné pravé tehdy, kdyz se shoduji v délkach dvou odpo-
vidajich si stran a ve velikosti tthlu jimi sevieného.

4.5 Konvexni mnohothelniky
4.5.1 Elementarni vlastnosti

Véta 9
V konvexnim n-thelniku zadné tii vrcholy nelezi na jedné pirimce.
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4 MNOHOUHELNIKY 4.6 VELIKOST VNITRNICH UHLU

4.6 Velikost vnit¥nich uhlua

Vlastnost 1
Soucet velikosti vnitfnich thli konvexniho n-tthelniku je (n —2) - 7.

Dukaz
Méjme konvexni n-thelnik AByB; ... B, _». Je-li n = 3, pak podle véty 5 je
soucet jeho vnitfnich uhla 7, coz odpovida nasemu vztahu.

A A Bn—2
Bn—3
By
Bn—4
B1B1
By
Obrazek 4.

Pokud je n > 3, pak n-thelnik nejprve rozdélime (obr. 4). Uhlopiicka AB,
déli n-thelnik na dva konvexni utvary (podle véty 3). Vrcholy A, By a B jsou
tfi po sobé jdouci body lomené cary a podle jeji definice tedy nelezi na jedné
piimce. Utvar ohrani¢eny lomenou ¢arou AByB; a tseckou AB; je tedy trojihel-
nik ANAByB;.

Utvar ohrani¢eny lomenou ¢arou By Bs. .. B,_2A a tseckou AB; je konvexni
mnohotihelnik s n — 1 vrcholy, tedy n — 1-tithelnik. To proto, Ze spliiuje podminky
definice mnohothelniku, jimiz je zaprvé riznost vrcholu (vrcholy A, By, ..., B,
jsou rizné, jelikoz jsou to vrcholy n-thelniku AByB; . .. B, _s) a zadruhé zadné tfi
po sobé jdouci vrcholy nelezi na téze piimce (podle véty 9 nelezi dokonce zadné
ti1 vrcholy ptvodniho n-thelniku na jedné piimce). Konvexni je proto, Ze podle
véty 3 rozdélila tisecka AB; ptvodni n-thelnik na konvexni utvary.

Oddélenim trojuhelniku pomoci thlopticky konvexniho mnohothelniku tedy
dostaneme opét konvexni mnohotihelnik, ktery ma ovsem o jeden vrchol méné nez
ten ptivodni. Mnohotihelnik postupneé rozdélime vSemi tthloptickami vychazejicimi
z vrcholu A, tedy dale ABsy, ABs, ..., AB,_3. Tim rozdélime n-tithelnik na n — 2
trojihelniki (obr. 5).

Kazdy vznikly trojuhelnik méa jednu c¢ast thlu pfi vrcholu A. Trojihelniky
NAByB, a AB,,_3B,,_2A maji zachovan thel pfi vrcholu By a B,,_5. Ostatni thly
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4 MNOHOUHELNIKY 4.6 VELIKOST VNITRNICH UHLU

Obrazek 5.

n-thelniku jsou rozdélené na dvé c¢asti do dvou riznych trojihelnikt. VSechny
¢asti vnitinich thld n-thelniku jsou tedy rozdéleny mezi vnitini thly trojihel-
nikid. Soucet vnitinich hli trojuhelnikt je tedy roven souctu vnitinich whla
n-uhelniku.
Soucet velikosti vnitinich thld jednoho trojuhelniku je podle véty 5 roven 7.
Trojahelniki je n — 2, tedy soucet velikosti jejich vnitinich ahla je (n — 2) - 7.
X

Vlastnost 2
Velikost vnitiniho thlu pfi vrcholu pravidelného n-thelniku je ”7_2 -

Dikaz
Mé¢jme pravidelny n-thelnik. Pravidelny n-thelnik je konvexni n-tihelnik
(z definice pravidelného n-thelniku) a tedy soucet velikosti vSech jeho vnitinich
thlt je (n —2) - 7 (vlastnost 1).
Pravidelny n-uhelnik je také rovnothly (z definice pravidelného n-tihelniku),
tedy vSechny vnitini thly maji stejnou velikost. Velikost jednoho vnit¥niho thlu
ziskdme rozdélenim souctu (n — 2) - m na n stejnych dila, coz je "7_2 ST X
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4 MNOHOUHELNIKY 4.7 UHLOPRICKY

4.7 Uhlopiicky

Vlastnost 3

V pravidelném n-tthelniku maji vS§echny thlopficky pres k vrcholi stejnou délku.
Oznacime-li libovolnou z nich UV a vrcholy, které prechéazi, Wy,..., Wy, pak
uhlopricka UV svira se stranou UW; thel o velikosti % -

Diikaz

Méjme pravidelny n-tihelnik. Bude-li to trojihelnik, nebude mit zddnou thlo-
piicku a pro nase tvrzeni nebude mit p¥ilis uplatnéni. Uhlopticka musi pFechézet
nejméné jeden vrchol (aby viibec byla thlopfickou) a nejvyse mize prejit n — 3
vrcholtt (aby zbyl jeden na druhé strané thlopticky). V avahu tedy prichézeji

n-thelniky s n > 4 a uvazujeme k € {1, ..., n — 3}.
A B D E U \Y%
C F W,
Obrazek 6.

k = 1. Dukaz pruni casti turzend.

Méjme dvé uhlopticky AB a DE prechazejici jediny dalsi vrchol (AB pre-
chazi vrchol C' a DE piechézi vrchol F| viz obr. 6 vlevo a uprostied). Body A,
B a C tvori trojuhelnik AABC, protoze podle definice lomené ¢ary nelezi na
jedné piimce. Analogicky i body D, E a F tvoii trojuhelnik ADEF. Usecky
AC, BC, DF a EF jsou stranami pravidelného n-tthelniku a podle jeho definice
maji viechny stejnou délku. Uhly seviené témito stranami XACB a <DFE jsou
vnitfnimi thly pravidelného n-tihelniku, maji tedy podle definice pravidelného
n-uhelniku stejné velikosti. Trojuhelniky AABC a ADEF jsou potom shodné
podle véty 8. A jelikoz jsme thlopticky AB a DFE volili libovolné, maji v pravi-
delném n-thelniku vSechny tuhlopticky prechazejici jeden vrchol stejnou délku.

k = 1. Dukaz druhé casti turzeni.

Méjme libovolnou thlopficku UV prechézejici jediny vrchol Wi (obr. 6 vpravo).
Body U, W; a V podle definice lomené ¢ary nelezi na jedné piimce (nebot U,
W a V jsou tii po sobé jdouci vrcholy) a uréuji trojuhelnik AUW,V. Uhel pii
vrcholu W je vnitini thel pravidelného n-tthelniku a podle vlastnosti 2 méa tedy
velikost %71‘.

UW; a W1V jsou stranami pravidelného n-tihelniku. Maji tedy stejné délky
a uhly proti témto stranam maji stejné velikosti. Podle véty 5 mizeme snadno
dopocitat, ze na dva shodné tuhly trojuhelniku zbyva %7? a tedy velikost kazdého
jednoho thlu je %7?. Velikost thlu W1UV je tedy %7?, coz odpovida vztahu % s
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4 MNOHOUHELNIKY 4.7 UHLOPRICKY

pro k = 1. A jelikoz jsme thlopficku UV volili libovolné, plati tvrzeni pro vSechny
uhlopricky prechéazejici jeden vrchol.

k—k+1.

Predpokladejme, Ze tvrzeni které dokazujeme, jiz plati pro k pfrechazenych
(k > 1 abychom mohli mluvit o uhlopfi¢ce pfes k vrcholt) a ma smysl zkou-
mat, plati-li pro k& + 1 (v n-thelniku existuji tthlopticky pfes k + 1 vrcholt, tedy
E+1<n-3—k<n-—4).

Oznac¢me libovolnou thlopficku pres k 4+ 1 vrcholi UV'. Ta rozdéli n-tithelnik
na dvé ¢asti, z nichz nds béhem dikazu bude zajimat pouze ta, kde je (kromé
vrcholtt U a V') onéch k + 1 vrcholi pfechazenych (pokud by obé ¢asti méli pocet
ptrechazenych vrcholt stejny, zvolime si libovolnou z nich). Tyto vrcholy postupné

od souseda vrcholu U oznac¢ime Wy, Wo, ... 5 Wi.q.
U Wit X Lt
Obrazek 7.

k — k+ 1. Dikaz pront casti turzend.

Vrcholy U, Wy, ..., Wiiq, V jsou tedy rtizné po sobé jdouci vrcholy pravidel-
ného n-thelniku. Mezi vrcholy U a V' lezi nejméné dva vrcholy (k + 1 > 2), takze
vrchol W1 nemiize sousedét s vrcholem U. Usecka UW,.; je tedy thlopiicka
ptes k vrcholu (obr. 7 vlevo).

Uhlopticka UWjq déli thel <W,Wi1V na thly SW,W, 1 U a SUW,, V.
Velikosti thlu <W, Wi 1V je @W, protoze jde o vnitini thel pri vrcholu pra-
videlného n-thelniku (vlastnost 2). Velikost thlu <W, W1 U je %7?, nebot podle
predpokladu pravé dokazovaného tvrzeni thlopticka Wy, U prechazi vrcholy Wy,
..., Wy, kterych je celkem k. Velikost thlu <<UWj;V snadno dopocitame jako
rozdil velikosti zminénych thld a dostaneme 2=£=27

Vrcholy U, Wi, a V jsou vzajemné rizné body nelezici na téze primce
(véta 9). Urcuji tedy trojuhelnik AUW} V.

Oznacéme XY libovolnou jinou thlopficku pres k + 1 vrcholi a ozna¢me tyto
ptrechazené vrcholy postupné od souseda vrcholu X Zi,..., Zy,1 (obr. 7 vpravo).
Vsechny vlastnosti platné pro lomenou ¢aru UW; ... Wy, 1V plati analogicky i pro
lomenou ¢aru XW; ... Z;.1Y, protoze thloptricku UV, u niz jsme vlastnosti zkou-
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4 MNOHOUHELNIKY 4.7 UHLOPRICKY

mali, jsme volili libovolné. Vrcholy X, Z;.; a Y tedy tvofi trojuhelnik AX Z; 1Y
a thel X Z;1Y méa velikost 2=2=27

Strany Wi 1V a Z; 1Y maji stejnou délku, jelikoz jsou to strany téhoz pra-
videlného n-tihelniku (viz. definice pravidelného n-tihelniku). Uhlopticky Wy 1V
a Z,11Y maji stejnou délku, nebot jsou to thlopticky pres k vrcholi a pro né
podle piedpokladu plati dokazované tvrzeni. Uhly SUW, 1V a <X Z,1Y maji
stejnou velikost a podle véty 8 jsou trojuhelniky AUW, 1V a AX Z; 1Y shodné,
z ¢ehoz plyne i shodnost velikosti thlopiicek UV a XY. A jelikoz jsme je obé
volili libovolné, maji vSechny thlopricky pres k + 1 vrcholid stejnou délku.

Obrazek 8.

k — k + 1. Dikaz druhé casti turzent.

Odvozené vlastnosti, které platily pro lomenou ¢aru UW; ... W;,V plati ana-
logicky i pro tutéz lomenou ¢aru v opa¢ném potadi, tedy pro VWi, ... W1V U.
Plati tedy, ze vrcholy V', Wi a U urcuji trojuhelnik a trojuhelniky AUW,. 1V a
AVW,VU jsou shodné (obr. 8).

Uhlopiicka UWy,41 déli n-tthelnik na dvé ¢asti. V jedné jsou vrcholy Wi, ...,
Wy, ve druhé potom vrchol V. Jelikoz pravidelny n-thelnik je konvexni utvar,
lezela thlopricka W7V cela uvniti tohoto utvaru. Protoze doslo k oddéleni vrcholt
Wy a V muselo dojit k rozdéleni ahlopficky W, V. Uhlopiicka UW,, ., tedy protina
uhlopricku W1 V.

Uhlop#icka UW),.1 neprotina thlopficku W1,V v zadném krajnim bodu th-
lopricky W1V. Kdyby totiz protinala, musely by body U, Wy, a jeden z bodu
Wi a V lezet v jedné piimce, coz by byl spor s vétou 9. Analogicky plati situace
pro uhlopficku W1V ve vztahu k thlopticce UWy . Uhlopiicky WiV a U Wi se
tedy neprotinaji v zadném krajnim bodu a jejich priisecik tedy musi byt vnitinim
bodem obou thlopricek. Oznacime ho P.

Bod P lezi na primce «+U W} ;. Piimka «<+UW},; ma s ptimkou <UV jediny
spole¢ny bod, vrchol U. Kdyby totiz existoval dalsi spole¢ny bod primek «-U W},
a UV byly by tyto pfimky totozné a body U, V a Wi, by lezely na jedné
primce, coz je ve sporu s vétou 9. Body U, V' a P tedy nelezi na jedné primce a
urcuji trojuhelnik AUPV.
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4 MNOHOUHELNIKY 4.7 UHLOPRICKY

Bod P nemtize lezet na primce «~UW, protoze jinak by pfimka «UP a s ni
totozna primka «—UW)j_; splynuly a body U, W7 a Wy, lezely na jedné ptfimce,
coz by byl spor s vétou 9. Analogicky bod P nelezi ani na pfimce <V Wy, ;.
Body U, Wy a P potom urcuji trojuhelnik AUW P a body V', Wy,1 a P urcuji
trojuhelnik AVW, 1 P.

Jelikoz jsou trojihelniky AUW, 1V a AVW;V U shodné, jsou shodné i uhly
SPUV a <PVU. Trojuhelnik AUPYV je potom podle véty 6 rovnoramenny se
zdkladnou UV'.

Uhly v trojahelniku AUW; P maji velikost [SW UP| = £r a |[SUW, P| = 2=2=27
Podle véty 5 dopoc¢itdme velikost tfetiho thlu |[SUPW;| =7 — (£n + 2=E=27) = 27,

Ptimy thel <<W; PV totozny s polorovinou —W;V U je rozdélen poloptimkou
—PU na uhly <W,;PU a SUPV. Jelikoz ma thel <W;PU velikost %w, zbyva
do pfimého Ghlu [SUPV| =7 — 21 = 227,

A% rovnoramennem tIOJuhelnlku U VP na dva shodné uhly <PU V a SPVU
zbyva m—"=271 = 27 Velikosti thlt tedy jsou |[SVUP| = |SUV P| = 3 —7r =1ir.

Poloprlmka »—>U P déli thel SW, UV na thel SW,UP o Vehkostl o a uhel
LPUV o velikosti + —m. Velikost thlu XW; UV potom ziskame jako soucet velikosti
jeho ¢ésti, tedy |[SW1UV| = En4Lr = Bl coz odpovidé dokazovanému tvrzent
pro k + 1 prechézenych vrcholid. A jehkoz jsme tuhlopricku UV volili libovolné,
plati tvrzeni pro vsechny uhlopticky pravidelného n-thelniku prechazejici k + 1
vrcholt.

Mame-li tvrzeni dokdzané pro k = 1 a mame-li dokdzano, ze z tvrzeni platné
pro k odvodime platnost tvrzeni pro £+ 1, dokazali jsme tvrzeni pro vSechna po
sobé jdouci k, pro které ma tvrzeni smysl. X

24



4 MNOHOUHELNIKY 4.8 DELENI UHLU PRI VRCHOLU

4.8 Déleni ahlu pri vrcholu

Vlastnost 4
Uhlopticky vychazejici z daného vrcholu pravidelného n-tihelniku déli tihel pii
tomto vrcholu na thly stejné velikosti %w.

Wit Wi
Wn—2 W2
Wn—l Wl
P
Obrézek 9.

Dukaz

Meéjme pravidelny n-tthelnik. Zvolime libovolné jeden jeho vrchol a oznac¢ime
ho P. Zbylé vrcholy oznac¢ime postupné od souseda vrcholy P jako Wy, ..., W,
(obr. 9).

Uhlopiicky PW4,..., PW,_; déli thel pfi vrcholu P <XW;PW,_; na thly
SWIPWsy, ..., SW,_oPW,_1.

Uhly <W, PW, a <W,,_oPW,,_; jsou thly, jejichz jedno rameno uréuje strana
n-thelniku a druhé rameno urcuje thlopticka. Tato tthlopricka je thloprickou pie-
chazejici jediny vrchol (thlopficka PW, prechazi vrchol W a thlopficka PW,, o
ptrechéazi vrchol W,,_1). Uhly <W,PW, a <W,,_oPW,,_1 maji potom podle vlast-
nosti 3 velikost %71‘.

Zbylé ¢asti thlu pfi vrcholu P, tedy uhly W, PW;..1 pro k € {2, ...,n —2}
jsou thly, jejichz ramena uréuji dvé thlopficky. Uhlopticka PW, ptechazi vr-
choly Wi, ..., Wi_1, tedy k — 1 vrcholi. Analogicky thlopticka PW),. ., prechéazi
k vrcholti, mezi nimi i vrchol Wj.

Uhlopiicka PW,, déli thel <W; PW,.,1 na dvé ¢asti, na thel <W; PW), a thel
SWi PWy 4. Podle vlastnosti 3 je velikost thlu <<WW; PW), rovna %71‘ a velikost tthlu
SW,PW).11 je analogicky rovna %w. Velikost tthlu <<W} PW}. ., snadno dopoci-

tdme jako rozdil velikosti zminéngch Ghli, tedy | W), PWj | = = Elq — kg =17
VSechny c¢asti thlu pfi libovolné zvoleném vrcholu P tedy maji velikost %ﬂ'.
Y
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5 Pravidelny pétiahelnik

5.1 Souhrn

V minulé kapitole jsme definovali pravidelny n-tihelnik a ukazali jsme néko-
lik zajimavych vlastnosti konvexnich a pravidelnych n-thelniki. Nyni budeme
definici a vlastnosti aplikovat na pravidelny pétithelnik.

Definice
Pravidelnym pétithelnikem nazyvame pétithelnik, ktery je konvexni, rovno-
stranny a rovnouhly.

Vlastnost 1
Soucet velikosti vnitfnich thld pravidelného pétithelniku je 3.

Vlastnost 2
Velikost vnitiniho thlu pti vrcholu pravidelného pétithelniku je %7?.

Vlastnost 4
Uhlop#icky vychézejici z daného vrcholu pravidelného pétithelniku déli thel pFi
tomto vrcholu na thly stejné velikosti éw.

V této kapitole se budeme zabyvat pouze vlastnostmi pravidelného pétithel-
niku. Pro jednodussi popis zkoumanych objektti zavedeme nové pojmy, které
nejsou zadnym standardem a poslouzi vyhradné nasim potiebam.

Dokazované vlastnosti se nejprve budou vztahovat ke stranam a thlopiickam
pravidelného pétitthelniku, pozdéji k prisecikiim a ¢astem thlopricek.

26



5 PRAVIDELNY PETIUHELNIK 5.2 DEFINICE

5.2 Definice
5.2.1 Prilehlé utvary

Obrazek 10.

Definice

Méjme pravidelny pétithelnik.

Uhlopf#ic¢kou z vrcholu V nazyvame tihlopiicku, jejiz jeden krajni bod je prave
vrchol V. Uhlopficku a vrchol V nazyvame vzajemné piilehlymi, pokud thlo-
piicka spojuje sousedni vrcholy vrcholu V' (obr. 10 vlevo). Uhlopficku a stranu
nazyvame vzajemné prilehlymi, pokud je thlopticka prilehla k jednomu z kraj-
nich bodi této strany (obr. 10 vpravo).

5.2.2 Protilehlé utvary

PN

Obrazek 11.

Definice

Méjme pravidelny pétituhelnik.

Nemaji-li strana a thlopricka spoleény zadny vrchol, fikdme, Ze jsou vzajemné
protilehlé (obr. 11 vpravo). Stranu a vrchol V' nazyvame vzajemné protileh-
lymi, pokud V nesousedi s zadnym krajnim bodem této strany (obr. 11 vlevo).
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5 PRAVIDELNY PETIUHELNIK 5.2 DEFINICE

5.2.3 Pruseciky uhlopricek

Obrazek 12.

Definice

Méjme pravidelny pétithelnik.

Prusecikem uhlopricek pri strané budeme rozumét prisecik uhlopficek pri-
lehlych k této strané (obr. 12 vlevo). Prusec¢ik thlopticky piti vrcholu V' s tthloptic-
kou z vrcholu V nazyvame prusecik thlopfiéek pfi vrcholu V (obr. 12 vpravo).
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5.3 Strany a uhlopricky

EAAN

U1 U2

St So
Obrazek 13.

Vlastnost 5

V pravidelném pétithelniku je trojice vrchol, thlopticka a strana, kde vrchol je
pii uhlopficce, thlopticka proti strané a vrchol proti strané, jednoznacné urcena
jednim ¢lenem této trojice. Vrchol, vrcholy urcujici thlopiicku a vrcholy urcujici
stranu jsou vzajemné ruzné.

Sl 82 Sl SQ Sl S2
Obrazek 14.

Myslenka duakazu
Potfebujeme dokazat celkem Sest vlastnosti: jednoznaéné zadany/a thlo-
pticka/vrchol /strana uréi jednoznaéné thlopficku/vrchol /stranu, kde vrchol je
pri uhlopricce, thlopricka proti strané a vrchol proti strané. Ve skutecnosti nam
staci dokazat pouze tti vlastnosti, a to ty, ze kterych lze slozenim zbylé tii odvodit.
Dokéazeme, ze dany vrchol uréi jedinou thlopficku, dana thlopricka urci je-
dinou stranu a dana strana urc¢i jediny vrchol. Slozenim dvojic téchto vlastnosti
ziskame zbylé tti vlastnosti.
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Dukaz

e Obrazek 14 vlevo. Méjme pravidelny pétitihelnik. Zvolme pevné jeden jeho
vrchol a oznac¢me ho V. Tento vrchol ma praveé dva sousedy a jejich spojnice
je tedy jediné thlopricka pii vrcholu V.

e Obrazek 14 uprostied. Méjme pravidelny pétitihelnik. Zvolme pevné thlo-
pricku a oznacme jeji krajni body U; a Us. Kazdy z vrcholt Uy a Us; méa dva
rizné sousedy. Protoze pétitthelnik méa pouze pét vrcholti, musi mit vrcholy
U, a U, alespon jednoho spolec¢ného souseda. Na druhou stranu, nemohou
mit spolec¢né oba sousedy, protoze potom by vrcholy Uy, U, a jejich sousedé
tvorily ¢tyithelnik a paty vrchol by nemél zadného souseda.

Mame tedy jediného spole¢ného souseda vrcholt U; a U; a oznacime ho V.
Zbylé dva sousedy vrcholi U; a Us oznacime S7 a Ss. S a S jsou sousedni
vrcholy, protoze vrcholy Uy, Uy a V uz dva sousedy maji a jediny zptisob,
jak vrcholy S; a S, mohou ziskat druhého souseda, je, Ze budou sousedit
spolu. Jelikoz vrcholy Sy a Sy spolu sousedi, je 5.9, strana pétithelniku.

Protoze vrcholy Uy, Us, S1 a Sy jsou vzajemné rtizné vrcholy, je podle defi-
nice thlopricka U,U, protilehla strané S;1.S;. A protoze vrchol V' byl urcen
jednoznac¢né pro danou uhlopiicku U;Us, jsou vrcholy S; a Sy urceny az na
poradi jednoznacné a tedy strana 5753 je urcena tuhlopiickou U;Us jedno-
znacné.

e Obrazek 14 vpravo. Méjme pravidelny pétithelnik. Zvolme pevné jednu jeho
stranu a oznac¢me jeji krajni body S7 a S5. Vrcholy S; a S spolu sousedi,
oznac¢me U; a Uy jejich zbylé sousedy. Podle definice vrcholu protilehlého
strané neni zadny z vrcholt S, S, U; a Uy vrchol protilehly strané S;.55.

Vrcholy U; a U; maji spolecného souseda, kdyby totiz nemély, muselo by
v pétithelniku existovat Sest rtznych vrcholt. Jejich spolecného souseda
oznacime V. Vime, ze V sousedi pouze s vrcholy U; a U; a nesousedi tedy
s 57 ani Sy. Podle definice vrcholu protilehlého strané je potom bod V' jediny
vrchol protilehly strané S;.95. X

Vlastnost 6
V pravidelném pétithelniku je pét thlopricek.

Diikaz

Vzhledem k tomu, ze kazda thlopticka jednoznacné urcuje vrchol, ktery je
k ni prilehly, a naopak kazdy vrchol je prilehly néjaké tihlopticce, je thlopiicek
stejné jako vrcholti, tedy pét. X

Poznamka.
Pro n-tihelniky existuje obecné tvrzeni o poc¢tu thlopiicek:
n-thelnfk ma pravé =% Ghlopiicek.
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Vlastnost 7
VsSechny uhlopricky pravidelného pétithelniku maji stejnou délku.

Dikaz

V pravidelném pétitthelniku kazda tihlopricka prechéazi na jedné strané jeden
a na druhé strané dva vrcholy. Podle vlastnosti 3 jsou tedu vSechny tyto thlo-
pricky stejné dlouhé. X

Vlastnost 8
Uhlopticka pravidelného pétithelniku je rovnobézna s protilehlou stranou.

E PJ @ C

?

A @ B
Obrazek 15.

Myslenka dukazu
Dokazeme, ze ptimka kolmé ke strané pravidelného pétitthelniku je kolma
i k jeji protilehlé tihlopricce.

Diikaz

Méjme pravidelny pétithelnik ABCDE, strana AB je protilehla tthlopticce
C'E. Kolmice ke strané AB prochazejici bodem A protne thlopricku CE v bodé P
(obr. 15). Uhloptitka AC potom déli pravy tthel PAB na dvé ¢asti. Uhly < BAC
a LACP jsou uhly vzniklé délenim vrcholovych thld thloptickami, tedy podle
vlastnosti 4 maji stejnou velikost. Souc¢tem thld XPAC a <BAC je thel pravy,
tedy souctem thla XPAC a <LACP je thel pravy. Protoze souc¢tem thla v troj-
uhelniku je thel pfimy, je tthel LXAPC pravy. A proto pfimka kolmé na stranu
pétithelniku je kolma i na uhlopricku, ktera je k ni protilehla. Strana a protilehla
thlopticka jsou tedy rovnobézné (véta 2). X
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Vlastnost 9
Strany pravidelného pétitthelniku jsou navzajem riznobézné.

U1 U2

St So
Obrazek 16.

Dukaz

Méjme pravidelny pétithelnik. Oznacme libovolnou jeho stranu S;.S,. Uh-
lopricku protilehlou této strané oznacime U;U, a vrchol protilehly strané S;.5;
ozna¢ime V (obr. 16).

Strany U;S1 a Uy S, jsou se stranou S1.55 sousedni, tedy riznobézné (z definice
lomené ¢ary).

Vrcholy Uy, V' a U, jsou tii po sobé jdouci vrcholy pravidelného pétitthelniku,
nelezi tedy na jedné pfimce a urcuji trojuhelnik AU;UsV . Protoze v trojuhelniku
AUU,V je strana U U, se stranami UV a UsV sousedni, je s nimi riznobézna.
V pravidelném pétithelniku U; 57520,V je strana S1.5; protilehla ihlopficce Uy Us,
je s ni tedy podle véty 2 rovnobézna. A protoze (podle poznadmky u véty 1) nemo-
hou byt dvé rtiznobézky rovnobézné s treti primkou, nemiize S;55 byt rovnobézna
zaroven s U1Uy 1 UV, Stejnym zptsobem lze dokazat rtiznobéznost stran S;.5;
a UsV. 519 tedy neni rovnobézna ani s U1V ani s UV

Strana 5155 je tedy rtuznobézna s ostatnimi stranami pétithelniku. A proto,
ze jsme ji volili libovolné, jsou rtiznobézné vsechny dvojice riznych stran pravi-
delného pétithelniku. X
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Vlastnost 10
Uhlopticky pravidelného pétitthelniku jsou navzajem rtiznobézné.

S1 S1 S1

u

us Uz

————o ——— -~

S2 S2 S2

Obrazek 17.

Diikaz

Vlastnost dokédzeme sporem. Nechf existuje dvojice thlopficek, které jsou
rovnobézné a rizné. Oznacme je u; a us. K u; existuje protilehla strana sq,
kterd je s ni rovnobézné (vlastnost 8), stejné tak k us existuje protilehla strana
Sy riznéd od sy (obr. 17 vlevo). Z tranzitivity rovnobéznosti (popsané vétou 1)
plyne, Ze pokud s; || u; a uy || ug, pak sy || uy (obr. 17 uprostied). A kdyz
tutéz vlastnost pouzijeme jesté jednou, slozenim rovnobéznosti s; || ug a us || $2
dostaneme s; || s (obr. 17 vpravo). Strany s; a se jsou strany pravidelného péti-
thelniku, tedy bud jsou riznobézné nebo rovnobézné totozné. Odtud vyplyva
spor s predpokladem existence rovnobéznosti dvou rtznych thlopricek. Rizné
uhlopricky jsou tedy vzdy rtiznobézné. X
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5.4 Pruseciky uhlopricek

U; U, Uy Us

Sl SQ Sl Sl S2
Obrazek 18.

Vlastnost 11

Z pevné zvoleného vrcholu V' pravidelného pétitthelniku vychézeji dvé rizné uh-
lopticky u; a ws. Tyto thlopiicky protinaji tthlopticku pii vrcholu V' ve dvou
riiznych vnitinich prisecicich. Zadné jiné uhlopiicky nemaji s thlopii¢kou pii
vrcholu V' spoleény vnitini bod.

Dukaz

Méjme pravidelny pétithelnik, zvolme vrchol V' a zbylé vrcholy Uy, Us, Si,
S, oznac¢me tak, aby 579 byla strana proti vrcholu V', U;U, byla uhloticka pii
vrcholu V' a aby vrchol U; sousedil s vrcholem S; (obr. 18 vlevo).

Uhlopficka V.S, podle véty 3 déli pétithelnik na dva konvexni atvary, prvnim
je trojuhelnik AS;VU; a druhym je ¢tytthelnik S;5:U5V .

Protoze pravidelny pétithelnik je konvexni, musela v ném tusecka U;U, lezet
celd. Po rozdéleni pétithelniku tseckou V' S; lezi jeden krajni bod tsecky U,U,
v jedné ¢asti a druhy v druhé (obr. 18 vpravo). Z toho plyne, Ze tsecka VS,
rozdélila tsecku U,U,, tedy Ze existuje prusecik tsecek U;Us a V' S7. Oznacime jej
Pl-

Analogicky najdeme prusecik tsecek U;Us a V' Sy, ktery oznacime P,.

Uhlopticky V.S; a VS, jsou podle vlastnosti 10 rfiznobézné a jejich jediny
spolecny prisecik V nelezi na U;Us. Kdyby tedy P, a P, byly totozné, byl by to
druhy spolecny prusecik riznobézek, a to je spor s definici rtiznobézek.

Uhlopficka U;S; mé s thloptickou UyU, spoleény krajni bod U; (obr. 19).
Protoze jsou thlopficky rtiznobézné podle vlastnosti 10, je to také jejich jediny
spolecny bod. Neexistuje tedy jejich vnitini prisecik.

Analogicky potom pro thlopricku UsSy. X
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U1 U2

S 1 S 2
Obrazek 19.

Obrazek 20.

Definice

Méjme thlopricku v pravidelného pétithelniku a jeji vnitini priseciky P a R se
zbylymi thloprickami.

Bod P rozdéli uhlopiicku v na dvé ¢asti. Cast thlopticky u obsahujici jeden
krajni bod strany ptiléhajici k priuseciku P nazyvame ¢ast uhlopricky prilehla
k bodu P (obr. 20 vlevo). Druhou ¢ast ahlopficky nazyvame ¢ast hlopFicky
odlehla od bodu P (obr. 20 uprostied). Cast uhlopiicky mezi priiseciky P a R
nazyvame ¢ast thlopficky mezi pruseciky (obr. 20 vpravo).
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Vlastnost 12
V pravidelném pétitthelniku je kazdy vnitini prisecik ihlopiicek prilehly k jedné
strané a kazda strana ma praveé jeden prusecik thlopricek pii této strané.

A D A D

S Y-

B C B C
Obrazek 21.

Myslenka diakazu

Prvni ¢ast tvrzeni dokazeme tak, ze k danému priiseciku thlopficek najdeme
thlopticky, na nichz lezi, a nasledné stranu, ke které tihlopticky priléhaji (obr. 21).
Druhé c¢ést tvrzeni je trivialni.

Dukaz
Méjme pravidelny pétithelnik. Zvolme libovolné vnitini prisecik tthlopiicek
a oznacme ho P.

Aby mohl byt prisecik thlopricek vnitini, musi byt thlopticky urceny celkem
¢tyrmi riznymi vrcholy pravidelného pétitthelniku. Kdyby byly vrcholy pouze tii,
mély by dvé thlopricky jeden spolecny krajni bod, ktery by byl jejich jedinym
prisecikem, ale nebyl by vnitinim bodem.

Oznac¢me tedy vrcholy pravidelného pétitthelniku, které urcuji protinajici se
uhlopticky, poradé pismeny A, B, C' a D.

Uhlop#icka z vrcholu A nesmi vést do vrcholu B, protoze vrchol B je sousedni
s vrcholem A, a nesmi vést do vrcholu D, protoze by na druhou thlopricku zbyla
dvojice sousednich vrcholi B a C'. Z vrcholu A tedy vede tihlopticka do vrcholu C
a druh4 thlopiicka je mezi zbylymi dvéma vrcholy B a D. Uhlopiicka AC je pii
vrcholu B, thlopiicka BD je pii vrcholu C. Uhlopficky tedy pfiléhaji ke strané
BC, a tedy prusecik P je pii strané BC'. Protoze k jinym vrcholim thlopficky
nepriléhaji, nemtze byt P pfi jiné strané.

Tim jsme dokazali, ze prusecik thlopiicek v pravidelné pétithelniku jedno-
znacéné uréi stranu, ke které pfiléha. Ze plati i opa¢né implikace je ziejmé ihned
z definice pruseciku tthlopricek pii strané. X
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Vlastnost 13

V pravidelném pétithelniku pfi prisec¢iku dvou thlopricek mé thel sevieny pii-
lehlymi ¢astmi thlopricek a tihel sevieny odlehlymi ¢astmi thlopricek velikost %ﬂ'.
Uhel sevieny pfilehlou a odlehlou ¢asti dvou rfiznych tihlopiicek ma velikost %77'.

U; Uy
<

S 1 S 2
Obrézek 22.

Dukaz

Meéjme pravidelny pétithelnik, zvolme libovolny vnitini prisecik tthlopiicek
P a ozna¢me vrcholy Si, S, U; a U, tak, aby 5155 byla strana pfi pruseciku
P, UiU, tuhlopficka proti strané S;.5, a aby vrchol S; sousedil s vrcholem U
(obr. 22).

Bod P nelezi na primce «.51.5;, protoze je to vnitini bod pravidelného péti-
thelniku a tedy nelezi na hrani¢ni tsecce S1S55 ani vné pétithelniku na primce
—515,. Body 51, S5 a P tedy tvori trojuhelnik.

Velikosti tthltt <£.55.51 P a 95155 P jsou podle vlastnosti 4 stejné a jejich velikost
je rovna éﬂ'. Podle véty 5 je potom velikost zbylého thlu S, P.S; rovna %W.

P¥imy thel 4.5, PU, (totozny s polorovinou —S1UsSs) je polopiimkou +— PSy
rozdélen na thly <51 PSy a <£S5PU,. Snadno dopocitame velikost tthlu <S5 PU,
a dostaneme %77'.

Analogicky dopocitame velikost thlt U PU; a <U; P.S; a dostaneme poradé
na %w a %w.

Uhly <U,PU, a ¥S;PSs jsou uhly seviené dvéma odlehlymi a dvéma pii-
lehlymi c¢astmi thlopricek pii priseciku P a maji velikost %7?, uhly €S PU;
a LSy PU, jsou uhly seviené vzdy jednou casti thlopficky pfilehlou a jednou
casti odlehlou od priseciku P a maji velikost %7?. Protoze jsme vrchol P volili
libovolné, plati toto tvrzeni pro thly pfi kazdém priiseciku tthlopricek. X
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Vlastnost 14

V pravidelném pétithelniku maji vSechny prilehlé ¢asti thlopticek stejnou délku,
vSechny odlehlé casti thlopricek maji stejnou délku a vsechny c¢éasti ihlopricek
mezi priseciky maji stejnou délku.

S1 So T, Ty
Obréazek 23.

Dukaz

e M¢jme pravidelny pétithelnik, zvolme libovolny vnitini prisecik thlopricek
P a oznacme vrcholy S; a S tak, aby 5155 byla strana pii priseciku P
(obr. 23 vlevo).

Trojahelnik AS;55P je rovnoramenny se zakladnou 5.5, protoze podle
vlastnosti 4 maji tthly pfi vrcholech S a S5 stejnou velikost. Z véty 6 tedy
plyne rovnost délek ramen, tedy i rovnost délek prilehlych ¢asti ithlopricek
pii vrcholu P.

Zvolme si dalsi libovolny vnitini prisecik thlopficek R a oznac¢me vrcholy
Ty a Ty tak, aby 17175 byla strana pfi prusec¢iku R (obr. 23 vpravo). Pro-
toze velikosti thla pfi zadkladnach a délky zakladen trojihelnikia AS;S, P
a AT Ty R jsou shodné, budou i zbylé strany shodné (véta 7). A jelikoZ jsme
prvni i druhy vrchol volili libovolné, maji vSechny prilehlé ¢asti ithlopricek
stejnou délku.

e Délku odlehlé casti thloptricky mtizeme vypocitat jako rozdil délky thlo-
pricky a délky prilehlé casti uhlopticky. Protoze podle vlastnosti 7 maji
vSechny tthlopricky stejnou délku a protoze jsme dokazali, Ze i prilehlé casti
uhlopticek maji stejnou délku, bude mit i jejich rozdil vzdy stejnou délku.

e Délku casti tthlopricky mezi priseciky vypocitame jako délku odlehlé casti
uhlopticky zmensenou o délku prilehlé ¢asti thlopricky. Jelikoz odlehlé i pti-
lehlé ¢asti thlopricek maji stejnou délku, bude mit i rozdil jejich délek vzdy
stejnou velikost. X
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Vlastnost 15
V pravidelném pétithelniku je délka ¢asti thlopricky odlehlé od priiseciku rovna
délce strany.

U1 P U2
Obrazek 24.

Dukaz

Méjme pravidelny pétithelnik. Oznacme libovolny vrchol V', tihlopricku pri
tomto vrcholu U;U; a prisecik thlopficek pfi strané VU, ozna¢me P (obr. 24).

Podle vlastnosti 4 ma thel <<V U; P velikost %7?. Podle vlastnosti 13 méa tthel
SUL PV velikost 27, na tthel <ULV P tedy zbyvé 2 (véta 5). Trojithelnik APV,
je tedy rovnoramenny se zakladnou V P a rameny U; P a U;V. Jednim ramenem
tohoto trojuhelniku je strana pravidelného pétitihelniku, druhym ramenem je
potom odlehla ¢ast thlopticky pravidelného pétitthelniku. Protoze vsechny strany
pravidelného pétithelniku maji stejnou délku a podle vlastnosti 14 maji vsechny
odlehlé casti thlopricek stejnou délku, mé odlehla ¢ast thlopticky stejnou délku
jako strana pravidelného pétitthelniku. X

Definice
2

Trojuhelnik nazyvame velky, pokud jeho vnitini thly maji velikost %7?, %7? a .
Trojuhelnik nazyvame maly, pokud jeho vnitini hly maji velikost éw, %ﬂ' a éw.
Poznamka.

Pojmy velky a maly trojuhelnik jsou zavedeny pouze pro potifeby této prace

a nejsou pouzivany v zadné literature.
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Vlastnost 16

Meéjme pravidelny pétithelnik a vSechny jeho tthlopricky. Kazdy trojihelnik, jehoz
hranice je utvorena ze stran tohoto pravidelného pétitthelniku, jeho uhlopticek
a jejich casti, je maly nebo velky trojuhelnik.

Dukaz
Z vlastnosti 4 plyne, ze tihel pti vrcholu pravidelného pétitthelniku mtize byt

ir, %77' nebo %7?. 7 vlastnosti 13 plyne, zZe thel pfi vnitinim priseciku thlopticek

15111"1263 byt bud 27 nebo 7.

Pokud v pravidelném pétithelniku hledame trojihelnik utvofeny ze stran,
uhlopriicek a ¢asti thlopticek, budou vrcholy téchto trojuhelnikid bud vrcholy
pravidelného pétithelniku, nebo vnitini priseciky thlopficek. Jiné spole¢né body
dvojic, tvofenych stranami a thloptickami, nenajdeme. Vnitini tthly trojihelniki
tedy budou mit velikosti éw, %77' nebo %7?.

Predpokladejme, ze zadny z vnitinich hld neni %7?. Potom bychom ale za
nejmensi soucet vnitinich thli dostali %71‘ -3 = gﬂ', coz je ale spor s vétou b.

Jeden z vnitinich thla takového trojihelniku tedy bude %w. Na soucet zbylych

3

A “ “1e ;o « o 1 2 2 >
dvou zbyva £, coz lze rozdélit pravé dvéma zpiisoby, :m a £m nebo £7 a £, coz

presné odpovida definici velkého a malého trojuhelniku. X
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6 Podobnost

6.1 Souhrn

Abychom mohli studovat vlastnosti pravidelného pétitihelniku souvisejici s po-
méry délek, zavedeme pojem podobnosti a bez diikazti uvedeme nékolik vét sou-
visejicich s podobnosti.

6.2 Definice

Ackoliv 1ze podobnost aplikovat na libovolné ttvary, pro nase potieby vysta-
¢ime (podobné jako pfi stfedoskolské vyuce) s podobnosti trojihelniki.

Definice
Trojuhelnik AABC nazyvame podobny trojuhelniku AEFG, pokud plati, Ze
poméry délek odpovidajicich si stran jsou stejné, tj.

|AB| B |BC| B |AC|
|EF|  |FG| |EG|

Poznamka.

Symbolicky zapisujeme AABC ~ AEFG.
Poznamka.

Vztah podobnosti lze definovat obecné (nejen pro trojihelniky) na zdkladé po-
dobnych zobrazeni, kterd ovSsem presahuji ramec prace.
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6 PoDOBNOST 6.3 VETY O PODOBNOSTI TROJUHELNIKU

6.3 Véty o podobnosti trojihelnika

Véta 10

Trojuhelnik AABC' je podobny trojuhelniku AFFG pravé tehdy, kdyz vSechny
vnitini thly trojiuhelniku AABC maji stejné velikosti jako vnitini tthly trojuhel-
niku AEFG.

Poznamka.
Diky vété 5 postac¢i shodnost velikosti dvou vnitinich thli, nebof ze shodnosti
velikosti dvou vnitinich thla vyplyva shodnost velikosti zbylych.

Véta 11

Trojuhelnik AABC' je podobny trojuhelniku AEFG pravé tehdy, kdyz jsou po-
meéry mezi stranami v trojuhelniku AABC stejné jako poméry mezi stranami
v trojihelniku AEFG.

Pozndmka.

ANABC ~ AEFG < <

|AB| |EF| |AB| |EF| |AC| |EG|
|AC| — |EG| " |BC| |FG| |BC| |FG]
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7 Zlaty rez

7.1 Definice

Definice
Meéjme veli¢inu a a jeji ¢ast x. Pokud plati, Ze pomér veli¢in a a z je stejny jako
pomér veli¢in x a a — x, pak Ffekneme, Ze a a  jsou v poméru zlatého rezu.

Poznamka.
Pomér zlatého fezu znacime ¢. Symbolicky zapiseme definici

Van<a:<%:aix)H(%:<p>.

Poznamka.

Bez dtkazu si pouze pro predstavu uvedeme rozmér zlatého fezu. Geometricky
ditkaz vyuziva porovnavani ploch rovinnych obrazcti, coz presahuje ramec prace,
a algebraicky diitkaz do konceptu této prace nezapada.

541
o= f; = 1618
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7 ZLATY REZ 7.2 ZLATY REZ V PRAVIDELNEM PETIUHELNIKU

7.2 Zlaty fez v pravidelném pétiahelniku

Vlastnost 17
V pravidelném pétithelniku prisecik dvou thlopricek déli hlopticku v pomeéru
zlatého fezu.

Obrazek 25.

Diikaz

Méjme libovolny prisecik P tihlopticek pravidelného pétithelniku, a oznacme
vrcholy pravidelného pétithelniku poradé A, B, C, D a E tak, aby E'D byla strana
pfi priseciku P (obr. 25).

Trojuhelniky AABD a APFE A jsou podobné, jelikoz jsou oba rovnoramenné
a pri vrcholu proti zékladné sviraji jejich strany stejné thly. Poméry stran, které si
v obou trojihelnicich odpovidaji, budou tedy stejné, neboli |[AD|: |[AP| = |AB|:
|EP|. Vime, 7e délka tisecky AP je rovna délce strany pétitihelniku. Usecky EP
a D P maji stejnou délku, jelikoz jsou to ¢asti thlopticek ptilehlé k priseciku P.
7 vyse vyjadfeného poméru tedy postupné dostaneme

|AD|  |AB] N |AD|  |AP| N |AD|  |AP|
|AP|  |EP| |AP|  |EP| |AP|  |DP|

coz presné odpovida definici zlatého fezu, a jelikoz je prisecik P libovolné zvoleny,
kazdy prisecik déli tthlopricku v poméru zlatého fezu. X

Vlastnost 18
Strana a thlopricka pravidelného pétitihelniku jsou v poméru zlatého rezu.

Dikaz
Plyne okamzité z vlastnosti 17 a 15. X
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7 ZLATY REZ 7.2 ZLATY REZ V PRAVIDELNEM PETIUHELNIKU

Vlastnost 19
V pravidelném pétithelniku jsou délky c¢asti uhlopricky priléhajici k priseciku
uhlopricek a c¢asti thlopticky mezi priseciky v poméru zlatého fezu.

Obrazek 26.

Diikaz

Méjme pravidelny pétithelnik ABC'DE. Ozna¢me P prusecik uhlopticek pti
strané E'D a R prusec¢ik thlopfi¢ek pfi strané C'D (obr. 26).

Trojuhelniky APEA a APRD jsou podobné, protoZe jsou oba rovnoramenné
a jejich thly proti zakladnam jsou stejné veliké. Poméry odpovidajicich si stran
jsou tedy stejné, neboli |[AP|: |DP| = |EP|: |PR|. Délky stran AP a DP jsou
navic podle vlastnosti 17 v poméru zlatého tezu, z ¢ehoz plyne, ze i délky stran
EP a PR jsou v témze poméru.

Jelikoz vsechny c¢asti thlopricek mezi priiseciky maji stejnou velikost a vSechny
casti thlopricek priléhajicich k priseciku maji stejnou velikost, plati tato vlast-
nost pro déleni libovolné thlopticky. X
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7 ZLATY REZ 7.3 ZLATE TROJUHELNIKY

7.3 Zlaté trojuhelniky

Definice

Rovnoramenny trojihelnik nazyvame zlaty, kdyz pomér délek ramene a zakladny
nebo zadkladny a ramene je zlaty fez. V prvnim pripadé mluvime o hlavnim
zlatém trojuhelniku, v druhém potom o vedlejsim zlatém trojahelniku.

Poznamka.

V literature se pojmy hlavni a vedlejsi zlaty trojuhelnik nepouzivaji. Byva pouzi-
van pouze pojem zlaty trojihelnik a to vétsinou v souvislosti s ,nasim®“ hlavnim
zlatym trojihelnikem.

Poznamka.

Za zamysleni stoji i fakt, pro¢ definice zlatého trojuhelniku neuvazi trojuhel-
niky, kde je zlatého fezu ,trochu vice“, napt. AABC, jehoZ poméry stran jsou
|AB| _ [BC| _

|BC| — |AC|
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7 ZLATY REZ 7.3 ZLATE TROJUHELNIKY

Vlastnost 20
Trojuhelnik je zlaty prave tehdy, kdyz je maly nebo velky.

D D

N

A B A B

Obrazek 27.

Dukaz

Méjme pravidelny pétithelnik ABCDE (obr. 27).

Trojuhelnik AABD je velky, nebot v pravidelném pétithelniku lze ze stran
a uhlopiicek sestavit pouze maly nebo velky trojihelnik (vlastnost 16) a thly
prii zakladné AB maji velikost %7?. Trojuhelnik AABD je také hlavni zlaty troj-
uhelnik, jelikoz je rovnoramenny a pomér délky jeho ramene a zakladny je pomér
délky uhlopticky a strany pravidelného pétithelniku, které jsou podle vlastnosti
18 v pomeéru zlatého Tezu.

Méjme libovolny velky trojuhelnik AK LM. Podle véty 10 je podobny s troj-
thelnikem AABD, nebof maji stejné vnitini thly. Protoze je ale trojihelnik
AN K LM podobny s hlavnim zlatym trojuhelnikem AABD, je i trojahelnik AK LM
hlavni zlaty, nebot podle véty 11 se shoduji poméry mezi stranami v obou troj-
uhelnicich.

Analogicky lze dokézat, ze libovolny hlavni zlaty trojuhelnik je velky. A ana-
logicky potom lze dokazat druhou ¢ast tvrzeni davajici do ekvivalence maly a ve-
dlejsi zlaty trojuhelnik. X
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