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Kapitola 1

Uvod

Co intuitivne ofakivame od procediry dokazujicej pravdi-
vost nejakej vety? Za prvé, ze je mozné ,dokazat” pravdivé
tvrdenie. Za druhé, Ze je nemozne ,dokézat” nepravdivé tvr-
denie. Za tretie, Ze komunikacia dokazu je efektivna v nasle-
dujicom zmysle. Nie je doélezité, ako dlho bude dokazovatel
pocitat, kym na dokaz pride. KIucové je, aby vypocty, ktoré
musi previest overovatel, boli Tahké.

Goldwasser, Micali, Rackoff 1985

Cielom prace je zrozumitelnym spésobom definovat interaktivne do-
kazové systémy a Arthur-Merlinove hry a dokazat, Zze zlozitostné triedy,
ktoré urcujua, su ekvivalentné z pohladu rozpoznévania jazyka.

Interaktivne dokazové systémy aj Arthur-Merlinove hry s zalozené
na komunikécii dvoch Turingovych strojov, ,svedka” a ,sudcu” s vyuzitim
nahodnosti. V interaktivnych dokazovych systémoch je tato nahodnost
w,znama” len sudcovi”. V Arthur-Merlinovych hrach je ndhodnost znama
svedkovi aj sudcovi.

V nasledujicej kapitole si pripomenieme niektoré zakladne pojmy z
tedrie zlozitosti. Tretia kapitola je venovana interaktivnym dokazovym
systémom. Zadefinujeme interaktivny dokazovy systém a predstavime
triedy, ktoré st nim urcené. Uvedieme problém grafového neizomorfizmu
a dokadzeme, 7Ze existuje jednoduchy intaraktivny systém, ktory ho riesi. V
Stvrtej kapitole zadefinujeme Arthur-Merlinove hry a triedy nimi urcené.
V dalgej kapitole dokédzeme jednoduchsi vztah medzi tymito dvoma sys-
témami. Siesta kapitola predstavuje Goldwasser-Sipser protokol a lema
na asymptoticky dolny odhad. V siedmej kapitole predstavime dokaz ek-
vivalencie medzi tymito dvoma systémami.



Kapitola 2

Triedy P, NP a BPP

V tejto kapitole si pripomenieme niektoré zakladné pojmy z
teorie zlozitosti. Zadefinujeme zakladné triedy P, NP a BPP
a uvedieme vztahy medzi nimi. Ak sa pripusti ndhodnost, je
trieda BPP prirodzenym rozsirenim triedy P. Pochopenie
tohto jednoduchého rozsirenia je dolezité, kedze interaktivne
dokazové systémy st podobnym, avsak narocnejsim, rozsire-
nim triedy NP.

Mnozstvo problémov skiimanych tedriou zlozitosti je rozhodovacich.
Rozhodovaci problém je problém, ktory ma booleovski odpoved ano/nie.
Napr. problém, ¢i je k prvocislo, je rozhodovaci. Kazdy rozhodovaci prob-
lém generuje jazyk, ktory pozostava z tych prvkov - slov”, na ktoré je
odpoved kladna, tj. &no. V naSom priklade teda patria do tohto jazyka
(,byt prvocislo”) vSetky prvoéisla. V tejto praci sa budeme zaoberaf vy-
sostne rozhodovacimi problémami.

Turingov stroj ma podobu na obe strany nekonec¢nej pasky, rozdelene;j
na policka. Tato paska ma hlavu, ktord v danom okamihu ukazuje na
niektoré policko.

Definicia 1. Turingov stroj

Nech ¥ a @) st neprazdné konecéné mnoziny. Mnozinu ¥ nazveme mnozi-
nou symbolov a mnozinu () mnozinu stavov. Mnozina > obsahuje symbol
0, ktory znamené prézdne policko. Mnozina () obsahuje jeden vyznaény
prvok ¢,, ktory nazyvame zaciatoény stav. Nech M = {«— — —}.
Program Turingového stroja je Iubovolna podmnozina P C () x ¥ X
Q x ¥ x M. Lubovolny prvok (¢, s,q’,s’,m) € P sa nazyva inStrukcia.
Turingov stroj je $tvorica T' = (Q, X, ¢s, P).

Turingov stroj T spolu so svojim vstupom w € ¥* definuje vypocet.
>* zna¢i mnozinu kone¢nych postupnosti symbolov z mnoziny Y. Spra-



vanie stroja je riadené programom, ktory je mnozinou instrukcii. Pod
instrukciou (¢, s,q’,s’,m) € P chapeme, ze ¢itany symbol sa zmeni z s
na s', stav hlavy sa zmeni z ¢ na ¢’ a hlava prevedie pohyb m. Okamzity
popis stroja je dvojica (g, s) € @ x X, kde ¢ je momentalny stav hlavy a
s je symbol na policku, na ktoré hlava ukazuje.

V nejakom okamzitom popise moze mat Turingov stroj viac inStrukcii.
Vypocet teda nie je definovany jednoznac¢ne. Turingove stroje povazujeme
vo vSeobecnosti za nedeterministické. épeciélnym pripadom s determi-
nistické Turingove stroje. Tie maju pre kazdy okamzity popis prave jednu
instrukciu.

Definicie TIME a NTIME neuviadzame, je mozné najst ich napri-
klad v [7].

Definicia 2. (Trieda P)
Nech n je velkost vstupu. Potom

P = | J TIME(n").

keN

V kontexte Turingovych strojov je to mnozina jazykov, ktoré su roz-
hodnutelné deterministickym Turingovym strojom v polynomiélnom ¢ase.
KedZe algoritmy pracujice v polynomialnom ¢ase st v8eobecne povaZo-
vané za pouzitelné v praxi, problémy patriace do P st niekedy oznac¢ované
ako zvladnutelné.

Definicia 3. Hovorime, ze nedeterministicky Turingov stroj prijima vstup
w prave vtedy, ked na vstupe w existuje asponl jeden prijimaci vypocet.
Ak ziaden prijimaci vypocet neexistuje, stroj vstup zamieta.

Definicia 4. (Trieda NP)
Trieda NP (Non-deterministic Polynomial time) je mnoZina problémov
rozhodnutelnych nedeterministickym Turingovym strojom v polynomial-
nom case. PiSeme

NP = | | NTIME(n").

kEN

Existuje ekvivalentné definicia triedy NP. T4 hovori, Ze NP je mno-
Zina takych jazykov, Ze existuje binarna relacia overitelna v polynomial-
nom ¢ase R(w,y) a konStanta ¢ > 1 tak, ze pre kazdy vstup w plati

we L< (Fy)(yl < wl®a R(w,y)).

Neforméalne sa da povedat, ze y je overenie a R(w,y) je overovatel
nalezania w v jazyku L. Triedu P mozeme teda chapat ako mnozinu
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jazykov, pre ktoré existuje polynomialny algoritmus. Triedu NP mozeme
chapat ako mnozinu jazykov, pre ktoré existuje polynomialny overovatel.

Trieda BPP(Bounded error probability in polynomial time) je trieda
problémov, ktoré si rieSitelné pravdepodobnostnym Turingovym strojom
v polynomialnom ¢ase tak, ze omyl (nespravne posiudenie toho, ¢ x €
L) nastane v menej ako jednej tretine pripadov. Este pripomeiime, Ze
pravdepodobnostny Turingov stroj je nedeterministicky Turingov stroj,
ktory sa rozhoduje pre nejaké pokracovanie s danou pravdepodobnostou.

Definicia 5. (Trieda BPP)
Jazyk L je v triede BPP prave vtedy, ked existuje pravdepodobnostny
Turingov stroj pracujdci v polynomidlnom case tak, ze

wnN

1. ak x € L, tak pravdepodobnost prijatia je aspon
2. ak x ¢ L, tak pravdepodobnost odmietnutia je aspoii %

Ak sa teda pripusti ndhodnost, je trieda BPP prirodzenym rozsire-
nim triedy P. To znamené, Ze kazdy jazyk, ktory je v P, je aj v BPP.
Otvorenym problémom ostava, ¢i tieto dve triedy st ekvivalentné. Tiez
vieme, ze plati

P C NP.

Je mozné, ze aj tieto dve triedy st ekvivalentné, opit je to otvoreny
problém.
Vztah medzi NP a BPP je nejasny, zatial nebola dokdzana ani jedna
inkluzia.



Kapitola 3

Interaktivne dokazové systémy

V tejto kapitole si podrobne rozoberieme interaktivne do-
kazové systémy a predstavime triedy, ktoré si nimi urcené.
Oboznamime sa s problémom grafového neizomorfizmu a do-
kazeme, ze jazyk pozostavajici z dvojic neizomornych grafov
je rozhodnutelny interaktivnym dokazovym systémom.

3.1 Sukromnia minca

Napad studovat interaktivne dokazy sa objavil s nastupom rozvoja kryp-
tografie. Ked ¢lovek potreboval preukézat svoju totoznost (napr. na in-
ternete), napisal heslo a odoslal ho na overenie. Tento postup v8ak nebol
velmi bezpeény, kedZe niekto mohol heslo zachytit a nasledne zneuzit.
Preto sa zacalo rozmyslat, ako by ¢lovek dokézal, Zze poznéa heslo bez
toho, aby ho naozaj napisal. Goldwasser, Micali a Rackoff [4] skamali,
¢o to vlastne znamené ,napisat dokaz” a tak prisli s naipadom interaktiv-
neho dokazového systému, dafajic, Zze vystihni najvacsiu moznua triedu
efektivne rozhodnutelnych jazykov. Interaktivne dokazové systémy zava-
dzaji dva nové atributy do procesu dokazovania nejakého tvrdenia, a to
interakciu a nadhodnost. Treba mat vSak na zreteli, Ze tento systém ne-
vie dokézat nalezanie v prisnom matematickom zmysle, pretoze pripasta
nahodnost a tak moze chybne uznat nejaké trvdenie za (ne)pravdivé.

Majme tvrdenie 7" a majme dokaz D. Chceme overit, ze D je na-
ozaj dokazom tvrdenia 7. Majme ,sudcu” V (verifier), ktory posudzujeje
spravnost dokazu. Chceli by sme, aby nas systém mal dve vlastnosti a to
uplnost a korektnost.



Definicia 6. (Uplnost a korektnost)

e Uplnost: Ak tvrdenie T plati, potom existuje taky dokaz D, Ze ho
sudca V' prijme

e korektnost: Ak tvrdenie T neplati, potom sudca V zamietne kazdy
dokaz D

Zjednodusene povedané, uplnost hovori, ze pravdivé tvrdenie sa déa
dokazat. Korektnost hovori, ze nepravdivé tvrdenie sa dokazat neda.

Interaktivny dokazovy systém pozostava z dvoch ¢asti, sudcu V' (ve-
rifier) a svedka P (prover), ktori spolu komunikuji formou vymienania si
sprav. Aby tento systém bol pouZitelny v praxi, poc¢et sprav, potrebnych
na prijatie/zamietnutie vstupu, ktoré si vymenia, je ohrani¢eny polyno-
mom, ktorého premennou je dlzka vstupu. Svedok je ,vSemocny génius”
s neobmedzenou vypoctovou silou. Cielom svedka je presvedé¢it sudcu
o pravdivosti nejakého vyroku. Sudca pracuje v polynomiidlnom case a
moze vyuzivat ndhodnost v tom zmysle, Ze si moze ,hadzat mincu” a
pytat sa otazky v zavislosti od vysledkov tychto hodeni. KIu¢ovym fak-
tom je, ze toto hodenie je ,sikromné”, to znamena, ze svedok nevie, ¢o
si sudca hodil. Odtial aj pochadza nazov dokazy so sikromnou mincou.
Sudca sa méze pytat polynomialne vela krat v zavislosti od dizky vstupu
a na konci rozhodne, ¢ ho svedok presvedéil alebo nie.

Definicia 7. Trieda IP
Interaktivny dokazovy systém pre jazyk L je protokol (V, P) medzi dvoma
Turingovymi strojmi P a V' definovanymi nasledovne:

Vi ¥ x ¥ x ¥ — ¥ U {prijima, zamieta} .
P ¥ -3

P sa nazyva svedok (prover) a V' sa nazyva sudca (verifier). P je Turingov
stroj s neobmedzenou vypoctovou silou a V' je pravdepodobnostny Tu-
ringov stroj pracujici v polynomialnom ¢ase v zavislosti od dlzky vstupu.

Oznacme s; zretazenie i parov sprav, s; = #x1#y1# - - - #x;#y;. Pod
V(w,r, s;) = x;41 chdpeme, ze V so vstupom w, ndhodnou postupnostou
r a doterajSimi spravami s; vyprodukuje ako najblizsiu spravu z;, ;. Pod
znafenim P(s;#x;11) = yir1 chapeme, Ze P na vstupe s;#x;,1 da vystup
Yir1- Vymena jedného paru sprav sa nazyva kolo.
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Pre dany vstup w a ndhodnu postupnost r povieme, ze
(V, P)(w,r) prijima

ak existuje postupnost sprav s = #x1#y1# - - - #x,#y, takych, ze V(w,r, s) =
prijima a pre kazdé i <l plati V(w,r,s;) = x;11 a P($i#Tiv1) = Yit1-

Pre jednoduchost predpokladajme, Zze mame funkciu ¢ takad, ze pre
kazdy vstup w dizky n, V prijme, len ak dlzka r je ¢(n). Potom piSeme

Pr [(V, P)(w) prijima]

na oznacenie toho, ze Pr[(V, P)(w,r) prijima] pre r zvolené nédhodne z
U, Pod Pr [(V)(w) prijima] chapeme maxp Pr [(V, P)(w) prijima). Ja-
zyk, ktory rozhoduje nejaky sudca V', znac¢ime

L(V) = {w . Pr[V(w) prijimal > %} .

Protokol (V, P) musi spliiat aj tplnost a korektnost, avsak v mierne
upravenej podobe. KedZe pripustame nahodnost, riskujeme chybu. Upl-
nost a korektnost je pre interaktivne dokazové systémy definovana nasle-
dovne.

e Uplnost (pre prvky je lahké dokdzat nalezanie)

w e L= 3P :Pr[(V,P)(w) prijima] > c.

e Korektnost (pre neprvky je tazké dokazat nalezanie)

w¢ L =VP:Pr[V,P)(w) prijima] <s.

Standardne sa za s voli % Ako si ukdzeme neskor v amplifikacnej
leme, mdzeme si za s zvolit Tubovolné iné ¢islo ostro mensie ako % Za c
sa spravidla voli 1 —s. Je preto mozné pisat e namiesto s a 1 —e namiesto
c. Cislo e potom nazyvame pravdepodobnost omylu.

Ak ¢ = 1, hovorime, Ze dokazovy systém ma perfektnd uplnost. Ak
s = 0 povieme, ze dokazovy systém mé perfektna korektnost.

Interaktivny dokazovy systém definuje hierarchiu jazykov. Jazyk L je
v IP(k) ak existuje interaktivny dokazovy systém s k kolami. Nech n je
dlzka vstupu. Potom plati, ze

IP (poly) = U1 IP(n).
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IP znaéi IP(poly).

Uvedme si priklad. Predstavme si, Ze mame kamarata, ktory tvrdi,
ze vie rozoznat chut Coca Coly od chute Pepsi Coly. My mu neverime,
a tak spravime test. Kamarat sa otoc¢i chrbtom, my nalejeme do pohara
jeden z napojov. Kamarat ho ochutna a méa povedat, o ktory napoj ide.
Ak povedzme 100-krat za sebou spravne odpovie, uverime mu. Ak nie,
vieme, Ze napoje nevie rozoznat. Samozrejme, nenalejeme do pohara vzdy
Pepsi colu, ale hodime si mincu a podla nej sa rozhodneme, ktory népoj
nalejeme.

Ide o jednoduchy dokazovy systém. My sme sudca a kamarat je sve-
dok. My potrebujeme nédhodnost, lebo inak by sme vzdy naliali ten isty
napoj. Predpokladajme, ze kamarat nevie rozoznat napoje. Zaujima nas
pravdepodobnost, ze napriek tomu mu uverime. Pri 100 pokusoch by si
kamarat musel 100-krét spravne tipnit. Pravdepodobnost tejto situécie

w1 . /17100 o . - .y . . . ]

vsak je (5) , ¢o je vel'mi malé ¢islo. Pri rastiicom pocte opakovani testu
ide dokonca tato pravdepodobnost k nule. Cize kamaratova Sanca okla-
mat nas je prakticky nulovia. Naopak, ak kamarat napoje rozoznat vie,
vzdy uhédne, ktory napoj sme mu naliali. Situacia, ked kamarat napoje
vie rozoznat a naschval povie nespravnu moznost nastat nemoze, pretoze
z definicie hry sa kamarat snazi hru vyhrat, a to moze len vtedy, ked
odpovie spravne.

e IP = {L|L m4 interaktivny dokazovy systém}.

e Ako sme spomenuli v predchadzajtcej kapitole, trieda BPP za-
vadza ndhodnost do triedy P. Interaktivne dokazové systémy tiez
zavadzaji ndhodnost, avsak akoby do triedy NP.

e Svedok nemusi byt pravdepodobnostny Turingov stroj. Kedze ma
neobmedzend vypoctova silu, vie si vypocitat hodnoty hodu min-
cou, ktoré maximalizuju pravdepodobnost, Ze sudca prijme a pris-
poOsobit dalsie vypocty tymto hodom.

e Naopak, sudca musi byt pravdepodobnostny Turingov stroj, inak
dostaneme len triedu NP. Ak je totiz sudca deterministicky, potom
prijima/zamieta vstup s pravdepodobnostou prave 1. Vychadzajme
7z predchadzajiceho pozorovania (svedok je deterministicky) a z
toho, Ze ¢ > 0. Dostaneme, ze (V, P) vzdy prijima prvky L. Kedze
sudca moZe pisat a ¢itat len polynomialne vela symbolov v zavis-
losti od dlzky vstupu w, dizka zapisu komunikacie (V, P) je polyno-
mialna v dlzke vstupu, a tak je polynomialne dlhym dékazom toho,
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7e w patri do L. Konkrétne, postupnost odpovedi svedka presvedéi
sudcu o nalezani w.

e Ak nepovolime interakciu medzi sudcom a svedkom, dostaneme
IP = BPP.

e 7 predchadzajucich dvoch pozorovani mame (NP U BPP) C IP.

e Vsetky jazyky patriace do triedy IP su rozhodnutelné interaktiv-
nym dokazovym systémom s perfektnou tuplnostou. Toto je netri-
vialny fakt. Pre podrobnejsie spracovanie témy vratane dokazu, vid

3].

e Kazdy jazyk rozhodnutelny interaktivnym dokazovym systémom s
perfektnou korektnostou nutne patri do triedy NP.

3.2 Grafovy neizomorfizmus a IP

Definicia 8. Dva grafy G = (Vi, Eg) a H = (Vi, Ey) st izomorfné, ak
existuje bijekcia m medzi vrcholmi tychto grafov

m: Vg — Vg
taka, ze pre kazdé dva vrcholy u,v € Vg plati, ze
(u,v) € Eg < (n(u), 7(v)) € Ey. (3.1)

Dva grafy G a H st izomorfné, ak jeden vznikne ako permutacia
druhého, ide vlastne o ,premenovanie vrcholov” grafu G.

Definicia 9.
Jazyk ISO = {(G, H) také, ze G je izomorfny s H}.
Jazyk NONISO = {(G, H) také, ze G nie je izomorfny s H }.

Ak st dva grafy izomorfné, tak nedeterministicky Turingov stroj do-
kaze najst bijekciu, ktora spliia podmienku 3.1. Overit tato podmienku
pre dant bijekciu je mozné v polynomialnom case, a preto ISO € NP.
Overit dokaz, ze dva grafy nie st izomorfné, uz nie je také jednoduché,
pretoZze zatial neexistuje dokaz, ktory by bol overitelny v polynomial-
nom case. ZovSeobecnene, hoci vieme rozpoznavat jazyk kladnych od-
povedi (napr.ISO) pre nejaky problém nedeterministickym Turingovym
strojom v polynomialnom c¢ase, neznamena to, ze takymto strojom vieme
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v tomto ¢ase rozpoznavat aj jazyk zapornych odpovedi (napr. NONISO).
Fakt, ze L € NP nutne neznamend, ze COL € NP, kde coL = ¥* — L.
Nevie sa, ¢i NONISO patri do NP. Taktiez sa nevie, ¢i patri do BPP.
Goldreich, Micali a Wigderson [5] ukazali, Ze na tento problém existuje
jednoduchy interaktivny dokazovy systém a teda NONISO € IP.

Veta 10. NONISO € IP.

Dokaz. Myslienka je veImi podobnd, ako v priklade, kde sa nas kamaréat
snazil presved¢it, ze rozozna Pepsi Colu od Coca Coly. Povedzme, Ze si
nam (sudcovi) dané dva grafy G a H. My ich za chrbtom ,zamiegame”
- zpermutujeme. Vyberieme si ndhodne jednu permutaciu a spytame sa
svedka, ktorého grafu je tato permutécia. Ak nie st izomorfné, svedok by
nemal mat problém spravne nam odpovedat.

Teraz popiseme protokol, ktorym svedok presved¢i sudcu, ze grafy G
a H nie su izomorfné. Budeme predpokladat, zZe oba grafy maju rovnaky
pocet vrcholov - n (inak si trividlne neizomorfné).

1. Sudca - zvoli si ndhodne bit b € {0, 1}, minca je spravodliva, prav-
depodobnost kazdej volby je % Tato volba uréi s ktorym grafom
bude sudca dalej pracovat.

2. Sudca - zvoli ndhodnt permutéciu 7 vrcholov 1,2,...,n. Ak b =0,
posle svedkovi 7(G), ak b = 1, posle m(H ).

3. Svedok - povie ktory graf mu bol poslany (G alebo H). Ak G a
H nie st izomorfné, svedok vzdy vrati spravnu odpoved. Ak su
izomorfné, svedok nevie posudit, ¢i permutacia vznikla z grafu G
alebo H a odpovie ndhodne. Pravdepodobnst, Ze odpovie spravne
je 3.

Nato, aby bola splnené podmienka korektnosti, protokol musi prebehnut
asponn dva krat. Da sa to v8ak spravit v jednom kole. Sudca si na za-
¢iatku zvoli ndhodne dva bity. V zévislosti na kazdom bite zvIast si zvoli
permutaciu, dostane dve nezavislé permutacie. Tie posle svedkovi, ktory
musi kazdej priradit spravny graf. Ak svedok odpovedal vidy spravne,
sudca prijme. Inak zamietne. Opakovanou aplikaciou protokolu pravde-
podobnost chyby klesa.

Vratme sa k definicii interaktivnych dokazovych systémov (def. 7),

konkrétne k poziadavkam tplnosti a korektnosti.

Ak G a H nie st izomorfné, existuje svedok P tak, 7e

Pr[(V, P) prijima] = 1.
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Ak G a H su izomorfné, pri poc¢te opakovani k,

Pr((V, P) prijima) < (%)k

Ak st grafy izomorfné, svedok ich nevie rozlisit a v kroku 3 si ndhodne
(s pravdepodobnostou 3) zvoli G alebo H.
[
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Kapitola 4

Arthur-Merlinove hry a verejna
minca

Triedu IP mo6zeme jednoducho modifikovat. Staci, ked sudca
zverejni vysledky svojho hadzania mincou. Tym dostaneme
nova triedu, takzvané Arthur-Merlinove hry. Problematikou
Arthur-Merlinovych hier sa budeme zaoberat v tejto kapitole.

Kral Arthur vie, Ze Merlin mé nadprirodzené schopnosti, ale nedo-
veruje mu. Ako ho teda ma Merlin, vSemocny carodejnik, presvedcit,
7e slovo w patri do jazyka L? Arthur sa moze pytat Tubovolné otazky,
Merlin odpoveda tak, aby presved&l Arthura, Ze pozna odpoved. Na za-
klade tychto odpovedi Arthur nakoniec usudi, ¢i ho Merlin presvedcil
alebo nie(teda kto vyhral). Poc¢as hry Arthur moZe hadzat mincou, hra
pripusta ndhodnost. Avsak vysledok hodu musi vzdy povedat Merlinovi
(z toho aj pojem ,verejna minca”). Arthur, ako smrtelnik, je obmedzeny
polynomialnym ¢asom, ktory zavisi na dizke vstupu. Komunikacia musi
tiez prebehnit v polynomialnom case.

Arthur je teda polynomiédlny pravdepodobnostny stroj, rovnako ako
sudca v IP. Merlin ma rovnako ako svedok v IP, neobmedzentu vypoc-
tovi moc a vzdy voli optimalnu odpoved. Arthur-Merlinove hry st skoro
totozné s triedou IP, jediny rozdiel je v tom, Ze namiesto sikromnej
mince sa pouziva verejna. S konceptom Arthur-Merlinovych hier prisiel
v roku 1985 Laszlo Babai [1].

Definicia 11. Arthur-Merlinove hry

Arthur Merlinove hry st definované ako trieda IP (vid definicia 7) s
nasledujucim rozdielom. Za nahodny vstup r sa povazuje zrefazenie [
retazcov (I je pocet kol), r = ryry - - -7 Sudca V' musi vyprodukovat r;
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ako svoju -t spravu. Teda pre i <, V(w,r,s;) = r; alebo prijima alebo
zamieta.

Definicia 12. Ozna¢me dizku vstupu |w| = n. Nech ¢(n) je polynomialna
funkcia v premennej n. Jazyky prijimané Arthur-Merlinovymi hrami v
i kolach i < t(n), tvoria triedy AM(t(n)) (ked prvy taha Arthur) a
MA (t(n)) (prvy taha Merlin). Dalej plati

AM(poly) = MA(poly) = U AM(n").

k>0

Dalej definujeme AM(1) = A, AM(2) = AM, AM(3) = AMA,
MA (2) = MA a analogicky.

Triedy, v ktorych posledny taha Merlin (napr. AM(2), ¢ MA(3))
vyvolavaju otazku. Problém je v tom, Ze Arthur ma podla definicie vo
svojom poslednom tahu prijat alebo zamietnut vstup. To vSak nemé ako
spravit, kedze posledny tahd Merlin. V odbornej literatire je to rieSené
rozne. Najcastejsie sa predpoklada, ze po poslednom(Merlinovom) tahu
sa opéf dostava na tah Arhtur, av§ak uz iba rozhoduje, ¢ vstup prijme
alebo zamietne. Inymi slovami, uz nemoze pouzit ndhodnost. V praci
|2] je predstaveny rozhodca. Ten na konci kazdej Arthur-Merlinovej hry
rozhodne o tom, kto vyhral.

Pozorovanie 13. Ak Arthur ignoruje Merlina a sam rozhodne problém,
dostaneme triedu BPP. Plati teda

AM(1) = BPP.
Pretoze Merlin je nedeterministicky mame
MA(1) = NP.
V roku 1985 Babai a Moran [2]| ukazali, ze pre kazda konstantu k& > 1
AM(2) = AM(k) = MA(k+1).
Tiez dokézali, Ze pre t(n) polynomialne ohranicené plati
AM (2t(n)) = AM (t(n)).

Otéazkou vsak ostava, ¢i moze tato redukcia prebehnit bez toho, aby sa
zvysila zlozitost Merlina. Kedze v§ak ma Merlin neobmedzent vypoctovu
silu, redukcia je korektné.
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Kapitola 5

IP(poly) € AM(poly)

Zaujimavou otazkou je, v akom vztahu su interaktivne doka-
zové systémy a Arthur-Merlinove hry. Je zrejmé, ze Arthur-
Merlinove hry st podtriedou interaktivnych doékazovych sys-
témov. Specialne plat{ AM (poly) C IP(poly). V tejto kapi-
tole dokazeme, 7e aj IP (poly) C AM(poly) a teda IP(poly) =
AM(poly)

Pripomenme si, Ze interaktivne dokazové systémy sa ligia od Arthur-
Merlinovych hier zdrojom n&dhodnosti. Nasledujtica veta hovori, ze kazdy
protokol so sikromnou mincou méze byt nahradeny protokolom s verej-
nou mincou a perfektnou korektnostou pre protokoly s polynomiilnym
poctom kol.

Veta 14. IP(poly) € AM(poly)

Doékaz. Cheeme ukéazat, ze ak jazyk L patri do triedy IP(poly), tak patri
aj do triedy AM(poly). Pre overovanie w € L mame teda uz korektny
protokol so sikromnou mincou. Cielom dokazu je na zéklade tohto pro-
tokolu kongtruovat novy protokol, ktory bude pouzivat verejni mincu.
Nasledne musime ukézaf, 7e tento novy protokol splita podminku tpl-
nosti a korektnosti.

Uvazujme protokol so siikromnou mincou, ktory nam overuje néleza-
nie prvku w € L. Majme v tomto protokole sudcu V' a svedka P, ktory je
optimélny (to znamené, Ze v protokole IP maximalizuje ancu prijatia).
7 definicie protokolu IP vyplyva, Ze

w e L = Pr[(V,P)(w) prijma] >

)

Wl = Wl

w ¢ L = Pr[(V, P)(w) prijmal <
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Skonstruujeme teraz protokol z AM. V tomto protokole majme sudcu
LJArthura” V' a svedka ,Merlina” P’. Predstavme si binarny strom repre-
zentujici mozné komunikicie medzi V' a P v protokole IP. Kazda cesta
z korena tohto stromu do niektorého z listov reprezentuje jeden ndhodny
retazec vybrany sudcom V', ¢o predstavuje jednu mozni komunikaciu.
Listy stromu (koncové vrcholy) ozna¢ime ,prijima’/, zamieta” podla toho,
¢i komunikacia zodpvedajica ceste z korena do tohto listu prijma alebo
odmieta w. To znamena, ze ak w € L, aspoii % listov budi oznacené ,pri-
jat”. Zaroven ked w ¢ L, tak maximélne % listov bude oznacen ,prijat”.
To vyplyva 7z vlastnosti protokolu patriaceho do triedy IP.

Definujme si teraz komunikaciu medzi P a V', o ktorej neskor uka-
zeme, 7e splha poziadavky kladené na protokol triedy AM. Mame vstup
w. Svedok P’ posle pocet listov N'(start), oznacenych ako ,prijima” v
strome reprezentujlicom mozné komunikacie medzi V' a P pre vstup w.
Tento pocet si Arthur ulozi do korenia stromu. Arthur bude teraz po-
stupne prechadzat z korena stromu do jedného z listov nasledovne: V
kazdom vrchole (vratane korefia) sa spyta pre kazdé z dvoch deti tohto
vrchola na pocty listov N'(0) a N'(1), oznacenych ,prijma” v podstrome,
ktorého korenom je dané dieta. Merlin mu posle tieto udaje a nasledne
Arthur skontroluje, ¢i plati

N’ = N'(0) + N'(1).

Ak vztah neplati, Arthur zamietne vstup w. Ak plati, Arthur si udaje
uloZi do vrcholov a s pravdepodobnostou % pokracuje vo vrchole N'(7).
Takto rekurzivne postupuje az pride do listu.

Teraz ukazeme, Ze popisovany protokol splita podmienku tplnosti a

korektnosti.

e Uplnost: Nech w € L. Potom pravdepodobnost, ze vyberieme list
s hodnotou ,zamieta” je nulova. Vieme, Ze aspon % listov ma hod-
notu prijima. Sta¢i teda, aby svedok vzdy udal pravdivi hodnotu
prijimacich listov. To aj spravi, vid definicia svedka. Dostavame
protokol s perfektnou tiplnostou a plati

ak w € L = Pr[V’'(w) prijima] = 1.

e korektnost: Nech N(o) oznacuje skutoény pocet listov s hodnotou
prijima v podstrome s korefiom o a N'(o) pocet tychto listov, ktory
udal Merlin. Ak Merlin udal, ze ich je viac ako v skuto¢nosti (teda

N(o)

N'(c) > N(0)), zistime to s pravdepodobnostou aspon 1 — (o)

Dokéazeme to indukciou. Ak je o listom, sme hotovi, pretoze N (o) =
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0 alebo 1. Nech tvrdenie plati pre deti N(oy) a N(o1) kazdého
vrcholu N (o). Pravdepodobnost odhalenia Merlinovho klamstva je
rovnd miniméalne

(1 B N(Uo)) N'(o) N <1 B N(01)> N'(o)

N'(a9)) N'(0) N'(a1)) N'(0)
1 y / — N(oo) — N(o =
= FigyV'(00) + N'(01) = N(ov) ~ N(ow)]
_Nlo) = Nl) _ _,_ Nl
N'(o) N'(o)

Kedze N'(0) > 2 a N(o) < 3, vidime, Ze

N | —

x ¢ L = Pr[V’ prijima] <
Cely protokol spustime 2 krat. Dostavame

x ¢ L = Pr[V’ prijima] <

N

Vsimnime si, 7e protokol medzi Arthurom a Merlinom je naozaj s ve-
rejnou mincou, kedze v kazdom kroku Arthur posle Merlinovi adaj, v
ktorom dietati vcholu sa rozhodol pokracovat.

Tiez moze nastat otazka, preco neskisime prejst z korena stromu do kaz-
dého listu a tym si jednoznacne overit, ¢i Arthurovi hovori Merlin pravdu
o pocte listov s hodnotou ,,prijma”. Av§ak uvedomme si, Ze to by sme mu-
seli prejst 2™ ciest, kde n je pocet hodov mince sudcu z triedy IP. To by
sme sa vSak dostali mimo polynomialny cas. O]
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Kapitola 6

Asymptoticky dolny odhad

V tejto kapitole predstavime Goldwasser-Sipser protokol a
lema na asymptoticky dolny odhad.

V doékaze, ktory predstavime v nasledujticej kapitole, Merlin bude
chciet Arthurovi dokazat, ze mnozina nahodnych retazcov, ktoré ho pre-
svedcia prijat vstup, je ,velkd”. Preto potrebujeme protokol, ktorym Mer-
lin dokaze presved¢it Arthura, ¢i je nejakd mnozina naozaj ,velka’.

Predstavme si, Ze mame mnozinu S C {0, 1}’“7 ktorej prvky vie Art-
hur rozoznat v polynomiilnom ¢ase a funkciu N (k). Arthur ma vstup
prijat, ak |S| > N(k) a zamietnut, napr. ak |S| < %(:2). Chceme najst
Arthur-Merlinov protokol na rozhodnutie tohto problému. Uvedomme si,
ze pre N (k) polynomialne, je to trividlne: ak je |[S| > N(k), Merlin posle
Tubovolnych N (k) prvkov z S. Ak ich aspont N(k)(spravnych) neposle,
Arthur zamietne.

Nech N(k) = 2*. To znamen4, 7e Arthur prijima, ak kazdy prvok
{0, 1}k je v S. Naopak, Arthur zamieta, ak je prvok v mnozine S's pravde-
podobnostou najviac ﬁ. Zostrojit Arthur-Merlinov protokol (dokonca s
perfektnou uplnostou), nie je tazké. Arthur vyberie ndhodne z € {0, 1}’“,
a prijme préave vtedy, ked z € S. Ak N(k) = 2% Arhtur vzdy prijme.
Ak N(k) # 2%, Arthur (nespravne) prijme s pravdepodobnostou najviac

1

10k2 -

Nech N(k) je nadalej velka, ale N (k) # 2*. Povedzme, N(k) = %.
Merlin na zadiatku posle Arthurovi O(k) retazcov z; € {0,1}". Nasledne
si Arthur nahodne vyberie jedno z € {0,1}" a pogle ho Merlinovi. Merlin
chce ukazat, Ze pre nejaké i plati, ze x @ x; € S. Ak je S ,velkd”, existuje
mnozina {xl, e ,xo(k)}, ktorej kazdy prvok ,posunieme” o rovnaki kon-
Stantu a aspon jeden ,posunuty” prvok bude v S. Tento typ protokolu
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prestane fungovat, akonahle je S dostatoc¢ne malé na to, aby Merlin na-
siel mnozinu, ktorej posunutie mé neprazdny prienik s S. Toto nastava
napriklad pre N = 2*@, ¢o je netrividlny vysledok.

V najvSeobecnejsom pripade(a pre nas najzaujimavejSom), nastava
situécia, ze S je ovela mensie ako {0, 1}k. Na ttto situdciu pouZzijeme
hashovanie. Zmyslom hashovania je zobrazit velki mnoZinu (v nasom pri-
pade {0, 1}k) na mensiu mnozinu, povedzme {0, 1}b, kde b < k. Chceme,
aby vadsina prvkov {0,1}” mala priblizne 27%|S| obrazov v S (Eo je
otakévany pocet, ak by bola h tplne ndhodna funkcia). Konkrétne, ak
ma S velkost 2°, o¢akdavame, 7e zobrazenie bude ,skoro bijekcia” S na
{0, 1}b a teda h(S) bude ,yelkd” podmnozina. Dostavame obdobu pred-
chadzajuceho pripadu. Merlin posle [ prvkov y; € {0,1}". Arthur vyberie
y € {0, 1}b. Nésledne Merlin posle i a « € {0, 1}k tak, ze h(z) =y D y;,
pre x € S. Ide o korektny Arthur-Merlinov protokol. Dokaz vynechame.

Goldwasser-Sipser protokol

1. Sudca V zvoli [ ndhodnych funkcii f;,-- -, f; : ¥ — % a (% refazcov
21,5212 € o

2. Sudca posle svedkovi fi, -, fi,21,..., 2.
3. Svedok posle sudcovi x.

4. Sudca prijme ak z € S a f;(z) = z; pre nejaké 4,5, kde 1 <i <[ a
1<j<i2

Definicia 15. Nech D je k x b booleovskd matica. Lineadrna funkcia
hp : ¥F — ¥P je dana predpisom hp(zr) = z.D. PouZivame klasické
nasobenie maticou modulo 2. Ndhodnym vyberom matice D ziskame
nédhodnu linearnu funkciu. Ak H = {hy, ho,..., iy} je mnozina funkeii,
C CX* D C ¥ potom H(C) znaéi |Jh;(C) a HY(D) znaci |J h; (D).
Nech |C| je veTkost mnoziny C.

Nasledujice lema pravdepodobnoste popisuje tspesnot Goldwasser-
Sipser protokolu s danym b, k,1 > 0 a [ > max {b, 8}.

Lema 16. Lema na asymptoticky dolny odhad mnoziny

Nech b, k,1 > 0,1 > max(b,8) a C C X*. Ndhodne vyberieme | linedrnych
funkcit H = {hy,...,}, hi : X% — ¥ a I? refazcov Z = {z,..., 22} C
0. Potom platia nasledujiice tvrdenia.

1. Ak b =2+ [log|C|], potom plati
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Pl = 212

Pr{H(C)(Z #0] >1-27"5

2. a)

[H(CO) = 1]|C].
b) Nech d >0 a |C|<2°/d. Mdme

Pr(H(C)()Z # 0] < I/d.

Doékaz.
la) Vieme, ze
b=2+ [log|C]|].
Upravou dostavame
ob 92+loglOfT
2b 4 . Qflog\CH’
2¥ > 4]C].

(6.1)

Nech (h;(z))? oznacuje j-ty bit refazca h;(x). Zvolme z,y € ©F,

x #£ vy, 1,7 >0 pevné vidy ked nie je kvantifikované.
Pravdepodobnost ze dva bity sa rovnaju, je

Retazce h;(x) i h;(y) maja b bitov, preto pravdepodobnost, Ze sa

tieto refazce rovanju je

= hi(y)]

1
= 5

Vypocitame, aka je pravdepodobnost, Ze pre Tubovolné slovo x € 3F
najdeme v mnozine C' aspon 1 také y, ze pre aspoil jedno 7 plati,
ze h; zobrazi x aj y na to isté slovo (teda h;(z) = h;(y)).

Pr((3y € C) (z # y A hi(z) = hi(y))]
Pr[(Vi <1)(Jy € C) (z # y A hi(x) = hi(y))]

Pr{(Fz € O)(Vi <1) 3y € C)(z # y A hi(z) = hi(y))]
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1b)

Podmienku
(Jz € C)(Vi <1)(Fy € O)(z # y A hiz) = hi(y))

z poslednej nerovnosti ozna¢me ako tvrdenie q.
Dokazovand nerovnost 6.1 moézeme ekvivalentne napisat ako

pra(C)| < ) <2

Vyraz zo zatvorky |H(C)| < g ozna¢me ako tvrdenie p. Vieme, ze
plati

<27 = Pr(p) <27

(p = q AN Pr(q)

Preto nam staci dokazat, ze p = ¢, ¢o dokdzeme nepriamo. Negé-
ciou vyroku g dostavame —gq:

(Va € O)(3i < D)(Vy € C) (x = y V hulx) # hily)).

Predpokladajme teda, zZe —q plati. Dostavame
< S (O)] < STIH(O) = [H(C)| S 1 =1- |H(C
i<l i<l i<l
kde druh& nerovnost plynie z toho, ze
(O] =Jh(C) = (¥i)(|(C)] < [H(C))):
i<l

Méame teda
1]
l

¢o je vlastne —p a sme hotovi.

< [H(O)],

Najprv si uvedomme, Ze ‘Zb‘ = 2%, Z toho, Ze
b=2+ [log|C|]
dostaneme
2b _ 22+|’log\C|'\7
2t — 4. 9MdlCll < 4. 9loglClH+1 — g IC|,
2b

=y
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Predpokladajme, Ze
1l

T
Pomocou vyssie uvedenych vztahov dostavame

[H(C) =

=T

Idea je nasledujica. Priblizne kazdy ,,8I-t§” nahodny retazec dlzky
b patri do mnoziny H(C). Vieme, Ze [ je ostro vi¢sie ako 8 a Z
obsahuje [? nahodnych retazcov. Predstavujeme si teda, Ze pravde-
podobnost, Ze aspon jeden nahodny retazec zo Z bude patrit aj do
H(C) je velmi velka. Presne,

C)(Z=0< 1——)+1<T’

Keby sme chceli byt presnejsi, vyraz 1 — g by sme nasobili prav-
depodobnostou, ze |H(C)| > @ Tato pravdepodobnost je podla
¢asti 1a rovna 1 — 27, takZe jej hodnotu pri danom odhade zhora
mozeme naozaj zanedbat. Vyraz 27! v predchadzajtcej nerovnosti
je pravdepodobnost, ze |H(C)| < |l£‘ Keby sme chceli byt presni,
opit by sme mali vynasobit hodnotu 2~/ pravdepodobnostou, 7Ze za
podmienky |H(C)| < @, je H(C)(\Z = (). Vieme, Ze pravdepo-
dobnost je nanajvys rovna jednej a tak je horny odhad korektny.
Ostava nam dokazat poslednt nerovnost
1., 1

(1 — g) + E < 2% 8

Plati, ze

Ak ukdzeme, ze

=l .y =l
es 427 <23
budeme hotovi. To je ekvivalentné
2l + s -
—li_— < 2?17
es2l
2l 4 es < 2¥ef = (Q%e%)l.

Kedze [ > 8, uvedené vztahy naozaj platia.
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2a) Staci si uvedomit, ¢o nerovnost hovori.
2b) 7 2a a predpokladu Tahkou tpravou dostavame

HE) _ el 1
‘Zb‘ —d|C| d

Pravdepodobnost, 7e Tubovolné z; € Z bude patrit do H(C), je
zhora obmedzena é. KedZe Z obsajuhe [? retazcov, pravdepodob-
nost, ze aspoii jeden z nich bude patrit aj do H(C) je l2.é = %, ¢o
je dokazovana nerovnost.

]
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Kapitola 7

Verejna minca = stkromna
minca

V tejto kapitole dokdZeme, Ze pre kazdy polynom Q(n) plati,
ze IP (Q(n)) € AM (Q(n) + 2). Spolu s opac¢nou inkluziu,
ktorad je trividlna a s tym, ze pre kazdd konStantu & > 1
plati, ze AM(k) = AM(k + 1) dostavame plna ekvivalneciu
tychto dvoch tried, teda IP (Q(n)) = AM (Q(n)).

Veta 17. Pre kazdy polyném Q(n) plati: IP (Q(n)) = AM (Q(n) + 2).
Najprv sa zamyslime, ako funguje IP(1) protokol.

V: ndahodne si zvoli ndhodny retazec r. Na zaklade vstupu w a retazca
r sa sudca V rozhodne pre nejaku otazku = a posle ju svedkovi P

P: vygeneruje odpoved y, bez toho aby poznal ndhodny retazec r a
posle y, sudcovi

V: V(w,r, z#y,) rozhodne, & prijma alebo zamieta

Pod¢iarknime, Ze otazka x nesmie prezradit ndhodny retazec r, lebo by
sme dostali verejnt mincu.

To, ¢i sudca V prijme alebo zamietne je plne urc¢ené ndhodnym re-
tazcom r, ktroy si zvolil. Idea je ta, ze ked w € L, va¢sina nahodnych
retazcov ,sposobi” prijatie vstupu. Naopak, ked w ¢ L pocet retazcov,
vdaka ktorym V' prijme, je maly.

Nech V' méa exponencidlne mala pravdepodobnost chyby e, posiela
spravy dlzky m a pouziva nahodne refazce dlzky ¢. Pre kazdé x €
™, nech B, = {r:V(w,r,#) =x}. Pre kazdé y € ¥™, nech a,, =
{r:r e B NV(w,r,#x#y) = prijma}. Idedlny svedok sa bude snazit
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pre kazdé x zvolit také y,, ktoré maximalizuje |ay,|. Nech o, = ayy, .
Nech oy = Uya,. Potom Pr [V (w)prijma] = || /2'. Cielom Merlina je
presvedcit Arthura, ze |ag| > e - 2%

Zamerajme sa na simulaciu IP(1) protokolu. Zvazme jednoduchy pri-
pad. Ak x € L, nech pre vSetky ,otazky” x existuje ,odpoved” y taka,
ze |agy| > N. Ak x ¢ L, nech nech pre vSetky z a pre vetky y plati, ze
|lagy| < 1553. Naviac predpokladajme, Ze svedok pozné(a verf) hodnotu
N. Mozeme pouzit jednoduchy protokol. Najprv posle P hodnotu x a .
Potom pouzije Goldwasser-Sipser protokol na overenie |ay, | > %N . Inymi
slovami, Merlin povie Arthurovi ,tu je mozny par - otazka, odpoved,
ktory by ta prinutil prijat vstup w. DokazZem ti, Ze je pravdepodobné, ze
by si sa opytal tiuto otazku”. Av8ak v obecnom pripade hodnota N zavisi
na otazke x (zna¢ime N,) a sudca nevie jej hodnotu.

Svedok teda spodita ,typicki” hodnotu N, a nazve ju N. Potom do-
kaze, 7e pre ,vela” otazok plati N, > N. Nato opéat pouzije Goldwasser-
Sipser protokol.

Cely protokol vyzera nasledovne. Merlin posle Arthurovi hodnotu V.
Pomocou Goldwasser-Sipser protokolu ukéze, ze hodnota N plati pre
wvela” otazok. Dalej si zvoli otazku xy a znova pomocou (Goldwasser-
Sipser protokolu ukaze, ze N,, > N. Tym dokaze, Ze tato mnoZina je
naozaj ,velka”.

Pre protokol s g kolami sa prvy Goldwasser-Sipser protokol iteruje na
ziskanie hodnoty ag D a3 D - -+ D ay, kde je ,vela” moznosti, ako zvacsit
Q;_1 ha a; a oy je velka”.

Doékaz. Dokaz vety 17.

Nech W € IP[Q(n)]. Bez ujmy na obecnosti mozeme predpokladat,
7e na vsupte w dlzky n je prave g(n) = Q(n)/2 parov sprav(teda kol)
poslanych medzi V' a P. Tieto spravy s dlhé prave m(n). Nédhodny
retazec r je dlhy ¢(n). Nech pravdepodobnost chyby je e(n).

Lema 18. Amplifikacné lema

Nech p(n) je polyndm. Nech 'V je sudca, ktory pracuje na vstupe dlhom n,
s poctom sprdv najviac g(n), kazZdej dlhej m(n), pouziva ¢(n) ndhodnijch
bitov a md pravdepodobnost chyby % Potom existuje sudca V' taky, Ze
L(V) = L(V'"), pracujici s g(n) spravami, kaZdej dlhej O (p(n)m(n)),
pouZivagic O (p(n)l(n)) ndhodnijch bitov a s pravdepodobnostou omylu
zhora ohranicenou 2P

PodTa predchadzajiceho lema moéZeme predpokladat, ze

e(n) < f(n) 1270,
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Dalej mozeme predpokladat, ze ¢(n) > max (g(n), m(n),80). PiSeme g,
m, e, ¢ namiesto g(n), m(n), e(n) a £(n).

Méame funkcie V' a P. My popiSeme funkcie A(Arthur) a M (Merlin),

ktoré budua simulovat V' a P. Premennd x; zna¢i spravy poslané A a y;
znaci spravy poslané M.
V prvom kroku popiSeme protokol medzi A a M. Najprv popiSeme pro-
tokol pre Arthura a potom pre Merlina. Dokazeme, Ze ide o korektny
protokol Arthur-Merlinovej hry(spl'fia tplnost a korektnost), ktory simu-
luje (V, P) protokol.

Protokol pre Arthura

Kolo 0.
A dostane ¢islo b; od M. Pokrac¢ujeme kolom 1.

Kolo i (1 <i<yg):
Zatial dostal A ¢isla by, ..., b; andhodné retazce xq,...,Ti—1, Y1, ..., Yi-1
od M. A si ndhodne zvoli [ linedrnych funkcii H = {hy,...,ly}, h; :
ymo— ¥ a 12 refazcov Z = {z1,...,22} C X! a posle ich M. A
dostane od M refazce z; a y; a ¢islo b;. A overi, & x; € H *(Z). Ak to
neplati, A okamzite zamietne. Ak plati, A pokracuje kolom 7 + 1.

Posledné kolo g + 1:

Nech s; = z1#y# - #x;#y;. A ndhodne vyberie [ linearnych funkcii
H = {hy,...,}, hi : Bt — b1 a (2 refazcov Z C Nboti, A caka, ze
nasledne mu M posle refazec r € X!, A overi, ¢i r € H™1(Z). A prijme,
ak pre kazdé ¢ < g plati, ze V(w,r,s;) = xiy1, V(w,r,s,) = prijma a
> bi>1—glogl.

Moéze Merlin presved¢it Arthura?
Ukazeme, ze Pr [V (w) prijima] > e(n) < Pr[A(w) prijima] > 2.

(=) Merlinov protokol ked’ w € L.
Najrpv si zavedme oznacenie. Pre r € X! a pre prad sprav s =
V1F#VoFE - - - #Up povieme, Ze

(V, P)(w,r) prijima cez s,

ak prvych k sprav medzi V' a P sa zhoduje so s a (V, P)(w,r) prijima.
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Nech Pr [V (w) prijima] > %. Zvolme P Iubovolné takeé, Ze

Pr[(V, P)(w) prijima] >

Wl o

Pre M zostrojime taky protokol, Ze Pr[(A, M)(w) prijima] > 2.

Kolo 0:
Nech ¢ = 1. Pokracuj so ,ziskaj b,”.

Ziskaj b;(i < g):

Nech s; 1 = xi#y1# - #x,1#y;—1 je prad sprav pre (V, P) pro-
tokol, ktoré boli zatial vymenené. Nech pre kazdé x € Y™ je o, =
{r: (V, P)(w,r) prijima cez s;_1#x}. Vytvor triedy 71, ..., tak, ze 74
obsahuje vietky a, také, ze 2971 < |a,| < 2¢. Zvol Y4z, ktorej zjedno-

tenie
U’Ymaac - U {ax Dy € '7maz} (71)

je najvacsie. Posli b; = 2 + [log |Vmaz]]-

Kolo :

M dostane hy,...,h; a retfazce zp,...,z2 od A. Ak existuje = €
HY(Z) také, Ze ap € Yimaz, nazvi ho x;. Nésledne M odpovedé dvojicou
x;,y; kde y; = P(s;_1#x;). Ak M nenajde takéto =, odpoveda ,chybou”.
Dalej zna¢ime mnozinu o, ako «;. Priradime i «— ¢ + 1. Pokracuj ,ziskaj

b'JJ
T .

Ziskaj bgyq:

M vypocita hodnotu byi; nasledovne. Nech s, = s, 1#x,#y, je
zvoleny prud sprav. Mame o, = {r: (V, P)(w,r) prijima cez s,}. Po-
8li by1 =2+ [log |ayl].

Kolo g + 1:

M dostane hy,...,h a retazce zq,...,2z2 € X+ od A. Ak existuje
r€a,NH(Z), M posle toto r. Inak M odpovie ,chybou”. (VS§imnime
si, ze r € oy implikuje V(w,r,s,) = prijima)

Koniec protokolu.

Teraz ukaZeme, Ze Pr[(A, M)(w) prijima] > 2.

Nech ag = {r : (V, P)(w,r) = prijima}.

Kedze Pr[V(w) prijima] > Z, tak |ag| > (2/3) 2.

S definicie M vieme, 7ze A akceptuje, ak M nikdy neodpoveda ,chybou” a
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> b > 1—glogl. Podla lemy [16] vieme, Ze pravdepodobnost, ze M od-
povie ,chybou” v I'ubovolnom kole, je mensia nanajvys rovna 28, Teda
pravdepodobnost, ze M nikdy neodpovie ,chybou”, je zhora ohrani¢né
(g+2)27 <« 1/3

Nasleduju dve tvrdenia, ktoré dokazuju, ze > b; > 1 — glogl.
Tvrdenie 19. Pre kazdé 0 <1 < g, plati

Dékaz. Zoberme si i-té kolo a mnoziny «, definované v ,ziskaj b;,”. Z
definicie mame, 7e |J, o, = «;_;. Nezabudnime, Ze zna¢ime a,, , ako
;_1. S odvolanim sa na vztah 7.1, dostavame

‘ U TYmazx

Vieme, 7ze jednotlivé ¢leny mnoziny v,.. sa navzajom liSia najviac o
nasobok 2. Kedze «; € Y42, mame

>

i1
—

| > | U ymaal

" 2|Ymasl

Kedze b; = 2 + [1og |Ymaz|], (vid ,ziskaj b;”), mame
2bi Z 2|7maac|-

Dostavame vztah
la;| >

‘ U’Vma:v‘ ’O‘ifll
> .
20 - ]2k

Tvrdenie 20.
Zbi >1—glogl.

Dékaz. 7 predchédzajiceho tvrdenia 19 mame

||

gl = o
N |
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Vieme, Ze |ap| > (2/3)2'. Po zlogaritmovani dostévame

log lay| > log ((2/3)2") —10gl9H2bi >

i<g
> log2/3+4+1— (glogl+210g2bi> >
1<g
> (1-1)— (glogl—i—Zbi) .
1<g

Vieme, ze by11 > 1+ log |ay| (tak je zvolené b,y v ,ziskaj b,11)", a tak
dostéavame

> b >1—glogl

1<g+1

a sme hotovi. O

(<) Ak w ¢ L, Merlin s ,yelkou” pravdepodobnostou nepre-
sved¢i Arthura

Ukazeme, 7e ked Pr[V(w) prijima] < e, potom Pr[A(w) prijima] <
1/3.

Pre kazdé i > 0 a s; = x1#y1# - - - #x;#y; oznacme
a(s;) = max Pr[(V, P)(w) prijima cez s;]|.

Nech pre kazdé x € ™, y, oznacuje také y € X™, ktoré maximalizuje

a(si#Frdty).
Neformalne, nasledujuce tri vyroky maju za tlohu ukéazat, ze a(s;y1)
je s velkou pravdepodobnostou ovela mengie ako a(s;).

Tvrdenie 21.
a(s;) = Za(si#x#y).

Zvolme 0 < i < g a s;. Pre kazdé ¢ > 0, oznaCme

Xe=A{z: alsiffrttys) > a(s:)/c}.

Tvrdenie 22.
| X <ec
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Dokaz. Vdaka predchadzajucemu tvrdeniu, vieme, Ze

a(s;) > Z a(s;#HxH#HYs).

zeXe
Z definicie mnoziny X, dostavame

als:) = ) @ = @\XCL

CCEXC
c > |X.

]

Zvolme b,d > 0. Vyberme [ ndhodnych linedrnych funkcii H =
{hi, ...y}, hy - ¥™ — X% a 2 ndhodnych refazcov Z C Y. Vyberme
Tubovolné x € H~1(Z) a ITubovolné y € ¥™. Nech s;41 = s;#x#y.

Nasleduje popis udalosti, ktoré maximalizuju pravdepodobnost, Ze
Merlin presved¢i Arthura o tom, Ze w € L napriek tomu, Ze to tak nie je.
Pomenujme nasledujticu udalost F; q:

a(si)
a(siy1) > Zb—/cl

Tvrdenie 23.
Pr[E;] < IP/d.

Dokaz. Nech ¢ = |2°/d|. Potom |X.| < 2°/d (vid tvrdenie 22). Z de-
finicie y, mame a(s;#x#y.) > a(s;r1). Dostavame, ze ak a(s;11) >
a(s;)/(2%/d), potom z € X,.. Kedze x € H~*(Z), mame

Pr |:a/(87;+1) > (;g—jla” = Prlre X.nH Y(2)] =
— Pr[H(X)NZ A0 <

< PP/d.
Posledna nerovnost vyplyva z lema na dolny odhad, cast 20b. O

Zvolme s,. Vyberme [ ndhodnych linearnych funkcii H = {hq, ...},
h; : X' — ¥be+1 a 12 nahodnych refazcov Z C Xbs+1. Vyberme [ubovolné
r € HY(Z). Nazvime nasledujicu udalost E, ;.

2'a(s,) < 2°/d A (V, P)(w,r) prijima cez s,.
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Tvrdenie 24.
Pr[E, ] < IP/d.

Dokaz. 7 definicie a(s;) mame

[{r : (V, P)(w, ) prijima cez sy} _
ol

a(sy).
Malou tpravou dostavame
[{r : (V, P)(w,r) prijima cez s,}| = 2'a(s,).

Ak nastane E,i;, budi splnené predpoklady lema na dolny odhad cast
2b, ktoré pouzijeme a sme hotovi. O

V kole i (teda b = b;) nastane udalost F; s pravdepodobnostou najviac
I?/d. Kedze kol je g + 1, nastane udalost E; aspoii v jednmom kole s
pravdepodobnostou najviac (g + 1)I®/d. Preto zvolime

d=3(g+ 1)

Dostavame, 7e Pr[(3i) nastane F;] < 1/3.
Nech E; nenastane. UkdZeme, ze A zamietne ak predpokladame, ze

Pr[V(w) prijima] <ee.
Predpokladame, 7ze plati (Vi < e)(—FE;). Mame

a(s;)

a(sit1) <

2bi /d
Dostavame
a(sy) < HZESQO”) i (7.2)
Pretoze —E,.1, musi platit bud
(V. P)(w,r) # prijima,
alebo
2la(s,) > 2%+ /d. (7.3)

Ak (V, P)(w,r) prijima, musi platit vztah 7.3. Kombinaciou tohto vztahu
a vztahu 7.2 dostavame

2a(se) > [ ©@"/d).

1<i<g+1
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Po zlogaritmovani mame

log(?la(s())) > log< H (2bi/d)),

1<i<g+1

Qb
log 2" +loga(sy) > Z log VR
1<i<g+1

[ +loga(sy) > Z (log 2" —logd) =

1<i<g+1
- Z bi—(g+1)logd =
1<i<g+1
= > bi—(g+1)log (3(g+1)I).
1<i<g+1

Ked7e [ > g + 1, dostavame
[+ loga(sg) > Z b — (g +1)log (31*) >
1<i<g+1

> > bi—(g+1)(log3+4logl) >

1<i<g+1

> Z b —2g . blogl =

1<i<g+1

= ) b —10glogl.

1<i<g+1

Vieme, 7e
a(sg) = Pr[V(w) prime] < e <712,

Preto dostavame,

[ —12¢*logl > Z b; — 10glog!,

)

1<i<g+1

IN

[ — (129 — 10) glogl < I — glogl.

Spomenime si, ze Arthur prijme len vtedy, ked (V| P)(w,r) prijima a
> b > l—glogl. Ak pre ziadne i < g+1 nenastane F; a Pr [V (w) prijima] <
e, Arthur vzdy zamieta. Kedze Pr[3i : nastane E;] < 1/3, plati, ze

Pr[A(w) prijima] < 1/3.
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Kapitola 8

Zaver

V tvodnej kapitole sme si pripomenuli niektoré zakladné triedy zlozitosti.
Nésledne sme si predstavili triedu interaktivnych dokazovych systémov
IP a Arthur-Merlinovych hier AM. Definicie tychto tried sme si podrob-
nejSie rozobrali. Nacrtli sme problém grafového neizomorfizmu a dokazali,
7ze NONISO € IP.

f)alej sme sa zaoberali vztahom medzi tymito dvoma triedami. Doka-
zali sme slabsie tvrdenie, ze triedy IP(poly) a AM(poly) st ekvivalentné.
Na zaver sme dokazali, Ze pre kazdy polynom @, IP(Q) € AM(Q + 2).
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