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�sudcovi�, preto sa nazýva aj systém so súkromnou mincou. V Arthur-
Merlinových hrách je náhodnos´ známa svedkovi aj sudcovi - z £oho po-
chádza názov systém s verejnou mincou. Arthur-Merlinove hry sú tri-
viálne ²peciálnym prípadom interaktívnych dôkazových systémov. Gol-
dwasser a Sipser[6] ukázali, ºe triedy de�nované interaktívnymi dôkazo-
vými systémami a Arthur-Merlinovými hrami sú ekvivalentné z poh©adu
rozpoznávania jazyka. Dôkaz je uvedený v siedmej kapitole tejto práci.
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Abstract: In this thesis we study interactive proof systems and Arhur-
Merlin games. We will discuss the complexity classes they determine.
Both models consist of two communicating Turing machines, �prover�
and �veri�er�. The veri�er is probabilistic. In interactive proof systems,
the veri�er has a private source of random bits, while in Arthur-Merlin
games, the source is public. Arthur-Merlin games is a trivial, special case
of interactive proof system. Goldwasser and Sipser[6] proved, that these
two systems are equivalent in power with respect to language recognition.
The proof is showed in this work.
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Kapitola 1

Úvod

�o intuitívne o£akávame od procedúry dokazujúcej pravdi-
vos´ nejakej vety? Za prvé, ºe je moºné �dokáza´� pravdivé
tvrdenie. Za druhé, ºe je nemoºne �dokáza´� nepravdivé tvr-
denie. Za tretie, ºe komunikácia dôkazu je efektívna v nasle-
dujúcom zmysle. Nie je dôleºité, ako dlho bude dokazovate©
po£íta´, kým na dôkaz príde. K©ú£ové je, aby výpo£ty, ktoré
musí previes´ overovate©, boli ©ahké.

Goldwasser, Micali, Racko� 1985

Cie©om práce je zrozumite©ným spôsobom de�nova´ interaktívne dô-
kazové systémy a Arthur-Merlinove hry a dokáza´, ºe zloºitostné triedy,
ktoré ur£ujú, sú ekvivalentné z poh©adu rozpoznávania jazyka.

Interaktívne dôkazové systémy aj Arthur-Merlinove hry sú zaloºené
na komunikácii dvoch Turingových strojov, �svedka� a �sudcu� s vyuºitím
náhodnosti. V interaktívnych dôkazových systémoch je táto náhodnos´
�známa� len �sudcovi�. V Arthur-Merlinových hrách je náhodnos´ známa
svedkovi aj sudcovi.

V nasledujúcej kapitole si pripomenieme niektoré základne pojmy z
teórie zloºitosti. Tretia kapitola je venovaná interaktívnym dôkazovým
systémom. Zade�nujeme interaktívny dôkazový systém a predstavíme
triedy, ktoré sú ním ur£ené. Uvedieme problém grafového neizomor�zmu
a dokáºeme, ºe existuje jednoduchý intaraktívny systém, ktorý ho rie²i. V
²tvrtej kapitole zade�nujeme Arthur-Merlinove hry a triedy nimi ur£ené.
V ¤al²ej kapitole dokáºeme jednoduch²í vz´ah medzi týmito dvoma sys-
témami. �iesta kapitola predstavuje Goldwasser-Sipser protokol a lema
na asymptotický dolný odhad. V siedmej kapitole predstavíme dôkaz ek-
vivalencie medzi týmito dvoma systémami.
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Kapitola 2

Triedy P, NP a BPP

V tejto kapitole si pripomenieme niektoré základné pojmy z
teórie zloºitosti. Zade�nujeme základné triedy P,NP a BPP
a uvedieme vz´ahy medzi nimi. Ak sa pripustí náhodnos´, je
trieda BPP prirodzeným roz²írením triedy P. Pochopenie
tohto jednoduchého roz²írenia je dôleºité, ke¤ºe interaktívne
dôkazové systémy sú podobným, av²ak náro£nej²ím, roz²íre-
ním triedy NP.

Mnoºstvo problémov skúmaných teóriou zloºitosti je rozhodovacích.
Rozhodovací problém je problém, ktorý má booleovskú odpove¤ áno/nie.
Napr. problém, £i je k prvo£íslo, je rozhodovací. Kaºdý rozhodovací prob-
lém generuje jazyk, ktorý pozostáva z tých prvkov - �slov�, na ktoré je
odpove¤ kladná, tj. áno. V na²om príklade teda patria do tohto jazyka
(�by´ prvo£íslo�) v²etky prvo£ísla. V tejto práci sa budeme zaobera´ vý-
sostne rozhodovacími problémami.

Turingov stroj má podobu na obe strany nekone£nej pásky, rozdelenej
na polí£ka. Táto páska má hlavu, ktorá v danom okamihu ukazuje na
niektoré polí£ko.

De�nícia 1. Turingov stroj
Nech Σ a Q sú neprázdné kone£né mnoºiny. Mnoºinu Σ nazveme mnoºi-
nou symbolov a mnoºinu Q mnoºinu stavov. Mnoºina Σ obsahuje symbol
�, ktorý znamená prázdne polí£ko. Mnoºina Q obsahuje jeden význa£ný
prvok qs, ktorý nazývame za£iato£ný stav. NechM = {←,→,−}.
Program Turingového stroja je ©ubovo©ná podmnoºina P ⊆ Q × Σ ×
Q × Σ ×M. �ubovo©ný prvok (q, s, q′, s′,m) ∈ P sa nazýva in²trukcia.
Turingov stroj je ²tvorica T = (Q,Σ, qs, P ).

Turingov stroj T spolu so svojím vstupom w ∈ Σ∗ de�nuje výpo£et.
Σ∗ zna£í mnoºinu kone£ných postupností symbolov z mnoºiny Σ. Sprá-
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vanie stroja je riadené programom, ktorý je mnoºinou in²trukcií. Pod
in²trukciou (q, s, q′, s′,m) ∈ P chápeme, ºe £ítaný symbol sa zmení z s
na s′, stav hlavy sa zmení z q na q′ a hlava prevedie pohyb m. Okamºitý
popis stroja je dvojica (q, s) ∈ Q×Σ, kde q je momentálny stav hlavy a
s je symbol na polí£ku, na ktoré hlava ukazuje.

V nejakom okamºitom popise môºe ma´ Turingov stroj viac in²trukcií.
Výpo£et teda nie je de�novaný jednozna£ne. Turingove stroje povaºujeme
vo v²eobecnosti za nedeterministické. �peciálnym prípadom sú determi-
nistické Turingove stroje. Tie majú pre kaºdý okamºitý popis práve jednu
in²trukciu.

De�nície TIME a NTIME neuvádzame, je moºné nájs´ ich naprí-
klad v [7].

De�nícia 2. (Trieda P)
Nech n je ve©kos´ vstupu. Potom

P =
⋃
k∈N

TIME(nk).

V kontexte Turingových strojov je to mnoºina jazykov, ktoré sú roz-
hodnute©né deterministickým Turingovým strojom v polynomiálnom £ase.
Ke¤ºe algoritmy pracujúce v polynomiálnom £ase sú v²eobecne povaºo-
vané za pouºitelné v praxi, problémy patriace doP sú niekedy ozna£ované
ako zvládnutelné.

De�nícia 3. Hovoríme, ºe nedeterministický Turingov stroj prijíma vstup
w práve vtedy, ke¤ na vstupe w existuje aspo¬ jeden prijímací výpo£et.
Ak ºiaden prijímací výpo£et neexistuje, stroj vstup zamieta.

De�nícia 4. (Trieda NP)
Trieda NP (Non-deterministic Polynomial time) je mnoºina problémov
rozhodnute©ných nedeterministickým Turingovým strojom v polynomiál-
nom £ase. Pí²eme

NP =
⋃
k∈N

NTIME(nk).

Existuje ekvivalentná de�nícia triedy NP. Tá hovorí, ºe NP je mno-
ºina takých jazykov, ºe existuje binárna relácia overite©ná v polynomiál-
nom £ase R(w, y) a kon²tanta c ≥ 1 tak, ºe pre kaºdý vstup w platí

w ∈ L⇔ (∃y)(|y| ≤ |w|c a R(w, y)).

Neformálne sa dá poveda´, ºe y je overenie a R(w, y) je overovate©
náleºania w v jazyku L. Triedu P môºeme teda chápa´ ako mnoºinu
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jazykov, pre ktoré existuje polynomiálny algoritmus. TrieduNP môºeme
chápa´ ako mnoºinu jazykov, pre ktoré existuje polynomiálny overovate©.

Trieda BPP(Bounded error probability in polynomial time) je trieda
problémov, ktoré sú rie²ite©né pravdepodobnostným Turingovým strojom
v polynomiálnom £ase tak, ºe omyl (nesprávne posúdenie toho, £i x ∈
L) nastane v menej ako jednej tretine prípadov. E²te pripome¬me, ºe
pravdepodobnostný Turingov stroj je nedeterministický Turingov stroj,
ktorý sa rozhoduje pre nejaké pokra£ovanie s danou pravdepodobnos´ou.

De�nícia 5. (Trieda BPP)
Jazyk L je v triede BPP práve vtedy, ke¤ existuje pravdepodobnostný
Turingov stroj pracujúci v polynomiálnom £ase tak, ºe

1. ak x ∈ L, tak pravdepodobnos´ prijatia je aspo¬ 2
3
.

2. ak x /∈ L, tak pravdepodobnos´ odmietnutia je aspo¬ 2
3
.

Ak sa teda pripustí náhodnos´, je trieda BPP prirodzeným roz²íre-
ním triedy P. To znamená, ºe kaºdý jazyk, ktorý je v P, je aj v BPP.
Otvoreným problémom ostáva, £i tieto dve triedy sú ekvivalentné. Tieº
vieme, ºe platí

P ⊆ NP.

Je moºné, ºe aj tieto dve triedy sú ekvivalentné, opä´ je to otvorený
problém.
Vz´ah medzi NP a BPP je nejasný, zatia© nebola dokázaná ani jedna
inkluzia.
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Kapitola 3

Interaktívne dôkazové systémy

V tejto kapitole si podrobne rozoberieme interaktívne dô-
kazové systémy a predstavíme triedy, ktoré sú nimi ur£ené.
Oboznámime sa s problémom grafového neizomor�zmu a do-
káºeme, ºe jazyk pozostávajúci z dvojíc neizomorných grafov
je rozhodnute©ný interaktívnym dôkazovým systémom.

3.1 Súkromná minca

Nápad ²tudova´ interaktívne dôkazy sa objavil s nástupom rozvoja kryp-
togra�e. Ke¤ £lovek potreboval preukáza´ svoju totoºnos´ (napr. na in-
ternete), napísal heslo a odoslal ho na overenie. Tento postup v²ak nebol
ve©mi bezpe£ný, ke¤ºe niekto mohol heslo zachyti´ a následne zneuºi´.
Preto sa za£alo rozmý²la´, ako by £lovek dokázal, ºe pozná heslo bez
toho, aby ho naozaj napísal. Goldwasser, Micali a Racko� [4] skúmali,
£o to vlastne znamená �napísa´ dôkaz� a tak pri²li s nápadom interaktív-
neho dôkazového systému, dúfajúc, ºe vystihnú najvä£²iu moºnú triedu
efektívne rozhodnute©ných jazykov. Interaktívne dôkazové systémy zavá-
dzajú dva nové atribúty do procesu dokazovania nejakého tvrdenia, a to
interakciu a náhodnos´. Treba ma´ v²ak na zreteli, ºe tento systém ne-
vie dokáza´ náleºanie v prísnom matematickom zmysle, pretoºe pripú²´a
náhodnos´ a tak môºe chybne uzna´ nejaké trvdenie za (ne)pravdivé.

Majme tvrdenie T a majme dôkaz D. Chceme overi´, ºe D je na-
ozaj dôkazom tvrdenia T . Majme �sudcu� V (veri�er), ktorý posudzujeje
správnos´ dôkazu. Chceli by sme, aby ná² systém mal dve vlastnosti a to
úplnos´ a korektnos´.
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De�nícia 6. (Úplnos´ a korektnos´)

• úplnos´: Ak tvrdenie T platí, potom existuje taký dôkaz D, ºe ho
sudca V prijme

• korektnos´: Ak tvrdenie T neplatí, potom sudca V zamietne kaºdý
dôkaz D

Zjednodu²ene povedané, úplnos´ hovorí, ºe pravdivé tvrdenie sa dá
dokáza´. Korektnos´ hovorí, ºe nepravdivé tvrdenie sa dokáza´ nedá.

Interaktívny dôkazový systém pozostáva z dvoch £astí, sudcu V (ve-
ri�er) a svedka P (prover), ktorí spolu komunikujú formou vymie¬ania si
správ. Aby tento systém bol pouºitelný v praxi, po£et správ, potrebných
na prijatie/zamietnutie vstupu, ktoré si vymenia, je ohrani£ený polynó-
mom, ktorého premennou je d¨ºka vstupu. Svedok je �v²emocný génius�
s neobmedzenou výpo£tovou silou. Cie©om svedka je presved£i´ sudcu
o pravdivosti nejakého výroku. Sudca pracuje v polynomiálnom £ase a
môºe vyuºíva´ náhodnos´ v tom zmysle, ºe si môºe �hádza´ mincu� a
pýta´ sa otázky v závislosti od výsledkov týchto hodení. K©ú£ovým fak-
tom je, ºe toto hodenie je �súkromné�, to znamená, ºe svedok nevie, £o
si sudca hodil. Odtia© aj pochádza názov dôkazy so súkromnou mincou.
Sudca sa môºe pýta´ polynomiálne ve©a krát v závislosti od d¨ºky vstupu
a na konci rozhodne, £i ho svedok presved£il alebo nie.

De�nícia 7. Trieda IP
Interaktívny dôkazový systém pre jazyk L je protokol (V, P ) medzi dvoma
Turingovými strojmi P a V de�novanými nasledovne:

V : Σ∗ × Σ∗ × Σ∗ → Σ∗ ∪ {prijíma, zamieta} .
P : Σ∗ → Σ∗.

P sa nazýva svedok (prover) a V sa nazýva sudca (veri�er). P je Turingov
stroj s neobmedzenou výpo£tovou silou a V je pravdepodobnostný Tu-
ringov stroj pracujúci v polynomiálnom £ase v závislosti od d¨ºky vstupu.

Ozna£me si zre´azenie i párov správ, si = #x1#y1# · · ·#xi#yi. Pod
V (w, r, si) = xi+1 chápeme, ºe V so vstupom w, náhodnou postupnos´ou
r a doteraj²ími správami si vyprodukuje ako najbliº²iu správu xi+1. Pod
zna£ením P (si#xi+1) = yi+1 chápeme, ºe P na vstupe si#xi+1 dá výstup
yi+1. Výmena jedného páru správ sa nazýva kolo.
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Pre daný vstup w a náhodnú postupnos´ r povieme, ºe

(V, P )(w, r) prijíma

ak existuje postupnos´ správ s = #x1#y1# · · ·#xl#yl takých, ºe V (w, r, s) =
prijíma a pre kaºdé i < l platí V (w, r, si) = xi+1 a P (si#xi+1) = yi+1.

Pre jednoduchos´ predpokladajme, ºe máme funkciu ` takú, ºe pre
kaºdý vstup w d¨ºky n, V prijme, len ak d¨ºka r je `(n). Potom pí²eme

Pr [(V, P )(w) prijíma]

na ozna£enie toho, ºe Pr [(V, P )(w, r) prijíma] pre r zvolené náhodne z
Σl(|w|). Pod Pr [(V )(w) prijíma] chápeme maxP Pr [(V, P )(w) prijíma]. Ja-
zyk, ktorý rozhoduje nejaký sudca V , zna£íme

L(V ) =

{
w : Pr [V (w) prijíma] >

1

2

}
.

Protokol (V, P ) musí sp¨¬a´ aj úplnos´ a korektnos´, av²ak v mierne
upravenej podobe. Ke¤ºe pripú²´ame náhodnos´, riskujeme chybu. Úpl-
nos´ a korektnos´ je pre interaktívne dôkazové systémy de�novaná nasle-
dovne.

• Úplnos´ (pre prvky je ©ahké dokáza´ náleºanie)

w ∈ L⇒ ∃P : Pr [(V, P )(w) prijíma] ≥ c.

• Korektnos´ (pre neprvky je ´aºké dokáza´ náleºanie)

w /∈ L⇒ ∀P : Pr [(V, P )(w) prijíma] ≤ s.

�tandardne sa za s volí 1
3
. Ako si ukáºeme neskôr v ampli�ka£nej

leme, môºeme si za s zvoli´ ©ubovolné iné £íslo ostro men²ie ako 1
2
. Za c

sa spravidla volí 1−s. Je preto moºné písa´ e namiesto s a 1−e namiesto
c. �íslo e potom nazývame pravdepodobnos´ omylu.

Ak c = 1, hovoríme, ºe dôkazový systém má perfektnú úplnos´. Ak
s = 0 povieme, ºe dôkazový systém má perfektnú korektnos´.

Interaktívny dôkazový systém de�nuje hierarchiu jazykov. Jazyk L je
v IP(k) ak existuje interaktívny dôkazový systém s k kolami. Nech n je
d¨ºka vstupu. Potom platí, ºe

IP(poly) = ∪c≥1IP(nc).
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IP zna£í IP(poly).
Uve¤me si príklad. Predstavme si, ºe máme kamaráta, ktorý tvrdí,

ºe vie rozozna´ chu´ Coca Coly od chute Pepsi Coly. My mu neveríme,
a tak spravíme test. Kamarát sa oto£í chrbtom, my nalejeme do pohára
jeden z nápojov. Kamarát ho ochutná a má poveda´, o ktorý nápoj ide.
Ak povedzme 100-krát za sebou správne odpovie, uveríme mu. Ak nie,
vieme, ºe nápoje nevie rozozna´. Samozrejme, nenalejeme do pohára vºdy
Pepsi colu, ale hodíme si mincu a pod©a nej sa rozhodneme, ktorý nápoj
nalejeme.

Ide o jednoduchý dôkazový systém. My sme sudca a kamarát je sve-
dok. My potrebujeme náhodnos´, lebo inak by sme vºdy naliali ten istý
nápoj. Predpokladajme, ºe kamarát nevie rozozna´ nápoje. Zaujíma nás
pravdepodobnos´, ºe napriek tomu mu uveríme. Pri 100 pokusoch by si
kamarát musel 100-krát správne tipnú´. Pravdepodobnos´ tejto situácie
v²ak je

(
1
2

)100, £o je ve©mi malé £íslo. Pri rastúcom po£te opakovaní testu
ide dokonca táto pravdepodobnos´ k nule. �iºe kamarátova ²anca okla-
ma´ nás je prakticky nulová. Naopak, ak kamarát nápoje rozozna´ vie,
vºdy uhádne, ktorý nápoj sme mu naliali. Situácia, ke¤ kamarát nápoje
vie rozozna´ a naschvál povie nesprávnu moºnos´ nasta´ nemôºe, pretoºe
z de�nície hry sa kamarát snaºí hru vyhra´, a to môºe len vtedy, ke¤
odpovie správne.

• IP = {L|L má interaktívny dôkazový systém}.

• Ako sme spomenuli v predchádzajúcej kapitole, trieda BPP za-
vádza náhodnos´ do triedy P. Interaktívne dôkazové systémy tieº
zavádzajú náhodnos´, av²ak akoby do triedy NP.

• Svedok nemusí by´ pravdepodobnostný Turingov stroj. Ke¤ºe má
neobmedzenú výpo£tovú silu, vie si vypo£íta´ hodnoty hodu min-
cou, ktoré maximalizujú pravdepodobnos´, ºe sudca prijme a pris-
pôsobi´ ¤al²ie výpo£ty týmto hodom.

• Naopak, sudca musí by´ pravdepodobnostný Turingov stroj, inak
dostaneme len trieduNP. Ak je totiº sudca deterministický, potom
prijíma/zamieta vstup s pravdepodobnos´ou práve 1. Vychádzajme
z predchádzajúceho pozorovania (svedok je deterministický) a z
toho, ºe c > 0. Dostaneme, ºe (V, P ) vºdy prijíma prvky L. Ke¤ºe
sudca môºe písa´ a £íta´ len polynomiálne ve©a symbolov v závis-
losti od d¨ºky vstupu w, d¨ºka zápisu komunikácie (V, P ) je polyno-
miálna v d¨ºke vstupu, a tak je polynomiálne dlhým dôkazom toho,
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ºe w patrí do L. Konkrétne, postupnos´ odpovedí svedka presved£í
sudcu o náleºaní w.

• Ak nepovolíme interakciu medzi sudcom a svedkom, dostaneme
IP = BPP.

• Z predchádzajúcich dvoch pozorovaní máme (NP ∪BPP) ⊂ IP.

• V²etky jazyky patriace do triedy IP su rozhodnute©né interaktív-
nym dôkazovým systémom s perfektnou úplnos´ou. Toto je netri-
viálny fakt. Pre podrobnej²ie spracovanie témy vrátane dôkazu, vi¤
[3].

• Kaºdý jazyk rozhodnute©ný interaktívnym dôkazovým systémom s
perfektnou korektnos´ou nutne patrí do triedy NP.

3.2 Grafový neizomor�zmus a IP

De�nícia 8. Dva grafy G = (VG, EG) a H = (VH , EH) sú izomorfné, ak
existuje bijekcia π medzi vrcholmi týchto grafov

π : VG → VH

taká, ºe pre kaºdé dva vrcholy u, v ∈ VG platí, ºe

(u, v) ∈ EG ⇔ (π(u), π(v)) ∈ EH . (3.1)

Dva grafy G a H sú izomorfné, ak jeden vznikne ako permutácia
druhého, ide vlastne o �premenovanie vrcholov� grafu G.

De�nícia 9.
Jazyk ISO = {(G,H) také, ºe G je izomorfný s H}.
Jazyk NONISO = {(G,H) také, ºe G nie je izomorfný s H}.

Ak sú dva grafy izomorfné, tak nedeterministický Turingov stroj do-
káºe nájs´ bijekciu, ktorá sp¨¬a podmienku 3.1. Overi´ túto podmienku
pre danú bijekciu je moºné v polynomiálnom £ase, a preto ISO ∈ NP.
Overi´ dôkaz, ºe dva grafy nie sú izomorfné, uº nie je také jednoduché,
pretoºe zatia© neexistuje dôkaz, ktorý by bol overite©ný v polynomiál-
nom £ase. Zov²eobecnene, hoci vieme rozpoznáva´ jazyk kladných od-
povedí (napr.ISO) pre nejaký problém nedeterministickým Turingovým
strojom v polynomiálnom £ase, neznamená to, ºe takýmto strojom vieme
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v tomto £ase rozpoznáva´ aj jazyk záporných odpovedí (napr. NONISO).
Fakt, ºe L ∈ NP nutne neznamená, ºe coL ∈ NP, kde coL = Σ∗ − L.

Nevie sa, £iNONISO patrí doNP. Taktieº sa nevie, £i patrí doBPP.
Goldreich, Micali a Wigderson [5] ukázali, ºe na tento problém existuje
jednoduchý interaktivny dôkazový systém a teda NONISO ∈ IP.

Veta 10. NONISO ∈ IP.

Dôkaz. My²lienka je ve©mi podobná, ako v príklade, kde sa nás kamarát
snaºil presved£i´, ºe rozozná Pepsi Colu od Coca Coly. Povedzme, ºe sú
nám (sudcovi) dané dva grafy G a H. My ich za chrbtom �zamie²ame�
- zpermutujeme. Vyberieme si náhodne jednu permutáciu a spýtame sa
svedka, ktorého grafu je táto permutácia. Ak nie sú izomorfné, svedok by
nemal ma´ problém správne nám odpoveda´.

Teraz popí²eme protokol, ktorým svedok presved£í sudcu, ºe grafy G
a H nie sú izomorfné. Budeme predpoklada´, ºe oba grafy majú rovnaký
po£et vrcholov - n (inak sú triviálne neizomorfné).

1. Sudca - zvolí si náhodne bit b ∈ {0, 1}, minca je spravodlivá, prav-
depodobnos´ kaºdej vo©by je 1

2
. Táto vo©ba ur£í s ktorým grafom

bude sudca ¤alej pracova´.

2. Sudca - zvolí náhodnú permutáciu π vrcholov 1, 2, . . . , n. Ak b = 0,
po²le svedkovi π(G), ak b = 1, po²le π(H).

3. Svedok - povie ktorý graf mu bol poslaný (G alebo H). Ak G a
H nie sú izomorfné, svedok vºdy vráti správnu odpove¤. Ak sú
izomorfné, svedok nevie posúdi´, £i permutácia vznikla z grafu G
alebo H a odpovie náhodne. Pravdepodobns´, ºe odpovie správne
je 1

2
.

Nato, aby bola splnená podmienka korektnosti, protokol musí prebehnú´
aspo¬ dva krát. Dá sa to v²ak spravi´ v jednom kole. Sudca si na za-
£iatku zvolí náhodne dva bity. V závislosti na kaºdom bite zvlá²´ si zvolí
permutáciu, dostane dve nezávislé permutácie. Tie po²le svedkovi, ktorý
musí kaºdej priradi´ správny graf. Ak svedok odpovedal vºdy správne,
sudca prijme. Inak zamietne. Opakovanou aplikáciou protokolu pravde-
podobnos´ chyby klesá.

Vrá´me sa k de�nícii interaktívnych dôkazových systémov (def. 7),
konkrétne k poºiadavkám úplnosti a korektnosti.

Ak G a H nie sú izomorfné, existuje svedok P tak, ºe

Pr[(V, P ) prijíma] = 1.
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Ak G a H sú izomorfné, pri po£te opakovaní k,

Pr[(V, P ) prijíma] ≤
(

1

2

)k
.

Ak sú grafy izomorfné, svedok ich nevie rozlí²i´ a v kroku 3 si náhodne
(s pravdepodobnos´ou 1

2
) zvolí G alebo H.
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Kapitola 4

Arthur-Merlinove hry a verejná
minca

Triedu IP môºeme jednoducho modi�kova´. Sta£í, ke¤ sudca
zverejní výsledky svojho hádzania mincou. Tým dostaneme
novú triedu, takzvané Arthur-Merlinove hry. Problematikou
Arthur-Merlinových hier sa budeme zaobera´ v tejto kapitole.

Krá© Arthur vie, ºe Merlin má nadprirodzené schopnosti, ale nedô-
veruje mu. Ako ho teda má Merlin, v²emocný £arodejník, presved£i´,
ºe slovo w patrí do jazyka L? Arthur sa môºe pýta´ ©ubovolné otázky,
Merlin odpovedá tak, aby presved£il Arthura, ºe pozná odpove¤. Na zá-
klade týchto odpovedí Arthur nakoniec usúdi, £i ho Merlin presved£il
alebo nie(teda kto vyhral). Po£as hry Arthur môºe hádza´ mincou, hra
pripú²´a náhodnos´. Av²ak výsledok hodu musí vºdy poveda´ Merlinovi
(z toho aj pojem �verejná minca�). Arthur, ako smrte©ník, je obmedzený
polynomiálnym £asom, ktorý závisí na d¨ºke vstupu. Komunikácia musí
tieº prebehnú´ v polynomiálnom £ase.

Arthur je teda polynomiálny pravdepodobnostný stroj, rovnako ako
sudca v IP. Merlin má rovnako ako svedok v IP, neobmedzenú výpo£-
tovú moc a vºdy volí optimálnu odpove¤. Arthur-Merlinove hry sú skoro
totoºné s triedou IP, jediný rozdiel je v tom, ºe namiesto súkromnej
mince sa pouºíva verejná. S konceptom Arthur-Merlinových hier pri²iel
v roku 1985 László Babai [1].

De�nícia 11. Arthur-Merlinove hry
Arthur Merlinove hry sú de�nované ako trieda IP (vi¤ de�nícia 7) s
nasledujúcim rozdielom. Za náhodný vstup r sa povaºuje zre´azenie l
re´azcov (l je po£et kôl), r = r1r2 · · · rl. Sudca V musí vyprodukova´ ri
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ako svoju i-tú správu. Teda pre i ≤ l, V (w, r, si) = ri alebo prijíma alebo
zamieta.

De�nícia 12. Ozna£me d¨ºku vstupu |w| = n. Nech t(n) je polynomiálna
funkcia v premennej n. Jazyky prijímané Arthur-Merlinovými hrami v
i kolách i ≤ t(n), tvoria triedy AM(t(n)) (ke¤ prvý ´ahá Arthur) a
MA(t(n)) (prvý ´ahá Merlin). �alej platí

AM(poly) = MA(poly) =
⋃
k>0

AM(nk).

�alej de�nujeme AM(1) = A, AM(2) = AM, AM(3) = AMA,
MA(2) = MA a analogicky.

Triedy, v ktorých posledný ´ahá Merlin (napr. AM(2), £i MA(3))
vyvolávajú otázku. Problém je v tom, ºe Arthur má pod©a de�nície vo
svojom poslednom ´ahu prija´ alebo zamietnu´ vstup. To v²ak nemá ako
spravi´, ke¤ºe posledný ´ahá Merlin. V odbornej literatúre je to rie²ené
rôzne. Naj£astej²ie sa predpokladá, ºe po poslednom(Merlinovom) ´ahu
sa opä´ dostáva na ´ah Arhtur, av²ak uº iba rozhoduje, £i vstup prijme
alebo zamietne. Inými slovami, uº nemôºe pouºi´ náhodnos´. V práci
[2] je predstavený rozhodca. Ten na konci kaºdej Arthur-Merlinovej hry
rozhodne o tom, kto vyhral.

Pozorovanie 13. Ak Arthur ignoruje Merlina a sám rozhodne problém,
dostaneme triedu BPP. Platí teda

AM(1) = BPP.

Pretoºe Merlin je nedeterministický máme

MA(1) = NP.

V roku 1985 Babai a Moran [2] ukázali, ºe pre kaºdú kon²tantu k > 1

AM(2) = AM(k) = MA(k + 1).

Tieº dokázali, ºe pre t(n) polynomiálne ohrani£ené platí

AM (2t(n)) = AM (t(n)) .

Otázkou v²ak ostáva, £i môºe táto redukcia prebehnú´ bez toho, aby sa
zvý²ila zloºitos´ Merlina. Ke¤ºe v²ak má Merlin neobmedzenú výpo£tovu
silu, redukcia je korektná.
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Kapitola 5

IP(poly) ⊆ AM(poly)

Zaujímavou otázkou je, v akom vz´ahu sú interaktívne dôka-
zové systémy a Arthur-Merlinove hry. Je zrejmé, ºe Arthur-
Merlinove hry sú podtriedou interaktívnych dôkazových sys-
témov. �peciálne platí AM(poly) ⊆ IP(poly). V tejto kapi-
tole dokáºeme, ºe aj IP(poly) ⊆ AM(poly) a teda IP(poly) =
AM(poly)

Pripome¬me si, ºe interaktívne dôkazové systémy sa lí²ia od Arthur-
Merlinových hier zdrojom náhodnosti. Nasledujúca veta hovorí, ºe kaºdý
protokol so súkromnou mincou môºe by´ nahradený protokolom s verej-
nou mincou a perfektnou korektnos´ou pre protokoly s polynomiálnym
po£tom kôl.

Veta 14. IP(poly) ⊆ AM(poly)

Dôkaz. Chceme ukáza´, ºe ak jazyk L patrí do triedy IP(poly), tak patrí
aj do triedy AM(poly). Pre overovanie w ∈ L máme teda uº korektný
protokol so súkromnou mincou. Cie©om dôkazu je na základe tohto pro-
tokolu kon²truova´ nový protokol, ktorý bude pouºíva´ verejnú mincu.
Následne musíme ukáza´, ºe tento nový protokol sp¨¬a podminku úpl-
nosti a korektnosti.

Uvaºujme protokol so súkromnou mincou, ktorý nám overuje náleºa-
nie prvku w ∈ L. Majme v tomto protokole sudcu V a svedka P , ktorý je
optimálny (to znamená, ºe v protokole IP maximalizuje ²ancu prijatia).
Z de�nície protokolu IP vyplýva, ºe

w ∈ L⇒ Pr[(V, P )(w) prijma] >
2

3
,

w /∈ L⇒ Pr[(V, P )(w) prijma] <
1

3
.

18



Skon²truujeme teraz protokol zAM. V tomto protokole majme sudcu
�Arthura� V ′ a svedka �Merlina� P ′. Predstavme si binárny strom repre-
zentujúci moºné komunikácie medzi V a P v protokole IP. Kaºdá cesta
z kore¬a tohto stromu do niektorého z listov reprezentuje jeden náhodný
re´azec vybraný sudcom V , £o predstavuje jednu moºnú komunikáciu.
Listy stromu (koncové vrcholy) ozna£íme �prijíma�/�zamieta� pod©a toho,
£i komunikácia zodpvedajúca ceste z kore¬a do tohto listu prijma alebo
odmieta w. To znamená, ºe ak w ∈ L, aspo¬ 2

3
listov budú ozna£ené �pri-

ja´�. Zárove¬ ke¤ w /∈ L, tak maximálne 1
3
listov bude ozna£ená �prija´�.

To vyplýva z vlastnosti protokolu patriaceho do triedy IP.
De�nujme si teraz komunikáciu medzi P ′ a V ′, o ktorej neskôr uká-

ºeme, ºe sp¨¬a poºiadavky kladené na protokol triedy AM. Máme vstup
w. Svedok P ′ po²le po£et listov N ′(start), ozna£ených ako �prijíma� v
strome reprezentujúcom moºné komunikácie medzi V a P pre vstup w.
Tento po£et si Arthur uloºí do kore¬a stromu. Arthur bude teraz po-
stupne prechádza´ z kore¬a stromu do jedného z listov nasledovne: V
kaºdom vrchole (vrátane kore¬a) sa spýta pre kaºdé z dvoch detí tohto
vrchola na po£ty listov N ′(0) a N ′(1), ozna£ených �prijma� v podstrome,
ktorého kore¬om je dané die´a. Merlin mu po²le tieto údaje a následne
Arthur skontroluje, £i platí

N ′ = N ′(0) +N ′(1).

Ak vz´ah neplatí, Arthur zamietne vstup w. Ak platí, Arthur si údaje
uloºí do vrcholov a s pravdepodobnos´ou N ′(i)

N ′
pokra£uje vo vrchole N ′(i).

Takto rekurzívne postupuje aº príde do listu.
Teraz ukáºeme, ºe popisovaný protokol sp¨¬a podmienku úplnosti a

korektnosti.

• úplnos´: Nech w ∈ L. Potom pravdepodobnos´, ºe vyberieme list
s hodnotou �zamieta� je nulová. Vieme, ºe aspo¬ 2

3
listov má hod-

notu prijíma. Sta£í teda, aby svedok vºdy udal pravdivú hodnotu
prijímacích listov. To aj spraví, vi¤ de�nícia svedka. Dostávame
protokol s perfektnou úplnos´ou a platí

ak w ∈ L⇒ Pr[V ′(w) prijíma] = 1.

• korektnos´: Nech N(σ) ozna£uje skuto£ný po£et listov s hodnotou
prijíma v podstrome s kore¬om σ a N ′(σ) po£et týchto listov, ktorý
udal Merlin. Ak Merlin udal, ºe ich je viac ako v skuto£nosti (teda
N ′(σ) > N(σ)), zistíme to s pravdepodobnos´ou aspo¬ 1 − N(σ)

N ′(σ)
.

Dokáºeme to indukciou. Ak je σ listom, sme hotoví, pretoºe N(σ) =
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0 alebo 1. Nech tvrdenie platí pre deti N(σ0) a N(σ1) kaºdého
vrcholu N(σ). Pravdepodobnos´ odhalenia Merlinovho klamstva je
rovná minimálne(

1− N(σ0)

N ′(σ0)

)
N ′(σ0)

N ′(σ)
+

(
1− N(σ1)

N ′(σ1)

)
N ′(σ1)

N ′(σ)
=

=
1

N ′(σ)
[N ′(σ0) +N ′(σ1)−N(σ0)−N(σ1)] =

=
N ′(σ)−N(σ)

N ′(σ)
= = 1− N(σ)

N ′(σ)
.

Ke¤ºe N ′(σ) > 2
3
a N(σ) < 1

3
, vidíme, ºe

x /∈ L⇒ Pr[V ′ prijíma] <
1

2
.

Celý protokol spustíme 2 krát. Dostávame

x /∈ L⇒ Pr[V ′ prijíma] <
1

4
.

V²imnime si, ºe protokol medzi Arthurom a Merlinom je naozaj s ve-
rejnou mincou, ke¤ºe v kaºdom kroku Arthur po²le Merlinovi údaj, v
ktorom die´ati vcholu sa rozhodol pokra£ova´.
Tieº môºe nasta´ otázka, pre£o neskúsime prejs´ z kore¬a stromu do kaº-
dého listu a tým si jednozna£ne overi´, £i Arthurovi hovorí Merlin pravdu
o po£te listov s hodnotou �prijma�. Av²ak uvedomme si, ºe to by sme mu-
seli prejs´ 2n ciest, kde n je po£et hodov mince sudcu z triedy IP. To by
sme sa v²ak dostali mimo polynomiálny £as.
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Kapitola 6

Asymptotický dolný odhad

V tejto kapitole predstavíme Goldwasser-Sipser protokol a
lema na asymptotický dolný odhad.

V dôkaze, ktorý predstavíme v nasledujúcej kapitole, Merlin bude
chcie´ Arthurovi dokáza´, ºe mnoºina náhodných re´azcov, ktoré ho pre-
sved£ia prija´ vstup, je �ve©ká�. Preto potrebujeme protokol, ktorým Mer-
lin dokáºe presved£i´ Arthura, £i je nejaká mnoºina naozaj �ve©ká�.

Predstavme si, ºe máme mnoºinu S ⊆ {0, 1}k, ktorej prvky vie Art-
hur rozozna´ v polynomiálnom £ase a funkciu N(k). Arthur má vstup
prija´, ak |S| ≥ N(k) a zamietnu´, napr. ak |S| ≤ N(k)

10k2 . Chceme nájs´
Arthur-Merlinov protokol na rozhodnutie tohto problému. Uvedomme si,
ºe pre N(k) polynómialne, je to triviálne: ak je |S| ≥ N(k), Merlin po²le
©ubovolných N(k) prvkov z S. Ak ich aspo¬ N(k)(správnych) nepo²le,
Arthur zamietne.

Nech N(k) = 2k. To znamená, ºe Arthur prijíma, ak kaºdý prvok
{0, 1}k je v S. Naopak, Arthur zamieta, ak je prvok v mnoºine S s pravde-
podobnos´ou najviac 1

10k2 . Zostroji´ Arthur-Merlinov protokol (dokonca s
perfektnou úplnos´ou), nie je ´aºké. Arthur vyberie náhodne x ∈ {0, 1}k,
a prijme práve vtedy, ke¤ x ∈ S. Ak N(k) = 2k, Arhtur vºdy prijme.
Ak N(k) 6= 2k, Arthur (nesprávne) prijme s pravdepodobnos´ou najviac

1
10k2 .

Nech N(k) je na¤alej ve©ká, ale N(k) 6= 2k. Povedzme, N(k) = 2k

100
.

Merlin na za£iatku po²le Arthurovi O(k) re´azcov xi ∈ {0, 1}k. Následne
si Arthur náhodne vyberie jedno x ∈ {0, 1}k a po²le ho Merlinovi. Merlin
chce ukáza´, ºe pre nejaké i platí, ºe x⊕ xi ∈ S. Ak je S �ve©ká�, existuje
mnoºina

{
x1, · · · , xO(k)

}
, ktorej kaºdý prvok �posunieme� o rovnakú kon-

²tantu a aspo¬ jeden �posunutý� prvok bude v S. Tento typ protokolu
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prestane fungova´, akonáhle je S dostato£ne malé na to, aby Merlin na-
²iel mnoºinu, ktorej posunutie má neprázdny prienik s S. Toto nastáva
napríklad pre N = 2

√
k, £o je netriviálny výsledok.

V najv²eobecnej²om prípade(a pre nás najzaujímavej²om), nastáva
situácia, ºe S je ove©a men²ie ako {0, 1}k. Na túto situáciu pouºijeme
hashovanie. Zmyslom hashovania je zobrazi´ ve©kú mnoºinu (v na²om prí-
pade {0, 1}k) na men²iu mnoºinu, povedzme {0, 1}b, kde b� k. Chceme,
aby vä£²ina prvkov {0, 1}b mala pribliºne 2−k|S| obrazov v S (£o je
o£akávaný po£et, ak by bola h úplne náhodna funkcia). Konkrétne, ak
má S ve©kos´ 2b, o£akávame, ºe zobrazenie bude �skoro bijekcia� S na
{0, 1}b a teda h(S) bude �ve©ká� podmnoºina. Dostávame obdobu pred-
chádzajúceho prípadu. Merlin po²le l prvkov yi ∈ {0, 1}b. Arthur vyberie
y ∈ {0, 1}b. Následne Merlin po²le i a x ∈ {0, 1}k tak, ºe h(x) = y ⊕ yi,
pre x ∈ S. Ide o korektný Arthur-Merlinov protokol. Dôkaz vynecháme.

Goldwasser-Sipser protokol

1. Sudca V zvolí l náhodných funkcií f1, · · · , fl : Σk → Σb a l2 re´azcov
z1, . . . , zl2 ∈ Σb.

2. Sudca po²le svedkovi f1, · · · , fl, z1, . . . , zl2 .

3. Svedok po²le sudcovi x.

4. Sudca prijme ak x ∈ S a fi(x) = zj pre nejaké i, j, kde 1 ≤ i ≤ l a
1 ≤ j ≤ l2.

De�nícia 15. Nech D je k × b booleovská matica. Lineárna funkcia
hD : Σk → Σb je daná predpisom hD(x) = x.D. Pouºívame klasické
násobenie maticou modulo 2. Náhodným výberom matice D získame
náhodnu lineárnu funkciu. Ak H = {h1, h2, . . . , hl} je mnoºina funkcií,
C ⊆ Σk, D ⊆ Σb potom H(C) zna£í

⋃
hi(C) a H−1(D) zna£í

⋃
h−1
i (D).

Nech |C| je ve©kos´ mnoºiny C.

Nasledujúce lema pravdepodobnoste popisuje úspe²no´ Goldwasser-
Sipser protokolu s daným b, k, l > 0 a l > max {b, 8}.

Lema 16. Lema na asymptotický dolný odhad mnoºiny
Nech b, k, l > 0, l > max(b, 8) a C ⊆ Σk. Náhodne vyberieme l lineárnych
funkcií H = {h1, . . . , hl}, hi : Σk → Σb a l2 re´azcov Z = {z1, . . . , zl2} ⊆
Σb. Potom platia nasledujúce tvrdenia.

1. Ak b = 2 + dlog |C|e, potom platí
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a)

Pr[|H(C)| ≥ |C|
l

] ≥ 1− 2−l, (6.1)

b)

Pr[H(C)
⋂

Z 6= ∅] ≥ 1− 2−l/8.

2. a)
|H(C)| ≥ l |C| .

b) Nech d > 0 a |C| ≤ 2b/d. Máme

Pr[H(C)
⋂

Z 6= ∅] ≤ l3/d.

Dôkaz.

1a) Vieme, ºe

b = 2 + dlog |C|e.

Úpravou dostávame

2b = 22+dlog|C|e,

2b = 4 · 2dlog|C|e,
2b ≥ 4 |C| .

Nech (hi(x))j ozna£uje j-tý bit re´azca hi(x). Zvo©me x, y ∈ Σk,
x 6= y, i, j > 0 pevné vºdy ke¤ nie je kvanti�kované.
Pravdepodobnos´ ºe dva bity sa rovnajú, je

Pr[(hi(x))j = (hi(y))j] =
1

2
.

Re´azce hi(x) i hi(y) majú b bitov, preto pravdepodobnos´, ºe sa
tieto re´azce rovanjú je

Pr[hi(x) = hi(y)] =
1

2b
.

Vypo£ítame, aká je pravdepodobnos´, ºe pre ©ubovolné slovo x ∈ Σk

nájdeme v mnoºine C aspo¬ 1 také y, ºe pre aspo¬ jedno i platí,
ºe hi zobrazí x aj y na to isté slovo (teda hi(x) = hi(y)).

Pr [(∃y ∈ C) (x 6= y ∧ hi(x) = hi(y))] ≤ |C|
2−b
≤ 1

4
,

Pr[(∀i ≤ l)(∃y ∈ C) (x 6= y ∧ hi(x) = hi(y))] ≤ 1

4l
,

Pr [(∃x ∈ C)(∀i ≤ l) (∃y ∈ C)(x 6= y ∧ hi(x) = hi(y))] ≤ |C|
4l
≤ 1

2l
.
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Podmienku

(∃x ∈ C)(∀i ≤ l)(∃y ∈ C)(x 6= y ∧ hi(x) = hi(y))

z poslednej nerovnosti ozna£me ako tvrdenie q.
Dokazovanú nerovnos´ 6.1 môºeme ekvivalentne napísa´ ako

Pr[|H(C)| < |C|
l

] ≤ 2−l.

Výraz zo zátvorky |H(C)| < |C|
l
ozna£me ako tvrdenie p. Vieme, ºe

platí

(p⇒ q ∧ Pr(q) ≤ 2−l)⇒ Pr(p) ≤ 2−l.

Preto nám sta£í dokáza´, ºe p ⇒ q, £o dokáºeme nepriamo. Negá-
ciou výroku q dostávame ¬q:

(∀x ∈ C)(∃i ≤ l)(∀y ∈ C) (x = y ∨ hi(x) 6= hi(y)) .

Predpokladajme teda, ºe ¬q platí. Dostávame

|C| ≤
∑
i≤l

|hi(C)| ≤
∑
i≤l

|H(C)| = |H(C)|
∑
i≤l

1 = l · |H(C)| ,

kde druhá nerovnos´ plynie z toho, ºe

|H(C)| =
⋃
i≤l

hi(C)⇒ (∀i)(|hi(C)| ≤ |H(C)|).

Máme teda

|C|
l
≤ |H(C)| ,

£o je vlastne ¬p a sme hotoví.

1b) Najprv si uvedomme, ºe
∣∣∣∑b

∣∣∣ = 2b. Z toho, ºe

b = 2 + dlog |C|e

dostaneme

2b = 22+dlog|C|e,

2b = 4 · 2dlog|C|e ≤ 4 · 2log|C|+1 = 8 · |C| ,

|C| ≥ 2b

8
.
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Predpokladajme, ºe

|H(C)| ≥ |C|
l
.

Pomocou vy²²ie uvedených vz´ahov dostávame

|H(C)| ≥ 2b

8l
,

|H(C)|∣∣∣∑b
∣∣∣ ≥ 1

8l
.

Idea je nasledujúca. Pribliºne kaºdý �8l-tý� náhodný re´azec d¨ºky
b patrí do mnoºiny H(C). Vieme, ºe l je ostro vä£²ie ako 8 a Z
obsahuje l2 náhodných re´azcov. Predstavujeme si teda, ºe pravde-
podobnos´, ºe aspo¬ jeden náhodný re´azec zo Z bude patri´ aj do
H(C) je ve©mi ve©ká. Presne,

Pr[H(C)
⋂

Z = ∅] ≤ (1− 1

8l
)l

2

+
1

2l
< 2

−l
8 .

Keby sme chceli by´ presnej²í, výraz 1 − 1
8l
by sme násobili prav-

depodobnos´ou, ºe |H(C)| ≥ |C|
l
. Táto pravdepodobnos´ je pod©a

£asti 1a rovná 1− 2−l, takºe jej hodnotu pri danom odhade zhora
môºeme naozaj zanedba´. Výraz 2−l v predchádzajúcej nerovnosti
je pravdepodobnos´, ºe |H(C)| < |C|

l
. Keby sme chceli by´ presní,

opä´ by sme mali vynásobi´ hodnotu 2−l pravdepodobnos´ou, ºe za
podmienky |H(C)| < |C|

l
, je H(C)

⋂
Z = ∅. Vieme, ºe pravdepo-

dobnos´ je nanajvý² rovná jednej a tak je horný odhad korektný.
Ostáva nám dokáza´ poslednú nerovnos´

(1− 1

8l
)l

2

+
1

2l
< 2

−l
8 .

Platí, ºe

(1− 1

8l
)l

2

= el
2. log (1− 1

8l) ≤ el
2.( 1
−8l

) = e
−l
8 .

Ak ukáºeme, ºe

e
−l
8 + 2−l < 2

−l
8

budeme hotoví. To je ekvivalentné

2l + e
l
8

e
l
8 2l

< 2
−l
8 ,

2l + e
l
8 < 2

7l
8 e

l
8 = (2

7
8 e

1
8 )l.

Ke¤ºe l > 8, uvedené vz´ahy naozaj platia.
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2a) Sta£í si uvedomi´, £o nerovnos´ hovorí.

2b) Z 2a a predpokladu ©ahkou úpravou dostávame

|H(C)|∣∣∣∑b
∣∣∣ ≤ l |C|

d |C|
=
l

d
.

Pravdepodobnos´, ºe ©ubovolné zi ∈ Z bude patri´ do H(C), je
zhora obmedzená l

d
. Ke¤ºe Z obsajuhe l2 re´azcov, pravdepodob-

nos´, ºe aspo¬ jeden z nich bude patri´ aj do H(C) je l2. l
d

= l3

d
, £o

je dokazovaná nerovnos´.
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Kapitola 7

Verejná minca = súkromná
minca

V tejto kapitole dokáºeme, ºe pre kaºdý polynóm Q(n) platí,
ºe IP (Q(n)) ⊆ AM (Q(n) + 2). Spolu s opa£nou inkluziu,
ktorá je triviálna a s tým, ºe pre kaºdú kon²tantu k > 1
platí, ºe AM(k) = AM(k + 1) dostávame plnú ekvivalneciu
týchto dvoch tried, teda IP (Q(n)) = AM (Q(n)).

Veta 17. Pre kaºdý polynóm Q(n) platí: IP (Q(n)) = AM (Q(n) + 2).

Najprv sa zamyslime, ako funguje IP(1) protokol.

V: náhodne si zvolí náhodný re´azec r. Na základe vstupu w a re´azca
r sa sudca V rozhodne pre nejakú otázku x a po²le ju svedkovi P

P: vygeneruje odpove¤ yx bez toho aby poznal náhodný re´azec r a
po²le yx sudcovi

V: V (w, r, x#yx) rozhodne, £i prijma alebo zamieta

Pod£iarknime, ºe otázka x nesmie prezradi´ náhodný re´azec r, lebo by
sme dostali verejnú mincu.

To, £i sudca V prijme alebo zamietne je plne ur£ené náhodným re-
´azcom r, ktroý si zvolil. Idea je tá, ºe ke¤ w ∈ L, vä£²ina náhodných
re´azcov �spôsobí� prijatie vstupu. Naopak, ke¤ w /∈ L po£et re´azcov,
v¤aka ktorým V prijme, je malý.

Nech V má exponenciálne malú pravdepodobnos´ chyby e, posiela
správy d¨ºky m a pouºíva náhodne re´azce d¨ºky `. Pre kaºdé x ∈
Σm, nech βx = {r : V (w, r,#) = x}. Pre kaºdé y ∈ Σm, nech αxy =
{r : r ∈ βx ∧ V (w, r,#x#y) = prijma}. Ideálny svedok sa bude snaºi´
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pre kaºdé x zvoli´ také yx, ktoré maximalizuje |αxy|. Nech αx = αxyx .
Nech α0 = ∪xαx. Potom Pr [V (w)prijma] = |α0| /2l. Cie©om Merlina je
presved£i´ Arthura, ºe |α0| > e · 2l.

Zamerajme sa na simuláciu IP(1) protokolu. Zváºme jednoduchý prí-
pad. Ak x ∈ L, nech pre v²etky �otázky� x existuje �odpove¤� y taká,
ºe |αxy| ≥ N . Ak x /∈ L, nech nech pre v²etky x a pre v²etky y platí, ºe
|αxy| ≤ N

10n2 . Naviac predpokladajme, ºe svedok pozná(a verí) hodnotu
N . Môºeme pouºi´ jednoduchý protokol. Najprv po²le P hodnotu x a y.
Potom pouºije Goldwasser-Sipser protokol na overenie |αxy| ≥ 2

3
N . Inými

slovami, Merlin povie Arthurovi �tu je moºný pár - otázka, odpove¤,
ktorý by ´a prinútil prija´ vstup w. Dokáºem ti, ºe je pravdepodobné, ºe
by si sa opýtal túto otázku�. Av²ak v obecnom prípade hodnota N závisí
na otázke x (zna£íme Nx) a sudca nevie jej hodnotu.

Svedok teda spo£íta �typickú� hodnotu Nx a nazve ju N . Potom do-
káºe, ºe pre �ve©a� otázok platí Nx ≥ N . Nato opä´ pouºije Goldwasser-
Sipser protokol.

Celý protokol vyzerá nasledovne. Merlin po²le Arthurovi hodnotu N .
Pomocou Goldwasser-Sipser protokolu ukáºe, ºe hodnota N platí pre
�ve©a� otázok. �alej si zvolí otázku x0 a znova pomocou Goldwasser-
Sipser protokolu ukáºe, ºe Nx0 ≥ N . Tým dokáºe, ºe táto mnoºina je
naozaj �ve©ká�.

Pre protokol s g kolami sa prvý Goldwasser-Sipser protokol iteruje na
získanie hodnoty α0 ⊇ α1 ⊇ · · · ⊇ αg, kde je �ve©a� moºností, ako zvä£²i´
αi−1 na αi a αg je �ve©ká�.

Dôkaz. Dôkaz vety 17.

Nech W ∈ IP [Q(n)]. Bez ujmy na obecnosti môºeme predpoklada´,
ºe na vsupte w d¨ºky n je práve g(n) = Q(n)/2 párov správ(teda kôl)
poslaných medzi V a P . Tieto správy sú dlhé práve m(n). Náhodny
re´azec r je dlhý `(n). Nech pravdepodobnos´ chyby je e(n).

Lema 18. Ampli�ka£né lema
Nech p(n) je polynóm. Nech V je sudca, ktorý pracuje na vstupe dlhom n,
s po£tom správ najviac g(n), kaºdej dlhej m(n), pouºíva `(n) náhodných
bitov a má pravdepodobnos´ chyby 1

3
. Potom existuje sudca V ′ taký, ºe

L(V ) = L(V ′), pracujúci s g(n) správami, kaºdej dlhej O (p(n)m(n)),
pouºívajúc O (p(n)l(n)) náhodných bitov a s pravdepodobnos´ou omylu
zhora ohrani£enou 2−p(n).

Po¤©a predchádzajúceho lema môºeme predpoklada´, ºe

e(n) ≤ `(n)−12g2(n).
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�alej môºeme predpoklada´, ºe `(n) > max (g(n),m(n), 80). Pí²eme g,
m, e, ` namiesto g(n), m(n), e(n) a `(n).

Máme funkcie V a P . My popí²eme funkcie A(Arthur) a M(Merlin),
ktoré budú simulova´ V a P . Premenná xi zna£í správy poslané A a yi
zna£í správy poslané M .
V prvom kroku popí²eme protokol medzi A a M . Najprv popí²eme pro-
tokol pre Arthura a potom pre Merlina. Dokáºeme, ºe ide o korektný
protokol Arthur-Merlinovej hry(sp©¬a úplnos´ a korektnos´), ktorý simu-
luje (V, P ) protokol.

Protokol pre Arthura

Kolo 0.
A dostane £íslo b1 od M . Pokra£ujeme kolom 1.

Kolo i (1 ≤ i ≤ g):
Zatia© dostalA £ísla b1, . . . , bi a náhodné re´azce x1, . . . , xi−1, y1, . . . , yi−1

od M . A si náhodne zvolí l lineárnych funkcií H = {h1, . . . , hl}, hi :
Σm → Σb+1 a l2 re´azcov Z = {z1, . . . , zl2} ⊆ Σb+1 a po²le ich M . A
dostane od M re´azce xi a yi a £íslo bi. A overí, £i xi ∈ H−1(Z). Ak to
neplatí, A okamºite zamietne. Ak platí, A pokra£uje kolom i+ 1.

Posledné kolo g + 1:
Nech si = x1#y1# ·#xi#yi. A náhodne vyberie l lineárnych funkcií

H = {h1, . . . , hl}, hi : Σl → Σbg+1 a l2 re´azcov Z ⊆ Σbg+1 . A £aká, ºe
následne mu M po²le re´azec r ∈ Σl. A overí, £i r ∈ H−1(Z). A prijme,
ak pre kaºdé i ≤ g platí, ºe V (w, r, si) = xi+1, V (w, r, sg) = prijma a∑
bi ≥ l − g log l.

Môºe Merlin presved£i´ Arthura?
Ukáºeme, ºe Pr [V (w) prijíma] > e(n)⇔ Pr [A(w) prijíma] > 2

3
.

(⇒) Merlinov protokol ke¤ w ∈ L.
Najrpv si zave¤me ozna£enie. Pre r ∈ Σl a pre prúd správ s =

v1#v2# · · ·#vk povieme, ºe

(V, P )(w, r) prijíma cez s,

ak prvých k správ medzi V a P sa zhoduje so s a (V, P )(w, r) prijíma.
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Nech Pr [V (w) prijíma] ≥ 2
3
. Zvo©me P ©ubovolné také, ºe

Pr [(V, P )(w) prijíma] ≥ 2

3
.

Pre M zostrojíme taký protokol, ºe Pr [(A,M)(w) prijíma] ≥ 2
3
.

Kolo 0:
Nech i = 1. Pokra£uj so �získaj b1�.

Získaj bi(i ≤ g):
Nech si−1 = x1#y1# · · ·#xi−1#yi−1 je prúd správ pre (V, P ) pro-

tokol, ktoré boli zatia© vymenené. Nech pre kaºdé x ∈ Σm je αx =
{r : (V, P )(w, r) prijíma cez si−1#x}. Vytvor triedy γ1, . . . , γl tak, ºe γd
obsahuje v²etky αx také, ºe 2d−1 < |αx| ≤ 2d. Zvo© γmax, ktorej zjedno-
tenie ⋃

γmax =
⋃
{αx : αx ∈ γmax} (7.1)

je najvä£²ie. Po²li bi = 2 + dlog |γmax|e.

Kolo i:
M dostane h1, . . . , hl a re´azce z1, . . . , zl2 od A. Ak existuje x ∈

H−1(Z) také, ºe αx ∈ γmax, nazvi ho xi. Následne M odpovedá dvojicou
xi, yi kde yi = P (si−1#xi). Ak M nenájde takéto x, odpovedá �chybou�.
�alej zna£íme mnoºinu αxi

ako αi. Priradíme i← i+ 1. Pokra£uj �získaj
bi�.

Získaj bg+1:
M vypo£íta hodnotu bg+1 nasledovne. Nech sg = sg−1#xg#yg je

zvolený prúd správ. Máme αg = {r : (V, P )(w, r) prijíma cez sg}. Po-
²li bg+1 = 2 + dlog |αg|e.

Kolo g + 1:
M dostane h1, . . . , hl a re´azce z1, . . . , zl2 ∈ Σbg+1 od A. Ak existuje

r ∈ αg ∩H−1(Z), M po²le toto r. Inak M odpovie �chybou�. (V²imnime
si, ºe r ∈ αg implikuje V (w, r, sg) = prijíma)
Koniec protokolu.

Teraz ukáºeme, ºe Pr [(A,M)(w) prijíma] ≥ 2
3
.

Nech α0 = {r : (V, P )(w, r) = prijíma} .
Ke¤ºe Pr [V (w) prijíma] ≥ 2

3
, tak |α0| ≥ (2/3) 2l.

S de�nícieM vieme, ºe A akceptuje, akM nikdy neodpovedá �chybou� a
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∑
bi ≥ l− g log l. Pod©a lemy [16] vieme, ºe pravdepodobnos´, ºe M od-

povie �chybou� v ©ubovo©nom kole, je men²ia nanajvý² rovná 2−l/8. Teda
pravdepodobnos´, ºe M nikdy neodpovie �chybou�, je zhora ohrani£ná
(g + 2)2−l/8 � 1/3

Nasledujú dve tvrdenia, ktoré dokazujú, ºe
∑
bi ≥ l − g log l.

Tvrdenie 19. Pre kaºdé 0 ≤ i < g, platí

|αi| ≥
|αi−1|
l2bi

.

Dôkaz. Zoberme si i-té kolo a mnoºiny αx de�nované v �získaj bi�. Z
de�nície máme, ºe

⋃
x αx = αi−1. Nezabudnime, ºe zna£íme αxi−1

ako
αi−1. S odvolaním sa na vz´ah 7.1, dostávame∣∣∣⋃ γmax

∣∣∣ ≥ |αi−1|
l

.

Vieme, ºe jednotlivé £leny mnoºiny γmax sa navzájom lí²ia najviac o
násobok 2. Ke¤ºe αi ∈ γmax, máme

|αi| ≥
|
⋃
γmax|

2|γmax|
.

Ke¤ºe bi = 2 + dlog |γmax|e, (vi¤ �získaj bi�), máme

2bi ≥ 2|γmax|.

Dostávame vz´ah

|αi| ≥
|
⋃
γmax|
2bi

≥ |αi−1|
l2bi

.

Tvrdenie 20. ∑
bi ≥ l − g log l.

Dôkaz. Z predchádzajúceho tvrdenia 19 máme

|αg| ≥
|α0|

lg
∏

i≤g 2bi
.
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Vieme, ºe |α0| ≥ (2/3)2l. Po zlogaritmovaní dostávame

log |αg| ≥ log
(
(2/3)2l

)
− log lg

∏
i≤g

2bi ≥

≥ log 2/3 + l −

(
g log l +

∑
i≤g

log 2bi

)
≥

≥ (l − 1)−

(
g log l +

∑
i≤g

bi

)
.

Vieme, ºe bg+1 > 1 + log |αg| (tak je zvolené bg+1 v �získaj bg+1)�, a tak
dostávame ∑

i≤g+1

bi ≥ l − g log l

a sme hotoví.

(⇐) Ak w /∈ L, Merlin s �ve©kou� pravdepodobnos´ou nepre-
sved£í Arthura

Ukáºeme, ºe ke¤ Pr[V (w) prijíma] ≤ e, potom Pr[A(w) prijíma] ≤
1/3.

Pre kaºdé i > 0 a si = x1#y1# · · ·#xi#yi ozna£me

a(si) = max
P

Pr[(V, P )(w) prijíma cez si].

Nech pre kaºdé x ∈ Σm, yx ozna£uje také y ∈ Σm, ktoré maximalizuje
a(si#x#y).

Neformálne, nasledujúce tri výroky maju za úlohu ukáza´, ºe a(si+1)
je s ve©kou pravdepodobnos´ou ove©a men²ie ako a(si).

Tvrdenie 21.
a(si) =

∑
x

a(si#x#y).

Zvo©me 0 ≤ i < g a si. Pre kaºdé c > 0, ozna£me

Xc = {x : a(si#x#yx) ≥ a(si)/c} .

Tvrdenie 22.
|Xc| ≤ c.
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Dôkaz. V¤aka predchádzajúcemu tvrdeniu, vieme, ºe

a(si) ≥
∑
x∈Xc

a(si#x#yx).

Z de�nície mnoºiny Xc dostávame

a(si) ≥
∑
x∈Xc

a(si)

c
=
a(si)

c
|Xc|,

c ≥ |Xc|

Zvo©me b, d > 0. Vyberme l náhodných lineárnych funkcií H =
{h1, . . . , hl}, hi : Σm → Σb a l2 náhodných re´azcov Z ⊆ Σb. Vyberme
©ubovolné x ∈ H−1(Z) a ©ubovolné y ∈ Σm. Nech si+1 = si#x#y.

Nasleduje popis udalostí, ktoré maximalizujú pravdepodobnos´, ºe
Merlin presved£í Arthura o tom, ºe w ∈ L napriek tomu, ºe to tak nie je.
Pomenujme nasledujúcu udalos´ Ei+1:

a(si+1) ≥
a(si)

2b/d
.

Tvrdenie 23.
Pr[Ei] ≤ l3/d.

Dôkaz. Nech c =
⌊
2b/d

⌋
. Potom |Xc| ≤ 2b/d (vi¤ tvrdenie 22). Z de-

�nície yx máme a(si#x#yx) ≥ a(si+1). Dostávame, ºe ak a(si+1) ≥
a(si)/(2

b/d), potom x ∈ Xc. Ke¤ºe x ∈ H−1(Z), máme

Pr

[
a(si+1) ≥

a(si)

2b/d

]
= Pr

[
x ∈ Xc ∩H−1(Z)

]
=

= Pr [H(Xc) ∩ Z 6= 0] ≤
≤ l3/d.

Posledná nerovnos´ vyplýva z lema na dolný odhad, £as´ 2b.

Zvo©me sg. Vyberme l náhodných lineárnych funkcií H = {h1, . . . hl},
hi : Σl → Σbg+1 a l2 náhodných re´azcov Z ⊆ Σbg+1 . Vyberme ©ubovolné
r ∈ H−1(Z). Nazvime nasledujúcu udalos´ Eg+1.

2la(sg) ≤ 2b/d ∧ (V, P )(w, r) prijíma cez sg.
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Tvrdenie 24.
Pr [Eg+1] ≤ l3/d.

Dôkaz. Z de�nície a(si) máme

|{r : (V, P )(w, r) prijíma cez sg}|
2l

= a(sg).

Malou úpravou dostávame

|{r : (V, P )(w, r) prijíma cez sg}| = 2la(sg).

Ak nastane Eg+1, budú splnené predpoklady lema na dolný odhad £as´
2b, ktoré pouºijeme a sme hotoví.

V kole i (teda b = bi) nastane udalos´ Ei s pravdepodobnos´ou najviac
l3/d. Ke¤ºe kôl je g + 1, nastane udalos´ Ei aspo¬ v jednmom kole s
pravdepodobnos´ou najviac (g + 1)l3/d. Preto zvolíme

d = 3(g + 1)l3.

Dostávame, ºe Pr [(∃i) nastane Ei] ≤ 1/3.
Nech Ei nenastane. Ukáºeme, ºe A zamietne ak predpokladáme, ºe

Pr[V (w) prijíma] ≤ e.

Predpokladáme, ºe platí (∀i ≤ e)(¬Ei). Máme

a(si+1) ≤
a(si)

2bi/d
.

Dostávame

a(sg) ≤
a(s0)∏
i≤g 2bi/d

. (7.2)

Pretoºe ¬Eg+1, musí plati´ bu¤

(V, P )(w, r) 6= prijíma,

alebo

2la(sg) ≥ 2bg+1/d. (7.3)

Ak (V, P )(w, r) prijíma, musí plati´ vz´ah 7.3. Kombináciou tohto vz´ahu
a vz´ahu 7.2 dostávame

2la(s0) ≥
∏

1≤i≤g+1

(2bi/d).
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Po zlogaritmovaní máme

log
(
2la(s0)

)
≥ log

( ∏
1≤i≤g+1

(2bi/d)

)
,

log 2l + log a(s0) ≥
∑

1≤i≤g+1

log
2bi

d
,

l + log a(s0) ≥
∑

1≤i≤g+1

(
log 2bi − log d

)
=

=
∑

1≤i≤g+1

bi − (g + 1) log d =

=
∑

1≤i≤g+1

bi − (g + 1) log
(
3(g + 1)l3

)
.

Ke¤ºe l ≥ g + 1, dostávame

l + log a(s0) ≥
∑

1≤i≤g+1

bi − (g + 1) log
(
3l4
)
≥

≥
∑

1≤i≤g+1

bi − (g + 1) (log 3 + 4 log l) ≥

≥
∑

1≤i≤g+1

bi − 2g . 5 log l =

=
∑

1≤i≤g+1

bi − 10g log l.

Vieme, ºe
a(s0) = Pr [V (w) príme] ≤ e ≤ l−12g2 .

Preto dostávame,

l − 12g2 log l ≥
∑

1≤i≤g+1

bi − 10g log l,∑
1≤i≤g+1

bi ≤ l − (12g − 10) g log l < l − g log l.

Spome¬me si, ºe Arthur prijme len vtedy, ke¤ (V, P )(w, r) prijíma a∑
bi ≥ l−g log l. Ak pre ºiadne i ≤ g+1 nenastane Ei a Pr [V (w) prijíma] ≤

e, Arthur vºdy zamieta. Ke¤ºe Pr [∃i : nastane Ei] ≤ 1/3, platí, ºe

Pr [A(w) prijíma] ≤ 1/3.
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Kapitola 8

Záver

V úvodnej kapitole sme si pripomenuli niektoré základné triedy zloºitosti.
Následne sme si predstavili triedu interaktívnych dôkazových systémov
IP a Arthur-Merlinových hier AM. Defínicie týchto tried sme si podrob-
nej²ie rozobrali. Na£rtli sme problém grafového neizomor�zmu a dokázali,
ºe NONISO ∈ IP.

�alej sme sa zaoberali vz´ahom medzi týmito dvoma triedami. Doká-
zali sme slab²ie tvrdenie, ºe triedy IP(poly) a AM(poly) sú ekvivalentné.
Na záver sme dokázali, ºe pre kaºdý polynóm Q, IP(Q) ⊆ AM(Q+ 2).
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