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Vedoućı bakalářské práce: Prof. RNDr. Jan Kraj́ıček, DrSc.
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Kapitola 1

Matematické struktury

Matematická struktura je pojem, který slouž́ı k popisu funkćı a relaćı. Ty-
pickými př́ıklady matematických struktur jsou komplexńı č́ısla se sč́ıtáńım a
násobeńım či množina s částečným uspořádáńım. Matematická logika dokáže
odhalit mnohé vlastnosti matematických struktur, aniž by musela znát jejich
přesnou podobu. Źıskané výsledky jsou překvapuj́ıćı.

1.1 Jazyk

Matematické struktury popisujeme pomoćı (formálńıho) jazyka. Jedná se
o soubor symbol̊u a pravidel, jak s těmito symboly zacházet. Nejde tedy
o češtinu ani žádný jiný přirozený jazyk. V následuj́ıćım odstavci podáme
definici jazyka prvńıho řádu s rovnost́ı a uvedeme pár běžně použ́ıvaných
konvenćı.

Jazyk

• Proměnnými jazyka L rozumı́me nějakou nekonečnou spočetnou mno-
žinu symbol̊u, často se už́ıvá {v1, v2, v3, . . .} či {x, y, z, . . .}.

• Logické symboly jazyka L jsou ∧, ∨, →, ↔, ¬, ∀, ∃ a =.

• Pomocné symboly jazyka L jsou čárka , a závorky ), (.

• Signatura je množina L všech funkčńıch, relačńıch a konstantńıch
symbol̊u daného jazyka spolu s funkćı σ, která každému symbolu z L
přǐrad́ı jeho typ (funkčńı, relačńı, nebo konstantńı) a četnost. Četnost
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funkčńıch a relačńıch symbol̊u je přirozené č́ıslo r̊uzné od nuly. (Udává,
kolik argument̊u daná funkce či relace má.) Požadujeme, aby četnost
konstantńıch symbol̊u byla 0.

• Mohutnost jazyka L znač́ıme ||L||. Jedná se o mohutnost množiny
všech výraz̊u, které lze v daném jazyce napsat. Každá proměnná je
výrazem, i pro prázdný jazyk (tj. s L = ∅) tud́ıž plat́ı ||L|| = ω.
Obecně tedy ||L|| = max(|L|, ω).

• Izomorfismus
Jazyky L1 a L2 jsou izomorfńı, pokud existuje bijekce f : L1 → L2,
která zachovává typy a četnost symbol̊u (tj. σL1

= σL2
◦ f).

• Poznámka
Signatura jednoznačně popisuje daný jazyk, často se tedy pojem jazyka
a signatury ztotožňuje.

Term

Term je nejmenš́ı smysluplný výraz daného jazyka. Odpov́ıdá složené funkci.
Množina TermL všech termů daného jazyka je nejmenš́ı množina splňuj́ıćı:

• Každá proměnná je term.

• Každý konstantńı symbol je term.

• Je-li n přirozené č́ıslo, t1, t2, . . . , tn termy a Fi n-árńı funkčńı symbol,
je i výraz Fi(t1, . . . , tn) termem.

Atomické formule

Atomická formule je nejmenš́ı výrok, který lze v daném jazyce napsat. Mno-
žina AFmL všech atomických formuĺı jazyka L je nejmenš́ı množina splňuj́ıćı:

• Jsou-li t, s termy, je výraz t = s atomická formule.

• Je-li n přirozené č́ıslo, t1, t2, . . . , tn termy a Rj n-árńı relačńı symbol,
je Rj(t1, t2, . . . , tn) atomická formule.

Je-li S funkčńı či relačńı symbol četnosti 2, ṕı̌seme kv̊uli přehlednosti pouze
xSy mı́sto S(x, y) (tedy např. x+ y je zkratka za +(x, y)).
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Formule

Formule jazyka L je výraz, který popisuje vlastnosti prvk̊u. Formálńı definice
využ́ıvá indukci. Množina FmL všech formuĺı jazyka L je nejmenš́ı množina,
pro kterou plat́ı:

• Každá atomická formule je formule (AFmL ⊆ FmL).

• Je-li ϕ formule, je i výraz ¬ϕ formule.

• Jsou-li ϕ, ψ formule, jsou formulemi i výrazy (ϕ∨ψ), (ϕ∧ψ), (ϕ→ ψ),
(ϕ↔ ψ).

• Je-li symbol t nějaká z proměnných a ϕ je formule, jsou formulemi i
výrazy (∀t)ϕ a (∃t)ϕ.

Při zápisu můžeme kv̊uli přehlednosti vynechat nadbytečné závorky či přidat
závorky okolo atomických formuĺı.
Jsou-li t, s termy, rozumı́me výrazem t 6= s zkratku za formuli ¬t = s.
Dále se dohodneme, že násobeńı má přednost před sč́ıtáńım, tedy (x+ y · z)
odpov́ıdá x+ (y · z).

Př́ıklady

V následuj́ıćım textu budeme využ́ıvat následuj́ıćı jazyky:

• L∅ Prázdný jazyk
Neobsahuje žádné funkčńı, relačńı ani konstantńı symboly.

• LO Jazyk (ostrého) uspořádáńı
Obsahuje jediný binárńı relačńı symbol <.

• LR Jazyk okruh̊u
Obsahuje binárńı funkčńı symboly +, · a konstanty 0, 1.

• LOR Jazyk uspořádaných okruh̊u
Obsahuje všechny symboly z LR a nav́ıc binárńı relačńı symbol <.

• Lε ε-jazyk (základńı jazyk teorie množin)
Obsahuje jediný binárńı relačńı symbol ∈.
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Zřejmě jsou jazyky LO a Lε izomorfńı.
Výraz 1 + x · (1 + 1) je term jazyka LOR.
V jazyce L∅ jsou jediné možné termy výrazy tvaru t, kde t je nějaká proměnná.
Atomické formule L∅ jsou tvaru u = v, kde u, v jsou proměnné.
Př́ıklady formuĺı jazyka LO jsou (∀x)x < x,
či složitěǰśı (∀x)(∀y)(x < y → (∃z)(x < z ∧ z < y)).

Výskyt proměnných

Proměnné mohou mı́t ve formuĺıch r̊uzný význam (za některé můžeme do-
sazovat prvky struktury, za jiné ne):

Volné a vázané výskyty proměnných Tyto pojmy jsou definovány
rekurzivně:

• Výskyt proměnné v atomické formuli je volný.

• Je-li výskyt t volný ve formuli ϕ, je odpov́ıdaj́ıćı výskyt t volný i ve
formuli ¬ϕ.

• Je-li výskyt t volný alespoň v jedné z formuĺı ϕ či ψ, je odpov́ıdaj́ıćı
výskyt t volný v (ϕ ∨ ψ), (ϕ ∧ ψ), (ϕ→ ψ), (ϕ↔ ψ).

• Je-li výskyt t volný ve formuli ϕ, pak odpov́ıdaj́ıćı výskyt t je vázaný
ve formuĺıch (∃t)ϕ i (∀t)ϕ.

• Jsou-li t a u dvě navzájem r̊uzné proměnné a výskyt t je volný ve
formuli ϕ, je odpov́ıdaj́ıćı výskyt t volný i ve formuĺıch (∀u)ϕ a (∃u)ϕ

• Je-li výskyt t vázaný v ϕ, je odpov́ıdaj́ıćı výskyt t vázaný i v ¬ϕ.

• Je-li výskyt t vázaný alespoň v jedné z formuĺı ϕ nebo ψ, je od-
pov́ıdaj́ıćı výskyt t vázaný v (ϕ ∨ ψ), (ϕ ∧ ψ), (ϕ→ ψ), (ϕ↔ ψ).

Proměnná se nazývá volná, má-li ve formuli volný výskyt.

Proměnná může mı́t ve formuli volný i vázaný výskyt současně
(x > 0 ∧ (∀x)x 6= 0). Takovým formuĺım se budeme vyhýbat.
(Uvedenou formuli raději přeṕı̌seme na (x > 0 ∧ (∀y)y 6= 0).)
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Zápis ϕ(x1, x2, . . . , xn) vyjadřuje, že volné proměnné formule ϕ tvoř́ı
podmnožinu z {x1, x2, . . . xn}. (Což chápeme tak, že všechny volné proměnné
formule ϕ jsou uvedeny v seznamu {x1, x2, . . . xn}.)
Abychom si ušetřili psańı, zkracujeme ϕ(x1, x2, . . . xn) na ϕ(x̄).

Jak si později ukážeme v Tarského definici splňováńı, formule s n volnými
proměnnými popisuje nějakou vlastnost n-tic. Např. v reálných č́ıslech popi-
suje formule ϕ(x, y) = ((∃z)x = y+ z · z) vlastnost dvojice (x, y): x je menš́ı
nebo rovno y.

Otevřené formule

Otevřená formule je formule bez kvantifikátor̊u.

Sentence

Sentence (uzavřená formule) je taková formule, v ńıž jsou všechny výskyty
proměnných vázané.
Př́ıklady sentenćı v jazyce LR jsou (1 + 1) = 0, či (∃x)x + 1 = 0.

1.2 Struktura

Matematická struktura je objekt, ve kterém jsou realizovány funkce, relace
a konstanty daného jazyka. Formálńı definice zńı:

Matematická struktura

Necht’ L je jazyk. Označme RL, FL, CL po řadě množiny jeho relačńıch,
funkčńıch a konstantńıch symbol̊u. Matematickou strukturou jazyka L (stru-
čněji L-strukturou) rozumı́me uspořádanou čtveřici A = (A, {rA|r ∈ RL},
{fA|f ∈ FL}, {cA|c ∈ CL}), pro kterou plat́ı:

• A je neprázdná množina (A se nazývá nosič dané struktury).

• Je-li r n-árńı relačńı symbol, je rA podmnožina An.

• Je-li f n-árńı funkčńı symbol, je fA funkce An → A.

• Je-li c konstantńı symbol, je cA prvek A.
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Ř́ıkáme, že relace rA je realizace symbolu r ve struktuře A, fA je reali-
zace f a cA je realizace c. Nepožadujeme, aby se od sebe realizace jednot-
livých funkčńıch, relačńıch a konstantńıch symbol̊u lǐsily. Pro libovolný ja-
zyk L existuje nekonečně mnoho L-struktur. (Za A můžeme vźıt libovolnou
neprázdnou množinu a relace, funkce a konstanty zrealizovat libovolně.)

Ohodnoceńı proměnných

Ohodnoceńım proměnných pro formuli (resp. term) ϕ(x1, x2, . . . , xn) (resp.
t(x1, x2, . . . , xn)) ve struktuře A rozumı́me libovolné zobrazeńı a z množiny
proměnných do A, které je definováno alespoň na {x1, x2, . . . , xn} (tj. jde
o zobrazeńı, které každému ze symbol̊u x1, . . . , xn a př́ıpadně i daľśım pro-
měnným přǐrad́ı prvek z A).
Mı́sto a(xn) ṕı̌seme an, dále ā znač́ı (a1, a2, a3, . . . , an).

Realizace termů ve struktuře

Je-li a ohodnoceńı proměnných termu t, definujme tA[a] (ohodnoceńı termu
t ve struktuře A při ohodnoceńı a) jako:

• Je-li term t proměnná v, definujeme tA[a] = a(v)

• Je-li t konstantńı symbol ck, definujeme tA[a] = cAk .

• Je-li t tvaru fj(t1(x̄), t2(x̄), . . . , tm(x̄)), kde t1, . . . , tn jsou termy, defi-
nujeme tA[a] = fA

j (tA1 (x̄)[a], tA2 (x̄)[a], . . . , tAm(x̄)[a]).

Tarského definice splňováńı ve strukturách (Tarského
definice pravdy)

Pokud formule ϕ(x̄) plat́ı v A pro ohodnoceńı a, ṕı̌seme A |= ϕ(x̄)[a]
(nebude-li hrozit nedorozuměńı, můžeme uvedený zápis zkrátit na
A |= ϕ(ā), popř. oba zp̊usoby zápisu kombinovat). Pojem splňováńı (plat-
nosti) je opět definován indukćı a vyjadřuje to, co očekáváme.

• Řekneme, že atomická formule tvaru t(x̄) = s(ȳ) plat́ı v A pro ohod-
noceńı proměnných a právě tehdy, když tA(x̄)[a] = sA(ȳ)[a].

• Atomická formule tvaru ri(t1(x̄1), . . . tn(x̄n)) plat́ı v A pro ohodnoceńı
proměnných a právě tehdy, když (tA1 (x̄1)[a], . . . , t

A
n (x̄n)[a]) ∈ rA

i .
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• A |= (ϕ ∧ ψ)[a] plat́ı právě tehdy, když plat́ı A |= ϕ[a] i A |= ψ[a].

• A |= (ϕ∨ψ)[a] plat́ı právě tehdy, když plat́ı A |= ϕ[a] nebo A |= ψ[a].

• Pro spojky ¬, →, ↔ je definice obdobná.

• A |= (∃y)ϕ(y, x̄)[a] plat́ı právě tehdy, když existuje prvkek v ∈ A, že
plat́ı A |= ϕ(v, x̄)[a].

• A |= (∀y)ϕ(y, x̄)[a] plat́ı právě tehdy, když pro libovolný prvek v ∈ A
plat́ı A |= ϕ(v, x̄)[a].

Zápis A |= ϕ znamená, že ϕ plat́ı v A pro každé ohodnoceńı proměnných
formule ϕ.

Podstruktura

Jsou-li A = (A, rA, fA, cA) a B = (B, rB, fB, cB) dvě matematické struktury,
řekneme, že A je podstrukturou B, plat́ı-li
A ⊆ B a rA = rB �A, fA = fB �A, cA = cB (relace, funkce a konstanty
struktury A jsou parcializaćı př́ıslušných relaćı, funkćı a konstant struktury
B). Struktura B je pak rozš́ı̌reńı struktury A.
Pokud nav́ıc pro libovolnou formuli ϕ(x1, . . . , xn) a libovolné ā ∈ An plat́ı

A |= ϕ(ā) ⇔ B |= ϕ(ā),

ř́ıkáme, že A je elementárńı podstruktura A a B je elementárńım
rozš́ı̌reńım A.

Př́ıklady - N, Z, R, Q, C

Nyńı si uvedeme několik př́ıklad̊u matematických struktur.

Q (Q,<) (racionálńı č́ısla s uspořádáńım) jsou př́ıkladem LO-struktury.

N N = (N,+, ·, 0, 1) (přirozená č́ısla s obvyklými operacemi) jsou př́ıkla-
dem LR struktury.

N′ N′ = (N,+, ·, 0, 1, <) (přirozená č́ısla s obvyklými operacemi a uspo-
řádáńım) jsou př́ıkladem LOR-struktury.
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Z Z = (Z,+, ·, 0, 1) (celá č́ısla s obvyklými operacemi a uspořádáńım)
jsou jiným př́ıkladem LR-struktury.

Q Q = (Q,+, ·, 0, 1) (racionálńı č́ısla s obvyklými operacemi a uspořádá-
ńım) jsou daľśım př́ıkladem LR-struktury.

R Podobně reálná č́ısla R s obvyklými operacemi tvoř́ı LR-strukturu.

C Komplexńı č́ısla také C tvoř́ı LR-strukturu.

A Definujme: A = (N,+, ·, 0, 1, <), kde N je množina přirozených č́ısel,
+N přǐrad́ı každé dvojici (x, y) trojku, ·N přǐrad́ı dvojici (x, y) jej́ı (ob-
vyklý) součet, 0N je interpretována jako 5 a 1N jako 0 a <N= A2,
tzn. x < y plat́ı pro každé dva prvky x, y. Pak A je také př́ıkladem
LOR-struktury.

Zřejmě je N podstrukturou Z, Z podstrukturou Q atd. Jak si později uká-
žeme, tyto podstruktury nejsou elementárńı (existuj́ı sentence, které plat́ı
jen v jedné z uvažovaných struktur).

Izomorfismus

Dvě L-struktury A = (A, {rA|r ∈ RL}, {fA|f ∈ FL}, {cA|c ∈ CL}) a
B = (B, {rB|r ∈ RL}, {fB|f ∈ FL}, {cB|c ∈ CL}) jsou izomorfńı právě
tehdy, když existuje bijekce h : A → B, která zachovává interpretace jed-
notlivých symbol̊u, tj. pro kterou plat́ı:

• rA(ā) plat́ı právě tehdy, když plat́ı rB(h(ā)).

• h(fA(ā)) = fB(h(ā)) plat́ı pro všechna ā.

• h(cA) = cB.

Indukćı dle složitosti termu se dokáže i platnost h(tA(ā)) = tB(h(ā)).

Tvrzeńı 1 (O izomorfismu). Necht’ A a B jsou dvě izomorfńı struktury a
h : A→ B izomorfismus mezi nimi. Pak pro každé ā ∈ A plat́ı

A |= ϕ(x̄)[ā] ⇔ B |= ϕ(x̄)[h(ā)].

D̊usledek: Izomorfńı struktury se nelǐśı platnost́ı sentenćı.
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D̊ukaz. Toto tvrzeńı dokážeme indukćı podle složitosti formule.
Necht’ A,B jsou dvě izomorfńı struktury.
Z předchoźı poznámky je jasné, že A a B se nemohou lǐsit v platnosti ato-
mických formuĺı.
Indukčńı krok pro logické spojky je zřejmý.
Pro kvantifikátory vypadá postup následovně:
Pokud v A plat́ı (∃x)ϕ, existuje a ∈ A takové, že plat́ı ϕ(a), to ale znamená,
že v B plat́ı ϕ(h(a)), neboli (∃x)ϕ (nebot’ prvek h(a) splňuje ϕ).
V př́ıpadě obecného kvantifikátoru postupujme takto:
Plat́ı-li A |= (∀x)ϕ muśı i B |= (∀x)ϕ, jinak totiž existuje prvek b ∈ B, pro
který plat́ı ¬ϕ(b). Pak ale A |= ¬ϕ(h−1(b)), což je spor s A |= (∀x)ϕ.

Tvrzeńı 2 (O neizomorfńıch strukturách). Struktury N, R, Q, Z, C

nejsou navzájem izomorfńı.

D̊ukaz. Jelikož jsme pojem izomorfismu nedefinovali pro struktury r̊uzných
jazyk̊u, nebudeme se zabývat vztahem těchto struktur ke struktuře (Q,<).
Ostatńı struktury považujeme za LR-struktury. Abychom ukázali, že struk-
tury nejsou izomorfńı, stač́ı dle předchoźıho tvrzeńı pro každou z nich naj́ıt
LR sentenci, která neplat́ı v žádné jiné.

E1 (∃x)(x · x+ 1 = 0) je př́ıkladem formule, která plat́ı pouze v C.

E2 (∃x)(x · x = 1 + 1) plat́ı pouze v C, R.

E3 (∃x)(x+ x+ x = 1 + 1) plat́ı jen v C, R, Q.

E4 (∃x)(x+ 1 = 0) plat́ı jen v C, R, Q, Z.

Vhodnou kombinaćı konjunkćı a negaćı lze z těchto formuĺı vyrobit formuli,
která plat́ı právě v jedné z uvedených struktur. (Např. E3∧(¬E2) je formule,
která plat́ı jen v Q.) Uvedené struktury tedy nejsou izomorfńı.
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Kapitola 2

Teorie

2.1 Teorie

Teorie

Teorie T je libovolná množina L-formuĺı v jazyce L. Těmto formuĺım ř́ıkáme
(mimologické) axiomy teorie T . Jazyk teorie T znač́ıme LT .
Teorie T plat́ı v L-struktuře A právě tehdy, když pro každou sentenci ϕ z T
plat́ı A |= ϕ. Ṕı̌seme A |= T a čteme A je modelem teorie T .

Ke každé teorii přidáváme ještě tzv. logické axiomy, jejichž konkrétńı
volba záviśı na volbě logického kalkulu (viz [5, kap. 3.2]). V logice s rovnost́ı
požadujeme, aby mezi těmito logickými axiomy byly tzv. axiomy rovnosti:

E1 x = x

E2 x = y → y = x

E3 (x = y ∧ y = z) → x = z

E4 (∀x̄)(∀ȳ)(x1 = y1 ∧ . . . ∧ xn = yn → f(x1, . . . xn) = f(y1, . . . , yn)), kde
n je libovolné přirozené č́ıslo a f n-árńı funkčńı symbol daného jazyka.

E5 (∀x̄)(∀ȳ)(x1 = y1∧. . .∧xn = yn → (r(x1, . . . xn) ↔ r(y1, . . . , yn))), kde
n je libovolné přirozené č́ıslo a r n-árńı relačńı symbol daného jazyka.

Teorie T je bezesporná, pokud v ńı nejde formálně dokázat spor (definici
formálńıho d̊ukazu lze nalézt např. v [5, kap. 3.2]). Později si ukážeme, že
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to je právě tehdy, když má model.

Úplnost

Bezesporná teorie je úplná, pokud pro každou LT -sentenci ϕ plat́ı, že v T je
dokazatelná ϕ či ¬ϕ.

κ-kategoričnost

Bezesporná teorie je κ-kategorická, pokud každé jej́ı dva modely mohut-
nosti κ jsou navzájem izomorfńı.

Platnost formuĺı v teorii

Ř́ıkáme, že formule ϕ plat́ı v teorii T (a ṕı̌seme T |= ϕ) právě tehdy, když
pro každý model A teorie T plat́ı A |= ϕ.

Př́ıklady teoríı

Pod́ıvejme se nyńı na př́ıklady teoríı a jejich axiomů.

PE Teorie čisté rovnosti
(Nemá žádné mimologické axiomy, obsahuje pouze logické axiomy a
axiomy rovnosti)

DLO Husté lineárńı uspořádáńı bez největš́ıho a nejmenš́ıho prvku
(Teorie v jazyce LO)

AO1 (x < y ∧ y < z) → (x < z)

AO2 (x < y) → (¬x < y)

ALO (x < y) ∨ (y < x) ∨ (x = y)

ADO (∀x)(∀y)((x < y) → (∃z)((x < z) ∧ (z < y)))

ADO1 (∀x)(∃z)(z < x)

ADO2 (∀x)(∃z)(x < z)

ACF Algebraicky uzavřená tělesa (V jazyce LR)

AF Axiomy komutativńıch těles
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AF1 x+ (y + z) = (x+ y) + z

AF2 x+ 0 = x

AF3 ∀x∃y(x+ y = 0)

AF4 x · (y · z) = (x · y) · z
AF5 x · y = y · x
AF6 x · 1 = x

AF7 ∀x(x 6= 0 → ∃y(x · y = 1))

AF8 x · (y + z) = x · y + x · z
AF9 0 6= 1

AF10 x+ y = y + x (Tento axiom jde dokázat z předchoźıch.)

ACF Axiomy uzařenosti, tj. pro každé n ≥ 1 axiom

∀x0∀x1 . . .∀xn−1∃y(yn + xn−1y
n−1 + · · ·x1y + x0 = 0).

ACFp Algebraicky uzavřené těleso charakteristiky p (Jazyk LR)

ACF Axiomy algebraicky uzavřených těles

Ap Axiom (∀x)(x+ x+ · · ·x
︸ ︷︷ ︸

p-krát

= 0), přičemž p je prvoč́ıslo

ACF0 Algebraicky uzavřené těleso charakteristiky 0

ACF Axiomy algebraicky uzavřených těles

A0 Všechny axiomy tvaru ¬Ap, kde p je libovolné přirozené č́ıslo a
Ap jsou stejné jako výše.

RCF Reálně uzavřená tělesa (V jazyce LOR)

AOF Axiomy uspořádaných těles

AF Axiomy komutativńıch těles

AOF1 (x < y ∧ y < z) → x < z

AOF2 (x < y) → ¬(x < y)

AOF3 (x < y) ∨ (y < x) ∨ (x = y)

AOF4 y < z → (y + x < z + x)

AOF5 (y < z ∧ 0 < x) → y · x < z · y
AO Axiom (∀x)(x > 0 → (∃y)(y2 = x))
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ARn Axiom ∀x0∀x1 . . .∀xn−1∃y(yn + xn−1y
n−1 + · · ·x1y+ x0 = 0), pro

každé liché n.

Teorie PE má konečné modely s r̊uznými počty prvk̊u, neńı tedy úplná (ne-
bot’ pro konečné modely existuje formule, která popisuje, kolik prvk̊u maj́ı).
Teorie ACF má modely r̊uzných charakteristik, rovněž tedy neńı úplná.
O ostatńıch teoríıch dokážeme, že úplné jsou.

2.2 Vlastnosti teoríı

Věta 1 (O úplnosti). Pro libovolnou teorii T a libovolnou formuli ϕ v jazyce
L plat́ı:

1. T |= ϕ tehdy a jenom tehdy, pokud existuje formálńı d̊ukaz ϕ z axiom̊u
teorie T .

2. T má model tehdy a jen tehdy, když T je bezesporná.

Důkaz této věty je technicky náročněǰśı, lze nalézt např́ıklad v [5, kap. 3.2].

Důkaz je konečná posloupnost formuĺı, využ́ıvá tedy jen konečně mnoho
axiomů teorie. To nám dává tento d̊usledek:

Věta 2 (O kompaktnosti). Jestlǐze každá konečná podmnožina T je splni-
telná, pak T je splnitelná.

Předchoźı věty ukazuj́ı, proč je úplnost tak d̊uležitý pojem.
Předpokládejme, že dovedeme algoritmicky rozhodnout, zda dané tvrzeńı je
nebo neńı axiomem teorie T (což ne vždy dovedeme). Je-li teorie T úplná,
můžeme zjistit, zda v T plat́ı ϕ, tak, že budeme systematicky procházet
všechny možné posloupnosti formuĺı a ověřovat, zda daná posloupnost je
d̊ukazem ϕ, nebo ¬ϕ z axiomů T . Dř́ıve či později naraźıme na d̊ukaz jedné
či druhé formule. Úplnost tedy dává silné výsledky pro rozhodnutelnost.

Pod́ıvejme se nyńı, jak zjistit, zda je daná teorie úplná. Nejprve si ale
uvedeme jedno technické lemma.

Věta 3 (Löwenheim-Skolemova). Necht’ L-teorie T má nekonečný model.
Pak pro každé κ ≥ ||L|| existuje model T mohutnosti κ.
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Důkaz lze nalézt v [5, kap. 3.4].

Tvrzeńı 3 (Vaught̊uv test). Jestlǐze všechny modely bezesporné teorie T jsou
nekonečné a T je κ-kategorická pro nějaký nekonečný kardinál κ ≥ ||LT ||,
pak T je úplná.

D̊ukaz. Předpokládejme, že ne. Pak existuje ϕ takové, že T ∪{ϕ} i T ∪{¬ϕ}
jsou splnitelné. Dle věty 3 existuj́ı modely M a N mohutnosti κ, pro které
plat́ı: M |= ϕ a N |= ¬ϕ. Ale to je spor, nebot’ modely M a N jsou
izomorfńı. A dle tvrzeńı 1 se nemohou lǐsit v platnosti žádné formule, tedy
ani v platnosti ϕ.

Tvrzeńı 4. Teorie DLO je úplná.

D̊ukaz. Zřejmě je každý model teorie DLO nekonečný, nav́ıc každé dva
spočetné modely teorie DLO jsou izomorfńı (což se dá snadno dokázat cik-
cak indukćı), DLO je tedy ω-kategorická.
Úplnost vyplývá z Vaughtova testu.
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Kapitola 3

Definovatelnost

3.1 Definovatelnost

Pokusme se nahlédnout, jaké množiny prvk̊u dokážeme pomoćı formuĺı po-
psat a jak složitý takový popis je.

Definovatelnost

Ř́ıkáme, že množina X ⊆ Mn je definovatelná v L-struktuře M, jestliže
existuje formule ϕ(x1, . . . xn+m) a prvky b1, b2, . . . bm ∈ M tak, že

X = {(a1, . . . an) : M |= ϕ(a1, . . . an, b1, . . . bm)}

Pokud lze volit b1, . . . bm ∈ A, přičemžA ⊆M , ř́ıkáme, žeX jeA-definovatelná.
Pro m = 0 ř́ıkáme, že X je ∅-definovatelná (např. {x : x >

√
2} je v R

∅-definovatelná (formuĺı x · x > 1 + 1 ∧ x > 0)).

Z uvedené definice snadno plyne následuj́ıćı tvrzeńı:

Lemma 1 (Popis definovatelných množin). Předpokládejme, že pro každé
n ≥ 1 je Dn systém podmnožin Mn takový, že D = {Dn|n ≥ 1} je nejmenš́ı
systém splňuj́ıćı:

1. Mn ∈ Dn

2. pro každou n-árńı funkci f z M je graf funkce f v Dn+1

3. pro každou n-árńı relaci R z M plat́ı R ∈ Dn
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4. pro každé i, j ≤ n, {(x1, . . . , xn) ∈Mn : xi = xj} ∈ Dn

5. každé Dn je uzavřeno na doplněk, konečná sjednoceńı a pr̊uniky

6. je-li X ∈ Dm a π : Mn → Mm je projekce (x1, . . . xn) 7→ (xi1 , . . . xim),
pak π−1(X) ∈ Dn

7. je-li X ∈ Dn a π : Mn → Mm je projekce (x1, . . . xn) 7→ (xi1 , . . . xim),
pak π(X) ∈ Dm

8. je-li X ∈ Dn+m a b ∈Mm, pak {a ∈Mn : (a, b) ∈ X} ∈ Dn

Pak množina X ⊆ Mn je definovatelná tehdy a jen tehdy, když X ∈ Dn.

K vyjádřeńı toho, jak složité množiny dovedeme popsat, jsou velice užitečné
i následuj́ıćı pojmy:

Silná minimalita, o-minimalita

Teorie T je silně minimálńı, jestliže pro každý každý jej́ı modelM a každou
definovatelnou množinu X v M plat́ı, že X či jej́ı doplněk je konečný.

Je-li T teorie v jazyce LOR obsahuj́ıćı DLO, ř́ıkáme, že T je o-minimálńı,
jestliže pro každý model M teorie T je každá definovatelná množina ko-
nečným sjednoceńım bod̊u a interval̊u (pojem o-minimálńı pocháźı z ang-
lického slova order-minimal, které vyjadřuje, že definovatelné množiny jdou
definovat již na základě pouhého uspořádáńı).

O platnosti sentence v dané teorii nejsnáze rozhodneme, pokud tato sen-
tence neobsahuje žádné kvantifikátory. Rovněž množiny definované otevře-
nými formulemi maj́ı velice jednoduchý tvar. Pod́ıvejme se nyńı, kdy a za
jakou cenu lze formuli převést na ekvivalentńı bezkvantifikátorovou formuli.

3.2 Eliminace kvantifikátor̊u

Eliminace kvantifikátor̊u

Ř́ıkáme, že teorie T v jazyce L má eliminaci kvantifikátor̊u, pokud pro
každou formuli ϕ(x̄) jazyka L existuje otevřená formule ψ(x̄) taková, že
plat́ı T |= ∀x̄(ϕ(x̄) ↔ ψ(x̄)). (Každá formule má ekvivalentńı bezkvanti-
fikátorovou verzi.)
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Lemma 2. Necht’ pro každou otevřenou formuli (tj. formuli bez kvanti-
fikátor̊u) ϕ(x, ȳ) existuje otevřená ψ taková, že v T plat́ı T |= ∀ȳ(∃xϕ(x, y) ↔
ψ(ȳ)).
Potom je každá formule θ ekvivalentńı nějaké otevřené formuli.

D̊ukaz. Postupujeme indukćı dle složitosti θ.
Tvrzeńı plat́ı, pokud je θ otevřená.
Necht’ pro i = 0, 1 plat́ı T |= ∀ȳ(ϕi(ȳ) ↔ ψi(ȳ)), kde ψi je otevřená.
Pokud θ(ȳ) = ¬ϕ0(ȳ), potom T |= ∀(ϕ(ȳ) ↔ ¬ψ0(ȳ)).
Pokud θ(ȳ) = ϕ0(ȳ) ∧ ϕ1(ȳ), potom T |= ∀y(ϕ(ȳ) ↔ (ψ0(ȳ) ∧ ψ1(ȳ))).
Pro ostatńı logické spojky postupujeme analogicky.

Pro existenčńı kvantifikátor vypadá indukčńı krok takto:
Předpokládejme, že T |= ∀ȳ(ϕ(ȳ, x) ↔ ψ0(ȳ, x)), kde ψ0 je otevřená.
Pro θ(ȳ) = ∃xϕ(ȳ, x) plat́ı T |= ∀ȳ(θ(ȳ) ↔ ∃x(ψ0(ȳ, x))). Dle předpokladu
existuje otevřená formule ψ(ȳ), pro kterou T |= ∀ȳ(∃xψ0(ȳ, x) ↔ ψ(ȳ)).
Tedy T |= ∀ȳ(θ(ȳ) ↔ ψ(ȳ)).
Při indukčńım kroku pro obecný kvantifikátor s výhodou využijeme toho, že
(∀x)ϕ(x) je ekvivalentńı s ¬(∃x)¬ϕ(x), a předchoźı část d̊ukazu.

Nyńı si ukážeme jeden z d̊uvod̊u, proč je eliminace kvantifikátor̊u d̊uležitá.

Lemma 3. Bud’ L jazyk s alespoň jedńım konstantńım symbolem a T libo-
volná teorie v L. Dále bud’ ϕ(v1, . . . , vn) formule jazyka L s volnými pro-
měnnými v1, . . . vn (připoušt́ıme i možnost n = 0).
Poté jsou následuj́ıćı podmı́nky ekvivalentńı:

1. Existuje otevřená formule ψ(v1, . . . , vn) taková, že

T |= ∀ȳ(ϕ(ȳ) ↔ ψ(ȳ))

2. Jsou-li M,N ,H modely teorie T , H ⊆ M a H ⊆ N , poté M |= ϕ(ā)
tehdy a jen tehdy, pokud N |= ϕ(ā) pro všechna ā ∈ H. (Daná teorie
je uzavřená na podmodely i nadmodely.)

Důkaz lze nalézt v [3].
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Př́ıklady

Uved’me si několik ukázek formuĺı a jejich otevřených ekvivalent̊u:

• V RCF je formule (∃x)(x2 = y + 1) ekvivalentńı otevřené formuli
(y + 1 > 0 ∨ y + 1 = 0).

• V ACF je formule (∃x)(x2 = y + 1) ekvivalentńı otevřené formuli
(y = y).

Uvedené ekvivalence lze snadno dokázat z axiomů př́ıslušných teoríı. Jak
si později ukážeme, obě teorie připoušt́ı eliminaci kvantifikátor̊u, neńı tedy
překvapuj́ıćı, že se pro formuli (∃x)(x2 = y+1) podařilo nalézt jej́ı otevřené
verze. Z uvedeného př́ıkladu je zřejmé, že daná otevřená verze formule ϕ se
může pro r̊uzné teorie lǐsit.

Skolemizace

Bud’ T0 = T teorie jazyka L. Označme L1 jazyk, který vznikne z L přidáńım
nových funkčńıch symbol̊u fϕ pro každou otevřenou formuli ϕ(x, ȳ) jazyka L.
a T1 teorii, která vznikne z T0 přidáńım axiomů (∃x)ϕ(x, ȳ) ↔ ϕ(fϕ(ȳ), ȳ).
Lze ukázat, že T1 je konzervativńım rozš́ı̌reńım teorie T0, tj. v obou jsou
dokazatelné stejné formule z L. Dále postupujme indukćı: Li+1 vznikne z Li

přidáńım funkčńıch symbol̊u fϕ(x,y) za každou formuli (∃x)ϕ(x, y) z Li \Li−1

a Ti+1 vznikne přidáńım př́ıslušných (skolemovských) axiomů (∃x)ϕ(x, ȳ) ↔
ϕ(fϕ(ȳ), ȳ). Označme L′ =

∞⋃

i=0

Li a T ′ =
∞⋃

i=0

Ti.

Dá se ukázat, že T ′ je teorie v jazyce L′, která konzervativně rozšǐruje T
(tj. v obou jsou dokazatelné tytéž L-sentence), a ||L|| = ||L′|| (přidali jsme
nejvýše ||L|| · ω symbol̊u). V T ′ je každá formule ekvivalentńı nějaké bez-
kvantifikátorové formuli.

Ukázali jsme, že každá teorie má konzervativńı rozš́ı̌reńı, které má elimi-
naci kvantifikátor̊u. Interpretace rozš́ı̌reného jazyka je ale velice složitá, a
tak nám neumožňuje snadné rozhodováńı o platnosti sentenćı.
(Existence konzervativńıho rozš́ı̌reńı s eliminaćı kvantifikátor̊u lze dokázat i
jednodušeji - rozš́ı̌ŕıme jazyk L o n-árńı relačńı symboly Rϕ pro každou for-
muli ϕ s n volnými proměnnými a přidáme axiomy ϕ(x̄) ↔ Rϕ(x̄). Každá
formule je pak ekvivaletńı nějaké atomické formuli. Jelikož ale neznáme
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konkrétńı realizace jednotlivých relaćı, ani v tomto př́ıpadě nejsme schopni
jednoduše rozhodovat o platnosti sentenćı.)

Modelová úplnost

Ukázali jsme, že pojem eliminace kvantifikátor̊u velice zálež́ı na volbě jazyka.
Modelová úplnost je oproti tomu pojmem v́ıce sémantickým.

Defininice 1. Řı́káme, že teorie T je modelově úplná právě tehdy, když
pro každé jej́ı dva modely M,N takové, že M ⊂ N , plat́ı, že M je ele-
mentárńı podstrukturou N .

Tvrzeńı 5. Připoušt́ı-li T eliminaci kvantifikátor̊u, pak T je modelově úplná.

D̊ukaz. Necht’ M ⊂ N a ā ∈ Mn. Bud’ ϕ(x̄) libovolná formule. Jelikož T
připoušt́ı eliminaci kvantifikátor̊u, existuje otevřená formule ψ taková, že
T |= ϕ(x̄) ↔ ψ(x̄). Protože ψ je otevřená, M |= ψ(ā) ⇔ N |= ψ(ā), tedy i
M |= ϕ(ā) ⇔ N |= ϕ(ā).

Pod́ıvejme se nyńı na to, jak to vypadá s eliminaćı kvantifikátor̊u v jed-
notlivých teoríıch:

3.3 Eliminace kvantifikátor̊u v N, Z, Q

Označme m = 1 + 1 + . . .+ 1
︸ ︷︷ ︸

m-krát

.

Eliminace kvantifikátor̊u v N

Věta 4. Je-li T libovolná teorie v jazyce LOR splňuj́ıćı N |= T , pak T
nepřipoušt́ı eliminaci kvantifikátor̊u.

D̊ukaz. Předpokládejme, že nějaká teorie T přirozených č́ısel v jazyce LOR

umožňuje eliminaci kvantifikátor̊u. Všechny formule s jednou volnou pro-
měnnou x jsou pak v této teorii ekvivalentńı booleovské kombinaci formuĺı
t(x) = s(x) a t(x) < s(x), kde t a s jsou nějaké termy (polynomy).
Výraz t(x) 6= s(x) je ekvivalentńı s t(x) > s(x) ∨ s(x) > t(x).
Výraz ¬(t(x) < s(x)) je ekvivalentńı s s(x) < t(x) ∨ t(x) = s(x).

Uvažovanou formuli tedy můžeme zapsat bez negace.
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Pod́ıvejme se nyńı na vztah s(x) < t(x) (jež je v celých č́ıslech ekvivalentńı
vztahu 0 < t(x) − s(x)0).
Z obecné podoby graf̊u polynomů t(x)−s(x) snadno nahlédneme, že mohou
nastat pouze tyto možnosti:

1. Uvedený vztah neńı splněn v̊ubec (viz obr.3.1). Pak je ekvivalentńı
x 6= x.

2. Uvedený vztah splňuje pouze konečně mnoho přirozených č́ısel (viz
obr. 3.1). Pak je ekvivalentńı x = m1 ∨ x = m2 ∨ . . . ∨ x = mn.

3. Uvedený vztah splňuje jistá konečná množina přirozených č́ısel menš́ıch
nebo rovných nějakému přirozenému č́ıslu m a všechna č́ısla větš́ı než
m (viz obr.3.1). Pak je ekvivalentńı x > m ∨ x = m1 ∨ . . . ∨ x = mn.

1: Vztah neńı
splněn

2: Konečně
mnoho řešeńı

3: Nekonečně
mnoho řešeńı

Obrázek 3.1: Graf t(x) − s(x) a řešeńı nerovnosti t(x) − s(x) > 0

V př́ıpadě formule s(x) = t(x) (jež je ekvivalentńı s t(x) − s(x) = 0) v́ıme,
že v každém netriviálńım př́ıpadě má nejvýše konečně mnoho řešeńı. Libo-
volná formule s jednou volnou proměnnou x je tedy v T ekvivalentńı nějaké
pozitivńı booleovské kombinaci formuĺı tvaru x = k a x > l, kde k a l jsou
přirozená č́ısla (pozitivńı booleovská kombinace je booleovská kombinace
bez negaćı).

Formule ϕ(x) = (∃y)x = y + y (x je sudé) však takovéto kombinaci ekvi-
valentńı neńı, což je spor. Žádná LOR teorie, jej́ımž modelem je N, tedy
nepřipoušt́ı eliminaci kvantifikátor̊u.

V N lze dokonce formuĺı (x 6= 1) ∧ (∀k)(∀l)(x = k · l → (k = x ∨ k = 1))
definovat prvoč́ısla.

Struktura definovatelných množin v N je ve skutečnosti velice komplikovaná.
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Eliminace kvantifikátor̊u v Z

Věta 5. Je-li T libovolná teorie v jazyce LOR splňuj́ıćı Z |= T , pak T
nepřipoušt́ı eliminaci kvantifikátor̊u.

D̊ukaz. Uvažme formuli (∃y)x = y + y (x je sudé). Stejný argument jako
v př́ıpadě N pak ukazuje, že žádná LOR-teorie, jej́ımž modelem je Z, nepři-
poušt́ı eliminaci kvantifikátor̊u.

I v Z lze definovat prvoč́ısla: Označme ψ(x) formuli x > 0 (x je přirozené
č́ıslo). Př́ıkladem formule, která plat́ı pouze pro prvoč́ısla, pak je: ϕ(x) =

ψ(x) ∧ (x 6= 1) ∧ (∀k)(∀l)((ψ(k) ∧ ψ(l)) → (x = k · l → (k = x ∨ k = 1))).

Struktura definovatelných množin v Z je tedy alespoň tak komplikovaná jako
struktura definovatelných množin v N.

Eliminace kvantifikátor̊u v Q

Věta 6. Necht’ T je libovolná teorie v jazyce LOR či LR splňuj́ıćı Q |= T ,
pak T nepřipoušt́ı eliminaci kvantifikátor̊u.

D̊ukaz. Podobně jako v př́ıpadě N ukážeme, že pokud nějaká LOR-teorie,
jej́ımž modelem je Q, připoušt́ı eliminaci kvantifikátor̊u, pak jsou všechny
definovatelné podmnožiny Q (konečné) booleovské kombinace množin tvaru
{q}, (−∞, r), (q, r) a (q,∞), pro nějaká reálná č́ısla q, r. (Jediný rozd́ıl oproti
úvaze v N je, že množina {x; 0 < s(x)−t(x)} (tj. množina definovaná formuĺı
t(x) < s(x)) je nějaké konečné (eventuálně i prázdné) sjednoceńı množin
tvaru (q, r), (−∞, r) a (q,∞), kde q, r jsou nějaká reálná č́ısla.)
Julie Robinson dokázala, že v Q jsou definovatelná celá č́ısla (viz [4]), která
však takovouto kombinaćı nejsou. Žádná LOR-teorie, jej́ımž modelem je Q,
tedy nepřipoušt́ı eliminaci kvantifikátor̊u.

I v Q lze definovat prvoč́ısla: Označme χ(x) formuli, která v Q definuje
celá č́ısla, formule ψ(x) = χ(x) ∧ (x > 0) pak definuje přirozená č́ısla.

Formule ϕ(x) =

ψ(x) ∧ (x 6= 1) ∧ (∀k)(∀l)((ψ(k) ∧ ψ(l)) → (x = k · l → (k = x ∨ k = 1)))

pak plat́ı právě tehdy, když x je prvoč́ıslo.

Struktura definovatelných množin v Q je velice složitá.
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Kapitola 4

Algebraicky uzavřená tělesa

Ve světle výsledk̊u předchoźı kapitoly je překvapuj́ıćı, že teorie ACF a RCF
eliminaci kvantifikátor̊u umožňuj́ı. Pod́ıvejme se nyńı na to, jak to v jednot-
livých teoríıch vypadá.
Následuj́ıćı kapitoly využ́ıvaj́ı některých základńıch algebraických poznatk̊u
a definic, pokud je čtenář nezná, doporučuji, at’ se s nimi seznámı́ např. v Lan-
gově algebře[1].
Větš́ı část d̊ukaz̊u je převzata a upravena z Markerova článku[2].

4.1 Vlastnosti teorie ACF

Lemma 4. Každý model teorie ACF je nekonečný.

D̊ukaz. Je-li nějaký model F teorie ACF konečný, označme a1, . . . an jeho
prvky.
Pak ale nekonstantńı polynom (x − a1)(x − a2) · · · (x − an) + 1 nemá v F
kořen, což je spor s algebraickou uzavřenost́ı tělesa F .

Věta 7. Teorie ACF připoušt́ı eliminaci kvantifikátor̊u.

D̊ukaz. Necht’ F je těleso a K a L jsou jeho algebraicky uzavřená nadtělesa.
Je-li ϕ(y, x̄) otevřená formule, b ∈ K, ā ∈ F a plat́ı K |= ϕ(b, ā), chceme
ukázat, že plat́ı L |= (∃y)ϕ(y, ā). Existuj́ı polynomy fi,j, gi,j ∈ F [X] takové,

že ϕ(y, ā) je ekvivalentńı s
∨l

i=1

(
∧m

j=1 fi,j(y) = 0 ∧∧n
j=1 gi,j(y) 6= 0

)

. Tedy

pro nějaké i muśı platit K |= ∧m
j=1 fi,j(y) = 0 ∧∧n

j=1 gi,j(y) 6= 0. Necht’ A
je algebraický uzávěr F . Na A se můžeme d́ıvat jako na podtěleso K i L.
Jestliže libovolný z polynomů fi,j pro j = 1, . . .m neńı identicky nulový, pak
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b ∈ A ⊆ L, nebot’ A je algebraický uzávěr F . Jinak, jelikož
∧n

j=1 gi,j(b) 6= 0,

má gi,j(X) = 0 pouze konečně mnoho řešeńı. Necht’ C je množina všech cs
takových, že pro nějaké j = 1, . . .m plat́ı gi,j(cs) = 0. Pak pro libovolný
prvek d ∈ L \ C plat́ı L |= ϕ(d, ā). (Takový prvek d existuje, protože každé
algebraicky uzavřené těleso je nekonečné (viz lemma 4) a množina C je
konečná.)

Věta 8. Necht’ p je libovolné prvoč́ıslo či nula, poté je teorie ACFp úplná.

D̊ukaz. Necht’ p je libovolné prvoč́ıslo či nula. V́ıme již, že všechny modely
ACFp jsou nekonečné.

Algebraicky uzavřená tělesa jsou až na izomorfismus jednoznačně určena
svou charakteristikou a stupněm transcendence, tedy ACFp je κ-kategorická
pro každé κ ≥ ℵ1.

Dle Vaughtova testu je tedy ACFp úplná.

Věta 9. Necht’ ϕ je formule jazyka LR, poté jsou následuj́ıćı podmı́nky ekvi-
valentńı:

1. ACF0 |= ϕ,

2. C |= ϕ,

3. Formule ϕ plat́ı v každém algebraicky uzavřeném tělese charakteris-
tiky 0.

4. Formule ϕ plat́ı v nějakém algebraicky uzavřeném tělese charakteris-
tiky 0.

5. Existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel takových, že ϕ plat́ı v nějakém
algebraicky uzavřeném tělese charakteristiky p.

6. Existuje přirozené č́ıslo m takové, že ϕ plat́ı v každém algebraicky
uzavřeném tělese charakteristiky věťśı než m.

D̊ukaz. Ekvivalence prvńıch čtyř bod̊u plyne z toho, že teorie ACF0 je úplná.
1⇒6: Předpokládejme, že plat́ı ACF0 |= ϕ. Tedy dle věty o úplnosti exis-
tuje d̊ukaz ϕ z axiomů teorie ACF0. Důkaz je konečná posloupnost formuĺı,
využ́ıvá tedy jen konečně mnoho axiomů teorie ACF0, speciálně využ́ıvá
pouze konečně mnoho axiomů ¬Ap. Necht’ m je největš́ı prvoč́ıslo takové, že
axiom ¬Am se objevuje v d̊ukazu ϕ. Pak pro každé p > m plat́ı ACFp |= ϕ.
6⇒5: Toto tvrzeńı je zřejmé, nebot’ prvoč́ısel je nekonečně mnoho.
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5⇒2: Předpokládejme, že ACF0 2 ϕ. Z úplnosti ACF0 plyne, že ACF0 |= ¬ϕ.
Podobně jako v př́ıpadě (1⇒6) ukážeme, že existuje č́ıslo m takové, že
ACFp |= ¬ϕ pro všechna prvoč́ısla p > m, takže 5 neplat́ı.

Věta 10. Necht’ F je prosté polynomiálńı zobrazeńı Cn → Cn. Pak F je na.

D̊ukaz. OznačmeX = (X1, . . . , Xn) Necht’ (F1(X), F2(X), . . . Fn(X)) je pro-
tipř́ıklad. Označme d = max{degFi|i = 1, . . . , n}. Existuje LR-sentence
Φn,d taková, že pro každé těleso T plat́ı T |= Φn,d právě tehdy, když každé
prosté polynomiálńı zobrazeńı z Kn do Kn, která má v každé složce polynom
nejvýše d-tého stupně, je surjektivńı. (Polynomy stupně nejvýše d s koefi-
cienty v C totiž umı́me v jazyce LR popsat. Např. přes všechny polynomy
stupně nejvýše 2 můžeme kvantifikovat pomoćı (∀a)(∀b)(∀c)ax2 + bx+ c.)

Je-li L konečné těleso, pak zjevně plat́ı L |= Φn,d. Tedy Φn,d plat́ı v li-
bovolné rostoućı posloupnosti konečných těles. Z toho plyne, že Φn,d plat́ı
pro algebraický uzávěr libovolného konečného tělesa. Tedy C |= Φn,d, což je
spor.

4.2 Popis definovatelných množin

Věta 11. Necht’ F je algebraicky uzavřené těleso.

1. Je-li F ⊆ A definovatelná množina, pak bud’ X, nebo F \X je konečná
množina (teorie ACF je silně minimálńı).

2. Necht’ f : F → F je definovatelná funkce. Má-li F charakteristiku 0,
existuje racionálńı funkce g taková, že f(x) = g(x) s výjimkou nejvýše
konečně mnoha bod̊u. Má-li F charakteristiku p, existuje racionálńı
funkce g a n ≥ 0 taková, že f(x) = g(x)1/pn

s výjimkou nejvýše konečně
mnoha bod̊u.

D̊ukaz. 1:ACF připoušt́ı eliminaci kvantifikátor̊u, tedy X je booleovskou
kombinaćı množin tvaru {x : f(x) = 0}, kde f je nějaký polynom. Poly-
nomy maj́ı pouze konečný počet kořen̊u, tedy množiny {x : f(x) = 0} jsou
konečné.
2: Předpokládejme, že F má charakteristiku 0 (př́ıpad p > 0 se vyřeš́ı ob-
dobně). Necht’ L je libovolné elementárńı rozš́ı̌reńı F a a ∈ L \ K. Je-li
σ libovolný automorfismus L zachovávaj́ıćı F (a) pak také σ(f(a)) = f(a),
tedy f(a) ∈ F (a), tedy existuje racionálńı funkce g ∈ F (X) taková, že plat́ı
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f(a) = g(a). Množina M = {x ∈ F : f(x) = g(x)} je dle 1 bud’ konečná,
nebo jej́ı doplněk je konečný. Má-li velikost N , existuje sentence vyjadřuj́ıćı,
že M má právě N prvk̊u. Tato sentence plat́ı v L, a tud́ıž i v F (nebot’ L ele-
mentárně rozšǐruje F ). To ale znamená, že L neobsahuje žádné nové prvky
této množiny, což je spor. Tedy f(x) = g(x) s výjimkou nejvýše konečně
mnoha bod̊u.

Věta 12. Necht’ p je libovolné prvoč́ıslo, či nula, poté je teorie ACFp úplná,
rozhodnutelná, silně minimálńı, modelově úplná a připoušt́ı eliminaci kvan-
tifikátor̊u.

D̊ukaz. Jelikož množiny axiomů daných teoríı jsou algoritmicky popsatelné
(rekurzivně rozhodnutelné), plyne rozhodnutelnost teoríı z úplnosti. Zbylá
tvrzeńı plynou z dř́ıvěǰśıch vět.

4.3 Aplikace v algebře

Věta 13 (Nullstellensatz). Je-li F algebraicky uzavřené těleso
a P ( F [X1, . . . , Xn] prvoideál, pak VF (P ) 6= ∅.

D̊ukaz. Poznamenávám, že VF znač́ı vrchol daného prvoideálu, tj. množinu
všech x z F takových, že pro libovolný polynom f z P plat́ı f(x) = 0.
Necht’ A je algebraický uzávěr F [X1, . . . , Xn]/P . Z modelové úplnosti plyne,
že A je elementárńım rozš́ı̌reńım F . Dle Hilbertovy věty o bázi je P konečně
generovaný. Můžeme tedy předpokládát, že P = 〈f1, . . . fm〉.
Sentence

∃x1 . . .∃xn

m∧

i=0

fi(x1, . . . xn) = 0

plat́ı v A, nebot’ n-tice (X1/P, . . .Xn/P ) ji dosvědčuje. Z modelové úplnosti
pak plyne, že tato sentence plat́ı i v F .

Využijeme-li faktu, že
√
I je konečným pr̊unikem prvoideál̊u, můžeme

předchoźı d̊ukaz modifikovat a dokázat následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta 14. Je-li F algebraicky uzavřené těleso, I ideál v F [X̄] a 1 /∈
√
I, pak

plat́ı VF (I) 6= 0.
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Kapitola 5

Reálně uzavřená tělesa

5.1 Vlastnosti teorie RCF

Věta 15. Teorie RCF připoušt́ı eliminaci kvantifikátor̊u.

D̊ukaz. Budeme postupovat podobně jako v předchoźım př́ıpadě a využijeme
toho, že pod́ılové těleso uspořádaného oboru integrity má jednoznačně určený
reálný uzávěr. Necht’ F0 a F1 jsou modely RCF a bud’ (R,<) jejich společná
podstruktura. (R,<) je uspořádaný obor integrity, jeho pod́ılové těleso má
tedy jednoznačně určený reálný uzávěr A. Můžeme předpokládat, že (A,<)
je podstrukturou F0 i F1. Necht’ ϕ(y, x̄) je libovolná otevřená formule, ā ∈ R,
b ∈ F0. Plat́ı-li F0 |= ϕ(b, ā), ukážeme, že plat́ı F1 |= (∃y)ϕ(y, ā). K tomu
stač́ı ukázat A |= (∃y)ϕ(y, ā).

Využijeme-li vlastnost́ı uspořádáńı, můžeme podobně jako v d̊ukazu eli-
minace kvantifikátor̊u pro ACF předpokládat, že ϕ(y, ā) je tvaru

l∨

i=1

(
m∧

j=1

fi,j(y) = 0 ∧
n∧

j=1

gi,j(y) > 0

)

,

(atomickou formuli tvaru t 6= 0 lze nahradit pomoćı t2 > 0, atomická formule
tvaru t < 0 je ekvivalentńı −t > 0).
Pro nějaké i tedy plat́ı

∧m
j=1 fi,j(b) = 0 ∧ ∧n

j=1 gi,j(b) > 0. Je-li pro toto i
nějaké z fi,j nenulové, je b algebraické nad R a tud́ıž b ∈ L. Jsou-li naopak
pro tato i všechna fi,j nulová, plat́ı F0 |=

∧m
i=1 gi(b) > 0. Protože A je reálně

uzavřené těleso, každé gi,j pro j = 1, . . .m je součinem člen̊u tvaru X − c a
X2+pX+q, kde p2−4q < 0. Lineárńı členy měńı znaménko v c, naproti tomu
kvadratické členy znaménko neměńı. Existuj́ı tedy α1, . . . , αl ∈ L ∪ {−∞}
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a β1, . . . , βl ∈ A ∪ {+∞} takové, že pro c ∈ F0 plat́ı F0 |= ∧m
i=1 gi(c) > 0

právě tehdy, když
∨l

k=1 αk < c < βk.
Jelikož F0 |= ϕ(b, ā), plat́ı pro nějaké k vztah αk < b < βk, pak ovšem

A |= ϕ
(

αk+βk

2
, ā
)

(př́ıpady, kdy je př́ıslušné α či β rovno nekonečnu, ošetř́ıme
zřejmým zp̊usobem).

5.2 Popis definovatelných množin

Věta 16. Necht’ F je libovolný model RCF a X je v něm definovatelná
množina. Poté X je konečným sjednoceńım interval̊u a jednotlivých bod̊u.

D̊ukaz. Je-li F libovolné těleso a f ∈ F [X], pak {x : f(x) > 0} je sjedno-
ceńım interval̊u. Dı́ky eliminaci kvantifikátor̊u jsou definovatelné množiny
(konečné) booleovské kombinace takovýchto množin a jednotlivých bod̊u.

Věta 17. Teorie RCF je úplná, modelově úplná, rozhodnutelná, o-minimálńı
a připoušt́ı eliminaci kvantifikátor̊u.

D̊ukaz. Modelová úplnost plyne z eliminace kvantifikátor̊u. Dále každé reálně
uzavřené těleso obsahuje (Q, <). Reálný uzávěr Q je tedy podstrukturou
každého reálně uzavřeného tělesa. Z modelové úplnosti plyne, že tato pod-
struktura je elementárńı, tedy RCF je úplná. Jelikož RCF je rekurzivně axi-
omatizovatelná a úplná, je rozhodnutelná, o-minimalita plyne z předchoźı
věty.

5.3 Aplikace v algebře

Věta 18 (Artin-Schreier). Necht’ (F,<) je uspořádané těleso. Poté jsou
následuj́ıćı podmı́nky ekvivalentńı:

1. F je reálně uzavřené

2. F(i) je algebraicky uzavřené (klademe-li i =
√
−1)

3. Je-li p(X) ∈ F (X), a, b ∈ F a plat́ı-li a < b a p(a) < 0 < p(b), pak
existuje c ∈ F , že plat́ı a < c < b a f(c) = 0.

4. Pro každé a ∈ F je bud’ a či −a čtverec a každý polynom lichého stupně
má kořen.
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D̊ukaz. Tvrzeńı je zřejmé z úplnosti RCF a ACF0 a toho, že plat́ı pro R

(v př́ıpadě bodu 2 plat́ı pro dvojici R a C).

Defininice 2. Řı́káme, že množina X ⊂ F n je semialgebraická, jestlǐze
je konečnou booleovskou kombinaćı množin tvaru
{x̄ : f(x̄) > 0} a {x̄ : f(x̄) = 0}, kde f ∈ F [X̄].

Poznámka: Zřejmě jsou semialgebraické množiny přesně ty, které jdou
definovat formulemi bez kvantifikátor̊u.

Věta 19 (Tarski-Seidenberg). Necht’ F je reálně uzavřené těleso, pak pro-
jekce semialgebraické množiny je semialgebraická množina.

D̊ukaz. Jelikož RCF připoušt́ı eliminaci kvantifikátor̊u, je tvrzeńı zřejmé
z definice semialgebraických množin a charakterizace definovatelných množin.

Věta 20. Je-li F reálně uzavřené těleso, je uzávěr semialgebraické množiny
semialgebraický.

D̊ukaz. Označme %(x̄, ȳ) =
√∑

(xi − yi)2.
Uzávěr množiny A je tedy množina {x̄ : ∀ε > 0(∃ȳ)(ȳ ∈ A ∧ %(x̄, ȳ) < ε)},
která je semialgebraická d́ıky tomu, že RCF má eliminaci kvantifikátor̊u.

Věta 21. Necht’ F je reálně uzavřené těleso. Jestlǐze X ⊂ F n je uzavřená
omezená semialgebraická množina, a f : X → F n je spojitá semialgebraická
funkce, pak i f(X) je uzavřená a omezená.

D̊ukaz. Jestliže F = R tvrzeńı plat́ı, nebot’ X je kompaktńı a spojitý obraz
kompaktńı množiny je opět kompaktńı. Necht’ tedy ϕ(z̄, ā) definuje množinu
X a ψ(x̄, ȳ, b̄) definuje funkci f . Existuje LOR sentence Ψ tvrd́ıćı, že pro
každé ᾱ a β̄ plat́ı: Je-li Y = ϕ(z̄, ᾱ) uzavřená omezená množina a ψ(x̄, ȳ, β)
definuje spojitou funkci s definičńım oborem Y , poté je obraz Y při této
funkci uzavřený a omezený. Jelikož tato sentence plat́ı v R, plyne z úplnosti
RCF, že plat́ı v každém reálně uzavřeném tělese.

Defininice 3. Necht’ f(X1, . . .Xn) je funkce na reálně uzavřeném tělese F .
Řı́káme, že f je pozitivně semidefinitńı, jestlǐze pro každé ā ∈ F n plat́ı
f(ā) ≥ 0.
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Věta 22 (Artin). Necht’ f je pozitivně semidefinitńı racionálńı funkce na
reálně uzavřeném tělese F , poté lze f zapsat jako sumu čtverc̊u racionálńıch
funkćı na F .

D̊ukaz. Využijeme následuj́ıćı algebraické lemma:

Je-li H uspořádané těleso, ve kterém −1 a a nejsou součtem čtverc̊u, pak
existuje uspořádáńı H , při kterém je a záporné (viz [1]).

Předpokládejme, že f(X1, . . .Xn) je pozitivně semidefinitńı racionálńı funkce,
která neńı součtem čtverc̊u. Dle lemmatu existuje uspořádáńı< tělesa F (X̄),
ve kterém je f < 0.
Označme K reálný uzávěr uspořádaného tělesa (F (X̄), <). Zjevně plat́ı
K |= ∃ȳf(ȳ) < 0. Dı́ky modelové úplnosti tato sentence plat́ı i v F , což
je ve sporu s předpokladem, že f je pozitivně semidefinitńı.

Stejně se dokáže reálná verze Nulstellensatz:

Věta 23 (Dubois-Reisler). Necht’ F je reálně uzavřené těleso a I je ideál
v F [X̄]. Poté I = I(V (I)) právě tehdy, když pro každé n plat́ı

a1, . . . an ∈ I ↔
∑

a2
i ∈ I.
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Kapitola 6

Závěr

Ukázali jsme, že eliminace kvantifikátor̊u je velice silný pojem, ne všechny
teorie ji však maj́ı. Otázkou z̊ustává, kdy lze rozš́ı̌rit danou teorii a jej́ı jazyk
tak, aby vzniklá teorie měla eliminaci kvantifikátor̊u a přitom jsme dovedli
ř́ıct něco smysluplného o definovatelných množinách. Rovněž nás zaj́ımá, jak
takové rozš́ı̌reńı vypadá.
V př́ıpadě N, Z, Q je složitá struktura definovatelných množin zp̊usobena
t́ım, že v daných strukturách jdou definovat přirozená č́ısla. Otázkou z̊ustává,
jestli je tato podmı́nka i nutná (tj. pokud má LOR-struktura v nějakém
smyslu složitou strukturu definovatelných množin, jestli v ńı už nutně muśı
j́ıt definovat přirozená č́ısla).
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