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Abstrakt: V predlozené praci se zabyvame zptsobem vizualizace numeric-
kyrch FeSeni parcialnich diferencialnich rovnic na omezené oblasti v IR?. Nu-
mericka feSeni ziskdme pomoci vhodnych numerickych metod ve tvaru ne-
spojitych po c¢astech polynomialnich funkci. Pouzivame dva typy vizuali-
zace jednak pomoci barevnych diagramti a dale pomoci isokiivek. Tyto
vizualizace umime jednoduse aplikovat na po c¢astech konstantni funkce
resp. po c¢astech linearni funkce. Pro numericka feseni ve tvaru polynomial-
nich funkci vyssitho stupné navrhneme vhodné algoritmy po ¢astech kon-
stantni resp. po ¢astech linearni aproximace. Navrzené algoritmy a oba zpu-
soby vizualizace implementujeme. K implementaci pouzijeme balik grafic-
kych knihoven PGPLOT. Na nékolika obrazcich prezentujeme ukazky vizu-
alizace.
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Abstract: In the present work we study visualization techniques of nume-
rical results of partial differential equations on a bounded domain in IR?.
We obtain the numerical results with the aid of the efficient numerical
methods as the discontinuous piecewise polynomial functions. We use two
visualization techniques, the first with the aid of color maps and the se-
cond with the aid of the isolines. The visualizations we can simply apply
on the piecewise constant functions or on the piecewise linear functions.



For the polynomial functions of the higher degree we propose efficient algo-
rithms for the piecewise constant and the piecewise linear approximation.
We implement the proposed algorithms and both visualization techniques.
We use for the implementation the graphics subroutine library PGPLOT.
Several visualization examples are presented.

Keywords: visualization of the numerical results, numerical results of the par-
tial differential equations, piecewise polynomial functions, PGPLOT



Kapitola 1

Uvod

Radu piirodnich, technickych & spolecenskych jevil lze popsat pomoci sou-
stavy parcialnich diferencialnich rovnic. Uvedme piikladem proudéni teku-
tin, akustiku, pruznost téles, elektromagnetické jevy nebo aplikace v ekono-
mii. Vypoc¢tova matematika se zabyva numerickym feSenim téchto soustav
rovnic. Existuje nékolik riiznych metod zejména metoda konec¢nych diferenci,
metoda konec¢nych prvki, metoda konecnych objemii, spektralni metody a
dalsi. Vétsina téchto metod je zalozena na po castech polynomialni apro-
ximaci. Tyto po ¢astech polynomialni funkce jsou reprezentovany pomoci
svych hodnot na jisté mnoziné bodl. Vysledkem je tedy mnozstvi dat, ktera
nedavaji snadnou predstavu o ziskaném feSeni, proto je potfeba ziskana fe-
seni vhodné vizualizovat napr. pomoci isokfivek viz. obr.1.1 ¢ barevnych
diagramii viz. obr.1.2.

Vétsina stavajiciho softwaru napt. TECPLOT [2] vizualizuje pouze po ¢as-
tech konstantni a spojité po castech linearni aproximace. Pro po castech
konstantni aproximace se pouziva vizualizace pomoci barevnych diagramt.
Barevny diagram ziskdme obarvenim ploch, kde barvené spektrum odpo-
vida danému rozsahu hodnot. Pro po c¢astech linearni aproximaci lze po-
uzit vizualizaci pomoci isokfivek. Na kazdém elementu spojime dva body
dané hodnoty isoktivky. Tyto dva zptsoby vizualizace vyuzivaji vlastnosti
grafického softwaru vyplnit polygon barvou a spojit dva body ¢arou. V po-
sledni dobé se tispésné rozviji také metody vyssiho fadu, tj. metody vedouci
na po ¢astech polynomialni feseni s polynomy stupné vétsiho nez 1, coz vede
k naroc¢nosti na vizualizac¢ni software. V této praci se budeme zabyvat vizua-
lizaci po ¢astech polynomialniho feseni, které miize byt i s polynomy stupné
vyssiho nez 1. Zpusob vizualizace musi byt dostatecné presny a soucasné
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Obrazek 1.1: Ukazka vizualizace numerického feSeni pomoci isocar.
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Obrazek 1.2: Ukazka vizualizace numerického feSeni pomoci barevnych dia-
gramd.



dostatecné efektivni. Pouzijeme vyse uvedené vizualiza¢ni techniky tak, aby
zustala presnost a efektivita zachovana.

Vizualizace je konecnou fazi postupu feseni problému zadaného pomoci sou-
stavy parcialnich diferencialnich rovnic u € V', kde V' je prostor funkei s nor-
mou ||.||,,. Pfedpokladame, Ze pro zadany problém existuje jednoznacné fe-
seni. Numerické polynomiélni feseni u; € Vj, ziskané pomoci vhodnych nu-
merickych metod aproximuje toto feseni. V}, je kone¢né dimensionalni pod-
prostor prostoru V' po ¢astech polynomiélnich funkci. Pfi této aproximaci
se dopoustime chyby ||u — ||y, kterou umime v fadé pfipadi odhadnout.
Pro vizualizaci po ¢astech polynomialniho feseni vyssiho stupné musime
navrhnout dalsi aproximaci numerického feSeni, nez pfistoupime k samotné
vizualizaci. Ziskdme feSeni uy,. z prostoru po ¢astech konstantich funkci a wuy,
z prostoru po ¢astech linearnich funkci. Pti téchto aproximacich se dopus-
time dalsi chyby [|un — wne|ly @ ||un — unilly , kterou se pokusime odhadnout.
Cilem této prace je tedy vizualizace po ¢astech polynomialnich funkei pomoci
programu PGPLOT [1], které ziskdme numericky feSenim soustav parcidl-
nich diferencialnich rovnic. Budeme se zabyvat numerickym fesenim v roviné
na omezené oblasti, ktera je rozdélena pomoci trojuhelnikt na kone¢ny pocet
elementti. Na kazdém elementu je urcen polynom daného stupné. Nepred-
pokladame nutné, Ze je tato aproximace spojita. Pouzijeme dva uvedené
zpusoby vizualizace pomoci barevnych diagramt a pomoci isokiivek.
Vizualizaci pomoci barevnych diagramii umime snadno aplikovat na po ¢as-
tech konstantni feseni. Pomoci spektra barev obarvime kazdy trojihelnik
barvou pfislusnou konstantni hodnoté na daném elementu. Pro obecné fe-
Seni pomoci polynomu vyssiho stupné hledame nejprve vhodnou po ¢astech
konstantni aproximaci. Vizualizaci pomoci isokfivek lze jednoduse apliko-
vat na po Castech linedrni feSeni. Isokfivka spojuje body stejnych hodnot.
Snadno ur¢ime na hranach elementu body urcené hodnoty isokfivky a sa-
motnou iskorivku ziskdme spojenim téchto bod. Pro obecné polynomialni
feseni hledame po ¢astech linearni aproximaci.

V nasledujici kapitole se vénujeme teorii aproximace. Podle ziskanych teo-
retickych vysledkil navrhneme vhodné algoritmy pro piepocet numerického
feseni a algoritmy implementujeme. Takto ziskana nova feSeni nam déavaji
vstupni data pro samotnou vizualizaci, kterou budeme realizovat pomoci ba-
liku grafickych knihoven PGPLOT. Implementaci navrzenych metod aproxi-
mace po c¢astech polynomiélnich feseni a implementaci samotné vizualizace
se vénujeme ve tfeti kapitole. V zavéru prace prezentujeme na nékolika ob-
razcich vysledky numerickych experiment.



Kapitola 2

Teorie aproximace

Jak jsme jiz uvedli v tvodu, v této kapitole navrhneme metody aproxi-
mace numerickych feseni ve tvaru po ¢astech polynomialnich funkci obecné
vyssiho stupné nez vyzaduje zptsob zvolené vizualizace. Obéma zptisobtim
vizualizace se budeme vénovat zvlast v odstavcich této kapitoly. Zacneme
zakladnimi popisem problému. Pfipomeneme nékteré definice a néktera tvr-
zeni, jejichz pomoci hledame optimalni metody aproximace. Posledni odsta-
vec této kapitoly vénujeme odhadtm chyb.

2.1 Zakladni pojmy

Nejprve definujme nékolik zakladnich pojmt, obecné zadani problému a pti-
slusné prostory funkci a jejich normy.

Lebesgueovy prostory

Necht € znaci libovolnou Lebesgueovsky méfitelnou mnozinu v IR". Inte-
gralem rozumime Lebesguetv integral. Rekneme, Ze dvé méfitelné funkce
definované na ) jsou ekvivalentni, jestlize jsou rtizné nejvysSe na mnoziné
miry nula. Pro p € [1,00) zna¢ime symbolem LP(Q2) linedrni prostor vSech
(t¥id ekvivalentnich) funkci méfitelnych na €, pro které plati

/ |f|Pdx < oo.
Q0

Prostor LP(£2) je Banachtiv prostor s normou

ey = ([ 177ae) "
9



Definice problému a jeho feSeni

Necht Q € IR", n = 2 je omezend oblast. Necht u :  — IR predstavuje
presné feSeni problému zadaného pomoci soustavy parcialnich diferencial-
nich rovnic a prislusnych okrajovych podminek:

Necht f: Q+— Rag: 00— IR

Lu = f, vQ
Bu = g, na 0,

kde L a B jsou jisté diferencialni operatory reprezentujici danou tlohu.
Dale piedpokladdme, Ze u € L?(£2)

Definovali jsme feseni u obecného problému zadaného pomoci soustavy dife-
rencidlnich rovnic. Najit analyticky feSeni tohoto problému mize byt obecné
velmi obtizné nebo i nemozné. Pouzitim vhodnych numerickych metod mi-
zeme najit ptiblizné feseni wu,, na prostoru S;, po ¢astech polynomialnich
funkci. Nez pfistoupime k presné definici prostoru Sj je tfeba danou oblast
rozd€lit na mensi podoblasti, v nasem piipadé trojihelniky.

V nésledujicih dvou odstavcich zavedeme nékolik pojmi a uvedeme néktera
tvrzeni z teorie kone¢nych prvki viz. Ciarlet [3].

Déleni oblasti a numerické feSeni

Déleni uzaviené mnoziny ) na koneény pocet podmnozin K, které tvorii
mnozinu 7} nazveme triangulaci oblasti €2, jestlize spliiuje vlastnosti:

- VK € Ty, je uzaviena mnozina, vnitiek mnoziny K je neprazdny a souvisly.
- Hranice 0K VK € T}, je Lipschitzovsky spojita.

- Q= Uger, K

- Prinik vnittkd libovolnych dvou mnozin z T}, je prazdny.

Necht &, ..., &1 € R, & = (&), jsou body v IR" takové, ze matice

Su 12 - St
1 &2 . ot
A= : : :

Q§n1 gnZ gnn—l—l
1 1 ... 1

10



1—simplex 2—simplex 3—simplex

Obrazek 2.1: Priklady n-simplexti.

je regularni tj. body nelezi v nadroviné. Rekneme, Ze konvexni obal K bodi
(€)™} je n-simplex v IR™. Body &1, ..., &1 nazveme jeho vrcholy.

Barycentrické soufadnice A\; = A;(z), 1 < j < n + 1, libovolného bodu
x € IR", definujeme jako jednoznac¢né feseni linearni soustavy

Zn+11 2] = Ty, 1 S 1 S n,
Zn—l—l )\ — 1

Je-li n = 2, pak necht €}, znac¢i polygonalni aproximaci oblasti Q. Tzn. Ze
hranice 0€2;, oblasti €2, se sklada z kone¢ného poctu uzavienych po ¢astech
linearnich kiivek. Pak mizeme definovat triangulaci 7}, oblasti €2, sloZzenou
z 2-simplexi takovou, ze spliiuje vyse uvedené vlastnosti.
Nepredpokladame dalsi ¢asto pouzivanou vlastnost triangulace, ze prinik
dvou riznych trojihelniku je bud hrana nebo vrchol nebo jsou disjunktni.

Bud dale hx = diam(K) pro kazdy n-simplex K € T}, h = markern, hi.

Ptiblizné teSeni u;, daného problému ziskané pomoci vhodnych numerickych
metod hledame v prostoru nespojitych po ¢astech polynomialnich funkci

Sh = {U;U‘K c Pk(K), VK ¢ Th},

kde Py(K) znaci prostor vSech polynomi na K stupné < k.

11



Obrazek 2.2: Priklad nespojitého po ¢astech polynomialniho FeSeni.

Kazdé takové po c¢astech polynomidalni feSeni u;, bude na kazdém elementu
K uréeno svymi hodnotami na mnoziné Li(K), jak ndm Fika nasledujici
tvrzeni.

Necht K je n-simplex s vrcholy (&;)7!. Pak pro dané k € IN je kazdy
polynom p € P (K) jednoznacné uréen svymi hodnotami na mnoziné
Li(K) = { o= LG Dt
\i € {0,%,...,’“—;1,1},1 §j§n+1}.

Definujeme n-simplex stupné k jako trojici (K, Pk, Xk):

K je n-simplex s vrcholy &, ...,&,41

Px = Py(K)

Yk ={p(2); z € Lp(K)}, kterou budeme nazyvat mnozinou stupii volnosti.
Definujeme bazové funkce p; € Pk,i = 1,...,dim(Px) prostoru Pk tak, Ze

pi(zj) :51']'7 j = 1,,d1m(PK)

12



Pocet prvki mnoziny Ly (K) je roven dimenzi prostoru Pp.
Plati tedy

p= Z p(z)pi, Vp € Pk.

Nasim tkolem je vizualizace po ¢astech polynomialniho feseni w,. Pfedpo-

Obréazek 2.3: Mnozina Ly(K) a L3(K).

kladdme, ze ndm toto reSeni bude dano ve tvaru mnoziny dat tedy mnoziny
hodnot polynomu a stupné polynomu na jednotlivych elementech déleni ob-
lasti €2,. Podobné nam bude dan soubor dat urcujici déleni oblasti €.
Abychom nemuseli pracovat s kazdym elementem zvl4st, hodi se nam nésle-
dujici tvrzeni, kterd popisuji moznost vychazet z jednoho tzv. referenc¢niho
elementu, v nasem piipadé to bude obvykle jednotkovy simplex, a pomoci
afinnich regularnich zobrazeni konstruovat ostatni n-simplexy stupné k a
popsat jejich vlastnosti.

Jednotkovy simplex

Ptredpokladejme, ze mame danu mnozinu n-simplexii stupné k. Nasim cilem
je popsat ji co nejjednoduseji.

Zavedeme jednotkovy n-simplex a pomoci jednotkového n-simplexu stupné k
a afinnich regularnich zobrazeni mtzeme definovat vSechny ostatni n-simplexy
stupné k.

13



Definujme jednotkovy n-simplex K ureny vrcholy d; = (1,0, ...,0), as
(0,1,0,...,0),...,a, =(0,...,0,1),Gp41 = (0,...,0).
Pro libovolny n-simplex stupné k (K, Py, Y ) existuje afinni zobrazeni F' :

R" — IR™

F(t) = Bt+0b,
kde B € IR™™" je regularni matice, b € IR"
takové, ze
F(K)=K,
Pr={p:K— R; p=p.F ' pe P},
Yk =A{p(F(2)); 2 € Li(K)}.

[0;1

[0:0] [1:0]

Obrazek 2.4: Afinni zobrazeni F : K — K.

Necht K je libovolny n-simplex s vrcholy (&;)

611 - gln—l—l 612 - gln—l—l

BK _ 521 _.§2n+1 522 _.§2n+1

gnl - gnn—l—l 5712 - gnn—l—l

By je regularni a definujeme zobrazeni F :

n+1
i=1

a
gln - €1n+1
€2n - €2n+1
gnn - gnn-‘rl

R" — IR" vztahem F(t)

N/

Bit+bg, kde b = (€141, E2n11, - - - Eant1)- Pak zobrazeni Fy splituje pravée

vyse uvedené podminky.

Uvedeme jesté vétu o substituci a postup hledani minima funkce, tyto zna-

losti budeme dale nutné potfebovat.

14



Véta o substituci

Pri urcéovani chyby se ndm bude hodit nésledujici tvrzeni z teorie Lebesgu-
eova integralu.

Necht G C IR™ je oteviend mnozina a ¢ : G — IR™ je zobrazeni diferenco-
vatelné v bodé = € G. Matice linearniho zobrazeni ¢/(t) se nazyva Jacobiho
matice zobrazeni ¢ v bodé ¢.

Pro m = n je Jacobiho matice ¢tvercova a jeji determinant nazveme Jako-
bidnem zobrazeni ¢ v bodé t. Znacime Jy(t).

Véta o substituci: Necht G C IR" je oteviend mnozina a ¢ : G — IR" je
prosté regularni zobrazeni. Necht f je funkce na M C ¢(G). Potom

dv= [ £)|J5(t)]dt,
J f@de= [ o))
pokud alespon jedna strana méa smysl.

Hledani minima funkce v IR"

P1i hledani minima funkce z IR" do IR vyuzijeme nasledujiciho faktu.
Necht G € IR? je oteviena konvexni mnozina a fce f : G +— IR mé v bodé
a € (G nulové parcialni derivace.

Je-li f ryze konvexni na G, pak v a ma f ostré minimum na G.

Dale plati nasledujici postacujici podminky pro vysSetfeni konvexity funkci
vice proménnych:

Necht f: G — IR mé spojité druhé parcidlni derivace na konvexni oteviené
mnoziné G € IR? a Hessova matice je pozitivné definitni na G. Pak je f ryze
konvexni na G.

Hessova matice je symetricka ¢tvercova matice druhych parcialnich derivaci.
K vySetfeni pozitivni definitnosti matice pouzijeme Silvestreho pravidlo:
Necht Q = (a;;);;—; je Ctvercovd matice typu n x n. Uvazujme dj, deter-
minanty ¢tvercovych matic pro (aij)ﬁ j=1, pro k = 1,... n. Jsou-li vSechny
kladné, pak () je pozitivné definitni.

15



2.2 Po castech konstantni aproximace

Mame dano néjaké po ¢astech polynomialni numerické feseni u;, na omezené
oblasti €, a radi bychom toto feSeni vizualizovali pomoci barevnych dia-
graml. Program PGPLOT, ktery pouzijeme k implementaci, umi vyplnit
polygon barvou, kterou mu zaddme. Pokud mame déno po ¢astech kon-
stantni feSeni, pficemz oblast €2, je rozdélena pomoci trojuhelnikd, kazdé
konstantni hodnoté priradime urcitou barvu spektra a kazdy trojihelnik
vyplnime barvou piislusnou konstantni hodnoté na tomto trojuhelniku.

V ptipadé, kdy dané numerické feseni sestava z polynomu vyssiho stupné,
potfebujeme navrhnout vhodnou metodu na prevod nespojitého po c¢astech
polynomialniho feseni u; na nespojité po castech konstantni reseni, které
budeme znacit uy.. Jednoduchy zpiisob, jak prevést polynom na konstantni
funkci, je vzit aritmeticky primér hodnot ve vrcholech trojuhelnika. Pro pti-
Pokusime se navrhnou podobné jednoduchou metodou aproximace, ktera
bude srovnatelné efektivni v narocich na dobu vypoctu a ktera se da snadno
implementovat. Dalsi pozadavkem bude dostatecna presnost. Pokusime se
najit optimalni aproximaci polynomialni funkce konstantni funkci v L2-
normeé.

Necht je ddna omezend oblast €, C IR? a triangulace této oblasti, kte-
rou znac¢ime 7;, a nechf je ddno po ¢astech polynomialni numerické feSeni
up. Necht T je jeden z elementu triangulace 7, u, € Sy, pak u|r je po-
lynom stupné k& na K. Necht uy. je hledand po ¢astech konstantni funkce.
Une|T = c7, 7 € IR je konstantni funkce na 7. Hleddme takovou funkci uy,,
ktera aproximuje u; na 7' s minimalni chybou Eo v Ly normé. Definujeme
chybu E¢(T):
Ec(T) = [lun, — unell p2(r) -

Hledame tedy cr € IR tak, ze:
or = argminge g [|un — 5||L2(T)

Necht
er(€) = |Jun — 6||L2(T)

znaci funkci proménné ¢.

argminge ; er(¢) = argmingc g [lu, — 5HL2(T) = argmingc p [lu, — 5"22@)

16



Ukazme, ze funkce, ze které hleddme minimum, je kvadraticka funkce, ktera
ma koeficient u kvadratického ¢lenu kladny. To znamend, Ze je funkce kon-
vexni a tedy existuje pravé jedno minimum na IR.

lun = &l7ery = /T jun — & da = /T(52 — 2up(@)¢ + up (x))dr =
= [T +né+ay, o €Ri=1,2
a = / —2up,(x)dx
T

ay = /ui(w)dx
T

Integrujeme funkci podle prostorové proménné x, proto jsme mohli vytknout
¢ jakozto konstantu nezavislou na x. Naopak realna cisla «; ziskana integraci
jsou konstantni vzhledem k funkci, ze které hleddme minimum, a neovlivni
pro nas dulezitou konvexitu kvadratické funkce.

Hledané cr, pro které je funkce e (¢) minimalni je feSenim rovnice

0

~112
9 [Jun — CHL2(T) =0

0 _ .
= 5(|T|02+a10+a2)
= Q‘T‘E—O—Ozl :0,

¢imz dostavame vyjadieni cp:
1
2T

1
= —— [ 2
3] |/ up(x)de

= %/Tuh(:c)dx

Cr =

Ziskali jsme obecny vzorec, ktery plati nejen pro polynomidlni funkce uy,, ale
obecné pro funkce u;, € L*(€). Déle tento vztah upravime pro polynomialni
funkce, abychom ziskali jednoduchy obecny vzorec vyjadieny pomoci hodnot
urcujici polynom na kazdém elementu.
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Vyuzijeme toho, Ze existuje afinni zobrazeni Fr, pro kazdy n-simplex T
a pomoci véty o substituci prevedeme rovnici, kterd ndm déava hledanou
konstantu, na jednotkovy n-simplex.

1
cr = m/Tuh(x)dx
|detBT|
= ] Tuh(F(t))dt

V naSem ptipadé n = 2 a tedy T je jednotkovy trojihelnik. Navic pro kazdy
libovolny trojaihelnik 7" plati néasledujici vztah:

\det By| = 2|7 .

Potom
or =2 / un(F(1))dt.
T

Polynom wy|7 je uréen jednoznacéné stupni volnosti. Mnozina stupna volnosti
je pri vhodném poradi stejnd pro us|r a up|z. Pro kazdy stupeil polynomu
k, tak dostaneme obecny vzorec pro urceni konstanty cr.

Piiklad: Necht & = 2 a hodnoty u;, i = 1,2, 3 urcuji polynom wuy|r ve vrcho-

lech libovolného trojuhelniku 7" a hodnoty w;, ¢ = 4,5,6 ve stfedech hran.
Potom

or = 2 /T un(F(£)dt
1 p1—t; 6
070 o1

1
= g(U4 +U5 +U6)

Podobné jednoduché vzorce ziskame pro ostatni stupné polynomu. Tyto vy-
sledky shrneme v dalsi kapitole.
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2.3 Po castech linearni aproximace

Barevné diagramy jsou pomeérné efektni a nazorny zptisob vizualizace po ¢as-
tech polynomialnich numerickjch feSeni. Druhy zptisob pomoci isocar je
presnéjsi a dava nam lepsi informaci o ziskaném feSeni. Vzhledem k tomu,
zZe se zabyvame nespojitym feseni, mizou se ndm pomoci isocar tyto nespoji-
tosti 1épe zobrazit. Nasim tikolem je najit zptlisob, jak popsat tyto isokfivky.
Samotné zobrazeni obecné kiivky se nejefektivnéji provede pomoci po ¢as-
tech linearni kiivky. Graficky software umi spojit dva body carou. Pokud
mame dano po ¢astech linearni feSeni, mizeme urcit isocary na kazdém ele-
ve kterych je hodnota feSeni rovna hodnoté isocary, a tyto body vhodné
spojime.

V pripadé, kdy dané numerické feseni sestava s polynomt stupné vétsiho
nez 1, pottebujeme navrhnout vhodnou metodu na ptfevod nespojitého po ¢as-
tech polynomialniho feseni u;, na nespojité po ¢astech linearni reseni, které
budeme znacit uy;. Pomérné jednoduchy zptisob na implementaci, ktery by
zaroven zachoval spojitost isocar na elementech numerického feseni, je rozdé-
lit kazdy element na nékolik mensich trojihelniku a ve vrcholech urcit hod-
notu reseni. Pomoci hodnot ve vrcholech je urcena linearni funkce na kazdém
takovém trojuhelniku. Ziskame po castech linearni aproximaci numerického
feseni.

Vzhledem k tomu, ze numerické feseni je nespojité nebudeme spojitost po-
zadovat a navrhneme metodu podobnou, ktera vyuzije optimalni aproxi-
mace polynomialni funkce linedrni funkei v L?-normé. Tim se zabyvame
dale v tomto odstavci.

Necht je ddna omezené oblast €, C IR? a triangulace této oblasti, kterou
zna¢ime 7;, a necht je ddno po ¢astech polynomidlni numerické Feseni wuy,.
Necht T je jeden z elementu triangulace 7y, u, € Sy, pak uy|r je polynom
stupné k na T'. Necht uy, je hledana po ¢astech linedrni funkce, pak uy|r je
linearni funkce na 7T'. Hledame takovou funkci uy;, ktera aproximuje u, na T
s miniméalni chybou Ej v Ly normé. Definujeme chybu E¢(T):

Er(T) = |lun — unll p2p)

Na rozdil od konstantni aproximace prevedeme problém hledani minima
rovnou na jednotkovy n-simplex. Necht

er(lr) = lun = lrll oy > Ir € M,
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kde 7 znaci zobrazeni z M do IR, kde M je mnozina vSech linedrnich funkeci
na 7'

. : 2
argming,_ s |lun — ZTHL?(T) = argming, ¢ |lus — ZTHL?(T)

Vyuzijeme véty o substituci a afinniho zobrazeni F'.

2 2
fun = trllfery = [ fun =t do

- |detB|/|uh-F—lT-F|2dt
T

Konstanta |det B| nema vliv na minimum a tedy
argming, cy [|un — Ir(| 2y = argming, ¢y /T jun - F =l - F|*dt.

Ozna¢me l; = lp - F' a polynom 4, = wyp - F'. Hleddme takovou funkci
m. linedrni na T, pro kterou bude hodnota posledniho integralu minimalni.
Puavodné hledanou linedrni funkei uy,|r ziskdme pomoci inverzniho zobrazeni
k F: uhl‘T:TTlT'F_l.

Zaroven se nebudeme zabyvat obecné vSemi dimenzemi a tak nechf dale
n=2.

Linearni funkce zapiseme pomoci jejich koeficientti

Ly =d%y, dy € R® d = (do,dy,dy)T,y = (1,t,t5)7, t €T

myg = mTy, m,y € R} m = (mo,ml,mz)T,y = (1,t1,t2)T, tc K.

Hledame koeficienty m, které urci linearni funkci m
. ~ T |2
m = argmingps /T ‘uh —d y’ dt

1 1t 2 2
= argmindemg /0 /0 ( Z dld]yzy] — 211h Zdly@ + ﬁi) dtg dtl
1=0

i.j=0

1 opl—ty 2 2
= argminde]Rg / / (Z d?t? + ledgtltz + 2 Z dodltz —+ dg —
070 i=1

i=1

2
=20y, (do + > dit;) + G;,) dtz dty
=1
2

: 1 1 1 1 2
= argming ps (Z(Edf + gdodi) + §d3 + Ed1d2 + > (—aid;i + 3),
=1 =0

20



kde «;,7=0,1,2 a § jsou realna ¢isla nezavisla na volbé koeficientl d;:

(%IQ/@MNM i=1,2
T

a0:2/ﬁhdt
T

5:/@%& i=1,2
T

Ukazme, ze funkce, ze které hleddme minimum, je ryze konvexni a tedy ma
minimum v bodé m, kde jsou vSechny parcialni derivace nulové. Oznac¢me
tuto funkci M(d):

2.1 1 1 1 2
M(d) =Y (=5d? + Sdod) + 5dg + —didy + Y (—ud; + )
=12 3 2 12 P

Hessova matice druhych parcidlnich derivaci M vypada nasledovné:

OO = =
e =TT
oI et

Pomoci Silvestrova pravidla ovéfime, Ze tato matice je pozitivné definitni
a tedy funkce M (d) je ryze konvexni. Hledané m dostaneme jakoZto feSeni
soustavy linearnich rovnic:

o
—M(d)=0, i=0,1,2
Oa

Tuto soustavu muzeme zapsat maticove:

m = (OZO, g, Oéz)

W—W|—= =
E|>—A®|>—Ao:)|>—l
SI-ge 1—

Matice je regularni. Dostaneme jednoznac¢né feSeni m a tedy i linearni funkci
my na jednotkovém trojuhelniku:

mo = 90(0 — 120[1 — 120(2
m; = —120(0 + 240(1 + 12042
mo = —120(0 + 120&1 + 240&2
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Pomoci stupnti volnosti polynomu mutzeme pro polynomy stejného stupné
urcéit obecné vzorce pro stupné volnosti aproximativni linearni funkce.

Pfiklad: Necht k& = 2 a hodnoty w;, ¢ = 0,1,2 urcuji polynom u; ve vr-
cholech a; libovolného trojihelniku K a hodnoty wugq, ugs, w12 ve stfedech

hran. Potom

&%)

03]

6%)

g(um + uo2 + u12)

1
@(—Uo + 2uy — ug + 8ugy + 4uge + 8uiz)
1
@(—uo — uy + 2us + 4ugy + 8uge + 8uis)

Stupné volnosti volnosti v;, ¢ = 0, 1, 2 ve vrcholech a; trojuhelniku K urcéuji
aproximativni linearni funkei wuy|f-.

Vo

(%1

V2

E(QUO — U] — Uy + 3UO1 + 3U02 — U12)

g(—UQ + 2U1 — Uy + 3U01 — Ugg + 3u12)
1
g(—UO — U + 2u2 — Up1 + 3UO2 + 3U12)

Pro kazdy stupenn polynomialniho feSeni ziskdme podobné obecné vzorce.
Opét nekteré dalsi vysledky uvedeme v kapitole, ktera se vénuje implemen-

taci.
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2.4 Odhady chyb

V poslednim odstavci této kapitoly se budeme vénovat odhadiim chyb na-
vrzenych metod vizualizace v L? normé. Presn&ji nis zajima chyba mezi
po castech linearni aproximaci uy; a po ¢astech polynomialnim feSenim wuy,
které jsme ziskali pomoci numerickych metod vhodné zvolenych na zadany
problém, a analogicky budeme vysetfovat také chybu mezi po c¢astech kon-
stantni aproximaci up. a numerickym fesenim wuj. Tuto chybu porovname
pravé s chybou, ktera vznikla pfi pouziti numerickych metod.

Nez pristoupime k samotnym vypoctim chyb, ukdzeme jesté zptisob, jak
mutizeme pomoci dalsiho déleni elementii triangulace zpresnit aproximaci nu-
merického feseni. Tento postup jsme uz vyse naznacili. Volime takové déleni,
abychom opét ziskali triangulaci s vlastnostmi jako ma ptivodni. Jako velmi
jednoduchy zptiisob se zda byt rozdéleni kazdého trojuihelniku na nékolik
mensich trojihelniku. Tento zpiisob popiseme podrobné;ji.

Necht je tedy dana triangulace T}, omezené oblasti €2, C IR? a necht K € T},
je jeden z trojuhelnikt této triangulace. Trojihelnik rozdélime na nékolik
mensich trojuhelniku tak, ze zvolime N € IV a kazdou hranu trojihelnika
rozdélime ekvidistantné Nx — 1 body. Spojime kazdé dva takové body dvou
riznych hran, pokud jejich spojnice je rovnobézna s tfeti stranou. Vznikne
nam sit, kterd rozdgli trojuhelnik na N7 mensich trojthelniki viz. obr.2.5.
Volba N ovlivni vypocet chyb. Mohli bychom volit Ny rtzné pro kazdy

Obrazek 2.5: Ukazka rozdéléni trojuhelnika K pro Nk = 4.

element, ovsem pii aplikaci volime Nk podle stupné polynomialniho feseni.
Abychom obé triangulace odlisili ozna¢me vzniklou triangulaci 7j,.
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Nyni pristoupime k odhadim chyb. Nejprve pfipomeneme néktera znaceni,
ktera jsme uz pouzili a zavedeme néktera nova.

Definujeme chybu v prostoru L?(€;,) mezi po ¢astech polynomidlnim nu-
merickym TeSenim wu;, a aproximacemi uy; a Upe.
Pro po castech konstantni aproximaci

Ec(Qn) = [lun — nell 12(q,,)

a pro po Castech linearni aproximaci

Er() = llun — unllp2(q,) -

Predpokladejme, Ze jsme urcili vhodné déleni piivodni triangulace 7}, a zis-
kali triangulaci 7, jak je popsano vyse.
Necht K € T}, je libovolny trojuhelnik z ptivodni triangulace a necht Nx €
IN urcuje déleni trojuhelniku K. Necht mnozina 75, (K) znaci déléni troju-
helniku K € Tj;:

T(K)={T €T, | TCKeT,}

Déle ozna¢ime lokalni chyby na kazdém trojihelniku K € T}, v normé L?
konstantni i linedrni aproximace:

Eo(K) = lun = nel| 12
E(K) = |lun —unill o) -

Analogicky znacime také chyby na trojuhelnicich T' € 7.
Ziejmé plati nasledujici vztahy:

EL () = KX; E¢(K) ZTX; E¢(T)
Ei () = Y Ei(K)= ZTE%(T)
EA(K) = Y. EXT)

TeT,(K)
E}(K) = Y EXD).
TET,(K)
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Daéle ozna¢ime ug a ur polynomidlni funkce u,|K a uy|T vyjadiené pomoci
afinniho regularniho zobrazeni F' na jednotkovém simplexu. Tyto polynomy
stupné k zapiSeme obecné pomoci realnych koeficentii a;,;,:

U = uh\K B = Z ai1i2t11t22, Qiyiy € R, il,iQ € Wo,
i1+i2<k
0<t,0<tyt+1t,<1.
Y1+ 1) (y2 + J2)™
ur = uh‘T'F: Z ailig( i1 ) ( 12 ) )
i1+i2<k NK NK

0<y1,0<ys,yn +y2 <1

Pfi¢emz druhd rovnice plati pro vSechny trojuhelniky déléni 7;,(K) s nasle-
dujici poznamkou.

Pro 0 < 71,0 < g2, j1 + J2 < Nig — 1 ji pouzijeme v tomto tvaru na trojihel-
niky, které ziskdme posunutim a zmensenim trojuhelniku /K. Ty ostatni jsou
jesté stredové soumérné podle pomyslného pocatku pro 0 < 51,0 < jo,
Jj1 + j2 < Nk — 1. Spravné bychom tedy méli pro né pridat do vzorce
znaminka minus, ale vypocty chyb to nijak neovlivni.

Déle se budeme postupné vénovat kazdé metodé zvl4ast. Budeme postupovat
tak, Ze nejprve odhadneme chyby na trojihelnicich triangulace 7; a pomoci
vyse uvedenych souctti pak prejdeme k odhadu chyby na celé oblasti Ex(€2,)
akl L(Qh)-

Po ¢astech konstantni aproximace

Odhadneme nejprve chybu nasi aproximace na kazdém trojuhelniku 7' € 7},.
Necht K € Ty, je libovolny trojihelnik puvodni triangulace T € 7, (K).
Pouzijeme vétu o substituci a afinni regularni zobrazeni.

EL(T) = /;} (un — upe)?da
= |detB|/(uT — upe)*dy.
T

V odstavci 2.2 jsme jiz uvedli, ze pro n = 2 je absolutni hodnota determi-
nantu B dvojnasobek velikosti trojihelnika.
Navic plati vztah mezi velikosti K a T

|detB| = 2|T|
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7 = 15
Ni

Dale ptfipomenme, ze na kazdém T' € 7}, je up. nejlepsi konstanti aproximaci
vzhledem k L, normé.

EC(T) = HUh - uhCHLQ(T) S ”uh - dHL2(T) Vd c R

Odectenim libovolné konstanty od funkce ur mtzeme chybu vhodné odhad-
nout.

Nejprve si rozepisme funkci up. Polynom stupné k& na jednotkovém trojthel-
niku vyjadiime obecné pomoci redlnych koeficientii:

s i1 : \12
up = Z i, (y1 +if1) (Y2 +ii2)
i1+i2<k NK NK
1 1 <21> e 2 [y g
= 2 GheaTm D vt Yo Ys'Jyt
t1+i2<k - NKhL ’ s1=0 \51 s3=0 \52
= Qo +
Y1+ 1 Y2 + J2
+a +a +
10 Ni 01 Ny
+a +a +a +
20 ( Nr 11 Ny Ny 02 N

iy o il 81 ,11—S = 2.2 82 ;i2—S
T (Z <$1>y119f Y <82>y22j22 )

11+io=k K s1=0 s2=0

Oznacme C, € IR konstantni ¢ast funkce ur.

J1 J2 J1 J1J2 J2
C, = a a19~—— + ag; = a (—) == (—)
00 T @10 N + ap1 N + +ag N + a1 N2 + ap2 Ny +

Tuto konstantu odecCteme a ziskany vyraz upravime:

Y1 Yo
O, = a2 tfag2+

v+ 2y Y1Y2 + Y1J2 + Y271 Y3 + 2ya7o

+a +a + a
20 le( 11 NIQ( 02 le(

+
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Qg Z 241 —S81 2 i2 S92 ;12 —52
+ 3 (Z <S >y1 DY (82>y2 Ja

i1+io=k K s1=1 so=1
i2 ; i .
9 s U1\ sy ii—s
+ir' Z( )y iy + Z( )yf‘yf )
sg=1 \% sa—1 \54
i1—1 .
Qiyiy ( S 1 (21 —1> s1 ;41—1—s1
- > | Yiyainis Y Yt
1<iitia<k VK L a=os1+1\ s1
12 1 1 Z2 _ 1
X S9 22 1—s2
T N |
i1, 83 +ig—1—s3
+ 51 gy, SSZZO " 1( o >y2 Js
+ '122' S4 2i1—1—84 )
J2 1y18422054—|—1< 4 >y1 J1 )

Absolutni hodnotu tohoto rozdilu odhadneme:

a i1—1 .
lup — Cy| < > ]|V;11_Z,_21|2 (?/1922112 > ( ) T

1<iy1+i2<k 51=0
ig—1 . 19—1 y
1 — 1 iz — 1
XZ<2 >953’2182+3122y22<2 >y§J’2153
s2=0 52 s3=0 53
i1—1 .
‘o - i —1 sS4 i1—1—s
+J52011 Z ' (i o) =
s4=0 S4
o |a2112| i1—1 - \ig—1
= ) 1 tis (y1y21122(y1 + 1) (Y2 + J2)
1<11+22<kN

+ 51 i2y2 (Yo + o) + jeivy (yn + ]'1)“71)

Tento odhad jesté vylepsime, protoze plati 0 < y; < 1, ¢ = 1,2 a také
0<wy;+ 7 < Ng, i =1,2. Dostaneme:

Ay 2117
lup — Cy| < > M(12+ 2+11)

1<iy+iz<k Nk \Ng

Ziskali jsme nerovnost, kterou vyuzijeme spolu s faktem, ze uy. je nejlepsi
konstantni aproximace. Pomoci nékolika iprav mame hotovy odhad chyby
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konstantni aproximace na 1" € 7p,(K):
BA(T) < llun=Cullpzgry = [ (un = C)de =

|K| / 2
=2— —C,)d
2
|K| |@iyiy| (102 . .
§2— . Z 17 (—+Z2+21) dy:
NIt \scinsioee N \ Nk

2
|K| ity .
- F Z |ai1i2| <N—K + 12 + Zl>
K

1<iy +i2<k
2
K] ivig .
EZ(T) S ‘— |a'ii |<—+22+21)
¢ Ni 19‘1;29 AN

Ziskali jsme odhad E%(T'). Tento odhad je dokonce stejny pro viechny T' €
Tn(K), protoze koeficienty polynomu jsou stejné. Odhadnéme za jeho pomoci
EC (K )Z

E¢(K) = > EuT)
TeTh(K)
2
K 111 . .
< > %( > \az’m\(]i,—zﬂwﬁh))
TeT,(K) 'K \1<ii+i2<k K
2
= =5 |az‘1i2| (— + 19 + Zl)
Ni 1<iy+io<k Nk
K|
BE) < Bl
C NIQ(

kde Cx € IR je konstanta, kterou uré¢ime podle polynomidlni funkce wup,|f-.
Bude zaviset na stupni polynomu a maximu absolutni hodnoty koeficienti
polynomu.

Konecné se dostavame k odhadu chyby E¢ (). Oznaéme N = maxger, Nk
a C? = dimT), maxger, Cx, C' > 0.

E& () = > E&(K)
KeTy,

K]

< L

< ¥ ok

KeTy,
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€2
Ec(h) < C o
Tento odhad chyby nam fika, ze pokud nahradime po c¢astech polynomi-
alni feSeni uy, po ¢astech konstantnim resenim wuy. pomoci navrzené metody,
konverguje chyba k nule s rostoucim N. Odhad chyby je obvykle vyjad-
feny pomoci nejvétsiho primeéru elementu h. Oznacme h,.,, nejvétsi prameér
triangulace 7j,. Plati

h
hnew = 7

N
Ec(Q) < Chpew.

Vhodnou volbou N se budeme zabyvat v dalsich kapitolach. Bude nas zaji-
mat jaky ma vliv na vyslednou vizualizaci.

Po castech linearni aproximace

Odhad chyby po castech lineadrni aproximace provedeme obdobné. Odhad-
neme nejprve chybu Ep(T'). Zvolme libovolné K € T}, a necht T' € 7, (K).

E%(l) = /T(uh—uhl)zd:c
|K|/ 2
= 2] — upy - F)2dy.
Nz T(UT un - F) dy

Vime, ze na kazdém T € 7;, je uy nejlepsi linearni aproximaci vzhledem
k Ly normé a zaroven plati na jednotkovém simplexu:

[ur = un - Fll g2y < llur = ol o)

kde [7 je libovolna linearni funkce na T.

Polynom stupné k£ na jednotkovém trojuhelniku vyjadiime obecné pomoci
redlnych koeficientti jako u vyse uvedené konstantni aproximace. Oznacme
linearni ¢ast této polynomialni funkce L, a nejprve vyjadiime rozdil ur a
L,.

Y3 Y1y Y3

ur — L, = QQOW + QHW + GJOZW
K K K

+
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Aiyig Z 141 —S1 2 i2 S92 +12—S82
2 (B (e 5 (e

i1+i0=~k K s1=1 so=1

-7 2 Z i2—S8
+ii > <83>yz g%

s3=2

-7 i ’L 11—S8
+i52 Y <54>y1 i 4)

S4=2
. i1—1

_ Z a’21Z2 -1 81 si1—1—s1
- N11+22 s yl j

2<i1+ia<k s1=0 5 1

i2—1 .

DI (”‘1)ysw o

2 J2
59=0 82+1 So

41 (22 . 2 22 1 i2 -2 83 19 —2—S3
+71 (i — 12)y; Z s Ya"J2

=0 (53 +2)(s5 +1)

4 2 1 iy — 2
_'_.22 Z2_Z 2 1 S4 21 2 S4 ]
J2 ( 1 1)y1 2 : (S4+2)(S4—|—1)< 54 U1 jl

s4=0

Odhadneme absolutni hodnotu tohoto rozdilu:

iy i -1 81 1 s
lur — Ly| < Z ]‘V"lll'flL (%?/211@2 Z (1 ) yigr

2<i1+i2<k s1=0

i9—1 -
12 — 1 89 sia—1—s9
Z ( s )yz J2

s2=0 2

i9—2 -
g — 2 s3 70 s
+ii (i3 —m)y22< N )wa e

s3=0

11—2
i /- . 11— 2 ) s
+]22(Z% - Zl)yl Z ( 134 >y1 gt w2 4)

s4=0

-1

iy .. NG — N
= . | 211+ZZ|2 (y1y2zm(y1 + )" Y2 + G2)”
2<i1+i2<k N

(i3 — i2) 51 ya (o + 52)* 72 + (i — 1) (v + 1))
Tento odhad jesté jednou upravime. Protoze plati 0 < y;, < 1, + = 1,2 a
také 0 < y; + j; < Nk, i = 1,2, dostaneme:

lur — L,| < Z |a“;2| ( 122+12 Z'2+Z?—Z'1)
1<i1+i2<k NK
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Dostavame podobny odhad jako u konstantni aproximace. Opét vyuzijeme
faktu, ze mame nejlepsi linearni aproximaci a pomoci posledni nerovnosti
odhadneme chybu aproximace linearni funkci na 7' € 7,(K):

ENT) < |jun— Ly F7'|

L2(T)
K] / )
=2— [ (ur — L,)°d
|K]| 2
< NG ( Z |Gy | (i1i2+i§—i2+if—i1))
K \2<ii+i2<k

Ziskali jsme odhad E?%(T). Tento odhad je stejny pro viechny T € 7, (K).
Odhadnéme za jeho pomoci Ep(K):

Ei(K) = > E}T)
TEeT,(K)
2
K
< ¥ % ( S | (iri2 + i3 —ip +4F — zl))
TeTh(K) 'K \2<ii+ia<k
2
|K| Z .o ) . -2 .
= N4 |az‘1z‘2| U1l T 15 — 2 T — U
N;L( 2<i1+i2<k ( )
K]
E2 (K) S ‘—LKu

kde Lk € IR je konstanta zavisld pouze na polynomidlni funkci uy, |-
Oznaéme N = maxger, N a L? = dimT}, maxger, L, L > 0.

Ei () = ) EL(K)
KeTy
K]
< Z Lx—
KeTy N;L(
Q
EL(Qh) S L%a

Podobné jako v konstantnim pfipadé nam tento odhad chyby fika, ze pokud
nahradime po ¢astech polynomiélni feseni u; po ¢astech linearnim fesenim
up pomoci navrzené metody, konverguje chyba k nule s rostoucim N. Odhad
chyby vyjadiime pomoci hy,ey -

EL(Q,) < Ch?



Dokézali jsme odhadnout chybu vzniklou pouzitim obou metod. Dale jsme
navrhli zpiisob, jak ziskat presnéjsi feseni. Poznatky této kapitoly se po-
kusime vhodné vyuzit k aplikaci na konkrétni numericka feSeni. Ziskana
po castech konstantni a po ¢astech linearni feseni vizualizujeme. Tuto vizu-
alizaci strucné popiseme. Implementaci metod na numerickéa feseni, popisu
samotné vizualizace a programiim, které podle toho vytvorime, se budeme
vénovat v dalsi kapitole.
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Kapitola 3

Implementace

V nasledujici kapitole popiseme, jakym zptisobem navrzené metody vhodné
implementovat. V predchozi kapitole jsme k problému vizualizace po c¢as-
tech polynomialniho feseni u;, pristupovali obecné pro libovolny stupen poly-
nomu. V této kapitole budeme navrzené metody aproximace aplikovat na fe-
seni daného nejvyssiho stupné a sice nejvyse stupné t¥i. Vysledky strucné
vypiSeme. Déale navrhneme zpiisob jak zpracovat tyto vysledky pomoci po-
Citace. Soucasti této prace je dale program, ktery aproximuje po c¢astech
polynomialni feseni a vyuziva vysledki navrzenych metod, a déle vizuali-
zaCni program. Stru¢nému popisu téchto programiu se vénujeme v zavéru
této kapitoly.

3.1 Po castech konstantni aproximace

Vénujme se nejprve metodé po ¢astech konstantni aproximace a vyslednému
feseni, které zobrazime v podobé barevnych diagramt. Zopakujme nejprve
vysledky predeslé kapitoly.

Predpokladame, ze mame danou triangulaci 7, a po ¢astech polynomialni
feseni uy, pricemz je dan nejvyssi stupen polynomu k. Po ¢astech konstantni
FeSeni wuy. ziskdme tak, Ze na kazdém elementu zvlast uré¢ime hodnotu kon-
stantni funkce. Necht 7" je tedy libovolny trojihelnik triangulace 7. Na ném
je urcena polynomialni funkce uy|r stupné nejvyse k. Predpokladame, zZe
tato funkce je urc¢ena jednoznac¢né pomoci funkénich hodnot, jak je obecné
popsano v predchozi kapitole. Tuto funkci aproximujeme konstantni funkci
Upe, jejiz hodnotu cr na elementu 7' uré¢ime pomoci obecného vzorce, ktery
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jsme ziskali v predchozi kapitole
er =2 [ w(F()at,
T

kde T je jednotkovy trojuhelnik.

Vzhledem k tomu, Ze funkéni hodnoty polynomiélni funkce odpovidaji pii-
slusSnym hodnotam na jednotkovém trojuhelniku, mizeme obecné vyjadrit
hodnotu ¢ pomoci funkénich hodnot, které uréuji polynomialni funkei uy| .
Ozna¢me tyto hodnoty wu;,7 = 1,2,.... Dale budeme pokracovat pro pii-
slusné stupné polynomu zvIast.

Vyjadfeni polynomu u,|r na jednotkovém trojihelniku budeme déle znadcit
up. Polynom ur mizeme vyjadrit jednak pomoci barycentrickych souradnic
nebo pomoci soutadnic t1,t; odpovajicich souradnicim jednotkového sim-
plexu tak, jak jsme je pouzili pii odhadech chyb. Plati mezi nimi vztah

)\1 - 1 - tl - tz
Ao = 1y
A3 = 1o

Vyjadreni polynomu pomoci barycentrickych soutadnic pouzijeme potom
v nasich programech.

k=1

Nejprve nas bude zajimat po ¢astech linearni feseni.

Necht u;, i = 1,2,3 znacéi hodnoty polynomu uz ve vrcholech elementu
T € 7Ty, resp. stejné tak na jednotkovém simplexu. Polynom u; miizeme
vyjadrit pomoci téchto hodnot.

ur = ul)\l + Ug)\z + U3)\3
ug + (ug — uq)ty + (ug — ug)ts

Dosazenim do vzorce pro hledanou konstantni hodnotu vypocteme pomoci
jednoduché intergace obecny vzorec pro cr:

Uy + ug +u
or = % vT €7,

Vv
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k=2

U po castech kvadratického polynomidlniho feSeni postupujeme analogicky.
Necht u;, i = 1,2,3 znaéi hodnoty polynomu uz ve vrcholech elementu
T €7, au;, i =4,5,6 ve stfedech hran.
Uvedeme vzorce pro ur
ur = ul)\1(2)\1 — 1) + uz)\2(2)\2 — 1) + U3)\3(2>\3 — 1) +
+4U4)\1)\2 -+ 4U5)\2)\3 —+ 4U6)\3)\1
= u;+ (—3U1 — Uy + 4U4)t1 —+ (—3U1 — Uz + 4U6)t2
+(2U1 + 2’&2 — 4’&4)75% + (2u1 + 2’&3 — 4U6)t§
—|—(4u1 — 4U4 + 4U5 — 4U6)t1t2

a vypocteme vzorec pro cr

Uy + Us + U
or = % VT €T,

k=3

Nésleduje po c¢astech kubické polynomialni feseni.
Necht u;, i = 1, 2,3 znaci hodnoty polynomu ur ve vrcholech elementu 7' €

Vv

Vzorce pro ur

1

ur = §(u1A1(3A1 — 1)(3)\1 - 2) + u2)\2(3)\2 — 1)(3)\2 — 2) +
+U3)\3(3)\3 — 1)(3)\3 — 2) + 9U4)\1)\2(3)\1 — 1) +
+9U5)\1)\2(3)\2 - 1) + 9U6>\2>\3(3>\2 - 1) + 9U7)\2>\3(3)\3 - 1)
+9U8)\3)\1(3)\3 — 1) + 9U9>\3>\1(3>\1 - 1) + 54’&10)\1)\2)\3)

= u + %((—Hul + 2us + 18uy — us )t
+(—11ug + 2ug — Yug + 18ug)ts
+9(2uy + uy — duy + 4us)t] + 9(2uy — us + dug — Hug)ts
+9(4uy — buy + us — ug — uy + ug — Hug + 6ugg)tits
+9(—uy + uy + 3uy — 3us)ts
+27(—uy + 2uy — us + ug + ug — 2uy)tits
427 (—up + Uy + uy — ug + 2ug — 2ug)t1t3
+9(—uy 4+ uz — 3ug + 3u9)t§’)
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a vypocteme vzorec pro cr

4 9 H4
o — (ug + ug + ug) + (u4—|—u51;:)u6—|—u7+u8+u9)+ uw’ VT €T,

Tyto vzorce pouzijeme v programu, ktery uplatinuje tuto metodu aproximace
po castech polynomialnich feseni.

Pro kazdy stupen polynomu lze urcit pomoci teorie piredchozi kapitoly odhad
chyby aproximac¢ni metody. Pfedpokladejme, Ze néas zajiméa chyba na kaz-
dém elementu ptvodni triangulace. P¥ipomenime odhad chyby F2(K), kde
K e Th:

2
E¢(K) < |N£2| ( > lail (% + i +i1)>
K \1<ii+i2<k K
Ptirozené cislo Ny urcuje déleni kazdého elementu. Hodnoty a;,;, jsou ko-
eficienty polynomu ug, které umime urcit pro konkrétni stupern polynomu
z vySe uvedenych vzorcti. Umime také vypocitat velikost trojuhelnika K.
To znamend, ze umime urc¢it odhad chyby. Mohli bychom postupovat i ob-
racené. Na zakladé urcitého pozadavku na chybu bychom mohli zvolit ¢islo

NK .
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3.2 Po castech linearni aproximace

Nésleduje metoda po ¢astech linearni aproximace. Opét zopakujme nejprve
vysledky predeslé kapitoly.

Predpokladame, ze mame danou triangulaci 7;, a po ¢astech polynomialni
feseni wuy,, pricemz je dan nejvyssi stupen polynomu k. Po ¢éastech linearni
feSeni uy; ziskdme tak, Ze na kazdém elementu zvlast uréime linearni funkci.
Necht T je tedy libovolny trojihelnik triangulace 7,. Na ném je urcena
polynomialni funkce uy|r stupné nejvyse k. Tuto funkci aproximujeme line-
arni funkci uy|r. Tuto funkcei ziskame tak, Ze nejprve spocitame koeficienty
a;, 1 =0,1,2. Pro tyto koeficienty plati tyto vzorce:

a0:2/Tﬁhdt

ai:2/ﬂhti dt, i=1.2.
T

Stupné volnosti urcujici linearni funkei, pak vypocitame z téchto vztahi:

v = 90[0 - 120&1 - 120[2
Vo = —12040 -+ 240[1 —+ 120{2
V3 — —12040 + 120[1 + 240{2

Nyni provedeme konkrétni vypocty pro urcité stupné po ¢astech polynomi-
alniho Teseni.

k=2

Hodnoty u;, ¢ = 1,2,3 urcuji polynom ur ve vrcholech elementu T € 7,
a hodnoty w;,7 = 4,5,6 ve stfedech hran. Vzorec pro ur je uveden vyse
u po ¢astech konstantni aproximace. Vypocteme koeficienty o, = 1,2, 3.

Qyp = g(U4 + Us + ug)
1

o = @(—Ul + 2U2 — Uz + 8U4 + 4U5 + 8U6)
1

Qo = 6—0(—U1 — Ug + 2U3 —+ 4U4 + 8U5 + 8U6)
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Pomoci téchto koeficienttt uré¢ime stupné volnosti v;, ¢ = 1,2, 3 ve vrcholech
trojuhelniku 7', které urc¢uji jednoznacné aproximativni linedrni funkci wp| .

v = g(Qul — Uo — U3 + 3U4 + ?)U5 — U6)
1
Vo = g(—ul + 2u2 — usg + 3U4 — Uus + 3u6)
1
V3 = g(—ul — Ug + 2’&3 — Uyg + 3U5 + 3U6)
k=3
Necht u;, i = 1,2,3 znaéi hodnoty polynomu uz ve vrcholech elementu
T € T, u;, 1 = 4,5,6,7,8,9 ve tretindch kazdé hrany a wig v tézisti
trojuhelnika.
Vzorce pro ur je opét uveden vyse. Vypocteme koeficienty o, 7 = 1,2, 3.
1
Qg = m(lQUl —+ 4UQ + 4U3 + 63U4
—9U5 — 9u6 — 9u7 — 9u8 + 63U9 + 901“0)
1
o = @(16?“ + 8U2 + 4U3 + 81U4
+9us + Qug — 27uy — 2Tug + 8lug + 126u10)
1
Qg = @(16?“ + 4UQ + 8U3 + 81U4

—27u5 — 27u6 + QU7 + 9u8 + 81UQ + 126U10)

Dale urc¢ime stupné volnosti v;, ¢ = 1, 2, 3 ve vrcholech trojuhelniku 7" apro-
ximativni linedrni funkce wup|r.

1

v = E(4u1 + 27uy — Yus — Yug — Yuy — Yug + 27ug + 18uyg)
1

vy = E(4u2 — Quy + 2Tus + 27ug — Yur — Yug — Yug + 18uqg)
1

vy = E(4U/3 — 9’U4 — 9U5 — 9“‘6 + 27U7 + 27“8 - 9u9 + 18U10)

Ziskané vzorce pouzijeme v programu, ktery pouziva navrzenou metodu
aproximace po castech polynomialnich feseni na po ¢astech linearni feseni.
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Pro kazdy stupen polynomu lze podobné, jako jsme popsali vySe u po ¢astech
konstantni aproximace, urcit pomoci teorie predchozi kapitoly odhad chyby
aproximacni metody. Predpokladejme, Zze nas zajima chyba na kazdém ele-
mentu ptivodni triangulace a znovu pfipomeiime odhad chyby F?(K), kde
K e Th:

2
E}(K) < |J\T4| ( > lal (mz+l§—22+lf—h))
K \2<ii+ip<k

Podobné jako u po ¢astech konstantni aproximace i zde umime urcit odhad
chyby pomoci koeficienti a;,;,, velikosti elementu K a zvoleného Ng. Stejné
tak mtizeme opét volit ¢islo Ni podle urcitého pozadavku na chybu.
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3.3 Program aproximace reseni

Popisme zakladni princip programu, ktery aproximuje po ¢astech polynomi-
alni feseni uj, na po ¢astech konstantni feseni uy. a po ¢astech linearni feseni
up. Zdrojovy kéd v jazyce FORTRAN je priloZzen na datovém disku spolu
S programem.

Jak jiz bylo popsano v predeslé kapitole priblizné feSeni daného problému
hledame v prostoru nespojitych po ¢astech polynomiélnich funkei .S;, na mno-
7iné €, kterd zna&l polygonalni aproximaci oblasti 2 € IR%. Triangulace T},
oblasti ), vyhovuje vyse uvedené definici. Popis triangulace a po ¢astech po-
lynomialniho feseni budeme pozadovat jako zakladni vstupni data pro nasi
vizualizaci. V nasi praci obsahuji informace o nich soubory tri a sol.
Soubor tri popisuje triangulaci 7T},. Kazdy trojihelnik je popsan jeho vr-
choly. Mnozina vSech vrchol je mnozina bodt uréenych soutfadnicemi v pro-
storu IR2. Soubor tri obsahuje nejprve podet viech riiznych bodt a pocet
v8ech riznych trojuhelnikt triangulace T}, tedy dim(7},). Néasleduje vycet
soutfadnic téchto bodu tak, ze kazdy radek zaroven urcuje poradové cislo
kazdého bodu. Pomoci téchto porfadovych cisel jsou pak na kazdém dalsim
fadku urceny tii vrcholy kazdého trojuhelnika. Nazorné si ukazme na pti-
kladu ¢ast takového souboru.

559 1012

-1.00000000000000 0.000000000000000
-0.500000000000000 0.000000000000000
-0.0148834037000000 0.0999147892000000

72 17 151
177 17 72
457 72 151

Soubor sol popisuje pfiblizné feSeni z prostoru S;, ziskané pomoci nume-
rickych metod. Na kazdém trojuhelniku je urceny polynom stupné mensiho
nez k pomoci hodnot na mnoziné L (K), jak je uvedeno vyse. Obvykle jsou
vSechny polynomy stejného stupné, ale neni to podminkou. Podobné jako
soubor tri obsahuje i sol nejprve informaci o po¢tu elementi. V nasledu-
jicim ptikladu jsou pro kazdy element navic urceny funkce pro vice veli¢in
konkrétné 4, jak je uvedeno v prvnim fadku. Pti nésledujicich experimentech
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budeme generovat videosekvenci. Vzhledem k tomu nechybi ani informace
o case. Dalsi fadky uz urcuji polynomialni funkce danych veli¢in pro jed-
notlivé elementy v potradi, v jakém byly sefazeny v souboru tri. Nejprve je
uvedeno prirozené cislo, které oznacuje stupen polynomu k; a nasleduji v ur-
¢eném potadi hodnoty funkce, kterych je IC?L;“LZ pro polynomiélni funkci
na simplexu v IR?. Uvedeme jeden piiklad s linedrnimi funkcemi

1012 4 t=1.00010E+01
.056258920973825 1.04392210111572 1.05621520456566
.920385616143932 0.938025114430982 0.904660555826380
.24833219396098 -0.008709553154286 0.0236918493115046
.07688997807322 8.00678103720602 8.09862030197849
.03747333200055 1.04399902189509 1.05266382468395
.949845041113520 0.937225319921227 0.918733998556953
.14465914365113 -0.0071239843395437 0.239542363673691
.95494042368650 8.00721283418649 8.07612765505174

e e
NO O, 00O O -

a jeden s kvadratickymi polynomy:

200 4
0.999999997311051 0.999999989117993 1.00000004251094
1.00000001124263 0.999999989875264 0.999999998107361
0.999390820855801 0.999390815747190 0.999390872303647
0.999390838672256 0.999390816029685 0.999390825511338
2 3.489949839322064 3.489951775517315 3.489941664119109
3.489947462452559 3.489951496337089 3.489950015982616
7.64285711091284 7.64285702874370 7.64285758878157
7.64285726014142 7.64285703602191 7.64285712314788

Mame vSechna potfebna vstupni data. P1i jejich nacitani zjistime minimalni
a maximalni soutradnice, abychom méli pfedstavu o oblasti, kterou chceme
zobrazit. Stejné tak néds zajima minimalni a maximéalni hodnota urcujici
funkci priblizného feseni.

Miuzeme tedy pristoupit k implementaci navrzenych metod aproximace.

Postupovat budeme opacné nez, jak jsme pristupovali k teorii. Nejprve zvo-
lime ¢islo NV, které urcuje dalsi déleni elementii. Toto cislo urc¢ime stejné
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pro vSechny elementy. Ovsem tato volba mize byt i riznd pro kazdy ele-
ment. Na zékladé odhad chyb bychom mohli dokonce vyhovét podmince
na urcitou lokalni chybu. V posledni kapitole si ukazeme na ptikladech, jak
tato volba ovlivni vyslednou vizualizaci.

Jelikoz chceme ziskat také vizualizaci pomoci isoc¢ar musime jesté urcit jejich
hodnoty. V nasem pfipadé jsme volime konstantni ¢islo napt. 50 a hodnoty
isoktivek jsou rovnomeérné rozlozené od minimalni po maximélni hodnotu.
Opét bychom tyto hodnoty mohli volit i libovolné jinak.

Dale bereme postupné kazdy element, resp. rovnou pracujeme s elementy
triangulace, kterou ziskame délenim elementu ptivodni triangulace. Nejprve
vypocitame mnozinu stupnii volnosti tohoto elementu ze stupni volnosti
puvodni triangulace. Ty nam sice urcuji stejny polynom, ale mizeme do-
sadit do vzorci, které jsme uvedli vyse v této kapitole. Tyto vzorce volime
podle stupné polynomu. Ziskdme konstantni hodnotu pro po ¢astech kon-
stantni aproximaci a stupné volnosti urcujici linearni funkci pro po ¢astech
linearni aproximaci. Tim jsme skoncili s po ¢astech konstantni aproximaci
a u po castech linedrni nam zbyva urcit isokfivky. Pro kazdou hodnotu iso-
k¥ivky zjistime, jestli najdeme bod, na kazdé hrané trojuhelnika, ve které
je hodnota linearni funkce shodna s hodnotou isokiivky. Pokud najdeme ta-
kové body dva, pak na tsecce, ktera spojuje tyto body je hodnota linearni
funkce rovna hodnoté isokiivky. Pomoci téchto dvou bodi, také tuto iso-
krivku zapiseme do vystupniho souboru.

Vystupni soubory budou tfi. Prvni obsahuje novou triangulaci. Na zacatku
tohoto souboru jsou ¢isla urcujici pocet element nové triangulace. Soutrad-
nice bodi urcujicich zobrazovanou oblast, minimalni a maximalni hodnotu
a pripadné udaj o case. Na kazdém dalsim fadku jsou pro kazdy trojuhelnik
soutadnice jeho vrcholt. Nasleduje priklad takového souboru.

3200 -50. 51. -50. 50. 0.01821422 0.75238685 t=9.01652E-01
17.72866 -2.3586077725 17.72866 -14.269076 28.8191 -14.2689158
28.819105 -14.26891 28.8191 -26.179384 39.90955 -26.17922
39.90955 -26.17922 39.909552 -38.08969 51. -38.08953178

51. -50. 51. -38.08953178 39.909552 -38.0896919975

Dalsi vystupni soubor obsahuje hodnoty po ¢astech konstantni funkce. Po-
fadi odpovida potadi trojihelniku v predchozim souboru.

0.572138766074269
0.5800849814689785
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0.5834340094416555
0.5791756093340019
0.5714665637762766

Konec¢né posledni vystupni soubor obsahuje data potfebna pro vizualizaci
pomoci isoc¢ar. Na prvnim radku je celkovy pocet tsecek, které je tfeba na-
kreslit. Kazdy dalsi fadek obsahuje nejprve hodnotu, kterou urcuje isoktivka,
a dale soutadnice bodtl urcujici kazdou tsecku.

3856

0.4901960784 3.107725286 -0.37523470836 3.08026022 -0.39625166
0.4901960784 2.297277813 -0.145241405 2.01836638 -0.133712305
0.4901960784 1.5217365727 -0.145980933 1.44074504 -0.155558948

Tim mame vSechna potfebna data pro samotnou vizualizaci.
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3.4 Program vizualizace

Vizualiza¢ni program vyuziva grafickou knihovnu PGPLOT [1]. Nejprve na-
¢teme konfigurac¢ni soubor. Tento konfigura¢ni soubor obsahuje informace
o vstupnich datech, urcuje parametry vizualizace a typ vystupu. Dale na-
¢teme soubory s feSenim, které se chystame vizualizovat. Pokazdé nacteme
soubor s triangulaci a potom podle daného typu vizualizace soubory s fe-
Senim, které urcuje konstantni feseni na kazdém elementu nebo mnozinu
isoktivek. Jako posledni nac¢teme soubor, ktery urcuje paletu barev.

V konfigura¢nim souboru je mozné nastavit vyrez a také nejnizsi a nejvyssi
hodnotu, které urcuji barevnou skalu. Dale je mozné nastavit datovy typ vy-
stupu. V nasem piipadé je to bud bitmapovy nebo postskriptovy obrazek.
Mame ¢tyfi moznosti vizualizace, pfi¢emz jedna je kombinaci dvou jinych.
Zaprvé je to prostd triangulace. Jelikoz zndme soufadnice vrcholt kazdého
trojuhelniku, zadame piikaz spojit tyto body ¢arou tak, aby vznikl polygon
v nasem pfipadé trojuhelnik.

Zadruhé mutzeme nakreslit vizualizaci pomoci isoc¢ar. Ve vstupnim souboru
mame ulozenu mnozinu tisecek pomoci soutadnic jejich dvou krajnich bodi.
Déle zndme hodnotu, kterou isoc¢ara ptredstavuje. V nasem piipadeé tyto hod-
noty rozlisujeme barevné, i kdyz bychom mohli také nakreslit pouze ¢ernobi-
lou vizualizaci pomoci isocar. Kazda hodnota se tedy prenasobi a zaokrouhli
na celé ¢islo, které je pritazené urcité barvé. Potom uz jednodusse spojime
dva body barevnou ¢arou. Tim nadm vznikne vysledna vizualizace.

Treti typ vizualizace je pomoci barevnych map. Budeme potiebovat jednak
datovy soubor s triangulaci a dale datovy soubor konstantnich hodnot, které
jsou prifazeny kazdému elementu. Kazdy trojihelnik je opét ur¢en pomoci
soufadnic jeho vrcholi. Barvu ur¢ime podobné jako u isocar a vykreslime
barevné kazdy trojuhelnik. Opakovanim pro vSechny elementy vznikne vy-
slednd vizualizace pomoci barevnych map.

Posledni vizualizace je kombinaci triangulace a vizualizace pomoci isocar.
Vytvorime ji tak, Ze nejprve nechame vykreslit isocary a poté triangulaci
podle uvedenych postupii.

Ke kazdému obrazku doplnime ordmovani zobrazované plochy a ocislovani
os. Dale pokud se jedna o barevnou vizualizaci nakreslime barevnou paletu,
kterou popiseme prislusnymi hodnotami. Pokud se jedna o snimek urceny
pro videosekvenci miizeme piipsat ¢asovy udaj.

Vystupem je bitmapovy nebo postskriptovy obrazek.
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Kapitola 4

Numerické experimenty

Prezentujeme vizualizaci vysledki ziskanych pomoci programu ADGEM,
ktery je vyvijen na katedfe numerické matematiky a slouzi k simulaci ne-
stacionarniho proudéni vazkych stlacitelnych tekutin pomoci tzv. nespo-
jité Galerkinovy metody viz.[4]. Nespojitd Galerkinova metoda je zaloZena
na po castech polynomialni ale nespojité aproximaci.

Pro ukézku vizualizace pouzijeme po Castech linearni feSeni ziskané nume-
rickym vypoctem proudéni v GAMM kanalu. Jedné se o model dvourozmér-
ného nevazkého stlacitelného transsonického proudéni idealniho plynu.

A déle pouzijeme po ¢astech kvadratické a po c¢astech kubické numerické
feSeni popisujici obtékani leteckého profilu NACA 0012.

Nejprve si ukazeme vizualizaci po ¢astech linearniho feseni. Na obrazku 4.1 je
puvodni triangulace numerického feseni a na obrazku 4.2 vizualizace po ¢as-
tech konstantni aproximace tohoto numerického feseni.

Pro dalsi vizualizace zvolime N = 2 resp. N = 3. Jak bylo popsano vyse,
toto cislo urcuje dalsi déleni elementt. Ziskdme tak pro N = 2 triangulaci
na obrazku 4.3 a prislusnou vizualizaci pomoci barevnych map na obrazku
4.4 a pro N = 3 triangulaci na obrazku 4.5 a prislusnou vizualizaci pomoci
barevnych map na obrazku 4.6.

Vizualizace pomoci isocar na obrazku 4.7 je samoziejmé pro libovolné N
stejna, jelikoz se jedna o po ¢astech linearni feseni. To, Ze je toto numerické
feseni dokonce nespojité, vidime v detailu na obrazku 4.8.
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t=1.00197E+00

Obrazek 4.1: GAMM kanal, P1, pivodni triangulace.

t=1.00197E+00

Obrazek 4.2: GAMM kanal, P1, Machovo ¢islo, vizualizace pomoci barev-
nych map.
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t=1.00197E+00

Obrazek 4.3: GAMM kanal, P1, triangulace pro N = 2.

t=1.00197E+00

Obrazek 4.4: GAMM kanal, P1, N = 2, Machovo ¢islo, vizualizace pomoci
barevnych map.
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Obrazek 4.5: GAMM kanal, P1, triangulace pro N = 3.

t=1.00197E+00

Obrazek 4.6: GAMM kanal, P1, N = 3, Machovo ¢islo, vizualizace pomoci
barevnych map.
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t=1.00197E+00

Obrazek 4.7: GAMM kanal, P1, Machovo ¢islo, vizualizace pomoci isocar.
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Obrazek 4.8: GAMM kanal, P1, Machovo ¢islo, vizualizace pomoci isocar
na trotuhelnikové siti - detail.
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Priklady vizualizaci po ¢astech polynomiélnich feseni stupné vyssiho nez
jedna si ukazeme na modelu obtékani leteckého profilu. Prvni priklad je nu-
merické TeSeni, které je po castech kvadratické. Na obrazku 4.9 vidime pt-
vodni triangulaci. Jednda se ovsem pouze o detailni vyiez okoli profilu. Jak je
patrné na vizualizaci pomoci iso¢ar na obrazku 4.10, bude potieba aplikovat
metody aproximace na jemnéjsi siti. Zvolime tedy postupné N = 2,3 a 4.
Vysledné vizualizace a triangulace jsou na obrazcich 4.11 az 4.20.

Konec¢né nasleduje po castech kubické feseni. Tentokrat uvedeme pouze tri-
angulace a vizualizace pro N = 3,4 a 5. Pro niz§i N by byla ziskana vizu-
alizace znac¢né nepfesna. Triangulace a vizualizace pro po ¢astech kubické
feseni jsou na obrazcich 4.21 az 4.30.

Na zaveér se vratime k vizualizaci proudéni GAMM kanéalem. Ze ziskanych ob-
razku umime vytvorit kratkou videosekvenci, pokud jsou sefazeny ve sprav-
ném casovém sledu. Ukazku videosekvence najdeme na pfiloZzeném disku.
Zde na obrazcich 4.31 az 4.34 ukdzeme pouze ¢tyfi snimky, na kterych jsou
zobrazeny ruzné faze z této videosekvence.
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Obrazek 4.9: NACA 0012, P2, Machovo ¢islo, ptuvodni triangulace.
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Obrazek 4.10: NACA 0012, P2, Machovo ¢islo, vizualizace pomoci isocar.
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Obrazek 4.11: NACA 0012, P2, N = 2, Machovo ¢islo, triangulace.

Obrazek 4.12: NACA 0012, P2, N = 2, Machovo ¢islo, vizualizace pomoci
barevnych map.
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Obrazek 4.13: NACA 0012, P2, N = 2, Machovo ¢islo, vizualizace pomoci

1socar.
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Obrazek 4.14: NACA 0012, P2, N = 3, Machovo ¢islo, triangulace.
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Obrazek 4.15: NACA 0012, P2, N = 3, Machovo dislo, vizualizace pomoci

barevnych map.

t=9.01652E-01

-0.2 0.2 0.4
L L
0.5

—0.4
!

Obrazek 4.16: NACA 0012, P2, N = 3, Machovo dislo, vizualizace pomoci

isocar.
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Obrazek 4.17: NACA 0012, P2, N = 4, Machovo ¢islo, triangulace.
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Obrazek 4.18: NACA 0012, P2, N = 4, Machovo ¢islo, vizualizace pomoci
barevnych map.
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Obrazek 4.19: NACA 0012, P2, N = 4, Machovo ¢islo, vizualizace pomoci

isocar.
) §
0‘2 0.3

t=9.01652E-01

0.1
|

-0.1

Obrazek 4.20: NACA 0012, P2, N = 4, Machovo ¢islo, vizualizace pomoci
isoCar na trojuhelnikové siti.
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Obrazek 4.21: NACA 0012, P3, N = 3, Machovo ¢islo, triangulace.
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Obrazek 4.22: NACA 0012, P3, N = 3, Machovo dislo, vizualizace pomoci
barevnych map.
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Obrazek 4.23: NACA 0012, P3, N = 3, Machovo ¢islo, vizualizace pomoci

1socar.
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Obrazek 4.24: NACA 0012, P3, N = 4, Machovo ¢islo, triangulace.




t=7.35203E+01

Obrazek 4.25: NACA 0012, P3, N = 4, Machovo dislo, vizualizace pomoci
barevnych map.

0.4
L
0.8

0.2
0.6

-0.2
L
0.4

0.2

—0.4
!

t=7.35203E+01

Obrazek 4.26: NACA 0012, P3, N = 4, Machovo ¢islo, vizualizace pomoci

isocar.
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Obrazek 4.27: NACA 0012, P3, N = 5, Machovo dislo, triangulace.
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Obrazek 4.28: NACA 0012, P3, N = 5, Machovo ¢islo, vizualizace pomoci

barevnych map.
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Obrazek 4.29: NACA 0012, P3, N = 5, Machovo ¢islo, vizualizace pomoci
isocar.
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Obrazek 4.30: NACA 0012, P3, N = 5, Machovo ¢islo, vizualizace pomoci
isoCar na trojuhelnikové siti.
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Obrazek 4.31: GAMM, P1, N = 3, Machovo ¢islo, vizualizace pomoci barev-

nych map.
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Obrazek 4.32: GAMM, P1, N = 3, Machovo ¢islo, vizualizace pomoci barev-
nych map.
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Obrazek 4.33: GAMM, P1, N = 3, Machovo ¢islo, vizualizace pomoci barev-
nych map.
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Obrazek 4.34: GAMM, P1, N = 3, Machovo ¢islo, vizualizace pomoci barev-
nych map.

63



V této kapitole jsme prezentovali vizualizace po ¢astech linearnich, kvad-
ratickych a kubickych feseni. Tyto vizualizace jsme ziskali pomoci programu,
ktery nejprve pomoci navrzenych metod aproximoval dana feSeni na po ¢as-
tech konstantni a linearni feseni. Volili jsme rtiznd N, kterd urcuji déleni
puvodni triangulace. Z vysledkl je vidét, Ze rozdil mezi vizualizaci pro N
o jedna a o dva vétsi, nez je stupenl polynomialniho reSeni, neni uz nijak vy-
razny. Da se predpokladat, ze tato volba N je pro tyto priklady dostatecné
presna. Samotné vypocty na pocitac¢i probéhly velmi rychle. Tato metoda se
zda byt pro takovéto tilohy také dostatecné efektivni.

Jak jiz bylo nékolikrat zminéno, k této praci je pfilozen datovy disk. Na-
jdeme na ném programy a jejich zdrojové kdédy. Po spravné kompilaci by
mély byt tyto programy spustitelné na libovolné linuxové distribuci. Vizuali-
zacni program vyzaduje grafickou knihovnu PGPLOT viz.[1]. Déle na tomto
disku jsou ukazky vizualizaci a datové soubory, které urcuji triangulace a
po castech polynomialni feSeni. Muzeme si prohlédnout nejenom obrazky,
ale 1 kratké videosekvence.

64



Literatura

[1] PGPLOT Graphics Subroutine Library,
http://www.astro.caltech.edu/ tjp/pgplot/

[2] Visualization Software TECPLOT, http://www.tecplot.com

[3] Ciarlet P. G.: The Finite Element Method for Elliptic Problems, Siam,
Philadelphia, 2002.

[4] Vit Dolejsi: Semi-implicit Interior Penalty Discontinuous Galerkin Me-
thods for Viscous Compressible Flows, Communications in Computati-
onal Physics 4(2):231-274, 2008.

[5] Jarnik V.: Integralni pocet II., Academia Praha, 1976.

65



