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Abstrakt: V praci studujeme dynamiku systémi, jejichz hmotnost se méni. Vycha-
zime z obecného Newtonova pohybového zdkona a v pohybovych rovnicich uvazu-
jeme zménu hybnosti souvisejici ze zménou hmotnosti. V prvni ¢asti této prace
formulujeme a feSime pohybové rovnice pro ruzné piiklady takovychto systému.
Piiklady jsou rozdéleny do ti{ skupin. Prvi skupinu tvoii Buquoyovy tulohy s
hmotnosti pfimo zavislou na poloze, druha je tvorena tlohami dopravniho péasu
pro hmotnost zavislou na case a v tfeti uvadime tlohy kapky v mraku, pluhu
a rakety. V druhé ¢asti prace podrobné zkoumame zdkon zachovani energie v
obecném piipadé systému s proménnou hmotnosti. Presentujeme jeho formulaci
v nékolika verzich a ukazujeme jeji platnost na vétsiné piikladu z prvni ¢dsti préce.
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Abstract: In this work we study dynamics of systems in which their mass can
change. We start from general Newton’s law of motion, and in equations of mo-
tion we consider momentum change connected with the change of mass. In the
first part of work we formulate and solve equations of motion for different exam-
ples of such systems. Examples are divided into three groups. The first group
include Buquoys’ problems where the mass is a function of coordinates. The se-
cond group includes conveyor-belt problems where the mass is function of time.
In third group we present falling of a drop in a cloud, a motion of plow and a
rocket problem. In the second part of this work we study conservation of energy
in a completely general case of variable mass systems. We present its formulation
in several versions, and we demonstare its validity for most of examples included
in the first part of this work.
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Kapitola 1

Uvod

Mechanické systémy s proménnou hmotnosti patii k zajimavym, ovSem
ponékud opomijenym partiim mechaniky.! V této praci podrobné popiseme
fadu systému tohoto typu a poté ukazeme, Ze pro systémy s proménnou
hmotnosti neplati zdkon zachovani mechanické energie v obvyklém tvaru
rovnosti mezi praci vnéjsich sil a zménou kinetické energie. Predlozime jeho
zobecnéni a podrobné ho rozebereme.

Vzhledem k tomu, ze v této préci nezabyvame relativistickymi efekty,
realisuje se zména hmotnosti tim, Ze si systém vyménuje hmotu s okolim.
Budeme uvazovat spojitou zménu hmotnosti pohybujiciho se télesa. Pokud
hmota vstupuje do systému (resp. vystupuje z néj) s nulovou rychlosti,
muzeme v obecném Newtonové zakoné rozepsat Casovou zménu hybnosti
nasledujicim zpusobem: p = mv + rmw. Spojity narust hmotnosti télesa o
rychlosti v tedy vede na dodatecny ¢len mwv v pohybové rovnici. V této
praci vsak budeme uvazovat i pripady, kdy se hmotnost systému méni ,,bez-
interakéné” | a dale pripady, kdy se celkova hmotnost systému nemeéni, nebo
kdy rychlost okolni hmoty neni nulova.

Prvni dochovand zminka o systémech s proménnou hmotnosti pochéazi
od Daniela Bernoulliho(1700-1782))%, ktery zkoumal lod pohdnénou prou-
dem kapaliny. Systémy s proménnou hmotnosti vsak pro Bernouliho nebyly
hlavnim stfedem zajmu; zabyval se jimi pouze v ramci hydrodynamiky pri
studiu vodnich trysek k pohonu lodi. Prvni, kdo podrobné zkoumal systémy s

I'Napiiklad zobecnéni Lagrangeova ¢ Hamiltonova formalismu pro piipad, kdy se
hmotnost muze ménit, neni v ¢esky psané literatuie dostupné. V pouzité literatuie k
[5] je zminén napf. ¢ldnek [6] pojedndvajici o systémech s proménnou hmotnost{ v Ha-
miltonové formalismu

2V ¢ldnku [5] se uvad{ piimo odkaz na préci [1]



proménnou hmotnosti, byl hrabé Jit{ Frantisek August Buquoy (1781-1851)3.
V roce 1812 formuloval pohybové rovnice pro ptipad proménné hmotnosti
[3] a v roce 1814 pridal nékolik konkrétnich piikladu. V srpnu 1815 pre-
sentoval své vysledky na Parizské akademii véd pred Laplacem, Poissonem,
Ampérem a dalsimi, ale jeho prace nevyvolala dostatecnou pozornost. Na jeji
vyznam upozornil az v osmdesétych letech dvacatého stoleti Michailov [10].
Na praci Buquoye reagoval Poisson, ktery systémy s proménnou hmotnosti
zaclenil do Lagrangeova formalismu [13]. Dalsimi, ktefi se touto problema-
tikou zabyvali, byli Tait a Steele [15], ktefi zavedli formalismus popisujici
systémy s proménou hmotnosti pomoci sily spojené se zménou hmotnosti
systému. V letech 1897 az 1904 Mescerskij [9] rozsiiil préci Taita a Ste-
elea a polozil zaklady dynamiky s proménnou hmotnosti jako specidlniho
oboru mechaniky. Této problematice se vénoval déle Levi-Civita [8]. Od
druhé svétové valky se danému tématu vénuje velka pozornost kvuli rake-
tové technice.

Vychodiskem nasi prace jsou historické Buquoyovy tlohy. V novodobé
literatute je ¢dstecné zpracoval Panovko v ucebnici [11]. V ¢eské literatuie
se Buquoyova tloha objevila ve skriptech [14], coz vedlo ke vzniku ¢lanku
[12] a nésledné této prace. Dalsi zajimavé souvisejici odkazy lze nalézt v
pouzité literatute clanku [5], ktery se zabyva stabilitou rotujicich systému s
proménnou hmotnosti.

3Jif{ Buquoy byl ¢eskym &lechticem, matematikem a vyndlezcem. Buquoy studoval
matematiku, piirodni védu, filosofii, pravo a ekonomii v Praze a Vidni. V roce 1803
prevzal spravu nad rozsdhlym rodinnym majetkem. V roce 1810 sestrojil parni stroj.
Veénoval se také sklarstvi. Na zdkladé mnoha experimentt se mu podafilo vyvinout ¢erné
sklo podobné odsididnu zvané hyalit.



Kapitola 2

Priklady systému s proménnou
hmotnosti

2.1 Buquoyovy ulohy

Buquoyovymi tlohami! v této praci nazyvam systémy, ve kterych se vy-
skytuje idealizované lanko, které se bez tfeni odviji pusobenim vnéjsich sil
ze svého loziska (napf. volné smotané na zemi). Vnéjsi sily pusobi pouze
na jiz odmotanou ¢ast (a pravé odmotdvanou) lana. Zadanim linedrni hus-
toty ziskdme vztah mezi hmotnosti systému a odmotanou délkou lana. V
nasledujicich ilohach budeme predpokladat, ze pohyb lana je jednorozmérny
(soutadnice = bude urcéovat polohu konce lana; feseni s < 0 nebudou mit
fyzikalni vyznam), ze linedrni hustota lana 71 je konstantni a ze délka lana
muze byt nekoneéna (ve smyslu, ze neuvazujeme situaci, kdy lano odmotame
celé). Lozisko lana je v bodé = = 0.
Dynamikou podobnych systému se zabyva jesté [11] a [16].

Harpuna:

Na lano odmotané do délky z je pripevnén predmét (harpuna) o hmot-
nosti M s kladnou pocatecéni rychlosti vy = 0, ktery lano odmotava. Na
systém nepusobi zadné vnéjsi sily.

Reseni: Pohybova rovnice z obecného Newtonova zakona je

Thi + mi = 0. (2.1)

!Tento nizev jsem pouzil, nebot v této podkapitole uvadim feseni historické tlohy
Jiftho Buquoye z ¢ldnku [12] a rovnéz zjednodusené verse této tlohy.



Po dosazeni m = M + nz obdrzime,
ni?+ (M + nx)i = 0, (2.2)

kterou lze integrovat podle ¢asu. Po dosazeni poc¢ateénich podminek ziskame
rovnici
nxi + Mi — (M + nzg)vg = 0, (2.3)

ze které 1ze vyjadrit zavislost rychlosti na poloze

M
o= (M A+ nw0)vo. (2.4)
nx + M
Rovnici (2.3) lze opét integrovat podle ¢asu. Vysledkem je kvadratickd

rovnice pro z, kterd ma jen jeden kladny (a tedy fyzikalni) koten

xr = ;(\/(M—i—nxo)?—|—27)v0(77x0+M)t—M). (2.5)

Z rovnice (2.5) 1ze nyni dosadit do (2.4), ¢imz obdrzime explicitni zavislost
rychlosti na ¢ase (pripadné lze také rovnici (2.4) derivovat podle ¢asu):

= (M + o)y (2.6)

\/(M + nw0)? + 2nve(nao + M)t

Rychlost systému tedy klesd s ¢asem (a s x), pro konecné ¢asy je viak
nenulova. Pro ¢as jdouci do nekonecéna bude mit systém nulovou rychlost,
nekonecnou hmotnost a konec¢nou hybnost.

Pro M =0 a x, vy > 0 se rovnice (2.5) zjednodusi na

x =/} + 2xgv0t, (2.7)

ktera predstavuje casovy vyvoj systému, ve kterém se samotné lanko od-
motava setrvacnosti své jiz odmotané casti.

Zachovéani celkové hybnosti systému je ekvivalentni s vychozi rovnici
(2.1). Z vyjadren kinetické energie podle obvyklého vztahu T' = smov?, do
kterého dosadime za rychlost z rovnice (2.4),

T — (M + 77350)20(2) (2.8)
2(M +nz) ’

je vsak videt, ze celkova kineticka energie se nezachovava.



Buquoyova dloha v beztizi:
Na lanko pusobi konstantni sila £’ v kladném sméru osy x. Dale predpokladame

pocateéni podminku vy > 0.

Reseni: Vychozi rovnici

mx +mi = F (2.9)

lze po dosazeni m = nx vyjadrit

F
it +xd = —, (2.10)
Ui
poté prendasobit ¢lenem xx a zintegrovat podle ¢asu:
1, .5 1 , Fz? Fa?
- _ = _ 9 2.11
5@ = 5 = 5= 5 (211)

Odtud lze vyjadrit zavislost rychlost na z:

= Ji ( - i’é) + (UO‘?)?. (2.12)

Z rovnice (2.12) je videét, ze pro volbu zg = 0 a vy konecné je & = o

a tedy konstantni. V tomto ptripadé je také feseni nezavislé na volbé vy, coz
neni prilis prekvapivé vzhledem k tomu, ze tato velic¢ina predstavuje rychlost
lana nulové délky a tedy nulové hmotnosti. Po¢atecni rychlost vy je vhodné
spojité navazat na feseni & = ﬁ . Pro g # 0 se & limitné, pro = jdouci do

nekonecna, blizi ﬁ . Dojde tedy k vyrovnani tazné sily F' a setrvacné sily

ma , ktera vznika diky zméné hmotnosti systému.

Abychom ziskali zavislost = na ¢ase t, integrujeme rovnici (2.10) podle

casu

. F
TT — Tovy = —t, (2.13)
n

do které dosadime za i z (2.12) a vyjadiime z

F
T = \/t2 + 2zqupt + 3. (2.14)
n



Pro F' = 0 prejde rovnice (2.14) na rovnici (2.7) popisujici pohyb harpuny.
Z rovnice (2.12) lze vyjadrit zavislost okamzité kinetické energie lana na x:

T = ;Fx—i-;z(nvgzg—Fxg). (2.15)
Obvykly zakon zachovani energie by mél mit tvar rovnosti mezi praci vnéjsi
sily F' a zménou kinetické energie lanka. Préace sily F' je linedrni funkei
soutadnice x, tedy W = F(z — x¢), ovSem zavislost kinetické energie lanka
na x linedrni neni, jak je vidét ze vztahu (2.15). Pro rozdil vykonané prace
a prirustku kinetické energie W — AT = Ep plati vztah

(x —x0)® 1 5 Zo
S pnean (1 ). (2.16)

Velicina Ep uréend vztahem (2.16) je rostouci funkei z. Konkrétné pro
pocateéni podminku zy = 0 je pravé rovna poloviné prace vykonané silou
F.

Ep=F

Buquoyova tloha (1811):

Lanko je tazeno konstantni vertikalni silou F' z horizontalni podlozky
proti pusobeni homogenniho gravita¢niho pole. Kladny smér osy z nyni
predstavuje smér nahoru. Pti pohybu orientovaném dolu (proti sméru osy
x, tedy © < 0) lanko opét mizi ve svém lozisku (aniz by interagovalo se
zbytkem, ktery se jesté pohybuje).

Resent: Podrobné fesent této tilohy je uvedeno v [12]. Vysledky zde tedy
pouze shrneme a uvedeme nékolik zakladnich bodu vypoctu. Vychazi se zde
z Newtonova zakona p = F' — mg, ale je nutno uvazit, ze rychlost zmény
hybnosti p ve vychozi rovnici ma jiny tvar pro pohyb vzhuru nez pro pohyb
lana dolu. Konkrétné se pri pohybu lana dolu neuplatni ¢len ri. Uloha tedy
vede na dvé pohybové rovnice pro dvé orientace rychlosti:

F i?

= —g— — 2.17
=TT (2.17)

pro pohyb nahoru a

i=——g (2.18)

10



pro pohyb dolu. Tyto rovnice jdou na sebe formalné napojit pomoci funkce
sgn v bodech obratu, kde = 0. Rovnice popisujici celkovy pohyb lana je

c 1 i
jzg(i—l) —5(1+sgnr)%, (2.19)

kde z. = n%'
Déle je v [12] diskutovdn pohyb lana vzhuru a dolu zvlast, pricemz se
vyuziva toho, ze pohybové rovnice lze prevést na tvar odpovidajici pohybu
virtualni ¢astice jednotkové hmotnosti v efektivnim potencidlu sily, ktera

zavisi na . Pro pohyb nahoru plati
1 F 1

. 2 T _
5:1) +‘/ef_%7 kde ‘/ef

C

oy
ZEQ

gx (2.20)
pricemz veli¢ina % predstavuje celkovou mechanickou energii virtualni ¢éstice
a C = L(zovy)*— %x% —(g/3)z3 je konstanta z4visld na poc¢atecnich podmin-
kéch. Pro pohyb dolu se v [12] odvozuje, ze

1.y, ol ! ! r
5 + Vo(x) = Vi (a), kde Vii(z) = gr — gln (), (2.21)

kde x; ma smysl pocatecni polohy pri pohybu dolu, tedy z; je bod obratu
predchoziho pohybu vzhuru. Celkové feseni vede na tlumené oscilace okolo
stacionarniho bodu z, = %.

K vysledkum ¢lanku [12] zde pouze dodejme, ze na zdkladé znalosti rov-
nic (2.20) a (2.21) lze vykreslit fdzové diagramy poloha-rychlost a poloha-
hybnost demonstrujici charakter tlumenych oscilaci. Na¢rtnuty fazovy dia-
gram s body obratu pro tuto tlohu je uveden v [11]. V této praci jsme exaktné
vykreslili zavislost rychlosti na poloze lana a zavislost hybnosti na poloze
lana pro F' = 0.1N, n = 0.002kgm ™!, g = 9.8ms™2, 2y = Om, vy = \/giTlms_

11

1



6 |
4 - |
1rychlost2 i |
0r |
2+t |
_4 | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8
poloha
Obrazek 2.1: Fazovy diagram poloha-rychlost
0.05
0.04 |
0.03 |
0.02 |
0.01 |
hybnost .
-0.01 |
-0.02 |
-0.03 |
_004 | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8
poloha
Obrazek 2.2: Fazovy diagram poloha-hybnost
Bod oznaceny kiizkem predstavuje stacionarni bod z. = nﬂgi&lm, ke

kterému obé kiivky konverguji.
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2.2 Dopravni pasy

V této podkapitole budou diskutovany zakladni ulohy obsahujici dopravni
pas o hmotnosti M, na ktery se z jakési sypky bude rovnomérné sypat
hmota (napt. pisek) znamou rychlosti, ¢imz bude dédna vazba mezi hmotnosti
péasu a casem (viz. Obrazek 2.3). V nésledujicich ulohach budeme uvazovat
konstantni rychlost narustu hmotnosti pasu m = p. O pasu budeme déle
predpokladat, ze je dokonale tuhy a nekonecné dlouhy. Material, ktery se
na pas kolmo sype, na péasu neprokluzuje, je po dopadu okamzité strzen a
dale pokracuje stejnou rychlosti jako pas. Souradnice x bude mit vyznam
polohy referenéniho bodu na povrchu pasu.

VWV

2 © © © 0 0 0 0 0 o L @ . @ © © ©

m
=

Obrazek 2.3: Dopravni pas

Dobéh pasu:
Na dopravni péas nepusobi vnéjsi sily. Poc¢atecni rychlost pasu je vy.

Resent: Vzhledem k absenci vnéjsiho silového pusobeni se musi zachovavat
celkova hybnost systému, diky ¢emuz muzeme rovnou psat

m M+ put’
kde pp ma vyznam pocateéni hybnosti pasu a vy je jeho pocatecni rychlost.
Integraci (2.22) podle ¢asu ziskdme zdvislost polohy na ase

M
g=00 - 1% (2.22)

M M + put
= —ap 1 ) 2.2
T xo—i‘luvo Il( i ) (2.23)

V limité ¢ — oo jde rychlost & asymptoticky k nule zatimco poloha kon-
cového bodu pasu jde do nekonecna. Nezachovéani kinetické energie systému

13



je opét evidentni z rovnice (2.22), nebot okamzit4 rychlost je nepiimo imérna
celkové hmotnosti systému.

Bézici dopravni pas:
Dopravni pas je tazen konstantni silou F' ve sméru osy xz. Pocatecéni
rychlost vy je nezaporna.

Reseni: Newtontuv pohybovy zdkon p = F integrujeme podle ¢asu s vysledkem

F

Ft+ M F o vo—7

P A V' (2.24)
M + pt wo M+ ut

Je vidét, ze v feSeni pohybu dopravniho pasu se vyskytuje feseni s konstantni

rychlosti v = vy = % , a tomuto Teseni se rychlost blizi pro velké ¢asy. V tom

je jista podobnost s Buquoyovou tlohou v beztizi. Rovnici (2.24) lze dale

integrovat podle casu

F M F M + ut
o= Do 2 (o D (ALY 225
peooop (0 u) M (2.25)

Opét vidime, ze pro t — 0o je x — 00.

Naklonény péas/rypadlo:

Pés je v homogennim gravitaénim poli g a s horizontdlni rovinou svird
thel ¢ € {O, %}, na pas déle pusobi konstantni sila F' ve sméru pasu. V case
t = 0 se na pas zacne sypat materidl konstantni rychlosti p. Pas je na
posuvnych kolech namotan tak, ze se gravita¢ni pusobeni na néj vyrusi s
reakci kol, takze budeme uvazovat pouze pusobeni gravitacni sily na hmotu
na pasu, nikoli na pas samotny. Zname rychlost a polohu péasu v case t = 0.
Ulohu uvazujme pouze pro pripad, ze rychlost pasu je nezaporna.

V pripadé, pro ¢ blizké 7 je lepsi si misto pasu predstavovat spise ry-
uvédomit, ze m musi zustat konstantni, tedy radlice nemohou byt zaplnény
stejné pri nekonstantni rychlosti rypadla), ovSsem opét v idealizaci, ze cely
déj probiha spojité.

14



Obrazek 2.4: Naklonény dopravni pas

Reseni- Bod na pésu se tedy pohybuje po pifmce, kterou parametrizuji
r =5 cosg ay=ssing¢. Z geometrie ilohy vyplyva, ze

p=F — utgsin ¢. (2.26)
Tuto rovnici lze rovnou integrovat podle casu:
1

(M + ut)$ — Mvy = Ft — iutggsin(ﬁ, (2.27)

a po upravach vyjadrit rychlost ve tvaru

Cs
s =C1 — Cot + ————— 2.28
s 1 2l + M+t (2.28)
kde

' Mgsi
oy = L Mysing (2.29)

I 24

r .

Cy = §gsm¢, (2.30)

15



= M($9— Ch). (2.31)
1
Z rovnice (2.28) je tedy vidét, ze pohyb naklonéného pdsu vzhuru lze formélné
rozlozit na tii pohyby: Pohyb konstantni rychlosti C', rovnomérné zrychleny
se zrychlenim —Cy a pohyb, jehoz rychlost je nepiimo umeérnd okamzité
hmotnosti pasu (tedy pohyb podobny dobéh pasu s pocatecni hybnosti C).
Z rovnice (2.28) je dale videét, ze rychlost pésu je klesajici funkei casu. Pés
zacind na pocatecéni rychlosti s a dale jeho rychlost klesd, az se v konetném
case zastavi. Tento ¢as zastaveni (resp. Cas obratu) t; lze vyjadiit z rovnice

(2.27):

F M?gsi
03:M<50_>_98m¢
24

P+ F?+2M3ugsin ¢
- g sin g |

Rovnici (2.28) 1ze déle integrovat podle ¢asu, ¢imz obdrzime zavislost
polohy pocateéniho bodu na case

ty (2.32)

1 C M t
s—sozClt—ngﬁ—i-fln (]\;M)

Volba pocatecni polohy, narozdil od Buquoyovych tloh, neovlivni dyna-
miku systému, proto je vhodné v dalsich tlohach volit sy = 0.

(2.33)

Dopravni pas a rypadlo konecné délky:

Uvazujme nyni dopravni pas podobny jako v predchozi tloze, ktery
ovSem ma konecnou délku L. Pas svira s horizontalni rovinou thel ¢. Na pas
se sype hmota konstantni rychlosti pz. Ve sméru rovnobézném s pasem pusobi
konstantni sila F', na hmotu na pésu pusobi homogenni gravita¢ni pole.
Hmota, ktera dorazi na konec pasu, pas opousti rychlosti rovnou okamzité
rychlosti pasu.

Reseni: Koneéng délka pésu se na jeho dynamice projevi az v momenté,
kdy nasypana hmota dorazi na konec pasu a za¢ne unikat ze systému. Toto
unikani hmoty ze systému vsak nelze zapocitavat v pohybovych rovnicich v
¢lenu souvisejicim s ¢asovou zménou hmotnosti systému, nebot tento pokles
hmotnosti neni zpusoben pusobenim uvazovanych sil. Pripadné lze hmotu,
kterd opustila pés, povazovat stdle za soucdst systému, v tom piipadé sa-
motny proces opousténi pasu neznamend zménu hybnosti systému. Clen sou-
visejici se zménou hybnosti systému bude mit tedy v pohybovych rovnicich
tvar ms = us. Obtiznéjsi ovsem bude uréit okamzitou hmotnost pasu.
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Zkusme nejdiive spocist linedrni hustotu hmoty n(s') = % v bodé ¢

vysypané na pas pro piipad, kdy nasypana hmota jiz dorazila na konec pasu
a pas je tedy hmotou zcela pokryt. Pii pohybu pasu vzhuru pro piirustek
hmotnosti plati

d
dm = pdt = ,u—_s, (2.34)
$

kde se vyuziva ds = sdt. Odtud ur¢ime linedrni hustotu hmoty na pasu:

dm pdt’ 1
=— = = 2.35
ds'  s(t)dt  s(t)’ (2:35)

n(s’)

kde t' je cas, kdy bod, ktery je nyni (kdyz uz je pés cely pokryt hlinou) v
misté ', prochézel pocatkem. Cas ¢’ miizeme uréit z rovnice (2.33) jako in-
verzn{ funkci k s(¢) v bodé s = L—s'. Inverzni funkci jsme schopni explicitné
vyjadrit pro specidlni piipad C3 = 0 jako kofen kvadratické rovnice

G+ /CF = 205(L - )
— o

Odtud lze vyjadrit linearni hustotu nasypané hmoty na pdsu v bodé s’ pro
pripad, kdy bod, ktery v nulovém case nachazel v pocatku a meél rychlost
50 = C4, dorazil do bodu sy:

t/

. (2.36)

n_ [
n(s') = \/012 Lo (2.37)

Pro Cy =0 rovnice (2.37) odpovida konstantni linedrni hustoté pasu bez
pusobeni gravitace g = 0, pfipadné pro pas v horizontalni roviné (¢ = 0),
pri feseni s konstantni rychlosti s = %

V obecnéjsim piipadé pro Cy # 0 (ovsem stéle uvazujeme piipad C5 = 0)
pohyb péasu do chvile, nez se zaéne hmota z pasu unikat, je stejny jako pro pas
nekonecné délky. Poté, co bod, ktery byl v nulovém case v pocatku, dorazi
do bodu s = L, presouva se na spodni stranu pasu a dale pokracuje opacnym
smérem. Proto je vhodnéjsi pohyb po dosazeni konce pasu pocitat zvlast a
poloze s dat vyznam polohy bodu, ktery se nachazi v pocatku v okamziku,
kdy prvni nasypand hmota dorazi na konec pasu. K ziskani pohybovych
rovnic potfebujeme vyjadrit okamzitou hmotnost hmoty na pasu. Integraci
(2.37) podle s 1ze ziskat koneény ibytek hmotnosti Am pii konetném po-
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sunu pasu,

L

Am(s) / a ds’ = gQ <C’1 —/C} — 2025> . (2.38)

e 200 - )

Specidlné pro Cy = 0 z (2.37) je tbytek hmotnosti

2

Am(s) =ns = %s. (2.39)

Hmotnost systému tedy muzeme psat ve tvaru m = M + ut — Am(s),
tedy hmotnost samotného pasu M s celkovou hmotnosti hmoty, kterd se na
pas vysypala za Cas t, bez hmoty, kterd z pasu unikla Am(s). Pohybova
rovnice pro rypadlo konecné délky ma tedy tvar:

(M + pt — Am(s))s + ps = F — (ut — Am(s))gsin (¢). (2.40)

Rovnice (2.40) ovSem plati pouze pro t > ty. Veli¢ina ¢ty ma vyznam
doby, za kterou hmota dosdhne konce pasu, pokud se na péas zacala sypat v
nulovém case. Cas ¢y lze vyjadrit napiiklad z rovnice (2.36):

Cy+/C? —2C,L
tp= o , (2.41)

pficemz pro Cy = 0 ma t; tvar

L
ty = —. 2.42
=5 (2.42)
ProCy=0aC; = % ma tloha feseni s konstantni rychlostis = %, dynamika

je stejna jako pro pripad nekonecného pasu.
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Zpétny pohyb naklonéného pasu:

Péas je v homogennim gravitacnim poli a s horizontdlni rovinou svird
uhel ¢, na pas pusobi navic konstantni F' ve sméru pasu. V case ty se na
pas zacne sypat material konstantni rychlosti p. Uvazujme situaci, kdy je na
pasu dostatek hmoty, aby gravitacni pusobeni zpusobilo zpétny pohyb pasu.

Reseni: Budeme uvazovat pouze pifpad Cs = 0, kdy jsme schopni uréit
linedrni hustotu hmoty na pésu 7n(s). Podobné jako v piipadé Buquoyovy
tlohy plati rovnice (2.27) a (2.28) pro piipad § > 0. Pro zdporné rychlosti
se vneéjsi sily nepodileji na zméné hybnosti spojené s poklesem hmotnosti
systému, hmota, ktera byla na pas vysypéana pii jeho pohybu nahoru (s > 0)
pii pohybu dolt opousti systém rychlosti rovnou okamzité rychlosti systému.
Ze zadani ulohy neni zcela jasné, co se déje s hmotou sypajici se na pas
konstantni rychlosti m = p pri zadporné rychlosti pasu s < 0. Pfirozené jsou
dvé moznosti: Bud hmota bez interakce s pasem sklouzava (co# je prirozené
spise pro rypadlo) a pro § < 0 se clen typu s neuplatni, nebo opét strhava
dopadajici hmotu a udéluje ji svou okamzitou rychlost, coz znamena, ze
rychlost zmény hybnosti bude mit tvar p = ms + ps. Polohu referencniho
bodu budeme volit v bodé, ktery se v nulovém c¢ase nachézel v pocatku
pasu, tedy so = 0. Linearni hustota hmoty nasypané na pas je dana vztahem
(2.37), misto délky pdsu L vsak musime vzit bod obratu. Tedy hodnotu
souradnice s, kdy se pas po pohybu vzhuru zastavi a déle se bude pohybovat
zpétnym smérem. Cas, kdy dojde k obratu pohybu pésu lze uréit ze vztahu
(2.28):

Ch
toh = — 2.43
"G (2:43)
a bod obratu lze urcit z (2.33):
C?
ob = == 2.44
e (244)

Ubytek hmotnosti uréfme integraci linedrn{ hustoty uzitim (2.37):

Amis) = [ n(sds' = £ (\CF = 2005 = JCF = 235 ) =

2

Cl S
= —pu, /1 - —. 2.4
sz/ - (2.45)
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Budeme se zabyvat pripadem, kdy hmota padajici na pas bez interakce
sklouzava. Hmotnost systému bude hmotnost pasu M, plus hmotnost hmoty,
kterd se vysypala na pas put., bez hmoty Am(s), kterd z pasu unikla. Po-
hybova rovnice je:

C C
(M ot — Am(s)) §=F— (ul - Am(s)) gsin . (2.46)
CQ 02
Pohybovou rovnici 1ze vydélit okamzitou hmotnosti, nasobit $ a integro-
vat podle ¢asu

152 = (F + Mgsin ¢)% (mob In (1 — Am(s)) + Am(s)) +
2 1% Mop
+(50 — 5)gsin ¢, (2.47)
kde
4
mob = M + pto, = M + Heo (2.48)
2

mé vyznam hmotnosti pasu s nasypanou hmotou v bodé obratu. Resenfm
rovnice (2.47) pro $ = 0 bychom dostali dalsi bod obratu. Pti opétovném po-
hybu pasu vzhuru vsak jiz nebude splnéna podminka C3 = 0 a tedy nepujde
vyjadrit tdbytek hmotnosti na pasu Am pomoci vztahu (2.45). Muzeme
tedy ocekavat, ze v obecném piipadé funkce vyskytujici se v pohybové rov-
nici nebude explicitné vyjadritelnd. Pro vysetteni dynamiky tohoto systému
bychom tedy museli pouzit numerické metody.

2.3 Kapka, pluh, raketa

Padajici kapka v mraku:

Méjme destovou kapku v mraku, kterd nabira pii pddu hmotu diky kon-
denzaci vodnich par. Na kapku pusobi vnéjsi sila (napf. homogenni gra-
vitaéni pole nebo odporové sily v mraku).

Resent: O kapce muzeme piedpoklddat, Ze mnozstvi pary, jez se ji podaif

zkondenzovat, je imérné objemu, kterym kapka projde. Polohu kapky popise-
me soutadnici z, ktera bude mit vyznam vertikalni osy orientované smérem
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dolu. Okamzitou hmotnost kapky a odporové sily v mraku nebude snadné

urcit. Nejprve zkusme urcit pohybovou rovnici pii idealizaci, kde neuvazujeme
zménu rozméru kapky a odporové sily v mraku R budeme pokladat za kon-

stantni. Prirustek hmotnosti bude tmérny urazené draze kapky, tedy ¢asova

zména hmotnosti bude piimo umérna okamzité rychlosti kapky, m = na.

Hmotnost tedy bude m = nx. (Pro uvézeni kapky, kterda vznikd s nenulo-

vou hmotnosti M muzeme volit poc¢dtecni podminku M = uzg, vg = 0, tedy

kapka vznika v poloze x). Pohybovou rovnici

nxi+ni*=nrg—R (2.49)

lze prenasobit ¢lenem zi a integrovat podle ¢asu

= g2 — —— +C, (2.50)
U]
kde C' je konstanta zavisla na poc¢atecnich podminkéch

1 1 . Ra}

C = =(zovg)?* — g3 + 2.51
(wuv0)? = 3905 + 5 (251)

2 3

Rovnici (2.50) lze formdlné prevést na tvar zdkona zachovani energie
fiktivni castice jednotkové hmotnosti v poli sily o efektivnim potencialu

Ve = — (% gx + ;%)7 ktera by méla zapornou celkovou mechanickou energii
(E = —%). Lze vsak rovnou vyjadiit rychlost kapky na poloze:
2 R 2C
P= [ 2gr— =+ =, 2.52
x \/ 392 ; + — (2.52)

ze které je vidét, ze od urcité hodnoty x je rychlost rostouci funkei polohy.

Nyni bychom mohli uvazit zménu rozmeéru kapky, pricemz budeme uvazo-
vat, ze kapka méni rozmér, nikoli tvar. Budeme tedy predpokladat, ze jisty
charakteristicky rozmér (napf. prumér kapky pii horizontalnim fezu) bude
umeérny tfeti odmocniné z objemu kapky a pri uvazeni toho, ze kapka je
homogenni, je tento charakteristicky rozmér imérny také tieti odmocniné z
okamzité hmotnosti. Element objemu, kterym kapka projde bude dV' oc Sdx,
kde S je okamzity prutez kapky, ktery je imérny kvadratu charakteristického
rozméru. Pro prirustek hmotnosti by tedy mélo platit

dm = Cym3dz, (2.53)
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kde Cy je konstanta. Pokud formélné polozime xy = 0, my = 0 (tedy uvazujeme
kapku, kterd vznikd s nulovou hmotnosti v x = 0), vztah mezi polohou a
hmotnosti bude

3
m=Kia®, K = (C;:) . (2.54)

Dale budeme predpokladat, ze odporova sila bude tmérna prurezu kapky,
tedy kvadratu charakteristického rozméru, konstantu imeérnosti ozna¢im K.
Pohybova rovnice pro kapku je tedy

K233 + 3K 2%3% = K2 — Ko (2.55)

Tuto pohybovou rovnici lze integrovat

I 6. 1 K, 1 1 Ko
§x6x2 = §gx7 — 6—}(11:6 + K3, K3= 51’8@8 - ?g:cg + 6—}(1568 (2.56)
a vyjadrit okamzitou rychlost v zavislosti na poloze:
_ 2 Ky  2K;3
=\/zgr — — + —=. 2.57
. \/799” 3K, | (2:57)

Dalsim piikladem kapky v mraku je ptiklad kapky v beztizi pro odpo-
rovou silu linedrné zavislou na rychlosti a prufezu kapky. Predpoklddejme
zévislost hmotnosti na poloze podle vztahu (2.54) a odporovou silu ve tvaru

R = K 2°%. (2.58)
Pohybova rovnice kapky je tedy

K\2*% + 3K %% = — K42, (2.59)

jeji integraci obdrzime

K K.
Kll'gji' = —?4.1’3 -+ K5, K5 = legvo -+ ?41'8, (260)
odkud Ize snadno vyjadrit rychlost
. Ky K
=—— . 2.61
YT T3K, TR (2.61)
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Je nutno si uvédomit, ze tdloha ma smysl pouze pro xy > 0 (kvuli nenulové
hmotnosti kapky na pocatku), vg > 0 a tedy K5 > 0 . Rovnice (2.61) ma
smysl pouze pro kladnou rychlost. Rychlost je klesajici funkci polohy, za¢ina
tedy na pocatecni hodnoté vy a na konecné dréze klesne na nulu. Drahu zy,
na které se kapka zastavi lze z rovnice (2.61) vyjadfit

xp = {22 (2.62)

Pluh (Buquoy, 1814):

Pluh, ktery je tvoren klinem o sklonu ¢, délce [ hmotnosti M je bez treni
tazen silou F' po horizontalni roviné, na které je vrstva hliny. Jak se pluh
pohybuje, nabira hlinu, ktera z néj nasledné pada. Budeme ptredpokladat,
ze pluh hlinu pouze zvedd (neméni jeji polohu v z-ové ose), nepfesypava ji.
Linearni hustota hliny bude 7.

k=l Sy A

Obréazek 2.5: Pluh

Reseni: Pro piipad, ze celd délka pluhu je jiz pokryta hlinou lze Feseni
nalézt v [11]. Uvedu zde jeho zkracenou versi. Uvadénd pohybové rovnice
ma tvar

SIl2

Mz +nl ! (féf+ntan2¢j:2:F—nlgsin¢, (2.63)
oS
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kde prava strana vyjadiuje pusobeni konstantni sily F' na pluh a gravita¢ni
sily na hlinu, kterou pluh nabral. Levou stranu rovnice (2.63) tvoii (zleva do-
prava) setrvac¢na sila pluhu, setrvaén sila hmoty na pluhu a ¢len vyjadiujic
ptribyvani hmoty u hrotu pluhu. Rovnici (2.63) lze fesit napiiklad separaci

proménnych
[C 2
T=4/=|1+ , 2.64
B ( EeXp(NFt)—l) (2.64)
kde
sin? ¢
A=M+nl ., B=ntan’¢,
cos ¢
Vg + ¢

(2.65)

Je vidét, ze limitni rychlost pro velké casy je

) C F —gnlsin¢

Pro specialni podminku, kdy je pocatecni rychlost pluhu vy, rovna li-
mitn{ rychlosti z rovnice (2.66), je rychlost pluhu konstantni podobné jako
u Buquoyovy tlohy v beztizi a tloze bézictho pésu. Z (2.64) lze urcit inte-
graci podle ¢asu zavislost polohy na case. Pii vypoctu pouzijeme substituci

u = Fexp (2‘/570@ — 1 a pak rozklad na parcidlni zlomky:

ty ly
T —x /\/6(1—1— 2 )dt Ct +
- el _ ~
7 B Eexp(Q\/fTCt) -1 B

%

—\/gt N gm (E exp (2‘/5_% - 1)] " (2.67)

t;

+A71du =
BJ u(u+1) B
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Raketa:

7 trysek rakety o pocatecni hmotnosti mg vylétaji spaliny konstantni
rychlosti —u relativné vuci raketé. Za cas dt vyleti spaliny o hmotnosti
dmg = pdt (1> 0). Na raketu dale pusobi dodatecnd sila F' (napiiklad gra-
vitacni). Predpokladejme, ze spaliny a raketa interaguji tim zpusobem, zZe
pro systém rakety se spalinami plati zdkon zachovani hybnosti (pfirozené
také celkovda hmotnost systému ,,raketa plus spaliny”se zachovava).

Reseni: Hledejme pohybovou rovnici z hlediska pozorovatele, v jehoz
systému méla raketa v case t = 0 rychlost vy a polohu xy. Obecny New-
tonuv pohybovy zakon muzeme rozepsat nasledujicim zpusobem:

F =p=pr+ps=mo+rmv+mg(v—u), (2.68)
kde pr, m je hybnost a hmotnost rakety, zatimco pg, mg je hybnost a hmot-
nost spalin. Déle vyuzijeme zachovani hmotnosti g = —m = pu, takze

F = mo + rhu = mo — pu. (2.69)

Vyfesme nyni rovnici (2.69) pro specidlni piipad F' = 0. Vyndsobime
formélné rovnici (2.69) ¢lenem dt/m, dosadime za 1 = —r a pomoci sepa-
race proménnych ziskdme:

m
v—1v)=—uln—. (2.70)
mo
Jak je vidét z rovnice (2.70), okamzita rychlost rakety v je pouze funkei
pocatecni a koncové hmotnosti a nezavisi na tom, jak se v prubéhu déje
hmotnost ménila (nezavisi na konkrétnim tvaru u(t)). Predpoklddejme nyni,
ze ¢asova zména hmotnosti rakety p je konstantni. S timto predpokladem
lze 7z (2.70) rovnou vyjadfit ¢asovou zavislost rychlosti:
mo — [t

v =1 —uln ———, (2.71)
mo

kterou lze déle integrovat podle casu:

mo—utlnmo—,ut

2.72
. o (2.72)

T —xg=vot +ut +u

Rychlost rakety urcend podle (2.71) diverguje v konecné case t = % To
odpovida ptripadu, kdy raketa spotiebuje veskerou svou hmotnost. Realnéjsi
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model by ale mél predpokladat to, ze raketa se nesklada pouze z paliva.
Raketa tedy vypotiebuje palivo v koneéném case t5 < % a dale pokracuje
konstantn{ rychlosti v = v(ty)

Rozeberme nyni jesté vertikalni pohyb rakety v homogennim gravitacnim
poli, tedy piipad F' = —mg. Pohybové rovnice (2.69) ma tvar:

—mg = mv — pu. (2.73)
Do pohybové rovnice dosadime m = my — ut a vyjadiime zrychleni rakety:

. p
=— _ 2.74
b=—gt (2.74)

které lze intergovat

— ut
o = A, (2.75)

v=1v9—gt—uln
mo

Rovnice (2.75) se od rovnice (2.71) lisi pouze ¢lenem —gt. Pohyb ra-
kety proti pusobeni gravitacniho pole lze tedy rozlozit na pohyb rakety bez
pusobeni vnéjsich sil a volny pad rakety. Coz je v souladu s intuitivnim
predpokladem, ze pokud v gravita¢nim poli vSechna télesa padaji se zrych-
lenim ¢, bude se stejnym zrychlenim padat i objekt, ktery v prubéhu padu
svou hmotnost méni. Tento intuitivni predpoklad ovSem neni pro systémy
s proménnou hmotnosti splnén obecné. Naptiklad rozdil ¢asové zavislosti
rychlosti naklonéného dopravniho pasu pro ¢ = 7 a F' = 0 a Casové zavislosti
rychlosti dobéhu pasu nedd ¢len —gt.

Rakety jsou nejvice diskutovanym systémem s proménnou hmotnosti a
jejich dynamika je dobie rozebrana v jiné literatufre, proto se jimi v této praci
nebudu podrobnéji zabyvat. Doporucil bych vsak ¢lanek [7] ktery podrobné
rozebird dvojdimensiondlni pohyb raket. Rakety také z hlediska této préace
nejsou tak zajimavymi systémy, nebot je k jejich pohonu potieba jesté dalsi
sila urychlujici spaliny, ktera piimo nevystupuje v pohybovych rovnicich a
kterou jde tézko kvantifikovat. Proto nejsou rakety tak zajimavé z hlediska
zakona zachovani energie.
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Kapitola 3

Zakon zachovani energie pro
systémy s proménnou
hmotnosti

Jak bylo ukazano na piikladech v Kapitole 2, jednim z obecnych rysu systému
s proménnou hmotnosti je neplatnost zakona zachovani energie v obvyklém
smyslu rovnosti prace vnéjsich sil a zmény celkové kinetické energie systému
mezi pocatecnim a koncovym stavem. Pfirozené, neptedpokladame, ze by
tim, ze pripustime, aby se v systému meénila hmotnost, byl narusen funda-
mentalni fyzikalni princip. Spise se zde pokusime interpretovat déje v téchto
systémech tak, aby nebyly ve sporu s zdkonem zachovani energie v obecnéjsi
podobé. Nejprve se pokusime preformulovat zakon rovnosti prace vnéjsich
sil a zmény kinetické energie na rovnost prace vnéjsich sil a vhodné veli¢iny,
kterd bude v urcitém smyslu zobecnéni zmény kinetické energie. Dale se
pokusime analyzovat nékteré z modelu systému s proménnou hmotnosti z
Kapitoly 2 tak, aby z nich bylo mozné urcit prislusné formy energie na které
se bude ménit prace vnéjsich sil. Tim ilustrujeme uzitecnost zobecnéného
tvaru zdkona zachovani energie.

3.1 Prace vnéjsich sil a funkcional energie

Pokud hledame ekvivalent zakona zachovani energie pro systémy s proménnou
hmotnosti, muzeme opét vyjit z obecného Newtonova pohybového zakona

F =y, (3.1)
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ktery dava do souvislosti vnéjsi silu a zménu hybnosti systému. Odvozujeme-
li obdobu zakona zachovani energie, muzeme integrovat obé strany rovnice
podle drahy. V pripadé systému s konstantni hmotnosti se jednd o rovnost
typu ,,prace vnéjsich sil je rovna zméné kinetické energie” tedy:

5§ 5§ ty vf 1 vg
/Fds = m/z)ds = m/bvdt = m/vdv = [2m02} : (3.2)
S S t; V3 vi
neboli
W = AT, (3.3)
kde
st
W = /Fds (3.4)
a . o
AT = {vaﬂ (3.5)

V naSem obecném piipadé vypada rovnost nasledovneé:

sy sy
/F%:/m& (3.6)
Si Si

Rozepsanim integra¢ni proménné ds = vdt obdrzime rovnici

tr

Sf
/F@:/m% (3.7)

t;
kterou lze pouzitim véty o substituci a zaménénim integrace podle casu za
integraci podle hybnosti prevést na tvar

bf

sy
/Fds = /Udp. (3.8)

pi

Rozepsanim diferencidlu hybnosti dp = mdv + vdm ziskame rovnici

sy vr my
/Fds = /mvdv+/02dm. (3.9)
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Levéa strana rovnice (3.9) je opét rovna praci W vnéjsich sil na systém.
Neni tézké si povSimnout, ze druhy ¢len na pravé strané je v ptipadé kon-
stantni hmotnosti identicky nulovy a ze prvni ¢len ptechdzi na znamou
zménu kinetické energie AT, jak je vidét ze vztahu (3.2). Je dulezité upo-
zornit na to, ze prirustek kinetické energie je v takovém specialnim piipadé
funkei pouze pocédtecéni a koncové rychlosti, tedy nezévisi na ,,draze” (tj. na
tom, jak se v prubéhu déje rychlost ménila) mezi koncovymi body. Prace
vnéjsich sil pro systém s proménnou hmotnosti jiz na konkrétnim prubéhu
déje mezi koncovymi stavy zaviset bude. Lze ji tedy chapat jako funkciondl
zévislosti hmotnosti na rychlosti (¢i opacné). V integrédlu (3.9) je tedy nutné
uvazit konkrétni funkce m(v) a inverzni funkce v(m).

Trochu nazornéjsi tvar funkcionalu energie lze ziskat z (3.7) nasledujicim
zpusobem:

sf ty ty
/ Fds — / podt = / (v + riw?) dt =
— / (1 )+ L2 ) dt = [ } / dt, (3.10)
2 \gmv 2mv mu?dt,

Leva strana rovnice (3.10) je opét celkovou praci W vnéjsich sil. Na
pravé strané se vyskytuje prirustek kinetické energie AT systému, navic je
tam vsak dodatecny clen:

= —/m(t)UQ(t)dt. (3.11)

Celkoveé lze tedy psat:
W=AT+¢€ (3.12)

Za zminku navic stoji, ze prevedenim druhého ¢lenu na pravé strané
rovnice (3.10) na levou stranu obdrzime zdkon zachovéni energie ve tvaru,
ze prace sily F' — %mv. Lze tedy ekvivalentné psat:

W* = AT, (3.13)

kde W* je prace modifikované sily

1
F— S, (3.14)
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Dodatecna sila —%T’nv by mohla byt interpretovana jako jista ,,tfeci sila” souvisejici

s prirustkem hmotnosti.

V Kapitole 2 jsme také uvazovali dva typy uloh, které nemaji za vSech
okolnosti vS§echny atributy systému s proménnou hmotnosti. V obou piipadech
se ze systému bezinterakcéné oddéli ¢ast hmoty, kterd dale jiz nema vliv na
dynamiku systému. V prvnim piipadé bezinterakéni zména hmotnosti bude
znamenat, ze se v pohybovych rovnicich neuplatni ¢len s ¢asovou zménou
hmotnosti. Tomuto pripadu odpovida naptiklad pohyb lana smérem dolu v
Buquoyové tloze. V druhém typu tloh je prirustek hmotnosti roven bezin-
terakénimu dbytku hmotnosti, takze se celkovd hmotnost systému neménd,
to odpovida uloze s pluhem.

f]lohy prvniho druhu:

Pokud bychom tedy uvazili bezinterakéni zménu hmotnosti systému,
muzeme rozepsat zménu hybnosti p = mov a dosadit do (3.7). Pri¢tenim nuly
pak muzeme vyraz upravit do podobného tvaru jako (3.10):

sf ty ty 1 1

/Fds = /pvdt = / (mvv + —1hw? — 2mv2> dt =

Si i i
ty ty

d /1 1., 1 z]vf 1 7.,
= — | = - = = |= — = 1
t/ (dt <2mv ) 51w ) dt [2mv -y modt, (3.15)
tedy
W=AT —€. (3.16)

leohy druhého druhu:

V piipade, kdy je interakéni zména hmotnosti vyvazena jinou (opacnou)
bezinterakéni zménou hmotnosti, takze celkova hmotnost systému je kon-
stantni, lze ¢asovou zménu hybnosti rozepsat ve tvaru p = mv + uv, kde
hmotnost m je konstantni a u je interakéni ¢asova zména hmotnosti, kterad v
obecném pripadé konstantni neni (v pfipadé pluhu je napiiklad funkei rych-
losti). Opét rozepiseme hybnost ve vztahu (3.7) a upravime do vhodného
tvaru:

sf ty ty tr

1 vf
/Fds = /pvdt = / (mmH—/uw?) dt = [vaﬂ +/uv2dt, (3.17)
S; t; t; Vi t;
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tedy
W = AT + 2€7, (3.18)

Ly
kde €* = % [ u(t)v*(t)dt je analogii € pro systémy, ve ktery se celkovd hmot-
t.

nost zachovava. Rovnice (3.17) ma tedy podobny tvar jako (3.10), s tim
rozdilem, ze hmotnost m je konstantni a velicinu p proto nelze interpreto-
vat jako zménu celkové hmotnosti systému. Tyto vyrazy lze pouzit k popisu
situaci, kdy se néjaké téleso pohybuje v prostiedi, které mu klade odpor. Ze
systému s odporem prostiedi ziskdme systém s proménnou hmotnosti tak,
ze uvazime pouze sytém, ktery bude tvorit téleso a jista ¢ast hmoty okolniho
prostiedi (napf. hmota na pluhu).

Zakon zachovani energie pro systémy s proménnou hmotnosti je disku-
tovan také v [4] a strucné ve skriptech [14]. V [4] je zaveden pojem piitoku a
odtoku hmotnosti ze systém. Také se zde zavadi rychlost u, kterou se pohy-
buje pritékajici ¢i odtékajici hmota. Pti odvozovani vztahu pro energetickou
bilanci se zde vyjde z modifikovaného Newtonova pohybového zakona:

p=F +um, (3.19)

ve kterém se rozepiSe hybnost p = mv + muo, prendsobi se rychlosti v a dosadi

se 4 (%rmﬁ) = muv + $mwv?. Ve vysledné rovnici

d /1 1
o — WF ~ w4 2
pn <2mv ) vF +v (u 2'0) m (3.20)

1ze jesté rozepsat ¢len v (u - %v) = 1u — L (u —v)?, &imz obdrzime

jt (;mzﬂ) =vF + ;um — ;(u —v)%m, (3.21)
kde druhy clen na pravé strané predstavuje ¢asovy prirustek kinetické ener-
gie, kterou systému dodd pritékajici hmota (resp. ¢asovy tubytek kinetické
energie odnasené odtékajici hmotou). Rovnici (3.21) lze integrovat podle
casu:

1 1
AT =W+ /u2dm 5 [w=vdm. (3.22)
V nasi praci jsme zdkon zachovani energie rozebirali pouze pro piipad,
kdy do systému vnikd hmota s nulovou rychlosti (v = 0), nebo piipad,

kdy hmota ze systému unika rychlosti rovnou okamzité rychlosti systému
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(u = v). Pro ptipad u = 0 vztah (3.22) piejde na (3.12). Pro piipad v =v
vztah (3.22) ptejde na (3.16). V tloze s pluhem dochézi soucasné ke dvéma
vzajemné se kompenzujicim zménam hmotnosti. Hmotnost u ,;hrotu” pluhu
pribyva s u = 0 a zaroven na konci pluhu hmota unika s u = v. Zapoc¢itanim
uniklé kinetické energie a energie souvisejici se zménou hmotnosti ziskame
z (3.22) rovnici (3.18).

3.2 Energeticka bilance pro konkrétni pripady
systému s proménnou hmotnosti

Vztahy (3.12), (3.16) a (3.18) predstavuji tvary zobecnéného zdkona za-
chovani energie formulované tak, aby platily i pro systémy s proménnou
hmotnosti. Zkusme nyni ovérit jejich platnost na nékolika konkrétnich prikla-
dech uvadénych v Kapitole 2.

Buquoyova uiloha:

Lanko je tazeno konstantni vertikdlni silou F' z horizontélni podlozky
proti pusobeni homogenniho gravitaéniho pole. Kladny smér osy x nyni
predstavuje smér nahoru. Pii pohybu orientovaném dolu (proti sméru osy
z, tedy & < 0) lanko opét mizi ve svém lozisku (aniz by interagovalo se
zbytkem, ktery se jesté pohybuje).

Dynamika systému:
Pro pohyb lanka smérem vzhuru plati:
1 F N

—i? V)= — kde V.

- —. 3.23
9 2777 ef T ( )

Pro pohyb lanka smérem dolu plati:

Lo 1 ! ! r
3 + V() = Vi (a), kde Vii(z) = g — Eln (x), (3.24)

Energeticka bilance: Ovéirme nejdfive platnost rovnice (3.12) pro Bu-

quoyovu tlohu pii pohybu vzhuru. Muzeme vyjit z (3.23), odkud vyjadiime

kvadrat rychlosti v? = % + i—(; — %gx. Déle je vhodné prepsat integrand a

integracni proménnou mv?dt = nv?dr. Pak miZeme integrovat
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2
F C s
= [:c - 9%2} . (3.25)
2 z
Rozdil kinetickych energif je:

1 vf 1 rf F nC  gn 1%
L e e R e S
5 . 51Y 5 2x+ " 37 5 (3.26)

Praci vnéjsich sil snadno spocteme:

W = /F mg)dx = {Fx 9277 2rf. (3.27)

Soucet pravych stran rovnic (3.25) a (3.26) zjevné davéd pravou stranu rov-
nice (3.27), tedy € + AT = W, ¢imz je ovéfena platnost rovnice (3.12) pro
pohyb lana vzhuru v Buquoyové tloze. Pro Buquoyovu tlohu v beztizi nebo

harpunu lze provést obdobné ovéreni, pokud specialné polozime gravitacni
silu nebo obé sily rovny nule.

Pro pohyb lanka dolu budeme ovérovat vztah (3.16). Ze vztahu (3.24)
plyne = = \/29<131 —)+ 2% In =. Vyjadrime praci vnéjsich sil

zy
W = / (F — gnx)dx = Fx—%xQ : (3.28)
prirustek kinetické energie
1 Fooz\|Y
AT = |—nz|2¢(x; —x) +2—In— =
2 noox)l,
2 T
= |gnxix —gna*+ Foln—| | (3.29)
T1ly

a veli¢inu € :
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tr g xy Ty
1 1 1 F
8:Q/mUth:2/mvdx=2/7)?126590:/77(9(3”1—1’)"‘hlx) dr =
ti X4 T

T

wy
:[gnxlm—g:ﬁ—i—Fxan—Fx} . (3.30)

i

Opravdu vidime, ze W = AT — €.

Naklonény péas/rypadlo:

Pés je v homogennim gravitacnim poli g a s horizontdlni rovinou svird
thel ¢ € {0, g}, na pas déle pusobi konstantni sila F' ve sméru pasu. V case
t = 0 se na pas zaCne sypat materidl konstantni rychlosti p. Pas je na
posuvnych kolech namotan tak, ze se gravita¢ni pusobeni na néj vyrusi s
reakci kol, takze budeme uvazovat pouze pusobeni gravitacni sily na hmotu
na pasu, nikoli na pas samotny. Znédme rychlost a polohu pasu v ¢ase t = 0.

Ulohu uvazujme pouze pro pripad, ze rychlost pasu je nezaporna.

Dynamika systému: Rychlost pasu je dana:

: Cs
s = Cl - CQt + m, (331)
kde
F Magsi
Ci=—+ ﬂ7 (3.32)
It 21
I
Cy = 9sin o, (3.33)
F M?gsi
Cy=M (so - ) _MSNO s — o). (3.34)
1 24

Energeticka bilance: Ukazeme platnost vztahu (3.10) pro tilohu naklonéného
nekoneéného dopravniho pasu (resp. rypadla). Nejdiive vyjadiime praci vnéjsich
sil na pas:
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sy
W= /(F — ptgsin @)ds =

ty
. C
= /(F — ptgsin @) <C’1 — Cot + i _:’Mt> dt, (3.35)

kde jsme za rychlost $ dosadili ze vztahu (3.31). Déle integrand rozndsobime
a integrujeme

1 1 1
W = lt:”gC’qu sing — t2 (2FC’2 + §Clpg sin ¢) +t(FCy — Cs3gsing) +

M + pt F Mgsing\1”
—I—ln( >C’ (—i—)] . 3.36
o (54| (330

Déle s uzitim (3.31) vyjadiime pfirustek kinetické energie AT"

ly

C 2
5 (M+;uf)<C’1—th+ ’ )
t;

1 by 1
AT = [msﬂ =
2 M+ pt

ti

2 2M 2
= [t?’C’Qu + t2 <CQ — 0102,u> +1 (C;lL — 0102]\/[ — OQC3) +

2 2
ey + AM ( o m]: (3:37)
a veli¢inu £ definovanou v ¢asti 3.2:
€= ImSZdt = ],u (Cl — Oyt + MC—E/Lt>2dt = [t?’cgu _
—t201§2“ +t (Cg’”‘ - 0203) + ln(M]\;Mt)Cg (Ol + OZMﬂZf (3.38)

Rovnost (3.12), tedy W = AT + € by se po dosazeni z rovnic (3.36), (3.37) a
(3.38) stala zna¢né nepiehlednou, proto radéji porovndme zvlast koeficienty
u ¢lenu se stejnou zavislosti na case t.

V rovnici pro kubické ¢leny dosadime C5 z (3.33) :
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1 . C2 C?
§cagusu1¢::—€¥f+-—%ﬁ, (3.39)
2 11
§C2Q:M = (2 + 6> Cip, (3.40)

coz plati. Rovnici pro kvadratické ¢leny nejdrive vykratime ¢lenem —%C’Q a
pak dosadime za C; z (3.32) :

CSM C’ngu

1 1
—§FC’2 - EC'l,ug sin ¢ = — C1Cyu — 5 (3.41)
F+2Cipu=—-CoM+2Cu+ Cyp, (3.42)
F=-CM+F+ CyM, (3.43)

coz také zjevné plati. V rovnici pro linearni ¢leny nejdiive dosadime C5 z
(3.33), zkratime C) a pak za C dosadime z (3.32):

2 2
FC’l — ng Sin¢ = C;'u — Clch — 0203 -+ C;'u — 0203, (344)

F=Cp—CyM,  (3.45)
F=F+CM—CyM, (3.46)

coz opét plati. V rovnici pro ¢leny s logaritmickou zavislosti na case zkratime
C5 a dosadime C z rovnice (3.32):

G{Z+Mﬁm®:a«q+%y» (3.47)

7
M M
q+@;:q+@7, (3.48)

coz je identicky splnéno.

Cleny nezévislé na case se neuplatni a koeficienty u linedrné lomenych
¢lenu se v (3.36) a (3.37) rovnaji. Ovéfili jsme tedy platnost zobecnéného
zédkona zachovéni energie (3.12) i pro piipad naklonéného pasu. Platnost
(3.12) bychom ovérili pro dopravni pds dosazenim za g = 0 (resp. ¢ = 0,
Cy = 0) a pro dobéh dopravniho péasu F' = 0.

Kapka v mraku:

Méjme destovou kapku v mraku, kterd nabird pii pddu hmotu diky kon-
denzaci vodnich par. Na kapku pusobi vnéjsi sila (napf. homogenni gra-
vitacni pole nebo odporové sily v mraku).
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Dynamika systému:
Pro piipad, kdy na kapku s neménnymi rozméry pusobi konstantni od-
porova sila R a gravitacni sila mg, plati

. 2 R 2C

Pro pripad, kdy na kapku s proménnymi rozméry pusobi odporova sila
imérnd prufezu kapky R = Koz? a gravitacni sila mg je

2 K. 2K
$:\/g:c—2+3. (3.50)

Pro piipad, kdy na kapku s proménnymi rozmeéry pusobi odporova sila
imérnd prutezu kapky a rychlosti kapky R = K 223 je

K K
3K1 K1I‘3.

(3.51)

T =

Energeticka bilance: Spoc¢itdme nejdiive energetickou bilanci pro kapku
v mraku, kterd neméni své rozméry. Rychlost kapky je urcena (3.49). Sila
pusobici na kapku je F'=gm — R, kde m = nz a tedy m =nv a R je kon-
stanta. Nyni muzeme spocist veliciny vystupujici ve vztahu (3.12):

1

zf
g
W = /(gnm — R)dx = [2977 i Ra:] ) (3.52)

2 o 3 nooxr)|,
1, 1 Cn1®s

B R R ] 3.53
[397790 R } ’ (3.33)

Ly f Ty
1 1 /(2 R 2C
€= / —rwidt :m/ §nv2d:v —z/Qn <3gx — + 1:2) dr =
I | Cn"
_ |- — ZRy — 21 3.54
] N (3.54)
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Porovnanm pravé strany rovnice (3.52) a souctu pravych stran rovnic (3.53)
a (3.54) je platnost vztahu (3.12) patrna.

Pro kapku s proménnymi rozméry v homogennim gravitaé¢nim poli mame
zévislost rychlosti na poloze uréenou vztahem (3.50). Hmotnost kapky je
m = K23 a rychlost zmény kapky bude i = 3K2%v. Pro tento pifpad jsme
navic uvazili odporovou silu imérnou (s konstantou imérnosti K3) pruiezu
kapky, tedy kvadratu charakteristického rozméru. Vnéjsi sily pusobici na
kapku jsou tedy F = gKz® — Kyx?. Veliciny vystupujici ve vztahu (3.12)
spocteme nasledovné:

1 1 1t
W = / (gK1$3 - Kng) de = {49[(1:174 — ngl'S : (3.55)
. 4t
1 1% [l 2 K, 2K;\1%
AT = |- 2] :[K 3< _ K 3) _
[2mv I Vo |
1 K K K
= [791(1:1:4 -t 3} : (3.56)
/ 7 2 Ky 2K
2t = / K ( _ B 3)d _
/ T TR, T s )
K1K31"
{ gK a2t — KQ:C - ;3 3L . (3.57)

Opét lze snadno vidét, ze soucet pravych stran rovnic (3.56) a (3.57) déva
pravou stranu rovnice (3.55) a tedy zdkon zachovéni energie ve tvaru (3.12)
je platny i pro tento systém.

Nakonec rozebereme piipad, kdy na kapku s proménnymi rozmeéry pusobi
pouze odporovi sila imérnd rychlosti kapky a jejimu prifezu F = —Ky2%v
a rychlost kapky je urcena rovnici (3.51). Hledané veliciny jsou:

K K
W = / — K a? U dx = /K4x (3}?1 Kl;) dr =

- lKZ s Rals lnxrf

3.58
okt T I : (3.58)

ti
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AT = {1m(:v)v(x)2} Y llle?’ ( Ks _ K‘*)T N -

2 z; 2 leS 3K1 o
K2 3 KK K2 Ty
| At s s : (3.59)
18Ky 3Ky  2Kya3|
K K
2 5 4 o
/ —mu“dt = /Qle (K = 3Kl)dx_
K223 K, K K2 "
_ _ Inr — 3.60
[18K1 K1 ne 2K1$3 " ( )

Koeficient u ¢lenu s kubickou zavislosti na = v rovnici (3.58) je roven souctu
koeficientu u kubickych ¢lent v rovnicich (3.59) (3.60), koeficienty u ¢lenu
s logaritmickou zdvislosti se v (3.58) a (3.60) rovnaji, koeficienty u ¢lent s
kubicky lomenou zévislosti v rovnicich (3.59) (3.60) jsou opa¢né a vyrusi se.
Vztah (3.10) je tedy splnén i pro teto systém.

Pluh:

Pluh, ktery je tvoren klinem o sklonu ¢, délce [ hmotnosti M je bez tfeni
tazen silou F' po horizontalni roviné, na které je vrstva hliny. Jak se pluh
pohybuje, nabira hlinu, ktera z néj nasledné pada. Budeme ptredpokladat,
ze pluh hlinu pouze zvedd (neméni jeji polohu v z-ové ose), nepresypava ji.
Linearni hustota hliny bude 7.

Dynamika systému: Rychlost pluhu je dana:

C 2
i=1= |1+ , 3.61
\/;( Eexp(Z\/Ft)—l) ( )

kde
sin? ¢ 9
A=M+nl——- B =n tan” ¢,
cos ¢’
Vo + /5
C=F—gnlsing, FE= 07(3;. (3.62)
Vo — B
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Poloha pluhu je dana:

—\/gt + g In (E exp (2\/15_013) - 1)] : (3.63)

t;

xr =

v

nemeéni je jejich prace soucinem pusobici sily F' — gnlsin ¢ a zmény polohy
pluhu:

W = (F — gnlsin¢) [z(t)],) =
= (F — gnlsin ¢) [g In (E exp (2\/143_075) — 1) — \/gt

Kineticka energie systému se bude skladat z kinetické energie samotného
pluhu pohybujiciho se rychlosti v uréenou rovnici (3.61) v horizontalnim
sméru a kinetické energie hliny na pluhu o hmotnosti m = nlcos ¢, ktera se
pohybuje ve vertikdlnim sméru rychlosti v, = v tan ¢. Hmota, kterd uz opus-
tila pas, do kinetické energie systému neprispiva. Celkovou zménu kinetické
energie pak urc¢ime nasledovné :

ty

(3.64)

t;

AT = }M [UQ(t)Kf + ;nlcosd) [02(25) tan? qﬁ}if =

2
) 02 o 27 tf
sin
=—(M+nl ) — 1+ =
2( cos¢ ) | B ( Eexp(QVfct)—1>
t;
in2¢ tf
_mM+m;w1+ 4 N 4 (3.65)
= 5 :
2B Eexp (27%t) — 1 (Eexp(Q—VABCt)—l) .

ty
Abychom spocetli £* =1 [ pu(t)v"(t)dt z vyrazu (3.18), musime dosadit
t;

za pv'? vhodnou funkci. Velicina v' v (3.17) md vyznam rychlosti, kterou
ziskdava hmota pfi vstupu do systému. V piipadé pluhu se tedy jednd o
vertikdlni rychlost hliny v, = vtan ¢. Interakéni rychlost zmény hmotnosti
it je hmotnost hliny, kterou pluh nabere za cas dt, tedy pu = Cfi—m nv. V

I =
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nasledujici integraci pouzijeme substituci u = E exp (2Vfct) — 1 a pak roz-

klad na parcidlni zlomky:

ty ty
28% = /,uv'th = /77 tan® pvidt =
t; t;

i |C 2 ’
— 2 —
_/ntan gb( <1+ exp(z‘/jfict)—1>) dt =

2 4 " 3
n AC tan® ¢ <1+2>

u

du =
u+1u

nACtan2¢"f<8 4 2 1 )d
w o v ou u+1

_ nACtan®¢ _2\/BC7H_21 2\/BCt_1 B
RY:E A TP
4 4 &
- —— - 2] . (3.66)
Eexp (2+1) — 1 (E exp (2\/57075) - 1) ti

Diikaz rovnosti (3.18) si nyni opét rozlozime do nékolika rovnic pro koeficiety
stojici u ¢lent s ruznou zavislosti na case t. Pro linedrni cleny:

|C , _ nACtan*¢2vBC

— E(F —gnlsing) = — 557 Y (3.67)
2

F —gnlsing = anan’ (3.68)

kde staci dosadit za B a C' z (3.62) Pro ¢len s exponencielou v posunutém
argumentu logaritmu:

A ) n AC tan® ¢ 2v/ BC
E(F —gnlsing) =2 557 Y (3.69)
C tan®
F —gnlsing = %’ (3.70)

coz uz jsme dosazenim ovérili pro linearni cleny. Linedrné a kvadraticky
lomené vyrazy maji stejné koeficienty:
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C<M+7llsci§§$) B n AC tan? ¢

0=2 ¥, VTR (3.71)
sin¢ nAtan?¢

=M [ - 72

0 +n — 5 (3.72)

¢imz je, po dosazeni za A a B, rovnost (3.18) ovéfena pro tlohu s pluhem.
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Kapitola 4
Zaver

V této praci, konkrétné v druhé kapitole, jsme shromazdili zakladni tlohy pro
systémy s proménnou hmotnosti. Pro kazdou z nich jsme sestavili pohybové
rovnice a diskutovali jejich feseni. Vychdzeli jsme pritom z praci [12] a [11],
referujicich o puvodnich tlohéch Jiftho Buquoye (Buquoyova tloha, pluh),
ale pridali jsme také dalsi ilohy tohoto typu (dopravni pésy, kapka v mraku,
raketa).

Prvni dvé ¢asti druhé kapitoly jsou vénovany Buquoyové tloze (s jejimi
specidlnimi piipady) a tilohdm dopravniho pasu. Buquoyovy ulohy predstavuji
piiklad systému, ve kterém hmotnost zavisi na poloze referencniho bodu. V
pripadé iloh dopravniho pasu zavisi hmotnost na case. Mezi témito dvéma
skupinami uloh jsme nasli analogie. Ulohy o harpuné a o dobéhu dopravniho
pasu (tedy ulohy bez vnéjsich sil) maji pro cas jdouci do nekonecna asympto-
ticky nulovou rychlost a nekoneénou hmotnost. Regen{ tlohy dopravniho
pasu a Buquoyovy tlohy v beztizi (tedy ilohy s konstantni pusobici silou)
maji tu vlastnost, ze (nezdvisle na pocatecnich podminkéch) se asymptoticky
blizi feSenim s konstantni rychlosti. V obou systémech tedy v nekonecném
case dochazi k vyrovnani vnéjsi sily se silou souvisejici se zménou hmotnosti.
Vlastni Buquoyova tloha a tloha o naklonéném dopravnim péasu predstavuji
systémy, ve kterych se kromé konstantni vnéjsi sily vyskytuje také gra-
vitacni sila zavisla na okamzité hmotnosti systému. Oba tyto systémy se pro
kone¢nou pocatecni rychlost a koneénou pusobici silu v koneéném case za-
stavi a za¢nou se pohybovat opa¢nym smérem. V piipadé Buquoyovy ulohy
pohybové rovnice vedou na tlumené oscilace. Charakter téchto tlumenych os-
cilaci jsme demonstrovali pomoci fazovych diagramu. V piipadé dopravniho
pasu se ovSem za obecnych pocatecnich podminek neda zavislost rozlozeni
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hmoty na péasu explicitné vyjadrit, takze nelze takto vyjadiit ani okamzitou
hmotnost pasu.

Posledni ¢ast druhé kapitoly rozebira tfi odlisné tlohy: pad kapky v
mraku, pluh a raketu. Kapka v mraku je dalsim prikladem, v némz okamzita
hmotnost systému zavisi na poloze. Ulohu lze chépat jako modifikovanou Bu-
quoyovu tlohu pro pohyb vzhuru se silou F' < 0 a g < 0. Rychlost kapky v
takovém piipadé roste do nekoneéna pro nekonecné casy. Uvazenim zmény
rozméru kapky jsme dostali misto linearni zavislosti na poloze kubickou
zavislost hmotnosti na poloze. Pokud uvazime odporovou silu zavislou linearné
na rychlosti a prufezu kapky a nulovou gravita¢ni silu, zastavi se kapka na
konetné dréze. Uloha o pluhu je historickd dloha z Buquoyovy knihy [3].
Tato loha je zvlastni tim, ze se celkovd hmotnost systému neméni. Dalsi
zvlastnosti je, ze systém lze rozlozit na dva podsystémy. Samotny pluh, jehoz
hmotnost se neméni a ktery se pohybuje v horizontdlnim sméru, a hlinu,
ktera pribyva u hrotu pluhu stejnou rychlosti jakou ubyva na jeho konci.
Hlina se pohybuje pouze ve vertikalnim sméru. I pro pluh existuje speci-
ficka rychlost, nezavisla na pocatecnich podminkach, které systém dosahne
v nekoneéném case. Posledni fesenou tlohou je raketa. Tuto ulohu jsme
resili pro piipad bez vnéjsich sil, kdy je okamzita rychlost funkci okamzité
a pocCatecni hmotnosti, a pro ptipad, kdy se raketa pohybuje proti ptisobeni
homogenniho gravitacniho pole.

V tieti kapitole jsme pak obecné diskutovali zdkon zachovani energie pro
systémy s proménnou hmotnosti. Ukazali jsme neplatnost obvyklé rovnosti
mezi praci vnéjsich sil a zménou kinetické energie v téchto pripadech. Navic
se nam podafilo nalézt obecnéjsi formy zdakona zachovani energie platné i
pro systémy s proménou hmotnosti, aniz bychom zavadeéli do systému nové
sily (tfeni, napéti atd.). V obecném piipadé préce vnéjsich sil neni rovna
zméné kinetické energie, ale jiné velicine, kterd jiz neni stavovou funkei
na fazovém prostoru. Zachovavajici se energie je v téchto ptripadech déna
jako funkcional. Tento obecnéjsi zékon zachovani energie jsme pak uvedli v
nékolika ruznych tvarech pro specialni piipady zmény hmotnosti. Platnost
tohoto zakona zachovani energie v novém tvaru jsme pak explicitné ukazali
na vétsiné prikladu uvadénych v druhé kapitole této prace, konkrétné na
Buquoyové 1loze, tloze s naklonénym pasem, kapce v mraku a pluhu.
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