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Kapitola 1

Uvod

1.1 Uvod

Ve své praci jsem se zabvval nejznamejsim fraktalem. ktervi je Mandelbro-
tova mnozina. Byvla objevena polskvin matematikem Benoit Mandelbrotem
v roce 1979. NMandelbrot se ve svem experimentu pokousel obarvit body
komplexni roviny na zaklade velmi jednoduchyveh pravidel. T pres jednodu-
chost pouzitého postupu vznikly velimi pozoruhodné obrazee, které obletely
cely svet. Bylo to v dobe. kdy se moznosti grafickcho zobrazovani pomoci
pocitace teprve rozvijely.

Pozdéji vznikly pokusy o zobrazovani Mandelbrotovy mmnoziny ve vice-
rozmerném prostoru a to pomoct rozsireni komplexnich c¢isel, kteryvm byly
kvaterniony.

Kvaterniony objevil William Rowan Hamilton z Irska v roce 1843, Hamil-
ton hledal zpusob, jak rozsitit komplexni cisla do vicerozmerného prostoru.
Nedokazal sice najit zobecneéni do trojrozmerncho prostoru. ale zavedl misto
toho kvaterniony, které¢ lze zobrazit ve c¢tyrrozmerném prostoru. Napadlo
ho fegeni ve tvaru i = j° = k? = ijk = —1. Tuto identitu tehdy vyryl
do Broughamského mostu (nyni Broom Bridge) v Dublinu.

Pomoci kvaternionu a diky moznostem dnesnich pocitacu muzeme zobra-
zovat 1 slozité trojrozmeérné rezy Mandelbrotovy mmnoziny, které jsou narocné
na vypocet.

Cilem této prace bylo zobecnit Mandelbrotovu mnozinu do n-rozmerného
prostoru i se vSemi jejimi vlastnostmi. Soucasti prace je také program,
ktery zobrazuje fezy n-rozmérnych mnozin a umoznuje tak lépe pohlédnout
do svéta vicerozmeérnych fraktalu.



Kapitola 2

Matematicky zaklad

2.1 Iteracni predpis

[teracni predpis s pocatecnimi podminkami jednoznacne urcuje posloupnost
prvku. Obecne muzeme iteracni predpis zapsat jako:
Tner = Uk Thys o oo v Uy, ). kde Ayohooooo rp, < n o+ 1

V dalsim textu budeme casto pouzivat predpis ve tvaru: o, = f(a,).
pro ktery si zavedeme specialnil znacent:

Znaceni 2.1. r — f(r) je zjednoduseny zapis pro o, = f(1r,).

2.2 Komplexni cisla

VsSechna komplexni ¢isla budeme zapisovat ve tvaru = = a + bi. kde a. b € R
a1’ =—1.

Znaceni 2.2. Redlna cast ¢isla 2 = a + bi je ¢islo Re 2 = a.

Imaginarni c¢ast ¢isla z = a + bi je ¢islo Iz = .

Zmaceni 2.3. Komplexné sdruzené cislo Z k cislu 2 = a + bi je definovano
jakoZ=Rez —1Imz = a — bi.

~
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Znaceni 2.4. Absolutni hodnota |z| cisla z je definovana jako

va? + b2,
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2.3 Kvaterniony

V' castech 2.3.1.02.3.2. a 23,1 bvlo cerpano 7 clanku na internetové adrese

i1].

2.3.1 Definice

Zatimco komplexni ¢isla ziskame pridanim imaginarni jednotky /. kterd
2 . . . -t) , ’ v P . ’ , .o ’ ’
spliuje rovuict /= = —1. k realnvin ¢islum. kvaterniony ziskame pridanim
imaginarnich jednotek /. j. a A k realnvm cislum. Tvto imaginarni jednotky

splnuji nasledujict vztah:

F=j =k =0k = —1 (2.1)

Kazdy kvaternion je linearni kombinact jednotkovveh kvaternionu 1. 7.
a k. tj. kazdy kvaternion je jednoznacne vvjadren ve tvaru a + bi + ¢j + dk.
kde a.b.c.d € R

Nasobeni kvaternionu je dano multiplikativai tabulkou pro jednotky kva-

ternionu:
SRNRRRNAY
UREER / A
il =1 k=
J g |=k 1]
ok —il—1

Napr. - ) = k.

Poznamhka 2.5. Kvaterniony lze psat i ve tvaru a + bi + (¢ + di) .

2.3.2 Vldastnosti

Pri scitani a odeitani kvaternionu plati vsechna pravidla jako u komplexnich
cisel. Pri nasobeni spliuji kvaterniony asociativni zakon a kazdy nenulovy
prvek ma pravée jeden prvek inverzni. Na rozdil od komplexnich c¢isel je
nasobeni kvaternionu nekomutativni. Napr.: ij = k, ji = —k atd.
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2.3.3 Pojmy souvisejici s kvaterniony

Definice 2.6. Realna cast ¢isla = = a + bi + ¢) + dk je ¢islo Re = = a.
[maginarni cast ¢isla = = a + b + ¢ + dk je ¢islo Imz = bi + ¢) + dk.
Na rozdil od imaginarni casti komplexniho cisla zde nechavame imaeinarni
jednotky.,

Definice 2.7. Sdruieny keaternion = ke kvaternionu = = a + bi + ¢ j + dk je
definovan jako = = Rez —Imz=a —bi — ¢) — dk.
Definice 2.8. Absolutni hodnota |z| cisla = je definovana jako |2 = V2% =

Va2 + b2 + 2 + d2

2.4 Euklidovsky metricky prostor

Definice 2.9. NMetricky prostor [1] (str. 302): . MnoZinu M nazgodne met-
rickym prostorem. jestlize pro kazdou dvojici jejich proku u. e je definovdana
tzv. vzdalenost d(u. o), splnujici nasleduyici pozadavky:

-
~a
/
~
~
~
N’

0, pricemz d(u.v) =0 tehdy ajen tehdy, je-li v = ¢
d(v. u)
d(u.v)+d(e.z) pro vsechna u. v,z € M.

~ ~
~~ S~
~ ~
~ ~
bs -

=
IA

Rikame take, Ze na mnozZine M (v mnozine M) je ddana metrika d. Misto
o procich mluvime casto o bodech mnoziny M. resp. prostoru N .™
Definice 2.10. Euklidovsky metricky prostor E, je specidlni pripad met-
rick¢ho prostoru, kdy vzddalenost d(X.Y") mez kazdymi dvema body X' =
(w1, 20, ] aY = [y yo. ..y je definovdna vztahem

d(X,Y) = /(g1 —21)2+ (g2 — 12)2 4+ (g — 04)2 >0 (2.2)

Pokazdé, kdyz budeme mluvit o n-rozmerném nebo vicerozmerném pro-
storu, bude tim myslet prave Euklidovsky metricky prostor.

Definice 2.11. Necht (X, d) je metricky prostor, r € X. =z > 0. U.(r) =
{y € X;d(x,y) < =} je e-ové okoli .

Mnozina G C X je oteviena<s Vo € G 4= > 0: U.(r) C G.

Mnozina F' C X je uzavrena< X\ F je oteviena.
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Definice 2.12. Necht (X, d) je metricky prostor. 4 C .\,
A=N{F 2 A Fje uzaviend} je wzdeer mnoziny A v (N d).

OA = AN NX\A je hranice mnoziny A v (N d).
Definice 2.13. Necht (X d) je metricky prostor. M/ € X,

M ose nazyva sowwisla. pokud v X' neexistuji takove neprazdné otevrend
mnoziny A a B, ze plati:

ANB =X
AuB =10

Definice 2.14. Necht (X d) je metricky prostor. M C X,
M se nazyvva nesouvisla. pokud M neni souvisla.

Definice 2.15. Necht (X.d) je metricky prostor. M C X,
M se nazyva totalne nesouvisla. pokud kazda jejr podimmnozina A takova. ze
pocet jejich prvku je vetsi nez 1. je nesouvisla,

2.5 Dalsi pouzité pojmy

2.5.1 Definice

V této casti uvedeme definice nekteryeh pojmu. které pro nas budou dulezité
v dalsim textu. Ve vsech definicich budeme predpokladat. ze (X.d) je met-
ricky prostor dle definice 2.9.

Definice 2.16. Necht A, B.S C X jsou disjunktni a neprazdné. Mnozina
S oddéluye mnoziny A a B, pokud pro kazdou souvislou mnozinu M C X
obsahujici mnoziny A, B plati: M NS # ().

Prazdna mnozina S oddéluje A a B prave kdyz X obsahuje pouze izolovand
body:.

Definice 2.17. (prevzato z 2], str. 79 81): Prazdnd mmnozina ma dimenzi
—1. Lze-1i dvé uzavrené disjunktni podmnoziny X oddelit prazdnou mnozi-
nou, pak dim X < 0. Lze-1i dve uzavrené disjunktni podmnoziny X oddeélit
mnozinou L a dim L < k — 1, pak dim X < k. Mnozina X ma topologickou
dimenzi k, prave kdyz dim X < k a zdaroven neni pravda, ze dim X < & — 1.

Definice 2.18. (prevzato z [4], str. 7):
Prumér mnoziny A je |A| = sup{|r — y

r,y € A}

11



Definice 2.19. (prevzato z [3].str. LT 1149): s-dimenziondlni Hausdorffora
ene)sdmira MoC X se definuje pro libovolné s > 0 jako

H (M) = lim) H () (2.3)
it

kde HX(M) =inf{}_ [ [:]4,] < - U, -1, O W} kde infimun se bere pres

vsechna spocetna pokryvti {4, } mnoziny M oa = > 0. Plati. ze existuje prave

jedno sy € (0. x) takové, ze

Vs < sy H = +x
Vs > s H =0

Takove s se nazyva Hausdorffora dimenze mmoziny M.

Poznamhka 2.20. Topologicka dimenze je celé ¢islo. Hausdorffova dimenze je
v (0, ).
Vzdy plati: topologicka dimenze < Hausdorffova dimenze.

12



Kapitola 3

Uvod do problematiky

3.1 Co je to fraktalni mnozina

Definice fraktalni mmoziny. neboli fraktalu. dosud nent vhodne zformuloviana.
Zatim existuji pouze pokusy o definici. ale u kazdcého z nich se podarilo najit
pripad. kdy definice selhala. Vetsina matematiku povazuje za nejpresncejsi
tuto definici:

Pokus o definici.
Fraktalni mnoziny jsou takoveé mnoziny. jejichz Hausdorffova dimenze je vetsi
nez topologicka dimenze.

Juliova a Mandelbrotova mnozina, o kterveh budeme mluvit dale. této de-
finici vyhovuji, ale existuji mnoziny. které bvchom radi oznacili jako fraktaly.
ale podle této definice fraktaly nejsou.

Pro jednoduchou predstavu nam bude stacit, kdyz si popiseme nekteré
zakladni vlastnosti fraktalu. Na prvani pohled muzeme o fraktalni mnozine
rici, ze je to velice slozity tutvar s neomezenvim mnozstvim detailu. Tyvto
utvary ale nejsou uplné nahodné. Fraktalni mnoziny maji rad. Jednou z hlav-
nich vlastnosti je sobépodobnost. Nlnozina M. kterd je sobepodobna, obsahuje
podmnozinu (vétsinou ne jednu). kterd je po urcité transformaci kopil mno-
ziny M.

13



3.2 Juliovy mnoziny

3.2.1 Definice Juliovych mnozin

Juliovy mnoziny jsou urceny iteracni rovnicl 3, = - + ¢. kde z je bod
komplexni roviny a ¢ je komplexni konstanta. Podle této iteracni rovnice
muzeme body roviny rozdelit do dvou mmozin: E.. tzv. anikovd mnozina a

P..tzv. setreala mnozZina. Formalni definice vvpadajr takto:

Definice 3.1. Do mmnoziny £, patri vsechny body z, takové, ze cleny po-
. ) ’ - . .7 -
sloupnosti 2, = 27 4+ ¢ v absolutni hodnote divereuji k nekonecnu.

Definice 3.2. Do mnoziny . patri vsechny body 2 takové, kterd nepatri
do mnoziny FE..

Po zavedeni techto pojmu muzeme prejit k definici Juliovgeh mnozin:

Definice 3.3. Juliova mnozina .J. s parametrem ¢ je mnozina bodu tvoricich
hranici mnoziny F,.

[ kdyz definice Juliovych mnozin vvpada jednoduse. obrazy této mnoziny
jsou az neuveritelne slozité a zajimave utvary.

3.2.2 Aproximace Juliovych mnozin

Zobrazeni Juliovvch mnozin a dalsich fraktdlu je mozné s pomoci pocitace.
Budeme chtit na obrazovce monitoru, ktera nam reprezentuje rovinu kom-
plexnich ¢isel, zobrazit jednou barvou mnozinu £, a jinou barvou mnozinu -,
tak, abychom si mohli prohlédnout rozhrani mezi temito mmozinami. tj. Ju-
liovu mnozZinu. Pokud bychom chteli dosahnout co nejpresnejsiho vysledku.
museli bychom pro kazdy bod na obrazovee provést nekonecne mnoho ite-
racnich kroku vypoctu. To je ale na pocitaci nemozné. Proto si musime
urcit maximalni pocet iteraci, ¢cimz dosahneme alespon pribliznych vysledku.
K tomu, abychom pak mohli zaradit bod do spravné mmoziny (E. nebo )
pouzijeme nasledujici vetu:

Véta 3.4. Necht z.¢c € C, > e|, |z| > 2 . Pak = nalezi do unikové

mnoziny E. pro iteracni rovnici = — 2% + c.

~
~
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Obrazek 3.1: Juliova mnozina. ¢ = —0.6 — 0.5/

Dukaz. Platil:

~
I~

> |c|. Pak existuje kladné redlné ¢islo b takoveé, ze

> 2az

9 . s ’ ’
2| = el .. trojuhelnikova nerovnost

o
._+_
Y

)

&

22 = Je

>z

Y,

~
I~

(24+h) =24+ h)=2+43h+h%=(24h)+ (2h + 1°)
12| + (2h + h?)

—

Vidime, ze posloupnost absolutnich hodnot je rostouct a navic roste i rozdi
’, ~ ~ ‘) . ¢

dvou sousednich ¢lenu. Z toho plyne, ze posloupnost = — =%+ je pro | z| >

a |z| > |e| divergentni, tj. bod z patri do tinikové mnoziny .. C

N

S pomoci této vety jiz dokdzeme sestavit algoritmus pro aproximaci Ju-
liovych mnozin. Behem kazdého kroku budeme testovat, zda absolutni hod-
nota cisla z nepresahla hodnotu 2. Pokud se tak stane. muzeme vyvpocet
ihned ukoncit a prohlasit, ze tento bod lezi v mnozine E,.. Pokud po skoncent
posledni iterace absolutni hodnota éisla = nepresahla hodnotu 2, je Sance, ze
tento bod patii do mnoziny P. nebo je aspon blizko ni. Cim vetsi budeme mit
maximalni pocet iteraci, tim presné¢jsi bude vypocet a uvidime vice detailu
na rozhrani mnozin £, a P..

15



Obrazek 3.2: Juliova mnozina. ¢ = 0.37 + 7

Poznamka 3.5. Juliova mmozina je svmetricka. tj. = € J. < —2 ¢ J.. coz
nam usetri pulku vypoctu pri aproximaci.

Mnozina E,. je pro nas zajimava tim. ze do této mnoziny zarazujeme
pouze ty body. o kterych jsme si opravdu jisti. ze do této mnoziny patri.
U kazdého takového bodu tedy vime. po kolika krocich absolutni hodnota
cisla z presahla hodnotu 2. ¢imz zaroven vyvpocet tohoto bodu skoncil. Tyvto
body muzeme obarvit podle poctu potrebuveh iteraci. Vvsledné obrazky viz
obr. 3.1 a 3.2.

3.3 Mandelbrotova mnozina

3.3.1 Definice Mandelbrotovy mnoziny

Benoit Mandelbrot provedl v roce 1979 pozoruhodny experiment. jehoz
vysledkem byly obrazky, které obletely cely svet. Mandelbrot studoval mate-
matické dilo [6], str. 47 245, jehoz autory jsou Gaston Julia a Pierre Fatou.
V tomto dile se objevuje strukturalni dvojakost. ktera uvadi, ze pro libovol-
nou volbu konstanty ¢ je Juliova mnozina .J. a zaroven mnozina . budto
souvisla nebo totdlne nesouvisla. Kolem roku 1979 mel Mandelbrot napad.,
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Obrazek 3.3: Mandelbrotova mnozina

jak tuto dvojakost zobrazit se vsemi parametry ¢, lezicich v rovine kom-
plexnich ¢isel. Tato myslenka vedla primo k definici Mandelbrotovy mnoziny:

Definice 3.6. Do Mandelbrotovy mnoziny M patri vsechny komplexni pa-
rametry ¢, pro které je Juliova mmnozina ./, souvisla.

Mandelbrot obarvil jednotlivé body roviny ¢isel ¢ bilou nebo ¢ernou bar-
vou podle toho, jestli byla prislusna Juliova mnozina souvisla nebo nesou-
visla. Vysledkem byl cernobily obrazek podobny obr. 3.3 (v roce 1979 s teh-
dejsimi moznostmi grafického zobrazeni to nebylo prilis kvalitni).

Pri vypoctu bychom ale narazili na problém. jak pomocl pocitace roz-
hodnout, zda parametr ¢ patii do Mandelbrotovy mnoziny nebo ne. tj. urcit,
zdali je prislusna Juliova mmnozina souvisla nebo nesouvisla. Kdyz Mandel-
brot provadeél svuj experiment, byl jednim z mala lidi, kteri znali podrobneé
praci Julii a Fatoua. Predevsim si byl vedom tvrzeni o tizkém vztahu mezi
dvojakosti Juliovych mnozin a bodem 0 + 0i (zdroj [6]):

17



Obrazek 3.1 NMandelbrotova mnozina

Tvrzeni 3.7. MnozZina J. je souvisla tehdy a jen tehdy. pokud posloupnost
.) . /
nvl = 20+ ¢, kde zg = 0. je omezena,

Jinvmi slovy, mmnozina J. (a zaroven i mnozina 2.) je souvisla tehdy a
jen tehdy., pokud 0 € P.. Z tohoto tvrzeni plyne veta:

Véta 3.8. Do Mandelbrotovy mnoziny patii vscchny body ¢. pro kterd je
, )
posloupnost z,, = 22 + ¢, kde zy = ¢. omezend.

Tato véta popisuje dulezitou vlastnost Mandelbrotovy mmnoziny a da se
dokazat, ze je ekvivalentni s definici 3.6, tzn.. ze z definice 3.6 odvodime vetu
3.8 a naopak. Tuto vetu navic Mandelbrot pouzil jako definici mnoziny M/
ve svych experimentech roku 1979. Pri zobecnovani Mandelbrotovy mnoziny
proto také pouzijeme tuto vetu jako alternativni definici.

3.3.2 Aproximace Mandelbrotovy mnoziny

Pomoci alternativni definice jsme schopni sestavit algoritmus pro aproxi-
macl Mandelbrotovy mnoziny. Tento algoritmus bude podobny algoritmu
pro aproximace Juliovych mnozin — viz 3.2.2. Jediny rozdil bude v tom. ze
parametr ¢ bude pro kazdy bod jiny. Jako parametr ¢ pouzijeme souradnici
praveé pocitaného bodu. Pocatecni podminka z, = 0.
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Obrazek 3.5 Mandelbrotova mmozina a jeji detaily

3.3.3 Vlastnosti Mandelbrotovy mnoziny

Symetrie Mandelbrotovy mmnoziny

Zajimavou vlastnosti Mandelbrotovy mmoziny je jeji svimetrie kolem redl-
né osy. I kdvz to z definice 3.6 nebo 7 vety 3.8 primo nevvplvva, je tato
viastnost dobre viditelna na obrazku v komplexni rovine — viz obr. 3.5

Tuto syvmetrii v komplexni rovine si roviou dokazeme. Budeme chtit
ukazat. ze hodnoty |z, v posloupnosti = — =7 + ¢ nezavisi na znamdénku
lmaginarni casti pocatecni podminky ¢. 7 tohoto tvrzent pak plvne. ze Nan-
delbrotova mmozina je svmetricka podle realné osy,

. ) , o .
Do rovnice 2z, = 27 4 ¢ dosadime 2 = ay + byt a ¢ = ay + by

9 2
ne1 = a, — b 4+ ag
bn+l — 2”11’)11 + 1)1)

Hodnota a,, , zavisi na a,,. |b,| a ag. Ve vyvrazu b, = 2a,b,, + b, budeme

opakovaneée dosazovat za by

boo1 = 2a,b, + by = 2a,,(2a,, b, | + by) + by =
— 2(1”(2(11) - 1(2”11 ——;’bn 2 T h()) + /)()) + ,)() —
= 2a,,(2a, 1 (2a,,_o ... (2apby + by) + - -+ + by) + by) + by

Odtud odvodime, na cem zavisi b, . Vytkneme by:

b1 = bo(2a,(2a, 1 (2a,—5... (2a9+ 1) + -+ 1)+ 1)+ 1)
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a pro absolutin hodnotu [0, . dostavame

Dt = 0ol - 1(2a,,(2a,, -+ 1)+ 1)
Hodnota b, .| je tedyv funket folag.ay... .. a,. byl ). Nyl muzeme odvodit.
na cem zavist hodnota [z, 1. Spocitame ji pomoct |3, \ (ar T b "

7z cechoz muzeme usoudit. ze [z, 1| zavisi na techto dvou vvrazech:

ay o = fila,.\b,|. ay) (3.1)
Dyl = folag.ay... .. a, . |byl) (3.2)
Shrnuti: |z, = flag.a,... .. . 1bol [0, 1), Induker podle (3.1) a (3.2) zjis-

time. ze hodnota |z, .| zavisi pouze na n. ay a |byl. pricemz noa ag nezavisi
na by. Z tohoto faktu jiz plyne dokazovana svinetrie Mandelbrotovy mnoziny

v komplexni rovine.
Hausdorffova dimenze okraje Mandelbrotovy mmnoziny

Japonsky matematik Mitsuhiro Shishikura roku 1994 dokazal. ze Hausdor-
tffova dimenze okraje Mandelbrotovy mmoziny je presne 2. Celv dukaz viz
internetova adresa [i2].

Okraj Mandelbrotovy mnoziny lezi v rovine. proto jeho Hausdorffova
dimenze muze byt maximalne 2. Presny dukaz tohoto tvizeni viz [5] st
104. Topologicka dimenze okraje mmoziny je 1.

Pokud shrneme vsechny poznatky popsané vvse. tak zjistime. ze rozdil
mezi Hausdorffovou a topologickou dimenzi je maximalni moznv. tedy 1.

3.3.4 Mandelbrotova mnozina v oboru kvaternionu

Tak jako jsme definovali Mandelbrotovu mmozinu v komplexnich cislech (viz
def. 3.6). muzeme stejnou definici pouzit i pro kvaterniony.
Timto rozsirenim dostavame dalsi vlastnost Mandelbrotovy mmnoziny:

Vztah mezi Mandelbrotovymi mnozinami v komplexnich ¢islech a
v kvaternionech

Pri vypoctu Mandelbrotovy mnoziny v oboru kvaternionu dosazujeme
do iteracni rovnice z — 2% + ¢ kvaterniony ve tvaru a + bi 4+ ¢j + dk. ¢imz
dostaneme c¢tyrrozmernou Mandelbrotovu mmnozinu. Dvojrozmerny rez této



munoziny. kterv ziskame polozenim ¢ = « = 0. je NMandelbrotova mnozina
v oboru komplexnich ¢isel. Dosahli jsme toho tim. ze do iteracni roviice = —
=+ ¢ jsme dosazovali kvaterniony ve tvaru a + bi + 0+ 0k Kterd json zaroven
komplexnimi c¢islv. Ctvirozmerna Mandelbrotova mnozina v oborn kvater-
nionu tedy obsahuje jako svuj rez dvojrozmernon Mandelbrotovu mmnozinu
v oboru komplexnich cisel.

Pokud bychom dosazovali kvaterniony napr. ve tvaru a + 07 + ¢ + Ok
dostaneme opet Mandelbrotovu mnozinu v oboru komplexnich cisel. ale ten-
tokrdt se jednd o jiny ez ctvirozmerné mnoziny., Ctvrrozmerna Mandel-
brotova mmnozina tedyv obsahuje nekolik Mandelbrotovveh mmozin v oborn
komplexnich cisel jako svuj dvojrozmmerny rez. V' casti 5.2.1 dokazeme. ze
takovvceh rezu je nekonecne mmnoho.

Poznamka 3.9. Mandelbrotova mmnozina v oboru kvaternionn splnuje analo-
oickou vlastnost z vety 3.1



Kapitola 4

Zobecnéni Mandelbrotovy
mnoziny

4.1 Zobecnéni definice Mandelbrotovy mno-
Ziny
4.1.1 Oznaceni

M, bude znacit n-rozmernou Mandelbrotovu mmnozinu.

Budeme pouzivat iteracni roviici. ve které se vyskvtnou funkcee n-roz-
mernyceh vektoru. Tyto vektory budou reprezentovat body v n-rozmernéim
prostoru. Vektory budeme znacit tucnym pismenem. Jednotlive slozky vek-
toru budeme znacit stejnyim pismenem. jako jsme oznacili vektor. a budene
je rozlisovat indexem vpravo dole. Napr. a = (a,.a,. .. .. a,).

Vektory v posloupnosti urcené iteracni rovnict budeme rozlisovat pomoci
imndexu vpravo nahore. Abychom tyto indexy rozeznali od exponentu mocnin.
budeme indexy davat do kulaté zavorky. Napr. a'*) = (uﬂ“. alt oo (1f,“).

n-rozmerny prostor, se ktervim budeme pracovat ddle. bude mit jeden
rozmer vyznacny. Odpovidajici slozkou vektoru pro tento vvznacny rozmer
bude prvek a;. Budeme jej zobecnene nazvvat realnou casti vektoru a.
Znaceni: Rea = a;. Ostatni slozky budeme nazyvat imaginarni casti vek-
toru a. Znaceni: Ima = (ay., a;. .. .. a, ). Toto oznaceni zavadime podle ana-
logickych pojmu u komplexnich cisel.

Velikost, nebo také absolutni hodnota, vektorn a = (a. as. .. .. a, ) bude
skaldr, ktery spocitame pomoci \/a? + a3 + -+ + a2. Budeme ji znacit |al.

S
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4.1.2  Definice Mandelbrotovy mnoziny v n-rozmeérném
prostoru

Definice 4.1. Name posloupnost (2. 2" 2= 0 0) . ktera je dana vztaliv:

) )
m+1) _(m)\ 7 (m\ T
"1 o o2

t)

)
< \m'>" ( 1,,,)“ (0
o N t+
3 n l

_(m+1) A m) _(m) (0

=2 =25 n

(m+1) (m) (m) ()

e - . .

~3 o= ~3 + -3 (ll)

(m+1) o) _(m) _(0)
~n =~ “n + 2

kde 2z = ¢ a 2V = (.::M. > S :,(,M>. Do n-rozmcrne Mandelbrotoey
mnozZiny M, patti vsechny takove body ¢ n-rozimmerncho prostoru. pro kterd
je posloupnost

(|2 [2V)]. |2!

2)

A

. ) OCZC1A.

[teracni rovnice z definice 1.1 zobeenuje iteracni rovnici pro komplexni
Cisla a kvaterniony z vety 3.8:
Pro komplexni c¢isla:

Pro kvaterniony:

Obecne:



Obrazek [l Mandelbrotova HOZ1: vievo: LrojrozZnerna
MNOZINA.,  VPravo:  I'eZ  CIVITOZINCIHon  1mnozinou obsahuje  hody
(—1.0.0.0).(0.1.—=1.0).(0.1.1.0).(0.1.0.1)

4.1.3 Aproximace vicerozmerné Mandelbrotovy mno-
Ziny

Vvpocet zobeenend Mandelbrotovy mmoziny provedeme stejnvim zpusobenn.

jako kdvbychom pocitali Mandelbrotovu mmozinu v komplexnich cislech. Je-

dina odlisnost bude v tom. ze budeme muset zavést vice souradnic pro in-

plementaci vztahu (L1). Abyv byl vvpocet korektni. musime jeste zobeenit

vetu 3.1 o meznim polomeru:

Veta 4.2. (Zobeeneny mezni polomer) Necht v je takovy eoktor. 2o |v| > |c|
z“”[ . z‘”‘ . z“”\ o) zdefi-

a zdaroven |v| > 2. Pak posloupnost vektora (

(0)

nice 4.1 je pro z"’ = v ncomezena,

Tato veta se dokaze analogicky jako veta 3.1



Kapitola 5

Vlastnosti zobecnéné
Mandelbrotovy mnoziny

5.1 Vztah mezi mnozinami o ruznych dimen-
zich

Zvolme si k libovolnych slozek vektoru c tak, ze mezi nimi je obsazena i
realna slozka. Pocet £k zvolime tak, aby byl mensi nez n. Nyni nechame A
vybranych slozek vektoru c probihat pres vSechna realna cisla a zbyvajici
slozky nechame nulové. Vsechny takto ziskané vektory ¢ dosadime do vztahu
(4.1) za 29, S témito pocateénimi podminkami dostaneme A-rozmérnou
Mandelbrotovu mnozinu M,. Tato mnozina je podmnozinou n-rozmeérné
munoziny M, coz je dano volbou n-rozmérnych vektoru z%. Plati A, C M,
pro k < n. Nazornou ukazku muzeme vidét na obrazku 5.1.

5.2 Symetrie mnoziny

5.2.1 Dukaz symetrie

V této casti si dokazeme, ze Mandelbrotova mnozina je symetricka podle
realné osy ve vSech rozmeérech. Tato osova symetrie je myslena tak, ze n-
rozmérna Mandelbrotova mnozina je shodna s mnozinou, ktera vznikne ro-
taci dvojrozmeérné Mandelbrotovy mnoziny kolem realné osy.

Pri dukazu symetrie pouzijeme vztahy (4.1). Vidime, ze hodnota zimH)

’ L 771  O
zavisi na :f g :E " a na {Im z(m)’:
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—

N

2 2 2
+1 m m { m 0)
m+1) _ (zgm)) o <3§ )) L (21(3171)) L (4’,(’ )) + ~§
2 2 . 2 ’ 9
= () = () () e )

2 2
— (ng)> - |Im z(m)’ z%o) (5.1)
Rozebereme si nyni ¢leny z,g,m'), 2 < k < n, vektoru Imz"". Budeme
opakované dosazovat za 2,&‘1), kde ¢ je postupne (m — 1), (m —2),...,1:
(m) _ o (m=1) (m-1) | _(0)
;anl i 2;&1 ~k, —I— ~k
_ 2Z§m—l) 22§771—2)Z£771—2) + ZIEO)) + 21570)
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)
a dosadime do [Imz('”)l .

5 5 3 ,
lhn Z(m)‘“ _ <:§m)> 4 (2:(;111)) NI (‘:;(1,”))
S (CHRICH RIS )z)

<2~im~l <2 im—’ 1)+ 1)
2 m-— m-—2) -
- ’Imz(())‘ < } ) (‘Zwi il l) -+ 1)

Tyto vztahy pouzijeme k odvozeni ’z(’”“)‘:

2| = \/<z§m+l))2 + (zémﬂ))z e (A:,()”IH))2

Dosadime (5.1) za z{""":

2 ‘
‘z(m“)‘ - \/<z§m)> — [Imz™m|* 4 2" + [Im z(m+D|? (5.5)

N2
Opakované budeme v (5.5) dosazovat vyraz (5.1) za (::g"”) , kde m se

bude postupné redukovat na (m — 1), (m — 2),...,0 a soucasné budeme

nahrazovat vyrazy tvaru ’Imz 9 [ kde ¢ = 1,2,....(m + 1) pomoci (5.3).
Po koneéné mnoha krocich (pocet dosazeni zavisi na m) zredukujeme vyraz
(0)

(5.5) na tvar, ktery bude zavisly pouze na m, z; a na (0)’2. m uz je
ddle nezavislé na zbyvajicich dvou konecénych hodnotéch. Z tohoto jiz plyne,
7e n-rozmeérna Mandelbrotova mnozina je symetricka podle realné osy.
Posloupnost (4.1) pro dany bod je jednoznacné dana realnou slozkou a;
a vzdalenosti tohoto bodu od redlné osy: [Imz”| = /a3 + a3+ +a2.
7 toho plyne, Ze body v n-rozmérném prostoru s peviou realnou slozkou a; a
konstantni vzdalenosti d = /a3 + a3 + -+ + a2 od redlné osy bud vsechny
lezi v Mandelbrotové mnoziné nebo v ni nelezi zaduy z nich. Zde je formalni

zapis této vety:
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Obrazek 5.2: Dva ruzné rezy ctyfrozmernou mnozinou kolmé na realnou
osu, které byly rozpuleny rovinou prochazejici sttedem. V obou pripadech
dostaneme kouli, ale pod povrchem koule se skryvaji dalsi soustredne vrstvy.
Rez vlevo obsahuje body: (0.4:0:0:0), (0,4; 1;0:0), (0. 4:0: 1:0), (0. 4: 0: 0: 1)
a ez vpravo: (0,38:0:0:0). (0,38;1:0;0), (0.38:0: 1: 0), (0, 38: 0:0: 1)

Véta 5.1. (Symetrie Mandelbrotovy mnoziny) Pro kaZdy bod (ai, as. . ... a,)
n-rozmérného prostoru, ve kterém je definovana Mandelbrotova mnoZina
podle definice 4.1, plati, Ze

(ai,as,...,a,) € M, < (aj,\/a5+a3+---+a2) € My

Tato vlastnost je dobfe viditelna na trojrozmerném fezu ¢tyfrozmerné
mnoziny, ktery je kolmy na redlnou osu. Viz obr. 5.2.

Skute¢nost, ze Mandelbrotova mnozina je osové symetrickd ve vsech
rozmérech, nam velmi zjednodusuje nékteré vypocty. Na vyuziti symetrie
se zameéiime v nasledujici kapitole.

5.2.2 Vyuziti symetrie
Aproximace mnozZiny

Hlavni vyhodou symetrie je zjednoduseni vypoctu pri aproximaci vice-
rozmérné Mandelbrotovy mnoziny. Diky symetrii k vypoctu nepotrebujeme
vztahy z definice 4.1. Staci vzdy provést transformaci pocitaného bodu, jak
bylo popséno ve vété 5.1. To znamend, ze bod (ay, as.. .., a,) n-rozmeérného

prostoru prevedeme na bod (al, \/ a3 +ai+--+ a%) dvojrozmeérného pro-

storu a pro tento novy bod pak vypocitame vysledek v komplexni rovine.
Tento postup nam vyrazné urychluje vypocet. Vysledny algoritmus bude mit
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(az na transformaci bodu) casovou i pametovou slozitost nezavislou na poctu
dimenzi Mandelbrotovy mnoziny.

Vypocet objemu

Dalsi vvhodou svmetrie je zjednoduseni numerického vypoctu objemu
Mandelbrotovy mnoziny. Ze symetrie plyne. ze kdyz vedeme (n—1)-rozmerny
fez n-rozmérné mnoziny kolmo na realnou osu. dostavame na rezu (n — 1)-
rozmeérnou kouli. Tato koule ovsem nemusi byt vzdy zcela vypluena. Uv-
niti koule se muze vyskytovat soustava soustiednyvch (n — 1)-rozmérnych
mezisfér. Pii vypoctu objemu tedy zjistime polomery jednotlivych mezistér
z mnoziny v komplexni rovine. Polomery budeme meérit ve smeéru imaginarni
osy. Nyni pricteme objemy kouli, jejichz polomeéry jsou vneéjsimi polomery
povrchu zjistéenych mezisfér a odecteme objemy kouli, jejichz polomery jsou
viitfnimi poloméry povrchu mezisfér. Nekteré mezisféry mohou byt dege-
nerované na koule. To jsou takové mezisféry, které nemaji vaitini povreh.
Pii vypoétu budeme potiebovat vzorec na objem n-rozmerné koule (s po-
lomérem R):

,/T(n—l)/Z on (D)|

2 pro liché n

Va(R) = R" -

n!

7.‘_n/.z

(5)

Zde jsou vysledky pro nékteré dimenze (pro R = 1):

pro sudé n

V,,(R) — R".

dimenze n 2 3 4 5 § 7
objem V' [1,513100 |1,347767 |1,139479 10,910310 [0,690777 10,501235

Presnost vypoctu je 107", Pocet iteract: 1000.

Vypocet Fraktalni dimenze

Pokud bychom chtéli numericky vypocitat fraktdlni dimenzi povrchu
n-rozmérné Mandelbrotovy mnoziny, muzeme opeét vyuzit symetrii k zjed-
noduseni vypoctu. K vypoctu pouzijeme mrizkovou metodu. K tomu si za-
vedeme pojem fraktalni dimenze:
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Definice 5.2. d-rozmerna mira mnoziny M se definuje jako

ma(NM) = lim N (=) - =

e—0
kde N (=) je minimalni pocet krychli o hrane =, které jsou potreba k pokryti
munoziny M. Plati. ze 3ld, € (0. ) takové. ze
Vd < dy : m® = +00
Vd > dy:m?=0

Takové dy se nazyva fraktalni? dimenze mmoziny M.

Pri vypoctu fraktalni dimenze mrizkovou metodou si nejdiive zvolime
jednotku £, a prekryjeme zkoumanou mnozinu mrizkou s velikosti jednoho
ctverecku 1. Spocitame pocet ctverecku Ny, ktervmi prochazi okraj mnoziny.
Nyni si zvolime jinou jednotku s, a podobné jako v predchozim pripade
spocitame Ns. Pro hledanou fraktalni dimenzi d musi platit:

7. této rovnice odvodime dimenzi d:
]\[15(11 = NQEg
log Ni&{ = log Nyz§
log Ny + dlogz; = log Ny + dlog e
log Ny — log N,

d =
log e, — log ey

Pii vypoctu fraktalni dimenze n-rozmeérné Mandelbrotovy mnoziny ne-
musime diky symetrii pocitat krychlicky na povrchu celé mnoziny, ale staci
spocitat ¢tverecky na okraji dvojrozmeérné mmnoziny a u kazdého z nich si
zaznamenat vzdalenost od realné osy. Tato vzdalenost je polomeér (n —
1)-rozmérné koule na fezu, jejiz povrch umime pomoci polomeéru spocitat
presné. Tento povrch vydeélime objemem krychlicky o strané €, ¢imz ziskame
pocet krychlicek, které pokryji tuto kouli. Pro povrch koule o polomeru I
pouzijeme tyto vzorce:

7T(n—l)/? on (n;l ) |

Pn<R) - n/R(n_l) ’

pro liché n
n!

7.‘.71,/2

()"
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Fraktalni dimenzi Mandelbrotovy mnoziny nebudeme pocitat numericky.
V nasledujici ¢asti si rovnou ukazeme jeji presnou hodnotu.

P,(R) =nR"™Y .

pro sudé n
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5.3 Fraktalni dimenze povrchu Mandelbro-
tovy mnoziny

Vime. ze fraktalni dimenze okraje dvojrozmeérné Mandelbrotovy mmnoziny.
stejné jako Hausdorflfova dimenze. je presne 2. Na zaklade symetrie si doka-
zeme, ze fraktalni dimenze povrchu n-rozmerné Mandelbrotovy mnoziny je
presné n. K tomu budeme potrebovat tuto vetu:

Véta 5.3. Kartézskym soucinem mnoziny s fraktalni dimenzi dy a mnozZiny
s fraktalni dimenzi dy dostaneme mnozZinu s fraktalni dimenzi d; + d>.

Diikaz. Mame mnozinu s dimenzi d; a mirou M, = lim. ., N, 2. Tato
mnozina je pokryta N, objekty o velikosti £, Kazdému tomuto objektu

~d>

priradime jednu mnozinu. z nichz kazda ma dimenzi d, a miru my = ny:
Mira vysledné mnoziny bude vypadat takto:

M=cU"m;+cUmy+ - + =h My,
N Ny Ny
= Z chm, = Z glpe = giitiz Z ¥
i=1 i=1 i=1
— Neghtdz

coz je podle definice 5.2 mira (d; 4+ ds)-rozmeérné mnoziny. Vysledna mnozina
ma tedy fraktalni dimenzi d; + ds. []

n-rozmérna Mandelbrotova mnozina vznikne rotaci dvojrozmeérné Man-
delbrotovy mnoziny kolem realné osy. Ke kazdému bodu dvojrozmerné mno-
ziny jsme tedy piifadili povrch (n—1)-rozmérné koule, jejiz dimenze (fraktalni
i topologicka, nebot se nejedna o fraktal) je presné (n—2). Vzhledem k tomu,
7e fraktalni dimenze okraje puvodni dvojrozmérné Mandelbrotovy mmnoziny
byla presné 2, je vysledna fraktalni dimenze povrchu n-rozmérné Mandel-
brotovy mnoziny podle véty 5.3 presné n, coz je maximalni mozna hodnota.
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Kapitola 6

Program HyperVisualizer

6.1 Popis programu

Hlavni funkci programu je zobrazovani libovolnych trojrozmernych nebo
dvojrozmérnych fezu n-rozmérné mnoziny (napi. Mandelbrotovy nebo Juli-
OVY mMnoziny). Rez je jednoznacneé urcen uzivatelem a tento rez se po zadani
parametru zobrazi v okné programu pomoci trojrozmeérné projekce. Diky
osvétleni scény je dobre viditelné, kterd cast mnoziny se nachdzi blize oku
uzivatele.

6.1.1 Metoda zobrazeni rezu

Trojrozmérny, resp. dvojrozmeérny, fez je jednoznacné urcen ctyrmi neko-
plandrnimi, resp. tifemi nekolinearnimi, body. Pomoci takto zadanych bodu
je program schopen zobrazit pozadovany fez. Metodu zobrazenti si popiseme
na trojrozmérné varianté rezu. Dvojrozmeérny ez se ziskd pouhym zjed-
nodusenim trojrozmeérné varianty.

Zkoumand mnozina je definovana ve vektorovém prostoru V. Uzivatel
uréf fez jednoznacné pomoci ¢tyt vektoru o, a, b, ¢ € V. Tyto vektory urcuji
afinni podprostor S = o+ U = {o+u,u € U}, kde o je vektor posunuti a U
je vektorovy podprostor generovany vektory a — o, b — o, ¢ — o. Tento afinni
podprostor obsahuje ¢tverici zadanych vektoru.

Po zadani fezu program spocita ortonormalni bazi w, , we, w3 podprostoru
U pomoci Gramm-Schmidtovy ortonormalizace.

Vykreslovana scéna obsahujici fez je vektorovy prostor ) = R?. Pro ur-
ceni bodu na vykreslované scéné potiebujeme linearné zobrazit vektor x €
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() na ' € S tak. aby nedoslo k zadnému zkresleni (tj. vSechna vlastni
¢isla linearniho zobrazeni jsou 1). To provedeme tak. ze souradnice vektoru
€ S vzhledem k ortonormalni bazi wy. wy. wy vektoroveho podprostoru
U sjednotime se souradnicemi vektoru o € () vzhledem ke kanonické bazi
vektorového prostoru (). Protoze S je afinnl podprostor, musime vektor @
jesté posunout o vektor o.

Zobrazeni tedy bude vypadat takto: @' = o+ rjw; + rows + r3wy. kde
Ty, T, ry jsou souradnice vektoru o € () vzhledem ke kanonické bazi ().
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