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Abstract: In the present work we study gravitational collapse of massless real
scalar field minimally coupled to general relativity in spherical symmetry.
We describe critical behaviour of this collapse, especially power-law scal-
ing of the black hole mass and discretely self–similarity of critical solution.
We discuss relation between discovery of critical behaviour and the cosmic
censorschip conjecture. We derive Eintein equations and equation of mass
using the Hilbert variational principle and we use it for deriving these equa-
tions for massless scalar field. Then we derive metric tensor for dynamical
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Gravitačńı kolaps a hmota černých děr

Gravitačńı kolaps je proces zrodu černé d́ıry.

Ve sféricky symetrickém prostoročase, kde uvažujeme rozložeńı hmoty pros-
torově omezné - hvězdu, se černá d́ıra zrod́ı smrt́ı hvězdy, má-li tato potřebně
velkou hmotnost. Tedy hmotnost takto vzniklé černé d́ıry je zdola omezená.
Umı́raj́ıćı hvězda představuje téměř stacionárńı počátečńı stav [4], protože
na počátku gravitačńıho kolapsu neńı gravitačńı pole př́ılǐs dynamické. Zaměřme
se na obecněǰśı rozložeńı hmoty (bez d̊urazu na jeho astrofyzikálńı význam)
a uvažujme dynamický prostoročas (nestacionárńı počátečńı data [4]). Lze za
těchto předpoklad̊u vytvořit libovolně malou černou d́ıru? Jak bude záviset
hmotnost vznilké černé d́ıry na počátečńıch datech? D. Christodoulou stu-
doval tento problém analyticky a formuloval několik otázek, na něž by odpověd
dala numerická analýza:

Uvažujme skupinu hladkých počátečńıch dat závislých na jednom parametru
p, které v nekonečnu zachovaj́ı plochý prostoročas, takových, že pro velká
p černá d́ıra vznikne a pro malá p ne. Pokud lze bisekćı doj́ıt ke kritické
hodnotě parametru p∗ přesně na hranici vzniku černé d́ıry, bude mı́t d́ıra
konečnou hmotnost nebo nekonečně malou ?
Prvńı, kdo se z tohoto pohledu zabýval problematikou gravitačńıho kolapsu
numericky, byl Matthew W. Choptuik, který v roce 1992 publikoval článek
[8] s prvńımi výsledky svého zkoumáńı.

1.2 Choptuikovy objevy

Choptuik zvolil co nejjednodušš́ı nastaveńı problému [4] – sférickou symetrii

a model hmoty, který nevede k stabilńımu stacionárńımu řešeńı – nehmotné

skalárńı pole. Takto zadanou úlohu řešil numericky pro r̊uzné jednoperamet-
rické rodiny počátečńıch dat, dle úvah D.Christodouloua.
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D.Christodoulou ukázal [4], že pro sféricky symetrické skalárńı pole s
dostatečně slabými počátečńımi daty (dostatečně malými hodnotami parametru
p) se systém vyv́ıj́ı k plochému prostoročasu – hmota se rozplyne, a pro
dostatečně silná počátečńı data evoluce vyvrchoĺı zrodem černé d́ıry. Nebylo
však jasné, jestli jsou tyto dva výsledky jediné možné, nebo jestli existuje
ještě jiný koncový stav vývoje v závislosti na volbě parametru p.
M.W. Choptuik numerickou analýzou nezjistil žádné omezeńı hmotnosti
vznikaj́ıćı černé d́ıry, naopak podařilo se mu objevit neočekávané výsledky:
Pro p bĺızké p∗ nastává kritické chováńı [4] [5]:

• Bĺızko prahu zrodu ČD se tvoř́ı ČD s libovolně malou hmotou v závislosti
na parametru p:

M ∝ (p− p∗)
γ (1.1)

kde ČD vzniká pro p > p∗

• Kritický exponent γ je stejný pro všechna počátečńı data - nezáviśı
na konkrétńı rodině jednoparametrických počátečńıch dat. Lǐśı se v
závisloti na užitém modelu hmoty, avšak pro všechny zat́ım zkoumané
modely hmoty má γ neceloč́ıselnou hodnotu.

• Řešeńı polńıch rovnic se nezávisle na tom odkud se bĺıž́ı p k p∗ (při
jejich dostatečne malé vzdálenosti) vyv́ıjej́ı po relativně dlouhou dobu
velmi podobným zp̊usobem - bĺıž́ı se ke kritickému řešeńı.

• Kritické řešeńı vykazuje diskrétńı soběpodobnost - zvláštńı symetrii: je
periodické v logaritmu prostoročasové škály, konkrétně pro nehmotné
skalárńı pole se řešeńı polńıch rovnic podobá samo sobě na (∆ ∼=
3, 44)krát větš́ı škále.

M.W.Choptuik objevil kritické chováńı pro nehmotné skalárńı pole coby
model hmoty, následovala řada daľśıch doklad̊u kritického chováńı pro daľśı
modely hmoty ve sférické symetrii a několik př́ıpad̊u v axiálńı symetrii [5].

1.3 Význam zkoumáńı nehmotného sféricky

symetrického skalárńıho pole pro kosmickou

cenzuru

Jak dopadne evoluce počátečńıch dat pro p = p∗ ? Mohl by to být daľśı kon-
cový stav evoluce - kvalitativně jiný než černá d́ıra nebo plochý prostoročas ?
Christodoulou dokázal [14], že existuj́ı asymptoticky plochá počátečńı data,
jejichž evoluce skonč́ı nahou singularitou, tj.: singularitou, která neńı skrytá
pod horizontem a může být viděna vněǰśım pozorovatelem [2]. Choptuik zk-
oumal kritické řešeńı primárně kv̊uli hypotéze kosmické cenzury [13]:
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Hypotéza slabé kosmické cenzury: Fyzikálně realistický gravitačńı ko-
laps vždy skonč́ı zrodem černé d́ıry. (Tedy žádné nahé singularity nemohou
vzniknout gravitačńım kolapsem fyzikálně reálných model̊u hmot.)

Hypotéza silné kosmické cenzury: Všechny singularity, které se vysky-
tuj́ı ve fyzikálně př́ıpustných prostoročasech muśı mı́t prostorupodobný nebo
nulový charakter, tedy vzdálený pozorovatel nemůže singularitu vidět (v
určitém smyslu).

Základńı otázka spojená s hypotézou silné kosmické cenzury je determin-

ismus. Zákony klasické (nekvantové) fyziky jsou formulovány ve formě difer-
enciálńıch rovnic, jejichž rešeńı je jednoznačně určeno zadáńım vhodných dat
v počátečńım čase [13]. Výskyt singularit v obecné teorii relativity situaci
komplikuje - pokud by byla vytvořena časupodobná singularita,pak by řešeńı
diferenciálńıch rovnic v oblasti, kde je singularita vidět, už nemuselo být jed-
noznačně určeno zadáńım př́ıslušných dat. Pokud plat́ı hypotéza silné kos-
mické cenzury, tak i za př́ıtomnosti singularit se v Obecné teorii relativity
zachová deterministická povaha fyzikálńıch zákon̊u.
Hypotéza slabé kosmické cenzury se dá přeformulovat [13]:
Uvažujme asymptoticky plochá počátečńı data na prostorupodobné nadploše
pro Einsteinovy rovnice s vhodným rozložeńım hmoty. Pak největš́ı oblast
prostoročasu, která je jednoznačně určena danými počátečńımi daty je téměř
vždy asymptoticky plochá.

Ve formulaci výše jsou nejasná dvě slova:vhodná hmota a téměř vždy.
Vhodná hmota je taková, pro kterou vývoj j́ı př́ıslušných pohybových rovnic

v pevně daném nesingulárńım asymptoticky plochém prostoročase vyúst́ı v

globálně nesingulárńı řešeńı∗ [13]. Téměř vždy znamená, že množina počátečńıch
dat, která se vyvine v nahé singularity je velmi malá - množina mı́ry nula
(malá z hlediska teorie mı́ry), nebo ř́ıdká množina (jej́ı uzávěr má prázdný
vnitřek). Platnost hypotéz kosmické cenzury záviśı na vlastnostech řešeńı
Einsteinových rovnic, systému nelineárńıch parciálńıch diferenciálńıch rovnic,
o jejichž řešeńıch (a jejich obecných vlastnostech) toho stále mnoho nev́ıme.
Je však možné analyzovat již nalezená řešeńı [13].
Do roku 1993 bylo známo mnoho o Ideálńı tekutině coby modelu hmoty:
Ideálńı tekutina je popsána hustotou energie a 4-rychlosti v každém pros-
toročasovém bodě v tekutině a tlakem. Proto je možné zadáńım vhodných
počátečńıch dat koncentrovat konečné množstv́ı hmoty do objemu V = 0
[13]. Takovéto chováńı u fyzikálně realistických model̊u hmoty neočekáváme.
Nav́ıc existuj́ı řešeńı ER pro ideálńı tekutinu s rázovými vlnami. Tento model
umožnuje vznik nahých singularit, ale nesplňuje ∗, tedy neńı vhodným mod-
elem hmoty.

V roce 1993 Christodoulou ukázal, že mezi řešeńımi Einsteinových rovnic
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se sféricky symetrickým skalárńım polem coby zdrojem se vyskytuj́ı nahé
singularity [13]. Skalárńı pole splňuje mnohé požadavky, které by fyzikálně
realistická hmota měla splňovat. A Christodoulou také ukázal, že nahé sin-
gularity tvoř́ı množinu mı́ry nula ve tř́ıdě řešeńı Einsteinových rovnic s t́ımto
modelem hmoty.

1.4 Řešeńı polńıch rovnic jako křivka ve fázovém

prostoru

Uvažujme náš problém coby nekonečně dimenzionálńı fázový prostor, jehož
body jsou množiny počátečńıch dat (pro gµν a vhodné funkce reprezen-
tuj́ıćı model hmoty)[5] (tento prostor se nazývá fázový, protože každý jeho
bod plně určuje jistý stav, podobně jako ve statistické fyzice) Potom řešeńı
polńıch rovnic př́ıslušné ke konkrétńım počátečńım podmı́nkám tvoř́ı křivku
ve fázovém prostoru, jej́ıž parametr je čas (nultá souřadnice). Izolovaný
systém (prostoročas) může sv̊uj časový vývoj ukončit v kvalitativně r̊uzných
statických stavech. V závislosti počátečńıch dat na parametru p skonč́ı vývoj
nehmotného sféricky symetrického skalárńıho pole jedńım ze dvou odlǐsných
stabilńıch stav̊u – černou d́ırou vzniklou kolapsem, či plochým prostoročasem
po rozptýleńı hmoty a energie do nekonečna. Fázový prostor lze tedy na
základě těchto dvou koncových stav̊u rozdělit na dvě poloviny. Hranici mezi
nimi tvoř́ı tzv. kritická nadplocha, množina počátečńıch dat, kde p = p∗.
Křivka ve fázovém prostoru, která zač́ıná na kritické nadploše, ji neopust́ı
[5], proto je kritická nadplocha také fázovým prostorem o jednu dimenzi
menš́ım než celý prostor. Pokud zde existuje stabilńı bod - stav, ke kterému
se všechny křivky (evoluce) bĺıž́ı, nazveme ho kritickým bodem (řešeńım).
Je to atraktor kodimenze 1 v celém prostoru [4] (vývoj témeř kritických
počátečńıch dat se bude po dlouhou dobu bĺıžit ke kritickému řešeńı).

1.5 Diskrétńı soběpodobnost kritického řešeńı

V newtonowské fyzice je řešeńı pohybových Z(~x, t) rovnic soběpodobné
(nezávislé na přeškálováńı), pokud plat́ı [6]:

Z(~x, t) = Z

(

~x

f(t)

)

(1.2)

kde f(t) 6= 0, ∀t ≥ 0 To znamená, že při změně škály se tvar řešeńı
nezměńı, je skutečně podobné samo sobě.

V obecné teorii relativity je situace koplikovaněǰśı kv̊uli provázanosti
polńıch proměnných s metrickými koeficienty. Diskrétńı soběpodobnost je
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symetrie, kde existuje difeomorfismus φ a konstanta ∆, že metrický tenzor
splňuje [4]:

(φ∗)
ngµν = e2n∆gµν (1.3)

kde φ∗ je pull-back φ.

Aby byl charakter tohoto chováńı lépe vidět, zavedeme souřadnice (τ, xα),
ve kterých předchoźı rovnost přejde na [4]

gµν(τ, x
α) = e2τ g̃µν(τ, x

α), (1.4)

kde
g̃µν(τ, x

α) = g̃µν(τ + ∆, xα) (1.5)

Zde τ je logaritmus prostoročasové škály [4].
Nehmotné skalárńı pole φ(τ, xi) se v této symetrii obvykle hledá ve tvaru

[6]

φ(τ, xi) = f(τ, xi) + kτ, (1.6)

kde f(τ, xi) = f(τ+∆, xi). Chopuik zvolil k = 0 z neznámých d̊uvod̊u [6].
Na základě předpokladu diskrétńı soběpodobnosti byla numericky nalezena
kritická řešeńı pro několik model̊u hmoty.
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Kapitola 2

Variačńı formulace polńıch

rovnic

2.1 Hilbert̊uv variačńı princip

Variačńı formulace obecné fyzikálńı teorie se redukuje na nalezeńı akce, pro
ńıž je Variačńı princip:

δS = 0 (2.1)

ekvivalentńı s pohybovými rovnicemi dané fyzikálńı teorie, nebo je alespoň
nutnou podmı́nkou splněńı pohybových rovnic.

Hilbert̊uv variačńı princip [10]:

S =
∫

Ld4x =
∫

(−g) 1
2Ld4x = extrem (2.2)

Lagrangeova funkce L (resp. jej́ı hustota L = (−g) 1
2L) se dá rozložit na

dvě části - Lgeom odpov́ıdá prázdnému zakřivenému prostoročasu popsanému
metrikou gµν , g =

√
gµν (v př́ıpadě, že neńı př́ıtomna žádná hmota ani pole,

redukuje se L jen na Lgeom), druhá část Lpole reprezentuje pole.

L = Lgeom + Lpole (2.3)

Ukáže se, že variace polńı části Lagrangiánu dle metrického tenzoru je
výhodná cesta k odvozeńı tenzoru energie a hybnosti [10].

2.1.1 Jak źıskat Lgeom

Požadujeme, aby Lgeom byla skalárńı funkce nezávislá na volbě gµν (dále
skalárńı invariant), reprezentuj́ıćı křivost prostoročasu. Volbou souřadnic lze
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vždy zař́ıd́ıt, aby v okoĺı daného bodu vymizely prvńı derivace složek met-
rického tenzoru. Proto neexistuj́ı skalárńı invarianty vytvořené jen z met-
rického tezoru a jeho prvńıch derivaćı [10]. To je rozd́ıl oproti variačńımu
principu v mechanice, kde se objevuj́ı nejvýše prvńı derivace souřadnice a
zobecněné hybnosti. Uvažujeme tedy skalárńı invarianty závislé na druhých
derivaćıch metrického tenzoru.

Kovariantńı objekt, který popisuje geometrii prostoročasu a záviśı na
druhých derivaćıch metrického tenzoru je Riemann̊uv tenzor:

V α
;µν − V α

;νµ = −Rα
βµνV

β (2.4)

Jeho definice pomoćı afinńı konexe má tvar:

Rα
βµν = Γα

βµ,ν − Γα
βν,µ + Γρ

βµΓ
α
ρν − Γρ

βνΓ
α
ρµ (2.5)

Přičemž afinńı konexe a metrický tenzor souviśı vztahem:

Γα
βγ =

1

2
gαρ(−gβγ,ρ + gρα,β + gβρ,α) (2.6)

Z Riemannova tenzoru lze źıskat 14 nezávislých skalárńıch invariant̊u,
nezávislých na lokálńıch rysech zakřiveńı prostoročasu [10]. Z těchto 14
možnost́ı však jen jedna dává invariant, jenž je lineárńı v druhých derivaćıch
metrického tenzoru, je j́ım Skalárńı křivost, definovaná pomoćı Ricciho
tenzoru Rαβ = Rλ

αλβ :

R = gαβRαβ (2.7)

V roce 1915 publikoval David Hilbert vyjádřeńı Lgeom [10]

Lgeom =
1

16π
R, (2.8)

které umožnilo formulovat Variačńı princip gravitačńıho zákona s matem-
aticky nejjednodušš́ı možnou definićı akce.(Zde je užita geometrická soustava
jednotek, při přechodu k soustavě SI přejde 1

16π
v c3

16πG
)

2.1.2 Od Hilbertova variačńıho principu k Einsteinovým

rovnićım

S definićı (2.8) přeṕı̌seme (2.1):

δS =
1

16π

∫

δ
[

gαβRαβ(−g) 1

2

]

d4x+
∫

δ
[

Lpole(−g)
1

2

]

d4x (2.9)

Předpokládáme, že Lpole nezáviśı na derivaćıch gαβ. Tento vztah přeṕı̌seme
pomoćı

δ(−g) 1
2 = −1

2
(−g) 1

2 gµνδg
µν (2.10)
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a dostaneme

δS =
1

16π

∫ [(

Rαβ − 1

2
gαβR

)

δgαβ + gαβδRαβ

]

(−g) 1
2d4x (2.11)

+
∫

(

∂Lpole

∂gαβ
− 1

2
gαβLpole

)

(−g) 1

2 δgαβd4x = 0 (2.12)

Z vlastnost́ı metrického tenzoru a složek afinńı konexe se dá ukázat [10],
že v rovnici (2.14) vymiźı člen

∫

gαβδRαβ(−g) 1
2d4x. (2.13)

Tedy dostáváme Hilbetr̊uv variačńı princip ve tvaru

δS =
∫

[

1

16π

(

Rαβ − 1

2
gαβR

)

+

(

∂Lpole

∂gαβ
− 1

2
gαβLpole

)]

(−g) 1
2 δgαβd4x = 0

(2.14)
A toto požadujeme nezávisle na volbě gαβ, proto muśı být integrand

roven 0. Dostáváme tedy gravitačńı zákon ve tvaru:

Rµν −
1

2
Rgµν = 8π

(

gαβLpole − 2
∂Lpole

∂gαβ

)

(2.15)

Člen na pravé straně reprezentuje zdroje pole. Zdrojem gravitačńıho pole
je hmota (resp. energie), proto tento člen muśı vyjadřovat rozložeńı hmoty
a energie v prostoročase. Zavedeme proto tenzor energie a hybnosti vz-
tahem [10]:

Tαβ = gαβLpole − 2
∂Lpole

∂gαβ
(2.16)

Použijeme-li toto vyjádřeńı v (2.15) obdrž́ıme Einstein̊uv gravitačńı

zákon:

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν = 8πTµν (2.17)

2.1.3 Princip obecné kovariance a Bianchiho identity

Akce S coby integrál z hustoty Lagrangiánu je skalárńı invariant, nezáviśı
na volbě souřadnic, to plat́ı i odděleně pro obě jej́ı části (Sgeom,Spole) [10].
Jestliže x′µ = xµ +ξµ je infinitezimálńı změna souřadnic, pak lze δSgeom psát
[10]:

δSgeom = δ

∫

Lgeom(−g) 1
2d4x = − 1

8π

∫

G
;β
αβξ

α(−g) 1
2d4x (2.18)
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Tato změna geometrie nesmı́ ovlivnit tvar polńıch rovnic, tedy ten in-
tegrál muśı být nulový pro každé ξµ, z toho vyplývá podmı́nka na Einstein̊uv
tenzor [10]:

G
;β

αβ = 0 (2.19)

Takto z požadavku souřadnicové invariance akce plynou Bianchiho iden-

tity:

T ;ν
µν = 0 (2.20)

2.2 Variačńı odvozeńı tenzoru energie a hyb-

nosti skalárńıho pole

Hustota Lagrangiánu pro obecné skalárńı pole je [12],[7]:

Lpole =
1

2
gαβφ,αφ,β + V (φ) (2.21)

pro volné skalárńı pole s hmotou m je V (φ) = −1
2
m2φ2. Tento tvar byl

zvolem tak, aby pro V = 0 vyšla jako pohybová rovnice pro zdroje Klein-
Gordonova rovnice φ ν

,ν = 0 (pro V (φ) = −1
2
m2φ2 by po přeškálováńı vyšlo

φ ν
,ν +φ = 0) [7]. Z pohybové rovnice pro pole však nezjist́ıme jeho gravitačńı

účinky, proto spočteme

∂Lpole

∂gαβ
=

1

2
φ,αφ,β (2.22)

a dosazeńım do definice Tαβ (2.16) źıskáme

Tαβ = φ,αφ,β − 1

2
gαβ

[

gµνφ,µφ,ν −m2φ2
]

(2.23)

(2.23) je hledaný tenzor energie a hybnosti - zdrojový člen, pro který

budeme zkoumat gravitačńı kolaps.
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Kapitola 3

Popis kolabuj́ıćıho prostoročasu

3.1 Metrika a sférická symetrie - statické ver-

sus dymamické gravitačńı pole

Pomoćı př́ır̊ustk̊u souřadnic dxµ lze vyjádřit vzdálenost dvou bĺızkých bod̊u
prostočasu (4-interval),která popisuje lokálńı geometrické vlastnosti pros-
toročasu [2]:

ds2 = gµνdx
µdxν (3.1)

kde gµν = gµν(x
ρ) jsou složky kovariantńıho metrického tenzoru, jenž určuje

metriku (křivost) prostoročasu.

Ve sférické symetrii (sféricky symetrické těleso bud́ı sféricky symetrické gravitačńı
pole) se nesmı́ ds2 změnit při záměnách dΘ → −dΘ, dϕ→ −dϕ, tedy muśı
platit [2]:

g0Θ = g0ϕ = grΘ = g0Θ = grϕ = 0 (3.2)

Dále se geometrie nesmı́ změnit libovolným otočeńım kolem počátku
r = 0, to splňuje geometrie sféry v plochém prostoru [2]:

gΘΘdΘ
2 + 2gΘϕdΘdϕ+ gϕϕdϕ

2 = R2(dΘ2 + sin2Θdϕ2) (3.3)

kde R = R(r, t) je obecná funkce.
Pokud změńıme souřadnice r,t tak, aby konstantńı hodnota radiálńı souřadnice

byla zároveň obvodem hlavńı kružnice v křivočarých souřadnićıch:

t̃ = t, r̃ = R(r, t) (3.4)

dostaneme metriku ve tvaru:

ds2 = g00dt
2 + 2g0rdtdr + grrdr

2 + r2(dΘ2 + sin2Θdϕ2) (3.5)
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metriku diagonalizujeme zavedeńım nové časové souřadnice:

ds2 = −α2(r, t̂)dt̂2 + a2(r, t̂)dr2 + r2(dΘ2 + sin2Θdϕ2) (3.6)

Diagonalizace:

α(r, t̂)dt̂ =
√
−g00dt−

g0r√−g00
dr̃ (3.7)

a(r, t̂) = grr −
g2
0r

g00
(3.8)

(4.3) je obecná metrika sféricky symetrického prostoročasu, takovéto
zavedeńı je výhodné kv̊uli zjednodušeńı problému, avšak t́ımto zjednodušeńım
se ochud́ıme o možnost současně popsat protoročas nad i pod horizontem.

Rozlǐśıme dva typy gravitačńıho pole a sice statické a dynamické.

Statické gravitačńı pole

Gravitačńı pole je statické, pokud lze naj́ıt alespoň jednu souřadnou sous-
tavu, v ńıž složky metrického tenzoru gµν nezáviśı na čase.

Pokud žádná taková soustava souřadnic neexistuje, mluv́ıme o dynam-

ickém gravitačńım poli.

3.2 Schwarzschildova metrika - statické řešeńı

Einsteinových rovnic

Uvažujme situaci, kdy všechna hmota je soustředěna pod pevnou hodno-
tou poloměru r, tedy všude jinde je vakuum. Zkoumejme nyńı řešeńı Ein-
steinových rovnic vně onoho poloměru.
Řečeno jinak, zkoumejme rovnice:

Gµν = 0 (3.9)

Dosad́ıme-li obecnou metriku sféricky symetrického prostoročasu (3.6)
do vztahu (3.9) užit́ım (2.4), (2.5) a definice Einsteinova tenzoru, zjist́ıme
pozoruhodnou skutečnost:

Birkhoff̊uv teorém

Sféricky symetrické gravitačńı pole ve vakuu je nutně statické.

Jinými slovy takto vzniklá metrika - Schwarzschildova metrika nezáviśı
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na čase (vně sféry ohraničuj́ıćı hmotu), konkrétně zde z Einsteinových rovnic
(3.9) vyjde:

ds2 = −(1 − 2GM

rc2
)c2dt2 +

1

(1 − 2GM
rc2

)
dr2 + r2(dΘ2 + sin2Θdϕ2) (3.10)

a toto řešeńı je jedoznačné. M vyjadřuje jak silné gravitačńı pole zdroj bud́ı.
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Kapitola 4

Formulace úlohy kolabuj́ıćıho

prostoročasu

Otázka zńı: Jak vybrat model hmoty, kterým dobře poṕı̌seme ko-

laps ?

Jak naj́ıt T µν aby splňoval (2.20) ?

4.1 Model hmoty a rovnice hmoty aneb proč

skalárńı pole

Einsteinovy rovnice (2.17) jsou tvaru deformace gravitačńıho pole = zdroje.
Zdroje hmoty zastupuje tenzor energie a hybnosti, který je provázanost́ı
gravitace a zakřiveńı prostoročasu omezen rovnicemi (2.20). Tyto rovnice
jsou pohybovými rovnicemi pro zdroje pole, zdrojem gravitačńıho pole může
být kromě hmoty také jakékoli pole – v jistém smyslu i gravitačńı pole samo
přisṕıvá ke svému zdroji, je to d̊usledek nelinearity Einsteinových rovnic.

Ve vědě je obvyklé nejprve uvažovat nejjednodušš́ı situace a postupně je
komplikovat. Nikde neńı zaručeno, že se touto cestou lze dostat ke kom-
plexitě př́ırody v celé jej́ı kráse, nicméně je to princip přinášej́ıćı apliko-
vatelné výsledky.

Požadujeme, aby náš model hmoty byl invariatńı v̊uči změně souřadnic gµν .
Skalárńı pole nemá složky, které by se měnily při změně souřadnic, a proto
je nejjednodušš́ım takovým modelem. Uvažujeme proto Skalárńı pole coby
model hmoty.

Jelikož zkoumáme základńı charakteristiky gravitačńıho kolapsu, neńı
př́ılǐs d̊uležitá četnost výskytu skalárńıch poĺı v jiných fyzikálńıch teoríıch.
Přestože je model skalárńıho pole užit v teoríıch, na jejichž experimentálńı
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ověřeńı stále ještě čekáme, charakteristiky gravitačńıho kolapsu vystihuje.
Choptuikovy závěry totiž potvrzuj́ı zkoumáńı realističtěǰśıch model̊u hmoty.
Př́ıkladem užit́ı skalárńıho pole v jiných fyzikálńıch teoríıch je Standardńı
model [11] - jeho základńı předpoklad je př́ıtomnost skalárńıho potenciálu
v Lagrangiánu, který umožňuje zrod hmot boson̊u a fermion̊u Higgsovým
mechanismem, který též předpov́ıdá existenci Higgsova bosonu.

4.2 Choptuikovy rovnice

Uvažujme nehmotné sféricky symetrické skalárńı pole, gravitačńı zákon pro
tento zdroj má tvar:

Gµν = φ,µφ,ν −
1

2
gµνφ,ρφ

,ρ (4.1)

a φ splňuje vlnovou rovnici - to je př́ımý d̊usledek Bianchiho identit,
źıskáme ji dosazeńım (2.23) do (2.20)

φ;ρ
,ρ = 0 (4.2)

Choptuik zvolil metriku Schwarzschildova typu - obecnou metriku sféricky
symetrického prostoročasu 4.3

ds2 = −α2(r, t)dt2 + a2(r, t)dr2 + r2(dΘ2 + sin2Θdϕ2) (4.3)

Souřadnice r je volena tak, aby 4πr2 byl povch 2-sféry a t byla k r orto-
gonálńı ve smyslu skalárńıho součinu, daným metrickým tenzorem[5]. Vlastńı
čas centrálńıho pozorovatele je pak dán vztahem[8]

τ0 =
∫ t

0
α(0, t̃)dt̃ (4.4)

Choptuik zavedl subtituci Φ ≡ φ′ a Π ≡ a
α
φ̇ [8], která převede vlnovou

rovnici na systém PDR prvńıho řádu v nových proměných:

Φ̇ =
(

α

a
Π
)′

Π̇ = 1
r2

(

r2 α
a
Φ
)′

(4.5)

kde ḟ = ∂f
∂t

a f ′ = ∂f
∂r

pro funkce f = f(r, t).
Dosad́ıme-li do (4.1) vyjádřeńı metriky (4.3) a použijeme definici Ein-

teinova tenzoru pomoćı vztah̊u mezi Riemmanovým tenzorem a afinńı konex́ı
a metrickým tenzorem (2.5),(2.6), obdrž́ıme pět rovnic pro a, α. Z těchto pěti
rovnic jsou jen čtyři algebraicky nezávislé, z nichž jedna je kombinaćı derivaćı
zbylých tř́ı rovnic [5], tedy jen tři jsou skutečně relevantńı.

Jsou jimi [5]
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α′

α
− a′

a
+

1 − a2

r
= 0 (4.6)

a′

a
+
a2 − 1

2r
= 2πr

(

Π2 + Φ2
)

(4.7)

ȧ

α
= 4πrΠΦ (4.8)

Nenulové složky Einsteinova tenzoru jsem źıskala pomoćı Maple, použitý
skript je v Př́ıloze č.1.

Z těchto tř́ı rovnic stač́ı vźıt jen dvě, máme totiž čtyři proměnné funkce
Φ,Π, a, α. Je výhodné vźıt pro numerickou anylýzu rovnice (4.7) a (4.6),
protože pak lze svým zp̊usobem oddělit prostor a čas - totiž řešit rovnice
pro koeficienty metriky jako soustavu ODR v prostoru pro pevné t a pak z
takto časově zmrazené geometrie vyv́ıjet Φ a Π.

4.3 Role počátečńıch dat

V této úloze se vyskytuj́ı dva typy proměnných, proměnné polńı Φ a Π a
proměnné geometrické a a α, proto je také potřeba pro ně zadat odlǐsný
typ počátečńıch podmı́nek. Jednodušš́ı je to pro a a α, protože jak je vidět
z př́ıslušných rovnic, α záviśı pouze na a a jej́ı derivaci, tedy stač́ı zadat
podmı́nku pro a v čase t = 0. Ale v rovnici pro a tvoř́ı zdrojové členy polńı
proměnné Φ a Π, tedy a v čase t = 0 záviśı na Φ(r, 0) a Π(r, 0), což je druhá
sada počátečńıch podmı́nek.

Když jsou tyto podmı́nky zadány, je ještě třeba dodat podmı́nky okra-
jové pro a, α, aby se daly řešit rovnice (4.7) a (4.6) coby systém ODR pro
čas t = 0.

Je tedy třeba zadat dvě hodnoty (a(0, 0), α(0, 0)) a dvě funkce (Φ(r, 0)
a Π(r, 0)). Z rovnice (4.6) je patrné, že je potřeba zadat a(0, 0) = 1 kv̊uli
členu 1−a2

r
. Hodnotu α(0, 0) lze zadat libovolně - tento koeficient lze vždy

přeškálovat, aby a(0, 0) = α(0, 0) = 1. Funkce φ(r, 0) popisuje rozložeńı
hmoty v prostoru v čase t = 0, je potřeba na ni klást specifické požadavky.
Počátečńı rozložeńı hmoty skalárńıho pole v prostoru - radiálńı hustota
hmoty-energie dm

dr
[8], kde m(r) je definována pomoćı metrického koeficientu

a [8]tak, aby m(∞) byla Schwarzschildovou hmotou

a2 =
1

1 − 2m(r)
r

(4.9)

a dm
dr

záviśı na polńıch proměnných vztahem [8]

21



dm

dr
= 2πr2





1

a2

(

∂φ

∂r

)2

+
1

α2

(

∂φ

∂t

)2


 (4.10)

Z tohoto vztahu plyne, že φ(r, 0) je třeba zadat sféricky symetrickou,
kdyby totiž závisela ještě dejme tomu na souřadnici x, rozložeńı hmoty by
na ńı také záviselo a úloha by se značně zesložitila. Protože požadujeme
extrém rozložeńı hmoty v počátku r = 0, muśıme φ zadat sudou v r (ve
smyslu Taylorova rozvoje – viz Zvolená počátečńı a okrajová data, φ neńı
sudá v pravém slova smyslu, protože r nabývá nezáporných hodnot). Dále
chceme, aby φ ubývala v nekonečnu tak rychle, aby m(∞) <∞, to je dobře
splněno, pokud φ(r, 0) má kompaktńı nosič. Z definic ΦaΠ vyplývá, že Φ(r, 0)
je třeba zadat lichou a Π(0, r) sudou v r.

4.4 Vlnová rovnice na křivém pozad́ı a rovnice

kolabuj́ıćıho prostoročasu

Vlnovou rovnici v jedné časové a jedné prostorové dimenzi lze přepsat na
systém prvńıho řádu v nových proměnných závislých na časové a prostorové
derivaci fce f . K tomuto účelu uvažujme metriku

gµν =

(

(−γ2 + β2) β

β 1

)

(4.11)

rovnici (5.6) můžeme v těchto souřadnićıch napsat jako [7]:

0 =
1√−g∂µ

[√
−ggµν∂νf

]

(4.12)

=
1

γ
∂t

(

γgtt∂tf + γgtx∂xf
)

+
1

γ
∂x

(

γgtx∂tf + γgxx∂xf
)

(4.13)

=
1

γ
∂t

(

−1

γ
∂tf +

β

γ
∂xf

)

+
1

γ
∂x

(

β

γ
∂tf +

(

1 − β2

γ2

)

∂xf

)

(4.14)

Tuto rovnici převedeme na soustavu dvou rovnic prvńıho řádu s proměnnými
ψ = ∂xf a χ = 1

γ
(∂tf − β∂xf) [7]:

∂tχ = ∂x (γψ + βχ) (4.15)

∂tψ = ∂x (γχ+ βψ) (4.16)

To lze udělat, pokud f je dvakrát spojitě derivovatelná v obou proměnných
a tedy lze zaměnit ∂tψ = ∂x (∂tf) (což je splňeno, když f řeš́ı vlnovou
rovnici). V tomto zápisu při β = 0 a γ = 1 přejde prvńı rovnice na vlnovou
rovnici a druhá na rovnost druhých derivaćı jej́ıho řešeńı.

22



Naproti tomu, když se v (4.3) omeźıme na dvě dimenze, jednu časovou -
t a jednu prostorovou - r, dostaneme

gµν =

(

−α2 0
0 a2

)

(4.17)

Je d̊uležité si uvědomit rozd́ıl, mezi těmito dvěma př́ıpady - vlnovou
rovnićı na křivém pozad́ı a rovnićı hmoty v dynamickém - kolabuj́ıćım pros-
toročase. Polńı proměnná φ v rovnici hmoty je svázána se souřadnicovými
funkcemi α a a prostřednictv́ım Einsteinových rovnic, a tak můžeme psát

α = (α [φ]) (r, t) a = (a [φ]) (r, t) (4.18)

Tedy geometrie prostoročasu reaguje na př́ıtomnost hmoty, kdežto (4.16),(4.16)
je jen přepsaná vlnová rovnice v křivých souřadnićıch, které se sice můžou
měnit v závislosti na (r, t), ale nezáviśı na polńı proměnné (v tomto př́ıpadě
f). Avšak z matematického hlediska maj́ı rovnice (4.5) spolu s (4.6),(4.7)
stejný charakter jako soustava (4.16),(4.16) na daném pozad́ı (4.11).
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Kapitola 5

Numerické metody

5.1 Metoda konečných diferenćı

Úlohu nalezeńı řešeńı PDR zjednoduš́ıme předpokladem: Definičńı obory
všech funkćı vystupuj́ıćıch v PDR uvažujeme jako množiny diskrétńıch bod̊u
(śıtě) a funkce vyč́ıslujeme jen v omezených oblastech tj. v konečně mnoha
bodech. Takovéto omezeńı zp̊usob́ı diskretizačńı chyby, jejichž velikost se
snaž́ıme minimalizovat.

Předpokládejme konečný definičńı obor s jednou časovou souřadnićı t a
jednou prostorovou souřadnićı x. Uvažujeme diskretizaci prostoru xj = j∆x,
hranice definičńıho oboru reprezentuj́ı body x0 a xN a diskretizaci času tn =
n∆t, kde j,n jsou celá č́ısla,∆x resp. ∆t je konstantńı rozd́ıl mezi sousedńımi
body v prstoru resp. v čase. Každá funkce s t́ımto definičńım oborem je v
něm určena konečně mnoha hodnotami fn

j = f(tn, xj) .
Metoda konečných diferenćı stoj́ı na předpokladu, že řešeńı PDR (i daľśı

funkce vystupuj́ıćı v rovnici) lze v okoĺı každého bodu śıtě dobře aproximo-
vat k členy Taylorova rozvoje dané funkce, k je malé celé č́ıslo.

Nejprve uvažujme f(x) ≡ f(x, τ), kde τ je konstantńı. Známe-li hodnotu
f(xj), źıskáme hodnoty v sousedńıch bodech jako [7]:

f(xj−1) = f(xj) − ∆xf ′(xj) +
∆x2

2
f ′′(xj) −

∆x3

6
f ′′′(xj) +O(∆x3) (5.1)

f(xj+1) = f(xj) + ∆xf ′(xj) +
∆x2

2
f ′′(xj) +

∆x3

6
f ′′′(xj) +O(∆x3) (5.2)

Pak lze pomoćı těchto vyjádřeńı sestavit tzv. centrovanou aproximaci pro
derivace f, např́ıklad odečteńım (5.1) a (5.2) źıskáme aproximaci ∂f

∂x
≡ f ′ s

chybou řádu dvě [7]:

f ′(xj) =
f(xj+1) − f(xj−1)

2∆x
+O(∆x2) (5.3)

24



Podobně lze źıskat aproximaci druhé derivace f výpočtem (5.1) + (5.2) −
2f(xj)
s chybou řádu dvě:

f ′′(xj) =
f(xj+1) − 2f(xj) + f(xj−1)

∆x2
+O(∆x2) (5.4)

Na hranićıch prostoru ( v bodech x0 a xN ) tato aproximace vyžaduje hod-
notu v bodě, který už neńı v śıti (definičńım oboru), tyto hodnoty urč́ıme po-
moćı požadovaných vlastnost́ı př́ıslušných funkćı a tzv.Radiačńı podmı́nky
(viz Zvolená počátečńı a okrajová data).

Nyńı budeme uvažovat diskretizaci definičńıho oboru jak v prostoru tak
v čase fn

j = f(tn, xj) a vyjádř́ıme tentokrát časovou derivaci ∂f
∂t

≡ ḟ pomoćı
konečných diferenćı v čase [7]:

ḟn
j =

fn+1
j − fn−1

j

2∆t
+O(∆t2) (5.5)

a podobně i vyšš́ı časové derivace.

Diskretizace vlnové rovnice a CFL faktor:

Vlnovou rovnici

f̈ − f ′′ = 0 (5.6)

diskretizujeme diferencemi 1.̌rádu

fn+1
j − 2fn

j + fn−1
j

∆t2
=
fn

j+1 − 2fn
j + fn

j−1

∆x2
+O(∆x2,∆t2) (5.7)

a přeṕı̌seme do tvaru

fn+1
j − 2fn

j + fn−1
j =

(

∆t

∆x

)2
(

fn
j+1 − 2fn

j + fn
j−1

)

(5.8)

U této rovnice lze studovat disperzńı chováńı numerického řešeńı dosazeńım
f = f0e

ik((∆x)j−(ω∆t)n) (v literatuře se to nazývá fourierova anylýza diferenčńıho
schématu [1]). Rovnice (5.8) pak vypadá

(

e−iω∆t − 2 + eiω∆t
)

f =
(

∆t

∆x

)2
(

eik∆x − 2 + e−ik∆x
)

f (5.9)

Toto se dá přepsat pomoćı

(

e−iω∆t − 2 + eiω∆t
)

=
(

e−iω ∆t
2 − eiω ∆t

2

)2
(5.10)

= −4 sin2
(

ω
∆t

2

)

(5.11)

na vztah
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sin2
(

ω
∆t

2

)

=
(

∆t

∆x

)2

sin2
(

k
∆x

2

)

, (5.12)

který vypov́ıdá o významu pod́ılu
(

∆t
∆x

)

. Pokud plat́ı
(

∆t
∆x

)

> 1, tak muśı

aspoň jedno z č́ısel ω, k být obecně komplexńı. Jinak řečeno rovnice (5.12)

pro neznámou fci ω(k) má reálné řešeńı jen když
(

∆t
∆x

)

< 1 [9]

Pokud by bylo ω komplexńı, pak f = f0e
ik((∆x)j−(ω∆t)n) nebude (rovinná)

vlna, objev́ı se rychle rostoućı exponenciela - chyba numerického řešeńı.
Pod́ıl

(

∆t
∆x

)

je proto d̊uležité nastavit tak, aby numerické řešeńı neob-

sahovalo žádné exponenciálně rostoućı složky (optimálńı velikost záviśı na
použitém numerickém schématu). Tento pod́ıl se nazývá CFL faktor (Courant
- Friedrichs - Lewy faktor).

5.2 Metoda čar

Mějme opět konečný definičńı obor s jednou časovou souřadnićı t a jednou
prostorovou souřadnićı x. Také zde budeme definičńı obor diskretizovat, ale
na rozd́ıl od metody konečných diferenćı, pouze v prostoru (obecněji: Sous-
tavu evolučńıch PDR v (n+1) dimenźıch diskretizujeme v n dimenźıch a
zbývaj́ıćı dimenzi, která reprezentuje čas, necháme spojitou).
Tedy xj = j∆x, hranice definičńıho oboru v prostoru reprezentuj́ı body x0 a
xN . Ponecháńım jedné spojité proměnné vznikne soustava ODR, kterou lze
řešit metodami pro řešeńı ODR [7].

Metoda čar je v podstatě kombinaćı Metody konečných diferenćı a př́ıslušné
metody pro řešeńı ODR.

Př́ıklad použit́ı Metody čar na vlnovou rovnici:

f̈ − f ′′ = 0 (5.13)

přejde v ODR v čase:

f̈j =
fj+1 − 2fj + fj−1

∆x2
(5.14)

Předpokladem Metody čar je zadáńı počáteč́ıch podmı́nek coby hodnot
funkce f v čase t = 0 ve všech bodech prostorové śıtě.
Pokud takto vzniklou ODR lze převést na systém ODR 1. řádu, lze pro tento
systém s výhodou už́ıt Runge-Kuttovy metody.

5.3 Konvergence

Užit́ım konečně člen̊u Taylorova rozvoje vzniká aproximačńı chyba řešeńı.
Tato chyba klesá s rostoućım rozlǐseńım disketizace ∆x −→ 0. Je potřeba
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zjistit při jakém rozlǐseńı (krokem diskretizace metody ∆x resp.∆t) se rozd́ıl
mezi přesným (analytickým, pokud existuje) a numerickým řešeńım iterováńım
zmenšuje (v rámci dané přesnosti). Zavedeme následuj́ıćı pojmy [7]:

Konzistence metody

Metoda je konzistentńı, pokud při zmenšováńı kroku metody rozd́ıl mezi
numerickým a přesným řešeńım klesá k 0.

Stabilita metody

Stabilta je mı́rou r̊ustu hodnot numerického řešeńı při interaci metody.

Metoda (př́ıslušný iteračńı algoritmus) konverguje, pokud je konzistentńı
a stabilńı.

V diskretizované verzi vlnové rovnice (5.8) je patrné, že o stabilitě rozhoduje
CFL faktor: pokud by byl větš́ı než 1, každou iteraćı by se amplituda vlnové
funkce zvětšila, v limitě by pak rostla nade všechny meze.

Konvergenčńı test Cauchyova typu

Nejprve uvažujme, že známe přesné řešeńı f0, druhého řádu přesnosti,
E(x) je chyba tohoto řešeńı, pak vyjádř́ıme hodnotu numerického řešeńı
źıskaného s krokem metody n∆x [7]:

fn(x) = f0(x) + E(x)n2∆x2 +O(n3∆x3) (5.15)

z toho plyne

f1 − f0

f 1
2
− f0

=
∆x2 +O(∆x3)
1
4
∆x2 +O(∆x3)

= 4 +O(∆x3) (5.16)

Tedy, když je metoda řádu 2, pak splňuje (5.16).

Nyńı se zaměřme na reálněǰśı situaci, kdy neznáme přesné řešeńı. Využijeme
hodnot f0, f 1

2
, f 1

4
, abychom źıskali podobný pod́ıl [7]:

f1 − f 1
2

f 1
2
− f 1

4

=
∆x2 − 1

4
∆x2 +O(∆x3)

1
4
∆x2 − 1

16
∆x2 +O(∆x3)

= 4 +O(∆x3) (5.17)

Opět, pokud je metoda řádu 2, potom plat́ı (5.17). Obráceně to ale neplat́ı,
nelze na základě zjǐstěńı, že daný pod́ıl je zhruba 4, usoudit na řád a kon-
vergenci metody.
Pokud pod́ıl vyjde menš́ı než 4, užitá metoda nemá očekávané vlastnosti.
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Platnost vztahu (5.17) je informaćı typu ”Nejsṕı̌se nejdeme úplně špatnou
cestou.”
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Kapitola 6

Numerická realizace

6.1 Popis užit́ı numerických metod

Hledáme řešeńı soustavy čtyř parciálńıch diferenciálńıch rovnic pro čtyři
neznámé funkce Φ(t, r),Π(t, r), α(t, r), a(t, r)

Φ̇ =
(

α

a
Π
)′

(6.1)

Π̇ =
1

r2

(

r2α

a
Φ
)′

(6.2)

α′

α
− a′

a
+

1 − a2

r
= 0 (6.3)

a′

a
+
a2 − 1

2r
= 2πr

(

Π2 + Φ2
)

(6.4)

Evolučńı rovnice budeme řešit metodou čar, kdy ovšem v každém časovém
kroku dopoč́ıtáme rovnice pro α, a, které v konstantńım čase tvoř́ı soustavu
ODR pro funkce α(r), a(r), metodou konečných diferenćı.

Tedy dikretizujeme prostorovou souřadnici r a evolučńı rovnice (6.1),(6.2)
přejdou na tvar:

Φ̇i =

(

αi+1

ai+1
Πi+1(t)

)

−
(

αi−1

ai−1
Πi−1(t)

)

2∆r
(6.5)

Π̇i =

(

(i+ 1)2∆r2 αi+1

ai+1
Φi+1(t)

)

−
(

(i− 1)2∆r
2 αi−1

ai−1
Φi−1(t)

)

2i2∆r3
(6.6)

(6.7)

Náš systém ODR prvńıho řádu se dá psát ve tvaru

dU

dt
= F(t,U) (6.8)

29



kde U = (Φ,Π)T

Tento systém pak řeš́ıme Runge-Kutteovou metodou 4. řádu [3]:

k1 = F(t,U) (6.9)

k2 = F(t+
∆t

2
, U +

∆t

2
k1) (6.10)

k3 = F(t+
3

4
∆t, U +

3

4
∆tk2) (6.11)

k4 = F(t+ ∆t, U + ∆tk3) (6.12)

Unext = U + ∆t(
1

3
k1 +

1

6
k2 +

1

6
k3 +

1

3
k4) (6.13)

(6.14)

kde je ale potřeba v každém čase dopoč́ıtat a(r), α(r), což znamená
vyřešit rovnice (6.15),(6.16).

Tyto rovnice řeš́ıme metodou konečných diferenćı - diskretizaćı druhého
řádu v prostoru

ai

αi+1 − αi−1

2∆r
− αi

ai+1 − ai−1

2∆r
+ αiai

1 − a2
i

i∆r
= 0 (6.15)

ai+1 − ai−1

2∆r
+ ai

a2
i − 1

2i∆r
− 2πaii∆r

(

Π2
i + Φ2

i

)

= 0 (6.16)

Nejprve řeš́ıme rovnici pro a a to tak, že postupujeme vždy o dva kroky
(2i) a mezihodnotu źıskáme interpolaćı. Tento postup bzl zvolen, protože z
řešeńı evolučńıch rovni dostaneme Φ,Π v bodech prostorové śıtě a kdyby
se postupovalo po jedmom kroku, byly by k výpočtu hodnot a třeba hod-
noty Φ,Π ještě mezi body prostorové śıtě. Dejme tomu, že byly vypočtena
hodnota ai+2 a známe hodnotu ai a derivaci a′i, z těchto hodnot obdř́ıme tři
body, kterými vedeme intepolačńı polynom druhého řádu - parabolu:

ai+1 =
1

4
(3ai + ai+2 + 2a′i) (6.17)

6.2 Zvolená počátečńı a okrajová data

Diskretizace úlohy a použit́ı konečné śıtě bod̊u x0, ..., xN−1, xN , s sebou
přináš́ı nutnost k výpočtu a, α dle schématu (6.15, 6.16) zadat podmı́nky na
Φ a Π na začátku a konci prostorové śıtě. Těmito podmı́nkami můžeme speci-
fikovat charakter polńıch proměnných a mı́ru izolace fyzikálńıho systému.
Např. v př́ıpadě vlnové rovnice na křivém pozad́ı lze zadat několik druh̊u
chováńı řešeńı na hranici prostorové śıtě [7]:

• Periodicita, kdy naleṕıme řešeńı na konci prostorové śıtě na samo sebe
na počátku śıtě
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• Zrcadleńı, kdy se kdy se vlna na konćıch prostorové śıtě odráž́ı - to
implikuje uzavřenost oblasti

• Radiace (odchoźı vlna), kdy se předpokládá izolace fyzikálńıho systému
a na hranici se absorbuje část řešeńı (př́ıchoźı vlna)

Jelikož chceme izolovaný systém bez hranic s fyzikálńım významem,
požadujeme splňěńı radiačńı podmı́nky

∂tΦ + ∂rΦ = 0 (6.18)

∂tΠ + ∂rΠ = 0 (6.19)

Uvažujeme asymptotickou plochost, tedy ve velké vzdálenosti se rovnice
(6.1),(6.2) chovaj́ı jako vlnová rovnice převedená na systém dvou rovnic
prvńıho řádu (4.16),(4.16) pro γ = 1, β = 0 tj.: Φ a Π chovaj́ı jako ∂rφ a
∂tφ, a proto bude mı́t řešeńı tvaru f(r + ct) + g(r − ct) (odchoźı a př́ıchoźı
vlna), kde c je rychlost š́ı̌reńı, která odpov́ıdá metrickému koeficientu α,
který je téměr 1 pro velká r. Radiačńı podmı́nka plyne z požadavku eliminace
př́ıchoźı vlny:

∂tΦ = ∂t∂r(f(r + t) + g(r − t)) = −f ′′ + g′′ (6.20)

∂rΦ = ∂t∂r(f(r + t) + g(r − t)) = f ′′ + g′′ (6.21)

∂tΠ = ∂t∂r(f(r + t) + g(r − t)) = −f ′′ + g′′ (6.22)

∂rΠ = ∂t∂r(f(r + t) + g(r − t)) = f ′′ + g′′ (6.23)

a tedy

∂tΦ + ∂rΦ = 2g′′ = 0 (6.24)

∂tΠ + ∂rΠ = 2g′′ = 0 (6.25)

kde f ′ = df(η)
dη

, η = r + t.

Tato podmı́nka omezuje funkci g na g(r+ t) = K1(r+ t) +K2, kdy nav́ıc ze
sudosti φ plyne K1 = 0, tud́ıž g přisṕıvá k řešeńı pouze konstantou.

Okrajovou podmı́nkou na začátku prostorové śıtě jsme schopni zadat par-
itu polńıch proměnných Φ a Π. Jak bylo řečeno za rovnićı (4.10), požadujeme
sudost Π a lichost Φ v r, aby rozložeńı hmoty nabývalo extrému v r = 0.
Ze stejného d̊uvodu požadujeme sudost α a a v r. Tyto parity chápeme ve
smyslu Taylorova rozvoje:
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hsuda(i∆r) ≈ hsuda(0) +
hsuda(1) − 2hsuda(0) + hsuda(−1)

∆r2

(i∆r)2

2
(6.26)

= hsuda(0) +
hsuda(1) − hsuda(0)

∆r2
(i∆r)2 (6.27)

hlicha(i∆r) ≈ hlicha(1) − hlicha(−1)

2∆r
(i∆r) (6.28)

=
hlicha(1)

∆r
(i∆r) (6.29)

Dosad́ıme-li do rovnice (6.6) i = 2, dostaneme vyjádřeńı

Π2 =
9α3

a3
Φ3 − α1

a1
Φ1

8∆r
(6.30)

kde Φ je lichá, tedy Φ3 ≈ 3Φ1,
α
a

je sudá, ze vztahu (6.27) plyne α3

a3
=

−8α0

a0
+ α1

a1
. Dosad́ıme toto do rovnice (6.30)a dostaneme

Π2 ≈ −27
α0

a0

Φ1

∆r
+ 30, 25

α1

a1

Φ1

∆r
(6.31)

Ještě uváž́ıme, že α0

a0
≈ α1

a1
a Π2 ≈ Π0:

Π0 ≈ 3
α0

a0

Φ1

∆r
(6.32)

což je podmı́nka na Π v počátku prostorové śıtě, která plyne z parity
funkćı Φ,Π, α, a.

V řešeńı naš́ı úlohy byla zadána tato data:

• Φ(0, r) = 0

• Π(0, r) = Npr2e−r2

• a(0, 0) = 1

• α(0, 0) = 1

a podmı́nky na hranićıch prostorové śıtě:

• Φ0 = 0

• Π0 = 3α0

a0

Φ1

∆r

• Φ̇N = −ΦN−ΦN−1

∆r

• Π̇N = −ΠN−ΠN−1

∆r

kde N je normovaćı konstanta N = maxr≥0

(

r2e−r2
)

.
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6.3 Ilustrace konvergence užitého numerického

schématu

Konvergenci ověř́ıme výpočtem závislosti Φ(r) pro několik r̊uzných hodnot
∆t (v d̊usleku použit́ı CFL faktoru také hodnot ∆r), ověř́ıme tak, že źıskané
výsleky maj́ı skutečný fyzikálńı význam a jejich tvar neńı závislý na volbě
časoprostorové śıtě.

-0.15

-0.1

-0.05

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0  1  2  3  4  5

φ(
r)

r[body site]

φ pro ∆t
φ pro 2∆t
φ pro 4∆t

Obrázek 6.1: Ilustrace konvergence numerického schématu - φ(r) ve stejném
okamžiku pro r̊uzná ∆t.
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Kapitola 7

Výsledky numerické evoluce

Popsané numerické schéma bylo implementováno v jazyce C++ v prostřed́ı
Microsoft Visual C++ 2008 Express Edition. Zdrojový kód je v Př́ıloze č.2.
Program poč́ıtá ze zadaných počátečńıch a okrajových dat (uvedených za
rovnićı (6.32)) hodnoty funkćı Φ,Π, α, a v bodech prostoročasové śıtě, je-
jichž polohu určuj́ı iteračńı kroky ∆r,∆t.

7.1 Několik úvah, nutných k interpretaci nu-

merických výsledk̊u

• Jak poznáme, že vznikla černá d́ıra?

• Jak urč́ıme jej́ı hmotnost?

• Jak vypadá kolabuj́ıćı prostoročas?

Zcela přesně odpovědet na prvńı dvě otázky je nesmı́rně obt́ıžné z d̊uvodu
komplikovaných a abstraktńıch definićı obou pojmů (hmotnosti černé d́ıry
a horizontu událost́ı).
Abychom na tyto otázky mohli dostat alespoň přibližnou odpověd, porovnáme
metriku kolabuj́ıćıho prostoročasu se Schwarzschildovou metrikou, konkrétńım
(analyticky řešitelným) př́ıkladem:

ds2 = −α2(r, t)dt2 + a2(r, t)dr2 + r2(dΘ2 + sin2Θdϕ2) (7.1)

ds2 = −(1 − 2M

r
)dt2 +

1

(1 − 2M
r

)
dr2 + r2(dΘ2 + sin2Θdϕ2) (7.2)

Ve Schwarzschildově prostoročase je poloha horizontu daná chováńım
metrického koeficientu grr −→ ∞, což v d̊usledku také určuje hodnotu M .
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Analogicky budeme zkoumat chováńı koeficientu a(r, t) v závislosti na r a
hodnotu M urč́ıme jako M = rg

2
, kde rg bude poloha, v ńıž bude a = ∞.

Přibližná odpověd’ na třet́ı otázku: Očekáváme, že v d̊usledku plat-
nosti Birkhoffova teorému bude po dostatečně dlouhé době (dostatečně velké
hodnotě souřadnice t) geometrie prostoročasu Schwarzschildovská (př́ıpadně
plochá, pokud se hmota rozptýĺı).

Numerické výsledky jsou vždy nepřesné, předevš́ım kv̊uli diskretizačńım
chybám. Numerickým řešeńım nedostaneme skutečnou hodnotu rg, protože
reálně nelze poč́ıtat do ∞, jen do určité největš́ı hodnoty použitého datového
typu, proto také nelze sledovat prostoročas až do okamžiku kolapsu. Přesto
lze obdržet dobré odhady chováńı kolabuj́ıćıho prostoročasu.

7.2 Pohled na kolabuj́ıćı prostoročas aneb vnořeńı

Protože je téměř nemožné si představit zakřiveńı čtyřdimenzionálńıho pros-
toru, je výhodné zkonstuovat tzv.: diagram vnořeńı. Pro sféricky symet-
rický zdroj gravitačńıho pole se zakřiveńı prostoročasu promı́tne jen do změn
souřadnic (r, t), což je vidět i ze vztahu (7.1), kde úhlová část metriky je
stejná jako v Minkowskiho prostoročase ve sférických souřadnićıch [2]. Tedy
lze pozorovat vývoj prostoročasu s Θ = konst. = π

2
, aniž bychom se ochudili

o nějaké podstatné informace. Pro t = konst. dostaneme již pouze dvoudi-
menzionálńı prostor, který vnoř́ıme do tř́ı dimenźı. Tud́ıž plat́ı dΘ = 0 a
dt = 0 a sin(Θ) = 1 a metrika má tvar

ds2 = a2dr2 + r2dϕ2 (7.3)

Uvažujme nyńı tř́ıdimenzionálńı prostor v axiálńıch souřadnićıch

ds̃2 = dR2 + dz2 +R2dϕ̃2, (7.4)

což s přepsáńım pomoćı závislosti z = z(R) vypadá

ds̃2 = dR2 + (z′)
2
dR2 +R2dϕ̃2. (7.5)

Ztotožńıme-li souřadnice r = R a ϕ = ϕ̃ a ds2 = ds̃2, dostaneme

a2dr2 + r2dϕ2 =
(

1 + (z′)
2
)

dr2 + r2dϕ2. (7.6)

Z čehož plyne diferenciálńı rovnice pro neznámou funkci z(r)

z′(r) =
√

a2(r) − 1, (7.7)

kterou když vyřeš́ıme a vykresĺıme funkci z(r) do tř́ıdimenzionálńıho
prostoru, tak obdrž́ıme představitelné geometrické vyjádřeńı prostoročasu,
v nemž lze dobře pozorovat jeho chováńı.
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7.3 Grafické výstupy a jejich interpretace

Úloha byla řešena s daty:

• Φ(0, r) = 0

• Π(0, r) = Npr2e−r2

• a(0, 0) = 1

• α(0, 0) = 1

a s podmı́nkami na hranićıch prostorové śıtě:

• Φ0 = 0

• Π0 = 3α0

a0

Φ1

∆r

• Φ̇N = −ΦN−ΦN−1

∆r

• Π̇N = −ΠN−ΠN−1

∆r

V grafech na obrázku č. (7.1) a č. (7.2) je zakreslena funkce φ(r, t =
konst.) v r̊uzných fixovaných t, v prvńım obrázku pro slabá počátečńı data,
v druhém pro data, která vedou ke zrodu černé d́ıry. Je dobře patrné, že
se Φ v prvńım obrázku chová jako řešeńı vlnové rovnice, kdežto v druhém
ne. V grafech na obrázku č. (7.3) a č. (7.4) je zakreslen metrický koeficient
a(r, t = konst.) v jednom grafu vždy pro několik hodnot p.

V obrázćıch č. (7.5) až č. (7.9) jsou zobrazeny diagramy vnořeńı černoděrového
i rozptýleného prostoročasu (v poslednńım výpočtovém čase) pro r̊uzná p.
Zde je znát r̊ust zakřiveńı prostoročasu v závislosti na parametru p na
obrázćıch č. (7.5) a č. (7.6), naopak pro malá p je prostoročas po rozptýleńı
hmoty téměř plochý, to je zvláště patrné na obrázku č. (7.8), obrázek č.
(7.9) naznačuje, že M(p) má opravdu skok. V obrázku č. (7.10) je vykreslena
závislost M(p). Teto graf potvrzuje Choptuik̊uv výsledek M ∝ (p− p∗)γ.

7.4 Závěry

Pro slabá počátečńı data (malé hodnoty paramteru p) se polńı rovnice (6.1) a
(6.2) chovaj́ı jako vlnová rovnice (4.16) a (4.16)(přepsaná na systém prvńıho
řádu).

Potvrdilo se, že

• výsledek mumerické evoluce záviśı jen na hodnotě parametru p. Pro
dostatečně velká p vznikne černá d́ıra, pro malá p se hmota rozptýĺı.
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• existuj́ı p∗ a γ tak, že

M ∝ (p− p∗)γ
. (7.8)

Nav́ıc koeficient γ má neceloč́ıselnou hodnotu.
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Obrázek 7.1: Ilustrace vlnového charakteru řešeńı pro malé p.(p = 0, 15)
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rázek

7.3:
F
u
n
kce

a(r)
p
ro

p
o
d
k
ritick

á
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ĺızk

é
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é

d́
ıry

n
a

p
aram

etru
p.

46



Kapitola 8

Př́ılohy

8.1 Př́ıloha č.1 - skript pro výpočet nenulových

Gµν v programu Maple

> with(tensor);

coord := [t, r, theta, phi]:

g_compts := array(symmetric,sparse, 1..4, 1..4,

[[-alpha(t,r)^2, 0 , 0 , 0 ],

[ 0 , a(t,r)^2 , 0 , 0 ],

[ 0 , 0 , r^2 , 0 ],

[ 0 , 0 , 0 , r^2*sin(theta)^2 ]]):

g := create( [-1,-1], eval(g_compts));

ginv := invert( g, ’detg’ ):

D1g:=d1metric( g, coord ): D2g:=d2metric( D1g, coord ):

Cf1 := Christoffel1 ( D1g ):

RMN := Riemann( ginv, D2g, Cf1 ):

RICCI := Ricci( ginv, RMN ):

RS := Ricciscalar( ginv, RICCI ):

Gemyny := map(factor,Einstein( g, RICCI, RS )):

print("---------- kovariantni slozky Einsteinova tensoru -----------");

displayGR(Einstein,Gemyny);

print("---------- stopa Einsteinova tensoru -----------");

StopaG := get_compts(prod(Gemyny,ginv,[1,1],[2,2]));
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8.2 Př́ıloha č.2 - kód programu collapse3.cpp

#include "stdafx.h"

#include <stdio.h>

//#include <tchar.h>

#include <string.h>

#include <math.h>

#include <iostream>

#include <fstream>

using namespace std;

#include <float.h>

#include <new>

int _isnan(double x);

// Budeme resit rovnici Dt U = F(U)

//

// 1. Kolik cini dimenze U a jak se jednotlive slozky jmenuji

const int PointDim = 2;

const int Nmax = 401;

const double Rmax = 10.01;

const double dx = 1.0/Nmax*Rmax;

const double Timestep = 0.1*dx;

const double LastTime = 10;

const double pi=3.1415926535;

double ZbeforeColl[Nmax];

const char* VariableNames[PointDim+3] = {"Phi","Pi","a","alpha","z"};

typedef union {

double Component[PointDim+3];

struct { // anonymni struktura obsahujici pojmenovani polozek pole

double Phi;

double Pi;

double a;

double alpha;

double z;

};

} tPointData;

// 2. Jak budeme diskretizovat promennou x

typedef struct

{

public:

tPointData GridPoint[Nmax];

} tData1D;

// 3. Reseni metodou car
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class CWave1D

{

public:

void InitialData(double amplitude, double size);

const void Get_dUdt(tData1D &dUdt, tData1D &U, double dX); // Pohybove rovnice pole,

(RK4 nestaci jen Current; proto parametr U)

void RK4Step(double CFL_factor, double dX);

void Print(const char* FileName);

void Info() {cerr << Time <<" \r";} //pise do stderr jak je daleko

CWave1D(); // konstruktor + vynulovani

~CWave1D(); // destruktor

const double Get_dt(double CFL_factor) {return CFL_factor*dx;}

void Get_a_alpha(double dX, tData1D &U);

void CWave1D::Computation(double p,const char* ch);

void CWave1D::Run();

void CWave1D::Get_Mass(double p, const char* stringP);

void Get_Emb(const char* Embedding,double p);

double Time;

bool NanCheckFailed;

tData1D *Current;

};

CWave1D::CWave1D()

{

NanCheckFailed = false;

Current = new tData1D;

Time = 0;

for (int i=0; i<Nmax; i++) for (int j=0; j<PointDim; j++)

Current->GridPoint[i].Component[j] = 0.0;

}

CWave1D::~CWave1D()

{

delete Current;

}

void CWave1D::Get_Mass(double p, const char* stringP){

double maxA = -1.7e308,m,auxm,aux = -1.7e308;

for (int i = 0; i<Nmax; i++){

for (int j = 0; j<Nmax; j++){

if (Current->GridPoint[i].Component[2]<Current->GridPoint[j].Component[2]){

aux = Current->GridPoint[j].Component[2];
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auxm = j*dx/2;

} else {

aux = Current->GridPoint[i].Component[2];

auxm = i*dx/2;

}

}

if (aux>maxA){

maxA = aux;

if (NanCheckFailed)

m = auxm;

else m = 0;

}

}

char str[80];

strcpy_s (str,"c:/Users/Lada/Documents/Run/MassP");

strcat_s (str,stringP);

strcat_s (str,".txt");

ofstream file;

file.open(str,ios_base::app);

file << p << ’\t’ << m << ’\t’ << maxA <<’\t’ << Time <<’\n’;

file.close();

}

// Vystup do textoveho souboru

void CWave1D::Print(const char* FileName)

{

static bool Header_Printed = false;

ofstream file;

int nancount = 0;

if (!Header_Printed) {

Header_Printed=true;

file.open(FileName);

file << "#VARIABLES(r";

for (int j=0; j<PointDim+3; j++) file << "," << VariableNames[j];

file << ")\n";

file.close();

}

file.open(FileName,ios_base::app);

file << "#Time="<< Time <<"\n";

for (int i=0; i<Nmax-1; i++) {
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file /*<< 1/(i*dx + 1e-10) */ << "\t" << i*dx;

if (_isnan(Current->GridPoint[i].Component[0])) nancount++;

for (int j=0; j<PointDim+3; j++) file << "\t" << Current->GridPoint[i].Component[j];

file << "\n";

}

file << "\n\n"; /

file.close();

NanCheckFailed = nancount>(Nmax/2);

if (!NanCheckFailed){

for (int k = 0; k < Nmax; k++)

ZbeforeColl[k] = Current->GridPoint[k].Component[4];

}

}

void CWave1D::Get_Emb(const char* Embedding,double p){

ofstream file;

file.open(Embedding);

double fi,R;

const double dfi=pi/12;

for (int i=50;i<Nmax;i+=50)

{

R=i*dx;

fi=0;

while (fi<=2*pi+dfi/2)

{

file<<R*cos(fi)<<"\t"<<R*sin(fi)<<"\t"<<ZbeforeColl[i]<<"\n";

fi+=dfi;

}

file<<"\n\n";

}

fi=0;

while (fi<=2*pi)

{

for (int i=0;i<Nmax;i+=50)

{

R=i*dx;

file<<R*cos(fi)<<"\t"<<R*sin(fi)<<"\t"<<ZbeforeColl[i]<<"\n";

}

file<<"\n\n";

fi+=dfi;

}

file.close();

}
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void CWave1D::RK4Step(double CFL_factor,double dX)

{

// This is "RK 4th order" time integrator

//

// U1 = U + dt*F(t,U)/2.0

// U2 = U + dt*F(t+dt/2.0,U1)/2.0

// U3 = U + dt*F(t+dt/2.0,U2)

// dUdt = F(t+dt,U3)

// U_next = 1/3*(-U+U1+2*U2+U3+dUdt*dt/2)

static tData1D dUdt,U1,U2,U3;

int i,j;

#define for_ij for (i=0; i<Nmax; i++) for (j=0; j<PointDim; j++)

double dt = Get_dt(CFL_factor);

double dt_2 = dt/2.0;

// U1 = U + dt*F(t,U)/2.0

Get_dUdt(dUdt,*Current,dX);

for_ij U1.GridPoint[i].Component[j] = Current->GridPoint[i].Component[j] +

dUdt.GridPoint[i].Component[j]*dt_2;

Time += dt_2;

// U2 = U + dt*F(t+dt/2.0,U1)/2.0

Get_dUdt(dUdt,U1,dX);

for_ij U2.GridPoint[i].Component[j] = Current->GridPoint[i].Component[j] +

dUdt.GridPoint[i].Component[j]*dt_2;

// U3 = U + dt*F(t+dt/2.0,U2)

Get_dUdt(dUdt,U2,dX);

for_ij U3.GridPoint[i].Component[j] = Current->GridPoint[i].Component[j] +

dUdt.GridPoint[i].Component[j]*dt;

Time += dt_2;

// dUdt = F(t+dt,U3)

Get_dUdt(dUdt,U3,dX);

// Y := 1/3*(-Y+Y1+2*Y2+Y3+DY4/2)

for_ij Current->GridPoint[i].Component[j] = ( -Current->GridPoint[i].Component[j] +

U1.GridPoint[i].Component[j] +

2.0*U2.GridPoint[i].Component[j]+

U3.GridPoint[i].Component[j] +

dUdt.GridPoint[i].Component[j]*dt_2)*0.33333333333333333333;

#undef for_ij

}

double pow2(double x) {return (x)*(x);}

// Pohybove rovnice pole
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const void CWave1D::Get_dUdt(tData1D &dUdt, tData1D &U,double dX)

{

int i;

Get_a_alpha(dX,U);

// symetrie v pocatku: EVEN(alpha, a, Pi) ODD(Phi) =>

dUdt.GridPoint[0].Pi = 3*U.GridPoint[1].Phi*U.GridPoint[0].alpha/U.GridPoint[0].a/dX;

dUdt.GridPoint[0].Phi = 0;

// vnitrni body

for (i=1; i<Nmax-1;i++) {

dUdt.GridPoint[i].Pi =

(pow2(dX*(i+1))*U.GridPoint[i+1].alpha/U.GridPoint[i+1].a*

U.GridPoint[i+1].Phi-

pow2(dX*(i-1))*U.GridPoint[i-1].alpha/U.GridPoint[i-1].a*

U.GridPoint[i-1].Phi)/(2*dX)/pow2(dX*i);

dUdt.GridPoint[i].Phi = (U.GridPoint[i+1].alpha/U.GridPoint[i+1].a*U.GridPoint[i+1].Pi-

U.GridPoint[i-1].alpha/U.GridPoint[i-1].a*U.GridPoint[i-1].Pi)/(2*dX);

}

// Vypocet dU/dt na kraji z radiacni podminky

i = Nmax-1;

dUdt.GridPoint[i].Pi = -(U.GridPoint[i].Pi-U.GridPoint[i-1].Pi)/dX;

dUdt.GridPoint[i].Phi = -(U.GridPoint[i].Phi-U.GridPoint[i-1].Phi)/dX;

}

void CWave1D::Get_a_alpha(double dX, tData1D &U)

{ double amid, alphamid, dadr, da1dr, dalphadr,dzdr;

#define F(u,r,v,w) (-((u)*((u)*(u)-1))/(2*(r)+1E-10) + 2*pi*(r)*(u)*((v)*(v)+(w)*(w)) )

#define G(u,r,dvdr,v) (((u)*(dvdr))/(v) - ((u)*(1-(v)*(v)))/((r)+1E-10))

#define H(u) sqrt(((u)*(u))-1)

U.GridPoint[0].a = 1.0;

U.GridPoint[0].alpha = 1.0;

U.GridPoint[0].z = 0.0;

for (int i=0; (i+2)<Nmax; i+=2){

double Phi = U.GridPoint[i].Phi;

double Pi = U.GridPoint[i].Pi;

double a = U.GridPoint[i].a;

double alpha = U.GridPoint[i].alpha;
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dadr = F( a,i*dX,Phi,Pi);

amid = a+dX*dadr;

U.GridPoint[i+2].a = a + 2*dX*F(amid,(i+1)*dX,U.GridPoint[i+1].Phi,U.GridPoint[i+1].Pi);

U.GridPoint[i+1].a = (3*a + U.GridPoint[i+2].a + 2*dadr*dX)/4;

dalphadr =G( alpha, i*dX, dadr, a);

alphamid = alpha + dX*dalphadr;

da1dr = F( U.GridPoint[i+1].a,(i+1)*dX,U.GridPoint[i+1].Phi,U.GridPoint[i+1].Pi);

U.GridPoint[i+2].alpha = alpha + 2*dX*G( alphamid,(i+1)*dX, da1dr, U.GridPoint[i+1].a);

U.GridPoint[i+1].alpha = (3*alpha + U.GridPoint[i+2].alpha + 2*dalphadr*dX)/4;

dzdr = H(U.GridPoint[i+1].a);

U.GridPoint[i+2].z = U.GridPoint[i].z + 2*dX*dzdr;

U.GridPoint[i+1].z = (3*U.GridPoint[i].z + U.GridPoint[i+2].z + 2*dzdr*dX)/4;

}

#undef F

#undef G

#undef H

}

void CWave1D::InitialData(double amplitude, double size)

{

Time = 0;

for (int i=0; i<Nmax; i++) {

double s = i*dx/size;

// zde Phi je licha a Pi suda

Current->GridPoint[i].Phi = 0.0;

Current->GridPoint[i].Pi = amplitude * s*s*exp( - s*s ) / 0.3678794412;

// max fce x^2*exp(-x^2) je 0.3678794412

}

Get_a_alpha(dx,*Current);

}

const bool PrintAllTimes=true;

void CWave1D::Computation(double p,const char* ch){

NanCheckFailed = false;

char str1[80], str2[80];

strcpy_s (str1,"c:/Users/Lada/Documents/Run/OutputP");

strcat_s (str1,ch);

strcat_s (str1,".txt");

54



strcpy_s (str2,"c:/Users/Lada/Documents/Run/EmbP");

strcat_s (str2,ch);

strcat_s (str2,".txt");

const char * pFN = str1;

const char * pEm = str2;

InitialData(p,1);

Print(pFN);

double PrintTime = Time;

while ( (Time<LastTime) && (!( NanCheckFailed))) {

RK4Step(0.1,dx);

Info();

if (PrintAllTimes || Time-PrintTime>Timestep-1E-7) {

PrintTime = Time;

Print(pFN);

}

}

//Get_Emb(pEm,p);

Get_Mass(p,"test");

}

void CWave1D::Run(){

const char ch[6][30]= {"2dt0,401","2dt0,402","2dt0,403","2dt0,404","dt0,405","2dt0,406"};

double Pmax = 0.406;

double Pmin = 0.400;

double dp = 0.001;

for (int i = 0; Pmin+(i+1)*dp <= Pmax ; i++){

CWave1D::Computation(Pmin +(i+1)*dp,ch[i]);

}

}

int main()

{

CWave1D W;

W.Computation(0.401,"4dt0,401");

//W.Run();

return EXIT_SUCCESS;

}
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SPN, Praha, 1981.

[4] Gundlach, C., ”Understanding critical collapse of the scalar field”, Liv.

Rev. in Rel. (1996)
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