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Kapitola 1
Uvod

1.1 Gravitac¢ni kolaps a hmota ¢ernych dér

Gravitacni kolaps je proces zrodu cerné diry.

Ve sféricky symetrickém prostorocase, kde uvazujeme rozlozeni hmoty pros-
torové omezné - hvézdu, se ¢erna dira zrodi smrti hvézdy, ma-li tato potifebné
velkou hmotnost. Tedy hmotnost takto vzniklé cerné diry je zdola omezena.
Umirajici hvézda predstavuje témér staciondrni pocatecni stav [4], protoze
na pocatku gravitacniho kolapsu neni gravitacni pole ptilis dynamické. Zaméime
se na obecnéjsi rozlozeni hmoty (bez durazu na jeho astrofyzikalni vyznam)
a uvazujme dynamicky prostorocas (nestaciondrni pocatecni data [4]). Lze za
téchto predpokladu vytvortit libovolné malou ¢ernou diru? Jak bude zaviset
hmotnost vznilké ¢erné diry na pocatecnich datech? D. Christodoulou stu-
doval tento problém analyticky a formuloval nékolik otézek, na néz by odpovéd
dala numerickd analyza:

Uvazujme skupinu hladkych pocatecnich dat zavislych na jednom parametru
p, které v nekonecénu zachovaji plochy prostorocas, takovych, ze pro velka
p ¢ernd dira vznikne a pro mald p ne. Pokud lze bisekci dojit ke kritické
hodnoté parametru p, ptresné na hranici vzniku cerné diry, bude mit dira
kone¢nou hmotnost nebo nekonecné malou 7

Prvni, kdo se z tohoto pohledu zabyval problematikou gravita¢niho kolapsu
numericky, byl Matthew W. Choptuik, ktery v roce 1992 publikoval ¢lanek
[8] s prvnimi vysledky svého zkouméni.

1.2 Choptuikovy objevy

Choptuik zvolil co nejjednodussi nastaveni problému [4] — sférickou symetrii
a model hmoty, ktery nevede k stabilnimu staciondrnimu feSeni — nehmotné
skalarni pole. Takto zadanou tlohu fesil numericky pro ruzné jednoperamet-
rické rodiny pocatecnich dat, dle ivah D.Christodouloua.



D.Christodoulou ukézal [4], Zze pro sféricky symetrické skaldrni pole s
dostatecné slabymi poc¢dtecnimi daty (dostateéné malymi hodnotami parametru
p) se systém vyviji k plochému prostorocasu — hmota se rozplyne, a pro
dostatecneé silnd pocatecni data evoluce vyvrcholi zrodem ¢erné diry. Nebylo
vSak jasné, jestli jsou tyto dva vysledky jediné mozné, nebo jestli existuje
jesté jiny koncovy stav vyvoje v zavislosti na volbé parametru p.

M.W. Choptuik numerickou analyzou nezjistil zddné omezeni hmotnosti
vznikajici ¢erné diry, naopak podafilo se mu objevit neocekdvané vysledky:
Pro p blizké p, nastavé kritické chovani [4] [5]:

e Blizko prahu zrodu CD se tvoii CD s libovolné malou hmotou v zévislosti
na parametru p:

M x (p—p.)? (1.1)
kde CD vznik4 pro p > p.

o Kriticky exponent ~v je stejny pro vSechna pocatecni data - nezavisi
na konkrétni rodiné jednoparametrickych pocatecnich dat. Lisi se v
zavisloti na uzitém modelu hmoty, avsak pro vSechny zatim zkoumané
modely hmoty mé v necelo¢iselnou hodnotu.

e Resen{ polnich rovnic se nezdvisle na tom odkud se bliz{ p k p, (pri
jejich dostateéne malé vzdalenosti) vyvijeji po relativné dlouhou dobu
velmi podobnym zpusobem - blizi se ke kritickému resent.

o Kritické teseni vykazuje diskrétni sobépodobnost - zvlastni symetrii: je
periodické v logaritmu prostorocasové skdly, konkrétné pro nehmotné
skalarni pole se feseni polnich rovnic podobd samo sobé na (A =
3, 44)krat vetsi skale.

M.W.Choptuik objevil kritické chovani pro nehmotné skalarni pole coby
model hmoty, nasledovala fada dalsich dokladu kritického chovani pro dalsi
modely hmoty ve sférické symetrii a nékolik piipadu v axidlni symetrii [5].

1.3 Vyznam zkoumani nehmotného sféricky
symetrického skalarniho pole pro kosmickou
cenzuru

Jak dopadne evoluce pocatecnich dat pro p = p* 7 Mohl by to byt dalsi kon-
covy stav evoluce - kvalitativné jiny nez ¢erna dira nebo plochy prostorocas 7
Christodoulou dokézal [14], Ze existuji asymptoticky plochd pocatecéni data,
jejichz evoluce skonci nahou singularitou, tj.: singularitou, ktera neni skryta
pod horizontem a muze byt vidéna vnéjsim pozorovatelem [2]. Choptuik zk-
oumal kritické feseni primarné kvuli hypotéze kosmické cenzury [13]:



Hypotéza slabé kosmické cenzury: Fyzikalné realisticky gravitaéni ko-
laps vzdy skonéi zrodem ¢erné diry. (Tedy zadné nahé singularity nemohou
vzniknout gravitaénim kolapsem fyzikélné redlnych modeli hmot.)

Hypotéza silné kosmické cenzury: Vsechny singularity, které se vysky-
tuji ve fyzikalné ptipustnych prostorocasech musi mit prostorupodobny nebo
nulovy charakter, tedy vzdaleny pozorovatel nemuze singularitu vidét (v
urc¢itém smyslu).

Zakladni otazka spojend s hypotézou silné kosmické cenzury je determin-
ismus. Zakony klasické (nekvantové) fyziky jsou formulovany ve formeé difer-
encialnich rovnic, jejichz reseni je jednoznac¢né urceno zadanim vhodnych dat
v pocatecnim ¢ase [13]. Vyskyt singularit v obecné teorii relativity situaci
komplikuje - pokud by byla vytvofena casupodobné singularita,pak by feseni
diferencialnich rovnic v oblasti, kde je singularita vidét, uz nemuselo byt jed-
noznacné urc¢eno zadanim piislusnych dat. Pokud plati hypotéza silné kos-
mické cenzury, tak i za pritomnosti singularit se v Obecné teorii relativity
zachova deterministickd povaha fyzikalnich zakont.

Hypotéza slabé kosmické cenzury se da preformulovat [13]:

Uvazujme asymptoticky plocha poc¢atecni data na prostorupodobné nadplose
pro Einsteinovy rovnice s vhodnym rozlozenim hmoty. Pak nejvétsi oblast
prostorocasu, ktera je jednoznac¢né urcena danymi pocatecnimi daty je témér
vzdy asymptoticky plocha.

Ve formulaci vyse jsou nejasnd dvé slova:vhodna hmota a témér vzdy.

Vhodna hmota je takova, pro kterou vyvoj ji prislusnych pohybovych rovnic
v pevné daném nesingularnim asymptoticky plochém prostorocase vyusti v
globdlné nesinguldrni feseni* [13]. Témér vzdy znamend, ze mnozina poc¢atecénich
dat, kterd se vyvine v nahé singularity je velmi mald - mnozina miry nula
(mald z hlediska teorie miry), nebo fidkd mnozina (jeji uzédveér ma prazdny
vnitiek). Platnost hypotéz kosmické cenzury zdvisi na vlastnostech Feseni
Einsteinovych rovnic, systému nelinearnich parcidlnich diferencialnich rovnic,
o jejichz tesenich (a jejich obecnych vlastnostech) toho stédle mnoho nevime.
Je vsak mozné analyzovat jiz nalezend feseni [13].
Do roku 1993 bylo zndmo mnoho o [Idedlni tekutiné coby modelu hmoty:
Idealni tekutina je popsédna hustotou energie a 4-rychlosti v kazdém pros-
torocasovém bodé v tekutiné a tlakem. Proto je mozné zadanim vhodnych
pocatecnich dat koncentrovat koneéné mnozstvi hmoty do objemu V = 0
[13]. Takovéto chovéni u fyzikalné realistickych modelu hmoty neoc¢ekavame.
Navic existuji feSeni ER pro idealni tekutinu s rdzovymi vinami. Tento model
umoznuje vznik nahych singularit, ale nespliuje *, tedy neni vhodnym mod-
elem hmoty.

V roce 1993 Christodoulou ukézal, zZe mezi feSenimi Einsteinovych rovnic



se sféricky symetrickym skalarnim polem coby zdrojem se vyskytuji nahé
singularity [13]. Skaldrni pole spliiuje mnohé pozadavky, které by fyzikalné
realistickd hmota méla spliovat. A Christodoulou také ukézal, ze nahé sin-
gularity tvofi mnozinu miry nula ve tfidé feSeni Einsteinovych rovnic s timto
modelem hmoty.

1.4 ReSeni polnich rovnic jako krivka ve fazovém
prostoru

Uvazujme nés problém coby nekonecné dimenzionalni fazovy prostor, jehoz
body jsou mnoziny pocatecnich dat (pro g,, a vhodné funkce reprezen-
tujici model hmoty)[5] (tento prostor se nazyva fazovy, protoze kazdy jeho
bod plné urcuje jisty stav, podobné jako ve statistické fyzice) Potom feSent
polnich rovnic piislusné ke konkrétnim pocatecnim podminkam tvoii kiivku
ve fazovém prostoru, jejiz parametr je ¢as (nultd soutradnice). Izolovany
systém (prostorocas) muze svuj ¢asovy vyvoj ukonéit v kvalitativné ruznych
statickych stavech. V zavislosti pocatecnich dat na parametru p skonéi vyvoj
nehmotného sféricky symetrického skalarntho pole jednim ze dvou odlisnych
stabilnich stavu — ¢ernou dirou vzniklou kolapsem, ¢i plochym prostorocasem
po rozptyleni hmoty a energie do nekonecna. Fazovy prostor lze tedy na
zakladé téchto dvou koncovych stavu rozdélit na dvé poloviny. Hranici mezi
nimi tvoii tzv. kritickd nadplocha, mnozina pocatecnich dat, kde p = p*.
Ktivka ve fazovém prostoru, kterd zacina na kritické nadplose, ji neopusti
[5], proto je kritickd nadplocha také fazovym prostorem o jednu dimenzi
mensim nez cely prostor. Pokud zde existuje stabilni bod - stav, ke kterému
se vSechny kfivky (evoluce) blizi, nazveme ho kritickym bodem (fesenim).
Je to atraktor kodimenze 1 v celém prostoru [4] (vyvoj témef kritickych
pocétecnich dat se bude po dlouhou dobu blizit ke kritickému feseni).

1.5 Diskrétni sobépodobnost kritického reseni

V newtonowské fyzice je teseni pohybovych Z(Z,t) rovnic sobépodobné
(nezavislé na preskdlovani), pokud plati [6]:

Z(T,t) = Z (i> (1.2)

kde f(t) # 0,Vt > 0 To znamend, ze pii zméné skaly se tvar feSeni
nezmeéni, je skutecné podobné samo sobeé.

V obecné teorii relativity je situace koplikovangjsi kvuli provazanosti
polnich proménnych s metrickymi koeficienty. Diskrétni sobépodobnost je
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symetrie, kde existuje difeomorfismus ¢ a konstanta A, Ze metricky tenzor
splnuje [4]:

<¢*>ng,ul/ = €2nAg,uz/ (13)
kde ¢, je pull-back ¢.

Aby byl charakter tohoto chovani lépe vidét, zavedeme soutadnice (7, x%),
ve kterych predchozi rovnost piejde na [4]

G (T, 2%) = €7 G (T, %), (1.4)
kde
guy(T, xa) = f]uy(T+A,xa) (1'5)

Zde T je logaritmus prostorocasové skaly [4].
Nehmotné skalarni pole ¢(7, %) se v této symetrii obvykle hledd ve tvaru
[6]

o(r, ") = f(r,2") + kT, (1.6)

kde f(7,2") = f(7+A, z"). Chopuik zvolil £ = 0 z nezndmych duvod [6].
Na zakladé predpokladu diskrétni sobépodobnosti byla numericky nalezena
kriticka feseni pro nékolik modeli hmoty.
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Kapitola 2

Variacni formulace polnich
rovnic

2.1 Hilberttv variacni princip

Variacni formulace obecné fyzikalni teorie se redukuje na nalezeni akce, pro
niz je Variacni princip:
05 =0 (2.1)

ekvivalentni s pohybovymi rovnicemi dané fyzikalni teorie, nebo je alespon
nutnou podminkou splnéni pohybovych rovnic.

Hilbertuv variaéni princip [10]:
S = /Ed% = /(—g)%Ld‘lx = extrem (2.2)

Lagrangeova funkce L (resp. jeji hustota £ = (—g)%L) se d& rozlozit na
dve ¢asti - Lgeom odpovidd prazdnému zakiivenému prostorocasu popsanému
metrikou g,,, 9 = /g, (v pipadé, Ze nenf pritomna zadnd hmota ani pole,
redukuje se L jen na Lge,y,), druha ¢ast L. reprezentuje pole.

L= Lgeom + Lpole (23)

Ukéaze se, ze variace polni ¢asti Lagrangianu dle metrického tenzoru je
vyhodnd cesta k odvozeni tenzoru energie a hybnosti [10].

2.1.1 Jak ziskat Lgcon

Pozadujeme, aby Lgeon byla skaldrni funkce nezavisld na volbé g, (déle
skalarni invariant), reprezentujici kiivost prostoroc¢asu. Volbou soutadnic 1ze
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vzdy zafidit, aby v okoli daného bodu vymizely prvni derivace slozek met-
rického tenzoru. Proto neexistuji skalarni invarianty vytvofené jen z met-
rického tezoru a jeho prvnich derivaci [10]. To je rozdil oproti variatnimu
principu v mechanice, kde se objevuji nejvyse prvni derivace soutadnice a
zobecnéné hybnosti. Uvazujeme tedy skaldrni invarianty zavislé na druhych
derivacich metrického tenzoru.

Kovariantni objekt, ktery popisuje geometrii prostorocasu a zavisi na
druhych derivacich metrického tenzoru je Riemanntv tenzor:

Viw = Voou = _ngvﬁ (2.4)

Jeho definice pomoci afinni konexe mé tvar:

FCV

o+ 15,09 — 1510 (2.5)

Q _ T«
Rﬁw r Bu~ pv Br= pp

B,
Pticemz afinni konexe a metricky tenzor souvisi vztahem:

a 1 (0%
By — 59 p(_gﬁﬂ/,p + 9pa,p + gﬁp@) (26)

Z Riemannova tenzoru lze ziskat 14 nezavislych skalarnich invariantu,
nezavislych na lokdlnich rysech zakiiveni prostorocasu [10]. Z téchto 14
moznosti vSak jen jedna déva invariant, jenz je linedarni v druhych derivacich
metrického tenzoru, je jim Skalarni kiivost, definovand pomoci Ricciho
tenzoru Ras = Rj 4

R=g""R.3 (2.7)
V roce 1915 publikoval David Hilbert vyjadieni Lgeom [10]
Lywom = ——R (2.8)
geom — 167 ) :

které umoznilo formulovat Varia¢ni princip gravitacniho zdkona s matem-
aticky nejjednodussi moznou definici akce. (Zde je uzita geometricka soustava

jednotek, pti pfechodu k soustavé SI piejde 16—7T V ia)

2.1.2 Od Hilbertova variacniho principu k Einsteinovym
rovnicim

S definici (2.8) prepiseme (2.1):

65 = == / (9 Ras(=9)3] d'a+ [ 6 [Lye(—g)*] d'e (2.9)

Piedpokladame, Ze Ly, nezévisi na derivacich g*?. Tento vztah prepiSeme
pomoci

1 1 1 Y
6(—g)? = —5(—9)29Mg“ (2.10)

13



a dostaneme

1 1 )
- _ CVB CVB QIB N i 4
°5= 167?/ [(Raﬁ 29 R) 09" +g 5Ra5]( 9):d'x (2.11)
aLpOle 1 af 1 aBd.
+/ ( 9go8 27 Lpoze> (—g)20g*d’x =0 (2.12)

Z vlastnosti metrického tenzoru a slozek afinni konexe se dé ukédzat [10],
ze v rovnici (2.14) vymizi ¢len
/gaﬂéRaﬁ(—g)%d%. (2.13)

Tedy dostavame Hilbetruv variac¢ni princip ve tvaru

1 1 OLpoe 1 1o 4
05 = / [E <Ro¢ﬁ - §gaﬁR) + <Wi; - 59 ﬁLPole>‘| (_9)259 6d4ZL‘ =0
(2.14)

A toto pozadujeme nezdvisle na volbé ¢*?, proto musi byt integrand
roven (. Dostavame tedy gravitaéni zdkon ve tvaru:

1 OL,ole
R, — §Rglw =81 (QWLPOZE -2 891;; ) (2.15)

Clen na pravé strané reprezentuje zdroje pole. Zdrojem gravitacniho pole
je hmota (resp. energie), proto tento ¢len musi vyjadiovat rozlozeni hmoty
a energie v prostorocase. Zavedeme proto tenzor energie a hybnosti vz-
tahem [10]:

aLpole
0g*B

Pouzijeme-li toto vyjadieni v (2.15) obdrzime Einsteintuv gravitaéni
zakon:

Taﬁ = gaﬁLpole -

(2.16)

1
G = Ry — §Rg,w = 8nT,, (2.17)

2.1.3 Princip obecné kovariance a Bianchiho identity

Akce S coby integral z hustoty Lagrangidnu je skaldrni invariant, nezavisi
na volbé soufadnic, to plati i oddélené pro obé jeji ¢asti (Sgeom,Spote) [10].
Jestlize o'# = ot 4 €* je infinitezimalni zména soufadnic, pak 1ze 0.Sgeon psat

[10]:

1 1 8 o 1
5Sgeom = 5/Lgeom<_g)2d4x = _8_7T/G;{66§ (—g)2d4$ (218>
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Tato zména geometrie nesmi ovlivnit tvar polnich rovnic, tedy ten in-
tegral musi byt nulovy pro kazdé &, z toho vyplyva podminka na Einsteinuv
tenzor [10]:

G, 5%5 — (2.19)
Takto z pozadavku soutadnicové invariance akce plynou Bianchiho iden-

tity:

T," =0 (2.20)
2.2 Variaéni odvozeni tenzoru energie a hyb-
nosti skalarniho pole

Hustota Lagrangianu pro obecné skaldrni pole je [12],[7]:

1
Lpole = §gaﬁ¢7a¢,ﬁ + V(¢) (221)

pro volné skaldrni pole s hmotou m je V(¢) = —%ngbz. Tento tvar byl
zvolem tak, aby pro V' = 0 vysla jako pohybova rovnice pro zdroje Klein-
Gordonova rovnice ¢, = 0 (pro V(¢) = —3m?¢? by po preskalovani vyslo
¢,"+¢ = 0) [7]. Z pohybové rovnice pro pole vSak nezjistime jeho gravitacni
ucinky, proto spocteme

aL]oole
0g*P

a dosazenim do definice 7,5 (2.16) ziskame

= 20 (2.22)

1
Top = Gats — 5las |9 D ub — 1’| (2.23)

(2.23) je hledany tenzor energie a hybnosti - zdrojovy ¢len, pro ktery
budeme zkoumat gravitacni kolaps.
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Kapitola 3

Popis kolabujiciho prostorocasu

3.1 Metrika a sféricka symetrie - statické ver-
sus dymamické gravitacni pole

Pomoci prirustku souradnic dz* lze vyjadrit vzdalenost dvou blizkych bodu
prostocasu (4-interval),kterd popisuje lokdlni geometrické vlastnosti pros-
torocasu [2]:

ds® = g, datdz” (3.1)

kde g, = g, (2”) jsou slozky kovariantniho metrického tenzoru, jenz uréuje
metriku (kfivost) prostorocasu.

Ve sférické symetrii (sféricky symetrické téleso budi sféricky symetrické gravitacni
pole) se nesm{ ds? zménit pii zdménach d© — —dO, dp — —dyp, tedy musi
platit [2]:

goe = Gop = gre = goe = Grp, = 0 (3.2)

Déle se geometrie nesmi zménit libovolnym otocenim kolem pocatku
r = 0, to spliuje geometrie sféry v plochém prostoru [2]:

960d0? + 2¢6,dOdy + g,,dp* = R*(dO* + sin*Ody?) (3.3)

kde R = R(r,t) je obecnd funkce.
Pokud zménime souiadnice r,t tak, aby konstantni hodnota radidlni souradnice
byla zaroven obvodem hlavni kruznice v kiivocarych soutradnicich:

t=1t,7= R(rt) (3.4)

dostaneme metriku ve tvaru:

ds® = goodt® + 2go,dtdr + g, dr* + r*(dO* + sin*Ody?) (3.5)
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metriku diagonalizujeme zavedenim nové ¢asové soutadnice:

ds®> = —a’(r,t)dt* + a*(r,{)dr* + r*(dO? + sin*Ody?) (3.6)
Diagonalizace:
N g7 gor ~
a(r, t)dt = \/—goodt — dr 3.7
(r,t) goo 90 (3.7)
2
CL(T’, tA) = Grr — & <38)
goo

(4.3) je obecna metrika sféricky symetrického prostorocasu, takovéto
zavedeni je vyhodné kvuli zjednoduseni problému, avsak timto zjednodusenim
se ochudime o moznost soucasné popsat protorocas nad i pod horizontem.

Rozlisime dva typy gravitacniho pole a sice statické a dynamické.

Statické gravitacni pole

Gravitacni pole je statické, pokud lze najit alespon jednu soutadnou sous-
tavu, v niz slozky metrického tenzoru g,, nezavisi na case.

Pokud zadna takova soustava soufadnic neexistuje, mluvime o dynam-
ickém gravitacnim poli.

3.2 Schwarzschildova metrika - statické resSeni
Einsteinovych rovnic

Uvazujme situaci, kdy vsechna hmota je soustiedéna pod pevnou hodno-
tou poloméru r, tedy vsude jinde je vakuum. Zkoumejme nyni feSeni Ein-
steinovych rovnic vné onoho polomeéru.

Receno jinak, zkoumejme rovnice:

Gu=0 (3.9)
Dosadime-li obecnou metriku sféricky symetrického prostorocasu (3.6)
do vztahu (3.9) uzitim (2.4), (2.5) a definice Einsteinova tenzoru, zjistime
pozoruhodnou skutecnost:
Birkhoffiv teorém

Sféricky symetrické gravitacni pole ve vakuu je nutné statické.

Jinymi slovy takto vznikla metrika - Schwarzschildova metrika nezavisi
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na Case (vné sféry ohranic¢ujici hmotu), konkrétné zde z Einsteinovych rovnic
(3.9) vyjde:

dr? + r*(de? + sin*0dy®)  (3.10)

rc2

a toto feseni je jedoznacné. M vyjadiuje jak silné gravitacni pole zdroj budi.
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Kapitola 4

Formulace tlohy kolabujiciho
prostorocasu

Otéazka zni: Jak vybrat model hmoty, kterym dobie popiSeme ko-
laps ?

Jak najit T" aby splioval (2.20) 7

4.1 Model hmoty a rovnice hmoty aneb proc
skalarni pole

Einsteinovy rovnice (2.17) jsou tvaru deformace gravitacniho pole = zdroje.
Zdroje hmoty zastupuje tenzor energie a hybnosti, ktery je provazanosti
gravitace a zakiiveni prostorotasu omezen rovnicemi (2.20). Tyto rovnice
jsou pohybovymi rovnicemi pro zdroje pole, zdrojem gravitacniho pole muze
byt kromé hmoty také jakékoli pole — v jistém smyslu i gravita¢ni pole samo
prispiva ke svému zdroji, je to dusledek nelinearity Einsteinovych rovnic.

Ve védé je obvyklé nejprve uvazovat nejjednodussi situace a postupné je
komplikovat. Nikde neni zaruceno, ze se touto cestou lze dostat ke kom-
plexité ptirody v celé jeji krdse, nicméné je to princip prinasejici apliko-
vatelné vysledky.

Pozadujeme, aby nds model hmoty byl invariatni vaéi zméné soutadnic .
Skalarni pole nema slozky, které by se ménily pfi zméné soutadnic, a proto
je nejjednodussim takovym modelem. Uvazujeme proto Skalarni pole coby
model hmoty.

Jelikoz zkoumdame zékladni charakteristiky gravitacniho kolapsu, neni
prilis dulezitd cetnost vyskytu skalarnich poli v jinych fyzikédlnich teoriich.
Ptestoze je model skalarniho pole uzit v teoriich, na jejichz experimentalni
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ovéreni stale jesté cekame, charakteristiky gravitacniho kolapsu vystihuje.
Piikladem uziti skaldrntho pole v jinych fyzikalnich teoriich je Standardni
model [11] - jeho zékladni predpoklad je pfitomnost skaldrniho potencidlu
v Lagrangianu, ktery umoznuje zrod hmot bosonu a fermiont Higgsovym
mechanismem, ktery téz predpovida existenci Higgsova bosonu.

4.2 Choptuikovy rovnice

Uvazujme nehmotné sféricky symetrické skaldrni pole, gravitacni zakon pro
tento zdroj ma tvar:

1
G;w = ¢,,u¢,u - ég,uu(b,p(b’p (4'1)

a ¢ splnuje vlnovou rovnici - to je ptimy dusledek Bianchiho identit,
ziskdame ji dosazenim (2.23) do (2.20)

60 =0 (4.2)

Choptuik zvolil metriku Schwarzschildova typu - obecnou metriku sféricky
symetrického prostorocasu 4.3

ds? = —a®(r, t)dt* + a®(r, t)dr?® + r2(d©* + sin*0dy?) (4.3)

Soufadnice r je volena tak, aby 4772 byl povch 2-sféry a t byla k r orto-
gonélni ve smyslu skalarniho sou¢inu, danym metrickym tenzorem/[5]. Vlastni
¢as centralniho pozorovatele je pak dan vztahem|8]

mzébmﬁﬁ (4.4)

Choptuik zavedl subtituci ® = ¢’ a Il = ggb [8], ktera prevede vinovou
rovnici na systém PDR prvniho fddu v novych proménych:

L (@ "o _ 1 2a !
b= (an) =% (r’20) (4.5)
kde f = %—{ a f/ = % pro funkce f = f(r,t).

Dosadime-li do (4.1) vyjddieni metriky (4.3) a pouzijeme definici Ein-
teinova tenzoru pomoci vztahu mezi Riemmanovym tenzorem a afinni konexi
a metrickym tenzorem (2.5),(2.6), obdrzime pét rovnic pro a, cv. Z téchto péti
rovnic jsou jen ¢tyti algebraicky nezavislé, z nichz jedna je kombinaci derivaci
zbylych tif rovnic [5], tedy jen tfi jsou skute¢né relevantni.

Jsou jimi [5]
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! l 1 — 2
@z T o (4.6)
(6% a T
a a*—-1 5 o
o + o = 27r (H + @ ) (4.7)
& = 4Tl (4.8)

o

Nenulové slozky Einsteinova tenzoru jsem ziskala pomoci Maple, pouzity
skript je v Ptiloze ¢.1.

7 téchto tii rovnic staci vzit jen dvé, mame totiz ¢tyii proménné funkce
O 11, a, . Je vyhodné vzit pro numerickou anylyzu rovnice (4.7) a (4.6),
protoze pak lze svym zpusobem oddélit prostor a ¢as - totiz TesSit rovnice
pro koeficienty metriky jako soustavu ODR v prostoru pro pevné t a pak z
takto casové zmrazené geometrie vyvijet ¢ a II.

4.3 Role pocatecnich dat

V této uloze se vyskytuji dva typy proménnych, proménné polni ¢ a IT a
proménné geometrické a a «, proto je také potfeba pro né zadat odlisny
typ pocate¢nich podminek. Jednodussi je to pro a a «, protoze jak je vidét
z prislusnych rovnic, a zavisi pouze na a a jeji derivaci, tedy staci zadat
podminku pro a v ¢ase t = 0. Ale v rovnici pro a tvori zdrojové cleny polni
proménné ¢ a I, tedy a v case t = 0 zavisi na ®(r,0) a II(r,0), coz je druha
sada pocatecnich podminek.

Kdyz jsou tyto podminky zadény, je jesté tfeba dodat podminky okra-
jové pro a, a, aby se daly Tesit rovnice (4.7) a (4.6) coby systém ODR pro
cast = 0.

Je tedy tfeba zadat dvé hodnoty (a(0,0), «(0,0)) a dvé funkce (®(r,0)
a II(r,0)). Z rovnice (4.6) je patrné, ze je potieba zadat a(0,0) = 1 kvuli
¢lenu 1;_a2 Hodnotu «(0,0) 1ze zadat libovolné - tento koeficient lze vzdy
preskélovat, aby a(0,0) = «(0,0) = 1. Funkce ¢(r,0) popisuje rozlozeni
hmoty v prostoru v case t = 0, je potieba na ni klast specifické pozadavky.
Pocatecni rozlozeni hmoty skalarniho pole v prostoru - radidlni hustota
hmoty-energie % [8], kde m(r) je definovéna pomoci metrického koeficientu
a [8]tak, aby m(oo) byla Schwarzschildovou hmotou

1
2 _
a” = W (49)
a 4 z4visi na polnich proménnych vztahem (8]
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2 2
dm oy (i <a_¢> + L <a_¢> ) (4.10)
dr a? \ Or a? \ ot
Z tohoto vztahu plyne, ze ¢(r,0) je tieba zadat sféricky symetrickou,
kdyby totiz zavisela jesté dejme tomu na soutadnici z, rozlozeni hmoty by
na ni také zaviselo a tuloha by se zna¢né zeslozitila. Protoze pozadujeme
extrém rozlozeni hmoty v po¢atku r = 0, musime ¢ zadat sudou v r (ve
smyslu Taylorova rozvoje — viz Zvolena pocateéni a okrajova data, ¢ neni
sudd v pravém slova smyslu, protoze r nabyva nezapornych hodnot). Déle
chceme, aby ¢ ubyvala v nekonecnu tak rychle, aby m(oo) < oo, to je dobie
splnéno, pokud ¢(r, 0) mé kompaktni nosic. Z definic ®all vyplyva, ze ®(r,0)
je tteba zadat lichou a II(0,r) sudou v r.

4.4 VlInovarovnice na kifivém pozadi a rovnice
kolabujiciho prostorocasu

Vlnovou rovnici v jedné c¢asové a jedné prostorové dimenzi lze prepsat na
systém prvniho fadu v novych proménnych zavislych na ¢asové a prostorové
derivaci fce f. K tomuto ucelu uvazujme metriku

G = < <_725+ ) f ) (4.11)

rovnici (5.6) muzeme v téchto souradnicich napsat jako [7]:

1
0 = =0 [V=ae o] (1.12)

1 1

= 20 (v6"0uf + 79" 0, ) + s (V"0 f + 79" 0 f)  (4.13)
1 1 1 2

= —0 (——@f + é8;,;]“) + —0, (éﬁtf + (1 — —2> &Ef) (4.14)
Y 8 8 Y 8 Y

Tuto rovnici prevedeme na soustavu dvou rovnic prvniho fadu s proménnymi

Ox = 0x (VY + Bx) (4.15)
O = 0y (vx + BY) (4.16)

To lze udélat, pokud f je dvakrat spojité derivovatelna v obou proménnych
a tedy lze zaménit 0,0 = 0, (0.f) (coz je splieno, kdyz f tesi vlnovou
rovnici). V tomto zépisu pii § = 0 a v = 1 piejde prvni rovnice na vlnovou
rovnici a druhd na rovnost druhych derivaci jejiho feseni.
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Naproti tomu, kdyz se v (4.3) omezime na dvé dimenze, jednu casovou -
t a jednu prostorovou - r, dostaneme

—a? 0
G = ( 0 o ) (4.17)

Je dulezité si uvédomit rozdil, mezi témito dvéma piipady - vinovou
rovnici na k¥ivém pozadi a rovnici hmoty v dynamickém - kolabujicim pros-
torocase. Polni proménnd ¢ v rovnici hmoty je svdzana se soufadnicovymi
funkcemi « a a prostiednictvim Einsteinovych rovnic, a tak muzeme psat

a=(afg]) (rt) a=(ale])(r?) (4.18)

Tedy geometrie prostorocasu reaguje na pritomnost hmoty, kdezto (4.16),(4.16)
je jen prepsand vlnova rovnice v kiivych souradnicich, které se sice muzou
ménit v zavislosti na (7, t), ale nezavisi na polni proménné (v tomto piipade
f). Avsak z matematického hlediska maji rovnice (4.5) spolu s (4.6),(4.7)
stejny charakter jako soustava (4.16),(4.16) na daném pozadi (4.11).
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Kapitola 5

Numerické metody

5.1 Metoda konec¢nych diferenci

Ulohu nalezen{ feseni PDR zjednodusime predpokladem: Defini¢ni obory
vsech funkci vystupujicich v PDR uvazujeme jako mnoziny diskrétnich bodu
(sité) a funkce vy¢islujeme jen v omezenych oblastech tj. v koneéné mnoha
bodech. Takovéto omezeni zpusobi diskretizacni chyby, jejichz velikost se
snazime minimalizovat.

Predpokladejme konecny definiéni obor s jednou ¢asovou soutadnici t a
jednou prostorovou soufadnici x. Uvazujeme diskretizaci prostoru z; = jAx,
hranice definicniho oboru reprezentuji body ¢ a xx a diskretizaci casu t" =
nAt, kde j,n jsou cela ¢isla,Ax resp. At je konstantni rozdil mezi sousednimi
body v prstoru resp. v ¢ase. Kazda funkce s timto definicnim oborem je v
ném urcena koneéné mnoha hodnotami f} = f(t", z;) .

Metoda konecnych diferenci stoji na predpokladu, ze feseni PDR (i dalsi
funkce vystupujici v rovnici) lze v okoli kazdého bodu sité dobte aproximo-
vat k cleny Taylorova rozvoje dané funkce, k je malé celé cislo.

Nejprve uvazujme f(z) = f(z, 7), kde 7 je konstantni. Zname-1li hodnotu
f(x;), ziskdme hodnoty v sousednich bodech jako [7]:

Flrg1) = Floy) = Baf'(a) + S () — S f(a) + O(B) (5.1

Az? Ax?
Fgn) = flag) + Daf'(e) + =) + 5= 1" () + O(Aa®) (5.2)

Pak lze pomoci téchto vyjadieni sestavit tzv. centrovanou aproximaci pro
derivace f, napiiklad odectenim (5.1) a (5.2) ziskdme aproximaci %ﬁ =f's
chybou tadu dve [7]:
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Podobné lze ziskat aproximaci druhé derivace f vypoctem (5.1) + (5.2) —
2f ()

s chybou tadu dvé:

f//(xj) _ f(xj-i-l) - Qf(xj) + f(l'j—l) + O(AJ}Q) (54)
Ax?

Na hranicich prostoru ( v bodech xy a ) tato aproximace vyzaduje hod-
notu v bodé, ktery uz neni v siti (definiénim oboru), tyto hodnoty uréime po-
moci pozadovanych vlastnosti ptislusnych funkci a tzv.Radia¢ni podminky
(viz Zvolend pocatecni a okrajova data).

Nyni budeme uvazovat diskretizaci definicniho oboru jak v prostoru tak

v case fI' = f(t", z;) a vyjadifme tentokrdt casovou derivaci 8f = { pomoci
koneénych diferenci v case [7]:
fjnJrl fn 1
=t ) 4 O(AF 5.5
fr=2 iy oar) (55)
a podobné i vyssi ¢asové derivace.
Diskretizace vlnové rovnice a CFL faktor:
Vlnovou rovnici
f-1=o0 (5.6)

diskretizujeme diferencemi 1.7fddu

n+1 —9fn n—1 2 fn n
L AJ;2+f - L A];2+f] -+ 0(A2%, AF) (5.7)

a prepiseme do tvaru

N o At\?
g i = () (a2 + 1) (5.8)
U této rovnice lze studovat disperzni chovani numerického feseni dosazenim
f = foeP(Aa)i=wAhn) (v literatuie se to nazyva fourierova anylyza diferenéniho
schématu [1]). Rovnice (5.8) pak vypada

ar

Ax)2 (eikA:v —24 efik:A:v) f (59)

(efiwAt — 24 eiwAt) f — (

Toto se da prepsat pomoci

(c7iodt g ety — (il eiw%f (5.10)
= —4gin® <w%) (5-11)

na vztah
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sin? <w%) = <%)25m (kg> (5.12)

ktery vypovidd o vyznamu podilu ( ) Pokud plati ( ) > 1, tak musi
aspon jedno z ¢isel w, k byt obecné komplexni. Jinak fe¢eno rovnice (5.12)
pro neznamou fci w(k) ma realné feseni jen kdyz (—) <1[9]
Pokud by bylo w komplexni, pak f = fye*(A2)i=(@An) nebude (rovinnd)
vlna, objevi se rychle rostouci exponenciela - chyba numerického feseni.

Podil ( ) je proto dulezité nastavit tak, aby numerické feseni neob-
sahovalo zadné exponencidlné rostouci slozky (optimélni velikost zdvisi na
pouzitém numerickém schématu). Tento podil se nazyva CFL faktor (Courant
- Friedrichs - Lewy faktor).

5.2 Metoda car

Méjme opét konecny definiéni obor s jednou ¢asovou soutadnici t a jednou
prostorovou soutadnici x. Také zde budeme defini¢ni obor diskretizovat, ale
na rozdil od metody koneénych diferenci, pouze v prostoru (obecnéji: Sous-
tavu evoluénich PDR v (n+1) dimenzich diskretizujeme v n dimenzich a
zbyvajici dimenzi, kterd reprezentuje ¢as, nechame spojitou).
Tedy z; = jAx, hranice defini¢niho oboru v prostoru reprezentuji body z, a
xn. Ponechanim jedné spojité proménné vznikne soustava ODR, kterou lze
fesit metodami pro feseni ODR [7].

Metoda car je v podstaté kombinaci Metody konecnych diferenci a prislusné
metody pro feseni ODR.

Priklad pouziti Metody ¢ar na vinovou rovnici:

f—f"=0 (5.13)
piejde v ODR v case:

ji = Jiv1 = 2[5+ [
/ Ax?
Predpokladem Metody car je zadani pocatecich podminek coby hodnot
funkce f v case t = 0 ve vSech bodech prostorové sité.
Pokud takto vzniklou ODR lze prevést na systém ODR 1. fadu, lze pro tento
systém s vyhodou uzit Runge-Kuttovy metody.

(5.14)

5.3 Konvergence

Uzitim konecné clent Taylorova rozvoje vznika aproximacni chyba fesSeni.
Tato chyba klesa s rostoucim rozlisenim disketizace Az — 0. Je potieba
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zjistit pii jakém rozliseni (krokem diskretizace metody Az resp.At) se rozdil
mezi presnym (analytickym, pokud existuje) a numerickym fesenim iterovanim
zmensuje (v rdmci dané presnosti). Zavedeme néasledujici pojmy [7]:

Konzistence metody
Metoda je konzistentni, pokud pfi zmenSovani kroku metody rozdil mezi
numerickym a pfesnym fesenim klesa k 0.

Stabilita metody
Stabilta je mirou rustu hodnot numerického fesSeni pii interaci metody.

Metoda (piislusny iteracni algoritmus) konverguje, pokud je konzistentni
a stabilni.

V diskretizované verzi vlnové rovnice (5.8) je patrné, ze o stabilité rozhoduje
CFL faktor: pokud by byl vétsi nez 1, kazdou iteraci by se amplituda vinové
funkce zvétsila, v limité by pak rostla nade vsechny meze.

Konvergenc¢ni test Cauchyova typu

Nejprve uvazujme, ze zname presné teSeni fy, druhého rfadu presnosti,
E(x) je chyba tohoto feseni, pak vyjadiime hodnotu numerického feseni
ziskaného s krokem metody nAz [7]:

fu(@) = fo(z) + E(x)n*Ax* + O(n*Az?) (5.15)
z toho plyne

fi—fo  Ar®+O(Az?)

_ 1‘3
f% — fo B iA:ﬁ + O(Az3) =4+ 0(Az”) (5.16)

Tedy, kdyz je metoda téddu 2, pak spliuje (5.16).

Nyni se zaméime na realnéjsi situaci, kdy nezndme presné feseni. Vyuzijeme
hodnot fo, f1, f1, abychom ziskali podobny podil [7]:

fi—I1 Az? — 1Az? 4+ O(Az?)
fi—fr 1A= LA+ O(A) +O0(Ar) (5.17)

Opét, pokud je metoda fadu 2, potom plati (5.17). Obracené to ale neplati,
nelze na zakladé zjisténi, ze dany podil je zhruba 4, usoudit na fad a kon-
vergenci metody.

Pokud podil vyjde mensi nez 4, uzita metoda nema ocekavané vlastnosti.
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Platnost vztahu (5.17) je informaci typu ”Nejspise nejdeme tiplné Spatnou
cestou.”
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Kapitola 6

Numericka realizace

6.1 Popis uziti numerickych metod

Hledame feseni soustavy cCtyt parcidlnich diferencialnich rovnic pro ¢tyti
neznamé funkce ®(¢,r), (¢, r), a(t,r), a(t,r)

: 1 /0 )\
! / 1 — 2
2.4 T =0 (6.3)
a  a r
a a*—-1 5 5
e = 2w (112 + 92 (6.4)

Evoluéni rovnice budeme tesit metodou ¢ar, kdy ovsem v kazdém c¢asovém
kroku dopocitame rovnice pro «, a, které v konstantnim case tvoii soustavu
ODR pro funkce a(r), a(r), metodou koneénych diferenci.

Tedy dikretizujeme prostorovou soutadnici r a evoluéni rovnice (6.1),(6.2)
prejdou na tvar:

(5T (0) — (52111 (1))

b, = A (6.5)

. (GG +1)°Ar7 252, (1) — ((1 - 1)°Ar" 2=Ld; 4 (1))

= 2i2Ar3 (6.6)
(6.7)

Na&s systém ODR prvniho fadu se da psat ve tvaru

dU

—- =F(U) (6.8)
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kde U = (&,11)T

Tento systém pak resime Runge-Kutteovou metodou 4. fadu [3]:

k, = F(t,U) (6.9)
At At
ke = F(t+ U+ k) (6.10)
ks = F(t+ ZAt, U+ ZAth) (6.11)
1 1 1 1
= At(=k -k -k -k .1

U, et U+ (3 1+6 2+6 3+3 1) (6.13)
(6.14)

kde je ale potieba v kazdém case dopocitat a(r),a(r), coz znamend
vyfesit rovnice (6.15),(6.16).

Tyto rovnice fesime metodou koneénych diferenci - diskretizaci druhého
rfadu v prostoru

1—a?

Qip1 — Q41 Qi1 — Q-1 i
2Ar 2Ar toia iAr ( )
2
Qi41 — Aj—1 a; —1 . 2 2 _
A N 2maiAr (Hi + <I>Z~) =0 (6.16)

Nejprve fesime rovnici pro a a to tak, ze postupujeme vzdy o dva kroky
(2¢) a mezihodnotu ziskdme interpolaci. Tento postup bzl zvolen, protoze z
feSeni evolucnich rovni dostaneme @, Il v bodech prostorové sité a kdyby
se postupovalo po jedmom kroku, byly by k vypoc¢tu hodnot a tifeba hod-
noty &, II jesté mezi body prostorové sité. Dejme tomu, ze byly vypoctena
hodnota ;192 a zndme hodnotu a; a derivaci a;, z téchto hodnot obdiime tfi
body, kterymi vedeme intepola¢ni polynom druhého tadu - parabolu:

1
;11 = Z(?)CLZ -+ a;12 -+ 2&;) (617)

6.2 Zvolena pocatecni a okrajova data

Diskretizace tlohy a pouziti konecné sité bodu zg,...,xy_1, Ty, s sebou
pTindsi nutnost k vypoétu a, « dle schématu (6.15,6.16) zadat podminky na
® a Il na zacatku a konci prostorové sité. Témito podminkami muzeme speci-
fikovat charakter polnich proménnych a miru izolace fyzikalniho systému.
Napft. v pripadé vlnové rovnice na kiivém pozadi lze zadat nékolik druhu
chovéni feseni na hranici prostorové sité [7]:

e Periodicita, kdy nalepime feSeni na konci prostorové sité na samo sebe
na pocatku sitée
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e Zrcadleni, kdy se kdy se vlna na koncich prostorové sité odrazi - to
implikuje uzavienost oblasti

e Radiace (odchozi vlna), kdy se predpoklada izolace fyzikalniho systému
a na hranici se absorbuje ¢ast feseni (ptichozi vina)

Jelikoz chceme izolovany systém bez hranic s fyzikdlnim vyznamem,
pozadujeme splnéni radiacni podminky

oI +a,I = 0 (6.19)

Uvazujeme asymptotickou plochost, tedy ve velké vzdalenosti se rovnice
(6.1),(6.2) chovaji jako vlnovd rovnice pfevedend na systém dvou rovnic
prvniho fadu (4.16),(4.16) pro v = 1, § = 0 tj.: ® a II chovaji jako 0,¢ a
0¢¢, a proto bude mit feseni tvaru f(r + ct) + g(r — ct) (odchozi a piichozi
vlna), kde ¢ je rychlost siteni, kterd odpovidd metrickému koeficientu «;,
ktery je témér 1 pro velkd r. Radia¢ni podminka plyne z pozadavku eliminace
prichozi viny:

00 = DOr(flr+)+olr—0)=—f"+g'  (620)
e = 00r(f(r+1t)+g(r—t)=f"+4g" (6.21)
Il = Qor(f(r+t)+glr—1t)=—f"+4" (6.22)
oIl = Qor(fir+t)+glr—1t)=f"+4" (6.23)
a tedy
0P+0,2 = 2¢"=0 6.24
O+ 0,11 = 2¢"=0 (6.25)

kde f':%y),n:rﬂ.

Tato podminka omezuje funkci g na g(r +t) = K;(r +t) + K, kdy navic ze
sudosti ¢ plyne K; = 0, tudiz g ptispiva k feseni pouze konstantou.

Okrajovou podminkou na zac¢atku prostorové sité jsme schopni zadat par-
itu polnich proménnych ® a Il. Jak bylo fe¢eno za rovnici (4.10), pozadujeme
sudost II a lichost ® v r, aby rozlozeni hmoty nabyvalo extrému v r = 0.
Ze stejného duvodu pozadujeme sudost o a a v r. Tyto parity chapeme ve
smyslu Taylorova rozvoje:
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Psuda(1) = 2hsuda(0) + houga(—1) (iAT)?

Psuda(1AT) =~ hsuda(0) + N 5 {6.26)
hsu a 1) — hsu a 0 .
- hsuda(o) + d ( )AT’Q d ( >(ZAT‘)2 (627)
. h icha 1) - hic a -1 .
hiiena(iAT) ~ —E ( )2ATZ hal )(ZAT) (6.28)
o hlicha(l) .
= A (1Ar) (6.29)

Dosadime-li do rovnice (6.6) ¢ = 2, dostaneme vyjadfeni

0%y — A,
H2 — a3 ai
8Ar
kde @ je lichd, tedy ®3 ~ 3@, % je sudd, ze vztahu (6.27) plyne o=
—822 + 21 Dosadime toto do rovnice (6.30)a dostaneme

(6.30)

(7)) (bl aq (bl
Il ~ —27—— +30,25—— 6.31
2 ag Ar + 90, ay; Ar ( )

Jeste uvdzime, ze ¢¢ ~ ‘;—11 a Il ~ Ilj:

(=}

Iy ~ 3——1 (6.32)

coz je podminka na Il v pocatku prostorové sité, kterd plyne z parity
funkci @, 11, «, a.

V feSeni nasi ulohy byla zadana tato data:
o &(0,7)=0
e II(0,7) = Npr2e ™"
e a(0,0)=1
e a(0,0)=1

a podminky na hranicich prostorové sité:

L4 (I)O =0

[ ] HO = 33—3%

° (i)N — _CDN_ACI;N—I
° HN _ _HN*AHTN—l

kde N je normovaci konstanta N = max,>g (7“26*"2).
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6.3 Ilustrace konvergence uzitého numerického
schématu

Konvergenci ovéiime vypoctem zavislosti ®(r) pro nékolik ruznych hodnot
At (v duasleku pouziti CFL faktoru také hodnot Ar), ovéiime tak, ze ziskané
vysleky maji skutecny fyzikalni vyznam a jejich tvar neni zavisly na volbé
casoprostorové sité.

0.1

0.05

@)
o

-0.05

-0.1

r[body site]

Obrézek 6.1: Ilustrace konvergence numerického schématu - ¢(r) ve stejném
okamziku pro ruzna At.
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Kapitola 7

Vysledky numerické evoluce

Popsané numerické schéma bylo implementovano v jazyce C++ v prostiedi
Microsoft Visual C++ 2008 Express Edition. Zdrojovy kod je v Ptiloze ¢.2.
Program pocitd ze zadanych pocatecnich a okrajovych dat (uvedenych za
rovnici (6.32)) hodnoty funkei ®, 11, o, a v bodech prostorocasové sité, je-
jichz polohu urcuji iteraéni kroky Ar, At.

7.1 Neékolik tvah, nutnych k interpretaci nu-
merickych vysledku

e Jak pozndme, Ze vznikla cernd dira?
e Jak urcime jeji hmotnost?
o Jak vypadd kolabujici prostorocas?

Zcela presné odpovédet na prvni dvé otdzky je nesmirné obtizné z duvodu
komplikovanych a abstraktnich definici obou pojmu (hmotnosti ¢erné diry
a horizontu udélosti).

Abychom na tyto otazky mohli dostat alespon pribliznou odpovéd, porovname
metriku kolabujicitho prostoroc¢asu se Schwarzschildovou metrikou, konkrétnim
(analyticky fesitelnym) piikladem:

ds* = —a?(r, t)dt* + a*(r, t)dr? + r*(dO* + sin*Odp?) (7.1)

2M
ds? = —(1 — ==)dt* + ———

dr? + 1r*(dO? + sin*Ody?) (7.2)

Ve Schwarzschildové prostorocase je poloha horizontu dand chovanim
metrického koeficientu g,, — 00, coz v dusledku také urc¢uje hodnotu M.
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Analogicky budeme zkoumat chovani koeficientu a(r,t) v zévislosti na r a
hodnotu M uréime jako M = %, kde r, bude poloha, v niz bude a = oco.

Piibliznad odpovéd na tiet{ otdzku: Ocekdvame, Ze v dusledku plat-
nosti Birkhoffova teorému bude po dostatetné dlouhé dobé (dostatecné velké
hodnoté soutadnice t) geometrie prostoro¢asu Schwarzschildovska (piipadné
plochd, pokud se hmota rozptyli).

Numerické vysledky jsou vzdy neptesné, predevsim kvuli diskretiza¢nim
chybdm. Numerickym fesenim nedostaneme skutecnou hodnotu ry, protoze
realné nelze pocitat do oo, jen do urcité nejvétsi hodnoty pouzitého datového
typu, proto také nelze sledovat prostorocas az do okamziku kolapsu. Presto
lze obdrzet dobré odhady chovani kolabujicitho prostorocasu.

7.2 Pohled na kolabujici prostorocas aneb vnoreni

Protoze je témétr nemozné si predstavit zakfiveni c¢tyrdimenziondlniho pros-
toru, je vyhodné zkonstuovat tzv.: diagram vnoteni. Pro sféricky symet-
ricky zdroj gravitaéniho pole se zakfiveni prostorocasu promitne jen do zmén
soutadnic (r,t), coz je vidét i ze vztahu (7.1), kde uhlovd cast metriky je
stejnd jako v Minkowskiho prostorocase ve sférickych souradnicich [2]. Tedy

lze pozorovat vyvoj prostorocasu s © = konst. = 7, aniz bychom se ochudili

o néjaké podstatné informace. Pro ¢t = konst. dostaneme jiz pouze dvoudi-
menzionalni prostor, ktery vnoiime do ti{ dimenzi. Tudiz plati d© = 0 a

dt =0 a sin(©) = 1 a metrika m4 tvar
ds* = a*dr® + r’dy? (7.3)
Uvazujme nyni tiidimenziondlni prostor v axialnich souiadnicich
d§® = dR* + dz* + R*d¢@®, (7.4)
coz s prepsanim pomoci zavislosti z = z(R) vypada
d3* = dR? + ()’ dR? + R*d3”. (7.5)
Ztotoznime-li soufadnice r = R a ¢ = ¢ a ds* = ds?, dostaneme
a*dr® + r’dp* = (1 + (z')Q) dr? + r*dp®. (7.6)
Z ¢tehoz plyne diferencidlni rovnice pro nezndmou funkei z(r)

2 (r) =/a?(r) — 1, (7.7)

kterou kdyz vytesime a vykreslime funkci z(r) do tiidimenzionalniho
prostoru, tak obdrzime predstavitelné geometrické vyjadieni prostorocasu,
v nemz lze dobfe pozorovat jeho chovani.
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7.3 Grafické vystupy a jejich interpretace

Uloha byla feSena s daty:
e &(0,7)=0
e II(0,7) = Npr2e "
e ¢(0,0)=1
e (0,0)=1

a s podminkami na hranicich prostorové sité:

[ ] (I)O = 0

o I[) = 33—3%

° (i)N _ _q)N*A‘i;N—l
° HN — _HN_AF:,N—I

V grafech na obrazku ¢. (7.1) a ¢. (7.2) je zakreslena funkce ¢(r,t =
konst.) v ruznych fixovanych ¢, v prvnim obrazku pro slaba pocatecni data,
v druhém pro data, kterd vedou ke zrodu ¢erné diry. Je dobte patrné, ze
se ® v prvnim obrazku chova jako feSeni vlnové rovnice, kdezto v druhém
ne. V grafech na obrdzku ¢. (7.3) a ¢. (7.4) je zakreslen metricky koeficient
a(r,t = konst.) v jednom grafu vzdy pro nékolik hodnot p.

V obrézcich ¢. (7.5) az ¢. (7.9) jsou zobrazeny diagramy vnofeni cernodérového
i rozptyleného prostorocasu (v poslednnim vypoctovém c¢ase) pro ruzna p.
Zde je znat rust zakiiveni prostorocasu v zavislosti na parametru p na
obrézcich ¢. (7.5) a ¢. (7.6), naopak pro malé p je prostorocas po rozptyleni
hmoty témér plochy, to je zvldsté patrné na obrézku ¢. (7.8), obrazek ¢.
(7.9) naznacuje, ze M (p) ma opravdu skok. V obrézku ¢. (7.10) je vykreslena
zéavislost M (p). Teto graf potvrzuje Choptuikuv vysledek M o (p — p*)”.

7.4 Zavery

Pro slaba poc¢étecéni data (malé hodnoty paramteru p) se polni rovnice (6.1) a
(6.2) chovaji jako vlnova rovnice (4.16) a (4.16)(pfepsand na systém prvniho
radu).

Potvrdilo se, ze

e vysledek mumerické evoluce zavisi jen na hodnoté parametru p. Pro
dostatecné velka p vznikne ¢ernd dira, pro mala p se hmota rozptyli.
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e existuji p* a vy tak, ze

Mo (p—p)".

Navic koeficient v ma necelo¢iselnou hodnotu.

0,02
0,01

D (1)

-0,01

0,02
0,01

@ (r)

-0,01

0,02
0,01

D (r)

-0,01

0,02
0,01

D (r)

-0,01

Obréazek 7.1:

(7.8)

dPryvt=1,5

dr)yvt=1

dPr)yvt=0,5

Pr)vt=0

10
r [body site]

[ustrace vinového charakteru feseni pro malé p.(p = 0, 15)
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04 [ dr)ve=1,5 -
o)
&
Pryve=1
0.1 F dr)vt=0,5 i
=
Py 0
0,1 | 4
T T
0.05 Pr)vt=0 i
s 0
-0,05 4
1 1
0 2 4

r [body site]

Obrazek 7.2: Tlustrace charakteru feseni pro nadkritickou hodnotu p.(p =
0,313)
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1,3

Obrézek 7.3: Funkce a(r) pro podkritickd poc¢atecni data v ¢ase t = 1.(p =

0,291, 0,292

25
1,2 -

1

,0,293,0,294,0,295)

115 -

(e
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1,7
1,65 -

1,6
1,55

(e

Obrézek 7.4: Funkce a(r) pro silnd pocatecéni data v case ¢
0,36,0,38,0,40,0,42,0,44)
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JOUA WRISRI(T :G°), YozrI(()

7

= d oid 1uo

10

z(r,9)

<P

p=0314 ——



p =045

—T10-10

-10

z(r,9)

Obréazek 7.6: Diagram vnoteni pro p = 0, 45.
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p=0,294

z(r,9)

-10

Obréazek 7.7: Diagram vnoteni pro p = 0, 294.
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p=0,15

z(r,9)

Obréazek 7.8: Diagram vnofeni pro p = 0, 15.
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P
T0-10

16-10

-d

z(r,9)

z(1}9)

1

Obrazek 7.9: Diagram vnoteni pro dvé velmi blizké hodnoty p = 0,309 a
p = 0,310.
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Obrazek 7.10
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03
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0,15 -

0,1

0,05

0,42

0,4

0,38

0,36

0,34

0,32

0,3

0,28

: Zavislost hmotnosti M (p) vzniklé cerné diry na parametru p.
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Kapitola 8
Prilohy

8.1 Priloha ¢.1 - skript pro vypocet nenulovych
G, v programu Maple

> with(tensor);
coord := [t, r, theta, phi]:

g_compts := array(symmetric,sparse, 1..4, 1..4,
[[-alpha(t,r)"2, O , 0 , 0],

[0, a(t,r)"2 , 0, 01,

(0,0, r2,01,

[0, 0, 0, r2+«sin(theta)"2 ]1):

g := create( [-1,-1], eval(g_compts));

ginv := invert( g, ’detg’ ):

Dig:=dimetric( g, coord ): D2g:=d2metric( Dlg, coord ):
Cf1 := Christoffell ( Dig ):

RMN := Riemann( ginv, D2g, Cf1l ):

RICCI := Ricci( ginv, RMN ):

RS := Ricciscalar( ginv, RICCI ):

Gemyny := map(factor,Einstein( g, RICCI, RS )):

print("-——-——-—-- kovariantni slozky Einsteinova tensoru -----------
displayGR(Einstein,Gemyny) ;
print("-----—-——- stopa Einsteinova tensoru ----------- "y

StopaG := get_compts(prod(Gemyny,ginv, [1,1],[2,2]));
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8.2 Priloha ¢.2 - kéd programu collapse3.cpp

#include "stdafx.h"
#include <stdio.h>
//#include <tchar.h>
#include <string.h>

#include <math.h>
#include <iostream>
#include <fstream>

using namespace std;

#include <float.h>
#include <new>

int _isnan(double x);

// Budeme resit rovnici Dt U = F(U)
//

// 1. Kolik cini dimenze U a jak se jednotlive slozky jmenuji

const int PointDim = 2;
const int Nmax = 401;
const double Rmax = 10.01;
const double dx = 1.0/Nmax*Rmax;

const double Timestep = 0.1*dx;
const double LastTime = 10;
const double pi=3.1415926535;
double ZbeforeColl [Nmax] ;

const char* VariableNames[PointDim+3] = {"Phi","Pi","a","alpha","z"};
typedef union {
double Component [PointDim+3];
struct { // anonymni struktura obsahujici pojmenovani polozek pole
double Phi;
double Pi;
double a;
double alpha;
double z;
3
} tPointData;

// 2. Jak budeme diskretizovat promennou x
typedef struct
{
public:
tPointData GridPoint [Nmax];
} tDatalD;

// 3. Reseni metodou car

48



class CWavelD
{
public:
void InitialData(double amplitude, double size);
const void Get_dUdt(tDatalD &dUdt, tDatalD &U, double dX); // Pohybove rovnice pole,
(RK4 nestaci jen Current; proto parametr U)

void RK4Step(double CFL_factor, double dX);
void Print(const char* FileName);
void Info() {cerr << Time <<" \r";} //pise do stderr jak je daleko

CWavelD(); // konstruktor + vynulovani
“CWavelD(); // destruktor
const double Get_dt(double CFL_factor) {return CFL_factor*dx;}

void Get_a_alpha(double dX, tDatalD &U);

void CWavelD: :Computation(double p,const char* ch);
void CWavelD::Run();

void CWavelD::Get_Mass(double p, const char* stringP);
void Get_Emb(const char* Embedding,double p);

double Time;
bool NanCheckFailed;
tDatalD *Current;

};

CWavelD: :CWavelD()
NanCheckFailed = false;
Current = new tDatalD;

Time = 0;

for (int i=0; i<Nmax; i++) for (int j=0; j<PointDim; j++)
Current->GridPoint [i] .Component[j] = 0.0;

}
CWavelD: : “CWavelD()
{
delete Current;
}

void CWavelD::Get_Mass(double p, const char* stringP){
double maxA = -1.7e308,m,auxm,aux = -1.7e308;
for (int i = 0; i<Nmax; i++){
for (int j = 0; j<Nmax; j++){
if (Current->GridPoint[i].Component [2]<Current->GridPoint[j].Component [2]){

aux = Current->GridPoint[j].Component [2];
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auxm = j*dx/2;

} else {
aux = Current->GridPoint[i].Component[2];
auxm = i*dx/2;
}
}

if (aux>maxA){

maxA = aux;
if (NanCheckFailed)
m = auxm;

else m = 0;

char str[80];

strcpy_s (str,"c:/Users/Lada/Documents/Run/MassP") ;
strcat_s (str,stringP);

strcat_s (str,".txt");

ofstream file;
file.open(str,ios_base: :app);
file << p << ’\t’ << m << ’\t’ << maxA <<’\t’ << Time <<’\n’;
file.close();
}

// Vystup do textoveho souboru
void CWavelD: :Print(const charx FileName)
{
static bool Header_Printed = false;
ofstream file;
int nancount = 0;

if (!'Header_Printed) {
Header_Printed=true;
file.open(FileName) ;
file << "#VARIABLES(r";
for (int j=0; j<PointDim+3; j++) file << "," << VariableNames[j];
file << ")\n";
file.close();

}

file.open(FileName,ios_base: :app);
file << "#Time="<< Time <<"\n";

for (int i=0; i<Nmax-1; i++) {
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file /#<< 1/(i*dx + 1le-10) */ << "\t" << ixdx;
if (_isnan(Current->GridPoint[i].Component[0])) nancount++;
for (int j=0; j<PointDim+3; j++) file << "\t" << Current->GridPoint[i].Component [j];
file << "\n";

}

file << "\n\n"; /

file.close();
NanCheckFailed = nancount>(Nmax/2);

if (!NanCheckFailed){
for (int k = 0; k < Nmax; k++)
ZbeforeColl[k] = Current->GridPoint [k].Component [4] ;
¥

void CWavelD::Get_Emb(const char* Embedding,double p){
ofstream file;

file.open(Embedding) ;
double fi,R;
const double dfi=pi/12;

for (int i=50;i<Nmax;i+=50)
{

R=ixdx;

£i=0;

while (fi<=2xpi+dfi/2)

{

file<<R*cos (fi)<<"\t"<<R*sin(fi)<<"\t"<<ZbeforeColl[i]l<<"\n";
fi+=dfi;

}

file<<"\n\n";

}

£i=0;

while (fi<=2*pi)

{

for (int i=0;i<Nmax;i+=50)
{

R=ixdx;
file<<R*cos(fi)<<"\t"<<R*sin(fi)<<"\t"<<ZbeforeColl[i]<<"\n";
}

file<<"\n\n";

fi+=dfi;

}

file.close();

}
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void CWavelD: :RK4Step(double CFL_factor,double dX)
{

// This is "RK 4th order" time integrator

//

// U1 =10
// U2 =10

+

dt*F(t,U)/2.0
dt*F(t+dt/2.0,U1)/2.0

+

// U3 = U + dt*F(t+dt/2.0,U2)
// dudt = F(t+dt,U3)
// U_next = 1/3%(-U+U1+2xU2+U3+dUdt*dt/2)

static tDatalD dUdt,U1,U2,U3;

int i,j;
#define for_ij for (i=0; i<Nmax; i++) for (j=0; j<PointDim; j++)

double dt = Get_dt(CFL_factor);
double dt_2 = dt/2.0;

// Ul = U + dt*F(t,0)/2.0

Get_dudt (dUdt, *Current,dX) ;

for_ij Ul.GridPoint[i].Component[j] = Current->GridPoint[i].Component[j] +
dUdt .GridPoint [i] .Component [j]1*dt_2;

Time += dt_2;

// U2 = U + dt*xF(t+dt/2.0,U1)/2.0

Get_dudt (dUdt,U1,dX) ;

for_ij U2.GridPoint[i].Component[j] = Current->GridPoint[i].Component[j] +
dUdt.GridPoint [i].Component [j]1*dt_2;

// U3 = U + dt*F(t+dt/2.0,U02)

Get_dudt (dUdt,U2,dX) ;

for_ij U3.GridPoint[i].Component[j] = Current->GridPoint[i].Component[j] +
dUdt .GridPoint [i] . Component [j]*dt;

Time += dt_2;

// dudt = F(t+dt,U3)
Get_dUdt (dUdt,U3,dX) ;

// Y = 1/3%(-Y+Y1+2%Y2+Y3+DY4/2)
for_ij Current->GridPoint[i].Component[j] = ( -Current->GridPoint[i].Component[j] +
Ul.GridPoint [i] .Component[j] +
2.0#U2.GridPoint [i] . Component [j]+
U3.GridPoint [i] .Component [j] +
dUdt.GridPoint [i] .Component [j]*dt_2)*0.33333333333333333333;

#undef for_ij
b

double pow2(double x) {return (x)*(x);}
// Pohybove rovnice pole
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const void CWavelD: :Get_dUdt (tDatalD &dUdt, tDatalD &U,double dX)
{
int i;
Get_a_alpha(dX,U);
// symetrie v pocatku: EVEN(alpha, a, Pi) O0DD(Phi) =>
dudt.GridPoint [0] .Pi = 3*U.GridPoint[1].Phi*U.GridPoint[0].alpha/U.GridPoint[0].a/dX;
dUdt.GridPoint [0] .Phi = 0;

// vnitrni body
for (i=1; i<Nmax-1;i++) {

dUdt.GridPoint[i] .Pi =
(pow2(dX*(i+1))*U.GridPoint [i+1] .alpha/U.GridPoint [i+1] .ax*
U.GridPoint [i+1] .Phi-
pow2(dX*(i-1))*U.GridPoint[i-1] .alpha/U.GridPoint [1-1] .a*
U.GridPoint [i-1].Phi)/(2*dX) /pow2(dX*i) ;
dUdt.GridPoint[i] .Phi = (U.GridPoint[i+1].alpha/U.GridPoint[i+1].a*U.GridPoint [i+1].Pi-
U.GridPoint[i-1].alpha/U.GridPoint [i-1] .a*U.GridPoint [1-1] .Pi)/(2%dX);
}
// Vypocet dU/dt na kraji z radiacni podminky
i = Nmax-1;

dudt .GridPoint [i] .Pi
dudt .GridPoint [i] .Phi

-(U.GridPoint [i] .Pi-U.GridPoint [i-1] .Pi)/dX;
-(U.GridPoint [i] .Phi-U.GridPoint[i-1].Phi)/dX;

void CWavelD::Get_a_alpha(double dX, tDatalD &U)
{ double amid, alphamid, dadr, daldr, dalphadr,dzdr;

#define F(u,r,v,w) (-((w*((u)*(u)-1))/(2*(r)+1E-10) + 2*pix(r)*(w)*((v)*(v)+Gw)*(w)) )
#define G(u,r,dvdr,v) (((w)*(dvdr))/(v) - ((W*(1-(v)*(v)))/((r)+1E-10))
#define H(u) sqrt(((uw)*(u))-1)

U.GridPoint[0].a = 1.0;
U.GridPoint [0] .alpha = 1.0;
U.GridPoint[0].z = 0.0;

for (int i=0; (i+2)<Nmax; i+=2){
double Phi = U.GridPoint[i] .Phi;
double Pi = U.GridPoint[i] .Pi;

double a = U.GridPoint[i].a;
double alpha = U.GridPoint[i].alpha;
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dadr
amid

F( a,i*dX,Phi,Pi);
a+dX*dadr;

U.GridPoint[i+2] .a
U.GridPoint[i+1] .a

(3*%a + U.GridPoint[i+2] .a + 2*dadr*dX)/4;

dalphadr =G( alpha, i*dX, dadr, a);
alphamid = alpha + dX*dalphadr;
daldr = F( U.GridPoint[i+1].a, (i+1)*dX,U.GridPoint [i+1] .Phi,U.GridPoint [i+1].Pi);

U.GridPoint [i+2] .alpha
U.GridPoint [i+1].alpha

(3*alpha + U.GridPoint[i+2].alpha + 2*dalphadr*dX)/4;

dzdr = H(U.GridPoint[i+1].a);
U.GridPoint[i+2] .z = U.GridPoint[i].z + 2*dX*dzdr;
U.GridPoint[i+1] .z (3%U.GridPoint[i] .z + U.GridPoint[i+2] .z + 2*dzdr*dX)/4;

#undef F
#undef G
#undef H

}

void CWavelD::InitialData(double amplitude, double size)
{

Time = 0;

for (int i=0; i<Nmax; i++) {

double s = i*dx/size;

// zde Phi je licha a Pi suda

Current->GridPoint[i] .Phi = 0.0;

Current->GridPoint[i] .Pi = amplitude * s*s*exp( - s*s ) / 0.3678794412;
// max fce x"2xexp(-x~2) je 0.3678794412

éet_a_alpha(dx,*Current);
const bool PrintAllTimes=true;
void CWavelD: :Computation(double p,const char* ch){
NanCheckFailed = false;
char str1[80], str2[80];
strcpy_s (strl,"c:/Users/Lada/Documents/Run/OutputP");

strcat_s (stri,ch);
strcat_s (stri,".txt");

o4

a + 2*dX*F(amid, (i+1)*dX,U.GridPoint [i+1] .Phi,U.GridPoint [i+1] .Pi);

alpha + 2*dX*G( alphamid, (i+1)*dX, daldr, U.GridPoint[i+1].a);



strcpy_s (str2,"c:/Users/Lada/Documents/Run/EmbP") ;
strcat_s (str2,ch);
strcat_s (str2,".txt");

const char * pFN = stril;
const char * pEm = str2;

InitialData(p,1);
Print (pFN) ;
double PrintTime = Time;

while ( (Time<LastTime) && (! ( NanCheckFailed))) {
RK4Step(0.1,dx);
Info();

if (PrintAllTimes || Time-PrintTime>Timestep-1E-7) {
PrintTime = Time;
Print (pFN) ;
}
}

//Get_Emb (pEm,p) ;
Get_Mass(p,"test");
}

void CWavelD::Run(){

const char ch[6][30]= {"2dt0,401","2dt0,402","2dt0,403","2dt0,404","dt0,405","2dt0,406"};
double Pmax = 0.406;

double Pmin = 0.400;

double dp = 0.001;

for (int i = 0; Pmin+(i+1)*dp <= Pmax ; i++){
CWavelD: :Computation(Pmin +(i+1)*dp,ch[i]);

}
}

int main()

{
CWavelD W;

W.Computation(0.401,"4dt0,401");
//W.Run() ;

return EXIT_SUCCESS;
}
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