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Kapitola 1

Úvod

1.1 Pórovitost a σ-pórovitost v R
Na úvod je velmi dùle¾ité podívat se na základní pojmy a vlastnosti pó-

rovitých, σ-pórovitých mno¾in. Existují dal¹í typy mno¾in, jako napøíklad
jednostrannì pórovité, jednostrannì σ-pórovité, silnì pórovité a jejich zo-
becnìní do metrických prostorù. O nich v tomto textu hovoøit nebudeme.
Cílem této kapitoly je podat základní poznatky potøebné k dal¹ímu ètení
tohoto textu.

Oznaèení Nech» E ⊂ R je libovolná podmno¾ina a I interval. Pak oznaème
λ(E, I) délku nejvìt¹ího otevøeného podintervalu I, který je s E disjunktní.

De�nice Volme E ∈ 2R a x ∈ R libovolnì. Pak funkci

p(E, x) = lim sup
h→0+

λ(E, (x− h, x+ h))
h

nazveme pórovitostí mno¾iny E v bodì x. Mno¾ina E je pórovitá v x, pokud
je p(E, x) > 0. Øekneme dále, ¾e mno¾ina E je pórovitá, pokud je pórovitá
v ka¾dém jejím bodì a σ-pórovitá, pokud ji lze napsat, jako spoèetné sjed-
nocení pórovitých mno¾in.

De�nice Mno¾inu E ⊂ R nazveme hustou v R, jestli¾e platí

E = R.
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Poznámka Na reálné pøímce mù¾eme nalézt spoustu zajímavých hustých
mno¾in. Napøíklad nám dobøe známá mno¾ina racionálních èísel Q je hustá
v R. Platí dokonce, ¾e R \Q je hustá v R.

De�nice Øíkáme, ¾e E ⊂ R je øídká v prostoru R, jestli¾e platí

R \ E = R,
tedy doplòek uzávìru E je hustý v R.

Poznámka Obecnì mù¾eme øíct, ¾e pokud je E øídká, pak je R \E a také
R \ E hustá. Pokud bude E hustá nemusí platit, ¾e R \ E je øídká, nebo»
v pøedchozí poznámce jsme na¹li mno¾inu, která je hustá a její doplòek je
také hustý.

De�nice Existují-li En ⊂ R takové, ¾e En je øídká v R pro v¹echna n a

E =
∞⋃

n=1

En,

nazýváme E mno¾inou 1. Baireovy kategorie.

Poznámka O σ-pórovitých mno¾inách v R, obecnìji v Eukleidovských pro-
storech koneèné dimenze víme, ¾e jsou 1. Baireovy kategorie a Lebesgueovy

míry 0. Není v¹ak pravda, ¾e by ka¾dá taková mno¾ina musela být pórovitá.
Napøíklad mno¾ina Q racionálních èísel je v R 1. kategorie a má míru 0,
a pøesto pórovitá není. V libovolnì malém intervalu v R lze najít alespoò
spoèetnì racionálních èísel, a proto nelze nalézt takový podinterval, který
by byl s Q disjuktní.

1.2 V-pórovitost a dal¹í vlastnosti

V této kapitole budeme hovoøit o jednom speciálním pøípadu obecné
V-pórovitosti popisované v [4], o jeho vlastnostech a uká¾eme, ¾e prvky ur-
èitého systému tvoøeného pomocí této pórovitosti mají velice þsilnouÿ vlast-
nost, kterou ne-σ-V-pórovitost bezesporu je.

De�nice Nech» E ⊂ R. Øekneme, ¾e E je V-pórovitá, pokud

∀x ∈ E, p(E, x) > 10
11
.
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Následující lemma je pøekladem [3, Lemma 1.1]. Budeme ho chtít pou¾ít pro
vyvrácení V-pórovitosti a budeme se na nìj odkazovat v hlavním dùkazu o
ne-σ-pórovitosti.

Lemma 1.2.1 Nech» E ⊂ R, x ∈ R a existuje p ∈ N takové, ¾e platí

∀k > p, k ∈ N, x± 10−k ∈ E.

Pak E není V-pórovitá v x.

Dùkaz Mìjme E ⊂ R, x ∈ R a pøedpokládejme, ¾e existuje p splòující
první èást tvrzení. Volme libovolnì k > p a oznaème

I+k :=
(
x+ 10−(k+1), x+ 10−k

)
a I−k :=

(
x− 10−k, x− 10−(k+1)

)
,

pak zøejmì

|I+k | =
(
x+ 10−k

)
−
(
x+ 10−(k+1)

)
= 9

(
10−(k+1)

)
=

(
x− 10−(k+1)

)
−
(
x− 10−k

)
= |I−k |,

a také

|I+k | > |I
+
j |, pro j > k.

Nech» h ∈
(
10−(k+1), 10−k

]
, co¾ je ekvivalentní

∃ε ∈
[
0, |I+k |

)
tak, ¾e h = 10−k − ε

a podívejme se na hodnoty výrazu

λ(E, (x− h, x+ h))
h

.

Oznaème

λk = λ
(
E, (x− 10−k, x+ 10−k

)
,

pak

λk+1 = a⇔ ∃I, kde I je interval a platí
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I ⊂
(
x− 10−(k+1), x+ 10−(k+1)

)
, |I| = a a I ∩ E = ∅.

Zøejmì je

(
x− 10−(k+1), x+ 10−(k+1)

)
⊂
(
x− (10−k − ε), x+ (10−k − ε)

)
=

(x− h, x+ h)⇒ I ⊂ (x− h, x+ h),

a tedy

λ(E, (x− h, x+ h)) ≥ λk+1.

Nech» nejprve platí

λ(E, (x− h, x+ h)) > λk+1 ⇒

∃I ⊂
(
(x− 10−k + ε, x− 10−(k+1)) ∪ (x+ 10−(k+1), x+ 10−k − ε)

)
,

tak, ¾e |I| > λk+1, pak zøejmì

λ(E, (x− h, x+ h))
h

=
λ
(
E, (x− (10−k − ε), x+ (10−k − ε))

)
x+ (10−k − ε)

≤

|I+k | − ε
x+ 10−k − ε

=
9
(
10−(k+1) − ε/9

)
10 (10−(k+1) − ε/10)

≤ 9
10
.

Nech» nyní

λ(E, (x− h, x+ h)) = λk+1,

pak

λ(E, (x− h, x+ h))
h

=
λk+1

h
<

λk+1

10−(k+1)
≤
|I+k+1|

10−(k+1)
=

9
10
.

Tedy celkem jsme získali, ¾e pro v¹echna k > p bude pro h ∈
(
10−(k+1), 10−k

]
λ(E, (x− h, x+ h))

h
≤ 9

10
.
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Po sjednocení v¹ech takových intervalù dostáváme platnost pøedchozí nerov-
nosti pro v¹echna h ∈

(
0, 10−(p+1)

]
a musí nutnì platit, ¾e

p(E, x) ≤ 9
10

<
10
11
.

Poznámka Obdobnì jako u pórovitosti zavádíme σ-V-pórovitost, tedy jako
mno¾inu, kterou lze zapsat jako spoèetné sjednocení V-pórovitých mno¾in.

Budeme konstruovat systém mno¾in a rádi bychom ukázali, ¾e jeho prvky
nejsou σ-pórovité. Díky následujícímu lemmatu, co¾ je jen speciální pøípad
[4, Proposition 2.15] nám bude staèit dokázat, ¾e ¾ádný jeho prvek není
σ-V-pórovitý.

Lemma 1.2.2 Mno¾ina E ⊂ R je σ-V-pórovitá pravì tehdy, kdy¾ je σ-
pórovitá.

Nyní pomocí V-pórovitosti zavedeme jistý systém mno¾in, jeho¾ prvky bu-
dou ne-σ-V-pórovité. My¹lenka konstrukce takového systému pochází z [3,
De�nition 1.3], co¾ je konkrétní pøípad [4, De�nition 4.2].

De�nice Nech» F ⊂ 2R. Øekneme, ¾e F je σ-V-nepórovitý systém mno¾in,
pokud

1. F je neprázdný systém neprázdných uzavøených mno¾in a

2. pro v¹echna F ∈ F a ka¾dou otevøenou G ⊂ R, pro které platí F ∩G 6=
∅ existuje F̃ ∈ F takové, ¾e ∅ 6= F̃∩G ⊂ F∩G a F∩G neni V-pórovitá
v ¾ádném bodì F̃ ∩G.

Následuje lemma, které pøímo vyu¾ijeme v závìru dùkazu hlavní èásti. Jde
o speciální pøípad [4, Lemma 4.3].

Lemma 1.2.3 Nech» F je σ-V-nepórovitá rodina mno¾in. Pak ¾ádná F ∈ F
není σ-V-pórovitá.
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1.3 Nekoneèné desetinné zlomky

Zde se budeme zabývat nìkterými poznatky a vlastnostmi nekoneèných
rozvojù reálných èísel, a» u¾ s periodickým, èi neperiodickým rozvojem. Bu-
deme je vyu¾ívat pøi konstrukci mno¾in s urèitými vlastnostmi, a také pro
jejich ovìøování.

De�nice Nekoneèným desetinným rozvojem (zlomkem) nazveme øadu

a1
10

+
a2
102

+
a3
103

+ . . . ,

kde an je celé èíslo z mno¾iny {0, . . . 9}. Takové èíslo an nazveme n-tým
desetinným èíslem, n-tou decimálou zlomku, a nebo také n-tou cifrou, co¾
budeme pou¾ívat hlavnì v pozdìj¹í èásti textu. Oznaèíme-li s jako souèet
této øady, lze øíci, ¾e vý¹e de�novaný zlomek má hodnotu s, nebo ¾e s má
desetinný rozvoj popsaný touto øadou. Relaci shodnosti, stejnosti na sys-
tému nekoneèných zlomkù de�nujeme, jako rovnost v¹ech decimál. Øadu
lze struènìji zapsat, jako 0, a1a2a3 . . . budeme tento zpùsob zápisu pou¾ívat
nejèastìji.

Nejdùle¾itìj¹í vìtu o nekoneèných desetinných zlomcích, kterou budeme po-
tøebovat lze nalézt v [2, Vìta 94] a zde je její znìní.

Vìta 1.3.1 1. Ka¾dý nekoneèný desetinný zlomek 0, a1a2a3 . . . = s je

konvergentní øada a platí s ∈ [0, 1]. Rovnost s = 0 platí právì tehdy,

kdy¾ an = 0 pro v¹echna n ∈ N. Obdobnì rovnost s = 1 platí právì

tehdy, kdy¾ an = 9 pro v¹echna n ∈ N.

2. Dva rùzné nekoneèné desetinné zlomky mají stejnou hodnotu právì

tehdy, kdy¾ má jeden z nich tvar 0, a1a2 . . . ak−1ak0000 . . . a druhý tvar

0, a1a2 . . . ak−1(ak − 1)9999 . . .

3. Ka¾dé èíslo s vyhovující podmínce s ∈ [0, 1), lze vyjádøit právì jedním

zlomkem 0, a1a2a3 . . . takovým, ¾e pro nekoneènì mnoho hodnot n je

an 6= 9.

Dùkaz 1. Seètením geometrické øády

t =
9
10

+
9
102

+
9
103

+ . . .+
9
10n

+ . . .
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dostáváme, ¾e

t =
9
10

∞∑
n=0

1
10n

=
9
10

1
1− 1

10

= 1.

Oznaème èásteèné souèty

sn =
a1
10

+ . . .+
an

10n

a

tn =
9
10

+ . . .+
9
10n

.

Vzhledem k tomu, ¾e v¹echny a1, . . . , an jsou cifry, tedy ai ∈ {0, . . . , 9} pro
v¹echna 1 ≤ i ≤ n, bude jistì sn ≤ tn, a také

s = lim
n→∞

sn ≤ lim
n→∞

tn = t = 1,

odtud pro

s = 1⇒ s = t,

a tedy an = 9 pro v¹echna n ∈ N. Naopak, pokud an = 9 pro v¹echna n ∈ N,
pak je s = t = 1. Zcela analogicky se volbou

t =
0
10

+
0
102

+
0
103

+ . . .+
0
10n

+ . . . = 0

doká¾e zbytek 1. èásti tvrzení pro s = 0.

2. Oznaème

s =
a1
10

+
a2
102

+ . . .

a

t =
b1
10

+
b2
102

+ . . .

dva rùzné zlomky. Nech» existuje nejmen¹í k ∈ N takové, ¾e ak 6= bk. Bez
újmy na obecnosti pøedpokládejme, ¾e ak > bk, tedy

a1 = b1, a2 = b2, . . . , ak−1 = bk−1,

pak mù¾eme psát
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t =
a1
10

+
a2
102

+ . . .+
ak−1

10k−1 +
bk
10k

+
bk+1
10k+1

+ . . .

Pro s a jeho èásteèný souèet zøejmì platí

s ≥ a1
10

+ . . .+
ak

10k
.

Rovnost nastává právì tehdy, kdy¾ s má koneèný rozvoj (zlomek), a tedy

ak+1 = ak+2 = . . . = an = 0,

pak

s = 0, a1a2 . . . ak0000 . . .

Proto¾e ak > ak − 1 ≥ bk, bude

t ≤ a1
10

+ . . .+
ak−1

10k−1 +
ak − 1
10k

+
9

10k+1
+

9
10k+2

+ . . .

Souèet øady na pravé stranì nerovnosti dává

a1
10

+ . . .+
ak−1

10k−1 +
ak

10k
− 1

10k
+

1
10k

∞∑
n=1

9
10n

,

tedy

t ≤ a1
10

+ . . .+
ak−1

10k−1 +
ak

10k
− 1

10k
+

1
10k

= s

a t = s právì tehdy, kdy¾

t = 0, a1a2 . . . ak−19999 . . .

3. Volme libovolné èíslo s, které splòuje podmínku 0 ≤ s < 1. Zvolme celé
èíslo a1 tak, aby

0 ≤ s− a1
10

<
1
10
,

tedy

a1 ≤ 10s < a1 + 1,

Vzhledem k volbì s dostáváme
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0 ≤ 10s < 10⇒ 0 ≤ a1 ≤ 9,

Postupnì k s konstruujme posloupnost celých èísel

a1, a2, . . . , an, . . .

tak, aby pro ka¾dé n bylo

0 ≤ s− a1
10
− a2

102
− . . .− an

10n
<

1
10n

,

z èeho¾ po úpravì vyplývá, ¾e

an ≤ 10ns− 10n−1a1 − 10n−2a2 − . . .− 10an−1 < an + 1.

Lze tedy volit také an−1 tak, aby

0 ≤ s− a1
10
− a2

102
− . . .− an−1

10n−1 <
1

10n−1 .

Úpravou získáme, ¾e

0 ≤ 10ns− 10n−1a1 − 10n−2a2 − . . .− 10an−1 < 10,

tedy dohromady s nerovnostmi pro an dostáváme, ¾e

0 < an + 1⇒ 1 ≤ an,

a také

an < 10⇒ an ≤ 9.

Zjistili jsme, ¾e pro libovolné pøirozené èíslo n bude v¾dy 1 ≤ an ≤ 9.
Zøejmì bude také

0 ≤ lim
n→∞

(
s− a1

10
− a2

102
− . . .− an

10n

)
≤ lim

n→∞

1
10n

= 0,

tedy

s =
a1
10

+
a2
102

+ . . .+
an

10n
+ . . .

Nech»

∃k ∈ N,∀n > k, an = 9,
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pak musí platit

0 ≤ s− a1
10
− a2

102
− . . .− ak

10k
<

1
10k

,

ale

s− a1
10
− a2

102
− . . .− ak

10k
=

9
10k+1

+
9

10k+2
+ . . . =

1
10k

∞∑
n=1

9
10n

=
1
10k

9
10

1− 1
10

=
1
10k

,

co¾ je spor.

Poznámka Omezením pouze na nekoneèné desetinné zlomky, ve kterých
je nekoneènì mnoho decimál rùzných od 9 vidíme, ¾e ka¾dý takový zlomek
vyjadøuje èíslo s ∈ [0, 1). Naopak lze ka¾dé takové èíslo s vyjádøit právì jed-
ním zlomkem s = 0, a1a2 . . . Pokud toto èíslo nahradíme koneèným rozvojem
0, a1a2 . . . ak dopustíme se chyby men¹í ne¾ 10−k. Pro libovolné nezáporné
èíslo x najdeme [x], jako celou èást èísla x a polo¾íme x− [x] = s. Získáme
tak s ∈ [0, 1) a x = [x] + s, kde èíslo s lze vyjádøit nekoneèným desetinným
zlomkem.

De�nice Zlomek 0, a1a2a3 . . . nazýváme periodickým, pokud existují k ∈ N,
r ∈ N, ¾e pro v¹echna n ≥ k je an+r = an. Zlomek má tedy tento tvar

s = 0, a1a2 . . . akak+1ak+2 . . . akak+1ak+2︸ ︷︷ ︸
ak+rak+r+1ak+r+2

. . . akak+1ak+2︸ ︷︷ ︸
ak+2rak+2r+1ak+2r+2

. . .

Poznámka Takové èíslo s je racionální, nebo»

s =
a1
10

+ . . .+
ak−1

10k−1+( ak

10k
+ . . .+

ak+r−1

10k+r−1

)(
1 +

1
10r

+
1

102r
+

1
103r

+ . . .

)
,

kde èíslo v pravé závorce je geometrická øada s koe�cientem

q =
1
10r

< 1⇒
∞∑

k=0

1
10kr

=
1

1− 1
10r

a to je urèitì racionální.
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Lemma 1.3.2 Zlomek 0, a1a2a3 . . . vyjadøuje racionální èíslo právì tehdy,

kdy¾ je periodický.

Dùkaz Podle pøede¹lé poznámky je ka¾dé èíslo s periodickým zlomkem ji¾
racionální.

Nech» je zlomek s = 0, a1a2 . . . racionální. Pokud by existovalo k ∈ N takové,
¾e

∀n > k, n ∈ N, an = 9,

pak je zlomek periodický, nebo» an = an+1 = . . . Lze tedy pøedpokládat
1 ≤ s < 1, pak ho lze vyjádøit jako p/q, kde p ∈ N0, q ∈ N a p < q. Volme
libovolnì n ∈ N, pak pro èásteèný souèet sn = 0, a1 . . . an platí

s− sn =
∞∑

m=n+1

am

10m
<

∞∑
m=n+1

9
10m

=
1
10n

.

Platí tedy odhad

0 ≤ s− sn <
1
10n

.

Zøejmì je

10n(s− sn) = 10np

q
− 10nsn

q

q
=

10np− 10nsnq

q
=
cn
q
,

kde cn je celé èíslo, nebo»

p je celé èíslo⇒ 10np je také celé èíslo

a

10nsn a q jsou celá èísla⇒ 10nsnq musí nutnì být také celé èíslo,

pak je cn rovno rozdílu dvou celých èísel, a tedy je také celé. Po vynásobení
nerovnosti pro rozdíl s− sn hodnotou 10n dostáváme

0 ≤ 10n(s− sn) =
cn
q
< 1,

odtud ale plyne, ¾e cn ∈ {0, . . . , q − 1} a vzhledem k libovolné volbì èísla n
lze najít alespoò dal¹ích q èísel splòující toté¾. Pro q + 1 èísel, které mohou
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nabývat jedné z q hodnot musí nutnì platit, ¾e alespoò dvì z nich budou
shodná. Nech» jsou to napøíklad èísla ck = cl a nech» bez újmy na obecnosti
platí k < l, pak pro r = l − k > 0 je ck = ck+r, a tedy

ak+1

10
+
ak+2

102
+ . . . = 10k(s− sn) =

ck
q
=

ck+r

q
= 10k+r(s− sn) =

ak+r+1

10
+
ak+r+2

102
+ . . .

Pro èíslo ck/q máme dva desetinné rozvoje, které obsahují nekoneènì
mnoho decimál rùzných od 9, pak podle 3. èásti pøedchozí vìty musí tyto
zlomky být toto¾né, tedy pro v¹echna n > k jsou si èleny an a an+r rovny,
tedy podle de�nice je zlomek 0, a1a2 . . . periodický.

Poznámka Pøirozeným zobecnìním desetinných rozvojù (zlomkù) získáme
tzv. g-adické rozvoje, nebo také g-adické zlomky. Desetinným rozvojem ro-
zumíme g-adický rozvoj pro g = 10.

De�nice Nech» je g libovolné celé èíslo, pro které je g > 1. Nech» jsou
dále a1a2 . . . celá èísla, která splòují 0 ≤ an ≤ g − 1 pro v¹echna n, pak je
nekoneèná øada

a1
g
+
a2
g2

+ . . .+
an

gn
+ . . .

konvergentní a pro její souèet s platí, ¾e 0 ≤ s ≤ 1. Takovou øadu oznaèujeme
symbolem

0, a1a2a3 . . . an . . .

a nazýváme ji nekoneèný g-adický zlomek.
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Kapitola 2

Formulace a øe¹ení problému

2.1 Formulace problému

V práci [3] je k dùkazu hlavního výsledku vyu¾íván urèitý nespoèetný
systém mno¾in, jeho¾ libovolné dva prvky jsou disjunktní a hlavnì ¾ádný
prvek není σ-pórovitý. Na¹im cílem nyní bude tento systém øádnì de�novat
a ovìøit v¹echny jeho podstatné vlastnosti, tedy zejména ne-σ-pórovitost. V
dal¹ím budeme potøebovat následující de�nici.

De�nice Nech» x ∈ (0, 1). Pokud x =
∑

i=1 ai10−i, pak lze jistì psát x =
0, a1a2a3 . . . V pøípadì, ¾e x má vzhledem k 2. èásti Vìty 1.3.1 dva rozklady
volíme ten, který konèí nekoneènì mnoha 0, tedy vyu¾ijeme 3. èást stejné
vìty. Nech» je a cifra, tedy a ∈ {0, . . . 9}, pak hustotu a horní hustotu cifry
a v desetiném rozvoji x de�nujeme jako

d (a, x) = lim
n→∞

# {k : 1 ≤ k ≤ n, ak (x) = a}
n

d (a, x) = lim sup
n→∞

# {k : 1 ≤ k ≤ n, ak (x) = a}
n

.

Poznámky O funkci, která prvku x de�novaném vý¹e pøiøadí hodnotu
d(a, x) je známo, ¾e je Borelovsky mìøitelná na otevøeném intervalu (0, 1).

Ji¾ J. Tkadlec prokázal, ¾e existuje systém po dvou disjunktních ne-
σ-pórovitých mno¾in, dokonce I. Reclaw dokázal, ¾e mohutnost takového
systému mù¾e být a¾ celé kontinuum. Ponìkud slo¾itej¹ích rozvojù reálných

17



èísel, ne¾ jsou námi vyu¾ívané desetinné rozvoje vyu¾il J. Foran ke kon-
strukci ne-σ-pórovité mno¾iny. Mírnou úpravou jeho konstrukce dostáváme
následující systém.

Vìta 2.1.1 Nech» a ∈ {1, . . . 8}. Pak pro libovolné 0 < d < 1 není mno¾ina

Ad := {x : d (a, x) = d} σ-pórovitá.

Poznámka Taková mno¾ina je dokonce Borelovská a pøitom není σ-pórovitá.

Podrobnìj¹í popis problematiky a hlavnì odkazy na zmínìná tvrzení lze
najít napøíklad v [3]. Nyní máme za úkol dokázat platnost vyslovené Vìty

2.1.1, tomu se budeme vìnovat v dal¹í kapitole.

2.2 Øe¹ení problému

Vzhledem k Lemmatu 1.2.2 staèí dokázat, ¾e Ad není σ-V-pórovitá. Po-
kud bychom na¹li neprázdnou podmno¾inu Ad, která nebude σ-V-pórovitá,
pak ji¾ tvrzení bude platit. K tomuto úèelu de�nujme následující mno¾inu.

2.2.1 Zavedení mno¾iny A(a1, . . . , aN2, ε)

Volme 0 < d < 1 a a ∈ {1, . . . 8} pevnì. Pro pøirozené èíslo n ∈ N a
reálné x ∈ (0, 1) de�nujme

c(x, n) = #
{
k : n2 < k ≤ (n+ 1)2 , ak(x) = a

}
.

Dále volme pøirozené èíslo N ∈ N, ε > 0 a cifry a1, . . . aN2 ∈ {0, . . . 9}
a to také pevnì a de�nujme mno¾inu A (a1, . . . aN2 , ε) jako mno¾inu v¹ech
x ∈ (0, 1), pro které

a1(x) = a1, . . . aN2(x) = aN2

a

d− ε√
n
<
c(x, n)
2n+ 1

< d+
ε√
n

pro v¹echna n ≥ N.
Doka¾me, ¾e námi de�novaná mno¾ina A(a1, . . . , aN2 , ε) je skuteènì pod-

mno¾inou Ad.
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2.2.2 A(a1, . . . , aN2, ε) ⊂ Ad

Nejprve si pro libovolné pøirozené èíslo n oznaème

f(n) = # {k : 1 ≤ k ≤ n, ak(x) = a}

a

In =
{
n2 + 1, . . . , (n+ 1)2

}
.

Volme libovolnì pøirozené èíslo n0 > N , k nìmu pøirozené èíslo p > n20 a
oznaème si

n(p) = n, kde n je index, pro který p ∈ In.

Zvolme si libovolnì x ∈ A(a1, . . . , aN2 , ε). Vzhledem k pøedchozímu bude pro
takové èíslo jistì platit

x = 0, . . . aN2 . . . an20
. . . an(p)2 . . . ap . . . a(n(p)+1)2+1 . . .

Pro ka¾dou mno¾inu In známe pøesný poèet cifer shodných s a, nebo»

c(x, n) = #
{
k : n2 < k ≤ (n+ 1)2 , ak(x) = a

}
= # {k : k ∈ In, ak(x) = a} .

Abychom dokázali inkluzi A(a1, . . . aN2 , ε) ⊂ Ad budeme potøebovat ovì-
øit, ¾e

d(a, x) = lim
n→∞

# {k : 1 ≤ k ≤ n, ak(x) = a}
n

= lim
n→∞

f(n)
n

= d,

tedy, ¾e námi libovolnì zvolené èíslo x le¾í také v Ad. Pokusme se odhadnout
hodnotu f(p) pro námi zvolené p. Bude jistì platit

f(p) ≤ n20 +
n(p)∑
i=n0

c(x, i)

a také

n(p)−1∑
i=n0

c(x, i) ≤ f(p).
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Pro ka¾dé c(x, n) máme z de�nice pùvodní mno¾iny horní odhad, a proto

n20 +
n(p)∑
i=n0

c(x, i) < n20 +
n(p)∑
i=n0

(
d+

ε√
i

)
(2i+ 1) .

Výraz na pravé stranì nerovnosti lze rozepsat také jako

n20 + d

n(p)∑
i=n0

(2i+ 1) + ε

n(p)∑
i=n0

2i+ 1√
i
.

Nech» i ∈ N, pak

(2i+ 1)2

i

i+ 1

(2(i+ 1) + 1)2
=

4i3 + 8i2 + 5i+ 1
4i3 + 12i2 + 9i

=

1− 4i2 + 4i− 1
4i3 + 12i2 + 9i

< 1⇒ (2i+ 1)2

i
<

(2(i+ 1) + 1)2

i+ 1
⇒

2i+ 1√
i

<
2(i+ 1) + 1√

i+ 1
,

tedy v¹echny èleny druhé øady lze odhadnout hodnotou

2n(p) + 1√
n(p)

.

Po seètení první øady a odhadu druhé øady lze psát

n20 + d

n(p)∑
i=n0

(2i+ 1) + ε

n(p)∑
i=n0

2i+ 1√
i

<

n20 + d
(
(n(p) + 1)2 − n20

)
+ ε

n(p) (2n(p) + 1)√
n(p)

,

a po úpravì dostáváme

f(p) < d (n(p) + 1)2 + (1− d)n20 + ε
n(p) (2n(p) + 1)√

n(p)
=: g(p).

Na druhou nerovnost pou¾ijme dolní odhad c(x, n), tedy po obdobné
úpravì získáváme následující nerovnost
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d

n(p)−1∑
i=n0

(2i+ 1)− ε
n(p)−1∑
i=n0

2i+ 1√
i

<

n(p)−1∑
i=n0

c(x, i)

a po úpravì máme

h(p) := d (n(p))2 − d (n0)2 − ε
(n(p)− 1) (2n(p)− 1)√

n(p)− 1
< f(p).

Vyu¾itím pøede¹lých odhadù shora i zdola celkem dostáváme nerovnost

h(p) < f(p) < g(p),

a tedy

h(p)
p

<
f(p)
p

<
g(p)
p
.

V¹echny pøede¹lé nerovnosti platily pro libovolné p > n20. Podívejme se
nyní na

lim
p→∞

g(p)
p

= lim
p→∞

(
d (n(p) + 1)2

p
+

(1− d)n20
p

+ ε
n(p) (2n(p) + 1)

p
√
n(p)

)
a

lim
p→∞

h(p)
p

= lim
p→∞

(
d (n(p))2

p
− d(n0)2

p
− ε(n(p)− 1) (2n(p)− 1)

p
√
n(p)− 1

)
.

Zøejmì

(n(p) + 1)2

n(p)2 + 1
≤ (n(p) + 1)2

p
≤ 1,

a také

lim
p→∞

(n(p) + 1)2

n(p)2 + 1
= 1,

pak podle vìty o limitì tøech funkcí platí
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lim
p→∞

d (n(p) + 1)2

p
= d.

Analogicky platí

lim
p→∞

d (n(p))2

p
= d.

Dále pak

lim
p→∞

d (n0)
2

p
= lim

p→∞

(1− d)n20
p

= 0.

Zbývá spoèítat limitu

lim
p→∞

ε
n(p) (2n(p) + 1)

p
√
n(p)

.

Díky odhadùm èísla p dostáváme

n(p) (2n(p) + 1)

(n(p)2 + 1)
√
n(p)

≤ n(p) (2n(p) + 1)

p
√
n(p)

≤ n(p) (2n(p) + 1)

(n(p) + 1)2
√
n(p)

,

a proto¾e

lim
p→∞

n(p) (2n(p) + 1)

(n(p)2 + 1)
√
n(p)

= lim
p→∞

n(p) (2n(p) + 1)

(n(p) + 1)2
√
n(p)

= 0,

bude podobnì podle vìty o limitì tøech funkcí

lim
p→∞

ε
n(p) (2n(p) + 1)

p
√
n(p)

= 0

a analogicky také

lim
p→∞

ε
(n(p)− 1) (2n(p)− 1)

p
√
n(p)− 1

= 0.

Tedy

lim
p→∞

h(p)
p

= lim
p→∞

g(p)
p

= d
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a opìtovným pou¾itím vìty o limitì tøech funkcí dostáváme, ¾e

d = lim
p→∞

f(p)
p

= lim
p→∞

# {k : 1 ≤ k ≤ p, ak(x) = a}
p

= d(a, x),

èím¾ jsme vzhledem k libovolné volbì èísla x dokázali, ¾e

x ∈ A(a1, . . . , aN2 , ε)⇒ x ∈ Ad,

tedy, ¾e

A(a1, . . . , aN2 , ε) ⊂ Ad.

Na¹li jsme podmno¾inu Ad, o které je¹tì potøebujeme dokázat, ¾e je ne-
prázdná a hlavnì, ¾e není σ-V-pórovitá. Rádi bychom vyu¾ili Lemma 1.2.3,
ale k tomu pøinejmen¹ím potøebujeme dokázat, ¾e A(a1, . . . , aN2 , ε) je uza-
vøená.

2.2.3 Uzavøenost mno¾iny A(a1, . . . , aN2, ε)

Nejprve volme libovolnì x ∈ A(a1, . . . , aN2 , ε) a y ∈ (0, 1) a pøedpoklá-
dejme, ¾e x 6= y. Oznaème lmin nejmen¹í index, pro který jsou cifry almin

(x)
a almin

(y) rùzné, tedy

lmin = min {l, al(x) 6= al(y)} .

Pokud má platit pøedchozí, musí nastat jeden ze dvou mo¾ných pøípadù:

almin
(x) > almin

(y),

nebo

almin
(x) < almin

(y).

Nech» almin
(x) > almin

(y)

Proto¾e jsme lmin volili jako minimum, musí platit

∀l < lmin, al(x) = al(y).

Lze tedy zápis zjednodu¹it a prvních lmin − 1 cifer oznaèit jako
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a1 = a1(x) = a1(y), . . . , almin−1 = almin−1(x) = almin−1(y),

pak èísla x a y mù¾eme psát jako

x = 0, a1 . . . almin−1almin
(x) . . .

a

y = 0, a1 . . . almin−1almin
(y) . . .

Èíslo y lze odhadnout shora takto

y ≤ 0, a1 . . . almin−1almin
(y)999 . . .

Hodnotu na pravé stranì, mù¾eme díky druhé èásti vìty o nekoneèných
desetinných zlomcích psát také, jako

0, a1 . . . almin−1 (almin
(y) + 1) 000 . . .

Vzhledem k nerovnosti

almin
(x) ≥ almin

(y) + 1 > almin
(y)

bude také platit

0, a1 . . . almin−1almin
(x) 000 . . . ≥

0, a1 . . . almin−1 (almin
(y) + 1) 000 . . . ≥ y

Díky tomu, ¾e x ∈ A (a1, . . . aN2 , ε) platí pro libovolné n ≥ N nerovnost

d− ε√
n
<
c(x, n)
2n+ 1

< d+
ε√
n
.

Èíslo d jsme volili z intervalu (0, 1), tedy

∃εd > 0, εd < d < 1− εd.

Hodnota ε/
√
n je vzhledem k pevné volbì ε pro dostateènì velké n libovolnì

malá, tedy pøesnìji

∀�ε > 0,∃�n ∈ N,∀n > �n,
ε√
n
< �ε.
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Volme �ε = εd, pak tedy

∃nd ∈ N,∀n > nd,
ε√
n
< εd < d.

Pro libovolné n > max {nd, N} bude také jistì platit

0 < d− ε√
n
<
c(x, n)
2n+ 1

,

tedy

0 < c(x, n).

Zjistili jsme, ¾e pro dostateènì velká n bude funkce c(x, n) nabývat pouze
kladných hodnot. Pøedcházející platí za pøedpokladu, ¾e

d− ε√
n
> 0, co¾ je splnìno pro n >

ε2

d2
,

odtud dostáváme podmínky na n. Volme tedy dostateènì velké pøirozené
èíslo

n > max

{√
lmin,

ε2

d2
, N

}
,

a to napøíklad takto

n =

[
max

{√
lmin,

ε2

d2
, N

}]
+ 1.

Nerovnost c(x, n) > 0 znamená, ¾e mezi ciframi an2+1(x), . . . , a(n+1)2(x)
je alespoò jeden prvek s hodnotou a ∈ {1, . . . , 8}, tedy

x ≥ 0, a1 . . . almin−1almin
(x) 0 . . . 0 0 . . . 01︸ ︷︷ ︸

an2+1(x)...a(n+1)2 (x)

0 . . .

Díky odhadùm pro x a y lze psát, ¾e

x− y ≥ 0, a1 . . . almin−1almin
(x) 0 . . . 0 0 . . . 01︸ ︷︷ ︸

an2+1(x)...a(n+1)2 (x)

0 . . .

− 0, a1 . . . almin−1almin
(x) 0 . . . 0 0 . . . 00︸ ︷︷ ︸

an2+1(y)...a(n+1)2 (y)

0 . . .
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tedy

x− y ≥ 10−(n+1)
2

.

Nech» almin
(x) < almin

(y)

Postupujme obdobnì, jako v pøedcházející èásti. Odhadnìme y zdola

y ≥ 0, a1 . . . almin−1almin
(y)000 . . .

Opìt díky druhé èásti vìty o nekoneèných desetinných zlomcích lze takové
èíslo zapisovat ekvivalentnì ve tvaru

0, a1 . . . almin−1 (almin
(y)− 1) 999 . . .

Vzhledem k relaci èísel almin
(x) a almin

(y) platí

almin
(x) ≤ almin

(y)− 1 < almin
(y)

a díky této nerovnosti mù¾eme psát

y ≥ 0, a1 . . . almin−1 (almin
(y)− 1) 999 . . . ≥

0, a1 . . . almin−1almin
(x) 999 . . .

Pro odhad èísla x opìt pou¾ijeme toho, ¾e x ∈ A(a1, . . . , aN2 , ε). Tedy
pro v¹echna n ≥ N platí nerovnost

d− ε√
n
<
c(x, n)
2n+ 1

< d+
ε√
n

a podobnou úvahou doká¾eme, ¾e pro dostateènì velká n bude c(x, n) > 0.
Volme

n =

[
max

{√
lmin,

ε2

d2
, N

}]
+ 1.

Analogicky díky nerovnosti c(x, n) > 0 pro a ∈ {1, . . . , 8} dostáváme odhad

x ≤ 0, a1 . . . almin−1almin
(x) 9 . . . 9 9 . . . 98︸ ︷︷ ︸

an2+1(x)...a(n+1)2 (x)

9 . . .
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díky nìmu¾ a odhadu pro y lze psát, ¾e

y − x ≥ 0, a1 . . . almin−1almin
(x) 9 . . . 9 9 . . . 99︸ ︷︷ ︸

an2+1(y)...a(n+1)2 (y)

9 . . .

− 0, a1 . . . almin−1almin
(x) 9 . . . 9 9 . . . 98︸ ︷︷ ︸

an2+1(x)...a(n+1)2 (x)

9 . . .

tedy

y − x ≥ 10−(n+1)
2

,

co¾ dohromady s pøede¹lým výsledkem znamená, ¾e pro námi zvolené n, a
nebo libovolnì vìt¹í bude pro dvì èísla x ∈ A(a1, . . . , aN2 , ε) a y ∈ (0, 1),
která se li¹í v ciføe almin

platit

|x− y| ≥ 10−(n+1)
2

.

Konvergence po slo¾kách

Pøedpokládejme, ¾e máme posloupnost xm ∈ A(a1, . . . , aN2 , ε), která kon-
verguje k y ∈ (0, 1). Podle de�nice to znamená, ¾e

∀ε0 > 0,∃m0, ∀m ≥ m0, |xm − y| < ε0.

Zvolme pøirozené èíslo k libovolnì a pøedpokládejme, ¾e pro nìjaké m ≥ m0

bude ak(xm) 6= ak(y). Aplikujme pøedchozí pro x = xm a y. Bude jistì platit,
¾e k ≥ lmin. Podle pøedchozího volme

nk =

[
max

{√
k,
ε2

d2
, N

}]
+ 1

≥
[
max

{√
lmin,

ε2

d2
, N

}]
+ 1 = n,

pak dostáváme, ¾e

|xm − y| ≥ 10−(n+1)
2

≥ 10−(nk+1)
2

.

Vzhledem k faktu, ¾e xm konverguje k y má být pro dostateènì velké m
absolutní rozdíl tìchto dvou èísel libovolnì malý, volme nyní
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ε0 = 10−(nk+1)
2

,

pak dle de�nice existuje m0 a platí

∀m > m0, |x− xm| < ε0 = 10−(nk+1)
2

,

co¾ je spor s pøede¹lou nerovností. Od nìjakého èlenu mk u¾ tedy musí být
cifry ak(xm) a ak(y) shodné. Tedy dokázali jsme, ¾e èleny konvergentní po-
sloupnosti xm, která konverguje k y budou pro libovolné k mít pro dostateènì
velká m cifry na k-tém místì shodné s y. Tedy formálnì

∀k ∈ N,∃mk,∀m ≥ mk, ak (xm) = ak (y) ,

co¾ lze také chápat tak, ¾e slo¾ky (a1(xm), a2(xm), . . .) èísla xm konvergují
ke slo¾kám (a1(y), a2(y), . . .) èísla y.

Závìr dùkazu o uzavøenosti

xm ∈ A(a1, . . . , aN2 , ε), a proto platí

a1(xm) = a1, . . . , aN2(xm) = aN2

a

d− ε√
n
<
c(xm, n)
2n+ 1

< d+
ε√
n

pro v¹echna n ≥ N . Díky konvergenci xm k y po slo¾kách mù¾eme k libo-
volnému k najít mkmax , ¾e pro v¹echna m ≥ mkmax bude platit

ai(xm) = ai(y),∀1 ≤ i ≤ k,

a to napøíklad takto

mkmax = max {m1, . . .mk} .
Volbou k = N2 dostáváme, ¾e

a1(y) = a1(xm) = a1, . . . , aN2(y) = aN2(xm) = aN2

a tedy je splnìna první podmínka.
Nyní volme n ≥ N libovolnì a analogicky jako v pøede¹lém naleznìme

mkmax , ¾e pro v¹echna m ≥ mkmax bude platit

28



ai(xm) = ai(y),∀1 ≤ i ≤ k,

ale tentokrát pro k = (n+ 1)2. Tedy pro libovolné n ≥ N jsou v¹echny cifry
xm a y a¾ do øádu (n+ 1)2 shodné, pak bude i c(xm, n) = c(y, n). Celkem
tedy máme

a1(y) = a1, . . . , aN2(y) = aN2

a

d− ε√
n
<
c(y, n)
2n+ 1

< d+
ε√
n

pro n ≥ N , èím¾ jsme dokázali, ¾e i y ∈ A(a1, . . . , aN2 , ε) a tedy, ¾e li-
bovolná konvergentní posloupnost z A(a1, . . . , aN2 , ε) konverguje k prvku
z A(a1, . . . , aN2 , ε). To podle de�nice znamená, ¾e A(a1, . . . , aN2 , ε) je uza-
vøená.

2.2.4 Dal¹í vlastnosti A(a1, . . . , aN2, ε)

Mohlo by se stát, ¾e mno¾ina A(a1, . . . , aN2 , ε) bude prázdná. Volme N
takto

N > max

{
(1 + ε)2

d2
,

ε2

(1− d)2
,
1
ε2

}
.

Oznaème

In := ((d− ε/
√
n)(2n+ 1), (d+ ε/

√
n)(2n+ 1)),

pak

n ≥ N >
ε2

(1− d)2
⇒
(
d+

ε√
n

)
< 1⇒(

d+
ε√
n

)
(2n+ 1) < 2n+ 1,

a také

n ≥ N >
(1 + ε)2

d2
⇒
(
d− ε√

n

)
(2n+ 1) >
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(
d− d ε

1 + ε

)(
2
(1 + ε)2

d2
+ 1

)
≥

d

1 + ε

(
2
(1 + ε)2

d2

)
= 2

1 + ε

d
,

kde 1 + ε > 1 a d < 1, tedy celkem

In ⊂ (2, 2n+ 1).

Dále pak

n ≥ N >
1
ε2
⇒
(
d+

ε√
n

)
(2n+ 1)−

(
d− ε√

n

)
(2n+ 1) =

2
ε√
n
(2n+ 1) > 2ε2

2 + ε2

ε2
= 2

(
2 + ε2

)
,

a tedy

|In| > 2.

Zkonstruujme èíslo x ∈ (0, 1) a to tak, ¾e prvních N2 cifer zvolíme

a1(x) = a1, . . . , aN2(x) = aN2 .

V ka¾dém intevalu z R délky vìt¹í ne¾ 1 existuje celé èíslo, tedy pro v¹echna
n ≥ N volme celé èíslo cn ∈ In, pak v intervalu [n2 + 1, (n + 1)2] polo¾me
libovolných cn cifer rovných a a doplòme ciframi, které jsou rùzné od a, pak
zøejmì

∀n ≥ N, c(x, n) = cn

a navíc

d− ε√
n
<
c(x, n)
2n+ 1

< d+
ε√
n
,

pak x ∈ A(a1, . . . , aN2 , ε), a tedy A(a1, . . . , aN2 , ε) 6= ∅.
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2.2.5 Vyu¾ití pøede¹lých znalostí

Oznaème F systém v¹ech mno¾in tvaru A(a1, . . . , aN , ε), pro které

N > max

{
(1 + ε)2

d2
,

ε2

(1− d)2
,
1
ε2

}
.

Pomocí Lemmatu 1.2.3 doká¾eme, ¾e ná¹ systém F je ne-σ-V-pórovitý, tedy
libovolná mno¾ina A(a1, . . . aN , ε) ∈ F není σ-V-pórovitá. Volme

F = A(a1, . . . , aN , ε) ∈ F

a otevøenou mno¾inu G, tak aby

F ∩G 6= ∅.

Volme libovolnì y ∈ F ∩G a dostateènì velké pøirozené èíslo M , tak aby

M > N a M >
4
ε2
,

a také

F̃ := A(a1, . . . aN2 , aN2+1(y), . . . aM2(y),
ε

2
) ⊂ G.

Díky volbì y ∈ F ∩G ⊂ G, zøejmì platí

∃�ε > 0, (y − �ε, y + �ε) ⊂ G,

pak lze volit M tak, aby

10−M2

< �ε,

nebo» pro libovolné x ∈ F̃ platí

∀n ≤M2, an(x) = an(y)⇒ |x− y| < 10−M2

,

tedy F̃ ⊂ G. Dále pro libovolné x ∈ ~F platí

a1(x) = a1, . . . aN2(x) = aN2 ,

tedy první podmínka je splnìna. Navíc pro v¹echa n, pro která jeM > n ≥ N
platí
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aN2+1(x) = aN2+1(y), . . . aM2(x) = aM2(y),

tedy

c(x, n) = c(y, n)⇒ d− ε√
n
<
c(x, n)
2n+ 1

< d+
ε√
n
.

Pro v¹echna n ≥M je

d− ε√
n
< d− ε

2
√
n
<
c(x, n)
2n+ 1

< d+
ε

2
√
n
< d+

ε√
n
.

Dohromady jsme dostali platnost obou podmínek pro v¹echna n ≥ N , tedy

x ∈ F ∩G⇒ F̃ ⊂ F ∩G.

Vzhledem k volbì èísla M je také F̃ ∈ F , nebo»

M > N >
(1 + ε)2

d2
>

(1 + ε/2)2

d2
,

dále pak

M > N >
ε2

(1− d)2
>

(ε/2)2

(1− d)2
,

a také

M >
4
ε2

=
1

(ε/2)2
.

Nyní potøebujeme dokázat, ¾e F není V-pórovitá v ¾ádném bodì x ∈ F̃ ,
volme tedy libovolnì x ∈ F̃ a pøirozené èíslo k > (M + 1)2. Vzhledem k
Lemmatu 1.2.1 bude staèit kdy¾ doká¾eme, ¾e

x+k := x+ 10−k ∈ F a x−k := x− 10−k ∈ F.

Podívejme se, jak se mohou li¹it cifry x+k a x−k od x. Nech»

ak(x) = a− 1⇒ ak(x
+
k ) = a ≤ 8⇒ c(x+k , n)− c(x, n) = 1.

Dále nech»

ak(x) = a⇒ ak(x
+
k ) = a+ 1 ≤ 9⇒ c(x, n)− c(x+k , n) = 1.
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Pro ak(x) ∈ {0, . . . , 8} \ {a− 1, a} bude zøejmì

c(x, n) = c(x+k , n).

Zbývá vyøe¹it pøípad ak(x) = 9, co¾ je situace ponìkud komplikovanìj¹í.
Platnost c(x, n) > 0 pro v¹echna n ≥ N znamená, ¾e

∀n ≥ N,∃�n ∈
{
n2 + 1, . . . , (n+ 1)2

}
, a�n(x) 6= 9.

Volme nejvìt¹í n, pro které n2 + 1 ≤ �n < k a oznaème ho nmax, pak

ak(x
+
k ) = 0

a zvý¹í se cifra na k − 1-ním místì, tedy

x+k = 0, a1(x) . . . a�n−1(x) (a�n(x) + 1) 0 . . . 0ak+1(x) . . .

Zajímá nás pouze cifra a�n(x)+1, nebo» a /∈ {0, 9}, a to je pøípad, který jsme
ji¾ popsali vý¹e. Pro v¹echna n ≥ N tedy platí

|c(x, n)− c(x+k , n)| ≤ 1

a obdobnì se doká¾e také

|c(x, n)− c(x−k , n)| ≤ 1.

Bude také platit, ¾e

as(x) = as(x
+
k ) = as(x

−
k ),

pokud existuje pøirozené èíslo q, aby

s ≤ q2 < (q + 1)2 < k,

nebo» staèí volit q ≤ nmax z pøedchozího, kde jsme dokázali, ¾e cifry se
mohou zmìnit a¾ do n2max + 1 a platí

n2max < n2max + 1 < (nmax + 1)2 < k.

Doka¾me tedy x+k ∈ F a x−k ∈ F . Vzhledem k výbìru k lze vhodnou
volbou q =M získat, ¾e

∀s, 1 ≤ s ≤M2, as(x) = as(x
+
k ) = as(x

−
k ),
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tedy

a1 = a1(x) = a1(x
+
k ) = a1(x

−
k ), . . . aN2 = aN2(x) = aN2(x+k ) = aN2(x−k ),

a také

aN2+1(x) = aN2+1(x
+
k ) = aN2+1(x

−
k ), . . . aM2(x) = aM2(x+k ) = aM2(x−k )⇒

c(x, n) = c(x+k , n) = c(x−k , n) pro N ≤ n < M,

tedy

d− ε√
n
<
c(x, n)
2n+ 1

=
c(x+k , n)
2n+ 1

=
c(x−k , n)
2n+ 1

=
c(x, n)
2n+ 1

< d+
ε√
n
,

èím¾ jsme dokázali tvrzení pro v¹echna N ≤ n < M .
Nyní volme M ≤ n a vyu¾ijme∣∣c(x, n)− c(x+k , n)∣∣ ≤ 1 a

∣∣c(x, n)− c(x−k , n)∣∣ ≤ 1,

tedy

d− ε

2
√
n
− 1
2n+ 1

<
c(x, n)− 1
2n+ 1

≤ c(x+k , n)
2n+ 1

≤ c(x, n) + 1
2n+ 1

< d+
ε

2
√
n
+

1
2n+ 1

a

d− ε

2
√
n
− 1
2n+ 1

<
c(x, n)− 1
2n+ 1

≤ c(x−k , n)
2n+ 1

≤ c(x, n) + 1
2n+ 1

< d+
ε

2
√
n
+

1
2n+ 1

.

Vzhledem k podmínce

n ≥ N >
1
ε2

dostáváme, ¾e

1
2n+ 1

<
ε

2
√
n

a odtud ji¾ plyne tvrzení i pro M ≤ n, tedy celkem pro n ≥ N .
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Kapitola 3

Závìr

Témetickým okruhem zadané úlohy bylo rozpracování dùkazu vlastností
uvedené mno¾iny z citované práce [3]. Za hlavní výsledek lze pova¾ovat ma-
tematickou vìtu, která byla dokázána v práci [3]. Tato vìta øíka, ¾e zvolíme-li
si spoèetné ordinální èíslo α, pak jsme schopni najít takovou Borelovskou
mno¾inu C ⊂ R, ¾e pro v¹echny Borelovské mno¾iny B additivní tøídy α
není symetrický rozdíl B�C σ-pórovitý. Tento text lze pou¾ít, jako výklad
základních vlastností pórovitých a σ-pórovitých mno¾in a objasòuje jejich
dal¹í vyu¾ití.
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