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Kapitola 1

Uvod

1.1 Porovitost a o-poérovitost v R

Na tvod je velmi diilezité podivat se na zédkladni pojmy a vlastnosti po-
rovitych, o-pérovitych mnozin. Existuji dalsi typy mnozin, jako naptiklad
jednostranné poérovité, jednostranné o-porovité, silné pérovité a jejich zo-
becnéni do metrickych prostorti. O nich v tomto textu hovofit nebudeme.
Cilem této kapitoly je podat zakladni poznatky potfebné k dalsimu ¢teni
tohoto textu.

Oznaceni Necht E¥ C R je libovolna podmnozina a [ interval. Pak ozna¢me
A E, T) délku nejvétsiho otevieného podintervalu I, ktery je s F disjunktni.

Definice Volme E € 2% a x € R libovolné. Pak funkci

AME —h h
p(E, z) = limsup (B, (@ x+h)
h—0+4 h

nazveme poérovitosti mnoziny E v bodé x. Mnozina F je pérovita v z, pokud
je p(E,z) > 0. Rekneme déle, 7e mnozina E je pérovita, pokud je pérovitd
v kazdém jejim bodé a o-porovita, pokud ji lze napsat, jako spocetné sjed-
noceni porovitych mnozin.

Definice Mnozinu E C R nazveme hustou v R, jestlize plati

E=R.



Poznamka Na realné ptimce miizeme nalézt spoustu zajimavych hustych
mnozin. Napfiiklad ndm dobfe zndma mnozina racionélnich ¢isel Q je husta
v R. Plati dokonce, ze R \ Q je hustd v R.

Definice Rikdme, e E C R je ¥idka v prostoru R, jestlize plati

R\ E =R,
tedy dopliiek uzavéru E je husty v R.

Poznamka Obecné miizeme iict, Ze pokud je E ¥idk4, pak je R\ E a také
R\ E husta. Pokud bude E hustd nemusi platit, ze R \ F je fidk4, nebot
v predchozi poznamce jsme nasli mnozinu, ktera je husta a jeji doplhek je
také husty.

Definice Existuji-li E, C R takové, ze F, je fidkd v R pro vSechna n a

E = G E,.
n=1

nazyvame E mnoZinou 1. Baireovy kategorie.

Poznamka O o-pérovitych mnozinach v R, obecnéji v Eukleidovskych pro-
storech kone¢né dimenze vime, 7e jsou 1. Baireovy kategorie a Lebesqueovy
miry 0. Neni vSak pravda, ze by kazda takovd mnozina musela byt pérovita.
Napriklad mnozina Q raciondlnich ¢isel je v R 1. kategorie a ma miru 0,
a presto pérovita neni. V libovolné malém intervalu v R Ize najit alespon
spocetné racionalnich cisel, a proto nelze nalézt takovy podinterval, ktery
by byl s Q disjuktni.

1.2 V-porovitost a dalsi vlastnosti

V této kapitole budeme hovofit o jednom specidlnim piipadu obecné
V-pérovitosti popisované v [4], o jeho vlastnostech a ukdzeme, Ze prvky ur-
¢itého systému tvoreného pomoci této pérovitosti maji velice ,silnou” vlast-
nost, kterou ne-o-V-porovitost bezesporu je.

Definice Necht £ C R. Rekneme, 7e E je V-pérovitd, pokud

10
Ve e E,p(E x) > o



Nésledujici lemma je prekladem [3, Lemma 1.1]. Budeme ho chtit pouZit pro
vyvraceni V-pérovitosti a budeme se na néj odkazovat v hlavnim dikazu o
ne-o-porovitosti.

Lemma 1.2.1 Necht E C R, x € R a existuje p € N takove, Ze plati

Vk>pkeNz+107% e E.

Pak E neni V-porovitd v x.
Dikaz Méme FF C R, x € R a predpokladejme, ze existuje p spliujici
prvni cast tvrzeni. Volme libovolné £ > p a ozna¢me
IF=(z+ 107" 2 +107%) a I = (z — 107",z — 107 D) |
pak zfejmé
17| = (z+107%) — (z 4+ 10-* D) =9 (10-¢*) =

(z — 107" — (z —107%) = ||,

a také
\I7| > |1, pro j > k.
Necht i € (10-*D 107%], coz je ekvivalentni
Je € [0,]17]) tak, Ze h=10""—¢
a podivejme se na hodnoty vyrazu

ME, (x — hyz + h))
- .

Oznacme

Me=A(E,(x—10"" z+107"),
pak

Mer1 = a < I, kde I je interval a plati



1C (z—107% D 24107 ) |I|=aalInE=0.

Ziejmé je
(x = 107%™ 2+ 107* ) ¢ (3 — (1077 =€), 2+ (107" —¢)) =

(x —h,x+h)=1C (x—h,x+h),
a tedy

ME, (x —h,z+h)) > Agsa-
Necht nejprve plati

AME, (x —h,z+h)) > Mey1 =

AT ((x—10"+ex— 100 )y (z+ 107" 2+ 107" —¢)),

tak, ze |I| > A\py1, pak ziejmé

ANE, (x —h,x+h)  ME, (z— (107 —€),z+ (107 —¢)))

= <
h z+ (107F —¢) -
LT —e  9(107*FD —¢/9) 9
r+107% —¢ 10 (10-*+D) —¢/10) ~ 10°

Necht nyni

ME, (z — hyx + h)) = Apsr,
pak
ME,(x—h,z4+h)) Ay A1 < Ll 9

h TR 100D T 0=k 10
Tedy celkem jsme ziskali, ze pro v§echna k& > p bude pro h € (10_(’““), 10_’“]

NE, (x—ha+h) _ 9
h =10



Po sjednoceni vSech takovych interval dostdvame platnost predchozi nerov-
nosti pro vSechna h € (0, 10’(1’“)} a musi nutné platit, ze

9 10

E .
PE ) < 5 <3

Poznamka Obdobné jako u pérovitosti zavadime o-V-porovitost, tedy jako
mnozinu, kterou lze zapsat jako spocetné sjednoceni V-pérovitych mnozin.

Budeme konstruovat systém mnozin a radi bychom ukazali, ze jeho prvky
nejsou o-porovité. Diky nasledujicimu lemmatu, coz je jen specialni pripad
[4, Proposition 2.15] ndm bude stacit dokéazat, Ze zadny jeho prvek neni
0-V-porovity.

Lemma 1.2.2 MnozZina E C R je o-V-porovita prave tehdy, kdyZ je o-
porovitd.

Nyni pomoci V-porovitosti zavedeme jisty systém mnozin, jehoz prvky bu-
dou ne-o-V-pérovité. Myslenka konstrukce takového systému pochazi z [3,
Definition 1.3], coZ je konkrétni pripad [4, Definition 4.2].

Definice Necht F C 2®. Rekneme, Ze F je o-V-nepdrovity systém mnoin,
pokud

1. F je neprazdny systém neprazdnych uzavienych mnozin a

2. pro viechna F' € F a kazdou otevienou G C R, pro které plati FNG #
() existuje Fe F takové, ze () # FNG c FNG a FNG neni V- porovita
v 74dném bodé F N G.

Néasleduje lemma, které primo vyuzijeme v zavéru dikazu hlavni ¢asti. Jde
o specialni pfipad [4, Lemma 4.3].

Lemma 1.2.3 Necht F je o-V-nepdrovita rodina mnozin. Pak Zadna F € F
neni o-V-porovitd.



1.3 Nekoneéné desetinné zlomky

Zde se budeme zabyvat nékterymi poznatky a vlastnostmi nekonec¢nych
rozvoji readlnych ¢isel, at uz s periodickym, ¢i neperiodickym rozvojem. Bu-
deme je vyuzivat pii konstrukci mnozin s uréitymi vlastnostmi, a také pro
jejich ovérovani.

Definice Nekoneénym desetinnym rozvojem (zlomkem) nazveme radu

ay (03] as
10 * 102 * 103

kde a, je celé ¢islo z mnoziny {0,...9}. Takové &islo a, nazveme n-tym
desetinnym ¢islem, n-tou decimalou zlomku, a nebo také n-tou cifrou, coz
budeme pouzivat hlavné v pozdéjsi ¢asti textu. Oznacime-li s jako soucet
této tady, lze Tici, ze vySe definovany zlomek mé hodnotu s, nebo Zze s mé
desetinny rozvoj popsany touto fadou. Relaci shodnosti, stejnosti na sys-
tému nekone¢nych zlomki definujeme, jako rovnost vSech decimal. Radu
lze strucnéji zapsat, jako 0, ayasas ... budeme tento zplsob zapisu pouzivat
nejcastéji.

+ ...,

N4

tfebovat lze nalézt v [2, Véta 94] a zde je jeji znéni.

Véta 1.3.1 1. KazZdy nekonecny desetinng zlomek 0,a1aza3... = s je
konvergentni fada a plati s € [0,1]. Rovnost s = 0 plati prave tehdy,
kdyz a, = 0 pro vsechna n € N. Obdobné rovnost s = 1 plati prdve
tehdy, kdyz a, =9 pro vsechna n € N.

2. Dva ruzn€ nekonecné desetinné zlomky maji stejnou hodnotu prdave
tehdy, kdyz ma jeden z nich tvar 0,aqas . ..a_1a;0000. .. a druhy tvar
0,a1as ...ap_1(ap —1)9999. ..

3. KaZzdé ¢islo s vyhovugict podmince s € [0,1), lze vyjadrit prdvé jednim
zlomkem 0, ajazas . .. takovym, Ze pro nekonecné mnoho hodnot n je

a, # 9.
Dikaz 1. Se¢tenim geometrické rady

t—9+9+9+ +9+
100 102 0 103 T 1om

10



dostavame, ze

n=0 10
Ozna¢me ¢asteéné soucty
a1 + + Qp
Sp=—=4+...+ —
10 107
a
o=
ST T

Vzhledem k tomu, ze vSechny a4, ..., a, jsou cifry, tedy a; € {0,...,9} pro
vSechna 1 <7 < n, bude jisté s, <t,, a také

s=lim s, < limt,=t=1,
n—oo n—oo

odtud pro

s=1=s5=t,
a tedy a,, = 9 pro vSechna n € N. Naopak, pokud a,, = 9 pro vSechna n € N,
pak je s =t = 1. Zcela analogicky se volbou

t—£+i+i+ _|_i_|_ —()
10 102 103 0 T 1o T

dokaze zbytek 1. ¢asti tvrzeni pro s = 0.

2. Oznacme

_ 4, %
ST T2 T
a
by by
t=—+—=+...
0102 "

dva rizné zlomky. Necht existuje nejmensi £ € N takové, ze ap # bs. Bez
1jmy na obecnosti predpokladejme, ze a; > by, tedy

a; =by,ay = by, ... y Ap—1 = bi—1,

pak muzeme psat

11



a;  a Ap_1 by, b1
p= 02y Gty Ok Ok
10 + 102 + + 10k-1 + 10% + 10k+1

Pro s a jeho ¢astecny soucet ziejmé plati

+ ...

>y 4
S — —.
=10 10%

Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz s ma konecny rozvoj (zlomek), a tedy

Q11 = Ay = ... = Ay =0,

pak

s=0,a1as...a;0000...

Protoze a,, > ap — 1 > by, bude

pe@y g -l 9 9
— 10 7 10! 10% 10k+1  10R+2 T
Soucet fady na pravé strané nerovnosti dava
a ag—1  ay 1 1 — 9
10 Tt 10k-1 + 10k 10k + 10% ; 10n’
tedy
ay Ak—1 ag 1 1
< S oLy SR o o
Sttt oer T T Tor T or 8

a t = s prave tehdy, kdyz

t= 0, ajas ... ak_19999 Ce

3. Volme libovolné ¢islo s, které spliuje podminku 0 < s < 1. Zvolme celé
¢islo ay tak, aby

aq 1
<g_
0<5=70 <10

tedy

a; < 10s < aj + 1,

Vzhledem k volbé s dostavame

12



0<10s<10=0<a <9,

Postupné k s konstruujme posloupnost celych ¢isel

A1,a2,...,0p, ...
tak, aby pro kazdé n bylo
ai a9 an 1
0<sg——— — — ... — —
=710 102 10" = 107

z ¢ehoz po tpravé vyplyva, ze

a, <10"s — 10" ta; — 10" 2a9 — ... — 10a,_1 < a, + 1.

Lze tedy volit také a,,_; tak, aby

a1 asg Qp—1 1
0<s——_ 2 _ — < .
=57 70 7 102 10n-1 ~ 1071
Upravou ziskdme, Ze
0<10"s — 10" 'a; — 10" 2ay — ... — 10a,_; < 10,

tedy dohromady s nerovnostmi pro a, dostavame, Ze

0<a,+1=1<a,,

a také

a, <10 = a, <9.

Zjistili jsme, ze pro libovolné prirozené cislo n bude vzdy 1 < a,, < 9.
Ziejmé bude také

ai as (079
0< 1 (————— ——) =,
e TR T) 107) = s 107

tedy

e e AT

S = — —_— e ..

10 102 107

Necht

dk e N,Vn > k,a, =9,

13



pak musi platit

a1 (05) ag 1
0<sg_ G2 %% _
=710 102 10F ~ 107
ale
ay a9 ap 9 9 B
STI0 100 T 10F 100 g T T

1 i 9 1 5 1
10k &= 10" 1081 — 45 10%
COZ je Spor.

Poznamka Omezenim pouze na nekonecné desetinné zlomky, ve kterych
je nekonecné mnoho decimal riznych od 9 vidime, ze kazdy takovy zlomek
vyjadiuje ¢islo s € [0,1). Naopak Ize kazdé takové ¢islo s vyjadrit pravé jed-
nim zlomkem s = 0, a;as . .. Pokud toto ¢islo nahradime kone¢nym rozvojem
0,a1as . ..a; dopustime se chyby mensi nez 107%. Pro libovolné nezdporné
¢islo z najdeme [z], jako celou ¢ast Cisla x a polozime x — [z] = s. Ziskdme
tak s € [0,1) a x = [z] + s, kde €islo s lze vyjadfit nekoneénym desetinnym
zlomkem.

Definice Zlomek 0, ajasaz ... nazyvame periodickym, pokud existuji & € N,
r € N, ze pro vSechna n > k je a,,, = a,. Zlomek ma tedy tento tvar

s=0,a1ay...0,05410%+2 ... QpQK+10f+o ...  QpQlr]Qptro
— —
Ak+rQAk+r4+1Qk+r42 Ak4+2rAk42r4+10k+2r+2

Poznamka Takové ¢islo s je racionalni, nebot

_ W Ap—1
s = 10+...+—10k_1—|—

Qy, ak+r71> 1 1 1
— 4.+ 1
<10’“ + + TRt ( + 107 + 102 + 105" + )

kde ¢islo v pravé zavorce je geometrickd fada s koeficientem

1 =1 1
= 1o kz% 10 1— 2

10m

a to je urcité raciondlni.

14



Lemma 1.3.2 Zlomek 0, aiasa;3 . .. vyjadiuje racionalni cislo pravé tehdy,
kdyz je periodicky.

Dtukaz Podle predeslé poznamky je kazdé cislo s periodickym zlomkem jiz
racionalni.
Necht je zlomek s = 0, aja, . .. racionalni. Pokud by existovalo & € N takové,
ze

Vn > k,n e N,a, =9,

pak je zlomek periodicky, nebot a, = a,y1 = ... Lze tedy predpokladat
1 < s < 1, pak ho lze vyjadiit jako p/q, kde p € No, ¢ € N a p < q. Volme
libovolné n € N, pak pro ¢astec¢ny soucet s, = 0,a; ...a, plati

L am =9 1
== ) qgn < 2 fom = g
m=n+1 m=n+1
Plati tedy odhad
1
0< n < .
S S 1on
Ziejmé je
10™p — 10"s, n
10" (s — 5,) = 10" —10ms, L = L7 2 o Cn
q q q q

kde ¢, je celé ¢islo, nebot

p je celé ¢islo = 10™p je také celé ¢islo

10"s,, a q jsou cela ¢isla = 10"s,q musi nutné byt také celé ¢islo,

pak je ¢, rovno rozdilu dvou celych ¢isel, a tedy je také celé. Po vynasobeni
nerovnosti pro rozdil s — s,, hodnotou 10" dostavame
n Cn
0<10"(s—s,) =— <1,
q

odtud ale plyne, 7e ¢, € {0,...,q — 1} a vzhledem k libovolné volbé ¢isla n
Ize najit alespon dalSich ¢ ¢isel splhujici totéz. Pro g + 1 ¢isel, které mohou

15



nabyvat jedné z ¢ hodnot musi nutné platit, Ze alespon dvé z nich budou
shodna. Necht jsou to napiiklad ¢isla ¢, = ¢; a necht bez Gjmy na obecnosti
plati £k <[, pak pror =1—k > 0 je ¢y = cxyr, a tedy

Ck

Af41 Ar+2 k
...=10 —8,) = — =
0 102 T (s=sn) =7

Chtr k+r Aptr41 | Akyrt2
— =10""(s — s,) = + +
q ( ) 10 102
Pro ¢islo ¢x/q mame dva desetinné rozvoje, které obsahuji nekonecéné
mnoho decimadl riznych od 9, pak podle 3. ¢asti pfedchozi véty musi tyto
zlomky byt totozné, tedy pro vSechna n > k jsou si ¢leny a, a a,, rovny,
tedy podle definice je zlomek 0, aqas . .. periodicky.

Poznamka Pfirozenym zobecnénim desetinnych rozvoji (zlomki) ziskame
tzv. g-adické rozvoje, nebo také g-adické zlomky. Desetinnym rozvojem ro-
zumime g-adicky rozvoj pro g = 10.

Definice Necht je ¢ libovolné celé ¢islo, pro které je g > 1. Necht jsou

dale ayas ... celd c¢isla, kterd spliuji 0 < a,, < g — 1 pro vSechna n, pak je
nekonec¢na rada

konvergentni a pro jeji soucet s plati, ze 0 < s < 1. Takovou fadu oznacujeme
symbolem

O,alagag...an...

a nazyvame ji nekonecny g-adicky zlomek.
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Kapitola 2

Formulace a reSeni problému

2.1 Formulace problému

V praci [3] je k dikazu hlavniho vysledku vyuzivan urity nespocetny
systém mnozin, jehoz libovolné dva prvky jsou disjunktni a hlavné zadny
prvek neni o-pérovity. Nasim cilem nyni bude tento systém fadné definovat
a oveérit vSechny jeho podstatné vlastnosti, tedy zejména ne-o-pérovitost. V
dalsim budeme potiebovat nasledujici definici.

Definice Necht z € (0,1). Pokud x = Y, , ¢;1077, pak lze jisté psit z =
0,aiasa3 ...V pripadé, ze x ma vzhledem k 2. ¢asti Vety 1.3.1 dva rozklady
volime ten, ktery konc¢i nekonecné mnoha 0, tedy vyuzijeme 3. Cast stejné
véty. Necht je a cifra, tedy a € {0,...9}, pak hustotu a horni hustotu cifry
a v desetiném rozvoji x definujeme jako

d(a,r) = lim #{k:1<k<n,a(x)=a}

n— 00 n

d(a,x) :limsup#{k < k= m a () a}'
n—o00 n

Poznamky O funkci, kterd prvku x definovaném vyse pfifradi hodnotu

d(a,x) je znamo, Ze je Borelovsky méfitelna na otevieném intervalu (0, 1).
Jiz J. Tkadlec prokazal, 7ze existuje systém po dvou disjunktnich ne-

o-pérovitych mnozin, dokonce I. Reclaw dokéazal, Ze mohutnost takového
systému miize byt az celé kontinuum. Ponékud slozitejsich rozvoji realnych
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¢isel, nez jsou nadmi vyuzivané desetinné rozvoje vyuzil J. Foran ke kon-
strukci ne-o-pérovité mnoziny. Mirnou tpravou jeho konstrukce dostavame
nasledujici systém.

Véta 2.1.1 Necht a € {1,...8}. Pak pro libovolné 0 < d < 1 neni mnoZina
Ay :=A{x:d(a,x) = d} o-pdrovitd.

Poznamka Takova mnozina je dokonce Borelovska a pritom neni o-pérovita.

Podrobnéjsi popis problematiky a hlavné odkazy na zminénd tvrzeni lze
najit napiiklad v [3]. Nyni mame za ukol dokézat platnost vyslovené Vety
2.1.1, tomu se budeme vénovat v dalsi kapitole.

2.2 Reseni problému

Vzhledem k Lemmatu 1.2.2 stac¢i dokazat, ze Ay neni o-V-pérovita. Po-
kud bychom nasli neprazdnou podmnozinu A,, kterd nebude o-V-pdérovita,
pak jiz tvrzeni bude platit. K tomuto tcelu definujme nésledujici mnozinu.

2.2.1 Zavedeni mnoziny A(aq,...,ayz,¢€)
Volme 0 < d < 1 aa € {1,...8} pevné. Pro pfirozené ¢islo n € N a
redlné = € (0,1) definujme
c(z,n) =#{k:n* <k <(n+1)°, ap(z) =a}.

Déle volme piirozené ¢islo N € N, € > 0 a cifry ay,...an2 € {0,...9}
a to také pevné a definujme mnozinu A (aq,...ayz,€) jako mnoZinu vSech
x € (0,1), pro které

ai(z) = ay,...ayn2(x) = aye

d—i<c(m’n) <d+-—

vno 2n+1 vn

pro vsechna n > N.
Dokazme, 7Ze nami definovand mnozina A(ay, ..., ayz, €) je skuteéné pod-
mnozinou Ag.
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2.2.2 A(al,...,aNz,e) C Ay

Nejprve si pro libovolné pfirozené cislo n oznac¢me

f(n)=#A{k:1<k<n,a(z) =a}

I, = {n2+1,...,(n+1)2}.
Volme libovolné pfirozené ¢islo ng > N, k nému pfirozené ¢&islo p > n a
ozna¢me si
n(p) = n, kde n je index, pro ktery p € I,,.
Zvolme si libovolné = € A(ay, ..., anz,€). Vzhledem k predchozimu bude pro

takové cislo jisté platit

T=0,..an2. .. Qg2 Anpy - Oy Oy 11)2 41 - - -

Pro kazdou mnozinu I,, znadme presny pocet cifer shodnych s a, nebot

cr,n)=#{k:n*> <k <(n+1)? ap(x) =a} = #{k: k€ I, ar(z) =a}.
Abychom dokézali inkluzi A(aq, ...aynz2,€) C Ag budeme potiebovat ové-

rit, ze

o) = i FELS RS ) =a) S

n—00 n n—oo M

=d,

tedy, ze nami libovolné zvolené ¢islo x lezi také v Ay. Pokusme se odhadnout
hodnotu f(p) pro ndmi zvolené p. Bude jisté platit

n(p)
fp) <ng+ ) clw,i)

i=ng

a také

c(x,4) < f(p)-

: S
\M;@/
L
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Pro kazdé ¢(x,n) mame z definice ptivodni mnoZiny horni odhad, a proto

n(p) n(p)
: € :
ng + E c(x,i) < nj + E (d%—%) (20 4+1).

i=ng i=ng

Vyraz na pravé strané nerovnosti lze rozepsat také jako

, n(p) . n(p) % 11
n0+d§)(2z+1)+6§ T
Necht 7 € N, pak
(20+1)2 i+1 AP 8451

i (2641)+1) 434122+ 9

4% + 40— 1 (20 +1)2  (2+1)+1)?
- — . -<1= , < -
443 + 1212 + 90 i 141
2i 41 <2(z’+1)+1
Vi Vi+1

tedy vSechny cleny druhé fady lze odhadnout hodnotou

2n(p) +1
n(p)
Po se¢teni prvni fady a odhadu druhé fady lze psat

n(p) n(p) ..
20+ 1
2 .
n0+d§ (20 +1)+¢ — <
1=ng i=ng \/E

ng+d((n(p) +1)* —ng) + €

a po aprave dostavame

F(p) < d(n(p) + 1) + (1 — d)n + e = g(p).

Na druhou nerovnost pouzijme dolni odhad ¢(x,n), tedy po obdobné
upraveé ziskavame nasledujici nerovnost
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(p)—1 n(p)—1 n(p)—1

d Z (2i+1) —¢ Z Qi\;%l < Z c(x,1)

1=ng 1=ng 1=ng

a po dapravé mame

(n(p) = 1) (2n(p) — 1)
n(p) — 1

Vyuzitim predeslych odhadl shora i zdola celkem dostdvame nerovnost

h(p) = d(n(p))” — d (no)” — e < f(p).

h(p) < f(p) < g(p),
a tedy

h(p)  f(p) wm'

< <
p p p

Vsechny predeslé nerovnosti platily pro libovolné p > nZ. Podivejme se
nyni na

. (d(n(p) T, (L—dnd | n(p) (20(p) + 1))
e A p p py/n(p)
b))’ ) (n(p) = 1) (2n(p) = 1)
pmee po e\ P p pyn(p) =1
Ziejmé
(n(p) +1* _ (nl) +1° _
npr+1 =~ p T
a také
(n(p) +1)° _

.
proe n(p)? +1

pak podle véty o limité tiech funkei plati

=1,
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lim =d.
p—o0 D
Analogicky plati
2
lim LW _
p—oo D
Dale pak
2 . 2
tim L00° o, L=
p—0o0 p p—00 p
Zbyva spocitat limitu
2 1
i ) 2n(p) +1)
p=ee py/n(p)
Diky odhadtim ¢isla p dostavame
n(p) 2n(p) +1) _ np) 2nlp) +1) _ n(p) 2n(p) +1)
(n(p)+1)/nlp) = py/nl) T () + 1) /nlp)
a protoze
oy M) @Cep) +1) L n(p) (2n(129) ) _y
r= (n(p)? +1) v/n(p) 7= (n(p) +1)" v/n(p)

bude podobné podle véty o limité tfech funkci

lim En(p) (2n(p) +1)

7 pynlp)

a analogicky také

Tedy

p—00 p p—00 p



a opétovnym pouzitim véty o limité tfech funkci dostavame, ze

1< k< =
d = lim _f(p) = lim #{k: 1< k< palr) = a} =d(a, ),
pP—00 p p—00 p

¢imz jsme vzhledem k libovolné volbé ¢isla x dokazali, ze

x € Alay,...,an2,€) = x € Ay,

tedy, ze

Alay,...,anz2,€) C Ag.

Nasli jsme podmnozinu Ay, o které jesté potiebujeme dokazat, ze je ne-
prazdna a hlavné, ze neni o-V-pérovita. Radi bychom vyuzili Lemma 1.2.5,

ale k tomu pfinejmensim pot¥ebujeme dokazat, ze A(aq,...,an2,¢€) je uza-
viena.
2.2.3 Uzavfenost mnoziny A(ay,...,ayz,€)

Nejprve volme libovolné z € A(aq,...,an2,€) ay € (0,1) a predpokla-
dejme, ze x # y. Oznaéme [, nejmensi index, pro ktery jsou cifry a;_. ()
a ay . (y) rizné, tedy

Imin = min {, a;(x) # a;(y)}.

Pokud ma platit predchozi, musi nastat jeden ze dvou moznych pripadi:

almin (I) > almin (y) )

nebo

almin ('r) < almin (y) *

NeCht’ almin ('r) > almin (y)

Protoze jsme [;, volili jako minimum, musi platit

VI < lin, () = a;(y).

Lze tedy zapis zjednodusit a prvnich [,;, — 1 cifer oznacit jako
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ar = ('ZC> = <y)’ tet 7al1nin_1 = a'lmin_1<x> = almin_l(y>7

pak ¢isla x a y mizeme psat jako

r=0,a1...a,,, 10, (T)...

y - 0’ 0/1 st a'lminfla/lmin (y) tte
Cislo y 1ze odhadnout shora takto

y<0,a;...q;,. 10

(4)999 . ..

min min

Hodnotu na pravé strané, muzeme diky druhé casti véty o nekonec¢nych
desetinnych zlomcich psat také, jako

0,a1...a, 1 (a,. (y)+1)000...

Vzhledem k nerovnosti

almin (I) Z almin (y) + 1 > a'lmin (y)
bude také platit

0,ay...a,,, 14, (x)000...>

0,a1...a,,,,-1(a,, (y)+1)000... >y

Diky tomu, ze z € A (aq, ...ayz,€) plati pro libovolné n > N nerovnost

PR ) R

< :
vno2n+1 NG

Cislo d jsme volili z intervalu (0, 1), tedy

E|Ed>0,€d<d<1—€d.

Hodnota €/+/n je vzhledem k pevné volbé € pro dostateéné velké n libovolné
mala, tedy presnéji

Ve > 0,dn € N,Vn > n,

Sl
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Volme € = ¢4, pak tedy

7

Pro libovolné n > max {ng, N} bude také jisté platit

dng € N, Vn > ng, < e€g < d.

€ c(x,n)
0<d—-—F4=<
vnoo2n+4 17

tedy

0 < c(x,n).

Zjistili jsme, 7e pro dostateéné velkd n bude funkce c(x,n) nabyvat pouze
kladnych hodnot. Predchézejici plati za predpokladu, ze

62

€ . «
d — — > 0, coz je splnéno pro n > —

vn d*’

odtud dostavame podminky na n. Volme tedy dostatecné velké ptirozené
cislo

2

n>max{\/lmin,%,]\]},

a to naptiklad takto

9
n— {max {\/lmin, %,NH + 1.

Nerovnost ¢(x,n) > 0 znamend, Ze mezi ciframi a,2,(x),... ,a(n+1)z(x)
je alespon jeden prvek s hodnotou a € {1,...,8}, tedy

()0...0 0...01  0...

24 1(2)-0(41)2(2)

.’13‘20,0,1...&[

min

Diky odhadtim pro = a y lze psat, Ze

r—y>0,a1...q,, 1a,, (x)0...0 0...01 0...

241 (@) 1002 (2)

—0,a1...a,, 14, (x)0...0 0...00 0...

an2+1(y)~-'a(n+1)2 (v)
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tedy

x—y>10"(HD7

Necht’ almin (:E) < almin (y)

Postupujme obdobné, jako v predchézejici ¢asti. Odhadnéme y zdola

y Z 07 al st almin_lalmin (y)OOO tt
Opét diky druhé ¢asti véty o nekone¢nych desetinnych zlomcich lze takové
c¢islo zapisovat ekvivalentné ve tvaru
07 al Tt almin_l (almin (y) - ]') 999 Tt

Vzhledem k relaci ¢isel a;, (z) a a;,, (y) plati

almin (aj) S almin (y) - 1 < almin (y)

a diky této nerovnosti miizeme psat

y Z 07 a... almin_l (almin (y) - 1) 999 tee 2

0,a1...a;, 105, (£)999...

Pro odhad ¢isla x opét pouzijeme toho, 7e x € A(ay,...,anz,€). Tedy
pro vSechna n > N plati nerovnost
€ c(x,n) €
d——< <d+ —=
vnoo 2n+1 vn
a podobnou tivahou dokazeme, Ze pro dostateéné velkd n bude c(z,n) > 0.
Volme

2
n = {max {\/lmin, %, NH + 1.
Analogicky diky nerovnosti ¢(x,n) > 0 pro a € {1,...,8} dostavame odhad

r<0,a...q,, 1a;. (x)9...9 9...98 9...

an2+1(x)...a(n+1)2 (z)
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diky némuz a odhadu pro y lze psat, ze

y—x>0,a1...q,, 10, ()9...9 9...99 9...

an2+1(y)"'a(n+1)2 (y)

—0,a1...a,,, 14, ()9...9 9...98 9...

a2y (z)...a(nJrl)g (z)

tedy

y—x > 1()_("+1)27

coz dohromady s predeSlym vysledkem znamend, Ze pro nami zvolené n, a
nebo libovolné vétsi bude pro dvé &isla © € A(ay,...,anz,€) ay € (0,1),
ktera se lisi v ciffe aq; . platit

min

|z —y| > 10~ (7,

Konvergence po slozkach
Ptedpokladejme, ze mame posloupnost z,, € A(ay, ..., an2, €), kteréd kon-
verguje k y € (0,1). Podle definice to znamena, 7e
Veg > 0,3Img, Ym > myg, |2, — y| < €.

Zvolme ptirozené ¢islo k libovolné a predpokladejme, ze pro néjaké m > my
bude ay(z,) # ar(y). Aplikujme pfedchozi pro x = x,, a y. Bude jisté platit,
7e k > lyin. Podle predchoziho volme

2
ng = {max{\/g,%,NH +1

2
> [max{\/ lminy%aN}} +1=mn,

pak dostavame, ze
2

[T — y| > 10~ (n+D? > 10~ (et

Vzhledem k faktu, ze x,, konverguje k y ma byt pro dostatecné velké m
absolutni rozdil téchto dvou ¢isel libovolné maly, volme nyni
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€g = 10~ (ns+1)’

9

pak dle definice existuje mq a plati

2
Vm > mg, |T — x| < € = 10t )7

coz je spor s predeslou nerovnosti. Od néjakého ¢lenu my uz tedy musi byt
cifry ap(zn) a ar(y) shodné. Tedy dokazali jsme, ze ¢leny konvergentni po-
sloupnosti x,,, kterd konverguje k y budou pro libovolné k mit pro dostatecné
velkd m cifry na k-tém misté shodné s y. Tedy formalné

Vk € N, Imy, Ym > my, ap (x,) = ag (y),
¢

coz lze také chapat tak, ze slozky (ai(zn), az(xy,),...) ¢isla x,, konverguji
ke slozkdm (aq(y),as(y),...) ¢isla y.

Zivér dukazu o uzavrenosti

Tm € A(ay,...,anz2,€), a proto plati
al(:cm) = Q1,... ,G,NZ(CL'm) = anz
a
g o) e

vnoo 2n+1 NZD
pro vsechna n > N. Diky konvergenci z,, k y po slozkdch miizeme k libo-
volnému £ najit my,_, , 7ze pro vSechna m > my,_ . bude platit

a to napriklad takto

Mo, = Max {my, ... mg}.

Volbou k& = N? dostdvame, Ze

a1(y) = a1(xm) = aq, ..., an2(y) = an2(T,) = ayz

a tedy je splnéna prvni podminka.
Nyni volme n > N libovolné a analogicky jako v predeslém naleznéme

my, ze pro vSechna m > my,___ bude platit

max ? max
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ai(rm) = a;i(y), V1 <i <k,

ale tentokrat pro k = (n + 1)2. Tedy pro libovolné n > N jsou vSechny cifry
T, ay az do fadu (n+ 1)2 shodné, pak bude i ¢(x,,,n) = ¢(y,n). Celkem
tedy mame

a1 (y) = ay,...,an2(y) = anz

a
¢ _ cly,n) €
d——< <d+ —=
Voo 2n+1 NZD

pro n > N, ¢imz jsme dokazali, 7e i y € A(ay,...,anz,€) a tedy, ze li-
bovolnd konvergentni posloupnost z A(ay,...,anz,€) konverguje k prvku
z A(ay,...,ay2,€). To podle definice znamena, 7e A(ay,...,ayz2,€) je uza-
viena.

2.2.4 Dalsi vlastnosti A(ay,...,ayz2,€)

Mohlo by se stét, ze mnozina A(ay,...,ayz,€) bude prazdna. Volme N
takto

Oznacme
I, :=((d—¢/v/n)2n+1),(d + ¢/v/n)(2n + 1)),
pak
n>N > a7 = (d+%> <l=
(d+ %) (2n+1) <2n+1,
a také

n2N>(1;r—;)2:>(d—%>(2n+1)>
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(d_dlie> (2(1 ;26)2 + 1) =

2
d 2(1+e) :214—6’
1+e€ d? d

kde 14+e>1ad <1, tedy celkem

I, C (2,2n+1).
Dale pak

n2N>€%:(d+%> (2n+1)—(d—%> (2n+1) =

) 2
L(2n—|—1)>262 e

2
NLD €2

=2(2+¢),
a tedy

\L,| > 2.

Zkonstruujme ¢islo x € (0,1) a to tak, Ze prvnich N? cifer zvolime

a1 (x) = ay,...,an2(x) = ape.
V kazdém intevalu z R délky vétsi nez 1 existuje celé ¢islo, tedy pro vSechna
n > N volme celé ¢islo ¢, € I,, pak v intervalu [n? + 1, (n + 1)?] poloZme
libovolnych ¢, cifer rovnych a a doplime ciframi, které jsou rizné od a, pak
ziejmé

Vn > N,c(z,n) = ¢,
a navic
€ c(x,n) €

— <d4+ —,
vno 2n+1 N4

pak x € A(ay,...,anz2,€), a tedy A(ay,...,ayz,€) # 0.

d—
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2.2.5 Vyuziti predeslych znalosti
Ozna¢me F systém vSech mnozin tvaru A(ay,...,an,€), pro které
1+¢)? 21
N > max ( +€), € 5,5 (-
> (1 —d)* é

Pomoci Lemmatu 1.2.3 dokazeme, ze nas systém F je ne-o-V-porovity, tedy
libovolnd mnoZina A(ay, ...ay,€) € F neni o-V-pdrovita. Volme

F:A(al,...,aN,e)Gf

a otevienou mnozinu G, tak aby

FNG#(.
Volme libovolné y € F'NG a dostatecné velké prirozené ¢islo M, tak aby

4
M>NaM>—,
2
a také
~ €
F:= Aay,...an2,an211(y), - - a2 (y), 5) C G.
Diky volbé y € F NG C G, ziejmé plati

Je>0,(y—€y+e CGqG,
pak lze volit M tak, aby
107 < g,
nebot pro libovolné = € F plati
Vn < M? an(x) = an(y) = o —y| < 1077,
tedy F C G. Déle pro libovolné z € F plati

a1(xz) = ay,...ayn2(x) = aye,

tedy prvni podminka je splnéna. Navic pro vSecha n, pro kterdje M >n > N
plati
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an241(z) = anz41(y), - - a2 () = ane(y),

tedy

clz,n)=cly,n) =d——=<

Pro vSechna n > M je

d—i<d ¢ C<x’n)<d+L<d+L.

i 2yn  2n+1 2./ vn

Dohromady jsme dostali platnost obou podminek pro vSechna n > N, tedy

reFNG=FCFNG.
Vzhledem k volbé ¢isla M je také Fe F, nebot

(1+¢)” - (14¢€/2)°

M > N > 7 7 ,
dale pak
M >N > ¢ > (6/2)2
1-d?® (1-a)
a také
4 1
M>—=——

€2 (e/2)%

Nyni potfebujeme dokazat, ze I’ neni V-porovita v zadném bodé = € ﬁ,
volme tedy libovolné = € F a piirozené &slo k > (M + 1)>. Vzhledem k
Lemmatu 1.2.1 bude stacit kdyz dokdzeme, ze

x;::x—l—lo_keFax,; =r—10"%eF

Podivejme se, jak se mohou lisit cifry =i a z; od z. Necht

ap(z) =a—1= ar(a)) =a <8 = c(zf,n) —c(x,n) =1.

Dale necht
ar(r) =a = ap(zy) =a+1<9= c(z,n) — c(xf,n) = 1.
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Pro ai(x) € {0,...,8} \ {a — 1,a} bude zfejmé
c(z,n) = c(zf,n).
Zbyvéa vyftesit pripad ag(x) = 9, coZ je situace ponékud komplikovanéjsi.
Platnost ¢(z,n) > 0 pro vSechna n > N znamen4, Ze
Vn > N,3n € {n2+1,...,(n+1)2},aﬁ(x) # 9.

Volme nejvétsi n, pro které n? + 1 < 7 < k a oznaéme ho ny,, pak

ar(ry) =0

a zvysi se cifra na k — 1-nim misté, tedy

i =0,a1(x)...an_1(z) (an(z) + 1)0... 00k (z) . ..
Zajima nas pouze cifra az(z)+1, nebot a ¢ {0,9}, a to je ptipad, ktery jsme
jiz popsali vyse. Pro vSechna n > N tedy plati
lc(x,n) — c(zf,n)| <1

a obdobné se dokédze také

le(z,n) — c(zy,n)| < 1.
Bude také platit, ze

as(z) = CLS(IZ_) = QS("EI;)»

pokud existuje prirozené ¢islo g, aby

s<¢® < (g+1)° <k,

nebot stac¢i volit ¢ < np., z predchoziho, kde jsme dokazali, ze cifry se

mohou zménit az do nZ,, + 1 a plati

2 <ni 1< (e + 1) < k.

max max

Dokazme tedy z;} € F a x; € F. Vzhledem k vybéru k lze vhodnou
volbou ¢ = M ziskat, ze

Vs, 1 < s < M? a,(z) = a,(x]) = as(ry),
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tedy

ar = ay(x) = a1(z) = ar(xy ), . . a2 = an2(x) = ane(x)) = ane (),

a také
anz41(z) = ane 1 (2) = anegi(x3), - - ane (x) = appe (2) = appe () =

c(x,n) = c(z,n) =c(x,,n) pro N <n< M,
tedy
e _clan) clagn)  clzg,n)  clrn)

€
d—— < = = <d+ —=
vn o 2n+1  2n+1 2n+1  2n+1 +\/ﬁ’

¢imz jsme dokazali tvrzeni pro vSechna N <n < M.
Nyni volme M < n a vyuZijme

c(z,n) — c(zf,n)| < Ta |c(z,n) —clz;, n)| <1,

tedy

g 1 <c(x,n)—1Sc(x,j,n)gc(x,n)—i—1<d+ € . 1
2yn 2n+1 2n +1 2n +1 2n + 1 2yn 2n+1

a

P 1 <c(x,n)—1Sc(x,:,n)gc(x,n)+1<d+ € 1 |
2y/n 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2yn 2n+1

Vzhledem k podmince

1
n>N>—
2
dostavame, ze
1 €
<
2n+1 ~ 2y/n

a odtud jiz plyne tvrzeni i pro M < n, tedy celkem pron > N.
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Kapitola 3
Zavér

Témetickym okruhem zadané ulohy bylo rozpracovani dikazu vlastnosti
uvedené mnoziny z citované price [3]. Za hlavni vysledek lze povazovat ma-
tematickou vétu, ktera byla dokdzana v praci [3]. Tato véta fika, ze zvolime-li
si spocetné ordindlni ¢islo a, pak jsme schopni najit takovou Borelovskou
mnozinu C' C R, ze pro vSechny Borelovské mnoziny B additivni tfidy o
neni symetricky rozdil BAC' o-pérovity. Tento text lze pouzit, jako vyklad
zékladnich vlastnosti pérovitych a o-pdérovitych mnozin a objasnuje jejich
dalsi vyuziti.
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