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trojuhelnikd, poté piiklady na nékteré konstrukce. Tyto feSené ulohy jsou
doplnény o Java applety dynamické geometrie Cabri, které jsou interaktivné
zéavislé na ménitelném zadani.
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Uvod
Dynamicka geometrie

Pocitacovy software se dnes pouziva ve vzdélavacich institucich stile Castéji.
Predevsim v oblasti matematiky, protoze podstatné¢ zjednodusSuje préci
pii aplikaci matematiky samotné, ale inapiiklad protoze dokaZze Zadany
vysledek zobrazit pfesné a hlavné rychle. To je vyhodné pfedev§im tehdy,
kdyZ chceme nazorné predvést a vysvétlit zmeény ve vysledcich i pfi malych
zménach v plivodnim zadani, ku ptikladu v rovnicich s parametrem, pocitani
limit nebo v planimetrii a stereometrii. U poslednich dvou témat je pfi vyuce
na stfednich Skoldch casto pravidlem nizkd ndzornost a pravé programy
(pracujici s tzv. dynamickou geometrii), schopné tento nedostatek napravit,

jsou mezi prvnimi, o které stfedni Skoly projevuji zajem.

Dynamické geometrie je tedy pojem predstavujici kombinaci vSech pocetnich
a zobrazovacich schopnosti pocitace aklasické geometrie, piedevsSim
analytické, protoZze ta je pro pocita¢ Iépe reprezentovatelnd. Jednd se
o programy schopné vykreslovat geometrické objekty asnimi i pocitat.
Vyhodou toho je nejen interaktivita s uZivatelem, ale iautomaticka reakce
pii zménéch vlastnosti jiz vytvoirenych objektl. To mé za nésledek rychlejsi
rysovani, a navic i rozvoj piedstavivosti uzivatele. A jak jiz bylo feceno, je to
obzvlast vyhodné pii samotné vyuce geometrie, nebot’ usnadiiuje praci ucitele
pfi vysvétlovani jednotlivych jevil nebo rozviji prostorové vidéni Zaka, pokud
se jednd o program schopny zobrazovat objekty v trojdimenziondlnim
prostoru. Planimetrie a stereometrie jsou pfitom jedny z ¢asti matematiky, jez

najdou uplatnéni i u téch absolventd stfednich $kol, ktefi se matematice déle

nevénuji, coZ jenom posiluje vyznam dané latky.

Existujici programy

Vv s

Mezi nejzndméjsi programy dynamické geometrie patii bezesporu Cabri
Geometrie II, kterd spliiuje naprostou vétSinu toho, co se piipraci s
geometrickymi objekty v roviné ofekava. UZivatelské prostiedi se snadno
ovladd avysledky, které program ukazuje, jsou dostatené¢ ndzorné

i pro pouzivani v praxi. RozSitenim rovinné Cabri do prostoru je Cabri 3D,
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kterd je tedy schopna pracovat isrovinami. Nainternetu jsou zdarma
ke stazeni demoverze obou programil, v nichZ jsou ale n¢které prvky omezeny,
napiiklad se rysy nedaji uklddat. To je mozné az uplné verze, u které je
vyzadovéana licence. Na trhu je k dneSnimu dni spousta dalSich navzdjem
podobnych aplikaci, jako je Cabri. Jednou z nich je Cinderella, kterd ma

Vev s

sloZit&jsi nastaveni a obtiZnéji se v ni pracuje, nebo Geonext, ktery je dokonce
export do HTML stranek, takze poskytuji ndhled kazdému, kdo bude mit
o rysy na internetu zdjem. VyuZivaji totiz svétove rozSiteny jazyk Java. Ten je
sice potfeba instalovat, ale internetové prohliZzece tuto moZnost samy nabizeji.

Jinak jsou rysy pouze statickymi obrazky.



Pouzité symboly

A, B, C
P q

a p,p
xeM
xg M
—AB
—AB; > pA
P=9q
pXq
pllg
pRgq
MnN
LAVB
&AvVB

body A, B, C

primky p, ¢

uhly, ptipadné roviny a, 3, p

x je prvkem mnoZziny M

x neni prvkem mnoZiny M
piimka AB

poloptimka AB; polorovina pA
piimky p a g jsou totoZné
piimky p a g jsou riznobézné
piimky p a g jsou rovnobézné rizné
piimky p a g jsou mimob&zné
prunik mnozin M, N
(konvexni) thel AVB

nekonvexni dhel AVB

Znaceni v trojihelniku

AABC
a,b,c

a B,y

Sas Sbs Se
tas tp, te

T

Py, Py, P
Vas Vb, Ve
0

Oas Op, Oc
kos So

04, OB, OC
kv, Sy

Ty, Ty, T
o, By
kpas Spa

trojuhelnik ABC

strany trojuhelniku

vnitini thly trojahelniku

stiedy stran trojihelniku

téZnice trojuhelniku

paty vysek trojihelniku

vySky trojuhelniku

ortocentrum trojihelniku

osy stran trojuihelniku

kruZnice opsand, stfed kruznice opsané
osy Uhla trojihelniku

kruZnice vepsand, stfed kruZnice vepsané
body dotyku kruZnice vepsané a stran trojihelniku

kruZnice pfipsana strané a, stfed kruznice pfipsané strané a
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Zakladni pojmy

Synteticky piistup

Je dost obtizné popsat tak zdkladni pojmy jako jsou bod, piimka nebo rovina.
Presto vétSina lidi tyto pojmy znd aintuitivné je chdpe. UZ na zdkladnich
Skolach se vyucuje, co je to bod. Nasledné se prechdzi k tsecce jako nejkratsi
spojnici dvou bodd a pomoci ni se odvozuje piimka piipadné polopiimka.
Na stfednich skol4ch se potom Z4ci seznamuji s dalSimi pojmy stereometrie, tj.
geometrie v prostoru. Objekty v prostoru jsou ale uz obtiznéji predstavitelné,
doposud se totiz pfevaznd vétSina geometrickych objekt dala rovnou

narysovat. Rovinou, v niZ se doposud pracovalo, byl list papiru v seSit¢.

Bod je to, co nema délku, Sitku, ani vySku. Pfimka méa jen délku. Rovina m4

jen délku a Sitku.

Eukleidés, Zaklady

Analyticky pristup

Na stfednich Skoldch se analytickd geometrie vyucuje az po stereometrii, 1
kdyZ zobeciiuje vSechny pojmy doposud v geometrii nau¢ené. Reprezentuje
geometrické objekty pomoci rovnic nebo soustav rovnic, coz je zase latka,
ktera se nastfednich Skolach vyucuje jeSt€¢ pired geometrii. Bod
je interpretovan jako uspofddand n-tice redlnych Ccisel, kde n je dimenze
prostoru, v némz bod leZi. Jinymi slovy je zaddn soufadnicemi. Od bodu se
piechédzi k vektorim a od nich potom k pifimkam. Pokud se studenti v rdmci

analytické geometrie dostanou ke geometrii v prostoru, setkaji se potom

1 s reprezentaci rovin, které se analogicky "pfirovnaji" k rovnicim piimek.




Zakladni utvary
Bod

Bod je bezrozmérny geometricky tutvar, pomoci kterého tvotime dalsi dtvary,
tzv. mnoZiny bodi. Je zdkladnim pojmem v ramci kterékoli Skolské
geometrie, at’ uz syntetické nebo analytické. V obou piipadech je zaddn svoji

polohou a nedd se rozd¢lit na mensi ¢asti.

Primka

Dvéma rtiznymi body prochézi jedina piimka.

Piimka je obecné chdpand jako piima spojnice dvou rtiznych bodu, ktera je
prodlouzend do nekonecna, nemd pocatek ani konec. UrCuje se t€émito dvéma
body. Pifimka je tedy pfimd spojitd ¢dra, mnoZina tvofend nekonec¢né¢ mnoha

body. Piimku urCenou body A a B znaime <>AB.

B
p
A
Vzajemna poloha bodu a piimky
T4,
A
p p
Bod A lezi na piimce p. Bod A nelezi na piimce p.
Aep A¢p




Vzajemna poloha dvou piimek

Piimky jsou totozné. (specidlni piipad
rovnob€Znosti)

Maji vSechny body spolecné.

P=9

Pifmky jsou rovnobézné riizné.
Nemaji spole¢ny bod.
pliq

Piimky jsou riznobézné,
maji jeden spole¢ny bod P.

pXq

Piimky jsou mimobézZné (pouze v prostoru).
Nemaji spole¢ny bod a neleZi v jedné roving.

pXNgq

-
=]
= =)
sl 1]
fim]
=] 0
0

Usetka

Pfima spojnice mezi dvéma riznymi body je dse¢ka. D4 se na ni nahliZet jako
na Cast piimky. M4 také jako pfimka nekonec¢né¢ mnoho bodi, ale protoZe ma
krajni body, mtizeme méfit jeji délku. Usecku s krajnimi body A, B znadime
jednoduse AB a jeji velikost |ABI, stejn¢ jako vzdélenost bodd A, B, métime
vétSinou v centimetrech. Pii jednopismenném oznaceni udsecky, napt. a,

muzeme myslet jak iseCku samotnou, tak jeji délku.

Usecka AB v roviné p chdpand jako mnoZina bodd: {Xe p; IAX| + IXBIl = |ABI}

*ﬂ\\
it

E
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Stied Gsecky

Stejné jako muiZe bod ndleZet piimce, miiZe ndleZet i tsecce. Takové body,
které dsecCce nalezi a nejsou krajnimi, nazyvame vnitini body tsecky. Ten z
nich, ktery méd navic od obou krajnich bodu stejnou vzdélenost, je stied

asecky. Znacime S nebo s indexem napft. Syp.

T\v\\k
Sem

E

Poloprimka

Jeden bod lezici na piimce ji déli na dvé ¢asti, navzdjem opacné polopFimky.
Ty se zadavaji také pomoci dvou bodu, ale narozdil od pfimky a useCky zde
zaleZi na jejich potadi. Prvni z nich je krajni bod, tzv. po¢atek. Polopiimku s

pocatkem A a vnitinim bodem B zna¢ime +— AB.

Polopitimka + AB v rovin€ p chdpand jako mnozina bodii:

{Xe p; IAX] + IXBI =1ABI v IAX| =|ABI + IBXI}

*ﬂ\\
A

E

Usecku AB lze potom definovat jako pranik dvou poloptimek +> AB N > BA.

Polorovina

Analogicky jako bod dé¢li ptimku na dvé opacné poloptimky, déli piimka
rovinu na dvé opacné poloroviny, jejichZ je hrani¢ni pfimkou. Ta patii do
obou vymezenych polorovin. Body nélezici do poloroviny, které nelezi na
hrani¢ni piimce, jsou takzvané wvnitini body poloroviny. V piipadé
ndsledujiciho obrazku se vyznacena polorovina zapisuje — pA, pokud je délici

piimka urcena body X, Y, znaci se polorovina > XYA.
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Uhel

Uhel je definovan jako &dst roviny ohrani¢end dvéma polopfimkami se
stejnym pocatkem. U uhli Ize méfit jejich velikost. Jednotkami velikosti jsou
stupné (°) nebo radiany (rad). Piimy uhel, ktery je tvofeny dvéma opacnymi
poloptimkami m4 velikost 180° nebo také m (rad). Uhel na obrizku je vymezen
poloptimkami > VA a > VB, tzv. rameny thlu, V je vrchol dhlu. Znac¢ime
LAVB nebo feckymi pismeny napt. o (timto jednopismennym zdpisem
muZeme myslet i velikost Ghlu). Ramena dhlu AVB ale déli rovinu na dva
uhly, pfi¢emZ patii do obou. Jeden z nich je konvexni (tj. isecka AB mu cela
nalezi, jeho velikost je mens$i nebo rovna 180°), ten druhy nekonvexni.
Rozlisuji se symbolikou £AVB, GLAVB, implicitné se ale mini ten thel, ktery
je konvexni. Analogicky jako u poloroviny se u thli zavadi pojem vnitini

bod 1hlu, to je takovy bod, ktery nalezi do uhlu, ale ani do jednoho z ramen.

Kruznice

KruZnice k urcend stiredem S a polomérem r je mnoZina vSech bodl v

roving, které maji od stiedu S vzdalenost rovnou polomeéru.

Kruznice k(S,r) v roving p jako mnozina bodi: k = {Xe p; I1SX| = r}

12




Trojahelnik

Vlastnosti trojihelniku

Trojahelnik AABC s vrcholy A, B, C lze definovat jako prinik tif polorovin
> ABC, — BCA a +— CAB. Pokud tyto body lezi v jedné piimce, potom
takovy trojuhelnik neexistuje. Jedna se tedy o rovinny tutvar ohrani¢eny tfemi
useckami AB, AC, BC, které se nazyvaji strany trojihelniku. Souc¢tem whla
vymezenych vrcholy trojihelniku L BAC, L CBA, X ACB nebo také vnitinich
dhlu trojahelniku je thel piimy (180°).

Aby trojihelnik o stranach a, b, ¢ existoval, musi platit trojihelnikova
nerovnost, tj. soucet kazdych dvou délek stran musi byt vétsi nez délka strany

treti. Délky stran trojihelniku znacime pro jednoduchost stejné jako strany

samotné.
Trojihelnikova nerovnost: a<b+c,b<a+c,c<a+b
Kratsi zapis: b-cl<a<b+c

13




Rozdéleni trojuhelniki podle délek stran

Trojuhelnik riznostranny.

atb+c+#a

C
%
a
A c B
C
Trojihelnik rovnoramenny.

b a a=b#c

B c B
C
/\
|'£"' C T B

Trojihelnik rovnostranny.
a=b=c

U rovnoramenného trojihelniku se stejné¢ dlouhé strany nazyvaji ramena,

strana tfeti je potom zakladna.

Rozdéleni trojihelniku podle velikosti vnitinich uhla

C
b Trojthelnik ostrouhly,
| velikosti vnitinich dhld
jsou mensi nez 90°.
A c B

14



b Trojuhelnik pravouhly,
a velikost jednoho
dhlu je rovna 90°.
&, c 2]
: L Trojuhelnik tupoiihly,

a velikost jednoho thlu
je veétsi nez 90°.

234

Stiedni pricky

4

Stiredni piickou trojihelniku rozumime kazdou z udsecek spojujicich stiedy
stran trojuhelniku. Konkrétn€ u AABC jsou to usecky S.Sp, SuSe, SpS., kde
napt. S, je stfed strany a. Stfedni pficky dé€li trojihelnik na Ctyfi navzdjem

shodné, s ptivodnim podobné trojihelniky.

& 5, " B

Sttedni pficka trojihelniku je rovnobéznd se stranou trojihelniku, jejimz

sttedem neprochdzi. Navic md polovi¢ni délku této strany.

Dtikaz tvrzeni vyplyva ze stejnolehlosti se sttedem v protilehlém vrcholu nebo

z podobnosti trojihelnikd.
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TéZnice
TéZnice je tisecka spojujici vrchol trojihelniku se stfedem jeho protéjsi strany.

Ptikladem v AABC je teznice t,, kterd je useckou AS,. Obdobné& tak existuji

téZnice ke strandm b, c¢. Kazdy trojuihelnik ma tedy tii t€Znice.

kazdou z t€Znic na usecky, jejichz délky jsou v poméru 2:1.

Jednim z moznych ditkazi tvrzeni je diikaz pomoci stejnolehlosti se sttedem v

T a koeficientem -Y2. Vrcholy se zobrazi na sttedy protéjSich stran a strany na

MV

sttedni pficky, které jsou dvakrat kratSi nez strany.

Vysky
Vysku v trojihelniku chapeme jako tsecku spojujici vrchol s patou kolmice
na protéjSi stranu, kterd danym vrcholem prochazi. Lze tak ale i celou tuto

kolmici. Napftiklad vyska v, na stranu a trojihelniku ABC je tsecka spojujici

vrchol A s jeho kolmym primétem P, do pfimky BC nebo piimka <>AP,.
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Tyto priméty nazyvame paty vySek. Je-li AABC ostrodhly, jsou paty vSech
tii vySek vnitfnimi body stran trojihelniku. V piipad€ pravouhlého
trojihelniku jsou paty dvou vySek shodné s jednim z vrcholti. Pokud je AABC

tupouhly, nendlezi paty strandim samotnym, ale pifimkam, na nichZ strany lezi.

PEI
B
[=
Fiy
b un as=vs
'-"1"- o=y B=0

a koeficientem -%2, v némz se vysky zobrazi na osy stran, které se v jednom

bodé¢ protinaji. Pokud je AABC ostrouhly, je O vnitinim bodem trojihelniku,

17




jestlize je pravouhly, splyva ortocentrum s jednim z vrcholdi, v piipadé

tupouhlého trojihelniku lezi O vné.

Osy stran

Osa usecky je pfimka na usecku kolma, ktera navic prochazi jejim stfedem.
Osu strany trojuhelnika chapeme jako osu usecky, kde stranu povazujeme za
useCku. Napiiklad osa strany AB je kolmice na AB vedend stiedem Syp. Je to

piimka, pro jejiz body plati, Ze maji stejnou vzdalenost od A jako od B.

Osa strany AB v roving p jako mnoZina bodu:

{Xe p; 1AX] = |IBX1}

Osy stran trojihelniku maji jeden spole¢ny bod S,.

Pro dvé osy existuje jeden prusecik, pro ktery plati, Ze je stejn¢ vzdaleny od
vSech tif vrchold, tedy jim musi prochdzet i osa tieti.
KruZnice opsana

ProtozZe je prusecik os stran stejn¢ vzdédlen od vSech tif vrcholl trojihelniku,
muzZeme zkonstruovat kruznici, kterd bude vrcholy prochdzet. Takova

kruZnice ma stied S,, polomér IS,Al a nazyva se opsana, znac¢ime k,.

18



Osy uhlu

Osa thlu BAC je poloptimka, kterd rozdé€luje <BAC na dva dhly stejné
velikosti. Pro jeji body plati, Ze jejich vzdalenost od ptimek (popf. stran) AB a
AC je stejna.

Osa thlu <L BAC v roviné p jako mnoZina bodd:
{Xep;dX, ©AB)=d(X, «©AQ)},
kde zapisem d(X, <>AB) rozumime vzdéilenost bodu X od piimky <> AB, tedy

od paty kolmice prochdazejici bodem X na ptfimku <> AB.

Osy uhla trojihelniku maji jeden spolecny bod S,.

Pro dvé€ osy existuje jeden prusecik, pro ktery plati, Ze je stejné vzdaleny od

vSech tif stran, tedy jim musi prochézet i osa treti.
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KruZnice vepsana

Protoze je prisecik os dhll stejné¢ vzdalen od vSech tii stran trojuhelnika,
miZeme zkonstruovat kruZnici, pro niZ budou strany trojihelniku te¢nami.
Takovd kruznice ma stied S,, polomér d(S,, <>AB) a nazyva se vepsana,
znacime k,. Body dotyku vepsané kruznice s jednotlivymi stranami znac¢ime

Ta, Tb’ Tc-

-_-______L:j+
=

o
el
m

Vnéjsi thel

Uhel o' je vedlej$im dhlem k dhlu a (a je konvexni), pokud maji jedno
rameno spole¢né a zbyld dvé jsou navzdjem opacné poloptimky, takze a + o' =
7. Vnéjsi ahly trojihelniku jsou vedlejsi thly k vnitinim. Vné&jsi dhly davaji

souctem dohromady uhel velikosti 360°.

KruZnice pripsana

Krom¢ kruznice vepsané existuji jesté tii kruznice, které se dotykaji jedné
strany trojuhelniku a pfimek, na nichZ lezi zbylé dv¢. Tyto kruZnice nazyvame
pripsané a jejich stfed je prusecikem osy jednoho vnitiniho thlu a dvou os
vn¢jsich dhld, jak je vidét na obrazku. KruZnici pfipsanou strané a zna¢ime

kpa, jeji stied S,q.

20



Osa jednoho vnitfniho dhlu a osy dvou zbylych vnéjSich dhli maji jeden

spole¢ny bod.

Diikaz vychazi z vlastnosti os thll stejné jako u kruznice vepsané.
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Geometrické véty

Pythagorova véta

V pravotihlém trojihelniku ABC s pravym thlem pfi vrcholu C se stranami a,

b, ¢ (a, b jsou odvésny, c je pfepona) plati:
2

at+b*=c

Pythagorova véta plati pouze pro pravouhlé trojihelniky. Pravouhlost

trojihelniku se tedy pomoci ni dé ovéfit.

Obsah ¢tverce nad pteponou pravouhlého trojihelniku se rovna souctu obsahti

étvercu nad obéma odvésnami.

dikaz pomoci obsahil. Vezméme dva Ctverce se stranami délek (a+b), pokud

je rozdélime podle obriazku, dostaneme nékolik rovinnych tutvarl, u nichz
miiZeme porovndvat obsahy. Sedé trojihelniky jsou navzdjem shodné, proto

jsou si obsahy zbylych ¢asti nutné rovny.
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Euklidova véta o vySce
V pravouhlém trojihelniku ABC s pravym uhlem pfi vrcholu C se stranami a,
b, c (a, b jsou odvésny, c je pfepona) plati:

v =ca. Ch
kde c,, ¢, jsou délky dsekli prepony rozdélené patou P, vysSky v, na stranu c.
Euklidova véta o odvésné
Ve stejné oznaceném trojihelniku jako u véty o vysce pro odvésny plati:

2 2
a=c.c, b =c.cp

Cy ‘B

Stejné€ jako Pythagorova véta jsou véty Euklidovy ekvivalencemi. Pokud pro

néjaky trojihelnik jedna z vét plati, potom je jist¢ pravouhly.

Diikaz: Vyska v, rozdéluje AABC na dva trojihelniky, jejichZ vnitini dhly

maji stejnou velikost jako trojihelnik piivodni. A protoZe jsou také pravouhlé,
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je mozné z nich zjistit hodnoty goniometrickych funkci, které se budou rovnat.

Dojdeme tedy k nésledujicim rovnostem:

Sinova véta
Pro kazdy trojihelnik ABC se stranami a, b, ¢ a vnitinimi thly a, g, y plati:

sing _sinff _siny _ 1
a b c 2r

kde r je polomér kruzZnice opsané.

Diikaz: Prvni rovnost (z niZ se dd cyklicky odvodit i ta druhd) dokdZeme
pomoci vysky v.. V piipadech, Ze jsou oba thly ostré nebo Ze jeden z nich (5)

je pravy, bude platit rovnost:

a.sinf = v, = b.sina,

z nenulovosti délek stran plyne délenim piivodni rovnost.
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Pokud je jeden z thla () tupy, bude predchozi vzorec vypadat takto:
a.sin(z-f) = v, = b.sina,

coz ale z vlastnosti funkce sinus vede k pfedchozimu piipadu.

Pro posledni rovnost postupné oznaéme J, &, ¢ vnitini thly trojihelnikit AS,B,

AS,C, BS,C pti vrcholech piivodniho trohthelniku ABC. Z rovnosti
20+ec+@)=m, e+p=y

plyne 6 + y = /2. Postupné se dostdvame k pocatecni rovnosti:

¢ =2r.coso = 2r.cos(a/2 - y) = 2r.siny
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Kosinova véta

Pro kaZzdy trojihelnik ABC se stranami a, b, ¢ a vnitinim thlem p pfi vrcholu C
plati:

E=d®+b*- 2ab.cosy,

pricemz se da véta cyklicky zaménit i pro ostatni vnitini dhly.

Diikaz: Pythagorova véta je specidlnim pfipadem kosinové véty pro uhel y
pravy. Je-li y dhel ostry, rozd€luje pata P, vysky v, stranu b na dv¢ usecky b,

b,.

Pomoci dhlu y a strany a mazeme vyjadfit vy, b,, z nich potom b,.
Vp = a.siny
b, = a.cosy
b.=b-b,=Db - a.cosy

Pro ¢, b., vy, plati Pythagorova véta:
A=bl+vwt=(- a.cosy)2 + (a.siny)2 =b*- 2ab.cosy + a2c0s2y + azsinzy =
=a’ + b* - 2ab.cosy

V ptipadg, Ze je uhel y tupy, nelezi Pj, na strané b. Potom
vp = a.sin(x - y) = a.siny,
b, = a.cos(x - y) = -a.cosy,
b.=b+b,=b-a.cosy,

coz odpovidd i vzorctim pro ostry thel y.
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Konstruk¢ni alohy

Mnoziny bodu dané vlastnosti

Nedilnou soucésti feSeni konstrukénich dloh je vyuZivani mnozin bodi dané
vlastnosti. Jednd se o mnoZiny boda v roviné (Ize ptipadné i v prostoru). V
této mnozin€ jsou vSechny body, které maji danou vlastnost, a Zadné jiné.
Piikladem muze byt kruznice, coZ je mnoZina vSech bodi, které maji od
jistého bodu (stfedu) danou vzdélenost (polomér). Symbolicky zapisujeme

M = {Xe p; p(X)}, kde ¢ je vyrok.

Uvod do konstrukénich tloh

Konstruk¢ni dloha je piiklad, jehoz feSenim je geometricky utvar se zadanymi
vlastnostmi sestrojeny pomoci pravitka, kruzitka a pfipadn¢ i dthloméru. Pfi
feSeni técto dloh se vyuziva jak mnoZin bodii dané vlastnosti a mnoZinovych
operaci, tak geometrickych vét. Obecné délime konstrukéni udlohy na
polohové, kde je sestrojovany obrazec jednozna¢né uréen svou polohou, a
nepolohové, u kterych 1ze dany obrazec sestrojit kdekoliv. Nepolohové tlohy

se pfevadéji na polohové vhodnym pevnym zvolenim urcujicich prvkd.

Ptikladem nepolohové ulohy je sestrojit trojuhelnik o danych délkach stran.
Ekvivalentni polohovd uloha je napiiklad najit tieti vrchol trojihelniku,
zname-li dva vrcholy a délky stran. Zminé€nou nepolohovou ulohu na
polohovou zménime, kdyZ v roviné pevné umistime jednu ze stran

trojuhelniku.

Spravnymi kroky feSeni konstrukéni dlohy jsou rozbor, popis konstrukce,
konstrukce samotna a zavér spolecné¢ s diskuzi. Rozborem se mysli nastin
feSeni, popis konstrukce je potom konkrétni zdpis krokl, podle kterych se
bude konstrukce provadét. Zavér a diskuze, popiipad€ zkouska, nakonec overi
spravnost konstrukce a v zavislosti na zaddni provéii pocet feSeni, pfiCemz

uvazujeme vSechna feSeni v rovin€.
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Nekteré kroky pii feSeni konstrukénich uloh povazujeme za zédkladni a neni
nutné je tedy rozepisovat, napi. vztyCeni kolmice, sestrojeni rovnobézky nebo

osy uhlu.

Prace s applety

Reeni nasledujicich ptikladii je doplnéno o applety CabriJava, pomoci nichz
lze ménit zaddni a tedy i vysledné obrazce. S délkami stran nebo velikostmi
uhla 1ze interaktivné pracovat a vysledky se tedy v zdvislosti na zadani ihned
pretvareji. Ptipadny postup konstrukce je moZné sledovat dvojklikem na

7 M2z

applet, kdy se objevi v dolni ¢asti okna posunovaci liSta.

V appletech se misto indexti pouziva znak "_" (podtrzitko). V piikladech na
kostrukci délek misto odmocniny anglickd zkratka sqrt (square root), misto

mocniny znak "A" (stfiSka).
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Priklady

Piiklad 1

Sestrojte kruznici opsanou obecnému trojuhelniku ABC.

ReSeni

Sestrojime obecny trojihelnik ABC, k nému potom hleddme stied a polomér
kruZnice opsané.

Rozbor:

Stied kruZnice opsané leZi v priniku os stran. VSechny se protinaji v jednom

bodgé, k jeho sestrojeni staci osy dve.

Popis konstrukce:
1. AABC

2. 0.; 0, 0sa strany ¢
3. 045 04 Osa strany a
4.8,; S,€ (o.M oy)
5. ko; ko(Sos 1S,A)

k_o
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Diskuze:
Osy stran trojihelniku nemohou byt nikdy rovnobé&Zné, proto vzdy existuje

jejich prisecik. Kazdy trojihelnik ma tedy prave jednu kruZnici opsanou.

Piiklad 2

Sestrojte kruznici vepsanou obecnému trojihelniku ABC.

ReSeni

Sestrojime obecny trojihelnik ABC, k nému potom hleddme stfed a polomér
kruZnice vepsané.

Rozbor:

Stted kruznice vepsané leZi v pruniku os thli. VSechny se protinaji v jednom
bodé, k jeho sestrojeni staci osy dvé. Polomér potom ziskdme pomoci kolmého

pramétu stfedu do jedné ze stran.

Popis konstrukce:

1. AABC

2. 04; 04 osa thlu pfti vrcholu A

3. 0p; op osa thlu pii vrcholu B

4.8,; S,€ (0oaNop)

5. T.; T, kolmy primét bodu S, do strany ¢
6. ky; k,(Sy; 1S, T])

Diskuze:
Osy thli trojdhelniku nemohou byt nikdy rovnobézné, proto vzdy existuje

jejich prasecik. Kazdy trojihelnik ma tedy prave jednu kruZnici vepsanou.
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Priklad 3

Sestrojte kruznici pfipsanou jedné ze stran obecného trojihelniku ABC.

ReSeni

Sestrojime obecny trojihelnik ABC, u néj potom hledame stfed a polomér
kruznice pfipsané jedné z jeho stran, napf. strané a.

Rozbor:

Stied kruZnice ptipsané strané a leZi v priniku osy thlu pii vrcholu A a os
vngjsich thlu pii vrcholech B, C. VSechny se protinaji v jednom bodé, k jeho
sestrojeni staci dvé ze zminénych os. Polomér potom ziskdme pomoci

kolmého primétu stfedu do jedné z ptimek, na nichZ strany leZzi.

Popis konstrukce:

1. AABC

2. 04; 04 osa thlu pii vrcholu A

3. 0,8; 0, 0sa vnéjsiho dhlu pii vrcholu B

4. Spa; Spa€ (04N 0yp)

5. Tye; Tae kolmy primét bodu S, do pfimky <> AB
6. kpa; kpa(Spa; 1SpaTacl)

32



S_pa

K_pa

A B T ac

o_vB

Diskuze:
Osa vnitiniho dhlu a osy zbylych dvou vedlejSich thll trojihelniku nemohou
byt nikdy rovnobézné, proto vzdy existuje jejich prusecik. Kazdy trojihelnik

ma tedy pravé tii kruZnice ptipsané, kazda z nich piislusi jedné stran¢.

Priklad 4
Sestrojte A KLM, znate-li délky jeho stran &, [, m.

ReSeni

Libovolné zvolime tsecku KL, IKL|I = m, potom hleddme bod M.

Rozbor:

Bod M je od bodu K vzdélen o délku / a od bodu L vzdalen o délku k. Bude

tedy leZet v pruniku dvou kruZnic.

Popis konstrukce:
1. KL; IKLl =m

2. ki k(K3 D)

3. ki ki(Ls k)

4. M; Me (ki ky)
5. AKLM
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4.00 cm
M1
| $50¢cm
M 3 20cm
kI
M2 k_k
Diskuze:

Pocet feSeni zavisi na délkach vsech tif stran, tedy na trojihelnikové

nerovnosti.
-ml<k<l+m 2 feSeni, navzdjem shodnd
-ml>k v k>l+m 0 feSeni
Priklad 5
Sestrojte AABC, znéte-li délky jeho stran a, ¢ a velikost vnitfniho thlu a pti
vrcholu A.
Reseni

Libovolné zvolime usecku AB, |IABI = ¢, nasledné hledame bod C.
Rozbor:
Bod C lezi na polopiimce +— AX svirajici s iseCkou AB dany thel a a je od

vrcholu B vzdalen o délku strany a.

Popis konstrukce:
1.AB; |ABl =¢
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2. =5 AX; IXBAX| =«
3. k; k(B; a)

4. C, Ce (kN> AX)
5. AABC

Diskuze:

Pocet feSeni zavisi na poctu prvki priiniku poloptimky + AX s kruZnici k.
Pokud je a thel ostry (tj. 0° < o < 90°), je bod B od polopiimky > AX vzdalen
c.sina. Dal$i mezni hodnotou je pfipad a = ¢, kde kruZnice k prochazi bodem
A. V pfipadé, Ze je o tihel pravy nebo tupy (90° < a < 180°) rozhoduji o poctu

feSeni pouze délky stran a, c.

4 Z00cm X1
C1
€ 550cm \
alfa LR Ay
c3
A B
c4
/
Cz\xz
a < c.sina 0 feSeni
0° < o < 90° a = c.sina 2 teSeni, navzdjem shodnd
csina<a<c 4 teSeni, dveé dvojice shodnych
a>c 2 feSeni, navzdjem shodnd
90° < g < 180° a<c 0 fesSeni
<a
a>c 2 feSeni, navzdjem shodna
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Piiklad 6
Sestrojte AABC, znéte-li délku jeho strany c a velikosti vnitinich thla a, y pfi

vrcholech A, C.

ReSeni

Libovolné zvolime tsecku AB, |IABI| = ¢, potom hleddme bod C.

Rozbor:

Bod C lezi na polopiimce > AX svirajici s iseckou AB dany thel o a zaroven
leZi na oblouku pfedstavujici mnoZinu vSech bodi Z takovych, ze |XAZBI = y.
Jednodussi, neZ sestrojovat oblouk, bude v tomto piipad€ dopocitat tihel f pti

vrcholu B; f=m-a - 7.

Popis konstrukce:

1.AB; 1ABl =c¢

2. 5 AX; IXBAX| =«

3. > BY; ILABYl=7-0a-y
4. C, Ce (L AXN > BY)

5. AABC
[ X
5.69 cm ¥
ﬁ C1
alfa 45.0°
62.0"° gama
4 B
cz2
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Diskuze:
Pocet feSeni nezavisi na délce strany ¢, ani na velikostech zadanych vnitfnich
uhla (jejich soucet samoziejme nesmi byt veétsi nebo roven 180°). ReSeni jsou

tedy pii korektnim zadani vzdy dv€ navzdjem shodna.

Piiklad 7
Sestrojte A DEF, znéate-li délku jeho strany f, velikost vnitiniho thlu ¢ pfi

vrcholu D a délku vysky v, na stranu d.

ReSeni

Libovoln¢ zvolime tusecku DE, IDE| = f, nasledn¢ hleddme bod F.

Rozbor:

Bod F leZi na polopiimce > DX svirajici s tiseCkou DE dany dhel J a zdroven
na ptimce <> EP, kde P je pata vySky na stranu d. Bod P je od bodu D vzdalen
délkou v, a nalezi Thaletove kruznici nad useCkou DE. Thaletova kruZnice nad
useCkou AB je kruzZnice se sttedem S4p a polomérem |AS4pl, je to mnoZina
bodu X takovych, Ze I<LAXBI = 90°. V piipadé, kdy f = v,, je pfimka <> EP

kolma na stranu f a neni nutné konstruovat Thaletovu kruZnici.

Popis konstrukce pro pripad f # v4:
.DE; IDEl =f

. = DX; |LEDX| =6

. S; S stted DE

. kry kr(S, IDSI)

- kv; k(D, va)

. P; Pe (krNk,)

< EP

.F; Fe (> DX < EP)

. ADEF

© ® N L R WD =
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.00 cm

W

4.00 cm

deltaﬁiﬁ;ﬂ v

Popis konstrukce pro pripad f = v;:
1. DE; IDE| =f

2. = DX; IXEDX|I =6

3. > EY; IXDEY! = 90°

4. F; Fe (> DXN < EY)

5. ADEF

Diskuze:

Pocet feSeni zavisi na poctu prvkia priniku pifimky a polopiimky v bodé¢ 8,
resp. v bod¢ 4.

Pokud je vyska vétsi nez strana, feSeni nebude Zadné. V ostatnich piipadech

ovliviiuje pocet feseni velikost dhlu 6.
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f<vg 0 feSeni

: 0>90° 0 feSeni
y=ve 0°< & < 90° 2 feSent, navzdjem shodn4
Vg < f.sind 2 feSeni
.. [f.sind =v,, 0°< 0 <90° 2 feSeni, navzdjem shodna
[f.sind < vy, 0°<0<90° |4 teSeni, dvé dvojice shodnych
[f.sind < vy, 0 > 90° 0 feSeni
Priklad 8

Sestrojte A KLM, znéte-li délku jeho strany m, velikost vnitiniho dhlu x pii

vrcholu K a délku téZnice #, na stranu k.

ReSeni

Libovoln¢ zvolime usecku KL, IKLI = m, k ni potom hleddme bod M.

Rozbor:

Bod M lezi na poloptimce > LS, kde Sy je stied strany LM. Bod S je od bodu
K vzdilen délkou #; a leZi na polopiimce —SX, kde § je stied strany m a X je

bod vyhovujici podmince |€LSX] = «.

Popis konstrukce:

1. KL; IKLI=m

2. 5; S stred KL

3. > SX; IXLSX| =k

4. k; k(K, tr)

5.8k Ske (kN > SX)

6. M; Me + LSy, IMSil = LS|, M # L
7. AKLM

V appletu je z diivodu vice feSeni misto S pouze S nasledované Cislem.
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M2

Diskuze:

Pocet feSeni zavisi na poctu prvkia priniku kruZnice k s poloptimkou +§,,X.
Pokud je polovina strany m delSi nezZ téZnice #, feSeni budou vzdy dvé. V
opacném piipad¢ mohou nastat situace, Ze piimka kruznici protind v jednom

nebo ve dvou bodech, pfipadné Ze jejich prunik je prazdny.

0° < 1 < 90° m > 2ty 0 feSeni
m< 2t 2 feSeni, navzdjem shodnd
2t < m.sina 0 feSeni
2t = m.sina 2 teSeni, navzdjem shodnd

90° < k < 180°
m.sina < 2ty <m |4 feSeni, dvé dvojice shodnych

m <2t 2 feSeni, navzdjem shodnd

Piiklad 9
Sestrojte AABC, znate-li délku jeho strany ¢ a délky téZnic ¢, a t,.

ReSeni
Libovolné zvolime usecku AB, |ABI = ¢, nasledné hledame bod C.
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Rozbor:

Vv

vzdaleno 21,/3. Bod C lezi na poloptimce +— S.T a IS.Cl = ¢..

Popis konstrukce:
1.AB; 1ABl =c¢

2. 5; S stted AB

3. ke; k(S, t/3)

4. kp; kp(B, 2t/3)

5. T, Te (k.M kp)

6. C; Ce > ST, ISCl = ¢,

7. AABC
c1
C550cm
tC So0cm
L 4.00 cm
B
A 5
k_cC
K_b
c2
Diskuze:

Pocet feseni je zdvisly na poctu prvkil priniku dvou kruZnic v bod¢ 5. Aby

feSeni existovala, musi pro ¢/2, t./3, 2t,/3 platit trojihelnikovd nerovnost.
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lt/3 - 28,131 < /2 < t./3 + 21,/3 2 teSeni, navzdjem shodnd

lt/3 - 2t,/31>¢c/2 v c/2>1J3 +21,/3 |0 feSeni

Priklad 10

Sestrojte AABC, znate-li délku strany c, té€Znice z. a vysky v..

ReSeni

Libovoln¢ zvolime usecku AB, |ABI = ¢, k ni potom hleddme bod C.
Rozbor:

Bod C je od stfedu tsecky AB vzdalen o délku ¢, a od dsecky AB samotné o

délku v.. Bude tedy leZet v priiniku dvou mnoZzin bodi, kruZnice a pfimky.

Popis konstrukce:

1.AB; |ABl =¢

2. 5; S stted AB

3. k; k(S; 1)

4.p; p IAB, d(p; AB) = v,
5.C; Ce (pnk)

6. AABC

Diskuze:

Pocet feSeni zavisi na poctu prvkil priiniku mnoZzin bodu pii kroku 5. Ten

zalezi na délkach ¢, v..

t.> V. 4 feSeni, vSechna shodna
t. =V, 2 feseni, navzdjem shodna
t. <V, 0 reSeni
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6.40 cm

C
4.00 cm

C
.50 cm

Piiklad 11

Pomoci Pythagorovy véty sestrojte isecku délky va” +b* , pokud znéte
useCky délek a, b.

ReSeni

Vyraz odpovidé délce pifepony v pravouhlém trojihelniku o odvésnéch a, b.
Rozbor:

Sestrojime usecku délky a, v jednom jejim krajnim bodé¢ sestrojime kolmou

useCku délky b.
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Popis konstrukce:
1.AB;1ABl=a

2. p; Ae p, p kolmd na AB
3.C; Cep,lIACI=b

4. BC
4]
C
4 150cm
h
.00 cm 6.73cm
sgri(a*2+b*2)= §.73 cm
. B
Diskuze:

Podle Pythagorovy véty je délka tise¢ky BC rovna vyrazu va’ +b° .

Piiklad 12

Pomoci Pythagorovy véty sestrojte isecku délky va” —b* , pokud znite
useCky délek a, b, a > b.

ReSeni

Vyraz odpovida délce odvésny v pravouhlém trojihelniku s pteponou a a
odvésnou b.

Rozbor:

Sestrojime useCku délky b a v jednom jejim krajnim bodé¢ sestrojime kolmici,
bod odpovidajici vyrazu najdeme pomoci kruznice o poloméru a se sttedem v

druhém krajnim bod¢ dsecky.
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Popis konstrukce:

1.AB; |IABl=b

2. p; Ae p, p kolmd na AB
3. k; k(B, a)

4.C; Ce (pnk)

5.AC

A Fa0cm

b 5 00cm

sgrtfatZ2-b*2= 4.00 cm

Diskuze:
Vyraz ma smysl, pouze pokud a > b, coz odpovida i existenci feSeni pomoci

konstrukce. Podle Pythagorovy véty je délka dsecky AC rovna vyrazu

Na*-b*.

Piiklad 13

Pomoci Euklidovy véty o vysce sestrojte usecku délky +/ ab , pokud znate

usecky délek a, b.

ReSeni

Vyraz odpovida délce vysky v pravouihlém trojihelniku, kterd ptfeponu
rozd¢€luje na useky délek a, b.

Rozbor:

Sestrojime useCku délky a+b, nad ni Thaletovu kruznici. V bod¢ rozdé€leni

useCky na useky délek a, b vztyCime kolmici. V priiniku kolmice a Thaletovy

45



kruZnice vznikne tteti vrchol pravouhlého trojuhelniku.

Popis konstrukce:

1. AB; |IAB| = a+b

2. 5; S stted AB

3. kr; ki(S, ISAI)

4. P; Pe AB, IAPl =a

5. p; Pe p, p kolmd na AB
6. C; Ce (krnp)

7. PC

4 500cm

b

4.00 cm

siri(a*h)=

Diskuze:

Podle Euklidovy véty o vySce je délka usecky PC rovna vyrazu +ab .

Priklad 14

Pomoci Euklidovy véty o odvésné sestrojte usecku délky +/ ab , pokud znite
useCky délek a, b, a > b.

ReSeni
Vyraz odpovida délce odvésny v pravotihlém trojihelniku s preponou délky a,
v némZ vyska rozdéluje pfeponu na dseky délek b, a-b.

Rozbor:
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Sestrojime useCku délky a, nad ni Thaletovu kruZnici. V bod¢ rozdéleni
usecky na useky délek b, a-b vzty¢ime kolmici. V priiniku kolmice a

Thaletovy kruZnice vznikne tfeti vrchol pravouhlého trojihelniku.

Popis konstrukce:
1.AB;1ABl=a

2. 5; S stted AB

3. kr; ki(S, ISAI)

4. P; P AB,|API=b

5. p; Pe p, p kolmd na AB
6. C; Ce (krnp)

7.AC
4 5.00cm
b 370cm
sgrt(a*h)= 4.30cm
Diskuze:

Podle Euklidovy véty o odvésné je délka usecky AC rovna vyrazu ~ab .
Vyraz ma smysl i v ptipad¢ b > a, potom miiZeme zmeénit znaceni tak, zZe delsi

useCku oznacime a, kratsi tiseCku b a aplikovat piedchozi postup.
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Piiklad 15

R o ab PR
Pomoci sinové véty sestrojte tsecku délky — , pokud znéte dsecky délek a, b,
c

ReSeni
Vyraz odpovidéd délce jedné ze stran dvou podobnych trojihelniki (tj.

trojuhelnikl s vnitinimi dhly stejné velikosti) vzhledem k sinové véte.

AB _siny _|AB’
|AC| sinB |ACT

|AB'||AC|
|AB|= AC]

Rozbor:

Sestrojime libovolny nenulovy konvexni dhel, na jehoZ ramena poté naneseme

délky jednotlivych usecek.

Popis konstrukce:
1.AB;1AB'l=a

2. X; 0° < ILB'AXI < 180°
3.C; Ce »AX,IACl=b
4.C" Ce > AX,IAC'l=¢
5. &B'C

6.p,Cep,pll &B'C
7.B; Be (pNn—>AB)
8.AB
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5.90 cm

b 300cm

C 630cm

a*hic= 3J.74cm

i 374 cm B B

Diskuze:

Podle véty sinové je délka usecky AB rovna zadanému vyrazu.
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Zavér

Tato bakalarskd prace vznikla v podobé webovych strdnek jako shrnuti
zékladni stfedoSkolské planimetrie. Jejim cilem je pomoci studentiim,
piipadné i ucitelim si zopakovat nebo rozsifit znalosti tykajici se trojuhelnikt
a konstrukénich tdloh. Soucasti priace jsou také teSené ulohy doplnéné o
applety CabriJava, které napoméhaji nazornosti ptfedchozi latky.

Préce by méla byt v budoucnu rozsitena o ¢tyitihelniky a mnohothelniky, vice

piikladi na mnoZiny bodt dané vlastnosti a dalsi feSené ulohy.
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