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Kapitola 1

Bazové funkce B-spline krivek

1.1 Zakladni pojmy a znaceni

Meéjme mnozinu U = {ug, u1, ..., un}, kde ug < u; < ... < uy,. Téchto
m + 1 neklesajicich ¢lenu posloupnosti nazveme uzly, samotné U vektor
uzlia. Pro i = 0,...,m — 1 dostdvdme uzlové tseky [u;, u;;1). Pokud
U = Uip1 = ... = U1, kde &k > 1, u; nazveme k-nasobny uzel, ji-
nak jednoduchy uzel. Je-li vyraz u;,, —u; konstantni prov=0,...,m—1,
fekneme, ze jsou uzly ekvidistantni a jejich uzlovy vektor uniformni.

I-tou bazovou funkci B-spline kfivky stupné p (ozn. N(u)) definu-
jeme pomoci Cox-de Boor rekurzivni formule:

oy ) 1w € [ug,uig)
Ni'(u) = { 0 jinak
a

NP(u) = af NP (w) + (1 = ol )NI (u),

1

kde
—1 U — u;
Tt 2T
WUitp — Uj

Pracujeme-li s vicenasobnymi uzly, pouzijeme stejny vzorec, pouze doplnime



U; = Ujqrp-

Bazové funkce B-spline krivek jsou pouzivany jako vahy.

Piiklad 1: Sestrojime bazové funkce pro U = {0, 1, 3,6, 10}.
N?(u), i =0,...,3 jsou charakteristické funkce na [u;, u;11), bdzové funkce
vyssiho tadu jsou znézornény grafy.
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Obr. 1.1: Nj(u) Obr. 1.2: N} (u) Obr. 1.3: Nj(u)
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Obr. 1.4: NZ(u) Obr. 1.5: N (u) Obr. 1.6: N§(u)

Priklad 2: U = {0,1,1,3,6,10}; NJ(u) = 0 na [0,10], N(u), N2(u) a
Nga(u) jsou stejné jako v pi. 1, N9(u) =1 na [3,6), N{(u) = 1 na [6,10).
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1.2 Vlastnosti bazovych funkci
7 rekurzivniho vzorce a prikladu lze odvodit nékolik zakladnich vlastnosti:

e NP(u) je nezdporna zprava spojitd po ¢astech polynomidlni
funkce stupné p.

e Bazové funkce stupné p jsou linearné nezavislé na dilcich intervalech
vektoru uzli, pokud na nich neddvaji nulu.

e N’(u) je nenulova na [u;, uiypi1), ekvivalentné NP (u) je nenulovd na
p + 1 uzlovych usecich [u;, wit1), [Witt, Witra)s - -y [Witps Witpt1)-

Diikaz. K vypoctu N} (u) potiebujeme NP (u) a N, (u), které jsou ne-
nulové na uzlovych usecich [u;, uir1) a [uiy1, uire), N} (u) je tedy nenu-
lové na [u;, u;2). Podobné N7 (u) zévisi na N} (u) a N}y, (u), a protoze
jsou tyto bazové funkce nenulové na [u;, uiy o), resp. [uiy1, uirs), N2 (u)
je nenulové na [u;, u;13). Takto pokracujeme déle. O

e Na libovolném uzlovém useku [u;, u;41) je nejvyse p + 1 nenulovych
bazovych funkei stupné p, a to: Ny (u), N/, i(u), N/, o(u), ...,
N7 (u) a N (u).

e Soucet vsech nenulovych bézovych funkei stupné p na tseku [u;, ;1 1)
je roven 1.

e Pokud m + 1 je pocet uzlu, p stupen bazovych funkci a n + 1 pocet
bazovych funkei stupné p, potom m =n+p+ 1.

Diikaz. Necht NP(u) je posledni bézové funkce stupné p. Vime, ze
NP(u) je nenulovd na [, Upipi1), & protoze je posledni, tyypi1 = Um
atedym=n+p+ 1. O]

e NP(u) ma v k-ndsobném uzlu spojitost tiidy CP=*.

Poznamka: Pokud u; = ... =up, =0, upy1 = ... = ug, = L au € [0,1),
potom se rekurzivni vzorec pro NF(u) shoduje se vzorcem pro Bernsteinovy
polynomy, tzn. Nf(u) = BY(u) proi =0,...,n.



1.2.1 VlIiv vicenasobnych uzla

Vicenasobné uzly maji vliv na vypocet bazovych funkci a nékteré vlastnosti.

e Kazdy k-nasobny kofen zmensuje nejvyse k — 1 bazovym funkcim in-
terval, na kterém jsou nenulové.

Dikaz. Vezméme si N (u) a N[ (u). Prvni funkce je nenulovd na
(Wi, Witpt1), druhd na (w41, Uiypro). Pesuneme u;pyo do wigpi1, aby
vznikl dvojndsobny kofen. Potom NP(u) ma stale p + 1 nenulovych
useku uzlu, ale pocet téchto tseku pro funkei NP ;(u) se zmensi o 1,

protoze Usek [t;ipi1, Uitrpra) zanikl. O

Toto pozorovéani lze velmi snadno zobecnit: Vytvoteni k-nésobného
uzlu ovlivni k£ — 1 bazovych funkei, pficemz jedné se pocet nenulovych
useku uzlu zmensi o 1, druhé o 2, atd.

e V kazdém vnitinim k-nasobném uzlu je pocet nenulovych bazovych
funkci alesponi p — k + 1.

Dikaz. Jelikoz presunuti uzlu u; ;1 do u; protahne bazovou funkci, jejiz
nenulovost kon¢i v u;_1, do u;, zmensi se pocet nenulovych bazovych
funkcei v u; o 1. Zvysime-li tedy nasobnost u; o 1, zmensi se pocet
nenulovych bazovych funkei o 1. Jelikoz nejvyse p+ 1 bazovych funkei
muze byt nenulovych v u;, pocet nenulovych bazovych funkei v uzlu
nasobnosti k je nejvyse (p+1) —k=p—k+ 1. O

10



Kapitola 2

B-spline kiivky

2.1 Definice B-spline krivky

Meéjme vektor uzlu U = {ug,uy,...,u,} a dile P;, i = 0,...,n mnozinu
n+ 1 navzajem ruznych bodu z prostoru Fy nebo FEj3, které budeme nazyvat
ridicimi body.

B-spline kiivka stupné p piislusnd n+ 1 bodum Fy, Py, ..., P, a vektoru
uzlu U = {ug, uy, . .., uy} je parametricka kiivka C'(u) definovana predpisem
Clu) =) _ Nf(u)P,

i=0
kde NP (u) jsou bazové funkce stupné p.

K jednoznacnému urceni B-spline kiivky potfebujeme znat vice idaju nez u
Bézierovych kfivek, a to mnozinu n + 1 fidicich bodu, uzlovy vektor s m + 1
uzly a stupen ktivky p. Parametry n, m a p opét musi spliiovat rovnici

m=n+p+ 1.

Hodnoty C(u;), které odpovidaji uzlu u;, i = 0,...,m, se nazyvaji uzlové
body kfivky, pricemz C(ug) je pocateéni a C(u,) koncovy bod. Uz
lové body déli B-spline kifivku na segmenty, kazdd z nich je definovana na
piislusném uzlovém tseku. Graf po castech linedrni funkce spojujici body
{P;}._, se nazyvé Fidici polygon kiivky C'.

11



2.2 Zakladni typy B-spline krivek

Existuje nékolik zakladnich druht B-spline ktivek:

e Oteviené: Pokud vektor uzlu nema zadnou specifickou strukturu, vy-
tvotena kiivka nedosahne k prvnimu a poslednimu tseku tidiciho po-
lygonu.

e Plovouci: Zvysime-li nasobnost prvniho uzlu na p+ 1, bude se kiivka
dotykat prvniho tiseku v prvnim fidicim bodé. Provedeme-li to samé i
v poslednim uzlu, ziskame plovouci kiivku.

e Uzaviené: Spojime pocatek a konec ktivky, opakujeme nékteré uzly
a Tidici body.

Obr. 2.1: Oteviena Obr. 2.2: Plovouci Obr. 2.3: Uzaviena
Déle se zamérime na plovouci krivky.

2.3 Vlastnosti plovoucich krivek

B-spline kiivky odstranuji nedostatky Bézierovych kiivek a zachovavaji je-
jich prednosti.

Uvazujme opét B-spline kiivku C'(u) stupné p popsanou n+ 1 #idicimi body,

vektorem uzla U = {ug, us, . .., uy}, kde prvni a posledni uzel mé ndsobnost
p+1,tzn. up = ... = up & Uy_p = ... = Uy, Potom C(u) méa nasledujici
vlastnosti:

12



cvv s

e C(u) lze rozdélit na jednotlivé ¢ésti, kazda ma stupeii p. Cim nizsf je

stupeni, tim vice se kiivka priblizuje ke svému fidicimu polygonu.

Obr.24:p=1 Obr. 2.5:p=2 Obr. 26:p=3

e C(u) prochazi obéma koncovymi fidicimi body F, a P,.

Diikaz. Bazovéa funkce N§(u) je koeficientem fidictho bodu Fy a je

nenulovd na [ug, uyy1). Jelikoz ug = ... = u, = 0, NJ(u), NY(u), ...,
Ng_l(u) jsou nulové a pouze Ng je nenulova. Tedy pokud v = 0, potom
N§ =1 a C(0) = Py. Analogicky C(1) = P,. O

Silna vlastnost konvexniho obalu: B-spline kiivka je obsazena v
konvexnim obalu svého tidictho polygonu, spec. pokud u € [u;, u;t1),
potom C'(u) lezi v konvexnim obalu fidicich bodu P,_,, Pi_pi1,...,F;.

Diikaz. Necht u € [u;, u;41). Pipomerime, Ze na tomto iseku je nejvyse
p+1 nenulovych bazovych funkei, a to: Nf(u), N, 1 (u), Nf . o(u),

(2 (2
..y NP1 (u) a NF(u). Jelikoz NE(u) je koeficientem Fidictho bodu P,
pouze p + 1 fidicich bodu P, P,_y, ..., P,—, ma nenulové koeficienty.
Protoze jsou bazové funkce na tomto uzlovém tiseku nenulové a jejich
soucet je roven 1, jejich vazeny prumeér, C'(u), musi lezet v konvexnim
obalu uréeném fidicimi body F;, P;_1, ..., Pi—,. Tento konvexni obal
lze dokonce jesté zmensit. O]

13



Obr. 2.7:p=2, u=0.6 Obr.2.8: p=3,u=0.3

e Zména pozice fidicitho bodu P; ovlivni kiivku C'(u) pouze na intervalu

[, Ujtp+1 )-

Diikaz. Pokud u ¢ [u;, uiypi1), NF(u)P; neovlivni vipocet C'(u), protoze
NP(u) = 0. V opaéném pripadé NP(u) je na [u;, ui1pr1) nenulovd a
zmeéna P; ovlivni N (u)P;, a tudiz i C'(u). O

Tato vlastnost je velmi dulezita pii konstrukei kiivky, jelikoz lze provadét
lokalni zmény (dokonce vkladat i dalsi uzly a tedy i fidici body), které
neovlivni jeji tvar v globdlnim smyslu. Tomuto tématu se jesté budeme
vénovat.

Obr. 2.9: Puvodni kiivka Obr. 2.10: Zména P,

o C(u) je tifdy CP~* v k-ndsobném uzlu.
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Dikaz. Pokud w neni uzlem, C(u) lezi uprostied ¢asti kiivky stupné
p a tedy je nekonecné diferencovatelnd. Je-li v uzlem na nenulovém
tiseku domény N7, kterd je tifdy CP~* je i samotnd kiivka C(u) t¥idy

Ccrk, [l

e Lezi-li kiivka v roviné (resp. prostoru), neni mozné, aby ji néjaka
piimka (resp. rovina) protinala vicekrat nez jeji ridici polygon.

e Bézierovy krivky jsou specialnim pripadem B-spline ktivek.

Pokud n = p, m = 2(p+1) = 2(n+ 1) a prvni a posledni uzel ma
nasobnost p + 1, B-spline ktivka se zredukuje na Bézierovu ktivku.

e Obraz B-spline kiivky pii afinnim zobrazeni lze zkonstruovat z obrazu
jejich tidicich bodu. Tedy neni nutné transformovat celou kiivku, staci
pouze jeji fidici body.

Ptipomenme, Ze afinni zobrazeni je geometricka transformace predstavujici

slozené zobrazeni sestavajici z posunuti, otaceni, zmény méiitka, zko-
seni nebo operace vzniklé jejich skladanim.

2.4 Srovnani B-spline a Bézierovych krivek

K zadéani B-spline kiivky pottebujeme vice idaju (stupen a vektor
uzlu).

Bézierova ktivka je specialnim piipadem B-spline kiivky.

B-spline krivka splnuje vSechny dulezité vlastnosti Bézierovy ktivky.

B-spline kiivky lze snadnéji upravovat (zmeéna fidictho bodu se projevi
jen lokélné apod.).

2.5 Vypocet koeficienti B-spline krivek

Pro vypocet bodu na B-spline ktivce odpovidajici zadanému u se obvykle

pouziva de Booruv algoritmus, ¢asto ovsem potfebujeme vypocitat koefici-
enty. Ukazeme si jednoduchy zpusob, jak to udélat.

15



Meéjme plovouci B-spline kiivku stupné p definovanou pomoci n + 1 fidicich
bodu Fy, Pi,..., P, am+1uzliu = u = ... = uy, = 0, Upy1, Upto,
ooy Um—p1y Um—p = Um—pt1 = ... = Uy = 1, chceme vypocitat koeficienty
N§(u), NT(u), ..., NP(u) pro libovolné u z [0, 1].

Predpokladejme, ze u lezi v uzlovém dseku [uy, ugy1). Vime, Ze nejvyse p+ 1
bazovych funkci stupné p je zde nenulovych, jmenovité: Ny (u), N, (u),
..., NP(u). Jedin& nenulovd bazova funkce stupné 0 na [uy, upy1) je Np(u)
a tedy koeficienty lze vypocitat z ni. Pro prehlednost si dédle vytvotrime
trojuihelnikové schéma.

Nip(u)
Ni—p—&—l(u)
Ni_»(u)
/ Nﬁ—p-‘r?(u)
Ni_1(u)
0 / \ 2
N (u) N1 (u)
\ /
Ny (u)
\ Ni_»(u)
Nii(w)
Ni_1 ()
Ni(u)
Jelikoz N2(u) = 1 na uzlovém tseku [uy,uji1) a ostatni bézové funkce

stupné 0 jsou zde nulové, muzeme zacit od NP (u) a vypocitat bazové funkce
stupné 1 N} | (u) a N} (u). Z téchto dvou hodnot dostaneme bazové funkce
stupné 2 NZ ,(u), NZ_;(u) a NZ(u). Tento postup opakujeme tak dlouho,
dokud nevypocitame vSech p + 1 nenulovych koeficientu.

16



2.6 Posouvani ridicich bodu

Posouvanim tidicich bodt dochazi ke zméné tvaru B-spline kiivky. Vime, ze
zmeéna pozice bodu P; kiivku C(u) ovlivni pouze na intervalu [u;, tiypi1),
kde p je stupen B-spline kiivky. Pokud tidici bod P; je posunut v néjakém
sméru do nové pozice Q;, potom bod C(u), kde u € [u;, ui4p+1), bude posu-
nut ve stejném smeéru od P; ke ;. Nicméné vzdalenosti jsou ruzné bod od
bodu.

Predpokladejme, ze C'(u) je dand B-spline kiivka stupné p definovand predpisem

Necht je fidici bod P; posunut do pozice P; +v. Potom nové B-spline kiivka
D(u) stupné p je popsana

D(u) = z N?(u) Py + NP (u)(Ps + ) + ki NP (u) Py =
=0 =it+1

=Y NE(u)P, + NF(u)v = C(u) + NF(u)v.
k=0
Tedy, nova kiivka D(u) je souc¢tem puvodni kiivky C(u) a translacniho

vektoru N (u)v. Jelikoz N (u) je nenulova na intervalu [u;, u;qp11), pokud
u neni v tomto intervalu, translac¢ni ¢len je nulovy.

Obr. 2.11: Zména P,

17



2.7 Dausledky silné vlastnosti konvexniho obalu

Pripomenme, ze pokud u € [u;, u;11), potom C(u) lezi v konvexnim obalu

f{dicich bodt P, P, ..

., P;_,. Jelikoz to plati pro vSechna u v uzlovém

useku, prislusna c¢ast kiivky lezi pouze v tomto konvexnim obalu.

e Cil: Zména casti kiivky na primku
Pokud vsech p 4 1 fidicich bodu lezi na primce, konvexni obal se zre-
dukuje na ¢ast ptimky a to samé se stane s ¢asti krivky.

Obr. 2.12: Puvodni tidici body

Obr. 2.13: P3, P, a Ps5 kolinearni

e Cil: B-spline ktivka prochazi urcéitym ridicim bodem

Je-il P, =P, = ... =

—p+1, tzn. prvnich p fidicich bodu je iden-

tickych), konvexni obal se zredukuje na ¢dst piimky P,_,P; a tedy

kiivka musi prochéazet P;.

Obr. 2.14: Puvodni tidici body

Obr. 2.15: P4 = P5

18



2.8 Zména uzla

Jelikoz B-spline ktivka je slozena z jednotlivych ¢asti, z nichz kazd4 je de-
finovana na uzlovych tsecich, upravou pozice jednoho ¢i vice uzlu dojde ke
zméné propojeni mezi segmenty kiivky a uzlovymi useky a tedy tvaru ktivky.
Ukézalo se, ze zména pozice uzlu neni ani predvidatelna, ani vyhovujici. Je-
likoz neni jasné, jak se zméni tvar kiivky pii zméné vektoru uzlu, je tézké
dosédhnout pozadovaného vysledku.

Obrazek 2.16: Kiivky se lisi pouze v hodnotach uzlu uy a ug

2.9 Derivace B-spline krivek
Prestoze jsou B-spline kiivky vice komplikované nez Bézierovy kiivky, jejich

derivace maji podobny tvar. Predpokladejme, ze B-spline kiivka je defi-
novana jako

Derivace kazdé bazové funkce lze vypocitat nasledovneé:

d P 1 p -1
—NP(u)= ——N'"(u) - ——NP [ (u
G = PN ) - N
Dosazenim do prvni rovnice dostavame
d n—1 .
20 = Y NI (0@
i=0
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kde

p
Qi=——"——"—PFPin1— b))
Uitp+1 — Uit1
Tedy derivace B-spline kfivky je dalsi B-spline kiivka stupné p—1 s puvodnim
vektorem uzli, ale novou mnozinou n fidicich bodua Qg, Q1, ..., Qn_1.

2.10 Priklad na zavér

Na zékladé ptredeslych kapitol se pokusime vykreslit kiivku ve tvaru srdce.
Vyuzijeme vzorovou kfivku, kterou jsme pouzivali ve vétsiné ptredeslych
prikladu.

Py, ..., P, =[3,1], [3.75,2], [5,3], [4,4], [3,3], [2,4], [1, 3], [2.25, 2]

U ={0,0,0,0.17,0.33,0.5,0.67,0.83,1,1,1}

Obr. 2.17: Vzorova kiivka

Tato kiivka je plovouci a jeji stupen je dvé (p = 2). My bychom rédi ziskali
uzavienou kfivku stejného stupné, kterd by prochéazela body [3,1] a [3, 3].
Tyto body proto vezmeme dvakrat (tzn. dle p) a dale pridame na konec jesté
jednou prvni dva. Pro vétsi prehlednost bude nyni prvnim bodem seznamu
5, 3]:

Py, ..., Py = [5,3], [4,4], [3,3], [3,3], [2,4], [1,3], [2.25,2], [3,1], [3,1],
[3.75,2], [5, 3], [4,4]

Tedy n = 12, a jelikoz musi platit, ze m = n + p + 1, budeme potiebovat 15
uzlu. Vektor uzlu zvolime nasledujicim zpusobem:

U ={0,0.07,0.14,0.21,0.28,0.35,0.42, 0.5, 0.58, 0.65, 0.72, 0.79, 0.86,0.93, 1}
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Obr. 2.18; Uzaviend kiivka

Na zéver jesté kiivku ”zakulatime” posunutim [3,1] do [3,1.5] a [3,3] do
3,3.5].

Obr. 2.19: Vysledna ktivka
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Kapitola 3

Dulezité algoritmy

3.1 Vlozeni uzlu

Nasim cilem nyni bude, abychom vlozili novy uzel do jiz existujicitho vek-
toru uzlu tak, aby se nezmeénil tvar ktivky. Jelikoz plati, ze m =n+p+ 1,
priddme-li novy uzel, hodnota m se zvysi o 1, tudiz bud pocet uzli, nebo
stupen ktivky musi byt zvysen o 1. Zména stupné kiivky nasledkem zvyseni
poctu uzlu zméni tvar kiivky v globdlnim smyslu, timto piipadem se nebu-
deme zabyvat. Tedy, vlozeni nového uzlu zpusobi, ze musime ptidat i novy
fidici bod. Jak dale uvidime, nékteré existujici fidici body budou odstranény
a nahrazeny novymi ”odfiznutim” rohu.

VVVVVV

algoritmt pro B-spline ktivky. Jak déale uvidime, je na ném zalozen de
Booruv algoritmus.

3.1.1 Vlozeni jednoduchého uzlu

Meéjme n+1 tidicich bodu F, . .., B,, vektor uzla U = {uy, ..., u,} a stupen
p. Chceme vlozit novy uzel t do vektoru uzli, aniz bychom zménili tvar B-

spline kiivky C'(u).
Predpokladejme, ze novy uzel t lezi v uzlovém tseku [ug, ugy1). Jiz vime, ze

C(t) lezi v konvexnim obalu definovaném fidicimi body Py, Py—1, ..., Pip
a bazové funkce vSech ostatnich fidicich bodu jsou nulové. Tudiz, vypocet
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vlozeni uzlu muze byt restringovan na fidici body Py, Py—1, . .., Px—p. Cestou
k vlozeni t je nalezeni p novych fidicich bodu: @y na rameni Pj,_1 Py, Qr_1
na rameni Py_oPy_1, ..., Qr_pt1 narameni P,_, Py, tak, Ze stard lomena
¢ara mezi P;_, a Py je nahrazena lomenou ¢arou Py_p,Qr—p+1 - . . Qx P, rohy
vV Py_pi1, ..., Py—1 "odiizneme”. Ostatni fidici body zustanou nezménény.
Vidime, ze p — 1 fidicich bodu puvodni lomené ¢ary je vyjmuto a nahrazeno
p novymi fidicimi body.

Pozice novych fidicich bodu @; (Q; lezi na rameni P, 1 Pi) lze vypocitat
velmi jednoduse:
Qi = (1 —a;) Py + a; P,

kde

t—ui .
aizi,k—p—FlSZSk.
Ujqp — Uy

Struéné, abychom vlozili novy uzel ¢, nejdiive najdeme uzlovy tsek [ug, ugy1),
ktery obsahuje t. Tim zjistime k, p novych fidicich bodu Qr_pt1, ..., Qk
vypocitame z predeslého vzorce. Nakonec puvodni lomenou ¢aru mezi Py,
a P, nahradime novou lomenou ¢arou Py_,Qk—p+1Qr—p+2 - - - Qr-1Qk L.

Obr. 3.1: Puvodni ktivka Obr. 3.2: Novy uzel t = 0.6

3.1.2 Vlozeni uzlu do existujiciho jednoduchého uzlu

Pokud je novy vkladany uzel ¢ roven jiz existujicimu uzlu wug, potom Qy,
posledni novy fidici bod, je roven Py_;.
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Obr. 3.3: Puvodni kiivka Obr. 3.4: Dvojnasobny uzel t = 0.5

3.1.3 Vlozeni uzlu do existujiciho vicenasobného uzlu

Pokud je novy vklddany uzel ¢ roven jiz existujicimu uzlu wug, ktery mé
nasobnost s, potom je s poslednich novych tidicich bodu Q, Qx_1, ...,
Qk_s+1 rovno puvodnim tidicim bodum Py 1, Pi_o, ..., Pp_s.

3.1.4 Vicenasobné vlozeni uzlu

V mnoha aplikacich potrebujeme vlozit uzel vicekrdt. Vyuziti metody z
predchoziho odstavce by bylo zdlouhavé, ukazeme si proto jednodussi po-
stup.

Pozorovani 1: Pokud je novy uzel ¢ vlozen do uzlového tviseku [uy, ugi1)
h-krat, koeficienty a; 5 (tak budeme znacit koeficienty h-tého vlozeni) se daji
vypocitat pomoci nasledujicicho vzorce:

t—U,Z‘

Qip = .
Ujtp—(h—1) — U;

Pozorovani 2: Pokud t je vlozeno do jiz existujiciho uzlu wu; s nasobnosti
s, potom fidici body Py_s, Py st1, ..., Pr_1, Pr nejsou ovlivnény, pouze
Py_p, Pi—pi1, ..., Py_s. Po prvnim kroku tedy dostaneme fidici body Pj_p,
Pk*erl,l’ Pk—p+2,17 R Pkfsfl,lu Pkfs,la Py, ..., Br_1, Pp. V h-tém kroku
(po h-tém vlozeni) mame fidici body Py_p, Pi—p+11, Pr-pi22, Preopi3ss
ooy Po—pinp, Poosy, Pi—s, ..., Pr_1, Py Pro lepsi predstavu si vytvoiime
nasledujici schéma, v 1. sloupci jsou puvodni fidici body, vysledné ridici

24



body po h-tém vlozeni nalezneme tak, ze v kazdém tadku vezmeme bod
nejvice vpravo.

P,
\
Pr_pi11
/ \
Pk_p+1 Pk—p+272
\ / \
Pkfp+2,1 Pkfp+3,3
/ \ /
Pkfp+2 Pkfp+3,2
/ Pr—ptnn
\ Py_sh
Py s P s 12
\ / \
Pr g1 Py 3
/ \ /
P s Py s
\ /
Py g1
/
Py
Py
Py
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7 téchto dvou pozorovani lze odvodit jednoduchy algoritmus.

3.2 De Booruv algoritmus

K vypoctu urcitého bodu na B-spline kiivce, ktery odpovida zadanému u z
domény, se obvykle pouziva De Booruv algoritmus, ktery je zobecnénim de
Casteljau algoritmu.

Ptripomenme, Ze zvySovani nasobnosti vnitiniho uzlu snizuje pocet nenu-
lovych bazovych funkei v tomto uzlu. Je-li stupen tohoto uzlu k, je v ném
nejvyse p — k + 1 nenulovych bazovych funkeci. Tudiz v uzlu nasobnosti p
bude pouze jedna nenulova bazova funkce, jejiz hodnota v ném je jedna
(vime z difve uvedenych vlastnosti). Necht je tento uzel u;. Jelikoz NF(u)
je nenulova na [u;, u;t1), je pro u = u; bod na kiive C'(u) ovlivnén presné
jednim fidicim bodem P;. Ptesnéji, C(u) = NF(u)P;, = P!

Pokud je uzel u opakované vkladan, takze je jeho nasobnost p, posledni vy-
tvofeny novy fidici bod je bodem na kiivce, ktery odpovida u. (Vlozime-li
u tolikrat, aby jeho nasobnost byla p, trojihelnikové vypocetni schéma nam
da jeden bod. Jelikoz dand B-spline kiivka musi prochézet timto novym bo-
dem, je to bod na kiivce odpovidajici u.) Toto pozorovani nam poskytne
techniku pro nalezeni C'(u) na kiivce - budeme vkladat u do té doby, do-
kud jeho ndsobnost nebude p, a posledni bod je C(u)! Pokud u je uzel s
nasobnosti s, vlozime ho p — s krat.

Obr. 3.5: u=0.5
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Obr. 3.6: Vypocet novych bodu Obr. 3.7: Nova kiivka

Pro lepsi nazornost jesté vytvoiime diagram.

Pkfp,()
\
Pk—p—l—l,l
/ \
Py_pi10 Py pioo
\ /
Pk—p+2,1
/
Pkfp+2,0
Pk‘fs,pfs
Pk:—s—?,()
\
Pkfsfl,l
/ \
Pk—s—l,O Pk—s,2
\ /
Pk—s,l
/
Pk—s 0
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V prvnim sloupci mame fidici body P, ¢, z nich a koeficientu a;; vypocitame
P, 1 atd. Jelikoz mame (k—s)—(k—p)+1 = p—s+1 bodt v 0-tém sloupci a
kazdy sloupec ma prvku o jeden méné nez predchazejici, pottebujeme p — s
sloupcii, abychom dostali posledni bod Py_s,—s.

Prestoze tento proces vypada jako ten ziskany z de Casteljau algoritmu,
jsou velmi rozdilné, je tomu tak predevsim proto, ze pti vypoctech v de Bo-
orové algoritmu se vyuziva pouze p+1 fidicich bodu (de Casteljau - vSechny).

3.3 Rozdéleni B-spline kiivky

Rozdéleni B-spline kiivky je stejné jako déleni Bézierovy ktivky. Nicméné
pouzijeme opét de Booruv algoritmus.

3.3.1 Vybeér ridicich bodu

Predpokladejme, ze chceme rozdeélit B-spline kfivku v v na dvé B-spline
kiivky, jednu na [0, u], druhou na [u, 1]. Nejdfive aplikujeme de Booruv al-
goritmus na w. VSimneme si, ze pokud wu lezi v [ug, ugi1), potom nejvyse
p + 1 fidicich bodu bude vyuzito ve vypoctu, jmenovité: Py, Py_1, ..., Pr_p.
Abychom nasli fidici body B-spline kiivky na [0, u], zacneme s Py a bu-
deme pokracovat po Fidicim polygonu. Pokud dojdeme do fidiciho bodu
nebo bodu vypocitaném v de Boorové algoritmu, zapamatujeme si ho a po-
kracujeme dale. Tento proces pokracuje, dokud nedojdeme do C(u), ktery je
také oznacen jako tidici bod. Tyto body, v potadi, v jakém jsme je navstivili,
definuji B-spline kfivku na [0, u]. Pro B-spline kfivku definovanou na [u, 1]
zacneme v C'(u) a pouzijeme stejny postup. Oznacime si kazdy dosazeny
bod a pokrac¢ujeme, dokud nedojdeme do P,. Poradi bodu je dulezité!

Ridici body kiivky na [0, u] zahrnujf pitvodni neovlivnéné #idici body a prvnf
bod kazdé lomené cary v de Boorové miizce. Analogicky na [u, 1]. Jelikoz
prvni a posledni bod lomené ¢ary v de Boorové mfizce jsou prvnim a po-
slednim bodem ve stejném sloupci, mohou byt vyjmuty hned jakmile je cely
sloupec vypocitan.

Nasledujici schéma ukazuje, ze hned muzeme vyjmout Py, (na kiivce [0, u])
a Py_s (na [u,1]). Jakmile je vypocitan prvni sloupec, muzeme vyjmout
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Py_pi11 a Py_s 1. Takto pokracujeme, dokud nedostaneme Py_,, s = C(u),
ktery je spolecny pro obé krivky.

F
P,
\
Pkfp+1,1
/ \
Pr_pi1 Pr_pioo
Pk—s p—s
Pk,S,1 Pkfs 2
\ /
Pk;—s 1
/
Pkfs
Py
P,
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Obr. 3.8: u=0.5

Obrazek 3.11: Druhd cast [u, 1]
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Kapitola 4

Krivky v pocitacové grafice

4.1 Krivky

Ktivky se pouzivaji v pocitacové grafice na ruznych mistech. Setkdvame se
s nimi na pii modelovani ve 2D i 3D, definici fontu, ur¢ovani drahy pohy-
bujicich se objektu v pocitacové animaci, definici objektu pro Sablonovani aj.
Ruzné aplikace maji ruzné pozadavky. My se zamérime na popis nejcastéji
pouzivanych kiivek pro modelovani ve 2D.

Zakladnim druhem kfivek jsou kiivky polynomialni.
pu(T) = ag+ a1z + ... + a,z”

Muzeme je velice rychle vypocitavat a jsou snadno diferencovatelné. Z poly-
nomialnich ktivek 1ze sklddat kiivky po ¢astech polynomialni. Nejcastéji
pouzivané jsou kubiky (kfivky tfetiho stupné), které poskytuji dostatecné
sirokou Skalu tvaru, jejich vypocet byva nendrocny, 1ze s nimi snadno ma-
nipulovat a je u nich mozné zarucit spojitost C?, nékdy pozadovanou pii
modelovani v CAD systémech. Kiivky vyssiho stupné mohou zpusobovat

N

Modelovani probihd obyc¢ejné tak, ze je definovano nékolik fidicich bodu
a z jejich polohy se urci prubéh krivky. Nékteré metody umoznuji zadavani
téz pomoci tecnych vektoru, je mozno klast podminky na hladkost navazani
aj.

Existuji dva zakladni zpusoby interpretace tidicich bodu a to interpolace
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a aproximace. PTi interpolaci generovana kfivka probiha danymi body, pii
aproximaci je fidicimi body tvar kfivky urcen, ta jimi ale nemusi prochézet.

Casto pozadované vlastnosti kiivek:

e Invariance k linedrnim transformacim a projekeim (otoceni tidiciho
polygonu a nasledné generovani kiivky dé stejny vysledek jako otoceni
kazdého bodu z vygenerované kiivky apod.)

e Vlastnosti konvexniho obalu:

— silnd podminka - celd kfivka lezi v konvexnim obalu vSech svych

tidicich bodu

— slaba podminka - ¢ast kiivky lezi v konvexnim obalu nékterych
fidicich bodu

e Lokalita zmén - zménou polohy fidictho bodu se méji jen c¢ast krivky,
ne kiivka celd.

e Kiivka prochazi krajnimi body svého tidiciho polygonu.

Déle krivky délime na raciondlni a neraciondlni. Racionalni kiivky jsou
vyjadreny v homogennich soutadnicich a maji nenulové vahy tidicich bodu.
Neracionalni kiivky jsou jejich zvlastnim piipadem, kde jsou vSechny véahy
rovny jedné. Tyto kiivky nejsou invariantni k perspektivnimu promiténi,
zatimco racionalni kiivky ano.

4.2 Interpolacni krivky

4.2.1 Fergusonovy kubiky

Fergusonovy kiivky jsou ur¢eny dvéma ridicimi body a dvéma tecnymi vek-
tory v nich. Body urcuji polohu kfivky, smér a velikost te¢nych vektoru
miru jejitho vyklenuti. Prednosti Fergusonovych kubik je snadna realizace
hladkého navazovani. Nevyhodou je nesnadna editace tecného vektoru ve

3D.

32



4.3 Aproximacni krivky

4.3.1 Bézierovy kubiky

Nejpouzivanéjsimi kiivkami pro malovani ve 2D i definici 3D objektt pomoci
sablonovani jsou Bézierovy kiivky. Casto se pouzivaji i pii definici fonti.
Jejich nevyhodou je, ze pfi zméné polohy fidicitho bodu dojde ke zméné
tvaru celé kiivky. Proto se tyto kiivky déli na segmenty, které se postupneé
navazuji. Nejcastéji pouzivanymi kiivkami jsou Bézierovy kubiky.

4.3.2 Coonsovy kubiky

Coonsovy kubiky maji vyznam predevsim v teorii spline kfivek. Na rozdil
od Bézierovych krivek obecné neprochazi krajnimi body svého fidiciho po-
lygonu. Velky vyznam u Coonsovych kubik ma nasobnost bodu tidictho po-
lygonu.

4.3.3 Spline krivky

Spline kiivka stupné n je po ¢astech polynomidlni ktivka tiidy C". Termin
spline pochazi od krivitka, které tyto kiivky modeluje.

Prirozeny kubicky spline je interpola¢ni kiivka skladajici se z poly-
nomidlnich obloukt stupné tii, kterd je ve svych uzlech C? spojita. Jeho
nevyhodou je, ze zménou polohy definujictho bodu se zméni tvar celé kiivky.
V pocitacové grafice se nejcastéji pouzivaji B-spline kubiky, které ovsem
nejsou prirozenymi spline kiivkami, protoze se jedné o kiivky aproximacni.

4.3.4 Uniformni neracionalni kubické B-spline krivky

Uniformni neracionélni kubicky B-spline se také nazyva Coonsuv kubicky
B-spline. Vznikne navazanim Coonsovych kubik nasledovné: segment @); je
urcen body P;_3, P;,_o, P;_1 a P;. Nasledujici segment ;11 body P;_s, P;_1,
P; a P;y...Zatimco Coonsova kiivka je ur¢ena pravé c¢tyirmi body, Coonsuv
B-spline je uréen n > 4 body a skldda se z n — 3 segmenti a je v uzlech C?

Spojity.

Posloupnosti Py, Py, Fy, Pi, ..., P._1, P,, P,, P, zajistime, ze vysledny
kubicky spline bude prochazet krajnimi body svého tidicitho polygonu.
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Uzavienou kiivku ziskdme opakovanim t¥i bodu tidiciho polygonu na jeho
konci (P[), P17 PPN Pn, Po, Pl, Pg)

Coonsuv kubicky B-spline generovany n + 1 tidicimi body Fy, Py, ..., P,
je slozen z n — 2 segmentu (3, Qy, ..., Q,. Parametr u probihd interva-
lem [0,n + 1] a hodnoty u v uzlech definuji vektor uzlu (maji konstantni
vzdélenost).

Mezi dulezité vlastnosti B-spline kiivek patii invariantnost vuéi otaceni, po-
sunuti a zméné méiitka, celd kiivka lezi ve svém konvexnim obalu a jeji
segmenty lezi v konvexnich obalech svych fidicich polygonu. Zménime-li po-
lohu nékterého z fidicich bodu, zméni se tvar pouze ¢asti kiivky.

4.3.5 NURBS

Neuniformni raciondlni B-spline krivky jsou dvojim zobecnénim B-spline
kiivek. Vzdalenost uzli nemusi byt konstantni a body jsou reprezentovany
svymi homogennimi soutadnicemi. Jejich vyhodou je, Ze nam umoznuji presné
vyjadireni kuzelosecek.
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