
Univerzita Karlova v Praze
Matematicko-fyzikálńı fakulta
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B-spline křivky

Katedra numerické matematiky
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Kapitola 1

Bázové funkce B-spline křivek

1.1 Základńı pojmy a značeńı

Mějme množinu U = {u0, u1, . . . , um}, kde u0 ≤ u1 ≤ . . . ≤ um. Těchto
m + 1 neklesaj́ıćıch člen̊u posloupnosti nazveme uzly, samotné U vektor

uzl̊u. Pro i = 0, . . . ,m − 1 dostáváme uzlové úseky [ui, ui+1). Pokud
ui = ui+1 = . . . = ui+k−1, kde k > 1, ui nazveme k-násobný uzel, ji-
nak jednoduchý uzel. Je-li výraz ui+1 −ui konstantńı pro i = 0, . . . ,m− 1,
řekneme, že jsou uzly ekvidistantńı a jejich uzlový vektor uniformńı.

I-tou bázovou funkci B-spline křivky stupně p (ozn. Np
i (u)) definu-

jeme pomoćı Cox-de Boor rekurzivńı formule:

N0
i (u) =

{

1 u ∈ [ui, ui+1)
0 jinak

a

Np
i (u) = αp−1

i Np−1
i (u) + (1 − αp−1

i+1 )Np−1
i+1 (u),

kde

αp−1
i =

u − ui

ui+p − ui

.

Pracujeme-li s v́ıcenásobnými uzly, použijeme stejný vzorec, pouze doplńıme
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N r−1
i (u) =

N r−1
i

ui+r − ui

= 0,

pokud

ui = ui+r.

Bázové funkce B-spline křivek jsou použ́ıvány jako váhy.

Př́ıklad 1: Sestroj́ıme bázové funkce pro U = {0, 1, 3, 6, 10}.
N0

i (u), i = 0, . . . , 3 jsou charakteristické funkce na [ui, ui+1), bázové funkce
vyšš́ıho řádu jsou znázorněny grafy.
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Obr. 1.6: N3
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Př́ıklad 2: U = {0, 1, 1, 3, 6, 10}; N0
2 (u) = 0 na [0, 10], N0

0 (u), N0
1 (u) a

N1
0 (u) jsou stejné jako v př. 1, N0

3 (u) = 1 na [3, 6), N0
4 (u) = 1 na [6, 10).
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1.2 Vlastnosti bázových funkćı

Z rekurzivńıho vzorce a př́ıklad̊u lze odvodit několik základńıch vlastnost́ı:

• Np
i (u) je nezáporná zprava spojitá po částech polynomiálńı

funkce stupně p.

• Bázové funkce stupně p jsou lineárně nezávislé na d́ılč́ıch intervalech
vektoru uzl̊u, pokud na nich nedávaj́ı nulu.

• Np
i (u) je nenulová na [ui, ui+p+1), ekvivalentně Np

i (u) je nenulová na
p + 1 uzlových úsećıch [ui, ui+1), [ui+1, ui+2), . . . , [ui+p, ui+p+1).

D̊ukaz. K výpočtu N1
i (u) potřebujeme N0

i (u) a N0
i+1(u), které jsou ne-

nulové na uzlových usećıch [ui, ui+1) a [ui+1, ui+2), N1
i (u) je tedy nenu-

lová na [ui, ui+2). Podobně N2
i (u) záviśı na N1

i (u) a N1
i+1(u), a protože

jsou tyto bázové funkce nenulové na [ui, ui+2), resp. [ui+1, ui+3), N2
i (u)

je nenulová na [ui, ui+3). Takto pokračujeme dále.

• Na libovolném uzlovém úseku [ui, ui+1) je nejvýše p + 1 nenulových
bázových funkćı stupně p, a to: Np

i−p(u), Np
i−p+1(u), Np

i−p+2(u), . . . ,
Np

i−1(u) a Np
i (u).

• Součet všech nenulových bázových funkćı stupně p na úseku [ui, ui+1)
je roven 1.

• Pokud m + 1 je počet uzl̊u, p stupeň bázových funkćı a n + 1 počet
bázových funkćı stupně p, potom m = n + p + 1.

D̊ukaz. Necht’ Np
n(u) je posledńı bázová funkce stupně p. Vı́me, že

Np
n(u) je nenulová na [un, un+p+1), a protože je posledńı, un+p+1 = um

a tedy m = n + p + 1.

• Np
i (u) má v k-násobném uzlu spojitost tř́ıdy Cp−k.

Poznámka: Pokud u1 = . . . = up = 0, up+1 = . . . = u2p = 1 a u ∈ [0, 1),
potom se rekurzivńı vzorec pro Np

i (u) shoduje se vzorcem pro Bernsteinovy
polynomy, tzn. Np

i (u) = Bp
i (u) pro i = 0, . . . , n.
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1.2.1 Vliv v́ıcenásobných uzl̊u

Vı́cenásobné uzly maj́ı vliv na výpočet bázových funkćı a některé vlastnosti.

• Každý k-násobný kořen zmenšuje nejvýše k − 1 bázovým funkćım in-
terval, na kterém jsou nenulové.

D̊ukaz. Vezměme si Np
i (u) a Np

i+1(u). Prvńı funkce je nenulová na
[ui, ui+p+1), druhá na [ui+1, ui+p+2). Přesuneme ui+p+2 do ui+p+1, aby
vznikl dvojnásobný kořen. Potom Np

i (u) má stále p + 1 nenulových
úsek̊u uzl̊u, ale počet těchto úsek̊u pro funkci Np

i+1(u) se zmenš́ı o 1,
protože úsek [ui+p+1, ui+p+2) zanikl.

Toto pozorováńı lze velmi snadno zobecnit: Vytvořeńı k-násobného
uzlu ovlivńı k− 1 bázových funkćı, přičemž jedné se počet nenulových
úsek̊u uzl̊u zmenš́ı o 1, druhé o 2, atd.

• V každém vnitřńım k-násobném uzlu je počet nenulových bázových
funkćı alespoň p − k + 1.

D̊ukaz. Jelikož přesunut́ı uzlu ui−1 do ui protáhne bázovou funkci, jej́ıž
nenulovost konč́ı v ui−1, do ui, zmenš́ı se počet nenulových bázových
funkćı v ui o 1. Zvýš́ıme-li tedy násobnost ui o 1, zmenš́ı se počet
nenulových bázových funkćı o 1. Jelikož nejvýše p+1 bázových funkćı
může být nenulových v ui, počet nenulových bázových funkćı v uzlu
násobnosti k je nejvýše (p + 1) − k = p − k + 1.
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Kapitola 2

B-spline křivky

2.1 Definice B-spline křivky

Mějme vektor uzl̊u U = {u0, u1, . . . , um} a dále Pi, i = 0, . . . , n množinu
n+1 navzájem r̊uzných bod̊u z prostoru E2 nebo E3, které budeme nazývat
ř́ıd́ıćımi body.

B-spline křivka stupně p př́ıslušná n+1 bod̊um P0, P1, . . . , Pn a vektoru
uzl̊u U = {u0, u1, . . . , um} je parametrická křivka C(u) definována předpisem

C(u) =
n

∑

i=0

Np
i (u)Pi,

kde Np
i (u) jsou bázové funkce stupně p.

K jednoznačnému určeńı B-spline křivky potřebujeme znát v́ıce údaj̊u než u
Bézierových křivek, a to množinu n+1 ř́ıd́ıćıch bod̊u, uzlový vektor s m+1
uzly a stupeň křivky p. Parametry n, m a p opět muśı splňovat rovnici

m = n + p + 1.

Hodnoty C(ui), které odpov́ıdaj́ı uzlu ui, i = 0, . . . ,m, se nazýváj́ı uzlové

body křivky, přičemž C(u0) je počátečńı a C(un) koncový bod. Uz-
lové body děĺı B-spline křivku na segmenty, každá z nich je definovaná na
př́ıslušném uzlovém úseku. Graf po částech lineárńı funkce spojuj́ıćı body
{Pi}

n

i=0 se nazývá ř́ıd́ıćı polygon křivky C.
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2.2 Základńı typy B-spline křivek

Existuje několik základńıch druh̊u B-spline křivek:

• Otevřené: Pokud vektor uzl̊u nemá žádnou specifickou strukturu, vy-
tvořená křivka nedosáhne k prvńımu a posledńımu úseku ř́ıd́ıćıho po-
lygonu.

• Plovoućı: Zvýš́ıme-li násobnost prvńıho uzlu na p+1, bude se křivka
dotýkat prvńıho úseku v prvńım ř́ıd́ıćım bodě. Provedeme-li to samé i
v posledńım uzlu, źıskáme plovoućı křivku.

• Uzavřené: Spoj́ıme počátek a konec křivky, opakujeme některé uzly
a ř́ıd́ıćı body.

4
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1
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21 5

Obr. 2.1: Otevřená
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1

4

1

3

32

Obr. 2.2: Plovoućı

2

3

52 4

1

1 3

4

Obr. 2.3: Uzavřená

Dále se zaměř́ıme na plovoućı křivky.

2.3 Vlastnosti plovoućıch křivek

B-spline křivky odstraňuj́ı nedostatky Bézierových křivek a zachovávaj́ı je-
jich přednosti.

Uvažujme opět B-spline křivku C(u) stupně p popsanou n+1 ř́ıd́ıćımi body,
vektorem uzl̊u U = {u0, u1, . . . , um}, kde prvńı a posledńı uzel má násobnost
p + 1, tzn. u0 = . . . = up a um−p = . . . = um. Potom C(u) má následuj́ıćı
vlastnosti:
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• C(u) lze rozdělit na jednotlivé části, každá má stupeň p. Č́ım nižš́ı je
stupeň, t́ım v́ıce se křivka přibližuje ke svému ř́ıd́ıćımu polygonu.
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Obr. 2.4: p = 1
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Obr. 2.5: p = 2
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Obr. 2.6: p = 3

• C(u) procháźı oběma koncovými ř́ıd́ıćımi body P0 a Pn.

D̊ukaz. Bázová funkce Np
0 (u) je koeficientem ř́ıd́ıćıho bodu P0 a je

nenulová na [u0, up+1). Jelikož u0 = . . . = up = 0, N0
0 (u), N0

1 (u), . . . ,
N0

p−1(u) jsou nulové a pouze N0
p je nenulová. Tedy pokud u = 0, potom

Np
0 = 1 a C(0) = P0. Analogicky C(1) = Pn.

• Silná vlastnost konvexńıho obalu: B-spline křivka je obsažena v
konvexńım obalu svého ř́ıd́ıćıho polygonu, spec. pokud u ∈ [ui, ui+1),
potom C(u) lež́ı v konvexńım obalu ř́ıd́ıćıch bod̊u Pi−p, Pi−p+1,. . . ,Pi.

D̊ukaz. Necht’ u ∈ [ui, ui+1). Připomeňme, že na tomto úseku je nejvýše
p+1 nenulových bázových funkćı, a to: Np

i−p(u), Np
i−p+1(u), Np

i−p+2(u),
. . . , Np

i−1(u) a Np
i (u). Jelikož Np

k (u) je koeficientem ř́ıd́ıćıho bodu Pk,
pouze p + 1 ř́ıd́ıćıch bod̊u Pi, Pi−1, . . . , Pi−p má nenulové koeficienty.
Protože jsou bázové funkce na tomto uzlovém úseku nenulové a jejich
součet je roven 1, jejich vážený pr̊uměr, C(u), muśı ležet v konvexńım
obalu určeném ř́ıd́ıćımi body Pi, Pi−1, . . . , Pi−p. Tento konvexńı obal
lze dokonce ještě zmenšit.
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Obr. 2.7: p = 2, u = 0.6
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Obr. 2.8: p = 3, u = 0.3

• Změna pozice ř́ıd́ıćıho bodu Pi ovlivńı křivku C(u) pouze na intervalu
[ui, ui+p+1).

D̊ukaz. Pokud u /∈ [ui, ui+p+1), N
p
i (u)Pi neovlivńı výpočet C(u), protože

Np
i (u) = 0. V opačném př́ıpadě Np

i (u) je na [ui, ui+p+1) nenulová a
změna Pi ovlivńı Np

i (u)Pi, a tud́ıž i C(u).

Tato vlastnost je velmi d̊uležitá při konstrukci křivky, jelikož lze provádět
lokálńı změny (dokonce vkládat i daľśı uzly a tedy i ř́ıd́ıćı body), které
neovlivńı jej́ı tvar v globálńım smyslu. Tomuto tématu se ještě budeme
věnovat.
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Obr. 2.9: Původńı křivka
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Obr. 2.10: Změna P4

• C(u) je tř́ıdy Cp−k v k-násobném uzlu.
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D̊ukaz. Pokud u neńı uzlem, C(u) lež́ı uprostřed části křivky stupně
p a tedy je nekonečně diferencovatelná. Je-li u uzlem na nenulovém
úseku domény Np

i , která je tř́ıdy Cp−k, je i samotná křivka C(u) tř́ıdy
Cp−k.

• Lež́ı-li křivka v rovině (resp. prostoru), neńı možné, aby ji nějaká
př́ımka (resp. rovina) prot́ınala v́ıcekrát než jej́ı ř́ıd́ıćı polygon.

• Bézierovy křivky jsou speciálńım př́ıpadem B-spline křivek.

Pokud n = p, m = 2(p + 1) = 2(n + 1) a prvńı a posledńı uzel má
násobnost p + 1, B-spline křivka se zredukuje na Bézierovu křivku.

• Obraz B-spline křivky při afinńım zobrazeńı lze zkonstruovat z obraz̊u
jej́ıch ř́ıd́ıćıch bod̊u. Tedy neńı nutné transformovat celou křivku, stač́ı
pouze jej́ı ř́ıd́ıćı body.

Připomeňme, že afinńı zobrazeńı je geometrická transformace představuj́ıćı
složené zobrazeńı sestávaj́ıćı z posunut́ı, otáčeńı, změny měř́ıtka, zko-
seńı nebo operace vzniklé jejich skládáńım.

2.4 Srovnáńı B-spline a Bézierových křivek

• K zadáńı B-spline křivky potřebujeme v́ıce údaj̊u (stupeň a vektor
uzl̊u).

• Bézierova křivka je speciálńım př́ıpadem B-spline křivky.

• B-spline křivka splňuje všechny d̊uležité vlastnosti Bézierovy křivky.

• B-spline křivky lze snadněji upravovat (změna ř́ıd́ıćıho bodu se projev́ı
jen lokálně apod.).

2.5 Výpočet koeficient̊u B-spline křivek

Pro výpočet bodu na B-spline křivce odpov́ıdaj́ıćı zadanému u se obvykle
použ́ıvá de Boor̊uv algoritmus, často ovšem potřebujeme vypoč́ıtat koefici-
enty. Ukážeme si jednoduchý zp̊usob, jak to udělat.
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Mějme plovoućı B-spline křivku stupně p definovanou pomoćı n + 1 ř́ıd́ıćıch
bod̊u P0, P1, . . . , Pn a m + 1 uzl̊u u0 = u1 = . . . = up = 0, up+1, up+2,
. . . , um−p−1, um−p = um−p+1 = . . . = um = 1, chceme vypoč́ıtat koeficienty
Np

0 (u), Np
1 (u), . . . , Np

n(u) pro libovolné u z [0, 1].

Předpokládejme, že u lež́ı v uzlovém úseku [uk, uk+1). Vı́me, že nejvýše p+1
bázových funkćı stupně p je zde nenulových, jmenovitě: Np

k−p(u), Np
k−p+1(u),

. . . , Np
k (u). Jediná nenulová bázová funkce stupně 0 na [uk, uk+1) je N0

k (u)
a tedy koeficienty lze vypoč́ıtat z ńı. Pro přehlednost si dále vytvoř́ıme
trojúhelńıkové schéma.

Np
k−p(u)

. . .

. . . Np
k−p+1(u)

N2
k−2(u)

/ Np
k−p+2(u)

N1
k−1(u)

/ \
...

N0
k(u) N2

k−1(u)

\ /
...

N1
k(u)

\ Np
k−2(u)

N2
k(u)

. . . Np
k−1(u)

. . .

Np
k(u)

Jelikož N0
k (u) = 1 na uzlovém úseku [uk, uk+1) a ostatńı bázové funkce

stupně 0 jsou zde nulové, můžeme zač́ıt od N0
k (u) a vypoč́ıtat bázové funkce

stupně 1 N1
k−1(u) a N1

k (u). Z těchto dvou hodnot dostaneme bázové funkce
stupně 2 N2

k−2(u), N2
k−1(u) a N2

k (u). Tento postup opakujeme tak dlouho,
dokud nevypoč́ıtáme všech p + 1 nenulových koeficient̊u.
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2.6 Posouváńı ř́ıd́ıćıch bod̊u

Posouváńım ř́ıd́ıćıch bod̊u docháźı ke změně tvaru B-spline křivky. Vı́me, že
změna pozice bodu Pi křivku C(u) ovlivńı pouze na intervalu [ui, ui+p+1),
kde p je stupeň B-spline křivky. Pokud ř́ıd́ıćı bod Pi je posunut v nějakém
směru do nové pozice Qi, potom bod C(u), kde u ∈ [ui, ui+p+1), bude posu-
nut ve stejném směru od Pi ke Qi. Nicméně vzdálenosti jsou r̊uzné bod od
bodu.

Předpokládejme, že C(u) je daná B-spline křivka stupně p definovaná předpisem

C(u) =
n

∑

i=0

Np
i (u)Pi.

Necht’ je ř́ıd́ıćı bod Pi posunut do pozice Pi + v. Potom nová B-spline křivka
D(u) stupně p je popsána

D(u) =
i−1
∑

k=0

Np
k (u)Pk + Np

i (u)(Pi + v) +
n

∑

k=i+1

Np
k (u)Pk =

=
n

∑

k=0

Np
k (u)Pk + Np

i (u)v = C(u) + Np
i (u)v.

Tedy, nová křivka D(u) je součtem p̊uvodńı křivky C(u) a translačńıho
vektoru Np

i (u)v. Jelikož Np
i (u) je nenulová na intervalu [ui, ui+p+1), pokud

u neńı v tomto intervalu, translačńı člen je nulový.
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Obr. 2.11: Změna P4
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2.7 Důsledky silné vlastnosti konvexńıho obalu

Připomeňme, že pokud u ∈ [ui, ui+1), potom C(u) lež́ı v konvexńım obalu
ř́ıd́ıćıch bod̊u Pi, Pi−1, . . . , Pi−p. Jelikož to plat́ı pro všechna u v uzlovém
úseku, př́ıslušná část křivky lež́ı pouze v tomto konvexńım obalu.

• Ćıl: Změna části křivky na př́ımku

Pokud všech p + 1 ř́ıd́ıćıch bod̊u lež́ı na př́ımce, konvexńı obal se zre-
dukuje na část př́ımky a to samé se stane s část́ı křivky.
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Obr. 2.12: Původńı ř́ıd́ıćı body
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Obr. 2.13: P3, P4 a P5 kolineárńı

• Ćıl: B-spline křivka procháźı určitým ř́ıd́ıćım bodem

Je-li Pi = Pi−1 = . . . = Pi−p+1, tzn. prvńıch p ř́ıd́ıćıch bod̊u je iden-
tických), konvexńı obal se zredukuje na část př́ımky Pi−pPi a tedy
křivka muśı procházet Pi.
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Obr. 2.14: Původńı ř́ıd́ıćı body
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Obr. 2.15: P4 = P5
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2.8 Změna uzl̊u

Jelikož B-spline křivka je složena z jednotlivých části, z nichž každá je de-
finována na uzlových úsećıch, úpravou pozice jednoho či v́ıce uzl̊u dojde ke
změně propojeńı mezi segmenty křivky a uzlovými úseky a tedy tvaru křivky.
Ukázalo se, že změna pozice uzlu neńı ani předv́ıdatelná, ani vyhovuj́ıćı. Je-
likož neńı jasné, jak se změńı tvar křivky při změně vektoru uzl̊u, je těžké
dosáhnout požadovaného výsledku.
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Obrázek 2.16: Křivky se lǐśı pouze v hodnotách uzl̊u u4 a u6

2.9 Derivace B-spline křivek

Přestože jsou B-spline křivky v́ıce komplikované než Bézierovy křivky, jejich
derivace maj́ı podobný tvar. Předpokládejme, že B-spline křivka je defi-
nována jako

C(u) =
n

∑

i=0

Np
i (u)Pi.

Derivace každé bázové funkce lze vypoč́ıtat následovně:

d

du
Np

i (u) =
p

ui+p − ui

Np−1
i (u) −

p

ui+p+1 − ui+1

Np−1
i+1 (u)

Dosazeńım do prvńı rovnice dostáváme

d

du
C(u) =

n−1
∑

i=0

Np−1
i+1 (u)Qi,
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kde

Qi =
p

ui+p+1 − ui+1

(Pi+1 − Pi).

Tedy derivace B-spline křivky je daľśı B-spline křivka stupně p−1 s p̊uvodńım
vektorem uzl̊u, ale novou množinou n ř́ıd́ıćıch bod̊u Q0, Q1, . . . , Qn−1.

2.10 Př́ıklad na závěr

Na základě předešlých kapitol se pokuśıme vykreslit křivku ve tvaru srdce.
Využijeme vzorovou křivku, kterou jsme použ́ıvali ve věťsině předešlých
př́ıklad̊u.
P0, ..., P7 = [3, 1], [3.75, 2], [5, 3], [4, 4], [3, 3], [2, 4], [1, 3], [2.25, 2]
U = {0, 0, 0, 0.17, 0.33, 0.5, 0.67, 0.83, 1, 1, 1}
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Obr. 2.17: Vzorová křivka

Tato křivka je plovoućı a jej́ı stupeň je dvě (p = 2). My bychom rádi źıskali
uzavřenou křivku stejného stupně, která by procházela body [3, 1] a [3, 3].
Tyto body proto vezmeme dvakrát (tzn. dle p) a dále přidáme na konec ještě
jednou prvńı dva. Pro větš́ı přehlednost bude nyńı prvńım bodem seznamu
[5, 3]:
P0, ..., P11 = [5, 3], [4, 4], [3, 3], [3, 3], [2, 4], [1, 3], [2.25, 2], [3, 1], [3, 1],
[3.75, 2], [5, 3], [4, 4]
Tedy n = 12, a jelikož muśı platit, že m = n + p + 1, budeme potřebovat 15
uzl̊u. Vektor uzl̊u zvoĺıme následuj́ıćım zp̊usobem:
U = {0, 0.07, 0.14, 0.21, 0.28, 0.35, 0.42, 0.5, 0.58, 0.65, 0.72, 0.79, 0.86, 0.93, 1}.
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Obr. 2.18: Uzavřená křivka

Na závěr ještě křivku ”zakulat́ıme” posunut́ım [3, 1] do [3, 1.5] a [3, 3] do
[3, 3.5].
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Obr. 2.19: Výsledná křivka
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Kapitola 3

Důležité algoritmy

3.1 Vložeńı uzlu

Naš́ım ćılem nyńı bude, abychom vložili nový uzel do již existuj́ıćıho vek-
toru uzl̊u tak, aby se nezměnil tvar křivky. Jelikož plat́ı, že m = n + p + 1,
přidáme-li nový uzel, hodnota m se zvýš́ı o 1, tud́ıž bud’ počet uzl̊u, nebo
stupeň křivky muśı být zvýšen o 1. Změna stupně křivky následkem zvýšeńı
počtu uzl̊u změńı tvar křivky v globálńım smyslu, t́ımto př́ıpadem se nebu-
deme zabývat. Tedy, vložeńı nového uzlu zp̊usob́ı, že muśıme přidat i nový
ř́ıd́ıćı bod. Jak dále uvid́ıme, některé existuj́ıćı ř́ıd́ıćı body budou odstraněny
a nahrazeny novými ”odř́ıznut́ım” roh̊u.

Přestože vložeńı uzlu nevypadá moc zaj́ımavě, je to jeden z nejd̊uležitěǰśıch
algoritmů pro B-spline křivky. Jak dále uvid́ıme, je na něm založen de
Boor̊uv algoritmus.

3.1.1 Vložeńı jednoduchého uzlu

Mějme n+1 ř́ıd́ıćıch bod̊u P0, . . . , Pn, vektor uzl̊u U = {u0, . . . , um} a stupeň
p. Chceme vložit nový uzel t do vektoru uzl̊u, aniž bychom změnili tvar B-
spline křivky C(u).

Předpokládejme, že nový uzel t lež́ı v uzlovém úseku [uk, uk+1). Již v́ıme, že
C(t) lež́ı v konvexńım obalu definovaném ř́ıd́ıćımi body Pk, Pk−1, . . . , Pk−p

a bázové funkce všech ostatńıch ř́ıd́ıćıch bod̊u jsou nulové. Tud́ıž, výpočet
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vložeńı uzlu může být restringován na ř́ıd́ıćı body Pk, Pk−1, . . . , Pk−p. Cestou
k vložeńı t je nalezeńı p nových ř́ıd́ıćıch bod̊u: Qk na rameni Pk−1Pk, Qk−1

na rameni Pk−2Pk−1, . . . , Qk−p+1 na rameni Pk−pPk−p+1 tak, že stará lomená
čára mezi Pk−p a Pk je nahrazena lomenou čarou Pk−pQk−p+1 . . .QkPk, rohy
v Pk−p+1, . . . , Pk−1 ”odř́ızneme”. Ostatńı ř́ıd́ıćı body z̊ustanou nezměněny.
Vid́ıme, že p− 1 ř́ıd́ıćıch bod̊u p̊uvodńı lomené čáry je vyjmuto a nahrazeno
p novými ř́ıd́ıćımi body.

Pozice nových ř́ıd́ıćıch bod̊u Qi (Qi lež́ı na rameni Pi−1Pi) lze vypoč́ıtat
velmi jednoduše:

Qi = (1 − ai) Pi−1 + aiPi,

kde

ai =
t − ui

ui+p − ui

, k − p + 1 ≤ i ≤ k.

Stručně, abychom vložili nový uzel t, nejdř́ıve najdeme uzlový úsek [uk, uk+1),
který obsahuje t. T́ım zjist́ıme k, p nových ř́ıd́ıćıch bod̊u Qk−p+1, . . . , Qk

vypoč́ıtáme z předešlého vzorce. Nakonec p̊uvodńı lomenou čáru mezi Pk−p

a Pk nahrad́ıme novou lomenou čarou Pk−pQk−p+1Qk−p+2 . . .Qk−1QkPk.
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Obr. 3.1: Původńı křivka

4

1

2

4

1

3

3 52

Obr. 3.2: Nový uzel t = 0.6

3.1.2 Vložeńı uzlu do existuj́ıćıho jednoduchého uzlu

Pokud je nový vkládaný uzel t roven již existuj́ıćımu uzlu uk, potom Qk,
posledńı nový ř́ıd́ıćı bod, je roven Pk−1.
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Obr. 3.3: Původńı křivka
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Obr. 3.4: Dvojnásobný uzel t = 0.5

3.1.3 Vložeńı uzlu do existuj́ıćıho v́ıcenásobného uzlu

Pokud je nový vkládaný uzel t roven již existuj́ıćımu uzlu uk, který má
násobnost s, potom je s posledńıch nových ř́ıd́ıćıch bod̊u Qk, Qk−1, . . . ,
Qk−s+1 rovno p̊uvodńım ř́ıd́ıćım bod̊um Pk−1, Pk−2, . . . , Pk−s.

3.1.4 Vı́cenásobné vložeńı uzlu

V mnoha aplikaćıch potřebujeme vložit uzel v́ıcekrát. Využit́ı metody z
předchoźıho odstavce by bylo zdlouhavé, ukážeme si proto jednodušš́ı po-
stup.

Pozorováńı 1: Pokud je nový uzel t vložen do uzlového úseku [uk, uk+1)
h-krát, koeficienty ai,h (tak budeme značit koeficienty h-tého vložeńı) se daj́ı
vypoč́ıtat pomoćı následuj́ıćıcho vzorce:

ai,h =
t − ui

ui+p−(h−1) − ui

.

Pozorováńı 2: Pokud t je vloženo do již existuj́ıćıho uzlu uk s násobnost́ı
s, potom ř́ıd́ıćı body Pk−s, Pk−s+1, . . . , Pk−1, Pk nejsou ovlivněny, pouze
Pk−p, Pk−p+1, . . . , Pk−s. Po prvńım kroku tedy dostaneme ř́ıd́ıćı body Pk−p,
Pk−p+1,1, Pk−p+2,1, . . . , Pk−s−1,1, Pk−s,1, Pk−s, . . . , Pk−1, Pk. V h-tém kroku
(po h-tém vložeńı) máme ř́ıd́ıćı body Pk−p, Pk−p+1,1, Pk−p+2,2, Pk−p+3,3,
. . . , Pk−p+h,h, Pk−s,1, Pk−s, . . . , Pk−1, Pk. Pro lepš́ı představu si vytvoř́ıme
následuj́ıćı schéma, v 1. sloupci jsou p̊uvodńı ř́ıd́ıćı body, výsledné ř́ıd́ıćı
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body po h-tém vložeńı nalezneme tak, že v každém řádku vezmeme bod
nejv́ıce vpravo.

Pk−p

\
Pk−p+1,1

/ \
Pk−p+1 Pk−p+2,2

\ / \
Pk−p+2,1 Pk−p+3,3

/ \ /
. . .

Pk−p+2 Pk−p+3,2
. . .

/ Pk−p+h,h

...
...

...
\ Pk−s,h

Pk−s−2 Pk−s−1,2 . . .

\ / \ . . .

Pk−s−1,1 Pk−s,3

/ \ /
Pk−s−1 Pk−s,2

\ /
Pk−s,1

/
Pk−s

...

...

Pk−1

Pk
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Z těchto dvou pozorováńı lze odvodit jednoduchý algoritmus.

3.2 De Boor̊uv algoritmus

K výpočtu určitého bodu na B-spline křivce, který odpov́ıdá zadanému u z
domény, se obvykle použ́ıvá De Boor̊uv algoritmus, který je zobecněńım de
Casteljau algoritmu.

Připomeňme, že zvyšováńı násobnosti vnitřńıho uzlu snižuje počet nenu-
lových bázových funkćı v tomto uzlu. Je-li stupeň tohoto uzlu k, je v něm
nejvýše p − k + 1 nenulových bázových funkćı. Tud́ıž v uzlu násobnosti p
bude pouze jedna nenulová bázová funkce, jej́ıž hodnota v něm je jedna
(v́ıme z dř́ıve uvedených vlastnost́ı). Necht’ je tento uzel ui. Jelikož Np

i (u)
je nenulová na [ui, ui+1), je pro u = ui bod na křive C(u) ovlivněn přesně
jedńım ř́ıd́ıćım bodem Pi. Přesněji, C(u) = Np

i (u)Pi = Pi!

Pokud je uzel u opakovaně vkládán, takže je jeho násobnost p, posledńı vy-
tvořený nový ř́ıd́ıćı bod je bodem na křivce, který odpov́ıdá u. (Vlož́ıme-li
u tolikrát, aby jeho násobnost byla p, trojúhelńıkové výpočetńı schéma nám
dá jeden bod. Jelikož daná B-spline křivka muśı procházet t́ımto novým bo-
dem, je to bod na křivce odpov́ıdaj́ıćı u.) Toto pozorováńı nám poskytne
techniku pro nalezeńı C(u) na křivce - budeme vkládat u do té doby, do-
kud jeho násobnost nebude p, a posledńı bod je C(u)! Pokud u je uzel s
násobnost́ı s, vlož́ıme ho p − s krát.
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Obr. 3.5: u = 0.5
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Obr. 3.6: Výpočet nových bod̊u
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Obr. 3.7: Nová křivka

Pro lepš́ı názornost ještě vytvoř́ıme diagram.
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V prvńım sloupci máme ř́ıd́ıćı body Pi,0, z nich a koeficient̊u ai,1 vypoč́ıtame
Pi,1 atd. Jelikož máme (k−s)−(k−p)+1 = p−s+1 bod̊u v 0-tém sloupci a
každý sloupec má prvk̊u o jeden méně než predcházej́ıćı, potřebujeme p − s
sloupc̊u, abychom dostali posledńı bod Pk−s,p−s.

Přestože tento proces vypadá jako ten źıskáný z de Casteljau algoritmu,
jsou velmi rozd́ılné, je tomu tak předevš́ım proto, že při výpočtech v de Bo-
orově algoritmu se využ́ıvá pouze p+1 ř́ıd́ıćıch bod̊u (de Casteljau - všechny).

3.3 Rozděleńı B-spline křivky

Rozděleńı B-spline křivky je stejné jako děleńı Bézierovy křivky. Nicméně
použijeme opět de Boor̊uv algoritmus.

3.3.1 Výběr ř́ıd́ıćıch bod̊u

Předpokládejme, že chceme rozdělit B-spline křivku v u na dvě B-spline
křivky, jednu na [0, u], druhou na [u, 1]. Nejdř́ıve aplikujeme de Boor̊uv al-
goritmus na u. Všimneme si, že pokud u lež́ı v [uk, uk+1), potom nejvýše
p + 1 ř́ıd́ıćıch bod̊u bude využito ve výpočtu, jmenovitě: Pk, Pk−1, . . . , Pk−p.
Abychom našli ř́ıd́ıćı body B-spline křivky na [0, u], začneme s P0 a bu-
deme pokračovat po ř́ıd́ıćım polygonu. Pokud dojdeme do ř́ıd́ıćıho bodu
nebo bodu vypoč́ıtaném v de Boorově algoritmu, zapamatujeme si ho a po-
kračujeme dále. Tento proces pokračuje, dokud nedojdeme do C(u), který je
také označen jako ř́ıd́ıćı bod. Tyto body, v pořad́ı, v jakém jsme je navšt́ıvili,
definuj́ı B-spline křivku na [0, u]. Pro B-spline křivku definovanou na [u, 1]
začneme v C(u) a použijeme stejný postup. Označ́ıme si každý dosažený
bod a pokračujeme, dokud nedojdeme do Pn. Pořad́ı bod̊u je d̊uležité!

Ř́ıd́ıćı body křivky na [0, u] zahrnuj́ı p̊uvodńı neovlivněné ř́ıd́ıćı body a prvńı
bod každé lomené čáry v de Boorově mř́ıžce. Analogicky na [u, 1]. Jelikož
prvńı a posledńı bod lomené čáry v de Boorově mř́ıžce jsou prvńım a po-
sledńım bodem ve stejném sloupci, mohou být vyjmuty hned jakmile je celý
sloupec vypoč́ıtán.

Následuj́ıćı schéma ukazuje, že hned můžeme vyjmout Pk−p (na křivce [0, u])
a Pk−s (na [u, 1]). Jakmile je vypoč́ıtán prvńı sloupec, můžeme vyjmout
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Pk−p+1,1 a Pk−s,1. Takto pokračujeme, dokud nedostaneme Pk−s,p−s = C(u),
který je společný pro obě křivky.

P0

...

Pk−p

\
Pk−p+1,1

/ \
Pk−p+1 Pk−p+2,2

. . .
...

. . .

Pk−s,p−s

... . . .

. . .

Pk−s−1 Pk−s,2

\ /
Pk−s,1

/
Pk−s

...

Pk

...

Pn
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Obr. 3.9: Výpočet nových bod̊u
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Obrázek 3.10: Prvńı čast [0, u]
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Obrázek 3.11: Druhá čast [u, 1]
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Kapitola 4

Křivky v poč́ıtačové grafice

4.1 Křivky

Křivky se použ́ıvaj́ı v poč́ıtačové grafice na r̊uzných mı́stech. Setkáváme se
s nimi na při modelováńı ve 2D i 3D, definici font̊u, určováńı dráhy pohy-
buj́ıćıch se objekt̊u v poč́ıtačové animaci, definici objekt̊u pro šablonováńı aj.
Různé aplikace maj́ı r̊uzné požadavky. My se zaměř́ıme na popis nejčastěji
použ́ıvaných křivek pro modelováńı ve 2D.

Základńım druhem křivek jsou křivky polynomiálńı.

pn(x) = a0 + a1x + . . . + anx
n

Můžeme je velice rychle vypoč́ıtávat a jsou snadno diferencovatelné. Z poly-
nomiálńıch křivek lze skládat křivky po částech polynomiálńı. Nejčastěji
použ́ıvané jsou kubiky (křivky třet́ıho stupně), které poskytuj́ı dostatečně
širokou škálu tvar̊u, jejich výpočet bývá nenáročný, lze s nimi snadno ma-
nipulovat a je u nich možné zaručit spojitost C2, někdy požadovanou při
modelováńı v CAD systémech. Křivky vyšš́ıho stupně mohou zp̊usobovat
nežádoućı vlněńı a jsou náročněǰśı na výpočet.

Modelováńı prob́ıhá obyčejně tak, že je definováno několik ř́ıd́ıćıch bod̊u
a z jejich polohy se urč́ı pr̊uběh křivky. Některé metody umožňuj́ı zadáváńı
též pomoćı tečných vektor̊u, je možno klást podmı́nky na hladkost navázáńı
aj.

Existuj́ı dva základńı zp̊usoby interpretace ř́ıd́ıćıch bod̊u a to interpolace
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a aproximace. Při interpolaci generovaná křivka prob́ıhá danými body, při
aproximaci je ř́ıd́ıćımi body tvar křivky určen, ta jimi ale nemuśı procházet.

Často požadované vlastnosti křivek:

• Invariance k lineárńım transformaćım a projekćım (otočeńı ř́ıd́ıćıho
polygonu a následné generováńı křivky dá stejný výsledek jako otočeńı
každého bodu z vygenerované křivky apod.)

• Vlastnosti konvexńıho obalu:

– silná podmı́nka - celá křivka lež́ı v konvexńım obalu všech svých
ř́ıd́ıćıch bod̊u

– slabá podmı́nka - část křivky lež́ı v konvexńım obalu některých
ř́ıd́ıćıch bod̊u

• Lokalita změn - změnou polohy ř́ıd́ıćıho bodu se měj́ı jen část křivky,
ne křivka celá.

• Křivka procháźı krajńımi body svého ř́ıd́ıćıho polygonu.

Dále křivky děĺıme na racionálńı a neracionálńı. Racionálńı křivky jsou
vyjádřeny v homogenńıch souřadnićıch a maj́ı nenulové váhy ř́ıd́ıćıch bod̊u.
Neracionálńı křivky jsou jejich zvláštńım př́ıpadem, kde jsou všechny váhy
rovny jedné. Tyto křivky nejsou invariantńı k perspektivńımu promı́táńı,
zat́ımco racionálńı křivky ano.

4.2 Interpolačńı křivky

4.2.1 Fergusonovy kubiky

Fergusonovy křivky jsou určeny dvěma ř́ıd́ıćımi body a dvěma tečnými vek-
tory v nich. Body určuj́ı polohu křivky, směr a velikost tečných vektor̊u
mı́ru jej́ıho vyklenut́ı. Přednost́ı Fergusonových kubik je snadná realizace
hladkého navazováńı. Nevýhodou je nesnadná editace tečného vektoru ve
3D.
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4.3 Aproximačńı křivky

4.3.1 Bézierovy kubiky

Nejpouž́ıvaněǰśımi křivkami pro malováńı ve 2D i definici 3D objekt̊u pomoćı
šablonováńı jsou Bézierovy křivky. Často se použ́ıvaj́ı i při definici font̊u.
Jejich nevýhodou je, že při změně polohy ř́ıd́ıćıho bodu dojde ke změně
tvaru celé křivky. Proto se tyto křivky děĺı na segmenty, které se postupně
navazuj́ı. Nejčastěji použ́ıvanými křivkami jsou Bézierovy kubiky.

4.3.2 Coonsovy kubiky

Coonsovy kubiky maj́ı význam předevš́ım v teorii spline křivek. Na rozd́ıl
od Bézierových křivek obecně neprocháźı krajńımi body svého ř́ıd́ıćıho po-
lygonu. Velký význam u Coonsových kubik má násobnost bod̊u ř́ıd́ıćıho po-
lygonu.

4.3.3 Spline křivky

Spline křivka stupně n je po částech polynomiálńı křivka tř́ıdy Cn. Termı́n
spline pocháźı od křiv́ıtka, které tyto křivky modeluje.

Přirozený kubický spline je interpolačńı křivka skládaj́ıćı se z poly-
nomiálńıch oblouk̊u stupně tři, která je ve svých uzlech C2 spojitá. Jeho
nevýhodou je, že změnou polohy definuj́ıćıho bodu se změńı tvar celé křivky.
V poč́ıtačové grafice se nejčastěji použ́ıvaj́ı B-spline kubiky, které ovšem
nejsou přirozenými spline křivkami, protože se jedná o křivky aproximačńı.

4.3.4 Uniformńı neracionálńı kubické B-spline křivky

Uniformńı neracionálńı kubický B-spline se také nazývá Coons̊uv kubický
B-spline. Vznikne navázáńım Coonsových kubik následovně: segment Qi je
určen body Pi−3, Pi−2, Pi−1 a Pi. Následuj́ıćı segment Qi+1 body Pi−2, Pi−1,
Pi a Pi+1. . . Zat́ımco Coonsova křivka je určena právě čtyřmi body, Coons̊uv
B-spline je určen n ≥ 4 body a skládá se z n − 3 segment̊u a je v uzlech C2

spojitý.

Posloupnost́ı P0, P0, P0, P1, . . . , Pn−1, Pn, Pn, Pn zajist́ıme, že výsledný
kubický spline bude procházet krajńımi body svého ř́ıd́ıćıho polygonu.
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Uzavřenou křivku źıskáme opakováńım tř́ı bod̊u ř́ıd́ıćıho polygonu na jeho
konci (P0, P1, . . . , Pn, P0, P1, P2).

Coons̊uv kubický B-spline generovaný n + 1 ř́ıd́ıćımi body P0, P1, . . . , Pn

je složen z n − 2 segment̊u Q3, Q4, . . . , Qn. Parametr u prob́ıhá interva-
lem [0, n + 1] a hodnoty u v uzlech definuj́ı vektor uzl̊u (maj́ı konstantńı
vzdálenost).

Mezi d̊uležité vlastnosti B-spline křivek patř́ı invariantnost v̊uči otáčeńı, po-
sunut́ı a změně měř́ıtka, celá křivka lež́ı ve svém konvexńım obalu a jej́ı
segmenty lež́ı v konvexńıch obalech svých ř́ıd́ıćıch polygon̊u. Změńıme-li po-
lohu některého z ř́ıd́ıćıch bod̊u, změńı se tvar pouze části křivky.

4.3.5 NURBS

Neuniformńı racionálńı B-spline křivky jsou dvoj́ım zobecněńım B-spline
křivek. Vzdálenost uzl̊u nemuśı být konstantńı a body jsou reprezentovány
svými homogenńımi souřadnicemi. Jejich výhodou je, že nám umožňuj́ı přesné
vyjádřeńı kuželoseček.

34



Literatura

[1] Prautzsch H., Boehm W., Paluszny M.: Bézier and B-Spline Techniques,
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