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Abstrakt: V predlozené praci se vénujeme feseni algebraickych rovnic druhého az pa-
tého stupné a Galoisové teorii. V prvni Casti je popsan zptsob feSeni algebraickych
rovnic, specialné Cardanovy vzorce. Dale je uvedena teorie téles, ktera je stavebnim
prvkem pro néasledujici kapitolu vlastni Galoisovy teorie, jez je jadrem této prace. Po-
sledni kapitola se zabyva aplikaci Galoisovy teorie, konkrétné netesitelnosti rovnice
patého stupné v radikalech.

V Uvodu, pro Aplikace a pifklady a jsme vychézeli hlavné ze zdroje [7]. Ve 2. ka-
pitole jsme se inspirovali [3] a [6], v Teorii téles jsme pouzili [2]. Dale 4. kapitola byla
napsana pomoci [1], [4] a [8] a pro obecné poznatky z algebry nam poslouzil zdroj [5].
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Abstract: In the present work we study solution of general algebraic equations of second
to fifth degree and Galois theory. In the first chapter we describe possibilities of solution
of algebraic equations, especially Cardano’s formulas. Next there is mentioned field
theory, which is the basis of Galois theory, the main topic of this work. The last
chapter describes one application of Galois theory, especially insolvability of algebraic
equation of fifth degree in radicals.

In the Introduction, Applications and examples we borrowed from source [7]. We
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Kapitola 1

Uvod

Az do poloviny 19. stoleti bylo FeSeni algebraickych rovnic zédkladni otazkou klasické
algebry.

Kofeny rovnice prvniho a druhého stupné uméli nalézt jiz starovéci Egyptané. Ale
az v 16. stoleti se italskym matematiktim podafilo ziskat vzorce pro feseni rovnic tfetiho
a ¢tvrtého stupné. Nejprve kolem roku 1500 Scipione del Ferro objevil feSeni rovnic
tfetiho stupné, které dale zobecnil Nicolo z Brescii, znamy pod jménem Tartaglia.
Zanedlouho poté vytesil rovnici ¢tvrtého stupné Ludovico Ferrari. Vzorec pro feSeni
rovnice tfettho stupné byl publikovan Gerolamem Cardanem. 1 kdyz byl Tartaglia v
Cardanové praci Artis magnae sive de requlis algebraicus liber unus vydané v roce 1545
oznacen jako objevitel téchto vzorei, jsou tyto formule zndmy pod jménem Cardanovy
vzorce.

Roku 1824 dokazal norsky matematik Abel (Niels Henrik), ze rovnice vyssiho nez
¢tvrtého stupné, zapsané v obecném tvaru, tj. pomoci koeficient, nemohou byt feseny
v radikalech, tj. pomoci ¢tyt aritmetickych operaci - s¢itani, od¢itani, nasobeni a déleni
- a pomoci odmocnin.

Jednou z nejzajimavéjsich partii matematiky, ktera se zabyva fesenim algebraickych
rovnic, je Galoisova teorie. Jeji kofeny sahaji az do starovékého Babylonu kolem r. 1600
pred Kristem. Nékteré hlinéné tabulky se zachovaly az do dnesnich dob a diky nim se
muzeme dovédét, jak Siroké spektrum vypocti dokazali starovéci Babylonané zvladnout
- ur¢enim dani pocinaje az po stanoveni drahy planety Jupiter. K tomuto historickému
pohledu lze pripocist i klasické rébusy matematiky, které 1ze pomoci Galoisovy teorie
resit: kvadraturu kruhu, zdvojeni krychle, trisekci thlu, konstrukei pravidelného sedm-
nactithelniku, nefesitelnost rovnice patého stupné. Neobycejnou riznorodost této teo-
rie pak dokresluji samotny zivot jejiho tvirce, zneuznaného génia a zavrzeného védce,
Evarista Galoise.

Evariste Galois se narodil 25. fijna 1811 ve mésté Bourg-la-Reine, nedaleko Partize.
Do dvanécti let se Evariste vzdélaval v rodiné, roku 1823 vstoupil na lyceum Ludvika
Velikého, které mu mélo poskytnout humanitni vzdélani. Prvni dva roky Evariste v
lyceu prospival a obdrzel prvni cenu v latiné. Po sporu s uciteli byl vSak potrestan
propadnutim. Tento nespravedlivy trest se stal pro Galoise velmi vyznamnym: utékem
z nudy se stava studium matematiky.



Legendrovy Zaklady geometrie, klasickd, mnohokrat vydana ucebnice, je prvnim ma-
tematickym textem, s kterym se Galois setka. Nasleduji prace Josepha Louise Lagran-
gea o matematické analyze. Ve véku patnacti let ¢te materidly urcené pouze profesi-
onalnim matematikiim a s piekvapivou lehkosti je zvlada. Cte spisy Eulera, Gausse,
Jacobiho. A je pevné rozhodnut vstoupit do centra matematiky Francie té doby - na
Polytechnickou skolu.

Galois vsak doplaci na neusporadany a nesystematicky zptsob svého studia, na
ktery ho upozornovali jeho ucitelé. Bez adekvatni ptripravy predstupuje pred examina-
tora a propada.

Roku 1828 se Galois zapisuje do speciadlniho matematického kurzu. Jeho ucitel Ri-
chard byl prvnim, kdo rozpoznal jeho schopnosti a velmi s nim soucitil. Byl toho nazoru,
ze ¢lovék jeho kvalit by mél byt prijat na Polytechniku bez pfijimaciho fizeni. Nasledu-
jici rok mu Richard pomohl publikovat jeho prvni praci Dikaz jedné véty o periodickych
spojitych zlomcich, ktera vsak upadla v zapomnéni. Své fundamentalni poznatky o fe-
Sitelnosti algebraickych rovnic formuloval v materialu, ktery ve formé rukopisu poslal
francouzské Akademii véd. Arbitrem byl Augustin Louise Cauchy, ktery uz publikoval
praci o chovani funkei pfi permutaci proménnych, coz je hlavni téma Galoisovy teorie.
Dalsi osud rukopisu, obsahujiciho nejgenialnéjsi matematické ideje stoleti, je opreden
tajemstvim, faktem vSak zustava, ze rukopis nebyl v ptivodni ani opravené verzi na
pudé Akademie prezentovan.

Roku 1829 se Galois opét ticastnil prijimaciho fizeni na Polytechniku - byla to jeho
posledni Sance. Traduje se (Bell, 1965; Dupuy, 1896), ze ztratil nervy a hodil hadr na
mazani tabule po zkousejicich, ale podle Bertranda (1899) je tento pifibéh fabulace.
Jisté je, ze Evariste u pfijimaciho fizeni opét neuspél. Galois tedy vstupuje na Echole
Normale, ktera neni tak prestizni jako Polytechnika. Za verejnou kritiku vedeni skoly je
posléze ze skoly vyloucen. Ma zakazano nejen navstévovat prednasky, ale je také zbaven
prostiedku k zivotu. V lednu 1831 se pokousi oteviit kurz pokrocilé algebry, sestavajici
z novych teorii, které nebyly dosud publikovany. 17.1.1831 predklada treti verzi své



prace Podminky tesitelnosti rovnic pomoci radikdlu. Galois se nedockal na tuto svoji
praci ani po opakovaném dotazu zadného ohlasu. Az 4. ¢ervence se dozvida, jaky osud
méla jeho prace predlozend Akademii. Posudek neznél pozitivné, Akademie nerozumeéla
a zavrhla jeho praci: ”Vynalozili jsme veskeré usili, abychom pochopili dikazy pana
Galoise. Jeho tvrzeni je nedostatecné jasné, nedostatecné rozvinuté, abychom posoudili,
nakolik je pfesné. Nejsme schopni dat jakykoliv posudek o jeho praci.”

14. cervence, v den dobyti Bastily, byl Galois za idajnou politickou provokaci uvéz-
nén. Epidemie cholery zpiisobila, ze byl roku 1832 pfemistén do nemocnice a pak pod-
mineéné propustén. V tomto ¢ase své svobody také prozil prvni (a zaroven i posledni)
milostnou zkusenost se sle¢nou Stephanii du Motel. Nedlouho poté byl Galois vyzvan
na souboj. 29. kvétna, v predvecer souboje, pise Galois dopis svému priteli Augustu
Chevalierovi, v kterém nacrtava své matematické objevy. Zde nastinuje vztah mezi
grupami a polynomialnimi rovnicemi, konstatuje, ze rovnice je feSitelnd pomoci radi-
kalt, pokud jeji grupa je fesitelna. Ale zminuje i mnoho dalsich myslenek o eliptickych
funkcich a jiné své matematické ideje.

Evariste Galois zemfel 31. kvétna 1832. Jeho dopis Chevalierovi kon¢il témito slovy:
”Pozédej Jacobiho nebo Gausse, aby sdélili sviij nazor (na moje prace), ne kvili pravdé,
ale kvili dilezitosti téchto teorémti. Doufam, ze v budoucnu se najdou lidé, kteti ziskaji
uzitek z rozlusténi tohoto chaosu...”.

Ceho Galois dosahl? Ve svych pracech Galois dokézal, jak uréit, zda lze rovnice fe-
historii klasické algebry, pro kterou bylo hlavnim cilem hledani feSeni rovnic. Hlavnim
pojmem teorie Galoise byl pojem grupy. Jeho prace byly natolik slozité, ze vynika-
jici francouzsti matematikové zkoumali nasledujicich 25 let jeho prace a priznavali, ze
nicemu nerozuméli. Vyznam praci Galoise, které se vztahuji k algebfe a predstavuji
sedesat stran, je ohromny. Ale ideje a metody Galoise maji podstatny vliv na rozvoj
nejen algebry, ale celé matematiky.



Kapitola 2

Teorie algebraickych rovnic
Cardanovy vzorce

V této kapitole se budeme vénovat vypoctu korenti algebraickych rovnic druhého az
¢tvrtého stupné.

2.1 Rovnice druhého stupné

Hledame koteny kvadratického polynomu
f(z) =2* + bz +c. (2.1)
Pouzitim substituce
1
=y—=b 2.2
=Yg (2.2)

prepiseme f(x) v proménné x na polynom ¢(y) v proménné y, ve kterém se nevyskytuje
term s y, jako

1
gy) =y  +c— sz. (2.3)

Plati, Ze ¢islo « je kofen polynomu ¢(y) pravé tehdy, kdyz (oz — %b) je kofen polynomu
f(x). Vidime, Ze kofeny polynomu g(y) jsou

1
iéx/ b? — 4dac, (2.4)
a z toho plyne, Ze kofeny f(x) jsou
1
5 (—b + ViR — 4a,c> . (2.5)

Cislo D = b? — 4ac se nazyvéa diskriminant. Plati-li, ze D > 0, pak ma kvadraticka
rovnice dva redlné koreny. Pokud mame D < 0, méa kvadraticka rovnice dva komplexni
koreny. V pripadé, ze D = 0, mame jeden dvojndsobny redlny koren
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1
Y12 = _Qb' (2.6)

Abychom ziskali kofeny ptivodni rovnice (2.1), jiz ndm stac¢i dosadit za y do substituce
(2.2).

2.2 Rovnice tretiho stupné

Nyni budeme fesit polynom ttetiho stupné, tedy rovnici

f(z) =2* 4+ az® + bx +c=0. (2.7)
Substituci
1
T=y-— 30 (2.8)

pfevedeme polynom z (2.7) na tvar

9(y) =y’ +qy+r, (2.9)

kde ¢, r jsou polynomy v a, b, c. Po dosazeni ziskame

oly) = <y—%a>3+a(y—%a)2+b<y—%a> te, (2.10)

odkud upravou dostaneme

g(y) = v + (b — —a2) Yy + (Ecﬁ _Lag c) , (2.11)

a tedy plati

1
qg=>b— -d* (2.12)
3
2 1
r= 2—7a3 — 3 +c. (2.13)

Podobné jako v pfipadé rovnice druhého stupné je o kotfen ¢(y) pravé tehdy, kdyz
(o — %a) je kofen f(x).

Hlavni trik spociva ve vyjadfeni kofenu o polynomu g¢(y) jako souctu 5 a 7, tj.

a=03+n, (2.14)

kde (3, v jsou ¢isla spliujici podminku

By = —g, (2.15)



jejiz vyznam bude ziejmy z néasledujicich vypoéti. Po umocnéni na tfeti plyne z (2.14),

ze

o =(B+7)? =+ +367(B+7) = 3 ++* 4+ 3a3y.

Dosazenim « do polynomu g(z) ziskdme

gl@) = +ga+r=B+7)*+qB+7) +r=06"+7+ BBy +a+r,

odkud

gla) =+ + B8y +Qa+r=0,

protoZe « je kotfen g(y). Diky podmince

plyne z pfedchozi rovnosti, ze

Bty =—r

Umocnénim obou stran rovnosti (2.19) na tfeti dostaneme

3.3 4
By T
odkud
3_ ¢’
7 275
Dosazenim do (2.20) méame
3
s_ ¢ _
ST 7

odkud plyne, ze

3

6 3_ 4 _
6°+rs o 0

Dostavame tak kvadratickou rovnici v proménné 33, jejimz feSenim ziskdme

2

a snadno jiz z (2.21)

1
ﬁ?’:—(—rj: r2 +

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)



Cislo

4¢3 7\ 2 q\3
2
=2 _(Z z 2.27
Py =(3) +5) (227)
nazyvame diskriminant rovnice tretiho stupné.
Bud
i 2 2
w=e3 = cos% + isin?ﬂ (2.28)

primitivni tfeti odmocnina z jedné. Je-li  néjaké feseni rovnice (2.25), dostaneme
vSechna FeSeni (2.25) postupnym nésobenim [ mocninami w. VSechna FeSeni rovnice
(2.25) jsou tedy 3, wf3, w?B. Podobné vyhovuje-li v rovnici (2.26), jsou v, wy, wy
v8echna FeSeni této rovnice. Spliuji-li navic 3, v podminku (2.19), mtiZeme zbyla feseni
sparovat tak, ze

~3 =81 = (@B)(w*) = (H)w) (2.20)

Kofeny polynomu ¢(y) nyni z (2.14) spocitame jako

ay = wh+wy (2.31)
a; = WB+wy. (2.32)

Nakonec dosadime za y zpét do substituce (2.8) a ziskdme tak kofeny pivodni rovnice
(2.7).

Nyni rozeznavame dva ptipady podle typu kofenti: Je-li diskriminant rovnice (2.9)

7\ 2 q 3
D= (-) (-) >0, 2.33
5) Tl3) 2 (2.33)
[ a 7 jsou realna ¢isla, proto se pri vypoctu kofenu a jako souctu tfetich odmocnin
¢isel § a v pod témito odmocninami vyskytne také redlné ¢islo. V tomto piipadé ma

rovnice (2.9) jedno redlné a dvé komplezni Tesent, pficemz dvé komplexni feSeni jsou
¢isla komplexné sdruzena. Pokud naopak plati

D= (g)Q + <%)3 <0, (2.34)

nachézi se pod druhou odmocninou ve vzorci (2.25) a (2.26) komplexni ¢islo, a tedy i 3 a
v € C, ( a~ jsou ¢isla komplexné sdruzend), proto musime pocitat t¥eti odmocnimu z
komplexniho ¢isla. Nyni mé rovnice (2.9) t7i redlndg teSend. Tento druhy piipad specidlné
nazyva casus irreducibilis.

11



Nyni si v souvislosti s fesenim rovnic uvedeme obecnou definici diskriminantu.

Definice 2.2.1 Bud f € T'[x] polynom stupné n a budte ay, as, . . . o, jeho kofeny
v rozkladovém télese S. Oznacme

0 =]l — o). (2.35)

i<j

Potom diskriminant A(f) polynomu f je

A(f) = 6% (2.36)

Uvazujme polynom tietiho stupné f(z) = 2® — az? + bx — ¢ € T[z], pro n&jz plati
a = 0, a budte a1, as, a3 jeho kofeny v rozkladovém télese S. Protoze f je monicky,
plati

fl@)=(z — 1)z — ag)(x — az), (2.37)

z ¢ehoz po roznasobeni plyne, ze

o + Qg + Qg (2.38)

b = 10 + g + Qrpos, (239)

C = Qiap0s. (2.40)

Protoze a = 0, z rovnosti (2.38) pro kofen aj plati vztah a3 = —(a; + ag), jehoz

dosazenim do (2.39) a (2.40) dostaneme
b = —(af +aray +ad), (2.41)
c = —(aday+aa3). (2.42)

Pro diskriminant A(f) podle pfedchozi definice plati

A(f) = [(a1 — a2) (e — az) (@2 — a3)]* = (a1 — az)?(a1 — as)*(ay — a3)®. (2.43)

Dale plati (a; — ap)? = a2 — 2a,05 + a3, a protoze podle (2.41) mame —b = a? +
ajas + a2, plati, Ze

(Oél - 062)2 =—b— 30(1062. (244)
Podobné po vyjadieni as = —ay — a3 z (2.38) pro a = 0 dostaneme rovnost

(Oél — 063)2 =—-b— 30(1053, (245)
a protoze a; = —ap — a3, plati také

12



(042 — 063)2 =—-b— 30&20&3. (246)
Spojenim podminek (2.44), (2.45) a (2.46) z (2.43) dostavame, ze

A(f) = —[(b + 30(10[2)([) + 30[1013)(() + 30(20[3)], (247)

coZ po roznasobeni dava

(—b)® — AV* — Bb— C, (2.48)
kde
A = 3(aias + ajas + asaz) = 3b, (2.49)
B = 9(agasasz)(aq + ag + ag) = 9ca = 0, (2.50)
C = 27(a1ama3)? = 27 (2.51)

podle (2.38), (2.39) a (2.40). Tedy

A(f) = —4b® — 27¢% = —(4b° + 27¢%). (2.52)

Protoze jsme v puvodni rovnici f(x) uvazovali a = 0, odpovida tato rovnice s koefi-
cienty 1,0,b,c rovnici (2.9). Cardanova definice diskriminantu (2.27) tedy odpovida
nasobku vyrazu A(f) zapornou konstantou.

Nyni se jesté podivame na souvislost znaménka diskriminantu A(f) s tvarem ko-
fentt. Uvazujme nejprve, ze f(z) = 2* — ax? + bz — ¢ € T[z] m4 tii redlné kofeny oy,
s, a3 € R. Podle Definice 2.2.1 plati

A(f) = (1 — 2)* (a1 — a3)* (a2 — a3)?, (2.53)

z Cehoz je vidét, ze vyraz A(f) je soudin t¥i druhych mocnin rozdilu redlnych ¢isel,
tedy jisté plati A(f) > 0. Pokud m4a polynom f naopak jeden realny kofen a; = o a
dva komplexné sdruzené kofeny as = 3 = 1 + i, a3 = 3 = By — i34, kde 1, B2 € R
a [ # 0, potom

A(f) = [(a=B)(a=B)(B-DB) = [(CY—(51+2ﬁ2))(04—(51—iﬁ2))(51+i52—(ﬁl—i%)gﬁ)a
coz po upravé dava ‘

A(f) = (= B1)* = *33%(2iB2)" = [(a — B1)* + B3] (4i°33), (2.55)

odkud je vidét, ze zatimco prvni ¢initel je vzdy kladny, druhy je vzdy zéporny, nebot
obsahuje dvé kladna redln4 ¢isla ndsobend i2 = —1. Tedy v tomto pfipadé plati A(f) <
0.

13



2.3 Rovnice ¢tvrtého stupné

Je dan polynom c¢tvrtého stupné

f(x) = 2* + az® + ba® + cx + d. (2.56)
Pomoci substituce
! (2.57)
T=Y——a )
Y74

ziskdme polynom g(y), ktery neobsahuje term s 33,

9(y) =y* +ay’ +ry + s, (2.58)

kde g, r, s jsou polynomy v a, b, ¢, d. Navic stejné jako u pfedchozich pripadi rovnic
nizsich stupiif je o kofen g(y) pravé tehdy, kdyz (z — $a) je kofen f(z). Ziskéme

3 1 1 3 1 1
gly) =y* + (b - gaQ) y? + (—a3 - §ab + c) Y+ (——a4 + —a®b— ~ac+ d) ,

8 256 16 4
(2.59)
tedy
q = b—gcf (2.60)
1 1
ro o= §a3—§ab+c (2.61)
3, 1, 1
= —— —a“b— - d. 2.62
TR 29t (2.62)

Nyni g(y) rozlozime na polynomy druhého stupné. Snadno nahlédneme, Ze koeficient
u y ve druhém faktoru musi byt —k, protoZe polynom g(y) neobsahuje term s 13.

V4 gl rry+s = (VP +ky+ D@ - ky+m) (2.63)
= '+ (=K +1+m)y® + (km —kDy +1Im.  (2.64)
Pokud najdeme k, [ a m, potom kofeny ¢(y) mohou byt nalezeny pomoci kvadratické

rovnice. Porovnanim koeficientt ¢, r a s s vyjadrenymi ¢isly k, [ a m ziskame podminky
pro k, [, m:

q = —kK*+1l+m (2.65)
— km — K ( —z—r> (2.66)

r = km , |m =7 .

s = Im. (2.67)

Sectenim prvnich dvou rovnic ziskdme
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tedy

a dopocteme [,

-3

Nyni, kdyz mame [ a m, snadno spocitame

s:hn:1<m+ﬁ+f)m+k”—5.

4 k k

Dale
dsk® = K*q* + 2qk" + K —r?,

tedy ziskdme rovnici v proménné k? tvaru

ES 4 2qk* + (¢* — 4s)k* —1* =0,

ktera se pouzitim substituce

t=k?

prevede na kubickou rovnici

34 2qt* + (¢ — 4s)t — 1> =0

(2.68)

(2.69)

(2.70)

(2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)

v proménné t. Nyni staci vypocet kofenii této rovnice prevést piipad feSeni rovnice

tfetiho stupné.
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Kapitola 3

Teorile téles

3.1 Zakladni pojmy

V této kapitole podame prehled zakladnich vlastnosti rozsiteni téles, které budeme
pouzivat v dalsim textu.

Definice 3.1.1 Rozsiteni téles S/T je dvojice téles T, S takova, ze T' je podtéleso
S. V tomto pripadé také fikame, ze S je rozsifeni télesa T

Uvédomme si, ze S lze chapat jako vektorovy prostor nad télesem T

Definice 3.1.2 Dimenzi tohoto vektorového prostoru budeme nazyvat stupen roz-
gireni S télesa T a znacit [S : T'.

Definice 3.1.3 Prvek o € S nazyvame algebraicky prvek nad T, pokud je koie-
nem néjakého polynomu p € T'[z]. V opaéném piipadé fikdme, Ze « je transcendentni
prvek nad T'.

Definice 3.1.4 Je-li a € S algebraicky prvek nad T', potom minimadini polynom
prvku o nad T je monicky polynom m,, € T[z] nejmensiho mozného stupné, jehoz je «
korenem. Prvek « je kofenem polynomu p pravé tehdy, kdyz je tento polynom délitelny
M-

Definice 3.1.5 Bud S/T rozsifeni téles a o € S. Potom T[a] znadi nejmensi
okruh télesa T obsahujici prvek o. Podobné T'(«) znadi nejmensi nadtéleso télesa T' ob-
sahugict prvek a. Okruh T'[a] je télesem a tedy roven T'(«v), pravé kdyz je «v algebraicky
prvek nad 7.

Jsou-li prvky ay,...,a, € S, je Tlay, ..., o] nejmensi okruh télesa T, ktery obsa-
huje aq,...,a,, a podobné T(a,...,a,) znaéi nejmensi nadtéleso télesa T obsahu-
jici prvky oy, ..., a,. Rikdme, Ze téleso T'(ay, ..., ) je generované prvky ay,. .., .
Déle uvazujme polynom p € T'[x] a a € S jeho kofen. Té¢leso T'(a) zadefinované vyse
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nazyvame kotenové nadtéleso polynomu p. Podobné T'(ay,...,a,) se nazyva rozkla-
dové nadtéleso polynomu p, kde o, ..., a, jsou kofeny p.

Poznamka 3.1.6 Rozkladové téleso polynomu p je nejmensi nadtéleso, ve kteréem
se p rozklada na soucin linedrnich faktori.

Déle si uvedeme souvislost teorie téles s idealy okruhii: Jednoduchy komutativni
okruh je téleso a tedy faktor R/I komutativniho okruhu R podle idealu I je télesem,
praveé kdyz je ideal I maximalni. Toto jednoduché pozorovani mé zasadni vyznam pro
konstrukei kofenového nadtélesa ireducibilniho polynomu.

Pozndmka 3.1.7 UvaZugme polynom p € T'x|. Je-li p polynom stupné vétsiho nez
0, feknéme n, je T[z|/p = {q € Tlx], st ¢ < st p}, tedy faktorové tridy T|x]/p
jsou jednoznacné reprezentovdny polynomy stupne mensiho neZ je stupen polynomu
p. PFitom mnoZina {1,z,...,2" '} tvori bdzi vektorového prostoru T|x]/p nad T.
Tedy faktorovy okruh T[z]/p je vektorovy prostor nad télesem T dimenze st p, tedy
dimrT[z]/p = st p.

Poznamka 3.1.8 Uvazujme polynomy p, p € T[z]. Uvédomme si, Ze pro idedly
pT[z] a pTx] plati pT[z] C pT'[z| prdvé tehdy, kdyZ plp. V uspordddni inkluzi tedy
mazimadlnim idealim odpovidaji ireducibilni polynomy.

Lemma 3.1.9 Plati, Ze pokud je polynom p € T'x| ireducibilni, je T'|x]/p téleso.

Diikaz. Podle Poznamky 3.1.8 se snadno nahlédne, Ze ideédl pT'[z] je maximalni,
tedy T'[x]/p je téleso. O

Véta 3.1.10 (O jednoznacnosti jednoduchého algebraického rozsiteni)

Bud T téleso, p € T[x] ireducibilni polynom nad T, S/T libovolné rozsiteni télesa
T obsahugici néjaky koten o« polynomu p. Potom je T(«) izomorfni s jednoduchym
algebraickym rozsirenim T uréenym polynomem p, tj. s T[z]|/p.

Diikaz. Provadi se v zakladnim kurzu algebry. O]

Definice 3.1.11 Bud p € T[z] polynom. Ozna¢me T'[x]/p mnozinu vSech poly-
nomu stupné mensiho nez stupenn p s operaci s¢itani a nasobeni polynomd modulo p,
tedy T'[z|/p = {q € T|x]|stq < stp}. Podle pfedchozi véty plati, ze T[z|/p = T(«),
kde « je néjaky kofen polynomu p. V tomto pfipadé budeme T'(«) = {q(a)|stq <
stp} nazyvat kotenové rozsivent télesa T urcené kofenem « polynomu p € T[z].

Lemma 3.1.12 Méjme rozsitend téles S/T. Prvek o € S je algebraicky nad T
pravé tehdy, kdyz je stuper rozsiteni [T'(«) : T) konecny a je roven stupni minimdlniho
polynomu my, nad T.
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Diikaz. Bud [T(a) : T] = n. Vezméme posloupnost prvki 1,a,a?,...,a" té&lesa
T(«). Protoze dimrT () = n, jsou prvky 1,a,a? ..., a" linedrné zavislé. Existuji
proto ne vesmés nulové prvky ag,aq,...,a, € T tak, ze apl + a1a+ ... + a0 =0. Z
toho plyne, Ze a je kofen polynomu f(x) = ag + a1z + ... + a,z™ € T[z], a proto je
prvek « algebraicky nad T

Predpokladejme naopak, Ze « je algebraicky prvek nad 7. Potom g(a) = 0 pro
néjaky polynom g(x) = by + by + ... + b,a™ € T'|x]. Mezi vSemi takovymi polynomy
vezmeme monicky polynom minimélniho stupné (minimélni polynom prvku «). Necht
je to polynom mq,(z) = co+crz+. . .+c, 12" +a™. Libovolny polynom g € T'[x], jehoZ
kofenem je «, vydélime polynomem m, se zbytkem. Tedy g = m.k +r, kde bud r =0
nebo st r < st m,. Po dosazeni o dostaneme 0 = g(a) = mq(a)k(a) + r(a) = r(a).
Vzhledem k volbé m,, plati r = 0, tedy mq|g.

Chceme ukazat, ze minimalni polynom m, je ireducibilni v T'[z]. Kdyby platilo
ma(z) = a(x)b(z), kde st a, st b < st m,, dosazenim « za = bychom dostali 0 =
ma(@) = a(a)b(w), tedy bud a(a) = 0 nebo b(a) = 0. V obou ptipadech by to byl spor
s volbou m,,.

Podle Véty 3.1.10 je T(a) = Tlx]/m, 2 T. Toto rozsifeni télesa 7" ma podle
Poznamky 3.1.7. stupen n. [l

Dusledek 3.1.13 Pokud je polynom p € T[x] ireducibilni nad T, potom
[T'lz]/p: Tlz]] = st p.

Diikaz. Tvrzeni plyne pfimo z dikazu Lemma 3.1.12. O]

Lemma 3.1.14 Bud « € S algebraicky nad T. Potom je T[a] téleso.

Diikaz. Staci ukazat, ze polynom m, je ireducibilni, coz jsme provedli v dikazu
Lemma 3.1.12. ]

3.2 Typy rozsireni téles a radikalova rozsireni
V dalsim textu se omezime na télesa charakteristiky 0.

Definice 3.2.1 Rekneme, 7e rozsiteni téles S/T je algebraické, pokud je kazdy
prvek télesa S algebraicky nad T'. Téleso S nazveme algebraicky uzavrené, pokud nee-
xistuje zadné algebraické rozsiteni S/S takové, ze S # S.

Definice 3.2.2 Je-li rozsifeni S/T algebraické a téleso S algebraicky uzaviené,

pak S nazyvame algebraicky uzdvér télesa T.

Véta 3.2.3 Kazdé téleso md algebraicky uzdavér a ten je aZ na izomorfismus urcen
jednoznacné.

Dikaz. Tvrzeni se dokazuje na zakladnim kursu algebry. O
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Lemma 3.2.4 Pokud je S algebraicky uzavrené téleso, pak se kazdy polynom z
Slx| rozklada v S|x] na soucin linedrnich faktori.

Diikaz. Tvrzeni je snadné. ]

Definice 3.2.5 Konec¢né rozsiteni téles S/T nazyvame normdlni (nebo také roz-
kladové), pokud kazdy polynom p € T|x], ktery ma kofen v S, se v S rozklada na
soucin linearnich faktori.

Definice 3.2.6 Rozsiteni téles U/T nazveme cisté radikdalové, pokud existuji télesa
Ko=TCK, C...CK,=U tak, ze pro kazdé + = 1,...,r — 1 existuje prvocislo p; a
Bi € Ki1 spliwjici K11 = Ki(5:), kde v; = 7 € K;. Prvek [3; potom nazyvame p;-ty
radikdl nad K;.

Definice 3.2.7 Rozsifeni téles S/T je radikdlové, existuje-li ¢isté radikalové roz-
siteni U/T tak, ze T C S C U.

Definice 3.2.8 Uvazujme p € T'[x] polynom, jehoZ rozkladové téleso je S nad T.
Potom tekneme, ze p je resitelny pomoci radikdlu, pokud je S radikalové.

Pozndmka 3.2.9 Polynom p € T[z| je pak Tesitelny pomoct radikdli, pokud jeho
rozkladove téleso lezi v radikdlovém rozsitent.
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Kapitola 4

Grupy

4.1 Teorie grup

I zde si nejprve pripomeneme nékolik zédkladnich pojmt z teorie grup, které vyuzijeme
pozdéji.

Definice 4.1.1 Podgrupu K grupy G se nazveme normdalni, pokud pro vSechna
k € K a vSechna g € G plati

g kg € K. (4.1)

Definice 4.1.2 Rekneme, Ze kone¢nd grupa G je fesitelnd, pokud existuje po-
sloupnost podgrup

G=Gy,2G;D...2G ={1}, (4.2)
kde GG;;1 je normalni podgrupa grupy G; pro vSechna i = 0,...,¢t — 1, a faktorova
grupa G;/G;1 je komutativni pro véechna i = 0, ..., t—1. Posloupnost (4.2) nazyvame

kompozicni tada grupy G.

Definice 4.1.3 Grupa G se nazyva jednoduchd, pokud jeji jediné normalni pod-
grupy jsou G a {1}.

Pro podgrupy G, H grupy K polozme GH = {gh|g € G, h € H}. Obecné neni sou-
¢in G H uzavien na nasobeni, je-li vSak alespon jedna z grup GG, H normalni podgrupou
K, je GH podgrupa K. V tomto pripadé plati:

Véta 4.1.4 (3. véta o izomorfismu grup)

Bud G grupa, H jeji podgrupa a N jeji normdlni podgrupa. Potom soucin HN je
nejmenst podgrupa G obsahujici H i N a H/(HNN)= HN/N.

Diikaz. Dikaz této véty najdeme napiiklad v [8] na strané 10, Véta 1.51. ]
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Véta 4.1.5 KazZdd podgrupa resitelné grupy je resitelnd.

Diikaz. Bud G fesitelnd grupa s kompozi¢ni fadou (4.2). Déale bud H podgrupa G
a poloéme Hz =HnN Gl Podle Véty 4.14 je GlHl_l/Gl = Hi—l/Hi7 kde GZHZ_l/GZ
je podgrupa komutativni grupy G;_;/G;. Odtud je vidét, Ze je faktorgrupa H; i/H;
komutativni a tedy H = Hy 2 H; 2 ... 2 H; = {1} je kompozi¢ni fada H. Proto je
grupa H tesitelna. O]

Véta 4.1.6 Fuaktorovd grupa resitelné grupy je resitelnd.

Diikaz. Bud G fesitelnd grupa s kompoziéni fadou (4.2) a bud f : G — H
surjektivni homomorfismus. Polozme H; = f(G;). Snadno nahlédneme, zZe faktorgrupa
H; 1/H; je obrazem G,;_1/G;, a tedy grupy H; tvofi kompozi¢ni fadu grupy H a H je
Fesitelna. O

Definice 4.1.7 Bud G grupa. Rikdme, Ze prvky a,b € G jsou konjugované v G,
pokud existuje ¢ € G tak, Ze a = ¢ tbe.

Nyni si pro potieby diikazu nasledujici véty uvedeme toto pomocné tvrzeni:

Lemma 4.1.8 Bud n > 5. Potom jsou cykly délky 3 v A,, konjugované.

Diikaz. Bud H normélni podgrupa grupy A, a bud a = (1ijk) € H. UvaZzujme
trojcykl 8 = (ijk). Chceme ukézat, ze § € H. Protoze v S,, jsou permutace stejného
typu konjugované, existuje v € S,, tak, ze

a=7""p. (4.3)

Je-li v € Ay, jsou «a, § konjugované v A,. Predpokladejme naopak, ze v je licha
permutace. Protoze n > 5, existuji m,[ rfiznd od 4, j, k. Potom 5 = 7.(ml) je suda
permutace a 7y tay = (ml)y tay(ml) = S. O

Véta 4.1.9 Alternujici grupa vsech sudych permutaci n-tého stupné A, je jedno-
duchd pro n > 5.

Diikaz. Necht n > 5. Nejprve ukazeme, ze cykly (ijk) délky 3 generuji grupu A,,.
Protoze cykly délky 3 (trojcykly) jsou sudymi permutacemi, lze je rozlozit na sudy
pocet transpozic. Kazdou sudou permutaci lze navic napsat jako soucin trojcykli,
protoze

(i5)-(ik) = (ijk), (4.4)

obsahuji-li transpozice stejny prvek, a

(if).(kl) = (ijk).(ikl), (4.5)

obsahuji-li transpozice rtizné prvky.
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Nyni ukazeme, ze kazda normalni podgrupa H grupy A,, obsahuje néjaky trojcyklus.
Bud H normélni podgrupa A,,. Pokud H obsahuje néjaky trojcyklus, pak vzhledem k
tomu, ze trojcykly jsou v A,, konjugované, obsahuje vSechny trojcykly. Protoze je mozné
rozlozit kazdou sudou permutaci v soucin trojcykli, je H = A,,.

V poslednim kroku dokédZeme, Ze kazda normalni podgrupa H, H # (1), obsahuje
alesponi jeden trojcyklus. V H zvolime neidentickou permutaci a takovou, aby zobra-
zovala co nejvice prvkl na sebe. Ukdzeme, ze a musi byt trojcyklus. Pokud o neni
trojcyklus, vypada takto:

1. Rozklad o na cykly obsahuje alespon jeden trojcyklus délky alespon 3:

a = (ijk...)... (4.6)

Protoze a je suda permutace, nemuze byt cyklem délky 4, a tedy pfehazuje nejméné
dalsi dva prvky [, m, rizné od 1, j, k.
2. Rozklad « obsahuje alespon dvé nezavislé transpozice:

a = (ig)(kl)... (4.7)
Protoze uvazujeme n > 5, existuje symbol m, rizny od i, j, k, . Polozme § = (klm) €
A,. Pak 7 taB € H, tedy

v=p"taBat € H. (4.8)

Vsimneme si, Ze v neni identickd permutace, protoze v prvnim piipadé 3 a3 zobra-
zuje prvek j na [ a ne na k, jak je zobrazen pomoci o. V druhém piipadé « zobrazuje
[ na k, zatimco permutace S~ 'af3 zobrazuje [ na m.

Dale v v prvnim bodé na sebe zobrazuje vSechny symboly, které na sebe zobrazuje
a, protoze vSechny tyto symboly jsou rtzné od k,[,m. Ve druhém pripadé na sebe
v zobrazuje vSechny symboly stejné jako permutace a, kromé symbolu m. V prvnim
pripadé na sebe v zobrazuje navic prvek ¢, ve druhém prvky ¢ a j.

Tedy v obou ptipadech na sebe permutace v zobrazuje vice prvkia nez a a zaroven
~ neni identickd permutace. To je spor s volbou permutace «, z ¢ehoz plyne, Ze o musi
byt trojcyklus. O]

V dalsim vyuzijeme to, Ze pro n > 5 neni grupa A,, (a tedy ani S,,) FeSitelna, coz je
trividlni dtsledek Véty 4.1.9. Tento fakt plyne i z nésledujiciho jednoduchého tvrzeni:
(viz [1], str. 71, Véta 4).

Tvrzeni 4.1.10 Bud N podgrupa symetrické grupy S,, n > 5. Oznacme M
normdlni podgrupu N. Pokud N obsahuje kazdy trojcyklus a N/M je komutativni,
potom M obsahuje kazZdy trojcyklus.

Diikaz. Bud f : N — N/M homomorfismus a budte x = (ijk), y = (krs) dva
trojcykly z N. Ozna¢me T obraz x v N/M pro vSechna z € N. ProtoZe je grupa
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N/M komutativni, je f(z 'y 'zy) = z7'g7'Zy = 1 pro kazdé z,y € M. Protoze
vy ey = (kji).(srk).(ijk).(krs) = (kjs), pro libovolné k, j, s, mame (kjs) € M. O

Disledek 4.1.11 A, neni fesitelnd pro n > 5.

Diikaz. Pokud by existovala posloupnost zarucujici fesitelnost, protoze A,, obsahuje
kazdy trojcyklus, potom by kazdy trojcyklus obsahovala kazda nasledujici grupa v
kompozic¢ni fadé a posloupnost by nekoncila jednickou. [l

Protoze je podle Véty 4.1.5 podgrupa ftesitelné grupy resitelna, dostavame z pred-
chazejiciho tvrzeni:
Dusledek 4.1.12 S, neni fesitelna pro n > 5. O

4.2 Zakladni véta Galoisovy teorie

Definice 4.2.1 Bud T libovolné téleso. Mnozina vSech automorfismi Aut(7) télesa
T tvori ziejmé vzhledem k operaci skladani zobrazeni grupu. Tato grupa se nazyva
grupa automorfismi télesa T. Je-li T podtéleso télesa S, pak oznacme Autr(S) mno-
zinu vSech automorfismii télesa S, které jsou na 7" identické, tj. Autr(S) ={oc: 5 —
S|o(a) = a pro vSechna a € T}. Snadno nahlédneme, Ze Autr(S) je podgrupa
Aut(S). Tuto podgrupu budeme nazyvat grupa T-automorfismai télesa S.

Pozndmka 4.2.2  Je-li o automorfismus téelesa S, ktery je identicky na T, rikame,
zZe o je T-automorfismus télesa S. Naopak v tomto pripadé Tekneme, Ze T je fizni téleso
automorfismu o.

Definice 4.2.3 Bud S/T rozsifeni téles. Potom grupu Autr(S) definovanou vyse
nazyvame Galoisova grupa rozsiteni S/T a zna¢ime Gal(S/T). Dale bud p € T[x]
polynom bez vicendsobnych kofent a S jeho rozkladové téleso. Grupa Gal(S/T) je
potom Galoisova grupa polynomu p.

Protoze kazdy T-automorfismus télesa S je jednoznacné urcen obrazy kofenti po-
lynomu p a tyto kofeny se T-automorfismy vzajemné permutuji, je mozné se divat na
grupu Gal(S/T) jako na podgrupu symetrické grupy S,, kde n je stupenl polynomu p.

Nyni si zformulujeme nékolik tvrzeni, ktera pozdéji vyuzijeme v diikazu hlavni véty.

Necht S, S jsou dvé télesa. Bud ¥ = {01,09,...,0,} mnozina homomorfismii
z S do S. Kazdy prvek s € S takovy, Ze o0(s) = oa(s) = ... = o,(s), nazvame
fixni bod telesa S vzhledem k Y. Snadno nahlédneme, Ze mnozina fixnich bodu S tvori
podtéleso télesa S. Toto podtéleso nazyvame fixni téleso mnozZiny . Pro nase potieby
ho ozna¢ime Fiz(S,Y), tedy Fixz(S,X) = {s € S|o1(s) =02(s) = ... = 0,(s)}.
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Nyni si zde uvedeme jesté jednu definici, ktera, jak pozdéji ukazeme, odpovida
normdlnimu rozsiteni kone¢ného stupné (viz Definice 3.2.5).

Definice 4.2.4 Rozsifeni téles S/T nazyvame Galoisovo, pokud je T fixni téleso
grupy Gal(S/T), tedy grupy vSech T-automorfismi télesa S, a [S : T je konec¢ny.

Definice 4.2.5 Budte S, S dvé télesa a bud ¥ = {o1,...,0,} mnoZina vzajemné
riznych homomorfismi z S do S. Rekneme, Ze o4, ..., 0, jsou linedrné zdvislé, pokud
existuji prvky aq,...,q, € S, alesponl jeden z nich nenulovy, takové, ze plati a0y (z)+
209(z) + ... + a0, (x) = 0 pro viechna x € S. Rekneme, %e o1, ..., 0, jsou linedrné
nezavislé, pokud nejsou linearné zavislé.

Véta 4.2.6 Budte S, S dvé télesa a bud ¥ = {o1,...,0,} mnoZina vzdjemné
ruznych homomorfismi z S do S. Potom o1, ..., 0, jsou linedrné nezdvisle.

Diikaz. Toto tvrzeni uvedeme bez ditkazu. Ten najdeme napf. v [1] na strané 34,
Véta 12 a jeji Dusledek. O

Véta 4.2.7 Necht ¥ = {01,09,...,0,} je mnoZina n rizngch homomorfismi
télesa S do télesa S. Oznaéme T = Fix(S,%). Potom je [S : T] > n.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze [S : T| = r < n. Bud (4, fs, ..., 3, baze S
jako vektorového prostoru nad 7. Protoze v soustaveé

01(51)1'1 + UQ(Bl)xQ 4+ ...+ O’n<ﬁ1)$n =0
0'1(52)1’1 + 0'2(52);U2 + ...+ O-n<62)xn =0

je vice neznamych nez rovnic, existuje netrivialni feseni aq, as, ..., a,. Pro kazdy
prvek x € S mizeme najit ai, as,...,a, € T tak, ze v = a151 +asf2+ . ..+ a,.53,. Prvni
rovnici vynasobime o1 (ay ), druhou oy (az), atd. Protoze a; € T proi = 1,2...,n, mame

o1(a;) = o;(a;) = a; a plati také o;(a;)o;(5;) = 0;(a;5;). Dostavame

o1(a )z + og(arfr)xe + ... + op(a161)x, =0
o1(azfs)x1 + 03(azf2)re + ... + oy (agfa)x, =0

o1(a,Br)x1 + oa2(arBr) s + ... + oplarfr)x, = 0.

Se¢tenim téchto rovic a pouzitim o;(a1 1) + oi(axfB2) + ... + 0i(a,5,) = oi(a181 +
asfs + ...+ a,f3.) = 0;(x) dostaneme

o1(x)ag + oz(x)as . .. + on(z)ay, = 0. (4.9)

Toto vsak znamena, ze oq,05,...,0, jsou linearné zavislé, coz je ve sporu s Vétou
4.2.6. ]
Dusledek 4.2.8 Bud X = {01,09,...,0,} mnoZina riznych automorfismi télesa

SaT=Fix(S,X). Potom [S:T] > n.
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Dikaz. Plyne z predchoziho tvrzeni. ]

Prestoze Diisledek 4.2.8 nelze zobecnit, existuje ptipad, ve kterém se vzdy vyskytuje
rovnost. Tento pfipad nastane praveé tehdy, kdyz mnozina automorfismii ¥ télesa S tvoii
grupu. Pro nas bude podstatna jedna z implikaci predchozi ekvivalence, kterou si nyni
ukazeme.

Véta 4.2.9 Bud S téleso a X = {01,09,...,0,} grupa automorfismi télesa S.
Oznaéme T = Fiz(S,X). Potom [S:T] =n.

Diikaz. Pokud oy, 09, ..., 0, tvoli grupu, musi byt mezi nimi identické zobrazeni I.
Bez tjmy na obecnosti polozme oy = I. Fixni téleso T' = Fix (S, ¥) potom tvoii takové
prvky s € S, pro které plati o;(s) = s pro vSechna ¢ = 1,2...n. Podle Véty 4.2.7
plati, ze [S : T] > n, a pro spor predpokladejme, Ze [S : T] > n. Existuje tedy n + 1
prvki aq,as, ..., a1 € S, které jsou v T' linearné nezavislé. Protoze v nasledujici
soustavé rovnic je pocet nezndmych vétsi nez pocet rovnic, existuje v S netriviadlni
feSeni soustavy

z101 () + ra01 () + ...+ Tpg101(0ng1) =
r109(1) + x209(an) + ... + Tp109(@py1) =

xlan(al) + $20n(a2) +...+ xn-‘rlan(an-i-l) = 0.

Reseni nemiize lezet v T, jinak by byly prvky ai,. .., a,.1 v prvoi rovnici linedrné
zavislé, protoze oy je identita.

Mezi vSemi netrividlnimi fesenimi x1, xs, ..., 2,11 soustavy vybereme jedno s nej-
vét$im poctem nulovych prvki. Necht je to feSeni aq,as, ..., a,,0,0,...,0 pfi vhodném

usporadani neznamych, kde prvnich r prvka je nenulovych. Navic plati » # 1, protoze
z ay01(1) = 0 plyne a; = 0, nebot 01(a;) = a3 # 0. Mizeme predpokladat a, = 1,
nebot vynasobenim daného feseni prvkem a, ! ziskAme nové feseni, kde r-ty prvek je
roven 1. Proto plati

a10;(a1) + azoi(az) + ... + ar—10i(a—1) + oi(a) =0 (4.10)
pro vSechna ¢ =1,2,...,n.

Protoze ay, as, . .., a,_1 nemohou vSechny patfit do 7', mé&jme napt. a; € S, ale a; ¢
T = Fiz(S,X). Proto existuje automorfismus oy, takovy, ze oy (a;) # ay. Protoze auto-
morfismy o1, 09, ..., 0, tvofl grupu, 0,01, 009, . . .00, je permutace oy, 09, ..., 0,.

Aplikaci o na soustavu rovnic (4.10) dostaneme

ox(a)oroj(ar) + ox(az)oroj(ag) + ... + o(ar_1)oko(a_1) + opoj(e) =0 (4.11)

pro j = 1,2,...,n, takZe poloZenim o0; = 0; dostaneme

or(ar)oi(ar) + ox(az)oi(az) + ... + ox(ar—1)oi(ar—1) + oi(a.) =0 (4.12)
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a odeCtenim (4.12) od (4.10) mame

a1 — o (ar)]oi(ar) + ... + [ar—1 — ok(a,_1)]oi(c,—1) =0, (4.13)

coz je netrivialni feSeni s méné nez r nenulovymi prvky, coz je spor s volbou r v feseni
soustavy z uvodu dikazu. O]

Dusledek 4.2.10 Bud S téleso a X podgrupa grupy automorfismi télesa S.
Potom ¥ = Gal(S/Fiz(S,X)).

Diikaz. Polozme T' = Fixz(S,3). Urcité plati ¥ C Gal(S/T). Protoze podle Véty
4.2.9 je |X| =[S : T}, plati rovnost. O

Dusledek 4.2.11  Neexistuji dvé rizné koneéné podgrupy X, T' grupy Aut(S)
takové, Ze Fix(S,%) =T = Fiz(S,T).
Diikaz. Podle pfedchoziho dusledku plati ¥ = Gal(S/T) =T. O

Necht je nyni ¢ : T — T homomorfismus téles. Pro polynom p(z) = a,z" +
an 12"t 4+ ar(w) +ag z T[z] oznacme p7(x) = o(a,)z™ + o(an-1)z" " 4 ... +
o(a1)x + o(ag) polynom z T'[z].

Véta 4.2.12 Bud o : T — T izomorfismus téles a p € T[x] ireducibilni polynom.
Je-li o koten p a & koten p°, potom existuje rozsireni ¢ : T'(«) — T(d) 1zomorfismu
o takové, Ze o(a) = Q.

Diikaz. Najdeme napt. v [1] na strané 30, Véta 8. O

Nésledujici tvrzeni plyne z jednoznacnosti algebraického uzavéru.

Vé&ta4.2.13 Budo:T — T izomorfismus a bud p € T[z] polynom korespondugici
spe T[:E] vzhledem k o. UvaZujme S rozkladové téleso polynomu p a S rozkladové téleso
polynomu p. Potom izomorfismus o muze byt rozsiren na izomorfismus rozkladovych
nadtéles 6 : S — .

Véta 4.2.14 Bud p € T[x] polynom bez vicendasobnych koteni. Pokud je S
rozkladové téleso polynomu p, potom je S Galoisovo rozsiteni telesa T, tj. T je fixni
téleso grupy Gal(S/T).

Diikaz. Pokud vSechny koteny polynomu p lezi v T, potom S = T a pouze identicky
automorfismus fixuje 7. V tomto piipadé véta plati.

Necht plati, ze p ma v S\ T k kofent, kde k > 1, a predpokladejme, Ze pro kazdou
dvojici téles S, T takovou, ze p ma v .S méné nez k korent, tvrzeni plati.

Bud p =p1.ps..... p, rozklad polynomu p na ireducibilni faktory. Mizeme piedpo-
kladat, ze jeden z téchto faktoru je stupné vétsiho nez 1, jinak by se p rozkladal v T
Bud tedy s > 1 stupen p; a «a; kofen tohoto faktoru. Protoze p; je ireducibilni v T,
plati [T'(aq) : T] = st p; = s. Pokud déle uvazujeme T'(«;) jako nové ”zakladni” téleso,
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plati, Ze méné nez k kofent p lezi v S\ T(ay). Pokud p € T'(ay)[z] a S je rozkladové
téleso p nad T'(«), potom podle indukéniho pfedpokladu plati, ze S je Galoisovo roz-
Sifeni T'(cv). Proto kazdy prvek z S\ T'(cy) je neidenticky zobrazovan alespori jednim
automorfismem télesa S, ktery fixuje T'(ay).

Protoze p je bez vicenasobnych korenil, koreny «q,as,...,as polynomu p; jsou
ruzné prvky télesa S. Podle Véty 4.2.12 existuji izomorfismy o; : T'(a1) — T(ey), i =
1,2...,s, které jsou identické na T, a plati o;(c;) = ;. S je rozkladové téleso polynomu
p € T(a1) a také rozkladové téleso p € T'(«;). Proto izomorfismus o;, vzhledem ke
kterému koresponduje polynom p € T'(«1) s tim samym polynomem p € T'(q;), miize
byt podle Véty 4.2.13 rozsifen na izomorfismus 4; : S — 5, tedy na automorfismus
télesa S. Tedy i, da,... ds jsou T-automorfismy télesa S, tj. d; € Gal(S/T) pro
v8echna i = 1,2,...,s, a plati d1(a1) = a1, 02(1) = g, ..., d5(aq) = as.

Bud nyni 6 prvek télesa S spliwjici 7y (0) = d2(0) = ... = d5(#) = 6. Musi platit, ze
0 € T(ay), protoze pokud by 6 € S\ T'(«1), alespoti jeden automorfismus &; by prvek
0 zobrazoval neidenticky. Proto je 6 tvaru

0 =ap+ aioq +asad + ... +a, a5t (4.14)

kde a; € T. Pokud aplikujeme d; na (4.14), z rovnosti 6;(0) = 0 prokazdéi =1,2,...,s,
dostavame

0 = ag+ aro; + asal + ...+ a, ot (4.15)

Polynom
Ao 125 F a9 2.+ arx + (ag — 0) (4.16)
mé proto s riznych kofenl ay,ao,...as, coz je vice nez jeho stupen. Proto vSechny
koeficienty musi byt nulové, véetné ag — 0. Plati tedy 6 € T. O

Véta 4.2.15 Zakladni véta Galoisovy teorie

Bud p € T|x] polynom bez vicendsobnyjch kotendi, S jeho rozkladové téleso a Gal(S/T)
Galoisova grupa polynomu p. Potom plati:

1. Kazdé mezitéleso M, T C M C S, je fizni téleso podgrupy Gal(S/M) grupy
Gal(S/T) a rizné podgrupy magi riznd fixni télesa. (Rikdme, Ze M koresponduje s
Gal(S/M).)

2. Pro kazdé mezitéleso M plati, Ze [M : T| = i(Gal(S/M)), kde i(Gal(S/M)) je
index grupy Gal(S/M) v grupé Gal(S/T), a [S : M| = |Gal(S/M)|.

3. Mezitéleso M je Galoisovo rozsiteni télesa T prdvé tehdy, kdyz podgrupa Gal(S/M)
je normdlni podgrupa grupy Gal(S/T). V tomto pripadé plati, Ze grupa Gal(M/T) =
Gal(S/T)/Gal(S/M).

Diikaz. Protoze T'C M, je jisté p € M|z]| a S je jeho rozkladové téleso. Proto je S
podle Véty 4.2.14 Galoisovo rozsifeni M, takze M je fixni téleso podgrupy Gal(S/M)
grupy Gal(S/T), ktera se sklada z M-automorfismu télesa S. Z Disledku 4.2.11 potom
plyne, Ze ruzné podgrupy grupy Gal(S/T) maji rizna fixni télesa. Tim jsme ukazali 1.
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Bud M néjaké merzitéleso. Protoze M je fixni téleso podgrupy Gal(S/M) grupy
Gal(S/T), z Véty 4.2.9 plyne, ze [S : M| = |Gal(S/M)|. Dale podle Lagrangeovy véty
plati, ze |Gal(S/T)| = |Gal(S/M)|.i(Gal(S/M)), kde i(Gal(S/M)) je index podgrupy
Gal(S/M) v grupé Gal(S/T), tedy pocet rozkladovych t¥id Gal(S/T) podle Gal(S/M).
Protoze platirovnost [S : T] = |Gal(S/T)| ataké [S : T| =[S : M|.[M : T], dostavame,
ze [M :T] = i(Gal(S/M)), ¢imz jsme dokazali druhou ¢ast véty.

K dikazu posledni ¢asti véty pouzijeme nasledujicich dvou tvrzeni. Bud M mezi-
téleso, T'C M C S.

Tvrzeni 1: Pocet riznych T-homomorfismi M do S je roven poctu rozkladovych
trid Gal(S/T) podle Gal(S/M), tedy i(Gal(S/M)).

Diikaz. Nejprve ovéfime, ze dva homomorfismy o, 7 € Gal(S/T) se shoduji na
M, pravé kdyz patii do stejné rozkladové tiidy podle Gal(S/M). Jsou-li ooy, ooy
dva prvky rozkladové tiidy oGal(S/M) = {o0;|0; € Gal(S/M)}, kde o € Gal(S/T)
a o1, 09 € Gal(S/M), pak pro vSechna m € M plati oo1(m) = o(m) = goa(m).
Nyni ukézeme, Ze prvky rtuznych rozkladovych tfid podle Gal(S/M) déavaji rtizné T-
homomorfismy M do S. Necht naopak plati o(m) = 7(m) pro vSechna m € M. Potom
77 lo(m) = m, proto je 770 € Gal(S/M) a tedy o a 7 jsou z téze rozkladové ttidy
podle Gal(S/M). Protoze 1ze kazdy T-homomorfismus M do télesa S rozsifit na prvek
Gal(S/T), je pocet riznych T-homomorfismi M do S roven poctu rozkladovych t¥id
Gal(S/T) podle Gal(S/M). O

Tvrzeni 2: Téleso M je Galoisovo rozsireni T prdvé tehdy, kdyz je pocet ruznijch
T-automorfisma télesa M roven [M : T).

Dikaz. Pokud je M Galoisovo rozsiteni T', pocet riiznych automorfismii télesa
M identickych na T je podle Vét 4.2.9 a 4.2.14 roven [M : T]. Bud naopak po-
et rlznych T-automorfismii télesa M roven [M : T| = k. Oznaéme jejich mno-
zinu ¥ = {0y,09,...,0%}. Oznacime-li dale T fixn{ téleso téchto automorfismi, tedy
T = Fiz(M,%) = {m € M|o1(m) = gy(m) = ... = op(m) =m},plati T C T C M a
podle Véty 4.2.9 je [M : T] = |%| = [M : T]. Déale z rovnosti [M : T] = [M : T].[T : T]
plyne, Ze [T :T]=1,¢li T = T. Proto je M Galoisovo rozsifeni t&lesa T'. [

Téleso M je Galoisovo rozsiteni T' praveé tehdy, kdyz kazdy T-homomorfismus M
do S je automorfismus télesa M. Protoze podle bodu 2. mame i(Gal(S/M)) = [M :
T, spojenim obou pfedchozich tvrzeni dostavame, ze takovychto homomorfismu a 7'-
automorfismi M je stejny pocet. Snadno nahlédneme, ze Gal(S/o(M)) je pravé grupa
oGal(S/M)o™! pro kazdé o € Gal(S/T). Odtud je jiz ziejmé, ze o(M) = M pro
kazdé o € Gal(S/T) pravé tehdy, kdyz oGal(S/M)o~! = Gal(S/M) pro kazdé o €
Gal(S/T), coZ nastane pravé tehdy, kdyz je Gal(S/M) normalni podgrupou Gal(S/T).
Téleso M je tedy Galoisovo rozsifeni T' pravé tehdy, kdyz je grupa Gal(S/M) normalni
podgrupa grupy Gal(S/T).

Jak jsme ukazali, kazdy T-homomorfismus télesa M odpovida nékteré rozkladové
tfidé podle podgrupy Gal(S/M). Pokud je M Galoisovo rozsiteni télesa T', tyto ho-
momorfismy jsou automorfismy M, ale v tomto pfipadé jsou rozkladové tridy prvky
faktorové grupy Gal(S/T)/Gal(S/M). Proto T-automorfismy télesa M jednoznacné
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odpovidaji prvkium faktorgrupy Gal(S/T)/Gal(S/M). Protoze nasobeni v grupé
Gal(S/T)/Gal(S/M) je urceno skladanim zobrazeni, je timto vztahem urcen izomor-
fismus mezi Gal(S/T)/Gal(S/M) a grupou Gal(M/T). Timto je dikaz véty dokon-

éen. O

Nyni si zde uvedeme vétu ukazujici souvislost diskriminantu a Galoisovy grupy
polynomu, ktera doplnuje kapitolu 2.2. Pfipomenme, ze diskriminant polynomu p je
podle Definice 2.2.1 vyraz A(p) = §2, kde 6 = [[,_. (i — ;) a ay, jsou kofeny p v jeho
rozkladovém télese.

Déale poznamenejme, Ze prvek 3 nazyvame perfektni ctverec v T, pokud pro 32 € T
plati také g € T'.

i<

Véta 4.2.16 Bud p € T[x] polynom, S jeho rozkladové téleso a predpokladejme,
ze charT # 2. Potom

1. A(p) € T,

2. A(p) = 0 prdvé tehdy, kdyz p md vicendsobny koren,

3. A(p) je perfektni ctverec v T, pravé kdyz Galoisova grupa Gal(S/T) C A,.

Dikaz. Bud o € S, permutace na kofenech «; polynomu p. Snadno se nahlédne, ze
pokud permutaci ¢ aplikujeme na 9, obrazem je d, pokud je o suda permutace, a —9,
pokud je o lich4. Proto § € A, kde A je fixni téleso grupy A,,. Déle plati, Ze §2 = A(p)
je fixovan kazdou permutaci z o € S,,, tedy A(p) € T.

Druhd ¢ast véty plyne piimo z definice diskriminantu A(p).

Bud Gal(S/T) Galoisova grupa polynomu p, kterd je podgrupou S,. Pokud je
A(p) = §? perfektni ¢tverec v T, potom & € T, tedy Gal(S/T) fixuje §. Pro o li-
chou permutaci mame o(9) = —d, a protoze char T # 2, plati § # —4. Proto Gal(S/T)
obsahuje pouze sudé permutace, tedy Gal(S/T) C A,,. Naopak, pokud Gal(S/T) C A,
a plati 02 € T, potom také § € G, kde G = T je fixni t&leso Gal(S/T). Proto je A(p)
perfektni ¢tverec v T [l

Dusledek 4.2.17 Bud p(x) = 2* — az® + bz — ¢ € Q|z] ireducibilni polynom nad
Q. Potom pro Galoisovu grupu tohoto polynomu Gal(S/T) plati, Ze Gal(S/T) = As,
prave kdyz je A(p) perfekini ctverec v Q, a Gal(S/T) = S3 jinak. O

V zavéru kapitoly 2.2 jsme urcili, ze pokud méa polynom p tii redlné koteny, potom
A(p) = 62 > 0. Tehdy jsme vidéli, ze A(p) = §? € R, ale také § € R, tedy 6% = A(p)
je perfektni ¢tverec v R. Pokud mél p naopak jeden realny a dva komplexné sdruzené
koteny, potom A(p) < 0, a platilo A(p) = 6% € R, ale § ¢ R, tedy A(p) v tomto pifpadé
neni perfektni ¢tverec v R.

Tedy podle predchoziho disledku plati, Zze pokud méa p tfi realné kofeny, potom
Gal(S/T) = As, zatimco pro jeden redlny a dva komplexni kofeny polynomu p plati
Gal(S/T) = S;.
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Na zavér této kapitoly si uvedeme jeden ilustracni priklad, kde uréime Galoisovu
grupu daného polynomu a podivame se, jak vypadaji jeji norméalni podgrupy a fixni
télesa prislusnd témto podgrupam - tedy jak funguje Galoisova korespondence.

Bud p(z) = 2* —2 € Q] polynom a bud S jeho rozkladové téleso takové, ze S C C.
Nyni rozlozime p(x) jako

p(x) = (x — a)(x + a)(z —ia)(z + ia), (4.17)

kde o = v/2 je kladné redlné é&islo. Proto S = Q(a, ).
Protoze S je rokladové téleso polynomu p, rozsifeni S/Q je podle Véty 4.2.14 Ga-
loisovo. Dale pracujeme v C, takze je toto rozsifeni také separabilni, tedy polynom p

nema vicenasobné kofeny.
Nyni uréime stupeni [S : Q] tohoto rozsifeni. Jisté plati

[S: Q] =[5 : Q(a)].[Q() : Q- (4.18)
Minimélni polynom prvku i nad nad Q(«) je x* + 1 (je ireducibilni nad R, protoze i je

kofenem tohoto polynomu, ale i ¢ R D Q(«)). Proto [Q(«, 1) : Q(a)] = 2.

Daéle je o« = v/2 kofen polynomu p(x) = 2* — 2 nad Q, ktery je podle Eisensteinova
kritéria 5.1.12 ireducibilni. Proto je p minimalni polynom prvku « nad Q, a tedy

[Q(«) : Q] = 4. Mame tedy [S : Q] = 8.

V dalsim kroku uréime prvky Galoisovy grupy Gal(S/Q) rozsifeni S/Q. Protoze
Q C Qi) € S =Q(,1), p(x) = z* — 2 je ireducibilni v Q(7) a kofeny polynomu p v S
jsou « a ia, existuje Q(7)-automorfismus o télesa S takovy, zZe
o(i) =1 o(a) =ia. (4.19)
Podobné plati Q € Q(«) C S, polynom z? + 1 je ireducibilni v Q(«) a kofeny tohoto
polynomu v S jsou i a —i, proto existuje Q(«)-automorfismus 7 télesa S takovy, ze
(o) = « 7(i) = —i. (4.20)

Protoze [S : Q] = 8, sloZenim téchto automorfismi ziskdme osm riznych Q-automorfismii
télesa S, které vypadaji nasledovneé:

Automorfismus | Obraz prvku o | Obraz prvku :

1 o' 1

o Qo 1

o? — i

o3 —ia i

T « —1

oT Qo —1

o’r —a —1

adr —ia —i
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Navic plati 0* =1 =712, 70 = 037, 70?> = 0*r a 70

v tabulce jsou pravé vsechny Q-automorfismy télesa S.

3 = o7, tedy kombinace uvedené

Vidime, Ze libovolny Q-automorfismus télesa S zobrazuje prvek ¢ na néjaky koren
polynomu 22 + 1, tedy i — =i; podobné je prvek a zobrazovan na prvky o, ia, —a
nebo —iq, tedy vzdy na néjaky kotfen polynomu p(x) = z* — 2.

Galoisova grupa Gal(S/Q) tedy vypada nasledovné:
Gal(S/Q) = {1,0,0% 0% 1,07, 0%1, 0%} = (0,7 : 0* =2 = 1,70 = o°7), (4.21)

coz je dihedralni grupa Dg, tedy grupa vsech vzajemné jednoznacnych zobrazeni ¢tverce
na sebe.

Nyni najdeme podgrupy grupy Gal(S/Q). Oznacéime-li Z,, cyklickou grupu fadu n,
podgrupy Gal(S/Q) vypadaji takto:

Radu 8: | Gal(S/Q) Gal(5/Q) = Dg

Radu 4: | U = {1,0,0%, 0%} U7y
V ={1,0% 1,0} V 7y X Lo
W ={1,0% 07,037} | W = Zy X Zy

Radu 2: | A = {1,0%} A7,
B={1,1} B~17,
C={1,071} C =7
D = {1,0%7} D=7,
E ={1,0%7} E=7Z,

Radu 1: | I = {1} I~1

Vzhledem ke Galoisové korespondenci ziskdme mezitélesa M;, Q C M; C § =
Q(a, 1), tedy fixni télesa podgrup grupy Gal(S/Q).

Nyni popiseme prvky téchto mezitéles. Snadno urcime tii podtélesa télesa S stupné
2 nad Q, konkrétné U = Q(i), V = Q(a?) = Q(v/2) a W = Q(ia?) = Q(iv/2). Tato
télesa jsou po fadé fixni télesa prislusna grupam U, V a W. Nyni se podivejme na
ostatni fixni télesa. Nejprve popiSeme prvky A. Libovolny prvek z € S = Q(a, i) muze
byt jednoznacné napsan ve tvaru

T = ag 4+ a1a + asa? + aza® + aqi + asio + agia® + azia®, (4.22)
kde a; € Q. Protoze A = {1,0%}, mame

2

o?(z) = ap — a1 + aga’® — asza® + ayi — asia + agia® — azia’. (4.23)
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Prvek z je fixovan automorfismem o? (a tedy celou grupou A) pravé tehdy, kdyz

ag = ap, @1 = —ai, G = Ay, @3 = —Aasz, A4 = A4, 5 = —0as5, Adg = ag, A7 = —a7.

Tedy o?(z) = x pravé kdyZ prvky ag, as, a4 a ag jsou libovolné a a; = a3 = a5 =
a7 = 0. Mame tedy

T = ag + ax0” + agi + agia?, (4.24)
proto A = Q(i, o) = Q. V).

Déle zkusme uréit B. Protoze podle predchoziho miize bjt € S napsén jako (4.22)
a B ={1,7}, dostaneme

7(z) = ag + a1 + aza® + aza® — agi — asia — agia® — azic®. (4.25)
Plati 7(x) = z, pravé kdyz
ag = ap, 1 = a1, Az = G2, A3 = az, 4 = —Q4, s = —04s, Qg = —ag, A7 = —a7.

Tedy prvky ag, a1, as a as jsou libovolné a as = a5 = ag = a7 = 0. Proto

T = ag + aya + aza® + aza® (4.26)
a B =0Q(a).
Pro téleso C' méame C = {1,07}. Zde opét
T = ag + a1a + asa® + asa® + agi + asio + agia® + agia® (4.27)
a
o7(x) = ag + asa — aza® — aza® — a4i 4+ ajio + agia® — azia®. (4.28)

Vidime tedy, ze prvek z je fixovan automorfismem o7, praveé kdyz

g = Qp, A1 = A5, A2 = —0A2, A3 = —a7, G4 = —Q4, G5 = A1, Qe = Ug, A7 = —A3.

Tedy prvky ag a ag muzeme zvolit libovolné, zatimco ay = 0 = a4, a5 = a1 a
a7 = —ag. Tedy

: : : : a , a ,
x = ag+ay(1+i)a+agio® +az(1—i)a® = a0+a1[(1+z)a]+56[(1+@)oz]2—53[(1—1-2)04]3,
A (4.29)
z ¢ehoz plyne, ze C' = Q((1 4 i)a).
Dale mame D = {1,027}, tedy
o 1(x) = ag — a1a + axa® — aza® — agi + asioc — agio® + azia’®, (4.30)

tedy ag, as, as a a7 jsou libovolna a a; = az = a4 = ag = 0. Proto
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T = ag + axa’ + agia + aria® (4.31)

A

a D =Q(ia).
Kone¢né grupa E = {1,037}. ProtoZe opét
T = ag + a1a + axa® + asa® + agi + asio + agia® + agia® (4.32)
a tedy
3 _ 2 3 , : . 9 . 3
o°T() = ag — as — asa” + ara” — a4l — ajia + agic” + agia’, (4.33)

vidime, ze x = o7(x), pravé kdyz

Qg = Qp, a1 = —0as, Gz = —0ag2, a3 = a7, G4 = —044, G5 = —0a1, Gg = Ag, A7 = A3.
Proto prvky ag a ag miizeme zvolit libovolné, zatimco ay = a4 = 0, a5 = —a; a
a7 = az. Tedy

z = ap+a;(1—i)a+agio® +az(1+i)a® = ag+a,[(1—1i)a] —

a méame £ = Q((1—1i)a).

Normdlni podgrupy grupy Gal(S/Q) jsou Gal(S/Q), U V, W, A, I. Proto jsou
podle Zakladni véty Galoisovy teorie fixni télesa G = QU U vV, W, Aal=S9 jedina
normalni rozsiteni télesa Q, ktera jsou podtélesem S.

Snadno se nahlédne 2e tato télesa jsou po tadé rozkladova télesa polynomi x,
22+ 1, 22 -2, 22+ 2, 22 — 2?2 — 2 a 2* — 2 nad Q, proto jsou to normélni rozsifeni
télesa @

Na druhé strané napf. B /Q neni normalni rozsifent, protoZe polynom p(r) =at-2
mé v B = Q(«) kofen, ale nerozklada se tam. Rozsfieni C'/Q také neni normalni,
protoze kofen a je sice obsazen v C' = Q((1414)a), ale C' neni rozkladové téleso tohoto
polynomu. Proto podobné télesa Dak nejsou normalni rozsireni Q.

Dale podle Zakladni véty Galoisovy teorie plati, ze Gal(A/Q) = Gal(S/Q)/A.
Predpokladame, ze plati Gal(S/Q) /A > 7o X Zo. Nyni se podivame, jak Galoisova
grupa Gal(A/ Q) vypada. Protoze A= Q(i,v/2), existuji étyti automorfismy télesa A
identické na Q:

Automorfismus | Obraz prvku i | Obraz prvku v/2
1 i V2
6] i —V2
v —i V2
By —i -2
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Protoze 3? = 72 = 1 a gy = 70, kombinace uvedené v tabulce jsou jiz vSechny
Q-automorfismy télesa A. Tedy

Gal(A/Q) = {1, 8,7, 87} = Zy X Zs. (4.35)

Dale uréime Galoisovu grupu Gal(U /Q) rozsiteni U /Q, pro kterou plati Gal(U /Q) =
Gal(S/Q)/U. Protoze U = Q(i) je rozkladové téleso polynomu 22 + 1 € Q[z] a tento
polynom je minimdlni polynom prvku i ¢ R O Q(i), plati [U : Q] = 2. Proto existuji
dva Q-automorfismy télesa U:

Automorfismus | Obraz prvku i
1 7
) —1

Tedy Gal(U/Q) = {1,6}.

Déle méme V =Q(a?) = Q(ﬂ) rozkladové téleso polynomu z? — 2 € Q[z], jehoz
kofeny ve V jsou /2. Plati, ze [V : Q] = 2. Proto mame dva automorfismy, které
zobrazuji kofeny tohoto polynomu na néjaky jiny kofen:

Automorfismus | Obraz prvku V2

1 V2
¢ /2

Tedy Gal(V/Q) = {1,¢}.

Podobné plati W = Q(ia?) = Q(iv/2) je rozkladové téleso 2% + 2 € Q[z], jehoz
kofeny ve W jsou +iv/2. Plati, ze W : Q] = 2. Proto nam i zde vychazeji dva Q-
automorfismy W:

Automorfismus | Obraz prvku iv/2
1 iv/2
w —i\/§

Tedy Gal(W/Q) = {1,w}.
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Kapitola 5

Aplikace Galoisovy teorie

Cilem této kapitoly je najit rovnici patého stupné, ktera neni fesitelnd pomoci radikali.
5.1 Resitelnost polynomi v radikalech

Nejprve si zde uvedeme nékolik pomocnych tvrzeni, ktera ndm pomohou dokéazat hlavni
vétu této kapitoly.

Lemma 5.1.1 Bud U/T rozsitend téles, kde U = T'(3) pro (3 spliujici ¥ =~y € T
pro néjaké prvocislo p. Oznaéme 0, 0 # 1, koten polynomu xP — 1 (p-td primitivni
odmocnina z 1). Potom je rozsiteni T'((3,0)/T normdlni ¢isté radikdlové.

Diikaz. Podle definice zarucuje posloupnost 7' C T'(6) C T(0,[3), ze rozsifeni
T(3,0)/T je ¢isté radikdlové. Vzhledem k tomu, Ze p je prvoéislo, jsou kofeny po-
lynomu 2P — 1 mocniny . Kofeny polynomu z? — v potom dostaneme jako nasobky
3 kofeny polynomu z? — 1. Odtud je vidét, ze se v T(3,d) oba polynomy z? — 1 a
xP — ~ rozkladaji, proto je rozsiteni T'(/3,0)/T také normalni. O

Pozndmka 5.1.2  Jak bude patrné z dikazu Lemmatu 5.1.7, je téleso T(3,0) roz-
kladovym nadtélesem polynomu xP — ~.

Indukci snadno ukazeme néasledujici tvrzeni:
Lemma 5.1.3 Bud U/T C¢isté radikalové rozsitent, kde U = (B1,...,0,) a B; je

kotenem polynomu xPi—~; pro ~; € T(fy,...,0,-1) pro i =1,...,n a p; je prvocislo.
Pro i =1,...,n bud ¢;, 6; # 1, koten polynomu zP* — 1. Potom je rozsireni VT,
kde V.= (0B1,...,0n,01,...0p), cisté radikalové a normdlni. O

Dusledek 5.1.4 Bud U radikdlové rozsirent télesa T. Potom je mormdini uzdvér
V' rozsireni U/T také radikalové rozsirent.

Dukaz. Podle definice je U obsazeno v néjakém cisté radikalovém rozsireni U’ télesa
T. Podle Lemmatu 5.1.3 je U’ obsazeno v normalnim ¢isté radikalovém rozsiteni V.
Protoze je V' normélni, plati T'C V C V') a tedy V je podle definice radikalové.  []
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Lemma 5.1.5 Bud U rozkladové téleso polynomu q(z) = 2P — 1 € T[], kde p je
prvocislo. Potom je Gal(U/T) komutativni a dokonce cyklickd.

Diikaz. ProtoZe derivace polynomu q je ¢'(x) = pzP~!, jejimZ kofenem je pouze 0,
nema q v U vicenasobné kotfeny. Snadno se nahlédne, ze kofeny ¢ tvoii cyklickou grupu
fadu p. Bud & generator této grupy. Potom U = T'(¢) a libovolny T-automorfismus
permutuje kofeny ¢, spliuje tedy

01(5) = fz (5-1)
a touto podminkou je jednoznaéné urcen. Potom ale plati 0;0;(§) = 0y(¢7) = €9 =
0ii(€), a tedy Gal(U/T) je cyklicka. O

Lemma 5.1.6 Bud U rozkladové téleso polynomu s(x) = 2™ — 1 € T'|x]. Ddle bud
v € U a V rozkladové téleso polynomu t(x) = 2" — v € Ulx]. Potom je Gal(V/U)
komutativni.

Diikaz. Bud a néjaky kofen polynomu ¢. ProtoZe se polynom s(z) = 2" —1v U
rozklada, kofeny polynomu ¢ jsou tvaru da, kde ¢ je kofen polynomu s v U. Protoze
V = U(«w), libovolny U-automorfismus télesa V' je tvofen obrazy prvku a. Jsou-li o, 7
dva U-automorfismy V' takové, ze

o(a) =da 7(a) = na, (5.2)
kde d, n € U, potom plati o7(«) = ndax = dna = 7o(«), a tedy Gal(V/U) je komuta-
tivni. ]

Lemma 5.1.7 Bud U/T normdlni ¢isté radikdlové rozsiteni. Potom je Gal(U/T)
resitelnd.

Dikaz. UJT je ¢isté radikdlové, proto U = T'(y, ..., ), kde 57 € T4, ..., Bi-1)
pro kazdé i > 1. Mtzeme predpokladat, Ze p; je prvocislo pro kazdé i =1,...,n.

Postupujme indukci podle n. Pokud n = 0, tvrzeni plati. Pokud 3; € T, potom
U=T(0s,...,0,) aGal(U/T) je podle indukéniho pfedpokladu Fesitelna.

Nyni predpokladejme, ze 51 ¢ T. Bud f minimélni polynom prvku ; nad T.
Protoze je U/T normdlni, f se v U rozklad4, a protoze T'C C, ma f pouze jednoduché
kofeny. Protoze 5; ¢ T, je [ stupné alespori 2. Bud tedy a # [3; kofen f a polozme
€= % Potom ¥ = 1 a ¢ # 1. Tedy ¢ je fadu k v multiplikativni grupé U* télesa U,
tedy prvky 1,¢,¢2,...,"1 jsou rtizné k-té odmocniny z jedné v U. Proto se polynom
g(z) = 2% — 1 rozklada v U.

Bud K C U rozkladové téleso polynomu g € T[z], tedy K = T'(¢). Uvazujme
posloupnost téles T'C K C K(3;) C U. ProtoZe je rozsiteni U/T konetné a normalni,
je kone¢né a normalni také U/K. ProtoZe se g nad K rozklada a B € K, z diikazu
Lemma 5.1.6 plyne, Ze K(3;) je rozkladové téleso polynomu z* — 8F nad K. Proto je
K(f1)/K normélni a podle Lemma 5.1.6 je Gal(K(/31)/K) komutativni. Dale podle
Zékladni véty Galoisovy teorie 4.2.15 bodu 3. plati

Gal(K(61)/K) = Gal(U/K)/Gal(U/K(5)). (5.3)
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Nyni je U = K(B1)(52, ..., 0n), takze U/K (1) je normélni radikalové, tedy podle
indukéniho predpokladu je Gal(U/K(3;)) Tesitelna. Proto je také Gal(U/K) Tesitelna.

Protoze K je rozkladové téleso polynomu g(z) = x¥ — 1 € T[], rozsifeni K/T je
normélni. Podle Lemma 5.1.5 je Gal(K/T) komutativni. Pokud aplikujeme Zékladni
vétu 4.2.15 na rozsiteni U/T', dostaneme

Gal(K/T) = Gal(U/T)/Gal(U/K). (5.4)

Protoze Gal(U/K) je normalni podgrupa Gal(U/T), grupa Gal(U/K) je Tfesitelnad a
faktorova grupa Gal(U/T)/Gal(U/K) je izomorfni komutativni grupé Gal(K/T) a je
tedy také tesitelna, plati, ze Gal(U/Ty) je TeSitelnd, ¢imz je dikaz véty dokoncen. [J

Véta 5.1.8 Bud U/T normdlni radikdlové rozsiteni. Potom je Gal(U/T) teSitelnd.

Diikaz. Podle Diisledku 5.1.4 existuje normalni ¢isté radikalové rozsiteni V' télesa
T obsahujici U. Podle Lemmatu 5.1.7 je grupa Gal(V/T) fesitelnd. Protoze rozsifeni
U/T je normélni, je Gal(V/U) normalni podgrupa grupy Gal(V/T) a plati

Gal(U/T) = Gal(V/T)/Gal(V/U). (5.5)
Gal(U/T) je tedy faktorovou grupou fesitelné grupy a je tedy fesitelna. ]

Jak jsme uvedli v Definici 4.2.3, pokud uvazujeme polynom p € T[z] a S jeho
rozkladové téleso, potom Galoisova grupa polynomu p je Gal(S/T). Nasledujici véta je
tedy preformulovanim véty predchozi:

Véta 5.1.9 Bud p € T|x] polynom a S jeho rozkladové téleso, ve kterém p nemd vi-
cendsobné koreny. Pokud je rovnice p = 0 fesitelnda pomoct radikali, je grupa Gal(S/T)
resitelna. O]

Zde plati dokonce i ekvivalence, kterou ale nebudeme dokazovat.

Véta 5.1.10 Bud p € T[x] polynom a S jeho rozkladové téleso, ve kterém p nemd
vicendsobné koreny. Rovnice p = 0 je Tesitelna pomoci radikdli, pravé kdyzZ je grupa

Gal(S/T) Tesitelnd. O

Lemma 5.1.11 Bud s € Q[x] polynom prvociselného stupné p ireducibilni nad
Q, S jeho rozkladové téleso a predpoklidejme, Ze s md prdavée dva koteny v C\R. Potom
pro Galoisovu grupu polynomu s plati Gal(S/Q) = S,.

Diikaz.  Jisté plati S C C. Bud tedy Gal(S/Q) Galoisova grupa polynomu s, jejiz
prvky budeme chapat jako permutace na korenech s. Tyto kofeny jsou jisté jednoduché,
proto plati, ze Gal(S/Q) je izomorfni néjaké podgrupé grupy S,. P¥i konstrukei rozkla-
dového télesa polynomu s nejprve sestrojime kofenové nadtéleso, které pripadné dale
rozsifujeme, dokud nepridame vSechny kofeny polynomu s. Protoze je stupen s prvo-
¢islo p, je stupen rozsifeni kofenovym nadtélesem také p a tedy plati, ze [S : Q] je déli-
telny prvocislem p. Protoze podle bodu 2. Zakladni véty 4.2.15 je [S : Q] = |Gal(S/Q)|,
¢islo p déli také fad grupy Gal(S/Q). Déle z Lagrangeovy véty plyne, ze fad prvku v
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grupé déli fad grupy, Gal(S/Q) tedy obsahuje prvek fadu p. Protoze ale jediné prvky
grupy S, fadu p jsou cykly délky p, musi Gal(S/Q) obsahovat néjaky p-cyklus.

Oznacme jako ¢ zobrazeni, které prifadi komplexnimu ¢islu « ¢islo @ s nim kom-
plexné sdruzené. ¢ je R-automorfismus C, a tedy restrikce ¢ na S je Q-automorfismus
tohoto télesa. To znamena, ze p — 2 realnych kofent polynomu s ztistava na misté, za-
timco dva komplexné sdruzené kofeny se transponuji. Proto musi Gal(S/Q) obsahovat
transpozici.

Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze Gal(S/Q) obsahuje transpozici (12) a
p-cyklus (12...p). Tvrdime, ze tyto dvé permutace generuji celou grupu S,. Oznacme
tedy ¢ = (12...p), t = (12) a Gal(S/Q) bud tedy generovana cykly c¢ a ¢. Potom
Gal(S/Q) obsahuje prvek ¢~ 'tc = (23), a déle také prvky ¢ 1(23)c = (34), ¢7*(34)c =
(45),..., a tedy Gal(S/Q) obsahuje vSechny transpozice (m, m + 1). Déle plati, ze
Gal(S/Q) obsahuje (12)(23)(12) = (13), (13)(34)(13) = (14),..., Gal(S/Q) proto ob-
sahuje také vSechny transpozice (1m). Gal(S/Q) déle obsahuje slozem (Im)(1r)(Im) =
(mr). Protoze je ale kazdy prvek grupy S,, soufinem transpozic, plati, ze Gal(S/Q) =
Sp. O

Véta 5.1.12 (Eisensteinovo kritérium ireducibility)

Bud f(z) = 2" 4+ ap_12" ' + ... + a1z + ag polynom nad Z. Predpokldidejme, Ze
existuje prvocislo p takove, Ze

1. p deli a; pro vSechna v =1,2,...,n—1,

2. p? nedéli ay.

Potom je polynom f ireducibilni nad Q.

Diikaz. Diikaz této véty najdeme napt. v [5] na strané 303, Véta 4.25.

Vé&ta 5.1.13 Bud k > 1 a p prvocislo. Polynom f(z) = 2° — kpx + p € Q[z] neni
resitelny pomoci radikdld.

Diikaz. Podle Eisensteinova kritéria 5.1.12 plati, Ze f je ireducibilni nad Q. Chceme
dokazat, ze f ma pravé tii jednoduché realné koteny, a tedy dva nerealné koteny, které
jsou komplexné sdruzené. Protoze 5 je prvocislo, z Lemmatu 5.1.11 potom plyne, ze
Gal(S/Q) = Ss. Déle podle Dtisledku 4.1.12 plati, Ze grupa S5 neni fesitelnd, a proto
podle Véty 5.1.10 neni rovnice f = 0 TeSitelnd pomoci radikald.

Zbyva tedy dokazat, ze f ma prave tii realné jednoduché koteny. Spocteme derivaci
f'(z) = 5z* — kp a polozime ji rovnu 0. Vidime, Ze dva stacionarni body (nulové body

derivace) jsou %4 %. Nyni si spo¢itdme hodnoty derivace f’ v bodé +a = x4 %

a v 0. Mame tedy f'(—a) =1 >0, f(0) = —kp < 0 a f'(a) = f'(—a) =1 > 0.

kp

Protoze derivace f’ méni v téchto bodech znaménko, plati, ze f ma v bodech 44/

lokalni extrémy. Dale mame f(—/ %) = 2kpy, %” + p, tedy v bodé —/ % k2 nabyva f

lokdlnitho maxima, a f (/% kpy — —%kp N % + p, a proto v bodé 4/ % nabyva funkce f

lok&lniho minima. Nyni si Jesté spo¢téme hodnoty funkce f v bodech 0 a 1. Protoze
plati f(0)=p>0a f(1) =1—p(k—1) <0, existuje £, 0 < £ < 1, takové, ze f(£) = 0.
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Protoze plati, ze lim, ,_, f(z) = —oc a f(0) > 0, existuje ¢ < 0 takové, ze f(¢) = 0.
Déle plati lim, . f(z) = 0o a f(1) < 0, existuje tedy také n > 1 spliiujici f(n) = 0.
Polynom f mé proto alespon tii redlné kofeny. Vzhledem k tomu, Ze mezi kazdou
dvojici redlnych korent je lokalni extrém, ma f naopak nejvyse tii realné koreny. Z
toho plyne, Ze f ma pravé tii realné koreny, ¢imz je dikaz véty dokoncen. O
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