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Porovnáńı přesných a asymptotických test̊u
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V Praze dne 18.5.2008 Viktória Rusnáková
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2.1 Jednoduchá hypotéza a jednoduchá alternat́ıva . . . . . . . . . . . . . 8
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4.2 Poč́ıtačové simulácie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4.2.1 Kritická funkcia presného testu . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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3



OBSAH 4

Název práce: Porovnáńı přesných a asymptotických test̊u
Autor: Viktória Rusnáková
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Kapitola 1

Úvod

Ciel’om tejto práce je prakticky porovnat’ silu parametrických testov hypotéz, a to
testov presných a testov asymptotických, jednak založených na centrálnej limitnej
vete a jednak založených na metóde maximálnej vierohodnosti. Konkrétne sa práca
zaoberá obojstrannými testami hypotéz o parametroch binomického, Poissonovho a
exponenciálneho rozdelenia na hladine významnosti α = 5%. Kedže je práca zame-
raná na numerické výpočty a poč́ıtačové simulácie, potrebné tvrdenia a vety budú s
ohl’adom na rozsah práce uvedené bez dôkazov.

V prvej kapitole si pripomenieme niektoré základné pojmy a vety. Presnými tes-
tami hypotéz sa budeme zaoberat’ v druhej kapitole a asymptotickými testami v
tretej kapitole. Vo štvrtej kapitole si potom uvedieme numerické pŕıklady, poṕı̌seme
poč́ıtačové simulácie a na záver analyzujeme výsledky.

1.1 Základné pojmy

Predpokladajme náhodný výber X1 . . .Xn z rozdelenia s distribučnou funkciou F,
ktorá záviśı na neznámom parametri θ ∈ Θ. Nech o parametri θ existuju dve proti-
chodné hypotézy. Podl’a nulovej hypotézy H0 plat́ı θ ∈ Θ0 ⊂ Θ a podl’a alternat́ıvnej
hypotézy H1 plat́ı θ ∈ Θ \Θ0.

Testom hypotézy H0 proti hypotéze H1 nazývame rozhodovaćı postup založený
na náhodnom výbere X1 . . .Xn, na základe ktorého zamietneme alebo nezamietneme
platnost’ hypotézy H0. Ak hypotéza H0 plat́ı a zamietneme ju, dopust́ıme sa chyby
1. druhu. Ak plat́ı hypotéza H1 a nezamietneme H0, dopust́ıme sa chyby 2. druhu.
Za H0 voĺıme tu hypotézu, u ktorej je chyba 1. druhu závažneǰsia.
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Test je určený kritickým oborom W ∈ Rn. Hypotézu H0 zamietneme, ak X ∈W.
Kritický obor sa urč́ı tak, aby pravdepodobnost’ chyby 1. druhu bola menšia nanajvýš
rovna α, tj.

Pθ(X ∈W) ≤ α ∀θ ∈ Θ0.

Hodnota supθ∈Θ0
Pθ(X ∈ W) je hladina testu. Hladinu testu voĺıme α. Zároveň

požadujeme, aby pravdepodobnost’ chyby 2. druhu medzi testami na hladine α bola
čo najmenšia.

Označme β(θ) = 1 − Pθ(X /∈ W), kde Pθ(X /∈ W) je pravdepodobnost’ chyby
2. druhu. β(θ) sa nazýva sila testu a vyjadruje schopnost’ testu odhalit’ neplatnost’

nulovej hypotézy. Ak je alternat́ıvna hypotéza zložená, tj. skladá sa z viacerých
jednoduchých hypotéz, pričom každej z týchto elementárnych hypotéz prislúcha iná
hodnota β, hovoŕıme o silofukncii testu.

Chceme teda testovat’ nejakú hypotézu. Obvykle sa použije testovacia štatistika
T(X) založená na náhodnom výbere X1 . . .Xn. Test hypotézy spoč́ıva v porovnańı
hodnoty testovacej štatistiky s určenou kritickou hodnotou testu. V pŕıkladoch,
ktorými sa d’al’ej budeme zaoberat’, sa takto kritický obor zjednoduš́ı na interval,
pŕıpadne zjednotenie dvoch intervalov. Je však potrebné poznat’ rozdelenie testova-
cej štatistiky. V nasledujúcej kapitole budeme uvažovat’ aj znáhodnené testy, teda
testy s rozhodovacou funkciou h(T (X)) : R→ [0, 1], kde h vyjadruje s akou pravde-
podobnost’ou nulovú hypotézu zamietneme.

1.2 Centrálne limitné vety

Presný výpočet kritického oboru W alebo rozdelenia testovacej štatistiky T(X) može
byt’ niekedy náročný. Preto sa pri testovańı hypotéz zvykne použ́ıvat’ centrálna li-
mitná veta.
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Veta 1 (Ljapunovova centrálna limitná veta)

Nech {Xn}∞n=1 je postupnost’ nezávislých náhodných velič́ın a nech plat́ı

lim
n→∞

(E
∑n
i=1 |Xi − EXi|3)

1/3

(E
∑n
i=1 |Xi − EXi|2)1/2

= 0,

potom plat́ı ∀x ∈ R

lim
n→∞

P

∑n
i=1(Xi − EXi)√∑n

i=1 varXi

≤ x

 = Φ(x),

kde Φ(x) je distribučná funkcia normálneho rozdelenia N(0,1).

Veta 2 (CLV pre rovnako rozdelené nezávislé náhodné veličiny)

Nech {Xn}∞n=1 je postupnost’ nezávislých rovnako rozdelených náhodných velič́ın s
kladným a konečným rozptylom, potom plat́ı ∀x ∈ R

lim
n→∞

P

(∑n
i=1 Xi − nEX1√

nvarX1

≤ x

)
= Φ(x),

kde Φ(x) je distribučná funkcia normálneho rozdelenia N(0,1).

Hladina testov založených na centrálnej limitnej vete je však rovna α len asympto-
ticky, teda je potrebné mat’ dostatočne vel’ký počet pozorovańı.
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Testy parametrických hypotéz

2.1 Jednoduchá hypotéza a jednoduchá alternat́ıva

Oba požiadavky, tj. minimalizovat’ chybu druhého druhu testu na hladine α možno
splnit’ v pŕıpade jednoduchej hypotézy proti jednoduchej alternat́ıve, tj. ak množina
Θ = {θ0, θ1} a testujeme hypotézu H0 : θ = θ0 proti H1 : θ = θ1. Nech obe pravde-
podobnostné miery Pθ0 a Pθ1 sú absolútne spojité vzhl’adom k nejakej σ-konečnej
miere µ. Označme pk(x) hustotu miery Pθk

vzhl’adom k µ, k = 1, 2.

Lemma 3 (Neymanovo-Pearsonovo)

Nech k danému α ∈ (0, 1) existuje kladné č́ıslo c také, že pre množinu
W0 = {x ∈ Rn; p1(x) ≥ cp0(x)} plat́ı∫

W0

p0(x)dµ(x) = α.

Potom pre l’ubovol’nú množinu W ∈ Bn splňujúcu podmienku∫
W

p0(x)dµ(x) ≤ α,

plat́ı ∫
W0

p1(x)dµ(x) ≤
∫
W

p1(x)dµ(x).

Teda test s kritický oborom W0 je najsilneǰśı, tj. má najmenšiu pravdepodobnost’

chyby druhého druhu medzi testami na hladine α.
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Zamerajme sa na testy hypotéz o parametroch binomického, Poissonovho a expo-
nenciálneho rozdelenia.

Pŕıklad 1 (binomické rozdelenie)

Nech X1 . . .Xm je výber z binomického rozdelenia Bi(n, p). Zostavme test na hladine
α pre hypotézu H0 : p = p0 proti H1 : p = p1 za predpokladu, že p1 > p0 sú známe
konštanty.

Nerovnost’ p1(x) ≥ cp0(x) v defińıcii W0 znie

m∏
i=1

(
n

xi

)
pxi

1 (1− p1)n−xi ≥
m∏
i=1

(
n

xi

)
pxi

0 (1− p0)n−xi

teda

p
∑m

i=1
xi

1 (1− p1)mn−
∑m

i=1
xi ≥ cp

∑m

i=1
xi

0 (1− p0)mn−
∑m

i=1
xi .

Po úprave (
p1

p0

(1− p0)

(1− p1)

)∑m

i=1
xi

≥ c

(
1− p0

1− p1

)mn

:= c1

konečne dostávame
∑m
i=1 xi ≥ c2, kde c2 ∈ N . T =

∑m
i=1 xi má binomické rozdelenie

Bi(nm, p). Konštantu c2 urč́ıme numericky, tak aby hladina testu bola α, tj.

nm∑
k=c2

(
mn

k

)
pk0(1− p0)nm−k ≤ α a

nm∑
k=c2−1

(
mn

k

)
pk0(1− p0)nm−k > α

resp.

c2−1∑
k=0

(
mn

k

)
pk0(1− p0)nm−k ≥ 1− α a

c2−2∑
k=0

(
mn

k

)
pk0(1− p0)nm−k < 1− α.

Nulovú hypotézu zamietneme ak T ≥ c2.

Sila tohoto testu, tj. 1 − β, kde β je pravdepodobnost’, že nezamietneme nulovú
hypotézu ak skutočná hodnota parametra je p1, je

1−
c2−1∑
k=0

(
mn

k

)
pk1(1− p1)nm−k =

mn∑
k=c2

(
mn

k

)
pk1(1− p1)nm−k.

Hladina tohto testu je však menšia alebo rovná α, čo je pre test založený na Neyman-
Pearsonovom lemma v pŕıpade diskrétneho rozdelenia bežné.
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Pŕıklad 2 (Poissonovo rozdelenie)

Nech X1 . . .Xm je výber z Poissonovho rozdelenia Po(λ). Zostavme Neyman-Pearsonov
test na hladine α pre hypotézu H0 : λ = λ0 proti H1 : λ = λ1 ak λ1 > λ0 sú dané
konštanty.

Podmienka p1(x) ≥ cp0(x) je tvaru

m∏
i=1

λxi
1

xi!
exp{−λ1} ≥ c

m∏
i=1

λxi
0

xi!
exp{−λ0}

po úprave

exp{−mλ1}λ
∑m

i=1
xi

1 ≥ c exp{−mλ0}λ
∑m

i=1
xi

0(
λ1

λ0

)∑m

i=1
xi

≥ c exp{m(λ1 − λ0)} := c1

teda
∑m
i=1 xi ≥ c2. T =

∑m
i=1 xi má Poissonovo rozdelenie s parametrommλ. Konštantu

c2 vypoč́ıtame z podmienky PH0(
∑m
i=1 xi ≥ c2) = α, tj.

∞∑
k=c2

(mλ0)k

k!
exp{−mλ0} ≤ α a

∞∑
k=c2−1

(mλ0)k

k!
exp{−mλ0} > α.

V pŕıpade, že T ≥ c2 zamietneme H0. Test má silu

1−
c2−1∑
k=0

(mλ1)k

k!
exp{−mλ1} =

∞∑
k=c2

(mλ1)k

k!
exp{−mλ1}.

Pŕıklad 3 (exponenciálne rozdelenie)

Majme X1 . . .Xm výber z exponenciálneho rozdelenia s parametrom λ > 0. Pre dané
λ0 > λ1 zostav́ıme Neyman-Pearsonov test na hladine α pre hypotézu H0 : λ = λ0

proti H1 : λ = λ1.

Nerovnost’ p1(x) ≥ cp0(x) je tvaru

m∏
i=1

λ1 exp{−λ1xi} ≥ c
m∏
i=1

λ0 exp{−λ0xi}



KAPITOLA 2. TESTY PARAMETRICKÝCH HYPOTÉZ 11

tj.

λm1 exp
{
− λ1

m∑
i=1

xi
}
≥ cλm0 exp

{
− λ0

m∑
i=1

xi
}
.

Zlogaritmovańım dostaneme

(λ0 − λ1)
m∑
i=1

xi ≥ ln c+m ln
λ0

λ1

:= c1

teda
∑m
i=1 xi ≥ c2. Vieme, že T =

∑m
i=1 xi má gama rozdelenie Ga(λ,m). Potom

za platnosti nulovej hypotézy má U = 2λ0
∑m
i=1 xi χ2-rozdelenie o 2m stupňoch

volnosti. Chceme testovat’ na hladine α, teda

α = PH0(
m∑
i=1

xi ≥ c2) = PH0(2λ0

m∑
i=1

xi ≥ 2λ0c2).

Potom

1− α = PH0(2λ0

m∑
i=1

xi < 2λ0c2)

a

c2 =
χ2

(1−α),2m

2λ0

,

kde χ2
(1−α),2m je kvantil χ2 rozdelenia o 2m stupňoch volnosti. H0 zamietneme ak

T ≥ c2.

Určme silu tohoto testu. Pravdepodobnost’ chyby druhého druhu je

PH1

(
m∑
i=1

xi <
χ2

(1−α),2m

2λ0

)
.

Teda sila testu je

1− P

(
2λ1

m∑
i=1

xi <
λ1

λ0

χ2
(1−α),2m

)
= 1−G2m

(
λ1

λ0

χ2
(1−α),2m

)
,

kde G2m je distribučná funkcia χ2
2m.
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2.2 Znáhodnené testy

Nech h(x) je meratel’ná funckia na Rn, ktorá splňuje 0 ≤ h(x) ≤ 1. Nazýva sa kritická
funkcia. Nech sa realizoval náhodný vektor X = x. Znáhodnený test spoč́ıva v tom, že
H0 zamietneme s pravdepodobnost’ou h(x) a nezamietneme s pravdepodobnost’ou 1−
h(x). Náhodný test je teda charakterizovaný kritickou funkciou. Ak h(x) nadobúda
len hodnôt 0 a 1, dostaneme nenáhodný test s kritickým oborom {x ∈ Rn : h(x) = 1}.

Lemma 4 (Neymanovo-Pearsonovo pre znáhodnené testy)

Nech je dané č́ıslo α ∈ (0, 1). Nech h a h∗ sú kritické funkcie na Rn, pre ktoré plat́ı∫
hp0dµ = α,

∫
h∗p0dµ = α a nech h splňuje podmienku

h(x) =

{
1 ak p1(x) > cp0(x),
0 ak p1(x) < cp0(x),

(2.1)

kde c je nejaká konštanta. Potom plat́ı
∫

hp1dµ ≥
∫

h∗p1dµ.

Teda ak existuje kritická funkcia h(x) splňujúca podmienku
∫
hp0dµ = α a pod-

mienku (2.1), potom je kritickou funkciou najsilneǰsieho znáhodneného testu na hla-
dine α. Je zrejmé, že takýto najsilneǰśı znáhodnený test odpovedá testu podl’a Lemma
3 až na množinu {x : p1(x) = cp0(x)}.

Ďalej budeme potrebovat’ pojem jednoparametrická hustota exponenciálneho typu
tj. hustota tvaru pθ(x) = C(θ)exp{Q(θ)T (x)}u(x) kde θ ∈ Θ je jednorozmerný pa-
rameter a Θ je borelovská podmnožina priamky.

2.3 Jednoduchá hypotéza a zložená alternat́ıva

Nech Θ má aspoň tri rôzne body. Chceme testovat’ jednoduchú hypotézu H0 : θ = θ0

proti zloženej alternat́ıve H1 : θ ∈ Θ \ θ0. Mohli by sme použit’ Neyman-Pearsonovo
lemma na každý jednotlivý test H0 : θ = θ0 proti H∗1 : θ = θ1 ∈ Θ\θ0. Všeobecne ale
každý takýto jednotlivý test može mat’ iný kritický obor resp. inú kritickú funkciu.
Ak je kritický obor resp. kritická funkcia rovnaká pre každý jednotlivý test, možeme
na tom založit’ test jednoduchej hypotézy proti zloženej alternat́ıve. Takýto test sa
nazýva rovnomerne najsilneǰśı.
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Vo viacerých pŕıpadoch rovnomerne najsilneǰśı test neexistuje. Medzi testami na
hladine α sa preto sa obmedźıme na nestranné testy, tj. testy, ktoré pre l’ubovol’né
θ ∈ Θ \ θ0 zamietajú H0 s pravdepodobnost’ou najmenej α. Nestranné testy sú teda
testy, pre ktoré silofunkcia β(θ) splňuje:

β(θ) ≤ α pre θ = θ0,
β(θ) ≥ α pre θ ∈ Θ \ θ0.

Veta 5

Nech pθ(x) je jednoparametrická hustota exponenciálneho typu a nech α ∈ (0, 1) je
dané č́ıslo. Potom existuje rovnomerne najsilneǰśı nestranný test hypotézy H0 : θ = θ0

proti H1 : θ 6= θ0 na hladine α s kritickou funkciou

h(x) =


1 pre T (x) < C1 alebo T (x) > C2,
γi pre T (x) = Ci, i = 1, 2,
0 pre C1 < T (x) < C2,

(2.2)

kde Ci a γi sú určené podmienkami

Eθ0h(X) = α (2.3)

Eθ0T (x)h(X) = Eθ0T (x)α. (2.4)

Zamerajme sa na testy hypotéz o parametroch binomického, Poissonovho a ex-
ponenciálneho rozdelenia. Budeme hl’adat’ rovnomerne najsilneǰśı nestranný test hy-
potézy H0 : θ = θ0 proti H1 : θ 6= θ0.

Pŕıklad 4 (binomické rozdelenie)

Nech X1 . . .Xm je výber z binomického rozdelenia Bi(n, p). Vektor X má jedno-
parametrickú hustotu exponenciálneho typu tvaru

p(x) =

(
n

x1

)
. . .

(
n

xm

)
(1− p)mn exp

{ m∑
i=1

xi ln
p

1− p

}
.
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Teda T (x) =
∑m
i=1 xi a T (x) má binomické rozdelenie Bi(mn, p). Hl’adaný test je

daný kritickou funkciou (2.2).

Podmienka Eθ0h(X) = α má tvar

C2−1∑
k=C1+1

(
mn

k

)
pk0(1− p0)mn−k +

2∑
j=1

(1− γj)
(
mn

Cj

)
p
Cj

0 (1− p0)mn−Cj = (1− α) (2.5)

a podmienka Eθ0T (x)h(X) = Eθ0T (x)α má tvar

C2−1∑
k=C1+1

k

(
mn

k

)
pk0(1− p0)mn−k +

2∑
j=1

(1− γj)Cj
(
mn

Cj

)
p
Cj

0 (1− p0)mn−Cj = (1− α)mnp0

.

Po úprave dostaneme

C2−2∑
k=C1

(
mn− 1

k

)
pk0(1−p0)mn−k−1 +

2∑
j=1

(1−γj)
(
mn− 1

Cj − 1

)
p
Cj−1
0 (1−p0)mn−Cj = (1−α).

(2.6)

Vhodné konštanty Ci a γi sa nájdu numericky pomocou binomických tabuliek.

Pŕıklad 5 (Poissonovo rozdelenie)

Nech X1 . . .Xm je výber z Poissonovho rozdelenia Po(λ). Vektor X má jednopa-
rametrickú hustotu exponenciálneho typu tvaru

p(x) = exp{−mλ} 1

x1! . . . xm!
exp {

m∑
i=1

xi lnλ}.

Teda znovu T (x) =
∑m
i=1 xi a T (x) má Poissonovo rozdelenie s parametrom mλ.

Hl’adaný test je daný kritickou funkciou (2.2).
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Podmienka Eθ0h(X) = α je tvaru

(
C2−1∑

k=C1+1

(mλ0)k

k!
+

2∑
j=1

(1− γj)
(mλ0)Cj

Cj!

)
exp{−mλ0} = (1− α) (2.7)

a podmienka Eθ0T (x)h(X) = Eθ0T (x)α je tvaru

(
C2−2∑
k=C1

(mλ0)k

k!
+

2∑
j=1

(1− γj)
(mλ0)(Cj−1)

(Cj − 1)!

)
exp{−mλ0} = (1− α). (2.8)

Konštanty Ci a γi sa opät’ nájdu numericky pomocou pravdepodobnostných tabuliek.

Pŕıklad 6 (exponenciálne rozdelenie)

Nech X1 . . .Xm je výber z exponenciálneho rozdelenia s parametrom λ. Vektor X
má jednoparametrickú hustotu exponenciálneho typu tvaru

p(x) = λm exp{λ
m∑
i=1

xi}.

Znovu T (x) =
∑m
i=1 xi a T (x) má gamma rozdelenie Ga(λ,m)s hustotou f . Hl’adaný

test je znovu daný kritickou funkciou (2.2).

Podmienka Eθ0h(X) = α je tvaru

∫ C2

C1

f(y)dy =
λm

Γ(m)

∫ C2

C1

ym−1 exp{−λy}dy = (1− α) (2.9)

a podmienka Eθ0T (x)h(X) = Eθ0T (x)α je tvaru

∫ C2

C1

yf(y)dy =
m

λ
(1− α). (2.10)

Kedže exponenciálne rozdelenie je spojité, kritická funkcia tohto testu nezáviśı na
γ1, γ2. Konštanty C1, C2 sú však v tomto pŕıpade reálne, kvôli čomu je nájdenie
vhodnej kritickej funkcie vel’mi obtiažne.



KAPITOLA 2. TESTY PARAMETRICKÝCH HYPOTÉZ 16

2.4 Zložená hypotéza a zložená alternat́ıva

Chceme testovat’ H0 : θ ∈ Θ0 ⊂ Θ proti H1 : θ ∈ Θ \ Θ0, kde obe hypotézy sú
zložené. Ak pre každé θ ∈ Θ \Θ0 máme test H0 proti H∗1 : θ = θ1 s hladinou α, ktorý
maximalizuje hodnotu funkcie β(θ1) a má kritickú fuknciu nezávislú na θ1, potom
ho nazývame rovnomerne najsilneǰśı.

Veta 6

Nech pθ(x) je jednoparametrická hustota exponenciálneho typu so striktne monotónnou
funkciou Q. Nech α ∈ (0, 1) je dané č́ıslo. Potom existuje rovnomerne najsilneǰśı test
hypotézy H0 : θ ≤ θ0 proti H1 : θ > θ0 na hladine α s kritickou funkciou

h(x) =


1 pre T (x) > C,
γ pre T (x) = C,
0 pre T (x) < C,

(2.11)

pre Q rastúcu

h(x) =


1 pre T (x) < C,
γ pre T (x) = C,
0 pre T (x) > C,

(2.12)

pre Q klesajúcu,
kde C a γ sú určené podmienkou Eθ0h(X) = α.

Veta 7

Nech pθ(x) je jednoparametrická hustota exponenciálneho typu a nech α ∈ (0, 1) je
dané č́ıslo. Potom existuje rovnomerne najsilneǰśı test hypotézy H0 : θ ≤ θ1 alebo
θ ≥ θ2 (θ1 < θ2) proti H1 : θ1 < θ < θ2 na hladine α s kritickou funkciou

h(x) =


1 pre C1 < T (x) < C2 (C1 < C2),
γi pre T (x) = Ci, i = 1, 2,
0 pre T (x) < C1 alebo T (x) > C2,

(2.13)

kde Ci a γi sú určené podmienkou Eθ1h(X) = Eθ2h(X) = α.

Tento test minimalizuje Eθh(X) za podmienky (2.13) pre všetky θ < θ1 a θ > θ2.
Ak funkcia T(x) nie je identicky rovná nejakej konštante skoro všade vzhl’adom k µ,
potom silofunkcia tohto testu má maximum v bode θ0 ∈ (θ1, θ2) a striktne klesá s
rastúcou vzdialenost’ou od θ0.
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Rovnako ako v pŕıpade jednoduchej hypotézy a zloženej alternat́ıvy sa može
stat’, že rovnomerne najsilneǰśı test neexistuje, ale existuje rovnomerne najsilneǰśı
nestranný test.

Veta 8

Nech pθ(x) je jednoparametrická hustota exponenciálneho typu a nech α ∈ (0, 1) je
dané č́ıslo. Potom existuje rovnomerne najsilneǰśı nestranný test hypotézy H0 : θ1 ≤
θ ≤ θ2 (θ1 < θ2) proti H1 : θ < θ1 alebo θ > θ2 na hladine α s kritickou funkciou

h(x) =


1 pre T (x) < C1 alebo T (x) > C2,
γi pre T (x) = Ci, i = 1, 2,
0 pre C1 < T (x) < C2,

(2.14)

kde Ci a γi sú určené podmienkou Eθ1h(X) = Eθ2h(X) = α.

Praktické použitie týchto testov pre testovanie hypotéz o parametroch bino-
mického, Poissonovho a exponenciálneho rozdelenia je rovnaké ako v pŕıkladoch 4
až 6.

Dôkazy viet uvedených v tejto kapitole je možné nájst’ v [1] Lehmann,E.L.: Testing
Statistical Hypotheses.



Kapitola 3

Asymptotické testy

3.1 Asymptotické testy založené na CLV

V druhej kapitole sme videli, že testy hypotéz o parametroch binomického, Poisso-
novho a exponenciálneho rozdelenia sú založené na súčte nezávislých rovnako roz-
delených náhodných velič́ın. Teda je možné použit’

∑m
i=1 xi s určitými úpravami ako

testovaciu štatistiku a pomocou centrálnej limitnej vety źıskat’ asymptotické testy.

Pŕıklad 7 (binomické rozdelenie)

Nech X1 . . .Xm je výber z binomického rozdelenia s parametrami n a p. Zostrojme
asymptotický test hypotézy H0 : p = p0 proti obojstrannej alternat́ıve.

X1 má strednú hodnotu np a rozptyl np(1 − p). Priamym použit́ım CLV pre
rovnako rozdelené nezávislé náhodné veličiny dostaneme, že

T =

∑m
i=1 xi −mnp0√
mnp0(1− p0)

(3.1)

má za platnosti nulovej hypotézy asymptoticky rozdelenie N(0,1).

Hypotézu H0 zamietneme ak |T | ≥ u(α/2), kde u je kritická hodnota normálneho
rozdelenia, pretože potom má test hladinu α. Teda nulovú hypotézu zamietneme, ak
je hodnota testovacej štatistiky pŕılǐs vel’ká alebo pŕılǐs malá.

Pri testovańı proti jednostrannej alternat́ıve H1 : p > p0 nulovú hypotézu za-
mietneme ak T ≥ u(α) a pri testovańı proti jednostrannej alternat́ıve H1 : p < p0

zamietneme H0 ak T ≤ −u(α).

18
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Pŕıklad 8 (Poissonovo rozdelenie)

Nech X1 . . .Xm je výber z Poissonovho rozdelenia s parametrom λ > 0, so strednou
hodnotou λ a rozptylom λ. Zostrojme asymptotický test hypotézy H0 : λ = λ0 proti
obojstrannej alternat́ıve.

Ak plat́ı H0, dostaneme z CLV, že

U =

∑m
i=1 xi −mλ0√

mλ0

(3.2)

má asymptoticky rozdelenie N(0,1). Testy proti obojstrannej resp. jednostrannej al-
ternat́ıve sú založené na porovnańı U s kritickými hodnotami normálneho rozdelenia
u(α) resp. u(α/2).

Pŕıklad 9 (exponenciálne rozdelenie)

Nech X1 . . .Xm je výber z exponenciálneho rozdelenia s parametrom λ > 0, so stred-
nou hodnotou 1/λ a rozptylom 1/λ2. Pre test hypotézy H0 : λ = λ0 možno použit’

štatistiku

V =

∑m
i=1 xi −m/λ0√

m/λ0
2

, (3.3)

ktorá má podl’a CLV asymptoticky rozdelenie N(0,1). Porovnańım V s kritickými
hodnotami normálneho rozdelenia u(α) resp. u(α/2) dostaneme asymptotické testy
proti obojstrannej resp. jednostranným hypotézam.

3.2 Asymptotické testy založené na maximálne vie-

rohodnom odhade

Nech náhodný vektor X = (X1 . . .Xm)′ má hustotu f(x, θ) vzhl’adom k nejakej σ-
konečnej miere µ, kde θ je neznámy parameter. Pri pevnej hodnote x sa funkcia
f(x, θ) ako funkcia premennej θ nazýva vierohodnostná funkcia a funkcia L(x, θ) =
ln f(x, θ) sa nazýva logaritmická vierohodnostná funkcia.



KAPITOLA 3. ASYMPTOTICKÉ TESTY 20

Hodnota θ̂ parametra θ, ktorá maximalizuje vierohodnostnú funkciu pre dané
X = x, sa nazýva maximálne vierohodný odhad parametra θ. Budeme sa zaoberat’

pŕıpadom, ked’ θ je jednorozmerný parameter.

Ďal’ej budeme pracovat’ s pojmami regulárny systém hustôt a Fisherova miera
informácie. Systém hustôt {f(x, θ), θ ∈ Ω} je regulárny, ak sú splnené nasledujúce
podmienky:

1. Množina Ω je neprázdna a otvorená.

2. Množina M = {x : f(x, θ) > 0} nezáviśı na θ.

3. Pre skoro všetky x ∈M existuje konečná parciálna derivácia

f ′(x, θ) =
∂f(x, θ)

∂θ
.

4. Pre všetky θ ∈ Ω plat́ı
∫
M f ′(x, θ)dµ(x) = 0.

5. Integrál

Jm(θ) =
∫
M

(
f ′(x, θ)

f(x, θ)

)2

f(x, θ)dµ(x)

je konečný a kladný.

Integrál Jm(θ) sa nazýva Fisherova miera informácie o parametri θ obsiahnutá v
náhodnom vektore X.

Veta 9 (Výpočet Fisherovej informácie)

Nech systém {f(x, θ), θ ∈ Ω} je regulárny. Nech existuje f ′′ = ∂2f(x,θ)
∂θ2

pre všetky
θ ∈ Ω a skoro všetky x a nech

∫
M f ′′dµ = 0. Potom

Jm(θ) = −E
∂2 ln f(X, θ)

∂θ2
.

Kedže sa budeme zaoberat’ náhodnými výbermi z binomického, Poissonovho a
exponencálneho rozdelenia oveŕıme, či sa jedná o regulárne systémy hustôt.

Výber o rozsahu m z binomického rozdelenia s parametrami n a p má združenú
hustotu
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f(x) =
m∏
i=1

(
n

xi

)
pxi(1− p)n−xi , (3.4)

výber z Poissonovho rozdelenia s parametrom λ má hustotu

f(x) =
m∏
i=1

exp{−λ}λ
xi

xi!
, (3.5)

a výber z exponenciálneho rozdelenia s parametrom λ má hustotu

f(x) =
m∏
i=1

λ exp{−λxi}. (3.6)

Pre odhadované parametre u týchto rozdeleńı plat́ı p ∈ (0, 1) a λ ∈ (0,∞), teda
Ω je neprázdna, otvorená množina. Množina M v žiadnom pŕıpade nezáviśı na týchto
parametroch. Overme ešte podmienky 3 a 4 z defińıcie regulárneho systému hustôt
pre jednotlivé rozdelenia.

Pre binomické rozdelenie je

f ′(x) = f(x)
[
mX

1

p
− (mn−mX)

1

(1− p)

]
,

potom∫
M
f ′(x)dx =

∫
M

f ′(x)

f(x)
f(x)dx = E

f ′(x)

f(x)
=
mnp

p
− mn(1− p)

(1− p)
= 0.

V pŕıpade Poissonovho rozdelenia plat́ı

f ′(x) = f(x)
[
mX

1

λ
−m

]
,

teda ∫
M
f ′(x)dx = E

f ′(x)

f(x)
= 0.

A nakoniec pre hustotu v pŕıpade exponenciálneho rozdelenia máme

f ′(x) = f(x)
[
m

λ
−mX

]
,
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rovnako ∫
M
f ′(x)dx = E

f ′(x)

f(x)
= 0.

Fisherovu informáciu vypoč́ıtame neskôr v jednotlivých pŕıkladoch, uvid́ıme však,
že je splnená aj piata podmienka z defińıcie. Teda v pŕıpade našich troch rozdeleńı
budeme pracovat’ s regulárnymi systémami hustôt.

Nech sú d’al’ej splnené nasledujúce predpoklady:

• P1: Nech Ω je parametrický priestor, ktorý obsahuje taký neprázdny otvorený
interval ω, že skutočná hodnota parametru θ patŕı do ω.

• P2: Nech θ1, θ2 ∈ Ω. Potom f(x, θ1) = f(x, θ2) plat́ı, práve ked’ θ1 = θ2.

Veta 10

Nech {f(x, θ), θ ∈ Ω} je regulárny systém hustôt s Fisherovou mierou informácie
J(θ). Nech θ0 ∈ ω je skutočná hodnota parametru a nech sú splnené nasledujúce
predpoklady.

1. Pre všetky θ ∈ ω a skoro všetky x ∈M existuje derivácia

f ′′′(x, θ) =
∂3f(x, θ)

∂θ3
.

2. Pre všetky θ ∈ ω plat́ı ∫
M
f ′′(x, θ)dµ(x) = 0.

3. Existuje taká nezáporná meratel’ná funkcia H(x), že Eθ0H(x) <∞ a pritom pre
skoro všetky x ∈ M a pre všetky θ také, že |θ − θ0| < ε pre nejaké dostatočne
malé ε > 0 plat́ı ∣∣∣∣∂3 ln f(x, θ)

∂θ3

∣∣∣∣ ≤ H(x).

Potom plat́ı nasledujúce tvrdenie.

• Pre m→∞
1√
m
L′(θ0)

d→ N [0, J(θ0)].
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• Ak existuje pre každé dostatočne vel’ké m a pre každé X taký koreň θ̂m viero-
hodnostnej rovnice, že θ̂m je konzistentný odhad parametra θ, potom

√
m(θ̂m − θ0)

d→ N
[
0,

1

J(θ0)

]
.

Veta 11

Nech sú splnené predpoklady predchádzajúcej vety.Označme

LM(θ0) =
[L

′
(θ0)]2

mJ(θ0)
ULM =

L
′
(θ0)√

mJ(θ0)
,

W (θ0) = m(θ̂m − θ0)2J(θ̂m) UW =
√
mJ(θ̂m)(θ̂m − θ0),

LR(θ0) = 2[L(θ̂m)− L(θ0)].

Potom ULM má asymptoticky rozdelenie N(0,1) a LM(θ0) má asymptoticky rozdele-
nie χ2

1. Ak je funckia J(θ) naviac spojitá v θ0, potom UW má asymptoticky rozdelenie
N(0,1) a LR(θ0) a W (θ0) majú asymptoticky rozdelenie χ2

1.

Testujme hypotézu H0 : θ = θ0 proti alternat́ıve H0 : θ 6= θ0.
Skórový test zamieta hypotézu H0 ak LM(θ0) ≥ χ2

1(α).
Waldov test zamieta hypotézu H0 ak W (θ0) ≥ χ2

1(α).
Test založený na vierohodnostnom pomere zamieta H0 ak LR(θ0) ≥ χ2

1(α).
Kde χ2(α) je kritická hodnota χ2-rozdelenia.
Veličiny ULM a UW sa použ́ıvajú na testovanie nulovej hypotézy proti jednostrannej
alternat́ıve.

Dôkazy viet uvedených v tejto kapitole je možné nájst’ v [2] Anděl,J.: Základy
matematické statistiky.

Pŕıklad 10 (binomické rozdelenie)

Nech X1 . . .Xm je výber z binomického rozdelenia s parametrami n a p. Zostrojme
maximálne vierohodný odhad parametra p.
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Logaritmická vierohodnostná funkcia je tvaru

L(p) = ln f(x) =
m∑
i=1

ln

[(
n

xi

)
pxi(1− p)n−xi

]
=

= mX ln p+ (mn−mX) ln(1− p) + ln

[(
n

x1

)
. . .

(
n

xm

)]
.

Teda

L′(p) =
mX

p
− (mn−mX)

(1− p)
= 0 a p̂ =

X

n
,

kde p̂ je maximálne vierohodný odhad parametra p. S použit́ım vety 9 vypoč́ıtame
Fisherovu informáciu

L′′(p) = −mX

p2
− (mn−mX)

(1− p)2
a Jm(p) = −EL′′(p) =

mn

p(1− p)
.

Pre test hypotézy H0 : p = p0 proti H1 : p 6= p0 dostávame testové štatistiky

LM(p0) =
m(X− np0)2

np0(1− p0)
(3.7)

W (p0) =
mn(X− np0)2

X(n− X)
(3.8)

LR(p0) = 2m

[
X

(
ln

(1− p0)

p0

+ ln
X/n

(1− X/n)

)
+ n

(
ln(1− X/n)− ln(1− p0)

)]
.

(3.9)

Vid́ıme, že štatistika LM nám dáva rovnaký výsledok ako použitie centrálnej limit-
nej vety. Teda skórový test sa v pŕıpade binomického rozdelenia zhoduje s testom
založeným na CLV.

Pŕıklad 11 (Poissonovo rozdelenie)

Nech X1 . . .Xm je výber z Poissonovho rozdelenia s parametrom λ > 0. Zostrojme
maximálne vierohodný odhad parametra λ.



KAPITOLA 3. ASYMPTOTICKÉ TESTY 25

Logaritmická vierohodnostná funkcia je tvaru

L(λ) = −mλ− ln(X1! . . . Xm!) +mX lnλ.

Potom

L′(λ) = −m+
mX

λ
= 0 a λ̂ = X,

kde λ̂ je maximálne vierohodný odhad λ. Vypoč́ıtame ešte Fisherovu informáciu

L′′(λ) = −mX

λ2
a Jm(λ) =

m

λ
.

Pre test hypotézy H0 : λ = λ0 proti H1 : λ 6= λ0 dostávame testové štatistiky

LM(λ0) =
m(X− λ0)2

λ0

(3.10)

W (λ0) =
m(X− λ0)2

X
(3.11)

LR(λ0) = 2m[X(ln X− lnλ0)− (X− λ0)]. (3.12)

Aj v pŕıpade Poissonovho rozdelenia vid́ıme, že výsledky skórového testu a testu s
použ́ıt́ım CLV sú rovnaké.

Pŕıklad 12 (exponenciálne rozdelenie)

Nech X1 . . .Xm je výber z exponenciálneho rozdelenia s parametrom λ > 0. Zostro-
jme maximálne vierohodný odhad parametra λ.

Logaritmická vierohodnostná funkcia je tvaru

L(λ) = m lnλ− λmX.

Teda

L′(λ) =
m

λ
−mX = 0 a λ̂ =

1

X
,

kde λ̂ je maximálne vierohodný odhad λ. Znovu zist́ıme Fisherovu mieru informácie

L′′(λ) = −m
λ2

a Jm(λ) =
m

λ2
.
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Pre test hypotézy H0 : λ = λ0 proti H1 : λ 6= λ0 dostávame testové štatistiky

LM(λ0) = m(1− λ0X)2 (3.13)

W (λ0) = m(1− λ0X)2 (3.14)

LR(λ0) = 2m
[
Xλ0 − 1− (lnλ0 + ln X)

]
. (3.15)

Rovnako ako v predchádzujúcich dvoch pŕıkladoch sa skórový test a test založený
na CLV zhodujú. V pŕıpade exponenciálneho rozdelenia dáva rovnaký výsledok ešte
aj Waldov test.



Kapitola 4

Poč́ıtačové simulácie

4.1 Pŕıklad testovania hypotéz

Zostrojme presný test a asymptotické testy pre náhodný výber z Poissonovho roz-
delenia o rozsahu m = 50. V programe R pomocou funkcie rpois() vygenerujeme 50
dát s Poissonovým rozdeleńım s parametrom λ napŕıklad rovným jednej.

1 3 0 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0 2 1 1 3 2 2 0 0 2 0
1 0 1 0 1 2 1 1 2 1 0 1 0 2 1 2 2 0 0 0 2 0 1 1 1

Kedže v praxi skutočnú hodnotu parametru zvyčajne nepoznáme, chceme otesto-
vat’ napŕıklad hypotézu, že λ = 2 oproti alternat́ıve λ 6= 2. Zostrojme najprv presný
test. Kritická funkcia takéhoto testu je tvaru (2.2) s konštantami C1 = 81, C2 = 120
a γ1 = 0, 519, γ2 = 0, 243. Hodnota testovacej štatistiky

∑50
i=1 xi = 48 je ostro menšia

než C1, čo znamená, že hypotézu zamietame s pravdepodobnost’ou 1.

Pri zostrojeńı asymptotických testov použijeme vzorce pre testovacie štatistiky
z tretej kapitoly. Štatistika U zo vzorca (3.2) má pre dané dáta a pre m = 50
a λ0 = 2 hodnotu -5,2. Porovnańım s kritickou hodnotou normálneho rozdelenia
u(0, 025) = 1, 96 zist́ıme, že nulovú hypotézu zamietame.

27
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Rovnako dopadne aj Waldov test a test založený na vierohodnostnom pomere.
Hodnota testovacej štatistiky W zo vzorca (3.11) je rovná 56,333 a testovacia štatistika
LR zo vzorca (3.12) má hodnotu 33,539, čo je viac ako kritická hodnota χ2-rozdelenia
s jedným stupňom vol’nosti 3,84. Teda všetky štyri testy zamietli nulovú hypotézu.

4.2 Poč́ıtačové simulácie

Zaoberala som sa obojstrannými presnými a asymptotickými testami o parametroch
binomického, Poissonovho a exponenciálneho rozdelenia s hladinou 5%. Na výpočty a
poč́ıtačové simulácie som použila program R. Pri každom type rozdelenia som zvolila
skutočné hodnoty parametrov a testovaciu hodnotu parametru, tj. predpokladanú
hodnotu, ktorú chceme otestovat’.

Pri binomickom rozdeleńı som uvažovala dva výbery, jeden so skutočnými hod-
notami parametrov n = 10 a p = 0, 1 a druhý pre n = 10 a p = 0, 35. Za nulovú
hypotézu som potom postupne brala testovacie hodnoty 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 v
prvom pŕıpade a 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5 v druhom pŕıpade.

Pri Poissonovom rozdeleńı som testovala výbery so skutočnou hodnotou λ rovnou
1 a 2 a v oboch pŕıpadoch som otestovala hodnoty parametra 0,5 1 1,5 2 2,5 a 3. U
exponenciálneho rozdelenia som použila skutočné hodnoty λ 0,75 a 1,25 a testovacie
hodnoty 0,25 0,5 0,75 1 1,25 1,5 1,75 a 2.

4.2.1 Kritická funkcia presného testu

Znáhodnené testy pre obojstrannú alternat́ıvu pre jednotlivé rozdelenia boli uvedené
v pŕıkladoch 4 až 6 v druhej kapitole. Pri praktickom zostrojeńı týchto testov bolo po-
trebné najprv nájst’ vhodnú kritickú funkciu tvaru (2.2) s konštantami C1, C2, γ1, γ2

sṕlňajúcimi podmienky (2.3) a (2.4), teda určit’ tieto konštanty pre jednotlivé testo-
vacie hodnoty parametrov a rozsahy výberov.

V pŕıpade binomického rozdelenia má podmienka (2.3) tvar (2.5) a podmienka
(2.4) má tvar (2.6). Aby podmienka (2.5) bola splnená muśı pre X s binomickým
rozdeleńım Bi(mn, p0) platit’

P[C1 + 1 ≤ X ≤ C2 − 1] < (1− α)

P[C1 ≤ X ≤ C2] ≥ (1− α).
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Najprv som teda našla také konštanty C1, C2, ktoré by vyhovovali podmienkam

P[X ≤ C1 + 1] ≥ α

2
P[X ≥ C2 − 1] ≥ α

2

P[X ≤ C1] ≤ α

2
P[X ≥ C2] ≤ α

2
.

S týmito konštantami som neźıskala rovnomerne najsilneǰśı test, ale použila som
ich ako počiatočnú hodnotu a C1, C2 splňujúce obe podmienky (2.5) a (2.6) som
hl’adala na ich bĺızkom okoĺı nasledovne.

Predpokladajme, že máme dané hodnoty C1, C2. Ak označ́ıme

A =
C2−1∑

k=C1+1

(
mn

k

)
pk0(1− p0)mn−k = P[C1 + 1 ≤ X ≤ C2 − 1]

B =

(
mn

C1

)
pC1

0 (1− p0)mn−C1 = P[X = C1]

C =

(
mn

C2

)
pC2

0 (1− p0)mn−C2 = P[X = C2]

pre X s rozdeleńım Bi(mn, p0) a

E =
C2−2∑
k=C1

(
mn− 1

k

)
pk0(1− p0)mn−k−1 = P[C1 ≤ Y ≤ C2 − 2]

F =

(
mn− 1

C1 − 1

)
pC1−1

0 (1− p0)mn−C1 = P[Y = C1 − 1]

G =

(
mn− 1

C2 − 1

)
pC2−1

0 (1− p0)mn−C2 = P[Y = C2 − 1]

pre Y s rozdeleńım Bi(mn− 1, p0).

Potom podmienky (2.5) a (2.6) tvoria sústavu dvoch rovńıc o dvoch neznámych
γ1, γ2 tvaru
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A+ (1− γ1)B + (1− γ2)C = (1− α)

E + (1− γ1)F + (1− γ2)G = (1− α).

Ak riešenie tejto sústavy konštanty γ1, γ2 sú z intervalu [0,1], potom dané C1, C2

určujú kritickú funkciu znáhodneného testu hypotézy H0 : p = p0 proti obojstran-
nej alternat́ıve pre daný rozsah výberu m. Na výpočet jedntolivých pravdepodob-
nost́ı A až G ako aj na výpočet riešenia sústavy pre dané honoty C1, C2 pre jed-
notlivé hodnoty m,n, p0 som použila program R. Zdrojový kód výpočtu je možné
nást’ na priloženom CD. Vyhovujúce konštanty C1, C2 som našla na bĺızkom okoĺı
počiatočných hodnôt, vo väčšine pŕıpadov stačilo počiatočnú hodnotu C1 zväčšit’ o
jedna a ponechat’ počiatočnú hodnotu C2 a riešenia sústavy boli z intervalu [0,1].
Rovnako som postupovala aj pri hl’adańı kritickej funkcie v pŕıpade Poissonovho
rozdelenia. Výsledné hodnoty konštánt sú uvedené v tabul’kách v pŕılohe tejto práce.

4.2.2 Testovanie hypotéz

Najprv som zadala zvolené skutočné hodnoty parametrov, požadovanú hladinu a
rozsah dátového súboru m. Začala som s rozsahom m = 10. Potom som postupne pre
jednotlivé vybrané nulové hypotézy zostavila presný znáhodnený test podl’a pŕıkladu
4 až 6 v druhej kapitole a asymptotické testy pomocou testovaćıch štatist́ık z tretej
kapitoly, pričom som posupovala nasledovne.

Pomocou funkcíı rbinom(), rpois() a rexp() som pre dané rozdelenie vygenerovala
dátový súbor so zadaným rozsahom a zadanými skutočnými hodnotami parametrov.
Pre presný test som našla odpovedajúcu kritickú funkciu a spoč́ıtala som hodnotu
testovacej štatistiky

∑m
i=1 xi. Ak táto hodnota bola medzi konštantami C1, C2 danú

nulovú hypotézu som nezamietla. Ak bola táto hodnota ostro väčšia ako C2 alebo
ostro menšia ako C1, hypotézu som zamietla. A ak bola táto hodnota rovná C1 resp.
C2, vygenerovala som reálne č́ıslo z intervalu [0,1] a porovnala ho s γ1 resp. s γ2. Podl’a
toho som danú hypotézu zamietla alebo nezamietla. Potom som spoč́ıtala hodnoty
asymptotických testovaćıch štatist́ık podl’a odvodených vzorcov a porovnańım s ich
kritickými hodnotami rozhodla o zamietnut́ı alebo nezamietnut́ı hypotézy. V pŕıpade
exponenciálneho rozdelenia je nájdenie vhodnej kritickej funkcie pŕılǐs komplikované,
takže sa mi nepodarilo zostrojit’ presný test a použila som len testovacie štatistiky
asymptotických testov.
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Takto som na rôznych dátach 500-krát otestovala danú hypotézu rôznymi tes-
tovaćımi štatistikami a spoč́ıtala kol’kokrát pre jednotlivé štatistiky bola nulová hy-
potéza zamietnutá a kol’kokrát nebola zamietnutá. Po otestovańı všetkých vybraných
nulových hypotéz som zvýšila rozsah a pokračovala rovnako d’al’ej. Výsledky sú uve-
dené v tabul’kách v pŕılohe tejto práce. Zdrojový kód výpočtu je možné nást’ na
priloženom CD.

4.3 Výsledky simulácíı

U nasimulovaných testov som si vš́ımala jednak hladinu jednotlivých testov, tj.
kol’kokrát bola zamietnutá platná nulová hypotéza a jednak silu jednotlivých tes-
tov, tj. kol’kokrát nebola zamietnutá neplatná hypotéza.

4.3.1 Odklon od 5% hladiny

Nielen pre malé hodnoty rozsahu m, ale aj pre väčšie hodnoty ako m = 110, m = 150
sa stávalo, že platná nulová hypotéza bola zamietnutá vo viac ako 5% pokusov.

V pŕıpade binomického rozdelenia so skutočnou hodnotou parametra p = 0, 1 sa
prejavili väčšie odklony od požadovanej hladiny pri malom rozsahu m (najvýrazneǰsie
pre m = 20, 40, 60). Pri rozsahu 70 pozorovańı a väčšom už hladina bola dodržaná
vždy alebo len s nepatrným odklonom. Pre skutočnú hodnotu parametra p = 0, 35
boli vel’mi výrazné odklony (zamietnutie platnej hypotézy v 6,2 až 8,4 % pokusov)
pri m = 30, 60, 110, 140, 150, teda aj pri ńızkych aj pri vysokých hodnotách.

U Poissonovho rozdelenia so skutočnou hodnotou parametra λ = 1 vo väčšine
pŕıpadov požadovaná hladina dodržaná nebola ani pre malé ani pre vel’ké hodnoty
m, pričom odklon od hladiny bol menej výrazný (zamietnutie platnej hypotézy ma-
ximálne v 6 % z 500 pokusov) pre m = 60, 90, 100 a výrazneǰśı (zamietnutie platnej
hypotézy v 6,8 až 9 % z 500 pokusov) pre m = 30, 70, 110. Pre skutočnú hodnotu
parametra λ = 2 nastal výrazneǰśı odklon iba pri rozsahu m = 10 a m = 60, inak
z 13 hodnôt m bola u všetkých štatist́ık hladina dodržaná takmer vždy. V pŕıpade
exponenciálneho rozdelenia bola hladina významnosti väčšinou dodržaná, pŕıpadne
porušená s malým odklonom.

Môžu teda nastat’ rôzne pŕıpady odklonu od požadovanej hladiny. Bud’ je hladina
dodržaná takmer vždy alebo je dodržaná len pre vyššie hodnoty rozsahu dátového
súboru. No môže sa stat’, že vo väčšine pŕıpadov hladina dodržaná nie je. Plat́ı to
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ako pre asymptotické testy, tak aj pre presné testy. Najväčš́ı problém s dodržiavańım
požadovanej hladiny mala štatistika Waldovho testu, ktorá túto hladinu porušovala
najčasteǰsie zo všetkých štatist́ık, a to pre malé aj vel’ké hodnoty m. Najčasteǰsie
dodržoval hladinu presný test. Jednotlivé štatistiky dávali pre daný rozsah m pri-
bližne rovnaký počet neprávom zamietnutých platných hypotéz. Dost’ často nastal
pŕıpad, že ak pre daný rozsah m jedna zo štyroch štatist́ık nedodržala požadovanú
hladinu ostatné štatistiky túto hladinu taktiež nedodržali s približne rovnakými od-
chylkami. Celkovo sa počet zamietnutých platných nulových hypotéz z 500 pokusov
pohyboval v rozmedźı 2,6 až 9 %, väčšinou to však bolo v rozmedźı 3,6 až 7,6 %.

4.3.2 Sila testov

Pre testovacie hodnoty θ0 vzdialeneǰsie od skutočnej hodnoty parametra θ testy
správne zamietli neplatnú hypotézu už pri malých rozsahoch m. Č́ım bližšie bola
testovacia hodnota ku skutočnej hodnote parametra, tým väčš́ı počet pozorovańı bol
potrebný na odhalenie neplatnosti H0. Ďalej z tabuliek s výsledkami simulácíı je tiež
vidiet’, že testy lepšie odhalia neplatnú hypotézu ak θ0 < θ. Na odhalenie neplatnosti
hypotézy, pre ktorú θ0 > θ, bol potrebný väčš́ı počet pozorovańı.

Napŕıklad pre binomické rozdelenie so skutočným parametrom p = 0, 1 bola u
všetkých štatist́ık z 500 pokusov neplatná hypotéza vždy odhalená pri

m = 20 pre |p0 − p| = 0, 15

m = 30 pre |p0 − p| = 0, 1.

Na odhalenie hypotézy, pre ktorú |p0 − p| = 0, 05 už bol potrebný väčš́ı počet
pozorovańı. Pre p0 = 0, 05 < p neodhalenie neplatnej hypotézy v menej ako 1%
pokusov nastalo pri m = 60, pre p0 = 0, 15 > p až pri m = 80.

Rovnako v pŕıpade Poissonovho rozdelenia so skutočnou hodnotou λ = 1 bola
neplatná hypotéza vždy odhalená pri

m = 20 pre |λ0 − λ| = 1, 5

m = 40 pre |λ0 − λ| = 1.

Pre λ0 = 0, 5 < λ nebola nesprávna hypotéza zamietnutá v menej ako 1% pokusov
pri m = 60 a pre λ0 = 1, 5 > λ pri m = 80.

V pŕıpade exponenciálneho rozdelenia boli testovacie hodnoty zvolené dost’ bĺızko
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pri sebe, takže bol potrebný väčš́ı počet pozorovańı, aby bolo možné urobit’ podobné
závery. Pre skutočnú hodnotu λ = 0, 75 bola neplatná hypotéza vždy odhalená pri

m = 40 pre |λ0 − λ| = 1

m = 30 pre |λ0 − λ| = 0, 5 a λ0 = 0, 25

m = 100 pre |λ0 − λ| = 0, 5 a λ0 = 1, 25.

Pre λ0 = 0, 5 < λ nebola nesprávna hypotéza zamietnutá v menej ako 5% pokusov
pri m = 90 a pre λ0 = 1 > λ až pri m = 150. Je zrejmé, že u tohto typu rozdelennia
je rozdiel medzi odhaleńım hypotézy typu θ0 < θ a typu θ0 > θ vel’mi výrazný (60
až 70 pozorovańı).

Č́ım väčšia bola skutočná hodnota parametra, tým pomaľsia bola konvergencia
k odhaleniu neplatnej hypotézy, teda bolo potrebné pracovat’ s väčš́ım počtom po-
zorovańı m. Napŕıklad v pŕıpade binomického rozdelenia som pre p = 0, 1 použila
najväčšiu hodnotu m = 100, pri ktorej už všetky neplatné testované hypotézy boli
odhalené vo viac ako 99 % z 500 pokusov. Pre p = 0, 35 sa tak nestalo ani pri použit́ı
m = 150, toto bol však maximálny rozsah, pre ktorý som konštruovala testy. Po-
dobne to bolo v pŕıpade Poissonovho rozdelenia, kde som pracovala s maximálnym
rozsahom m = 130. U exponenciálne ho rozdelenia som použila maximálnu hodnotu
m = 150. Pri zvyšovańı skutočnej hodnoty parametra sa tiež zmenšoval rozdiel medzi
odhaleńım neplatnosti pre θ0 < θ a θ0 > θ pre testovacie hodnoty bĺızke skutočnej
hodnote parametra.

Napŕıklad pre binomické rozdelenie so skutočným parametrom p = 0, 35 bola u
všetkých štatist́ık z 500 pokusov neplatná hypotéza vždy odhalená pri

m = 20 pre |p0 − p| = 0, 15

m = 50 pre |p0 − p| = 0, 1.

Na odhalenie hypotézy, pre ktorú |p0 − p| = 0, 05 už bol opät’ potrebný väčš́ı
počet pozorovańı. Pre p0 = 0, 3 < p neodhalenie neplatnej hypotézy v menej ako 2%
pokusov nastalo pri m = 140, pre p0 = 0, 4 > p až pri m = 150.

Rovnako v pŕıpade Poissonovho rozdelenia so skutočnou hodnotou λ = 2 bola
neplatná hypotéza vždy odhalená pri

m = 20 pre |λ0 − λ| = 1, 5
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m = 40 pre |λ0 − λ| = 1 a λ0 < λ

m = 70 pre |λ0 − λ| = 1 a λ0 > λ.

Pre λ0 = 1, 5 < λ nebola nesprávna hypotéza zamietnutá v menej ako 3% pokusov
pri m = 120 a pre λ0 = 2, 5 > λ pri m = 130.

U exponenciálneho rozdelenia so skutočnou hodnotou λ = 1, 25 nebola neplatná
hypotéza odhalená v menej ako 3% pokusov pri

m = 60 pre |λ0 − λ| = 0, 5 a λ0 < λ

m = 130 pre |λ0 − λ| = 0, 5 a λ0 > λ.

Pre |λ0 − λ| = 0, 25 je už konvergencia k odhaleniu neplatnej hypotézy u tohto
rozdelenia dost’ pomalá. Pri maximálnej použitej hodnote m = 150 je počet nezami-
etnutých neplatných hypotéz okolo 170 pre λ0 < λ aj pre λ0 > λ.

4.4 Záver

Všetky závery o sile testov diskutované v tejto kapitole, sú ilustrované grafmi, ktoré
znázorňujú počet nezamietnutých hypotéz z 500 pokusov pre jednotlivé testovacie
štatistiky v závislosti na rozsahu pozorovańı m. Tieto grafy sú súčast’ou pŕılohy tejto
práce. Z tabuliek s výsledkami simulácíı a grafov tiež vidiet’, že u binomického a
Poissonovho rozdelenia štatistika Waldovho testu W dáva pre θ0 < θ najvyšš́ı počet
nezamietnutých hypotéz zo všetkých štatist́ık a pre θ0 > θ najnižš́ı počet nezamiet-
nutých hypotéz. Tento rozdiel je tým výrazneǰśı, č́ım menš́ı je počet pozorovańı, a
č́ım menšia je skutočná hodnota testovaného parametra.

Simulácie ukázali, že nahradenie presného znáhodneného testu výpočetne jed-
noduchš́ımi asymptotickými testami je z hl’adiska sily testov opodstatnené. Test
založený na centrálnej limitnej vete a test založený na vierohodnostnom pomere
dobre aproximujú presný test aj pre nižš́ı počet pozorovańı.

V pŕıpade exponenciálneho rozdelenia sme mali možnost’ porovnat’ test založený
na centrálnej limitnej vete a test založený na vierohodnostnom pomere. Waldov
test sa zhoduje s testom založeným na CLV a presný test sa nepodarilo zostrojit’.
Výsledky ukázali, že testovacia štatistika CLV dáva väčš́ı počet nezamietnutých ne-
platných hypotéz ako testovacia štatistika LR pre λ0 < λ. A naopak menš́ı počet
nezamietnutých neplatných hypotéz ako štatistika LR pre λ0 > λ.



Literatura

[1] Lehmann,E.L.: Testing Statistical Hypotheses, 2.vydanie, 1997.
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