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Abstract: In the present work we study equilibria in ecomomics models. In
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Úvod

V této práci jsem se zabýval analýzou rovnovážných bodů nebo hodnot
a to především ze dvou hledisek. První hledisko, které je uvedeno v první
kapitole, je z pohledu rovnováhy mezi nabídkou a poptávkou. Druhé pak
pokračuje v další kapitole, kde se zkoumá především stabilita některých
růstových modelů a následuje pak vyšetřování jejich relaxačních časů.
Obě tyto kapitoly začínají základním popisem daného problému a po

některých podrobnějších úvahách jsou dány základní rovnice, z kterých se
potom vychází. Poté jsou z těchto vztahů postupně odvozovány další po-
třebné vztahy, případně přidávány další dodatečné přijatelné předpoklady.
Odvozování jsem se snažil dělat elementárně s dostatečnou přehledností. Při
tomto odvozování vycházím z předpokladů znalosti základních kurzů reálné
analýzy a použité vlastnosti jsou stručně okomentovány, nebo jsou v obec-
nosti trochu připomenuty. Pokročilejší znalosti analýzy jsou potřeba jen ve
výjimečných případech a jejich přesnější znění a použití jsem uvedl v dodatku
s příslušným odkazem na důkaz. Při odvození se snažím zachovat kontinuitu
a zároveň reálné přirovnání, které je u některých důležitějších vztahů zmí-
něno. Po odvození potřebné části pak jsou v kapitolách(nebo podkapitolách)
uvedeny závěry, které komentují výsledné konečné vztahy.
V první kapitole se zabývám stabilitou mezi nabídkou a poptávkou. Po

seznámení se s problémem jsou uvedeny základní předpoklady, které čerpám
z [1] str. 169. Pak už je zkoumána nejdříve statická stabilita dle použité lite-
ratury a později hlavně dynamická, jejíž zkoumání jsem místy zjednodušil.
Zpočátku je zde zkoumán rozdíl stability mezi walrasiánskou a marshallián-
skou ekonomikou. Zde bych zdůraznil, že nás zajímá hlavně stabilita normál-
ního případu a na postupných variacích těchto předpokladů je poukázána
jeho důležitost. Závěr této kapitoly je pak věnovám zkoumání několika mož-
ností fungování ekonomik, kde vycházím z příkladu z [1] na str. 299 cv. 2,
který modifikuji pro obdobný případ a v závisloti na předpokladech je zde
uvedena hlavní odlišnost stability v jednoduchých nenormálních případech,
kterou jsem z daných výsledků uvedl do obecného znění.
Ve druhé kapitole se zabývám neoklasickými růstovými modely. Tato

kapitola má tři hlavní podkapitoly.
V první této podkapitole je po úvodních úvahách, které čerpám z [1] str.

177 a 178, představen jednoduchý růstový model. Zde je zkoumána hlavně
stabilita a její použití pro Cobb-Douglasovu produkční funkci. Poté je tento
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model postupně rozšířen o znehodnocení a produktivitu práce. Z nich pak
jsou odvozeny základní vztahy pro výpočet relaxačních časů.
Druhá podkapitola pak pokračuje určováním relaxační doby pomocí zá-

kladních myšlenek z odvozených vztahů. Poté jsou tyto metody použity pro
určení relaxační doby z příkladů z odkázané literatury. V této podkapitole
je pak vyvozen i výsledek rozdílu růstu mezi bohatšími a chudšími zeměmi.
Pro lepší možnost použití je ve třetí podkapitole představen dvousek-

torový model, který dělí ekonomiku na 2 oblasti. Tento model tak vzniká
podrobnějším dělením původně jednosektorového modelu a je rozšířen o další
proměnné. Toto odvození vychází z [2] str. 1237 až 1240. Postupně je zde
znovu zkoumána potřebná stabilita. A po odvození důležitých předpokladů
je pak tento model představen v relativně vhodném používání. Při výpočtech
jsem se nejdříve vrátil k předešlému případu a otestoval jsem standartní i
krajnější situace, z nichž jsou pak vyvozeny závěry.
V závěru této práce je pár použitých pokročilejších vět a odkazy na po-

užitou literaturu.
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Kapitola 1

Nabídka a poptávka

Jedny ze základních faktorů, které působí na fungování ekonomiky, jsou
bezesporu nabídka a poptávka. Proto v této kapitole budeme zkoumat je-
jich základní vlastnosti a hlavně jejich stabilitu. Když si položíme základní
otázku-co vlastně nabídka a poptávka jsou, pak jsou nasnadě tyto odpo-
vědi. Poptávka je vlastně zájem zákazníků o daný produkt. Resp. zda-li
jsou ochotni tento produkt kupovat nebo ne a pokud ano, tak také v jakém
množství. Tedy velikost poptávky daného produktu je množství, které jsou
zákazníci ochotni nakoupit za daný časový interval. Např. za rok nebo za
měsíc. Zatímco nabídka se dá chápat jako ochota výrobců nebo prodejců
dodávat daný produkt a samozřejmě také v jakém množství. Tedy velikost
nabídky se dá také chápat jako množství daného produktu, které jsou vý-
robci ochotni dodávat za určitý časový interval. Např. rok nebo měsíc.
Zde nás může napadnout otázka, jak velkou nabídku nebo poptávku

můžeme vlastně očekávat. Abychom byli schopni odpovědět na tuto otázku,
musíme se omezit na některé zjednodušené předpoklady. První z nich je, že
zájem každého člověka je, aby se měl co nejlépe a k tomu mu napomáhá větší
množství spotřeby či majetku. Tedy, že na jedné straně se člověk snaží mít
co nejlevnější spotřebu při stejném množství, které je zvyklý konzumovat.
Na druhé straně, že chce získat co nejvíce majetku při dané práci, kterou
je schopen vykonávat. Je tedy také důležité sledovat rozdíl mezi nabídkou a
poptávkou nebo naopak.
Za daný časový interval mohou vlastně nastat 3 případy. Buď je po-

ptávka větší než nabídka nebo je nabídka větší než poptávka anebo nabídka
a poptávka jsou stejné. Pokud je nabídka stejná jako poptávka, dá se očeká-
vat, že v ekonomice nastane rovnováha a nic se měnit nebude. Pokud však
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jejich rozdíl je nenulový, může nás zajímat, co se bude dít dále. Zda se vůbec
situace nějak změní a pokud ano, tak jak. Názory, co by se mohlo stát, se
mohou lišit, ale v zásadě rozlišujeme 2 předpoklady.
Jeden z těchto předpokladů je, že je-li poptávka po daném produktu větší

než nabídka, pak ze základního předpokladu, že každý chce mít maximální
zisk, výrobci a prodávající zvýší cenu. Zatímco, když poptávka bude menší,
tak z podobného důvodu půjde cena dolů. Nebo se dá též očekávat, že s
rostoucí cenou klesá poptávka resp., že s klesající cenou poptávka roste. V
této situaci se ekonomika nazývá walrasiánská. Druhý z předpokladů je, že
s rostoucí poptávkou výrobci za účelem maximalizace zisku zvýší nabídku
daného produktu nebo také, že s menší poptávkou o daný produkt bude
nabídka menší. Za této situace se ekonomika nazývá jako marshalliánská.
Pokud nenastane rovnováha tj. nabídka a poptávka jsou různé, dá se

tento stav brát pouze jako odchylka od rovnovážného bodu a nás by mohlo
zajímat, zda se tento stav bude vůbec měnit a pokud ano, tak jakým smě-
rem. Je asi rozumné předpokládat, že bude-li se tento stav přesouvat blíže
do rovnovážné hodnoty, pak budou mít kupující lepší možnost a dostupnost
ke svým vyžadovaným produktům a zároveň také prodávající budou mít
lepší možnost zvýšit své objemy prodeje. Proto můžeme brát pohyb tako-
vého stavu do jeho rovnovážného bodu jako stabilní. V opačném případě
ho bereme jako nestabilní. V této souvislosti rozlišujeme 2 druhy stability.
Statickou a dynamickou. Statická stabilita nám říká, zda vychýlený stav
směřuje do svého rovnovážného bodu nebo ne. Tento pojem je spíše zjed-
nodušením problému a poukazuje na zjednodušený pohled na ekonomiku.
Zatímco dynamická stabilita nám navíc ještě říká, zda-li se tento systém má
šanci do své rovnovážné hodnoty dostat. Jinými slovy zda rovnice, které po-
pisují chod ekonomiky, mají tendenci nakonec dojít do rovnovážné hodnoty.
Mohou totiž nastat případy jako zásah vlády, nižší produktivita apod. A
tyto případy tomu mohou zabránit.

1.1 Statická stabilita

Nyní můžeme zkoumat statickou stabilitu za předpokladů, že se ekonomika
řídí walrasiánskými nebo marshalliánskými předpoklady. Začněme nejdříve
s walrasiánskými předpoklady. Přepokládejme, že poptávka a nabídka závisí
na ceně. Vezměme D jako funkci poptávky a S jako funkci nabídky. Dále
předpokládejme, že v závislosti na ceně se mění nabídka a poptávka. Potom,
pokud by situace byla stabilní, pak by nárůst ceny znamenal, že rozdíl mezi
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poptávkou a nabídkou by klesal, zatímco při poklesu ceny by to bylo naopak.
Jinými slovy by to znamenalo, že při vyšší poptávce by stačilo zvýšit cenu,
zatímco při nižší poptávce by stačilo tuto cenu snížit. Pokud tedy derivujeme
tento rozdíl, pak podmínku stability můžeme zapsat následovně:

d(D(p)− S(p))
dp

< 0. (1.1)

Pokud bychom předpokládali, že D a S jsou lineární funkce tvarů:

D(p) = a+ bp, (1.2)

S(p) = a1 + b1p, (1.3)

potom podmínka stability je:

b − b1 < 0. (1.4)

Dále za marshalliánských předpokladů vezměme, že cena, kterou jsou
zákazníci ochotni zaplatit za dané množství, závisí na množství. A podobně
cena, za kterou jsou prodávající ochotni jisté množství dodávat, závisí také
na množství. Můžeme pak předpokládat, že rovnovážné množství bude ta-
kové, kdy tyto ceny budou stejné. Vezměme tedy pD a pS jako funkce po-
ptávky a nabídky těchto cen, které závisejí na množství. V racionální eko-
nomice můžeme očekávat, že pokud bude množství některého výrobku ne-
dostatek, pak zájem zákazníků resp. cena, kterou jsou ochotni zaplatit za
další množství, bude vyšší, než když takového zboží bude více. A podobně
se dá očekávat, že ochota výrobců resp. cena, kterou požadují za výrobu dal-
šího množství, bude záviset na velikosti dodávaného množství. Pokud tedy
poroste množství, měl by se rozdíl mezi poptávkou a nabídkou této ceny sni-
žovat a naopak. Pokud tedy derivujeme tento rozdíl, pak podmínku stability
pro marshalliánské předpoklady dostaneme za následující:

d(pD(q)− pS(q))
dq

< 0. (1.5)

Protože funkce D je funkce množství, které závisí na ceně pd a pd je cena
závisející na tomto množství, potom si tyto funkce jsou navzájem inverzní. A
podobně jsou si inverzní funkce S a ps. Podle derivace o inverním zobrazení
dostaneme, že platí:

dpD

dq
=

(

dD

dp

)−1

(1.6)
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a také:
dpS

dq
=

(

dS

dp

)−1

. (1.7)

Za předpokladu rovnic (1.2) a (1.3) jsou funkce pD a pS také lineární. Pod-
mínka stability se dá pro ně zapsat tedy takto:

1
b
−
1
b1

< 0. (1.8)

1.2 Dynamická stabilita

Nyní se můžeme zabývat otázkou dynamické stability. Začněme opět s wa-
lrasiánskými předpoklady tedy s tím, že poptávka D a nabídka S závisí na
ceně. Cena se však může také měnit a můžeme předpokládat, že změna růstu
ceny bude nějak záviset na rozdílu mezi poptávkou a nabídkou. Bude-li roz-
díl např. veliký a kladný, dá se očekávat, že cena půjde rychle nahoru a když
bude rozdíl velký a záporný, můžeme očekávat, že cena půjde rychleji dolů.
Dále můžeme očekávat, že cena se bude málo měnit při malém rozdílu mezi
poptávkou a nabídkou ať už nahoru nebo dolů. Z této úvahy dostaneme
následující diferenciální rovnici:

p′ = f [D(p)− S(p)]. (1.9)

O funkci f budeme předpokládat, že zachovává znaménko daného výrazu tj.
sgn (f(x)) = sgn(x). A také, že je spojitá a rostoucí v 0. Tyto předpoklady
jsou ze zmíněných důvodů, aby změna ceny závisela pouze na znaménku
rozdílu mezi poptávkou a nabídkou. Dále můžeme předpokládat, že je-li
nabídka a poptávka stejná, pak nastane rovnovážná cena pe a cena se dále
měnit nebude tj. p′e ≡ (p

′)p=pe
= 0.

Máme-li obecnou diferenciální rovnici ve tvaru: p′ = F (p), kde F je spo-
jitá funkce a p0 je její stacionární bod tj. F (p0) = 0. Potom je tento bod
stabilní, pokud F ′(p0) < 0. To totiž znamená, že funkce F je v nějakém
levém okolí bodu p0 kladná a tedy také p′ je pak kladné a tedy p ր p0. A
podobně je funkce F záporná v nějakém pravém okolí bodu p0. Tedy je tam
záporné také p′ a tedy p ց p0. Tedy podmínka stability bude:

{

df [D(p)− S(p)]
dp

}

p=pe

< 0. (1.10)
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Přitom s využitím předpokladu, že funkce f je rostoucí v 0, pak podle deri-
vace složené funkce dostaneme:

{
df [D(p)−S(p)]

dp

}

p=pe

= f ′(0)
︸ ︷︷ ︸

>0

[
d(D(p)−S(p))

dp

]

p=pe

< 0⇔

[
d(D(p)−S(p))

dp

]

p=pe

< 0. Přijmeme-li předpoklad, že funkce D a S jsou opět

lineární tj. tvarů (1.2) a (1.3), pak podmínka stability je:

b − b1 < 0. (1.11)

Toto se shoduje se statickou podmínkou (1.4).
Dále uděláme podobnou úvahu pro marshalliánské předpoklady. Podobně

předpokládejme, že množství závisí na poptávce. I zde se však množství může
měnit v závislosti na rozdílu mezi poptávkou a nabídkou ceny. Tedy můžeme
opět předpokládat, že existuje nějaká funkce g, která zachovává znaménko
daného výrazu a že je rostoucí v 0. Takovou úvahou se podobně sestrojí
následující diferenciální rovnice:

q′ = g[pD(q)− pS(q)]. (1.12)

I zde samozřejmě předpokládáme, že pro rovnovážné množství je q′e = 0.
Z podmínky stability pro diferenciální rovnici pak dostaneme, že podmínka
stability pro tento případ je:

{

dg[pD(q)− pS(q)]
dq

}

q=qe

< 0. (1.13)

Podobně jako předtím, s přihlédnutím k tomu, že g je rostoucí v 0, dostaneme
podle derivace složené funkce:

{
dg[pD(q)−pS(q)]

dq

}

q=qe

=

g′(0)
︸ ︷︷ ︸

>0

[
d(pD(q)−pS(q))

dq

]

q=qe

< 0 ⇔
[

d(pD(q)−pS(q))
dq

]

q=qe

< 0. Jsou-li tedy D a S

opět tvarů (1.2) a (1.3), pak s přihlédnutím k rovnostem (1.6) a (1.7) je
podmínka stability:

1
b
−
1
b1

< 0, (1.14)

nebo také

−
(b − b1)

bb1
< 0. (1.15)

Toto se zase shoduje se statickou podmínkou (1.8).
Zjistili jsme tedy, že podmínka stability je stejná jak z pohledu statické,

tak z pohledu dynamické stability. A to za walrasiánských i marshallián-
ských předpokladů. Nyní zkusme porovnat, jestli se tyto podmínky stability
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budou navzájem lišit mezi walrasiánskými a marshalliánskými předpoklady.
Ve skutečnosti mohou nastat 4 případy:

b < 0 b > 0
b1 < 0 jednoduchý nenormální případ extémní nenormální případ
b1 > 0 normální případ jednoduchý normální případ

Za normální případ považujeme situaci, kdy b < 0. To totiž znamená, že
s rostoucí cenou klesá poptávka. A dále, když b1 > 0. To zase znamená, že s
rostoucí cenou nabídka stoupá. Liší-li se znaménko v jednom případě, nazý-
váme to ”jednoduchý nenormální případ”. A pokud se liší u obou případů,
pak to nazýváme ”extrémní nenormální případ”. Připomeňme, že podmínka
stability pro walrasiánské předpoklady je: b − b1 < 0. A pro marshallián-
ské předpoklady je: − (b−b1)

bb1
< 0. Nyní si již stačí všimnout, že jsou-li jejich

znaménka stejná, pak jmenovatel bude v marshalliánské podmínce stability
kladný a čitatel bude mít stejné znaménko jako u walrasiánských předpo-
kladů. Ale před zlomkem je ještě −, takže se stabilita bude v obou případech
vždy lišit. Tento případ odpovídá jednoduchému nenormálnímu případu. A
druhá možnost je, že oba parametry budou mít odlišné znaménko. Pak ve
jmenovateli bude záporné číslo a to se zkrátí s mínusem před zlomkem a
tedy budou mít obě podmínky stejné znaménko. Tedy stability si zde budou
odpovídat. Toto je případ buď normálního případu nebo extrémně nenor-
málního. Schématicky se to dá vyjádřit takto:

b < 0 b > 0
b1 < 0 − ∗

⊖· ⊖
= −∗ 6= ∗ − ∗

⊕·⊖
= ∗ = ∗

b1 > 0 − ∗
⊖· ⊕

= ∗ = ∗ − ∗
⊕·⊕
= −∗ 6= ∗

, kde ∗ = b − b1.

Proto jsou situace v normálním případě a extrémně nenormálním případě
stejné, zatímco v jednoduchých nenormálních případech se liší.

1.2.1 Vyšetřování stability při dostatku surovin, či do-
konalé konkurenci

Nyní zkusme udělat jako cvičení následující příklad, který v realitě může
také nastat. Představme si, že zákazníci se při objemu koupi rozhodují
hlavně podle ceny, tedy dávají přednost ceně a že kvalita všech výrobků
je přibližně stejná. Zejména tedy, že s rostoucí cenou bude poptávka menší
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a naopak. Zatímco na druhé straně, že výrobci budou zvyšovat výrobu v
případě, že poptávka bude vyšší a naopak. Toto může být např. v situaci
dokonalé konkurence, kdy si výrobci nemohou dovolit zvyšovat cenu. Což
odpovídá běžnému rozšířenému zboží. Cena se bude měnit na základě roz-
dílu mezi poptávkou a dodávaným množstvím. A také množství se bude
měnit na základě rozdílu mezi cenou a nabízenou cenou. Viz též [1] str. 299
cv. 2. Podobně jako předtím nás potom tyto úvahy zavedou na následující
diferenciální rovnice:

p′ = f (D(p)− q) , (1.16)

q′ = g (p − pS(q)) . (1.17)

Přitom pro funkce f a g se opět předpokládá, že zachovávají znaménko.
Nyní provedeme lineární aproximaci tj. předpokládáme, že D(p) = a+ bp a
ps(q) =

q

b1
− a1

b1
. Po této aproximaci vypadá soustava následovně:

p′ = f (a+ bp − q) ≡ F1(p, q), (1.18)

q′ = g
(

p −
(

q

b1
−

a1
b1

))

≡ F2(p, q). (1.19)

Pro určení stability tohoto systému využijme důsledku věty o linearizo-
vané stabilitě 3.4. Předpokládejme, že existuje rovnovážné množství qe a

rovnovážná cena pe tohoto systému tj.

(

p′e
q′e

)

=

(

0
0

)

. Označme ma-

tici A jako gradient pravé strany této soustavy v rovnovážném bodě tj.

A =

(
dF1
dp

dF1
dq

dF2
dp

dF2
dq

)

p=pe;q=qe

. Ještě pro jednoduché značení označme c ≡ f ′(0)

a k ≡ g′(0). Pak tedy podle (1.18) a (1.19) je:

A =

(

f ′(0)b −f ′(0)
g′(0) −g′(0)

b1

)

=

(

cb −c
k − k

b1

)

. (1.20)

A tedy:

|A| = −
k

b1
cb+ ck = ck

(

1−
b

b1

)

, (1.21)

Tr(A) = cb −
k

b1
. (1.22)

Zde samozřejmě jsou c a k kladná, protože předpokládáme, že funkce f
a g jsou rostoucí v nule. A tak již můžeme určit stabilitu. Je-li situace v
normálním případě tj. b < 0 a b1 > 0, pak |A| > 0 a Tr(A) < 0. Tedy
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v normálním případě je podle důsledku 3.4 situace stabilní. Je-li situace
v extrémně nenormálním případě tj. b > 0 a b1 < 0, pak |A| > 0, ale
Tr(A) > 0. Tedy situace je v extrémně nenormálním případě podle stejného
důsledku nestabilní.
Zkoumejme nyní, jak je to se stabilitou v jednoduchém nenormálním pří-

padě tj. buď (b > 0 a b1 > 0) nebo (b < 0 a b1 < 0). Je-li |b| > |b1| tj. buď
b > b1 > 0 nebo b < b1 < 0, pak je |A| < 0 a situace je podle důsledku 3.4
nestabilní. A nyní zvažme situaci, kdy |b| < |b1| tj. buď b1 > b > 0 nebo
b1 < b < 0, pak o stabilitě rozhodne znaménko stopy matice A.
Je-li b1 > b > 0, pak Tr(A) = cb − k

b1
< 0 ⇔ cb < k

b1
resp. Tr(A) > 0 ⇔

cb > k
b1
.

A podobně je-li b1 < b < 0, pak Tr(A) = cb − k
b1

< 0 ⇔ cb < k
b1
resp.

Tr(A) > 0 ⇔ cb > k
b1
. Situace je tedy stabilní, pokud cb < k

b1
a nesta-

bilní, pokud cb > k
b1
. Tedy v tomto příkladu jsme zjistili, že v normálním

případě je situace stabilní, zatímco v extrémně nenormálním případě je si-
tuce nestabilní. Zajímavější je to v jednoduchém nenormálním případě tj.
za předpokladu, že bb1 > 0. V takovém případě je nutnou podmínkou pro
stabilitu, aby síla poptávky byla menší než síla nabídky tj., aby |b| < |b1|.
V opačném případě je situace již nestabilní. Toto také odpovídá tomu, že
je-li síla poptávky silnější než síla nabídky a síla nabídky a poptávky mají
stejný směr tj. bb1 > 0, pak nabídka nebude schopna dlouhodobě plnit poža-
davky poptávky a situace tedy nebude stabilní. Postačující podmínkou pro
stabilitu je, aby celková rovnovážná síla růstu poptávky tj. cb, která ovliv-
ňuje růst ceny, byla menší než celková rovnovážná síla růstu ceny k 1

b1
, která

ovlivňuje růst množství. Tedy aby platilo, že: cb < k 1
b1
. V opačném případě

je z podobných důvodů situace nestabilní.

1.2.2 Vyšetřování stability při nedostatku surovin

Zkusme zde probrat ještě jednu obdobnou situaci. Představme si, že vý-
robci nemohou vždy nahrazovat větší poptávku větším množstvím výroby.
Např. při nedostatku některého zboží či materiálu. Potom se budou řídit
tzv. walrasiánskými předpoklady. Tedy budou dodávat množství na základě
velikosti ceny. A naopak, že spotřebitelé budou mít o takovéto zboží spíše
zájem a nebudou se moc řídit cenou, ale spíše výskytem tohoto zboží tedy
marshalliánskými předpoklady. Cena se tedy bude měnit na základě roz-
dílu mezi aktuálním množství a možným nabízeným. A podobně se bude
množství měnit na základě rozdílu mezi zájmem o dané množství a aktuální
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cenou. Těmito úvahami pak podobně dostaneme, že existují funkce f a g,
které jsou rostoucí v 0 a které zachovávají znaménko. Tedy:

p′ = f (q − S(p)) , (1.23)

q′ = g (pD(q)− p) . (1.24)

Předpokládejme ještě dále, že D a S jsou opět tvarů (1.2) a (1.3). A sa-
mozřejmě pD a pS jsou k nim inverzní. Potom tedy rovnice (1.23) a (1.24)
přejdou v následující:

p′ = f (q − a1 − b1p) ≡ F1(p, q), (1.25)

q′ = g
(

q

b
−

a

b
− p

)

≡ F2(p, q). (1.26)

Pro určení stability tohoto systému využijeme opět důsledku 3.4. Předpoklá-
dejme tedy, že existuje rovnovážná cena pe a rovnovážné množství qe tohoto

systému tj.

(

p′e
q′e

)

=

(

0
0

)

. Označme dále A jako gradient pravé strany

tohoto systému v rovnovážném bodě tj. A =

(
dF1
dp

dF1
dq

dF2
dp

dF2
dq

)

p=pe;q=qe

. Jako v

předchozím příkladě si označme c ≡ f ′(0) a k ≡ g′(0). Potom tedy z rovnic
(1.25) a (1.26) je:

A =

(

−f ′(0)b1 f ′(0)
−g′(0) g′(0)

b

)

=

(

−cb1 c
−k k

b

)

. (1.27)

A tedy je:

|A| = −cb1
k

b
+ kc = kc

(

1−
b1
b

)

, (1.28)

Tr(A) =
k

b
− cb1. (1.29)

Je-li situace v normálním případě tj. b < 0 a b1 > 0, potom je z předešlých
rovnic vidět, že |A| > 0 a Tr(A) < 0. Tedy podle důsledku 3.4 je situace v
normálním případě stabilní.
Podobně pokud je situace v extrémně nenormálním případě tj. b > 0 a
b1 < 0, potom je |A| > 0, ale Tr(A) > 0. Tedy podle toho samého důsledku
je situce v extrémně nenormálním případě nestabilní.
Vezměme si nyní situaci jednoduchého nenormálního případu tj. bb1 > 0.
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Potom je-li |b1| > |b| tj. buď b1 > b > 0 nebo b1 < b < 0, potom je |A| < 0
a podle důsledku 3.4 je zde situace nestabilní. Zaměřme se dále na situaci,
kdy |b1| < |b| tj. buď b > b1 > 0 nebo b < b1 < 0. V tomto případě rozhodne
o stabilitě znaménko stopy matice A. Zde totiž je: Tr(A) = k

b
− cb1 < 0 ⇔

k 1
b

< cb1. Tedy za této podmínky je situace stabilní podle důsledku 3.4.
A podobně je situace nestabilní, pokud k 1

b
> cb1. Tedy jsme zjistili, že

situace je v normálním případě stabilní, zatímco v extrémně nenormálním
případě je situace nestabilní. V jednoduchém případě je nutnou podmínkou
pro stabilitu, aby |b1| < |b| ⇔ 1

|b|
< 1

|b1|
. Toto opět znamená, že pokud

mají síly nabídky a poptávky stejný směr tj. bb1 > 0, potom musí být síla
poptávky 1

|b|
menší než síla nabídky 1

|b1|
. V opačném případě to znamená,

že nabídka nebude schopna dlouhodobě uspokojit poptávku a situace tedy
nebude stabilní. Postačující podmínkou pro stabilitu pak je, aby k 1

b
< cb1

tedy, aby celková rovnovážná síla, která působí na poptávku a ovlivňuje tím
množství, byla menší než celková rovnovážná síla, která působí na nabídku
a ovlivňuje tím cenu.
Závěr: Zjistili jsme, že jak v dokonalé konkurenci, tak při nedostatku

některého zboží jsou situace v normálních případech stabilní, zatímco v ex-
trémních případech nestabilní. Tyto výsledky by u vhodných modelů ne-
měly být překvapivé. A dále v jednoduchých nenormálních případech je pro
nutnou podmínku stability potřeba, aby síla poptávky byla menší než síla
nabídky v té ekonomice, podle které se poptávka rozhoduje(walrasiánská,
marshalliánská). Jinak není nabídka schopna dlouhodobě plnit poptávku.
Postačující podmínkou pro stabilitu pak je, aby celková rovnovážná síla vlivu
poptávky, která působí na daný systém, byla menší než celková rovnovážná
síla vlivu nabídky působící na týž systém. V opačném případě totiž celková
rovnovážná síla nabídky v tomto systému nebude schopna dlouhodobě pl-
nit požadavky celkové rovnovážné síly poptávky a situace pak nemůže být
stabilní.
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Kapitola 2

Neoklasické růstové modely

Zde se budeme zabývat modelem růstu ekonomik. Může nás zajímat několik
možností týkajících se tohoto růstu. Jednak zda je možné, aby ekonomika s
plnou zaměstnaností stále rostla. Zde se dá předpokládat, že za podmínky, že
by nebyl žádný technický pokrok, by se růst mohl zastavit na nějaké hodnotě
resp., že růst bude přímo úměrně záviset na přírůstku pracovních jednotek.
Toto také můžeme nazývat ustáleným stavem růstu nebo prostě rovnováž-
ným růstem nebo rovnovážnou hodnotou růstu. Označme si tedy Y jako
produkční funkci, která znamená celkové množství produkce v nějaké dané
ekonomice. A bude nás zajímat, jak je to s poměrem růstu této produkční
funkce resp. o kolik se zvýší celková produkce vzhledem k původní celkové
produkci, což by se též dalo vyjádřit jako přírůstek v procentech. Bude nás
tedy zajímat poměr: ∆Y

Y
. Zde však budeme uvažovat spojitý případ a tedy

předpokládejme, že produkční funkce je spojitá. Pak tedy nahradíme ∆Y
za Y ′ resp. Y ′ ≡ ∆Y . Dále tedy můžeme předpokládat, že se tento poměr
přírůstku ustálí na nějaké konstantní hodnotě, která bude rovna přírůstku
pracovních jednotek(např. za předpokladu, že vše je již plně využité). Také
můžeme uvažovat, že tento přírůstek pracovních jednotek je stejný jako pří-
růstek populace, který si označíme jako n. Pro tento poměr přírůstku pak
tedy bude platit:

n =
Y ′

Y
. (2.1)

Dále se dá předpokládat, že přírůstek pracovních jednotek úměrně závisí
na volných úsporách S ku celkovému množství kapitálu K. To může být
způsobeno tím, že při dostatku úspor mohou mít lidé potřebu pro větší
množství kapitálu, na které potřebují vyšší množství pracovních jednotek.
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Pak se dá napsat, že pro růst lidského kapitálu platí:

n =
S

K
. (2.2)

Abychom zde mohli použít produkční funkci, je také důležité zde mít nějaké
předpoklady. Jako první z nich bude, že produkční funkce bude záviset pouze
na celkovém množství práce L a kapitálu K. Tedy produkční funkce bude
tvaru:

Y = f(L,K). (2.3)

Avšak o této produkční funkci je potřeba ještě předpokládat, že je homo-
genní stupně jedna. Tedy předpokládáme, že kolikrát se zvýší množství všech
vstupů, tolikrát se zvýší celková produkce. Pro snažší úvahy dále zadefinu-
jeme r jako poměr kapitálu ku vynaložené práci tj. r ≡ K

L
. Nyní se dají

úvahy převést na poměr kapitálu ku práci. Tento poměr se tak dá zkoumat
pomocí produkční funkce, kterou jsme si tímto převedli do základního tvaru
díky předpokladům homogenity, tedy do tvaru:

Y

L
= f(r, 1). (2.4)

O dané produkční funkci můžeme dále předpokládat, že při nulovém kapitálu
K je nulová resp., že když firma nemá žádný kapitál, nemůže mít ani žádný
výstup. Tento předpoklad není nijak překvapující. Dále je potřeba před-
pokládat, že při zlepšení tohoto poměru se postupně bude daná produkce
zvyšovat a že jí můžeme zvyšovat neustále. Zároveň však je potřeba zmínit,
že tato produkce zpočátku poroste rychleji, protože uvažujeme počáteční
nárůst jako rychlý. A také to, že z důvodu omezenosti rychlosti pracovních
jednotek, nebo obsluhy pro výrobu, dodatečný nárůst kapitálu sice výstup
zvýší, ale toto zvyšování již poroste pomaleji. Touto úvahou dostaneme tyto
podmínky:

f(0, 1) = 0, (2.5)

lim
r→∞

f(r, 1) =∞, (2.6)

f ′(0, 1) =∞, (2.7)

lim
r→∞

f ′(r, 1) = 0. (2.8)

Takovéto podmínky však můžeme považovat za celkem rozumné. A také
je asi rozumné předpokládat, že funkce f(., 1) je konkávní. Nyní si ještě
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zadefinujme k jako poměr kapitálu ku výstupu. Využitím toho, že K = rL
a že Y = Lf(r, 1) dostaneme pro tento poměr vztah:

k =
K

Y
=

r

f(r, 1)
. (2.9)

Vezmeme-li v úvahu, že s je poměr celkových úspor na výstup, pak rovnice

(2.2) též dává: s
k
=

S
Y
K
Y

= n. Pak tedy k = s
n
a použitím rovnice (2.9) je:

s
n
= r
f(r,1)

a tedy dostaneme následující rovnost:

sf(r, 1) = nr. (2.10)

Vezmeme-li nyní fakt, že populace roste konstantně, pak tedy můžeme uva-
žovat, že n je konstanta a r je proměnná. Vzhledem k rovnici (2.5) jsou
obě funkce v počátku nulové tj. sf(0, 1) = 0n. Dále (nr)′ = n, zatímco dle
vlastnosti (2.7) existuje ǫ > 0, že pro každé r ∈ (0, ǫ) je: sf(r, 1) > nr. A
protože z (2.8) a z konkávity f(., 1) existuje M , že pro každé r ∈ (M,∞)
je sf ′(r, 1) < n/2. A protože z (2.6) je f rostoucí, pak musí existovat právě
jeden bod, ve kterém platí rovnost (2.10). Tedy existuje bod re, který dává
požadované množství kapitálu na jednotku práce. Nyní se již můžeme zabý-
vat otázkou, zda je situace stabilní a později se také pokusit určit relaxační
dobu.

2.1 Vyšetřování stability jednoduchého růsto-
vého modelu

Dále se zde budeme zabývat otázkou stability tohoto modelu. Zde je několik
základních rovností, s kterými zde budeme pracovat:

Y = f(L,K) = Lf(r, 1), (2.11)

S = sY, (2.12)

K ′ = I, (2.13)

K ′ = sY, (2.14)

L = L0e
nt. (2.15)

Rovnice (2.12) vyjadřuje S jako celkové množství volných úspor a s jako
poměr těchto úspor vzhledem k celkovému výstupu, což by se také dalo na-
zvat poměr zisku. Dále rovnice (2.13) vyjadřuje, že množství kapitálu se
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bude měnit v závislosti na množství investic I. A rovnice (2.14) vyjadřuje,
že množství kapitálu se bude měnit v závislosti na množství výstupu ná-
sobeným poměrem zisku. Rovnice (2.12), (2.13) a (2.14) se dají chápat za
prakticky stejné, avšak někdy se může hodit jiný tvar, či jiné značení. Rov-
nice (2.15) zase vyjadřuje, že množství pracovních jednotek se bude měnit v
závislosti na současném množství, na které má navíc vliv přírůstek populace
nebo též přírůstek pracovních jednotek tj. L′ = nL, jehož řešením je právě
rovnice (2.15) s nějakou počáteční podmínkou L0. Dále využijeme toho, že
r = K

L
a použitím rovnice (2.15) obdržíme:

K = rL0e
nt. (2.16)

Tyto hodnoty se však časem mohou měnit. A tedy za předpokladu, že to
jsou funkce, které závisí na čase t, je můžeme podle času derivovat. Tedy
derivováním pak podle (2.16) platí: K ′ = r′L0e

nt + rnL0e
nt, ale také podle

(2.14), (2.11) a (2.15) platí: K ′ = sY = sLf(r, 1) = sL0e
ntf(r, 1) a po

pokrácení L0ent dostaneme rovnost: sf(r, 1) = r′+rn. Tedy výsledná rovnost
v příslušném diferenciálním tvaru je:

r′(t) = sf(r(t), 1)− r(t)n. (2.17)

Dále je důležité si uvědomit, co znamená podmínka rovnovážného růstu. Ta
znamená, že poměr kapitálu ku práci je konstantní. Jinými slovy, že r je
konstantní tj. r′ = 0. Přitom podle (2.17) platí:

r′ > 0⇔ sf(r, 1) > rn. (2.18)

Toto za předpokladu konkávity funkce f(r, 1) znamená, že funkce sf(r, 1)
poroste do své jednoznačně určené rovnovážné hodnoty ren, protože r′ > 0
resp. poměr r roste dokud právě platí nerovnost (2.18). A podobně také
platí, že r′ < 0 resp. že poměr r klesá dokud právě platí obrácená nerovnost,
než je v nerovnici (2.18). Tedy v obou případech se rozdíl snižuje a r tak
směřuje do svého stacionárního bodu re, který právě odpovídá rovnovážné
hodnotě. Tedy díky dobrým předpokladům produkční funkce f je zde situace
stabilní.

2.1.1 Cobb-Douglasova produkční funkce

Jako příklad zkusme vyšetřit stabilitu a hlavně vlastnosti tzv. Cobb-Douglasovy
produkční funkce. Tedy produkční funkce ve tvaru:
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Y = KαL1−α, (2.19)

kde 0 < α < 1. Potom pro produkční funkci v základním tvaru bude platit:

f(r, 1) =
Y

L
=

Kα · L1−α

L
=
(

K

L

)α

= rα (2.20)

a pro k platí vztah:

k =
K

Y
=

K

Kα · L1−α
=
(

K

L

)1−α

= r1−α. (2.21)

Protože 0 < α < 1, jsou dané funkce již rostoucí a konkávní, tedy tyto pro-
dukční funkce jsou již stabilní. Dále zkusme vyšetřit stabilitu podrobněji a
získat tak i rychlost konvergence. Diferenciální rovnice, která určuje stabilitu
bude podle (2.17) a (2.20) tvaru:

r′ = sf(r, 1)− nr = srα − nr. (2.22)

Tato rovnice je však Bernoulliova tvaru a tedy se řeší pomocí substituce:
k = r1−α a tedy také platí: k′ = r′(1−α)r−α. Užitím tohoto vztahu a rovnice
(2.22) je: k′rα

1−α
= r′ = srα − nr ⇒ k′ = (1− α)(s− nr1−α) = (1− α)(s− nk)

Vzniká nám tak diferenciální rovnice ve tvaru:

k′ = (1− α)s − (1− α)nk. (2.23)

Přitom díky rovnosti (2.21) vyjadřuje k poměr kapitálu na výstup. Tedy jsme
převedli danou rovnici na tento poměr. Vyřešením této rovnice dostaneme
rovnost pro poměr k. Dosadíme-li za k konstantu s

n
, pak bude platit: 0 =

k′ = s(1 − α) − n s
n
(1 − α). Tedy je vidět, že s

n
je partikulárním řešením

rovnice (2.23). K dořešení stačí najít obecné řešení homogenní rovnice resp.
rovnice k′ = −n(1 − α)k. Toto řešení je: k = Ae−n(1−α)t, neboť obecným
řešením diferenciální rovnice ve tvaru: y′ = By je: y = AeBt. Výsledným
řešením tedy bude:

k(t) = Ae−n(1−α)t +
s

n
. (2.24)

Přitom konstanta A vyjadřuje počáteční odchylku od rovnovážné hodnoty,
která je v tomto případě s

n
. Při dosazení 0 do této rovnice totiž platí: k(0) =

A + s
n
⇒ A = k(0) − s

n
. Dále si můžeme označit k0 ≡ k(0). Tedy výsledné

řešení je tohoto tvaru:

k(t) =
(

k0 −
s

n

)

e−n(1−α)t +
s

n
. (2.25)
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Dále ještě označíme β = n(1 − α). Přitom β > 0, protože 0 < α < 1 a
samozřejmě také n je kladné. Proto

k(t)−
s

n
=
(

k0 −
s

n

)

e−βt t→∞
−→ 0. (2.26)

Toto ukazuje již známou stabilitu, ale hlavně, že rychlost konvergence závisí
na velikosti konvergenčního koeficientu β. Nyní ještě můžeme převést tuto
rovnici na poměr kapitálu ku práci r. Využijme vztahu k = r1−α a k0 = r1−α

0 .
Dosazením tohoto do (2.26) dostaneme pak následující vztah:

r(t) =
{(

r1−α
0 −

s

n

)

e[−n(1−α)t] +
s

n

} 1
1−α t→∞

−→
(

s

n

) 1
1−α

. (2.27)

2.1.2 Rozšíření o možná znehodnocení a zvýšení účin-
nosti

Nyní zvažme ještě možná možná znehodnocení. Předpokládejme, že se opo-
třebení dá vyjádřit jako průměrná konstanta, která působí přibližně na
všechny výrobní faktory jako celková frakce. To znamená, že růst celkového
kapitálu K bude zpomalen o tuto konstantu násobeno jeho množstvím. Ji-
nými slovy, že se od tohoto růstu odečte to, co se opotřebuje. Tedy bude
platit: K ′ = I − δK. Pak dostaneme podobné předpoklady jako předtím tj:

S = sY, (2.28)

K ′ = I − δK, (2.29)

K ′ = sY − δK, (2.30)

L = L0e
nt. (2.31)

Z těchto předpokladů obdobně vyjádříme z (2.16), že:K ′ = r′L0e
nt+rnL0e

nt

přitom z (2.30), (2.11) a (2.31) opět podobně platí: K ′ = sY − δK =
sLf(r, 1)−δK = sL0e

ntf(r, 1)−δrL0e
nt ⇒ sL0e

ntf(r, 1)−δrL0e
nt = r′L0e

nt+
rnL0e

nt a opět zde zkrátíme L0e
nt a dostaneme rovnost:

sf(r, 1)− δr = r′ + rn,

nebo také:
r′ = sf(r, 1)− (n+ δ)r = sf(r, 1)− n∗r, (2.32)
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kde n∗ ≡ n + δ. Poté dostaneme podobný výsledek pro podmínku stabi-
lity jako v rovnosti (2.26), tedy: k(t) − s

n∗
=
(

k0 −
s

n∗

)

e−βt t→∞
−→ 0, kde

β = n∗(1 − α) = (n + δ)(1 − α) je příslušný koeficient konvergence. Pokud
bychom uvážili, že podobně může působit koeficient technického pokroku na
všechny složky, pak stačí vzít k tomuto úvahu, že δ může nabývat záporné
hodnoty. To totiž znamená záporné ztráty neboli opotřebení. Zde je důle-
žité poznamenat, že čím bude δ menší, tím se bude rychlost konvergence do
rovnovážné hodnoty zmenšovat a pokud by byl takovýto technický pokrok
rychlejší nežli růst populace, pak tato situace povede k nestabilitě tj. za
podmínky, že −δ > n resp. n∗ < 0. To totiž znamená, že ekonomika neome-
zeně roste, a tak neexistuje ani žádná rovnovážná hodnota ustáleného růstu.
Tedy v případě takovýchto velkých technických objevů nemůže společnost
čekat, že bude jednoduché držet krok s dobou. Avšak tento model nemusí
být vždy odpovídající. Vezměme dále situaci, kdy se zvyšuje účinnost práce
technickým pokrokem či vylepšením produktivity práce. Tedy řekněme, že
existuje kladná konstanta τ tak, že pro práci platí vztah: L = L0e

(n+τ)t. Toto
se dá chápat jako situace, že každá pracovní jednotka je vylepšena právě o
technické vylepšení τ . Což se dá také chápat, že menší množství přírůstku
populace s tímto vylepšením nahradí dřívější větší množství přírůstku popu-
lace bez tohoto vylepšení. Vzhledem k tomu, že tento přírůstek produktivity
práce se dá ze zmíněných důvodů chápat jako pouhý přírůstek populace, pak
stačí místo n+ τ psát jako přírůstek populace n tj. n ≡ n+ τ . Připustíme-
li dále podobné technické ztráty δ, potom dynamická diferenciální rovnice
bude ve tvaru:

r′ = sf(r, 1)− (n+ τ + δ)r = r′ = sf(r, 1)− (n+ δ). (2.33)

Tato rovnice má potom stejný tvar jako rovnice (2.32). Její řešení proto

bude: k(t) − s
n∗
=
(

k0 −
s

n∗

)

e−βt t→∞
−→ 0. Konvergenční koeficient bude v

tomto případě β = (n+δ)(1−α) = (n+τ+δ)(1−α) a n∗ = n+δ = n+τ+δ.
Pak můžeme tuto rovnici ještě zapsat do tvaru:

k(t)−
s

n+ τ + δ
=
(

k0 −
s

n+ τ + δ

)

e−(n+τ+δ)(1−α)t t→∞
−→ 0. (2.34)

Výsledná rovnice a její konvergenční koeficient tedy ukazují, že zvyšování
účinnosti práce pomáhá přispívat ke zvyšování stability, při stejné populaci
či spotřebě.
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2.2 Vyšetřování relaxační doby pro jednodu-
chý růstový model

2.2.1 Základní metoda pro určení poměru regulace

Další důležitou otázkou v modelu, který zkoumá stabilitu je: ”Jak vlastně
dlouho bude trvat, než se situace dostane do své rovnovážné hodnoty?” nebo
”Jak dlouho bude trvat, než se situace dostane dostatečně blízko?” Tato
otázka je důležitá, protože kdyby čas, který je potřeba, byl velký, pak by
zkoumání nemělo moc velký význam. Obvzlášť, kdyby občas hrozilo nějaké
nové vychýlení. Pro obecné řešení takovéto úlohy se uvažuje funkce x(t),
která závisí na čase t a dále označme: x0 ≡ x(0) a xe jako rovnovážnou
hodnotu funkce x. A zajímá nás čas t, který je potřebný k tomu, aby x(t) =
xe. Ovšem obvykle moc často nedojde k plné rovnováze, proto nás bude
zajímat čas, který je potřebný k přiblížení se k rovnováze na několik procent
z daného vychýlení. Toto procento nebo poměr vzdálenosti ku vychýlení si
označme ϑ. Jistě pro něj platí: 0 < ϑ < 1. A dále označme tϑ čas, který
chceme určit. Počítejme, že pro něj platí tato rovnost:

x(tϑ) = x0 + ϑ(xe − x0). (2.35)

Tento postup zkusme použít na Cobb-Douglasovu produkční funkci s
případným opotřebením a zvýšením účinnosti práce. Zde nám podle (2.34)
vyšlo k pro n∗ = n+τ+δ a pro β = n∗(1−α) jako: k(t) = (k0− s

n+τ+δ
)e−βt+

s
n+τ+δ

t→∞
−→ s

n+τ+δ
≡ ke.

A na tento vztah použijme základní myšlenku (2.35) tedy:

k(tϑ) = k0 + ϑ(ke − k0) = k0 + ϑ
(

s

n+ τ + δ
− k0

)

. (2.36)

Přitom dle (2.34) je: k(tϑ) =
(

k0 −
s

n+τ+δ

)

e−βtϑ + s
n+τ+δ

.
Užítím (2.36) dostáváme:
k0 + ϑ

(
s

n+τ+δ
− k0

)

=
(

k0 −
s

n+τ+δ

)

e−βtϑ + s
n+τ+δ

⇒
(

k0 −
s

n+τ+δ

)

e−βtϑ −
(

k0 −
s

n+τ+δ

)

= ϑ
(

s
n+τ+δ

− k0
)

⇒
(

k0 −
s

n+τ+δ

) (

e−βtϑ − 1
)

= ϑ
(

s
n+τ+δ

− k0
)

⇒

ϑ = 1− e−βtϑ ⇒ e−βtϑ = 1− ϑ ⇒ −βtϑ = ln (1− ϑ)⇒ tϑ = − ln (1−ϑ)
β
.

Výsledný čas tedy bude:

tϑ = −
ln (1− ϑ)

(1− α)(n+ τ + δ)
. (2.37)
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Samozřejmě i zde bude čas záviset na konvergenčním koeficientu β = (1 −
α)(n+ τ + δ). Zde se však zdají hodnoty dosti vysoké. Toto si později ově-
říme ve cvičení a zjistíme, jak je tento model využitelný. Na druhou stranu
poznamenejme, že nezávisí na vzdálenosti od rovnovážné hodnoty.

2.2.2 Rozdíl rychlosti růstu mezi chudšími a bohat-
šími zeměmi

V souvislosti s růstem resp. rychlosti růstu se objevuje otázka: ”Jak jsou
na tom v porovnání s rychlostí růstu chudší a bohatší země?” Mohlo by se
totiž zdát, že chudší země rostou rychleji než země bohatší, a tak by časem
mohlo dojít k vyrovnávání jejich odlišné růstové úrovně. Avšak jsou i situ-
ace, kdy se rozdíl mezi chudou a bohatou zemí může prohlubovat. To může
být zapříčiněno tím, že obě země nemají stejné podmínky. Proto, abychom
zjistili, zda chudší země roste rychleji než země bohatší, budeme předpo-
kládat, že obě země mají stejné podmínky a jejich odlišnost je pouze v
jedné věci, kterou chceme zkoumat. V tomto případě chceme zkoumat, jak
se může lišit, při stejných podmínkách, rychlost konvegence do ustáleného
stavu růstu v závislosti na její vzdálenosti. Uvažme tedy, že chudší země bude
samozřejmě více vzdálena ze svého ustáleného stavu růstu směrem dolů tj.
bude nabývat menších hodnot růstu než země bohatší. Abychom ukázali, že
chudší země roste rychleji než země bohatší, musíme ukázat, že rychlost kon-
vergence (samozřejmě při stejných podmínkách) do svého ustáleného stavu
růstu závisí nepřímo úměrně na její vzdálenosti. Předpokládejme tedy vý-
stup na množství vynaložené práce, který je definován následovně: y ≡ Y

L
.

Pro Cobb-Douglasovu produkční funkci: Y = KαL1−α potom platí vztah:

y =
KαL1−α

L
=

Kα

Lα
= rα. (2.38)

Pro určení příslušného poměru výstupu na jednotku práce neboli přírůstku
výstupu je ještě potřeba daný výstup na jednotku práce zderivovat. Tedy
pro derivaci díky (2.38) platí:

y′ = αrα−1r′. (2.39)

Příslušný přírůstek výstupu tedy dostaneme podle (2.38) a (2.39) jako: y′

y
=

αrα−1r′

rα = α r′

r
. Z rovnice (2.22) platí: r′

r
= srα−1 − n. Potom je:

y′

y
= αsrα−1 − αn. (2.40)
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Protože podle vztahu (2.27) platí: r(t) t→∞
−→

(
s
n

) 1
1−α . Potom také podle rov-

nice (2.40) platí: y′

y

t→∞
−→ 0. Vidíme tedy, že tento přírůstek se blíží k nule, což

znamená, že výstup se blíží ke konstantní hodnotě, což odpovídá ustáleném
růstu. Dále zde budeme zkoumat, jak je na tom y′

y
v závislosti se vzdáleností

výstupu na hlavu vůči ustálené hodnotě ye. Jelikož o y předpokládáme, že
z vychýleného stavu roste do své ustálené hodnoty tj. y ր ye, potom jistě
platí, že y < ye. Proto můžeme definovat funkci D(t) jako kladnou vzdále-
nost od ustáleného stavu. Tedy:

D(t) ≡ ye − y(t). (2.41)

Dále jistě podle rovnice (2.38) platí: r = y
1
α a také podle (2.41), že

y(t) = ye − D(t). Tyto rovnosti dosadíme do vztahu (2.40), a tak máme:

y′

y
= αsy

α−1
α − αn = αs [ye − D(t)]

α−1
α − αn. (2.42)

Rovnice (2.42) již ukazuje, že y′

y
je již rostoucí vzhledem k D(t). To je proto,

že (ye −D) je jistě klesající vzhledem k D a protože 0 < α < 1, pak α−1
α

< 0
a tedy f(x) = x

α−1
α je klesající funkce. Tedy složením dvou klesající funkcí

je funkce rostoucí a platí:

(D ր)⇒

(

y′

y
ր

)

. (2.43)

Vlastnost (2.43) ukazuje, že s rostoucí vzdáleností poroste přírůstek výstupu,
což znamená, že pokud by hrozilo, že se vzdálenost od ustáleného stavu růstu
bude zvyšovat, pak přírůstek výstupu poroste, takže zde nehrozí nestabilita.
A také tato nerovnost napovídá, že s vyšší hodnotou vzdálenosti D(t) bude
vyšší rychlost podle vzdálenosti, tedy s vyšší vzdáleností by se měla rych-
lost přírůstku také zvyšovat. Toto si ještě dále ověříme. Pro další úvahy
přepíšeme D(t). Pro něj totiž podle (2.41), (2.38) a (2.27) platí:

D(t) = ye − y = rα
e − rα =

(
s

n

) α
1−α

−
{(

y
1−α

α
0 −

s

n

)

e[−n(1−α)t] +
s

n

} α
1−α

.

(2.44)
Tato rovnost tedy ukazuje, že čím bude počáteční podmínka y0 vyšší, tím
bude D menší. To je zde zase tím, že 0 < α < 1 a tedy α

1−α
> 0. Proto

je funkce f(x) = x
α
1−α (pro kladná x) rostoucí. Samozřejmě je (y

1−α
α
0 − s

n
)

rostoucí vzhledem k y0. Z toho pak už již platí:
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(y0 ր)⇒ (D ց) . (2.45)

Potom už snadno bude platit následující vlastnost. Díky vlastnostem (2.43)
a (2.45) platí:

(y0 ր)⇒ (D ց)⇒

(

y′

y
ց

)

. (2.46)

Tedy jsme ukázali, že růst tohoto poměru závisí nepřímo úměrně na vzdá-
lenosti od počátečního vychýlení tj., že větší vychýlení dává větší rychlost
poměru růstu. Nyní ještě ukážeme, jak je to s růstem v závislosti na výši
kapitálu na osobu. Derivujme právě podle této výše, pak podle (2.40) je:

d (y′/y)
dr

=
d (αsrα−1 − αn)

dr
= α(α − 1)srα−2 < 0, (2.47)

neboť 0 < α < 1.
Závěr: Ukázali jsme, že ekonomiky s nižším kapitálem na osobu či s větším
vychýlením z ustáleného stavu růstu rostou rychleji. To znamená, že pokud
chudší země budou mít stejné nebo přibližně stejné podmínky jako země
bohatší, jejich růst bude rychlejší a rozdíly mezi těmito zeměmi se budou
postupem času snižovat. Pokud tedy toto někde neplatí, znamená to, že
předpoklad, že takovéto země mají stejné podmínky, musí být porušen. A tak
jestli chce lidská společnost, aby se majetkové rozdíly mezi zeměmi a posléze
mezi lidmi snižovaly, měla by všem umožnit co nejvíce stejné podmínky a
majetkové rozdíly se poté začnou vyrovnávat. A i nutno si dát pozor na to,
aby bohatší země či lidé nevytvářeli horší podmínky pro ty chudší. To právě
z důvodu obavy ztráty vlastního bohatství nebo postavení.

2.2.3 Vyšetřování relaxační doby pro Cobb-Douglasovu
produkční funkci

Vraťme se nyní k vyšetření relaxační doby a zkusme určit, jak dlouho bude
vlastně taková konvergence trvat. Představme si Cobb-Douglasovu produkční
funkci, v níž má práce větší intenzitu než kapitál. Řekněme, že:

Y = K
1
3L

2
3 . (2.48)

Dále, že nové úspory vznikají s rychlostí přibližně 10 procent tj. s = 0, 1.
Populace roste něco mezi 2 až 3 procenty tj. n = 0, 025 a uvažme počáteční
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vychýlení r0 = 54, 812 viz též [1] str. 191 cv. 6. Zkusme pak spočítat čas
potřebný pro odchylky u r(t), k(t), y(t) do příslušných rovnovážných hodnot.
Připomeňme, že zde nám pomohou výsledné rovnice (2.25), (2.27) a (2.44),
z nichž si zde vypíšeme to nejpodstatnější:

k(t) =
(

k0 −
s

n

)

e−n(1−α)t +
s

n
t→∞
−→

(
s

n

)

≡ ke, (2.49)

r(t) =
[(

r1−α
0 −

s

n

)

e−n(1−α)t +
s

n

] 1
1−α t→∞

−→
(

s

n

) 1
1−α

≡ re, (2.50)

y(t) =
{(

y
1−α

α
0 −

s

n

)

e[−n(1−α)t] +
s

n

} α
1−α t→∞

−→
(

s

n

) α
1−α

≡ ye. (2.51)

Připomeňme, že pro tuto situaci zde je:

α = 1
3
; 1− α = 2

3
; n = 0, 025; s = 0, 1

r0 = 54, 812; k0 = r1−α
0 = r

2
3
0 = 14, 429; y0 = (r0)α = (54, 812)

1
3 = 3, 799

1
1−α
= 1

2
3

= 3
2
; α
1−α
=

1
3
2
3

= 1
2
; 1−α

α
= 2

ke = s
n
= 4; re = s

n

1
1−α = 4

3
2 = 8; ye = s

n

α
1−α = 4

1
2 = 2.

Nyní si pomocí spočtených hodnot utvořme tabulku, v níž budeme počítat
rozdíl jednotlivých růstových poměrů v závislosti na čase pomocí vztahů:
(2.49), (2.50), (2.51). Tedy obdržíme tuto tabulku:

t k(t)− 4 r(t)− 8 y(t)− 2
20 10, 339 30, 860 1, 387
50 6, 271 16, 923 0, 921
100 2, 725 6, 586 0, 443
150 1, 184 2, 701 0, 204
200 0, 515 1, 142 0, 091
250 0, 224 0, 490 0, 040

Vidíme, že potřebné časy, pro odstranění odchylek ze svých ustálených stavů,
jsou dost velké.
Zkusme ještě vyjádřit takový čas procentuelně. Představme si podobnou

situaci, v níž máme stejnou produkční funkci. Zde však navíc ještě hraje roli
vyšší účinnost práce-řekněme 2 procenta. Opotřebení bude asi 5 procent.
Populace bude růst asi rychlostí 1 procento. Tedy v našem modelu při našem
značení bude: n = 0, 01; δ = 0, 05 a τ = 0, 02 viz též [1] str. 191 cv. 7.
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Spočtěme zde potřebný čas pro 75 a 50 procent regulace. Zde využijme
rovnosti (2.37), kterou si zde pro jednoduchost napíšeme ještě jednou, tedy:

tϑ = −
ln (1− ϑ)

(1− α)(n+ τ + δ)
. (2.52)

Zde budou poměry regulace: ϑ = 0, 75 resp. ϑ = 0, 50. Výsledné časy tedy
pomocí rovnosti (2.52) budou:

t0,75 = −
ln (0, 25)
(
2
3

)

(0, 08)
= 26, (2.53)

t0,50 = −
ln (0, 5)
(
2
3

)

(0, 08)
= 13. (2.54)

Tedy, jak už jsme dříve zmínili, je vidět, že potřebný čas pro žádanou regulaci
je moc velký a trvá řádově několik desítek let.

2.3 Dvousektorový model

Protože nám hodnoty i pro menší regulovaný poměr vycházely dosti vy-
soké, zdá se, že používat neoklasický růstový model nemá význam. Zkusme
se nyní zamyslet, proč je výsledný čas tak velký a zda není možné, že by
ve skutečnosti mohl být přeci jen menší. Odpověď by mohla být následující:
Uvedené předpoklady jsou příliš zjednodušené a nejsou v nich zahrnuty další
vlivy, které by mohly ve skutečnosti proces stability mnohem více urychlit.
Zkusme nyní tedy takovýto model o nějaké další parametry rozšířit. Zde
jsme navíc pracovali pouze s jedním sektorem. Ale ekonomika může být a
zpravidla je ovlivněna dvěma sektory, a to spotřebitelským a investičním
sektorem. Zkusme tedy tyto předpoklady pro ně rozšířit. Zaveďme si tedy
následující parametry:
P - cena investičního zboží (v jednotkách konzumního zboží).
w - mzdy, tedy cena jednotky práce.
r - cena jednotky zboží.
Dále roslišujme veličiny podle indexu. Pokud jsou s indexem C, pak se jedná
o veličiny týkající se spotřebního sektoru. Pokud mají index I, pak se tý-
kají investičního sektoru. A bez indexu je můžeme brát jako celkové. αC

pak bude poměrné množství kapitálu ve spotřebním sektoru. Podobně αI

v investičním sektoru. A βC bude poměrné množství práce ve spotřebním
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sektoru a podobně βI v investičním sektoru. Nyní můžeme založit model na
těchto základních předpokladech:

YC =
KC

αC

, (2.55)

KC

αC

=
LC

βC

, (2.56)

YI =
KI

αI

, (2.57)

KI

αI

=
LI

βI

, (2.58)

K = KC +KI , (2.59)

L = LC + LI , (2.60)

Y = YC + PYI , (2.61)

S = sY, (2.62)

S = PYI , (2.63)

KCr + LCw = YC , (2.64)

KIr + LIw = PYI = sY, (2.65)

L = L0e
nt, (2.66)

K ′ = YI − δK, (2.67)

k =
K

L
. (2.68)

Rovnice (2.55) tedy vyjadřuje, že αC je množství kapitálu na výstup ve spo-
třebním sektoru. Podobně je to v rovnici (2.57). Rovnice (2.56) vyjadřuje,
že βC je množství kapitálu na množství práce ve spotřebním sektoru a vy-
jadřuje tento vztah pomocí (2.55). Podobně je to s rovnicí (2.58). Rovnice
(2.59) a (2.60) vyjadřují, že celkové množství kapitálu je prostě součet kapi-
tálů pro spotřební a investiční sektor a podobně, že celkový počet pracovních
jednotek je součtem pracovních jednotek, které pracují pro spotřební a in-
vestiční sektor. Rovnice (2.61) vyjadřuje, že celkový výstup je jako výstup
ve spotřebním sektoru a k němu je započítán výstup v investičním sektoru,
který je přenásoben cenou investičního zboží P , protože investovaná jed-
notka může mít obecně jinou hodnotu. Rovnice (2.62) má stejný význam
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jako rovnice (2.12) tj. poměr zisku (nebo úspor) je jako celkový výdělek na
výstup. Rovnice (2.63) vyjadřuje, že celkové úspory je vlastně množství in-
vestičního majetku-násobeno jeho cenou. Rovnice (2.64) dále vyjadřuje, že
výstup ve spotřebním sektoru je vlastně množství spotřebního kapitálu ná-
sobeno svou cenou a k tomu množství práce ve spotřebním sektoru násobeno
také svou cenou. Podobně rovnice (2.65) vyjadřuje, že výstup v investičním
sektoru oceněný svou cenou je jako množství kapitálu v investičním sek-
toru násobeno svou cenou a k tomu je množství práce v investičním sektoru
násobeno svou cenou. Zde je navíc ještě provázanost s rovnicemi (2.62) a
(2.63). Rovnice (2.66) má stejný význam jako rovnice (2.15) tj. množství
pracovních jednotek roste v závislosti na své velikosti násobeno přírůstkem
populace(nebo pracovních jednotek). Rovnice (2.67) znamená, že množství
kapitálu se bude měnit v závislosti na velikosti investičního výstupu, zmen-
šeno o nějaké opotřebení, které působí na momentální množství kapitálu.
A rovnice (2.68) značí k jako množství kapitálu na množství práce, nebo
též jejich poměr. Zde používáme trochu jiné značení, než bylo předtím. Po-
znamenejme ještě, že zde uvažujeme i možnosti zvýšené účinnosti pracovní
jednotky tj. τ . Avšak zde platí: L = L0e

(n+τ)t. Proto zde uvažujeme pouze
n jako růst populace a můžeme tedy předpokládat, že tato účinnost je zde
již započítána. Tedy pro jednoduchost značíme n ≡ n + τ a rovnici (2.66)
již nebudeme měnit.
Dále ještě označme příslušné poměry kapitálu ku práci v jednotlivých sek-

torech jako: kC = αC

βC
resp. kI = αI

βI
. A ještě ρ = kC

kI
jako poměr jednotlivých

výstupových poměrů v jednotlivých sektorech. Zde je dobré si uvědomit, že
z rovnic (2.55) a (2.56) je: αC = KC

YC
a βC = LC

YC
. A podobně z rovnic (2.57)

a (2.58) je: αI = KI

YI
a βI = LI

YI
. Využitím těchto rovností vlastně platí:

kC =
αC

βC

=
KC

YC

LC

YC

=
KC

LC

, (2.69)

kI =
αI

βI

=
KI

YI

LI

YI

=
KI

LI

. (2.70)

Což je podobný vztah jako (2.68).
Nyní již můžeme začít odvozovat potřebné vztahy ze základních rovnic.

První z nich je podíl množství pracovních jednotek v investičním sektoru
ku celkovému množství. Úpravou a postupným užitím (2.59), (2.60), (2.68),
(2.69) a (2.70) dostáváme:
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LI

L
= LI

L
KLI−KIL
KLI−KIL

= LI

L
KL−KIL−KL+KLI

KLI−KILI−KIL+KILI
=

(K−KI )L−K(L−LI )

L(L−LI )

(K−KI )LI−KI (L−LI )

LI (L−LI )

=
K−KI
L−LI

−K
L

K−KI
L−LI

−
KI
LI

=

KC
LC

−K
L

KC
LC

−
KI
LI

= kc−k
kc−kI

. Tedy:

LI

L
=

kc − k

kc − kI

. (2.71)

Také podíl množství kapitálu v investičním sektoru ku celkovému množství
je podle (2.68), (2.70) a (2.71):

KI

K
=

kILI

kL
=

kI

k

kc − k

kc − kI

. (2.72)

Tyto poměry jsou sice kladné, ale pro smysluplné řešení potřebujeme stále
ještě ověřit, že faktory ceny práce a kapitálu budou kladné a také, že rela-
tivní podíl kapitálů bude ležet mezi nulou a jedničkou. Abychom mohli tyto
přirozené věci brát za samozřejmost, musíme ověřit, při jakých podmínkách
toto platí. Začněme s faktory ceny práce a kapitálu. Nejdříve vyjádřeme YC

ve vhodnější tvaru. Z rovnic (2.61) a (2.65) platí: Y = YC + sY . Pak jistě
platí:

YC = (1− s)Y. (2.73)

Dále z rovnice (2.65) vyjádřeme w. Tedy: w = sY −KIr
LI
. A dosaďme jej do

rovnice (2.64). Pak postupně úpravou a užitím (2.69), (2.70), (2.73) a (2.60)
dostaneme:
KCr+LC

sY −KIr
LI

= YC ⇒ LC

LI
KIr−KCr = LC

LI
sY −Yc

LI

LI
⇒ r = LCsY −YCLI

LI

(
LC
LI

KI−KC

) =

= LCsY −YCLI

LCKI−LIKC
= LCsY −YCLI

LCLI

(
KI
LI

−
KC
LC

) = YCLI−LCsY
LCLI(kC−kI)

= (1−s)Y LI−LCsY

LCLI(kC−kI)
= Y (LI−sLI−sLC)

LCLI(kC−kI)
=

= Y (LI−s(LI+LC))
LCLI(kC−kI)

= Y (LI−sL)
LCLI(kC−kI)

.

A dále podobným způsobem z rovnice (2.65) vyjádříme r, tedy: r = sY −LIw
KI
.

A dosadíme jej do (2.65). Pak podobně jako předtím úpravou a užitím (2.69),
(2.70) , (2.73) a (2.59) postupně dostáváme:
KC

sY −LIw
KI

+ LCw = YC ⇒ KC

KI
LIw − LCw = KC

KI
sY − YC

KI

KI
⇒ w =

= KCsY −KIYC

KI

(
KC
KI

LI−LC

) = KCsY −KIYC

KCLI−KILC
= KCsY −KIYC

LCLI

(
KC
LC

−
KI
LI

) = KCsY −KIYC

LCLI(kC−kI)
= KCsY −KI(1−s)Y

LCLI(kC−kI)
=

= Y (sKC+sKI−KI)
LCLI(kC−kI)

= Y (s(KC+KI)−KI)
LCLI(kC−kI)

= Y (sK−KI)
LCLI(kC−kI)

.
Ukázali jsme, že tedy platí:
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r =
Y (LI − sL)

LCLI (kC − kI)
, (2.74)

w =
Y (sK − KI)

LCLI (kC − kI)
. (2.75)

Tím už nebude těžké ověřit, kdy jsou tyto faktory ceny kladné. Samozřejmě
předpokládáme, že Y ; LI i LC jsou kladné. Proto podle (2.74) a (2.75) je:
r > 0⇔ LI−sL

kC−kI
> 0 a w > 0⇔ sK−KI

kC−kI
> 0. Pak stačí rozlišit dva případy. Je-

li kC > kI , pak w > 0⇔ sK −KI > 0⇔ s > KI

K
a r > 0⇔ LI − sL > 0⇔

s < LI

L
. A naopak zase je-li kC < kI , pak w > 0⇔ sK − KI < 0⇔ s < KI

K

a r > 0⇔ LI − sL < 0⇔ s > LI

L
. Tedy jsme dostali jedny nutné podmínky

pro smysluplné řešení a to jsou:

KI

K
< s <

LI

L
⇔ kC > kI ;

LI

L
< s <

KI

K
⇔ kC < kI . (2.76)

Tato podmínka nám říká, že celkový poměr zisku musí ležet mezi podílem
celkového kapitálu pro investiční sektor a podílem celkové práce pro inves-
tiční sektor. Což také znamená, že je-li např. větší spotřební síla tj. kC > kI ,
pak aby byla mzda kladná, pak musí být poměr zisku větší než poměr ka-
pitálu v investičním sektoru. Toto znamená, že při větší spotřebě se musí
pro kladnou mzdu vytvořit větší poměr zisku, než je současné působení po-
měru investičního kapitálu. A cena bude kladná, pokud poměr zisku bude
pod hranicí poměru práce v investičním sektoru. Což znamená, že pro klad-
nou cenu kapitálu při větší spotřebě nesmí poměr zisku přesáhnout poměr
práce v investičním sektoru. Toto se intuitivně s naší představou o fungování
ekonomiky celkem shoduje.
Dále je potřeba pro smysluplné řešení ukázat, že již zmíněný relativní

podíl kapitálů bude ležet mezi nulou a jedničkou. Tedy, že celkové náklady
nepřevýší výstup. Jinými slovy, že výstup bude větší než celkové množství
kapitálu, které by se prodalo za svou cenu. Tento relativní podíl je proto:
π = Kr

Y
. Podle vztahu (2.74) pak pro něj platí:

π =
K

Y

Y (LI − sL)
LCLI (kC − kI)

=
K(LI − sL)

LCLI (kC − kI)
. (2.77)

Dále ještě spočteme 1−π. Pro něj podle (2.77), (2.71), (2.68), (2.60) a (2.59)
postupně platí:

1− π = LCLI(kC−kI)
LCLI(kC−kI)

− K(LI−sL)
LCLI(kC−kI)

=
L

[

LC
LI
L
(kC−kI)−

K
L
(LI−sL)

]

LCLI(kC−kI)
=
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=
L

[

LC
kC−k

kC−kI
(kC−kI)−k(LI−sL)

]

LCLI(kC−kI)
= L(LCkC−kLC−kLI+skL)

LCLI(kC−kI)
= L(KC−kL+sK)

LCLI(kC−kI)
=

= L(KC−K+sK)
LCLI(kC−kI)

= L(sK−KI)
LCLI(kC−kI)

.
Tedy:

1− π =
L (sK − KI)

LCLI (kC − kI)
. (2.78)

Poměr π je tedy smysluplný, pokud: 0 < π < 1 ⇔ π > 0 ∧ 1 − π > 0. I
zde samozřejmě předpokládáme, že L ; LC a LI jsou kladné. Tedy proto je
podmínka smysluplnosti pro (2.77) a (2.78) ekvivalentní s podmínkou (2.76).
Podmínka, aby tento podíl kapitálů ležel mezi nulou a jedničkou je stejná
s podmínkou pro to, aby faktory cen byly kladné. Tedy tato podmínka je
nutná i postačující pro existenci smysluplného řešení.
Nyní již máme podmínku, kterou musíme předpokládat tj., že tato pod-

mínka musí platit pro každý čas t, neboť k závisí na t a s zase závisí na k.
Začněme nyní se zkoumáním konvergence pro poměr růstu k. Pro sestrojení
vhodné diferenciální rovnice vyjděme z podílu: k′

k
. Připomeňme, že z rovnice

(2.66), která byla takto utvořena, je: L′ = nL. A proto dále z rovnice (2.68)
platí:

k′ =
K ′L − KL′

L2
=

K ′L − nKL

L2
=

K ′ − nK

L
. (2.79)

Nyní již z předešlé rovnice a podle rovnice (2.67) je: k′

k
=

K′
−nK
L
K
L

= K′

K
−n =

YI−δK
K

− n = YI

K
− (n+ δ). Tedy:

k′

k
=

YI

K
− (n+ δ). (2.80)

Přitom podle (2.57), (2.72) a vzhledem k definic ρ (ρ ≡ kC

kI
) je: YI

K
= KI

KαI
=

1
αI

kI

k
kC−k
kC−kI

= kI

αI

kC−k
kC−kI

1
k

1
kI
1

kI

= kI

αI

kC
kI

− k
kI

kC
kI

−
kI
kI

1
k
= kI

αI

ρ− k
kI

ρ−1
1
k
. Tedy potom z předešlé

rovnosti a rovnice (2.80) je:

k′

k
=

kI

αI

ρ − k
kI

ρ − 1
1
k
− (n+ δ). (2.81)

Z této rovnice si vyjádřeme k′. Pak i za použití definice ρ dostaneme:

k′ = kI

αI

ρ− k
kI

ρ−1
−k(n+δ) = kI

αI

ρ

ρ−1
− kI

αI

k
kI

1
ρ−1

−k(n+δ) = kI

αI

kC

kI

1
ρ−1

− kI

αI

k
kI

1
ρ−1

−

k(n+δ) = kC

αI(ρ−1)
−k

[
1

αI(ρ−1)
+ (n+ δ)αI(ρ−1)

αI(ρ−1)

]

= kC

αI(ρ−1)
−k

[
1+αI(n+δ)(ρ−1)

αI(n+δ)

]

.
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Tedy platí:

k′ + k

[

1 + αI(n+ δ)(ρ − 1)
αI(n+ δ)

]

=
kC

αI(ρ − 1)
. (2.82)

Nyní si pro zjednodušení můžeme zvolit a ≡
[
1+αI(n+δ)(ρ−1)

αI(ρ−1)

]

a b ≡ kC

αI(ρ−1)

jako vhodné konstanty, poněvadž to, čím jsou definovány, se dá brát jako
konstanty. Tedy pak stačí řešit tuto diferenciální rovnici:

k′ + ak = b. (2.83)

Z ní je např. vidět, že partikulární řešení je konstanta kp = b
a
, neboť sa-

mozřejmě 0 + a b
a
= b. Zbývá tedy vyřešit homogenní tvar tj. k′ = −ak,

jehož řešením je: Ae−at pro vhodné A. Výsledné řešení pro k tedy bude:
k(t) = b

a
+ Ae−at. A k0 = k(0) = b

a
+ A. Tedy toto řešení se dá zapsat pro

počáteční podmínku k0 ve tvaru:

k(t) =
b

a
+

(

k0 −
b

a

)

e−at. (2.84)

Z této rovnice je tedy vidět, že pokud je a > 0, pak:

k(t) t→∞
−→

b

a
=

kC

αI(ρ−1)

1+αI(n+δ)(ρ−1)
αI(ρ−1)

=
kC

1 + αI(n+ δ)(ρ − 1)
. (2.85)

Toto bude dlouhodobé kapitálové působení, neboli rovnovážná hodnota pro
k. Aby toto řešení bylo smysluplné, musí být samozřejmě toto dlouhodobé
kapitálové působení kladné-což s předpokladem, že kC > 0 znamená:

1 + αI(n+ δ)(ρ − 1) > 0. (2.86)

Dále pro podmínku stability musí být a kladné. Toto a můžeme samozřejmě
považovat za konvergenční koeficient. Aby bylo kladné, pak musí platit:

1 + αI(n+ δ)(ρ − 1)
αI(ρ − 1)

> 0. (2.87)

Podmínka smysluplného řešení (2.86) implikuje v podmínce stability (2.87)

podmínku: αI(ρ − 1) > 0
αI>0
⇔ ρ > 1. Toto je tedy nutná a postačující pod-

mínka pro to, aby existovalo smysluplné řešení a aby situace byla stabilní.
Přitom: ρ = kC

kI
> 1⇔ kC > kI . Tato podmínka se dá tedy napsat jako:
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kC > kI . (2.88)

Tato podmínka tedy znamená, že pro stabilitu je potřeba, aby spotřebitelská
část byla kapitálově silnější než investiční část. V opačném by se mohl např.
růst ekonomiky neomezeně zvětšovat. Tedy tato podmínka odpovídá běžným
představám o fungování ekonomiky.
S tímto předpokladem se tedy pusťme do vyšetřování rychlosti růstu.

Zde bude vhodnější pracovat s rychlostí růstu celkového příjmu, který si
označíme jako g(t) tj.

g(t) =
Y ′

Y
. (2.89)

Pro vyjádření této rychlosti začněme s již dříve odvozenými vztahy. Z rovnice
(2.73) je: YC = (1− s)Y ⇒ Y ′

C = (1− s)Y ′ ⇒
Y ′

C

YC
= (1−s)Y ′

1−s)Y
= Y ′

Y
. Tedy:

Y ′

Y
=

Y ′
C

YC

. (2.90)

Dále z rovnic (2.55) a (2.56) je: YC = KC

αC
= LC

βC
⇒ Y ′

C =
L′

C

βC
⇒

Y ′

C

YC
=

L′

C
βC
LC
βC

=

L′

C

LC
. A tak:

Y ′
C

YC

=
L′

C

LC

. (2.91)

A ještě podle (2.60), (2.71) je: LC

L
= L−LI

L
= 1− LI

L
= kC−kI

kC−kI
− kC−k

kC−kI
= k−kI

kC−kI
.

Proto:

LC = L
k − kI

kC − kI

. (2.92)

Užitím této rovnice a rovnice (2.68) je: L′
C = L′ k−kI

kC−kI
+Lk′(kC−kI)

(kC−kI)2
= nL k−kI

kC+kI
+

k′

k−kI
L k−kI

kC−kI
= nLC + k′

k−kI
LC = LC(n+ k′

k−kI
). Tak jsme dostali, že platí:

L′
C

LC

= n+
k′

k − kI

. (2.93)

A ještě podle této rovnice a rovnice (2.83) je:

L′
C

LC

= n+
b − ak

k − kI

. (2.94)
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Takto jsme tedy postupně ze sledu rovnic (2.89), (2.90), (2.91), (2.93) a
(2.94) dostali:

g(t) = n+
b − ak

k − kI

. (2.95)

Užitím této rovnosti a nakonec i rovnosti (2.84) počítejme následující podíl:
g(t)−n

g(t)−n+a
=

b−ak
k−kI

b−ak
k−kI

+a
= 1

1+
ak−akI

b−ak

= 1
b−ak
b−ak

+
ak−akI

b−ak

= b−ak
b−akI

=
b−a( b

a
+(k0−

b
a
)e−at)

b−akI
=

b−ak0
b−akI

e−at. A protože ze stejného vzorce platí pro počáteční hodnotu g0 toto:

g0−n

g0−n+a
=

b−ak0
k0−kI

b−ak0
k0−kI

+a
k0−kI
k0−kI

= b−ak0
b−akI

, pak též dostaneme:

g(t)− n

g(t)− n+ a
=

(

g0 − n

g0 − n+ a

)

e−at. (2.96)

Dále si vyjádřeme z této rovnosti g(t). Pro jednoduchost výpočtu si označme:
λ ≡ g0−n

g0−n+a
. Pak tedy máme: g(t)−n

g(t)−n+a
= λe−at ⇒ g(t) − n = λe−at(g(t) −

n + a) = λe−atg(t) + λe−at(a − n) ⇒ g(t)(1 − λe−at) = n + λe−at(a − n) =
n(1− λe−at) + aλe−at. Tedy pro g platí:

g(t) = n+
aλe−at

1− λe−at

t→∞
−→ n. (2.97)

Z této rovnice si nyní vyjádřeme čas t, tedy: g(1− λe−at) = n(1− λe−at) +
aλe−at ⇔ g − gλe−at = n − nλe−at + aλe−at ⇔ λe−at(n − a − g) =
n − g ⇔ e−at = n−g

n−a−g
1
λ
⇔ −at = ln

(
n−g

n−a−g
1
λ

)

⇔ t = 1
a
ln
[

n−a−g

n−g
λ
]

=
1
a
ln
[

n−a−g
n−g

g0−n
g0−n+a

]

. Tedy pak již jistě pro řízený čas t platí následující vztah:

t =
1
a
ln

[

g − n+ a

g0 − n+ a

g0 − n

g − n

]

. (2.98)

Pro usnadnění výpočtu v tomto modelu je dobré si uvědomit, jak se dá
vlastně vyjádřit procento zregulovaného vychýlení, které si označíme jako
pt. Uvažujeme-li zde ge jako rovnovážnou hodnotu g, která je podle (2.97)
n, pak pro něj platí:

pt =
g(t)− g0
ge − g0

=
g(t)− g0
n − g0

. (2.99)

Skutečně je tomu tak, protože hodnota ge − g0 je velikost celkového původ-
ního vychýlení od rovnovážné hodnoty. A g(t)− g0 vyjadřuje vzdálenost g v
čase t od svého původního vychýlení. A protože zde předpokládáme, že g se
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pohybuje od g0 směrem ke ge, je jistě: 0 ≤ pt ≤ 1 a pt vyjadřuje poměr zre-
gulovaného vychýlení nebo též poměr regulace. Pro t pak podle (2.98) platí:
t = 1

a
ln
[
(g−n)(g0−n)
(g0−n+a)(g−n)

+ a(g0−n)
(g0−n+a)(g−n)

]

= 1
a
ln
[

g0−n

g0−n+a
+ a

g0−n+a

g0−n

g−n

]

. Přitom

dle (2.99) je: g0−n

g−n
= 1

n−g

n−g0

= 1
(n−g0)−(g−g0)

n−g0

= 1
1−pt
. Tedy pro čas t, určený pro

konkrétní poměr regulace, bude podle předchozích dvou rovností platit:

t =
1
a
ln

[
g0 − n+ a

1−pt

g0 − n+ a

]

. (2.100)

Nyní již můžeme spočítat konkrétní čas pro konkrétní regulovaný poměr.
Vraťme se tedy k našemu původnímu příkladu, kde jsme předpokládali, že
rychlost růstu populace je 1 procento tj. n = 0, 01 a opotřebení je 5 procentní
tj. δ = 0, 05. Připomeňme, že: a =

[
1+αI(n+δ)(ρ−1)

αI(ρ−1)

]

a ρ = kC

kI
. Vidíme tedy,

že čas bude také záviset na počáteční rychlosti růstu g0, dále na koeficientu
kapitálu ku výstupu v investičním sektoru αI a také na poměru kapitálových
sil spotřebního sektoru ku investičnímu sektoru ρ. Předpokládejme, že síla
spotřebního kapitálu je dvakrát větší tj. ρ = 2. Dále předpokládejme, že
poměr kapitálu ku výstupu v investičním sektoru je také dvojnásobný tj.
αI = 2 a že počáteční rychlost růstu je 5 procent tj. g0 = 0, 05. Za těchto
podmínek zkoumejme potřebný čas pro konkrétní poměry regulace. Hodnoty
si pak zapišme a sledujme v tabulce 2.1:

n = 0, 01 δ = 0, 05 n = 0, 03 δ = 0, 05 n = 0, 03 δ = 0, 05
ρ = 2 αI = 2 ρ = 2 αI = 2 ρ = 2 αI = 2

g0 = 0, 05 a = 0, 56 g0 = 0, 05 a = 0, 58 g0 = 0, 1 a = 0, 58
pt t pt t pt t
0, 99 8, 10 0, 99 7, 88 0, 99 7, 75
0, 90 4, 00 0, 90 3, 92 0, 90 3, 79
0, 75 2, 38 0, 75 2, 35 0, 75 2, 24
0, 50 1, 18 0, 50 1, 17 0, 50 1, 10
0, 25 0, 48 0, 25 0, 48 0, 25 0, 45

Tabulka 2.1: Doba regulace pro běžné podmínky se změnami počátečního
růstu, růstu populace či opotřebení

Vidíme tedy, že oproti původnímu modelu je dvousektorový model da-
leko účinnější, tedy naše domněnka byla namístě. Dodatečné předpoklady
ukazují, že čas bude ve skutečnosti mnohem menší. Tedy tento model je
pro používání dosti vhodnější. Zkoumejme nyní, jak se čas bude měnit v
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závislosti na změnách parametrů. Zde jsme si mohli všimnout, že velikost
rychlosti růstu populace či velikost počáteční rychlosti růstu urychlují regu-
laci. Avšak jak je z těchto tabulek vidět, urychlení není moc velké. Je to tím,
že závislost rychlosti konvergence vlastně závisí především na konvergenčním
koeficientu a. Ten závisí především na síle spotřeby a na velikosti poměru
kapitálu na výstup v investičním sektoru. Zatímco opotřebení či růst popu-
lace jsou proti nim poměrně malé. Tedy při racionálních předpokladech, že
populace neroste nějakým závažným tempem a že opotřebení není extrémně
vysoké, můžeme očekávat, že značnější vliv na relaxační čas budou mít ve-
ličiny, vyjadřující sílu spotřeby a poměru kapitálu na výstup v investičním
sektoru. Podívejme se nyní na čas v závislosti na těchto veličinách:

n = 0, 03 δ = 0, 05 n = 0, 03 δ = 0, 05 n = 0, 03 δ = 0, 05
ρ = 3 αI = 2 ρ = 3 αI = 1, 5 ρ = 3 αI = 3

g0 = 0, 05 a = 0, 33 g0 = 0, 05 a = 0, 41 g0 = 0, 05 a = 0, 25
pt t pt t pt t
0, 99 13, 78 0, 99 11, 03 0, 99 18, 36
0, 90 6, 82 0, 90 5, 47 0, 90 9, 05
0, 75 4, 07 0, 75 3, 27 0, 75 5, 39
0, 50 2, 01 0, 50 1, 62 0, 50 2, 66
0, 25 0, 83 0, 25 0, 67 0, 25 1, 09

Tabulka 2.2: Doba regulace pro běžné podmínky se změnami poměru spo-
třeby a poměru investičního kapitálu ku investičnímu výstupu

Tedy vidíme, že tyto veličiny opravdu dosti ovlivňují regulovaný čas.
To je tím, že a = 1+αI(n+δ)(ρ−1)

αI(ρ−1)
. Tedy vlastně větší spotřební kapitálová

síla zpomaluje stabilitu, neboť vyžaduje stále více produktů, než se stihne
vyrobit. Na druhou stranu také větší poměr kapitálu na výstup znamená
vyšší starost o daný kapitál a zpomalení urychlujícího procesu. Představme
si situaci, kdy populace roste stále ve stejném tempu a opotřebení je také
stále stejné-např. proto, že se podařilo dosáhnout meze, kdy už menší být
nemůže. A dále, že máme zaručenou stejnou počáteční rychlost. Představme
si, že spotřební síla bude neustále růst-např. že lidé budou stále více a více
chtít nakupovat a že množství kapitálu na výstup v investičním sektoru také
poroste. A zajímá nás, zda bude vůbec možné dosáhnout stability v reálné
době. Uvědomíme-li si na čem závisí koeficient a, pak pro něj bude platit:
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a =
1 + αI(n+ δ)(ρ − 1)

αI(ρ − 1)
=

1
αI(ρ − 1)

+ (n+ δ)
ρ→∞
−→ n+ δ,

a =
1 + αI(n+ δ)(ρ − 1)

αI(ρ − 1)
=

1
αI(ρ − 1)

+ (n+ δ)
αI→∞
−→ n+ δ,

a =
1 + αI(n+ δ)(ρ − 1)

αI(ρ − 1)
=

1
αI(ρ − 1)

+ (n+ δ)
ρ;αI→∞
−→ n+ δ.

Ve skutečnosti za takovýchto podmínek platí: a ց n+δ. A tedy bude platit:

a ≥ n+ δ. (2.101)

Označme si tuto hodnotu jako a+. Resp. a+ ≡ n + δ. Zkoumejme tento
nejhorší případ v závislosti na parametrech n ; δ a g0.

n = 0, 03 δ = 0, 05 n = 0, 03 δ = 0, 05 n = 0, 08 δ = 0, 05
ρ =∞ αI =∞ ρ =∞ αI =∞ ρ =∞ αI =∞
g0 = 0 a+ = 0, 08 g0 = 0, 05 a+ = 0, 08 g0 = 0, 05 a+ = 0, 13

pt t pt t pt t
0, 99 63, 39 0, 99 54, 81 0, 99 37, 42
0, 90 34, 18 0, 90 26, 30 0, 90 19, 55
0, 75 21, 97 0, 75 15, 30 0, 75 12, 22
0, 50 11, 94 0, 50 7, 35 0, 50 6, 41
0, 25 5, 34 0, 25 2, 92 0, 25 2, 77

Tabulka 2.3: Doba regulace pro extrémní hodnoty spotřebních sil, či sil ka-
pitálu ku výstupu v investičním sektoru a vyjádření nejhoršího případu se
změnami počátečního růstu, růstu populace či opotřebení

Shrnutí: Vidíme tedy, jak to ve skutečnosti může být s daným časem. V
tabulce 2.1 závisí rychlost konvergence v menší míře na velikosti opotřebení,
či růstu populace. Jejich velikost sníží v menším množství potřebný regulo-
vaný čas. Tento čas je řádově ve všech případech několik let. Je zde vidět,
že při relativně rozumné spotřebě či množství kapitálu na výstup je čas pro
obvyklých 90 procent regulace několik let. A při vydržení této podmínky se
může povést prakticky celé odstranění původní odchylky.
Tabulka 2.2 ukazuje, jaké hodnoty parametrů mají ve skutečnosti pod-

statnější vliv na regulovaný čas. Ukazuje se, že při rozumném fungování
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společnosti není třeba v tomto ohledu značně ovlivňovat růst populace nebo
brzdit vývoj. Ve skutečnosti pro účinné regulování takového času je třeba,
aby spotřeba nebyla příliš vysoká. Pokud však chceme mít možnost stále
větší spotřeby, měli bychom též podpoporovat velikost výstupu v inves-
tičním sektoru. Za předpokladu, že množství kapitálu KI se moc ovlivnit
již nedá-např. z důvodu omezenosti některých prostorů pro podnikání, pak
vyšší hodnoty výstupu v investičním sektoru znamenají menší hodnotu αI .
A tedy také menší potřebný čas pro regulaci. Je tedy nasnadě říct, že stát s
regulačními zákony, které drží ceny některých komodit dole, se dostane do
rovnovážného růstu přeci jen pomaleji, než stát, který tato omezení nemá, a
tak dosáhne větších výstupů v investičním sektoru-obvzláště při nedostatku
některého druhu zboží. A navíc vyšší možné ceny mohou snížit i spotřební
sílu. Tedy se dá očekávat, že takovýto stát dosáhne potřebné regulace mno-
hem dříve.
Tabulka 2.3 ukazuje situaci, kdy se stát moc nemůže spolehnout na ro-

zumnou nižší spotřebu např. z důvodu nedostatků nějakých surovin nebo na
sílu investičního výstupu např. z důvodu nízkého postavení dané produkční
ekonomiky. V takovém případě hodnota času pro potřebný poměr regulace
dosti naroste. Avšak nutno poznamenat, že při daném růstu populace či
opotřebení se nebude potřebná doba neustále zvyšovat. Většinou se spíše
přiblíží k dané mezi, kterou jsme si označili jako nejhorší možnou. V tomto
případě bude regulovaný čas přeci jen podstatně vyšší a do rozumných mezí
se situace dostane až za desítky let. Tento řád sice moc neovlivní takové
veličiny jako je růst populace, či opotřebení nebo počáteční rychlost. Ale
přesto mohou tento čas vzhledem k jeho velikosti značně ovlinit. Chudším
zemím tedy v tomto více pomůže rychleji rostoucí populace a také pokus
o nastartování rychlosti růstu nebo jen vylepšení účinnosti práce. O menší
opotřebení by se naopak tyto země měly snažit později. Avšak jejich čas
dosažení rovnovážné hodnoty bude oproti zemím rozvinutého světa delší.
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Kapitola 3

Dodatek

Věta 3.1 (O linearizované stabilitě) Nechť máme diferenciální rovnici:

x′ = F (x), kde x =
(

x1, x2, . . . xn

)′
a F je spojitě diferencovatelné zobra-

zení z Rn do Rn. Nechť dále x0 je stacionární bod této rovnice tj. F (x0) = 0.
Je-li A = ∇F (x0), potom platí:
Mají-li všechna vlastní čísla matice A zápornou reálnou část, potom stacio-
nární bod x0 je stabilní.
Existuje-li vlastní číslo matice A, které má kladnou reálnou část, potom sta-
cionární bod x0 je nestabilní.
Důkaz: viz [3] str. 267 (11.7) a str. 269 (11.8).

Lemma 3.2 Nechť z1,z2 ∈ C jsou taková, že z1z2 ∈ R a z1 + z2 ∈ R.
Potom jsou tato čísla buď obě reálná, nebo komplexně sdružená. Speciálně
je-li jejich součin záporný, pak jsou obě reálná.

Důkaz: K daným komplexním číslům existují taková reálná čísla a,b,c,d,
že z1 = a+ ib a z2 = c+ id. A tedy:
z1z2 = ac − bd+ i(ad+ bc) ∈ R⇒ ad = −bc
z1 + z2 = a+ c+ i(b+ d) ∈ R⇒ d = −b
Spojením posledních dvou rovností dostaneme: ad = cd. Je-li d = 0, pak jsou
čísla reálná. Je-li d 6= 0, pak a = c a čísla jsou komplexně sdružená. Přitom
poslední část lemmatu platí, protože součin komplexně sdružených čísel je
nezáporný.

Věta 3.3 Nechť A2x2 je matice. Potom platí:
Je-li |A| < 0, potom existuje vlastní číslo matice A, které je kladné.
Nechť |A| > 0 a Tr(A) > 0, potom obě vlastní čísla matice A mají kladnou
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reálnou část.
Nechť |A| > 0 a Tr(A) < 0, potom obě vlastní čísla matice A mají zápornou
reálnou část.

Důkaz: Nechť A2x2 je matice obecného tvaru tj. A2x2 =

(

a b
c d

)

. Potom

pro její charakteristický polynom platí: p(λ) = |A−λI| = (a−λ)(d−λ)−bc =
λ2−λ(a+ d)+ ad− bc = λ2−Tr(A)λ+ |A|. Zároveň však máme zaručenou
existenci komplexních vlastních čísel. Tedy charakteristický polynom se dá
zapsat pomocí vlastních čísel λ1,λ2 následovně:
p(λ) = (λ−λ1)(λ−λ2) = λ2−λ(λ1+λ2)+λ1λ2. Z posledních dvou rovností
pak plyne:
|A| = λ1λ2
Tr(A) = λ1 + λ2.
Přitom zřejmě determinant a stopa matice jsou reálná čísla. A předpoklá-
dejme, že jsou také nenulová.
Je-li |A| < 0, potom z předešlého lemmatu jsou obě vlastní čísla reálná a
tudíž jedno z nich je kladné.
Je-li |A| > 0, potom z předešlého lemmatu jsou obě vlastní čísla buď reálná
nebo komplexně sdružená. Jsou-li ovšem tato čísla reálná, pak mají stejné
znaménko. A toto znaménko je pak jistě stejné jako znaménko stopy této
matice. Jsou-li komplexně sdružená tj.
λ1 = a+ ib, λ2 = a − ib. Potom jistě platí: λ1λ2 = a2 + b2 a λ1 + λ2 = 2a.
Je-li 2a = Tr(A) > 0, pak jistě mají obě vlastní čísla kladnou reálnou část.
Je-li 2a = Tr(A) < 0, pak jistě mají obě vlastní čísla zápornou reálnou část.

Důsledek 3.4 Nechť máme diferenciální rovnici: x′ = F (x), kde x =

(

x1
x2

)

a F je spojitě diferencovatelné zobrazení z R2 do R2. Nechť dále x0 je sta-
cionární bod této rovnice tj. F (x0) = 0. Je-li A = ∇F (x0), potom platí:
Je-li |A| > 0 a Tr(A) < 0, potom stacionární bod x0 je stabilní.
Je-li |A| < 0 nebo (|A| > 0 a Tr(A) > 0), potom stacionární bod x0 je
nestabilní.
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