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Abstrakt: V predlozené praci studujeme rovnovahu v ekonomickych mode-
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vazna situce neboli, Zze od urcitého okamziku nenastanou zadné velké zmény.
V mnoha disciplinadch bychom si ptali znat tyto rovnovazné hodnoty. OvSem
mohou byt i situce, kdy v nékterych oblastech nemusi k rovnovaze viibec
dojit. Proto v této praci nejdiive zkoumame, kdy se situace vitbec muze do-
stat do néjaké rovnovahy neboli, kdy je stabilni. A poté se pokousSime urcit
rovnovaznou hodnotu a také relaxacni cas.
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Abstract: In the present work we study equilibria in ecomomics models. In
many states we can see something, what can be simple called as steady state.
In many branches we would like to know these equilibria. But there exist
some situations, when we can’t expect any equilibria. That’s why firstly we
must examine, when situation can go to it’s equilibrium or in other words
when situation is stable. After that we find out the stability, we can try to
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Uvod

V této praci jsem se zabyval analyzou rovnovaznych bodd nebo hodnot
a to predevsim ze dvou hledisek. Prvni hledisko, které je uvedeno v prvni
kapitole, je z pohledu rovnovahy mezi nabidkou a poptavkou. Druhé pak
pokracuje v dalsi kapitole, kde se zkouma predevsim stabilita nékterych
rastovych modelt a nasleduje pak vysSetfovani jejich relaxacnich casii.

Obé tyto kapitoly zacinaji zakladnim popisem daného problému a po
nékterych podrobnéjsich tivahach jsou dany zakladni rovnice, z kterych se
potom vychéazi. Poté jsou z téchto vztahti postupné odvozovany dalsi po-
tfebné vztahy, pripadné pridavany dalsi dodatecné prijatelné predpoklady.
Odvozovani jsem se snazil délat elementarné s dostatecnou piehlednosti. Pti
tomto odvozovani vychazim z predpokladti znalosti zakladnich kurzi realné
analyzy a pouzité vlastnosti jsou stru¢né okomentovany, nebo jsou v obec-
nosti trochu pfipomenuty. Pokrocilejsi znalosti analyzy jsou potieba jen ve
vyjimec¢nych pripadech a jejich presnéjsi znéni a pouziti jsem uvedl v dodatku
s prislusnym odkazem na dikaz. Pfi odvozeni se snazim zachovat kontinuitu
néno. Po odvozeni potfebné ¢asti pak jsou v kapitolach(nebo podkapitolach)
uvedeny zavéry, které komentuji vysledné konecné vztahy.

V prvni kapitole se zabyvam stabilitou mezi nabidkou a poptavkou. Po
seznameni se s problémem jsou uvedeny zakladni predpoklady, které cerpam
z [1] str. 169. Pak uz je zkouméana nejdiive staticka stabilita dle pouzité lite-
ratury a pozdéji hlavné dynamicka, jejiz zkoumani jsem misty zjednodusil.
Zpocatku je zde zkouman rozdil stability mezi walrasianskou a marshallian-
skou ekonomikou. Zde bych zdiraznil, Ze nas zajima hlavné stabilita normal-
niho pripadu a na postupnych variacich téchto predpokladi je poukazana
jeho dilezitost. Zavér této kapitoly je pak vénovam zkoumani nékolika moz-
nosti fungovéani ekonomik, kde vychazim z pfikladu z [1] na str. 299 cv. 2,
ktery modifikuji pro obdobny pripad a v zavisloti na predpokladech je zde
uvedena hlavni odlisnost stability v jednoduchych nenormaélnich pt¥ipadech,
kterou jsem z danych vysledkt uvedl do obecného znéni.

Ve druhé kapitole se zabyvam neoklasickymi ristovymi modely. Tato
kapitola ma tii hlavni podkapitoly.

V prvni této podkapitole je po tivodnich Gvahach, které ¢erpam z [1] str.
177 a 178, predstaven jednoduchy rtstovy model. Zde je zkoumana hlavné
stabilita a jeji pouziti pro Cobb-Douglasovu produkéni funkci. Poté je tento



model postupné rozsiten o znehodnoceni a produktivitu prace. Z nich pak
jsou odvozeny zakladni vztahy pro vypocet relaxacnich c¢ast.

Druha podkapitola pak pokracuje urcovanim relaxacni doby pomoci za-
kladnich myslenek z odvozenych vztahti. Poté jsou tyto metody pouzity pro
urceni relaxacni doby z prikladt z odkazané literatury. V této podkapitole
je pak vyvozen i vysledek rozdilu ristu mezi bohatsimi a chudsimi zemémi.

Pro lepsi moznost pouziti je ve tfeti podkapitole predstaven dvousek-
torovy model, ktery déli ekonomiku na 2 oblasti. Tento model tak vznika
podrobnéjsim délenim ptivodné jednosektorového modelu a je rozsiten o dalsi
proménné. Toto odvozeni vychazi z [2] str. 1237 az 1240. Postupné je zde
znovu zkoumana potfebna stabilita. A po odvozeni dilezitych predpokladta
je pak tento model predstaven v relativné vhodném pouzivani. Pti vypoctech
jsem se nejdrive vratil k predeslému pripadu a otestoval jsem standartni i
krajn€jsi situace, z nichz jsou pak vyvozeny zavéry.

V zavéru této prace je par pouzitych pokrocilejsich vét a odkazy na po-
uzitou literaturu.



Kapitola 1

Nabidka a poptavka

Jedny ze zakladnich faktort, které ptsobi na fungovani ekonomiky, jsou
bezesporu nabidka a poptavka. Proto v této kapitole budeme zkoumat je-
jich zékladni vlastnosti a hlavné jejich stabilitu. Kdyz si polozime zakladni
otazku-co vlastné nabidka a poptavka jsou, pak jsou nasnadé tyto odpo-
védi. Poptavka je vlastné zdjem zakazniki o dany produkt. Resp. zda-li
jsou ochotni tento produkt kupovat nebo ne a pokud ano, tak také v jakém
mnozstvi. Tedy velikost poptavky daného produktu je mnozstvi, které jsou
zakaznici ochotni nakoupit za dany casovy interval. Napft. za rok nebo za
meésic. Zatimco nabidka se d& chapat jako ochota vyrobcti nebo prodejcii
dodavat dany produkt a samoziejmé také v jakém mnozstvi. Tedy velikost
nabidky se da také chapat jako mnozstvi daného produktu, které jsou vy-
robci ochotni dodavat za urcity casovy interval. Napt. rok nebo meésic.

Zde nas muze napadnout otéazka, jak velkou nabidku nebo poptavku
muzeme vlastné ocekavat. Abychom byli schopni odpovédét na tuto otazku,
musime se omezit na nékteré zjednodusené predpoklady. Prvni z nich je, ze
zajem kazdého clovéka je, aby se mél co nejlépe a k tomu mu napomahé veétsi
mnozstvi spotieby ¢i majetku. Tedy, Zze na jedné strané se ¢lovék snazi mit
co nejlevnéjsi spotiebu pri stejném mnozstvi, které je zvykly konzumovat.
Na druhé strané, ze chce ziskat co nejvice majetku pri dané praci, kterou
je schopen vykonavat. Je tedy také diilezité sledovat rozdil mezi nabidkou a
poptavkou nebo naopak.

Za dany Casovy interval mohou vlastné nastat 3 pripady. Bud je po-
ptavka vétsi nez nabidka nebo je nabidka vétsi nez poptavka anebo nabidka
a poptavka jsou stejné. Pokud je nabidka stejna jako poptavka, da se oceka-
vat, Ze v ekonomice nastane rovnovaha a nic se ménit nebude. Pokud vsak



jejich rozdil je nenulovy, mize nas zajimat, co se bude dit dale. Zda se viibec
situace néjak zméni a pokud ano, tak jak. Nazory, co by se mohlo stat, se
mohou lisit, ale v zasadé rozliSujeme 2 predpoklady.

Jeden z téchto predpokladii je, ze je-li poptavka po daném produktu vetsi
nez nabidka, pak ze zakladniho predpokladu, ze kazdy chce mit maximalni
zisk, vyrobci a prodavajici zvysi cenu. Zatimco, kdyz poptavka bude mensi,
tak z podobného divodu ptijde cena doli. Nebo se da téz ocekavat, ze s
rostouci cenou klesa poptavka resp., ze s klesajici cenou poptavka roste. V
této situaci se ekonomika nazyva walrasianska. Druhy z predpokladt je, ze
s rostouci poptavkou vyrobci za ticelem maximalizace zisku zvysi nabidku
daného produktu nebo také, Ze s mensi poptavkou o dany produkt bude
nabidka mensi. Za této situace se ekonomika nazyva jako marshallianska.

Pokud nenastane rovnovaha tj. nabidka a poptavka jsou rizné, da se
tento stav brat pouze jako odchylka od rovnovazného bodu a nas by mohlo
zajimat, zda se tento stav bude viibec ménit a pokud ano, tak jakym smeé-
rem. Je asi rozumné predpokladat, ze bude-li se tento stav presouvat blize
do rovnovazné hodnoty, pak budou mit kupujici lepsi moznost a dostupnost
ke svym vyzadovanym produktim a zaroven také prodavajici budou mit
lepsi moznost zvysit své objemy prodeje. Proto mtzeme brat pohyb tako-
vého stavu do jeho rovnovazného bodu jako stabilni. V opac¢ném pripadé
ho bereme jako nestabilni. V této souvislosti rozliSujeme 2 druhy stability.
Statickou a dynamickou. Staticka stabilita ndm fiké4, zda vychyleny stav
smétfuje do svého rovnovazného bodu nebo ne. Tento pojem je spise zjed-
nodusenim problému a poukazuje na zjednoduseny pohled na ekonomiku.
Zatimco dynamicka stabilita ndm navic jesté rika, zda-li se tento systém ma
sanci do své rovnovazné hodnoty dostat. Jinymi slovy zda rovnice, které po-
pisuji chod ekonomiky, maji tendenci nakonec dojit do rovnovazné hodnoty.
Mohou totiz nastat pfipady jako zasah vlady, nizsi produktivita apod. A
tyto pripady tomu mohou zabranit.

1.1 Staticka stabilita

Nyni mtZzeme zkoumat statickou stabilitu za predpokladi, Ze se ekonomika
fidi walrasianskymi nebo marshallianskymi predpoklady. Za¢néme nejdiive
s walrasianskymi predpoklady. Pfepokladejme, ze poptavka a nabidka zavisi
na cené. Vezméme D jako funkci poptavky a S jako funkci nabidky. Déle
predpokladejme, ze v zavislosti na cené se méni nabidka a poptavka. Potom,
pokud by situace byla stabilni, pak by nartist ceny znamenal, Ze rozdil mezi



poptavkou a nabidkou by klesal, zatimco pti poklesu ceny by to bylo naopak.
Jinymi slovy by to znamenalo, ze pfi vyssi poptavce by stacilo zvysit cenu,
zatimco pri nizsi poptavce by stacilo tuto cenu snizit. Pokud tedy derivujeme
tento rozdil, pak podminku stability miizeme zapsat nasledovné:

d(D(p) — S(p))
dp
Pokud bychom predpokladali, ze D a S jsou linearni funkce tvarii:

< 0. (1.1)

D(p) = a+ bp, (1.2)
S(p) = a1 + bip, (1.3)

potom podminka stability je:
b—0b; <0. (14)

Déle za marshallianskych predpokladii vezméme, Ze cena, kterou jsou
zékaznici ochotni zaplatit za dané mnozstvi, zavisi na mnozstvi. A podobné
cena, za kterou jsou prodavajici ochotni jisté mnozstvi dodavat, zavisi také
na mnozstvi. Miizeme pak predpokladat, ze rovnovazné mnozstvi bude ta-
kové, kdy tyto ceny budou stejné. Vezméme tedy pp a pg jako funkce po-
ptavky a nabidky téchto cen, které zaviseji na mnozstvi. V racionalni eko-
nomice muzeme ocekavat, ze pokud bude mnozstvi nekterého vyrobku ne-
dostatek, pak zajem zakaznikil resp. cena, kterou jsou ochotni zaplatit za
dalsi mnozstvi, bude vyssi, nez kdyz takového zbozi bude vice. A podobné
se da ocekavat, ze ochota vyrobct resp. cena, kterou pozaduji za vyrobu dal-
stho mnozstvi, bude zaviset na velikosti dodavaného mnozstvi. Pokud tedy
poroste mnozstvi, mél by se rozdil mezi poptavkou a nabidkou této ceny sni-
zovat a naopak. Pokud tedy derivujeme tento rozdil, pak podminku stability
pro marshallianské predpoklady dostaneme za nasledujici:

d(pp(q) — ps(q))

dq
Protoze funkce D je funkce mnozstvi, které zavisi na cené p,; a py je cena
zévisejici na tomto mnozstvi, potom si tyto funkce jsou navzajem inverzni. A
podobné jsou si inverzni funkce S a p,. Podle derivace o invernim zobrazeni

dostaneme, ze plati:
d dD\ ™
@ _ (22 (1.6)
dq dp

9

< 0. (1.5)



a také:
dps

ds\
b (15" wn

Za ptedpokladu rovnic (1.2) a (1.3) jsou funkce pp a pg také linearni. Pod-
minka stability se d4 pro né zapsat tedy takto:

1 1
- — — . 1.
5 b1<0 (1.8)

1.2 Dynamicka stabilita

Nyni se mtizeme zabyvat otazkou dynamické stability. Zacnéme opét s wa-
Irasianskymi predpoklady tedy s tim, ze poptavka D a nabidka S zavisi na
cené. Cena se vSak muze také ménit a mizeme predpokladat, ze zména ristu
ceny bude néjak zaviset na rozdilu mezi poptéavkou a nabidkou. Bude-li roz-
dil napt. veliky a kladny, d& se ocekavat, ze cena ptlijde rychle nahoru a kdyz
bude rozdil velky a zaporny, miizeme ocekavat, ze cena ptijde rychleji dolfi.
Dale mtizeme ocekavat, ze cena se bude malo ménit pfi malém rozdilu mezi
poptavkou a nabidkou af uz nahoru nebo doli. Z této tvahy dostaneme
nasledujici diferencialni rovnici:

p = fID(p) — S(p)]- (1.9)

O funkci f budeme predpokladat, ze zachovava znaménko daného vyrazu tj.
sgn (f(z)) = sgn(x). A také, Ze je spojita a rostouci v 0. Tyto predpoklady
jsou ze zminénych davodl, aby zména ceny zavisela pouze na znaménku
rozdilu mezi poptavkou a nabidkou. Déale mtzeme predpokladat, ze je-li
nabidka a poptavka stejnéd, pak nastane rovnovazna cena p. a cena se dale
ménit nebude tj. p. = (p')p=p. = 0.

Méame-li obecnou diferencialni rovnici ve tvaru: p’ = F(p), kde F je spo-
jita funkce a pg je jeji stacionarni bod tj. F'(py) = 0. Potom je tento bod
stabilni, pokud F’(pg) < 0. To totiz znamend, Ze funkce F' je v néjakém
levém okoli bodu py kladné a tedy také p’ je pak kladné a tedy p " pg. A
podobné je funkce F' zaporna v néjakém pravém okoli bodu pgy. Tedy je tam
zaporné také p’ a tedy p \, po. Tedy podminka stability bude:

{df[D(p) - S(p)]} <0 (1.10)

dp
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Ptritom s vyuzitim pfedpokladu, ze funkce f je rostouci v 0, pak podle deri-

vace slozené funkce dostaneme: {%};S(m]} = f(0) [%}75@)) <0&
P=Pe N——" P=Pe

>0

AD(R)=5(p)) < 0. Pfijmeme-li predpoklad, ze funkce D a S jsou opét

dp j|p:pe
linedrni tj. tvart (1.2) a (1.3), pak podminka stability je:

b—b <0. (1.11)

Toto se shoduje se statickou podminkou (1.4).

Déle udélame podobnou ivahu pro marshallianské predpoklady. Podobné
predpokladejme, ze mnozstvi zavisi na poptavce. I zde se vsak mnozstvi muze
meénit v zavislosti na rozdilu mezi poptavkou a nabidkou ceny. Tedy mtzeme
opét predpokladat, ze existuje néjaka funkce g, kterd zachovava znaménko
daného vyrazu a zZe je rostouci v 0. Takovou tivahou se podobné sestroji
nasledujici diferencialni rovnice:

¢ = glpo(q) — ps(q)]- (1.12)

I zde samoziejmé predpokladame, Ze pro rovnovazné mnozstvi je ¢, = 0.
7 podminky stability pro diferencialni rovnici pak dostaneme, Ze podminka
stability pro tento pripad je:

{dg[pp(q;; ps(q)] }q:qe <o (1.13)

Podobné jako predtim, s prihlédnutim k tomu, Ze g je rostouci v 0, dostaneme

podle derivace slozené funkce: {—dg [pp ((gq_p g (q)}} =
4=qe
< O N [d(pD(q)fpS(q))

(0 d(pp(9)—ps(9))
9'(0) [ dq }q=qe

p L:qe < 0. Jsou-li tedy D a S

>0
opét tvart (1.2) a (1.3), pak s pfihlédnutim k rovnostem (1.6) a (1.7) je

podminka stability:

1 1
-——<0 1.14
nebo také b—b)
— 01
— 0. 1.15

Toto se zase shoduje se statickou podminkou (1.8).

Zjistili jsme tedy, ze podminka stability je stejné jak z pohledu statické,
tak z pohledu dynamické stability. A to za walrasianskych i marshallian-
skych predpokladii. Nyni zkusme porovnat, jestli se tyto podminky stability
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budou navzajem liSit mezi walrasianskymi a marshallianskymi predpoklady.
Ve skutec¢nosti mohou nastat 4 piipady:

b<0 b>0
by < 0 | jednoduchy nenormalni piipad | extémni nenormalni piipad
by >0 normalni pripad jednoduchy normalni pripad

Za normalni piipad povazujeme situaci, kdy b < 0. To totiz znamena, ze
s rostouci cenou klesa poptavka. A dale, kdyz b; > 0. To zase znamena, Ze s
rostouci cenou nabidka stoupa. Lisi-li se znaménko v jednom piipadé, nazy-
vame to ”jednoduchy nenormaélni pfipad”. A pokud se lisi u obou pfipadi,
pak to nazyvame ”extrémni nenormalni ptipad”. Pfipomenme, Zze podminka
stability pro walrasianské predpoklady je: b — by < 0. A pro marshallian-
ské predpoklady je: —% < 0. Nyni si jiz stac¢i vSimnout, Ze jsou-li jejich
znaménka stejna, pak jmenovatel bude v marshallianské podmince stability
kladny a citatel bude mit stejné znaménko jako u walrasianskych ptredpo-
kladti. Ale pred zlomkem je jesté —, takze se stabilita bude v obou pfipadech
vzdy lisit. Tento pfipad odpovida jednoduchému nenormalnimu ptipadu. A
druha moznost je, ze oba parametry budou mit odlisné znaménko. Pak ve
jmenovateli bude zaporné ¢islo a to se zkrati s minusem pred zlomkem a
tedy budou mit obé podminky stejné znaménko. Tedy stability si zde budou
odpovidat. Toto je pfipad bud normaélniho pfipadu nebo extrémné nenor-
malniho. Schématicky se to da vyjadrit takto:

b<0 b>0
h<0| —g'5=—x#*| —gz=*=x* |, kdex=0b—0.
h>0| —gig=*x=% | —gg=—*xFx

Proto jsou situace v norméalnim ptipadé a extrémné nenormalnim pripadé
stejné, zatimco v jednoduchych nenormaélnich pripadech se lisi.

1.2.1 Vysetrovani stability pri dostatku surovin, ¢i do-
konalé konkurenci

Nyni zkusme udélat jako cviceni nasledujici priklad, ktery v realité mtize

také nastat. Predstavme si, ze zdkaznici se pii objemu koupi rozhoduji

hlavné podle ceny, tedy davaji pfednost cené a ze kvalita vSech vyrobki
je priblizné stejna. Zejména tedy, Ze s rostouci cenou bude poptavka mensi
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a naopak. Zatimco na druhé strané, Ze vyrobci budou zvysSovat vyrobu v
pripadé, Ze poptavka bude vyssi a naopak. Toto miize byt napf. v situaci
dokonalé konkurence, kdy si vyrobci nemohou dovolit zvysovat cenu. Coz
odpovida béznému rozsirenému zbozi. Cena se bude ménit na zakladé roz-
dilu mezi poptavkou a dodédvanym mnozstvim. A také mnozstvi se bude
ménit na zakladé rozdilu mezi cenou a nabizenou cenou. Viz téz [1] str. 299
cv. 2. Podobné jako predtim nas potom tyto tivahy zavedou na nasledujici
diferencialni rovnice:

P =f(D(p)—q), (1.16)
¢ =g(@—rs(q)- (1.17)

Pritom pro funkce f a g se opét predpoklada, ze zachovavaji znaménko.

Nyni provedeme linedrni aproximaci tj. predpokladame, ze D(p) = a + bp a

ps(q) = - — 3+ Po této aproximaci vypada soustava nasledovné:

b1
p=fla+bp—q)=Fi(p,q), (1.18)

q’=g<p— <§1—le)> = I3(p, ). (1.19)

Pro urceni stability tohoto systému vyuzijme dusledku véty o linearizo-
vané stabilité 3.4. Predpokladejme, Ze existuje rovnovazné mnozstvi ¢. a

0
e
tici A jako gradient pravé strany této soustavy v rovnovazném bodé tj.
dFy  dFy
A= ( ip g8 ) . Jesté pro jednoduché znaceni oznac¢me ¢ = f/(0)
dp P=Pe;a=qe

dg
a k= ¢'(0). Pak tedy podle (1.18) a (1.19) je:

(o )=(% %) 20

b1

(o . : : 0 y
rovnovazna cena p. tohoto systému tj. (p v ) = < ) Ozna¢me ma-

A tedy:
k b
Al = ——cb+ck=ck|(1——], (1.21)
bl bl
Tr(A) =cb— : (1.22)
1

Zde samoziejmé jsou c a k kladna, protoze predpokladame, ze funkce f
a ¢ jsou rostouci v nule. A tak jiz mizeme urcit stabilitu. Je-li situace v
normalnim pfipadé tj. b < 0 a by > 0, pak |A] > 0 a Tr(A) < 0. Tedy

13



v normalnim pfipadé je podle disledku 3.4 situace stabilni. Je-li situace
v extrémné nenormalnim piipadé tj. b > 0 a by < 0, pak |A] > 0, ale
Tr(A) > 0. Tedy situace je v extrémné nenormalnim piipadé podle stejného
disledku nestabilni.

Zkoumejme nyni, jak je to se stabilitou v jednoduchém nenormalnim pii-
padé tj. bud (b > 0 a by > 0) nebo (b < 0 a by < 0). Je-li |b] > |by] tj. bud
b > b; > 0 nebo b < by <0, pak je |A| < 0 a situace je podle dusledku 3.4
nestabilni. A nyni zvazme situaci, kdy |b| < |b1| tj. bud b; > b > 0 nebo
by < b < 0, pak o stabilité rozhodne znaménko stopy matice A.

Jeliby > b >0, pak Tr(Ad) =cb— £ <0& b < % resp. Tr(A) > 0 <
cb > %

A podobné je-li by < b < 0, pak Tr(A) = cb — % <0& < % resp.
Tr(A) > 0 < ¢b > % Situace je tedy stabilni, pokud cb < % a nesta-
bilni, pokud cb > % Tedy v tomto prikladu jsme zjistili, Ze v norméalnim
pripadé je situace stabilni, zatimco v extrémné nenormalnim piipadé je si-
tuce nestabilni. Zajimavéjsi je to v jednoduchém nenormélnim ptipadé tj.
za predpokladu, ze bb; > 0. V takovém pripadé je nutnou podminkou pro
stabilitu, aby sila poptavky byla mensi nez sila nabidky tj., aby |b] < |b1].
V opac¢ném piipadé je situace jiz nestabilni. Toto také odpovida tomu, Ze
je-li sila poptavky siln€jsi nez sila nabidky a sila nabidky a poptavky maji
stejny smér tj. bb; > 0, pak nabidka nebude schopna dlouhodobé plnit poza-
davky poptavky a situace tedy nebude stabilni. Postacujici podminkou pro
stabilitu je, aby celkova rovnovazna sila ristu poptavky tj. cb, kterd ovliv-
nuje rist ceny, byla mensi nez celkova rovnovazna sila ristu ceny ki, ktera
ovliviiuje rist mnozstvi. Tedy aby platilo, ze: ¢b < ki V opacném piipadé
je z podobnych divodi situace nestabilni.

1.2.2 Vysetfovani stability pri nedostatku surovin

Zkusme zde probrat jesté jednu obdobnou situaci. Predstavme si, ze vy-
robci nemohou vzdy nahrazovat vétsi poptavku vétsim mnozstvim vyroby.
Napri. pfi nedostatku nékterého zbozi ¢i materidlu. Potom se budou fidit
tzv. walrasidnskymi pfedpoklady. Tedy budou dodavat mnozstvi na zakladé
velikosti ceny. A naopak, ze spotfebitelé budou mit o takovéto zbozi spise
zdjem a nebudou se moc tidit cenou, ale spise vyskytem tohoto zbozi tedy
marshallidnskymi pfedpoklady. Cena se tedy bude ménit na zakladé roz-
dilu mezi aktualnim mnoZstvi a moznym nabizenym. A podobné se bude
mnozstvi ménit na zédkladé rozdilu mezi zdjmem o dané mnozstvi a aktuélni
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cenou. Témito tvahami pak podobné dostaneme, ze existuji funkce f a g,
které jsou rostouci v 0 a které zachovavaji znaménko. Tedy:

p=rf(g—5{), (1.23)

q¢ =9plq) —p). (1.24)

Predpokladejme jesté déle, ze D a S jsou opét tvari (1.2) a (1.3). A sa-
moziejmé pp a pg jsou k nim inverzni. Potom tedy rovnice (1.23) a (1.24)
prejdou v nasledujici:

p/:f(q—%—bﬂ?) EFl(p7Q)7 (1-25)

q’=g<Z—Z—p> = Fy(p, q)- (1.26)

Pro urceni stability tohoto systému vyuzijeme opét disledku 3.4. Predpokla-

dejme tedy, Ze existuje rovnovazna cena p. a rovnovazné mnozstvi ¢. tohoto
, . ! 0 . , . . ,

systému t;j. 2 v ) = ( 0 ) Ozna¢me dale A jako gradient pravé strany

e

dFy,  dFy
tohoto systému v rovnovazném bodé tj. A = < /-, . Jako v
dp  dq

P=Pe;q=4e
predchozim piikladé si ozna¢me ¢ = f'(0) a k = ¢’(0). Potom tedy z rovnic

(1.25) a (1.26) je:

—f(0)b (0 —
A= < _fgs(g)l “’;Em) ) = ( _Czl g ) (1.27)
A tedy je:
k by
|A| = —cblg + ke = ke <1 — b) : (1.28)
Tr(A) = IZ —cby. (1.29)

Je-li situace v norméalnim ptipadé tj. b < 0 a by > 0, potom je z predeslych
rovnic vidét, ze |A| > 0 a Tr(A) < 0. Tedy podle disledku 3.4 je situace v
normalnim pripadé stabilni.

Podobné pokud je situace v extrémné nenormalnim pripadé tj. b > 0 a
by < 0, potom je |A| > 0, ale Tr(A) > 0. Tedy podle toho samého diisledku
je situce v extrémné nenormalnim pfipadé nestabilni.

Vezméme si nyni situaci jednoduchého nenormalniho ptipadu tj. bb; > 0.
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Potom je-li |b1] > || tj. bud b; > b > 0 nebo b; < b < 0, potom je |[A| <0
a podle dusledku 3.4 je zde situace nestabilni. Zaméime se dale na situaci,
kdy |b1| < |b] tj. bud b > by > 0 nebo b < b; < 0. V tomto piipadé rozhodne
o stabilité znaménko stopy matice A. Zde totiz je: Tr(A) = £ — cb; <0 &
k:% < cby. Tedy za této podminky je situace stabilni podle disledku 3.4.
A podobné je situace nestabilni, pokud k:% > cby. Tedy jsme zjistili, ze
situace je v normalnim pfipadé stabilni, zatimco v extrémné nenorméalnim
pripadé je situace nestabilni. V jednoduchém pripadé je nutnou podminkou
pro stabilitu, aby |b;| < |b] < ﬁ < ﬁ Toto opét znamend, ze pokud
maji sily nabidky a poptavky stejny smeér tj. bb; > 0, potom musi byt sila
poptavky ﬁ mensi nez sila nabidky b%| V opac¢ném pripadé to znamena,
ze nabidka nebude schopna dlouhodo{)é uspokojit poptavku a situace tedy
nebude stabilni. Postacujici podminkou pro stabilitu pak je, aby k% < cbhy
tedy, aby celkova rovnovazna sila, ktera ptisobi na poptavku a ovliviiuje tim
mnozstvi, byla mensi nez celkova rovnovazna sila, ktera piisobi na nabidku
a ovliviiuje tim cenu.

Zavér: Zjistili jsme, Ze jak v dokonalé konkurenci, tak pri nedostatku
nékterého zbozi jsou situace v norméalnich pripadech stabilni, zatimco v ex-
trémnich pripadech nestabilni. Tyto vysledky by u vhodnych model ne-
mély byt prekvapivé. A dale v jednoduchych nenormalnich piipadech je pro
nutnou podminku stability potieba, aby sila poptavky byla mensi nez sila
nabidky v té ekonomice, podle které se poptévka rozhoduje(walrasidnska,
marshallidnska). Jinak neni nabidka schopna dlouhodobé plnit poptavku.
Postacujici podminkou pro stabilitu pak je, aby celkova rovnovazna sila vlivu
poptavky, kterd plisobi na dany systém, byla mensi nez celkova rovnovazna
sila vlivu nabidky ptisobici na tyz systém. V opac¢ném piipadé totiz celkova
rovnovazna sila nabidky v tomto systému nebude schopna dlouhodobé pl-
nit pozadavky celkové rovnovazné sily poptavky a situace pak nemtize byt
stabilni.
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Kapitola 2

Neoklasické rustové modely

Zde se budeme zabyvat modelem riistu ekonomik. Mize nas zajimat nékolik
moznosti tykajicich se tohoto ristu. Jednak zda je mozné, aby ekonomika s
plnou zaméstnanosti stale rostla. Zde se da predpokladat, Ze za podminky, Ze
by nebyl zadny technicky pokrok, by se riist mohl zastavit na néjaké hodnoté
resp., ze rust bude piimo timérné zaviset na prirtstku pracovnich jednotek.
Toto také mtizeme nazyvat ustalenym stavem rdstu nebo prosté rovnovaz-
nym rustem nebo rovnovaznou hodnotou ristu. Oznacme si tedy Y jako
produkéni funkcei, kterd znamené celkové mnozstvi produkce v néjaké dané
ekonomice. A bude nas zajimat, jak je to s pomérem ristu této produkéni
funkce resp. o kolik se zvysi celkova produkce vzhledem k ptvodni celkové
produkci, coz by se téz dalo vyjadrit jako prirtistek v procentech. Bude nas
tedy zajimat pomeér: %. Zde vsak budeme uvazovat spojity pripad a tedy
predpokladejme, ze produkéni funkce je spojitd. Pak tedy nahradime AY
za Y' resp. Y/ = AY. Déle tedy muzeme piedpokladat, Ze se tento pomér
prirtistku ustali na néjaké konstantni hodnoté€, kterd bude rovna piirtistku
pracovnich jednotek(napt. za predpokladu, ze vSe je jiz plné vyuzité). Také
muZzeme uvazovat, ze tento prirtistek pracovnich jednotek je stejny jako pfti-
rustek populace, ktery si oznacime jako n. Pro tento pomér prirtistku pak
tedy bude platit:

Y'/
=3
Dale se da predpokladat, ze prirtistek pracovnich jednotek tmeérné zavisi
na volnych tusporach S ku celkovému mnozstvi kapitalu K. To mtze byt
zpusobeno tim, ze pri dostatku tspor mohou mit lidé potiebu pro vétsi
mnozstvi kapitalu, na které potfebuji vyssi mnozstvi pracovnich jednotek.

n (2.1)
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Pak se da napsat, ze pro rust lidského kapitalu plati:

n= 4 (2.2)

Abychom zde mohli pouzit produkéni funkci, je také diilezité zde mit néjaké
predpoklady. Jako prvni z nich bude, ze produkéni funkce bude zaviset pouze
na celkovém mnozstvi prace L a kapitalu K. Tedy produkéni funkce bude
tvaru:

Y = f(L,K). (2.3)

Avsak o této produkeni funkci je potteba jesté predpokladat, ze je homo-
genni stupné jedna. Tedy pfedpokladame, Ze kolikrat se zvysi mnozstvi vSech
vstupi, tolikrat se zvysi celkova produkce. Pro snazsi tvahy dale zadefinu-
jeme r jako pomér kapitalu ku vynalozené praci tj. r = % Nyni se daji
uvahy prevést na pomér kapitalu ku praci. Tento pomeér se tak da zkoumat
pomoci produkéni funkce, kterou jsme si timto prevedli do zakladniho tvaru
diky predpokladiim homogenity, tedy do tvaru:

}Lf = f(r,1). (2.4)
O dané produkéni funkci miizeme dale predpokladat, ze pti nulovém kapitalu
K je nulova resp., Ze kdyz firma nema zadny kapital, nemtze mit ani zadny
vystup. Tento predpoklad neni nijak prekvapujici. Dale je potfeba pred-
pokladat, Ze pfi zlepSeni tohoto poméru se postupné bude dana produkce
zvysovat a ze ji mizeme zvysovat neustale. Zaroven vsak je potfeba zminit,
ze tato produkce zpocatku poroste rychleji, protoze uvazujeme pocatecni
narust jako rychly. A také to, Zze z divodu omezenosti rychlosti pracovnich
jednotek, nebo obsluhy pro vyrobu, dodatec¢ny nartist kapitalu sice vystup
zvysi, ale toto zvySovani jiz poroste pomaleji. Touto ivahou dostaneme tyto
podminky:

f(0,1) =0, (2.5)
lim f(r,1) = oo, (2.6)
1(0,1) = oo, (2.7)
lim f'(r,1)=0. (2.8)

Takovéto podminky vSak muzeme povazovat za celkem rozumné. A také
je asi rozumné predpokladat, ze funkce f(.,1) je konkdvni. Nyni si jesté
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zadefinujme k jako pomeér kapitalu ku vystupu. Vyuzitim toho, ze K = rL
a ze Y = Lf(r,1) dostaneme pro tento pomér vztah:
K
k==
Yy f(r,1)

Vezmeme-li v tvahu, ge s je pomér celkovych dspor na vystup, pak rovnice

(2.9)

(2.2) téz dava: § = ¥ = n. Pak tedy £ = 2 a pouzitim rovnice (2.9) je:
Y
2 = ﬁ a tedy dostaneme néasledujici rovnost:

sf(r,1) = nr. (2.10)

Vezmeme-li nyni fakt, ze populace roste konstantné, pak tedy mizeme uva-
zovat, Ze n je konstanta a r je proménna. Vzhledem k rovnici (2.5) jsou
obé funkce v pocatku nulové tj. sf(0,1) = On. Dale (nr) = n, zatimco dle
vlastnosti (2.7) existuje € > 0, Ze pro kazdé r € (0,¢) je: sf(r,1) > nr. A
protoze z (2.8) a z konkavity f(.,1) existuje M, ze pro kazdé r € (M, o0)
je sf'(r,1) < n/2. A protoze z (2.6) je f rostouci, pak musi existovat pravé
jeden bod, ve kterém plati rovnost (2.10). Tedy existuje bod 7, ktery dava
pozadované mnozstvi kapitalu na jednotku prace. Nyni se jiz mtzeme zaby-
vat otazkou, zda je situace stabilni a pozdéji se také pokusit urcit relaxacni
dobu.

2.1 Vysetrovani stability jednoduchého risto-
vého modelu

Dale se zde budeme zabyvat otazkou stability tohoto modelu. Zde je nékolik
zakladnich rovnosti, s kterymi zde budeme pracovat:

Y = f(L,K) = Lf(r,1), (2.11)
S = sY, (2.12)

K =1, (2.13)

K' = sY, (2.14)

L = Loe™. (2.15)

Rovnice (2.12) vyjadiuje S jako celkové mnozstvi volnych aspor a s jako
pomér téchto uspor vzhledem k celkovému vystupu, coz by se také dalo na-
zvat pomér zisku. Dale rovnice (2.13) vyjadfuje, Ze mnozstvi kapitélu se
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bude ménit v zévislosti na mnozstvi investic /. A rovnice (2.14) vyjadfuje,
ze mnozstvi kapitalu se bude ménit v zavislosti na mnozstvi vystupu na-
sobenym pomérem zisku. Rovnice (2.12), (2.13) a (2.14) se daji chapat za
prakticky stejné, avsak nékdy se muze hodit jiny tvar, ¢i jiné znaceni. Rov-
nice (2.15) zase vyjadiuje, Ze mnoZstvi pracovnich jednotek se bude ménit v
zavislosti na soucasném mnozstvi, na které ma navic vliv priristek populace
nebo téz prirtistek pracovnich jednotek tj. L' = nL, jehoZ feSenim je praveé
rovnice (2.15) s néjakou pocateéni podminkou Lg. Déle vyuzijeme toho, Ze
r = £ a pouzitim rovnice (2.15) obdrzime:

K = rLpe™. (2.16)

Tyto hodnoty se vsak ¢asem mohou ménit. A tedy za predpokladu, Ze to
jsou funkce, které zavisi na Case t, je muzeme podle casu derivovat. Tedy
derivovanim pak podle (2.16) plati: K’ = r'Loe™ + rnLge™, ale také podle
(2.14), (2.11) a (2.15) plati: K/ = sY = sLf(r,1) = sLoe™f(r,1) a po
pokraceni Loe™ dostaneme rovnost: sf(r, 1) = r’+rn. Tedy vysledna rovnost
v prislusném diferencialnim tvaru je:

r'(t) = sf(r(t),1) — r(t)n. (2.17)

Dale je diilezité si uvédomit, co znamena podminka rovnovazného ristu. Ta
znamena, ze pomér kapitalu ku praci je konstantni. Jinymi slovy, ze r je
konstantni tj. 7 = 0. Pfitom podle (2.17) plati:

r' >0« sf(r,1) > rn. (2.18)

Toto za predpokladu konkavity funkce f(r,1) znamend, ze funkce sf(r,1)
poroste do své jednozna¢né urcené rovnovazné hodnoty r.n, protoze ' > 0
resp. pomér 7 roste dokud pravé plati nerovnost (2.18). A podobné také
plati, Ze " < 0 resp. Ze pomér r klesa dokud pravé plati obracené nerovnost,
nez je v nerovnici (2.18). Tedy v obou piipadech se rozdil snizuje a r tak
smétfuje do svého stacionarniho bodu r., ktery pravé odpovida rovnovazné
hodnoté. Tedy diky dobrym predpokladim produkéni funkce f je zde situace
stabilni.

2.1.1 Cobb-Douglasova produkéni funkce

Jako priklad zkusme vysSettit stabilitu a hlavné vlastnosti tzv. Cobb-Douglasovy
produkéni funkce. Tedy produkéni funkce ve tvaru:
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Y = KLY, (2.19)
kde 0 < o < 1. Potom pro produkéni funkci v zédkladnim tvaru bude platit:

Y Ko.[Ll-@ K\“
1 = —= ———— —_— p— o 22
a pro k plati vztah:
K K K\
kj = ———— e = 1—Oé' 221
Y Ko-Lio (L> " (221)

Protoze 0 < o < 1, jsou dané funkce jiz rostouci a konkavni, tedy tyto pro-
dukéni funkce jsou jiz stabilni. Dale zkusme vysetfit stabilitu podrobnéji a
ziskat tak i rychlost konvergence. Diferencialni rovnice, ktera urcuje stabilitu
bude podle (2.17) a (2.20) tvaru:

r'=sf(r,1) —nr = sr* —nr. (2.22)

Tato rovnice je vSak Bernoulliova tvaru a tedy se fesi pomoci substituce:
k = r1=® a tedy také plati: k' = r'(1—«)r~*. Uzitim tohoto vztahu a rovnice
(2.22) je: ’f/jz =r'=sr"—nr=F=(1-a)(s—nr'"®) = (1 —a)(s — nk)
Vznikd nam tak diferencidlni rovnice ve tvaru:

E=01-a)s—(1-ank. (2.23)

Pfitom diky rovnosti (2.21) vyjadiuje k pomér kapitélu na vystup. Tedy jsme
prevedli danou rovnici na tento pomeér. Vyfesenim této rovnice dostaneme
rovnost pro pomér k. Dosadime-li za k konstantu 2, pak bude platit: 0 =
E = s(1—a)—n>(1—a). Tedy je vidét, ze * je partikuldrnim fesenim
rovnice (2.23). K dofeseni sta¢i najit obecné feseni homogenni rovnice resp.
rovnice k' = —n(1 — a)k. Toto feseni je: k = Ae "= nebot obecnym
feSenim diferencidlni rovnice ve tvaru: ¢ = By je: y = AePt. Vyslednym

fesenim tedy bude:
s

k(t) = Ae7m=ot 4 = (2.24)
n
Pritom konstanta A vyjadiuje poc¢atecni odchylku od rovnovazné hodnoty,
ktera je v tomto pfipadé *. Pti dosazeni 0 do této rovnice totiz plati: k(0) =
A+ 2 = A=Fk(0)— 2. Dale si mizeme oznacit kg = k(0). Tedy vysledné
feSeni je tohoto tvaru:

k(1) = (ko _ 3) enl=a)t 4 2 (2.25)

n n
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Daéle jesté ozna¢ime § = n(l — «). Pritom 5 > 0, protoze 0 < a@ < 1 a
samoziejmé také n je kladné. Proto

ki) =2 = <l<;0 - S) et (2.26)

Toto ukazuje jiz znadmou stabilitu, ale hlavné, Ze rychlost konvergence zavisi
na velikosti konvergen¢niho koeficientu . Nyni jesté miZzeme prevést tuto
rovnici na pomér kapitalu ku praci r. Vyuzijme vztahu k = r'=® a kg = r§

Dosazenim tohoto do (2.26) dostaneme pak nasledujici vztah:

r(t) = {(ré_a - Z) el-n(t=)il 4 S}M = (8) o (2.27)

n n

2.1.2 Rozsifeni o moZzna znehodnoceni a zvySeni aéin-
nosti

Nyni zvazme jesté mozna mozna znehodnoceni. Pfedpokladejme, Ze se opo-
tfebeni da vyjadrit jako primérna konstanta, ktera ptisobi pfiblizné na
vSechny vyrobni faktory jako celkova frakce. To znamena, zZe rust celkového
kapitalu A bude zpomalen o tuto konstantu nasobeno jeho mnozstvim. Ji-
nymi slovy, Zze se od tohoto ristu odecte to, co se opotiebuje. Tedy bude
platit: K’ = I — § K. Pak dostaneme podobné piedpoklady jako pfedtim tj:

S = sY, (2.28)

K' =1-/K, (2.29)
K' = sY —§K, (2.30)
L = Loe™. (2.31)

Z téchto predpokladt obdobné vyjadiime z (2.16), ze: K’ = r'Loe™ +rnLoe™
pfitom z (2.30), (2.11) a (2.31) opét podobné plati: K’ = sY — 0K =
sLE(r,1)—0K = sLoe™{(r,1)—drLoe™ = sLoe™f(r,1)—orLoe™ = 1’/ Loe™ +
rnLoe™ a opét zde zkratime Lye™ a dostaneme rovnost:

st(r,1) — or = 1"+ rn,

nebo také:
r'=st(r,1) — (n+6)r = st(r,1) — n*r, (2.32)

22



kde n* = n + §. Poté dostaneme podobny vysledek pro podminku stabi-
lity jako v rovnosti (2.26), tedy: k(t) — % = (ko - ni) e Pt =% 0, kde
f=n"(l-a)=(n+9)(1—a) je piislusny koeficient konvergence. Pokud
bychom uvazili, ze podobné muze piisobit koeficient technického pokroku na
vSechny slozky, pak staci vzit k tomuto tvahu, ze § mize nabyvat zaporné
hodnoty. To totiz znamena zaporné ztraty neboli opotiebeni. Zde je dile-
7ité poznamenat, ze ¢im bude § mensi, tim se bude rychlost konvergence do
rovnovazné hodnoty zmensovat a pokud by byl takovyto technicky pokrok
rychlejsi nezli rist populace, pak tato situace povede k nestabilité tj. za
podminky, ze —d > n resp. n* < 0. To totiz znamena, Zze ekonomika neome-
zené roste, a tak neexistuje ani zadna rovnovazna hodnota ustaleného rtstu.
Tedy v pripadé takovychto velkych technickych objevii nemtize spolecnost
¢ekat, ze bude jednoduché drzet krok s dobou. AvsSak tento model nemusi
byt vzdy odpovidajici. Vezméme déle situaci, kdy se zvysSuje Gc¢innost prace
technickym pokrokem ¢i vylepsenim produktivity prace. Tedy feknéme, zZe
existuje kladné konstanta 7 tak, Ze pro praci plati vatah: L = Loe™t™!. Toto
se da chapat jako situace, ze kazdéa pracovni jednotka je vylepsena praveé o
technické vylepseni 7. Coz se da také chapat, ze mensi mnozstvi prirtstku
populace s timto vylepsenim nahradi drivéjsi vétsi mnozstvi prirtistku popu-
lace bez tohoto vylepseni. Vzhledem k tomu, Ze tento prirtistek produktivity
prace se da ze zminénych divodi chapat jako pouhy pririistek populace, pak
staci misto n + 7 psat jako prirtistek populace n tj. m = n + 7. Pripustime-
li dale podobné technické ztraty o, potom dynamickd diferencialni rovnice
bude ve tvaru:

r'=sf(r,1)—(n+7+)r=r"=sf(r,1) — (m+9). (2.33)

Tato rovnice ma potom stejny tvar jako rovnice (2.32). Jeji feSeni proto
bude: k(t) — % = (ko — ni) e~ Pt =% (. Konvergenéni koeficient bude v
tomto piipadé f = (n+0)(1—a) = (n+7+5)(1—a) an* =1+ = n+74+9.
Pak miizeme tuto rovnici jesté zapsat do tvaru:

S S —00
k(t — (ko — —(n+7+8)(1—a)t t 0. 2.34
®) n+7446 (0 n—|—7-+5>6 (2:34)

Vysledna rovnice a jeji konvergencni koeficient tedy ukazuji, ze zvySovani
ucinnosti prace pomaha prispivat ke zvySovani stability, pfi stejné populaci
¢i spotiebé.
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2.2 Vysetrovani relaxac¢ni doby pro jednodu-
chy ristovy model

2.2.1 Zakladni metoda pro urceni poméru regulace

Dalsi dilezitou otazkou v modelu, ktery zkouma stabilitu je: ”Jak vlastné
dlouho bude trvat, nez se situace dostane do své rovnovazné hodnoty?” nebo
”Jak dlouho bude trvat, nez se situace dostane dostatecné blizko?” Tato
otazka je dulezita, protoze kdyby cas, ktery je potieba, byl velky, pak by
zkoumani nemélo moc velky vyznam. Obvzlast, kdyby obcas hrozilo né&jaké
nové vychyleni. Pro obecné feSeni takovéto tlohy se uvazuje funkce x(t),
kterd zavisi na Case ¢ a déle oznacme: xy = x(0) a z. jako rovnovéaznou
hodnotu funkce x. A zajima nas ¢as t, ktery je potfebny k tomu, aby z(t) =
Z.. OvSem obvykle moc casto nedojde k plné rovnovaze, proto nas bude
zajimat Cas, ktery je pottebny k pribliZzeni se k rovnovaze na nékolik procent
z daného vychyleni. Toto procento nebo pomér vzdélenosti ku vychyleni si
ozna¢me 1. Jisté pro néj plati: 0 < ¥ < 1. A déle ozna¢me ty cas, ktery
chceme urcit. Pocitejme, Ze pro néj plati tato rovnost:

x(ty) = xo + Vxe — ). (2.35)

Tento postup zkusme pouzit na Cobb-Douglasovu produkéni funkci s
ptfipadnym opotfebenim a zvySenim Gcéinnosti prace. Zde ndm podle (2.34)

vyslo k pron* = n+7+6 a pro 3 = n*(1—a) jako: k(t) = (ko— -2 )e '+

s t—00 s =k
n+7+0 n+r+6 — €’

A na tento vztah pouzijme zakladni myslenku (2.35) tedy:

S
k(tﬁ) - kO + ﬁ(ke - kO) = kO + v <n+7_+5 — ko) . (2.36)

Piitom dle (2.34) je: k(ts) = (ko — 725 ) €7 + s
Uzitim (2.36) dostavame:
ko + 0 (i — ko) = (ko — 5555) €77 + 25 = (ko — oigg) €7 —

n+7+4 n+7+6 n+7r+6 ntr+o
S _ s s gt _ s
(ko N m) = (n+7+6 - k()) = (ko - n-‘r7'+6) (6 o — 1) =19 (n+T+5 - ko) =
J=1—eP = e =19 = —Fty=In(1—0) =ty = -2,
Vysledny cas tedy bude:

B In(1-9)
b= A mtr 1) (2:37)
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Samoziejmé i zde bude ¢as zaviset na konvergenénim koeficientu § = (1 —
a)(n+ 7+ 9). Zde se vSak zdaji hodnoty dosti vysoké. Toto si pozdéji ove-
fime ve cviCeni a zjistime, jak je tento model vyuzitelny. Na druhou stranu
poznamenejme, ze nezavisi na vzdalenosti od rovnovazné hodnoty.

2.2.2 Rozdil rychlosti ristu mezi chudsimi a bohat-
Simi zemémi
V souvislosti s riistem resp. rychlosti ristu se objevuje otazka: ”Jak jsou
na tom v porovnani s rychlosti ristu chudsi a bohatsi zemé?” Mohlo by se
totiz zdat, ze chudsi zemé rostou rychleji nez zemé bohatsi, a tak by casem
mohlo dojit k vyrovnavani jejich odlisné rustové urovné. Avsak jsou i situ-
ace, kdy se rozdil mezi chudou a bohatou zemi muze prohlubovat. To muze
zjistili, zda chudsi zemé roste rychleji nez zemé bohatsi, budeme ptedpo-
kladat, ze obé zemé maji stejné podminky a jejich odlisnost je pouze v
jedné véci, kterou chceme zkoumat. V tomto pripadé chceme zkoumat, jak
se muze lisit, pfi stejnych podminkach, rychlost konvegence do ustaleného
stavu ristu v zavislosti na jeji vzdalenosti. Uvazme tedy, ze chudsi zemé bude
samoziejmé vice vzdalena ze svého ustaleného stavu ristu smérem doli tj.
bude nabyvat mensich hodnot ristu nez zemé bohatsi. Abychom ukéazali, ze
chudsi zemé roste rychleji nez zemé bohatsi, musime ukazat, ze rychlost kon-
vergence (samoziejmé pii stejnych podminkach) do svého ustaleného stavu
rastu zavisi nepfimo imérné na jeji vzdalenosti. Predpokladejme tedy vy-
stup na mnozstvi vynalozené prace, ktery je definovan nasledovné: y = %
Pro Cobb-Douglasovu produkéni funkei: Y = KL~ potom plati vztah:
Ko Ll—a K«
O Y P
Pro urceni pfislusného poméru vystupu na jednotku prace neboli piirtstku
vystupu je jesté potieba dany vystup na jednotku prace zderivovat. Tedy
pro derivaci diky (2.38) plati:

re. (2.38)

y = ar® 1ty (2.39)

Piislusny pfirtstek vystupu tedy dostaneme podle (2.38) a (2.39) jako: % =

O”naflrl a—1

= 0/"7/ . Z rovnice (2.22) plati: ’”7/ = sr* " —n. Potom je:

y/
L =asr*! —an. (2.40)
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_1
Protoze podle vztahu (2.27) plati: r(t) == (%) =%, Potom také podle rov-

nice (2.40) plati: % =% 0. Vidime tedy, ze tento prirtstek se blizi k nule, coz
znamena, ze vystup se blizi ke konstantni hodnot€, coz odpovida ustaleném
rastu. Dale zde budeme zkoumat, jak je na tom % v zavislosti se vzdalenosti
vystupu na hlavu vici ustalené hodnoté y.. Jelikoz o y predpokladame, ze
z vychyleného stavu roste do své ustalené hodnoty tj. ¥ " y., potom jisté
plati, ze y < y.. Proto mizeme definovat funkci D(t) jako kladnou vzdéle-
nost od ustaleného stavu. Tedy:

D(t) = ye — y(t). (2.41)
Déle jisté podle rovnice (2.38) plati: r = y= a také podle (2.41), Ze
y(t) = ye — D(t). Tyto rovnosti dosadime do vztahu (2.40), a tak mame:

y/ a—1 a—1

Z =asy « —an=asly.— D) = — an. (2.42)
Y

Rovnice (2.42) jiz ukazuje, Ze % je jiz rostouci vzhledem k D(t). To je proto,
ze (y. — D) je jisté klesajici vzhledem k D a protoze 0 < o < 1, pak aT_l <0
a tedy f(z) = o je klesajici funkce. Tedy slozenim dvou klesajici funkci
je funkce rostouci a plati:

/

(D /)= (‘Z /) : (2.43)

Vlastnost (2.43) ukazuje, Ze s rostouci vzdélenosti poroste piirtstek vystupu,
coz znamenad, ze pokud by hrozilo, Ze se vzdalenost od ustaleného stavu ristu
bude zvysovat, pak prirtistek vystupu poroste, takze zde nehrozi nestabilita.
A také tato nerovnost napovida, ze s vyssi hodnotou vzdalenosti D(¢) bude
vyssi rychlost podle vzdalenosti, tedy s vyssi vzdalenosti by se méla rych-
lost priristku také zvySovat. Toto si jesté dale ovérime. Pro dalsi tvahy
ptepiseme D(t). Pro néj totiz podle (2.41), (2.38) a (2.27) plati:
} T—a

(2.44)
Tato rovnost tedy ukazuje, ze ¢im bude pocatecni podminka vy vyssi, tim

bude D mensi. To je zde zase tim, ze 0 < o < 1 a tedy %= > 0. Proto

l1—a

D(t) =y.—y=rg—1" = (S) - {(yo — 8) el
n n

S|w

11—«

je funkce f(x) = xT= (pro kladna x) rostouci. Samoziejmé je (y,° — %)
rostouci vzhledem k 1. Z toho pak uz jiz plati:
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(Yo /) = (D). (2.45)

Potom uz snadno bude platit nasledujici vlastnost. Diky vlastnostem (2.43)
a (2.45) plati:

(0 /) = (DN) = (‘Z \) | (2.46)

Tedy jsme ukazali, ze riist tohoto poméru zavisi neptimo imérné na vzda-
lenosti od pocatecniho vychyleni tj., ze vétsi vychyleni dava vétsi rychlost
poméru rastu. Nyni jesté ukazeme, jak je to s ristem v zavislosti na vysi
kapitélu na osobu. Derivujme pravé podle této vyse, pak podle (2.40) je:

/ a—1

d(zr/y) = dlasr o an) =aa—1)sr*? <0, (2.47)
nebot 0 < a < 1.
Zavér: Ukazali jsme, ze ekonomiky s nizsim kapitdlem na osobu ¢i s vétsim
vychylenim z ustaleného stavu rtistu rostou rychleji. To znamena, ze pokud
chudsi zemé budou mit stejné nebo piiblizné stejné podminky jako zemé
bohatsi, jejich rast bude rychlejsi a rozdily mezi témito zemémi se budou
postupem casu snizovat. Pokud tedy toto nékde neplati, znamena to, ze
predpoklad, ze takovéto zemé mayji stejné podminky, musi byt porusen. A tak
jestli chce lidska spolecnost, aby se majetkové rozdily mezi zemémi a posléze
mezi lidmi snizovaly, méla by vSem umoznit co nejvice stejné podminky a
majetkové rozdily se poté zacnou vyrovnavat. A i nutno si dat pozor na to,
aby bohatsi zemeé ¢i lidé nevytvareli horsi podminky pro ty chudsi. To prave
z divodu obavy ztraty vlastniho bohatstvi nebo postaveni.

2.2.3 Vysetrovani relaxac¢ni doby pro Cobb-Douglasovu
produkéni funkci

Vratme se nyni k vySetieni relaxacni doby a zkusme uréit, jak dlouho bude
vlastné takova konvergence trvat. Pfedstavme si Cobb-Douglasovu produkéni
funkci, v niZ ma prace vétsi intenzitu nez kapital. Reknéme, Ze:

Y = KsL3. (2.48)

Dale, ze nové uspory vznikaji s rychlosti priblizné 10 procent tj. s = 0, 1.
Populace roste néco mezi 2 az 3 procenty tj. n = 0,025 a uvazme pocatecni
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vychyleni rq = 54,812 viz téz [1] str. 191 cv. 6. Zkusme pak spocitat cas
potfebny pro odchylky u r(t), k(t), y(t) do p¥islusnych rovnovaznych hodnot.
Pfipomenime, ze zde nam pomohou vysledné rovnice (2.25), (2.27) a (2.44),
z nichz si zde vypiseme to nejpodstatnéjsi:

k@):(}o—s)e“1®ﬂ+891§<8)zka (2.49)
n n n
s s1Ta s\ T
£ = 1a__> “n(1-a)t }—at%”(> =1, 2.50
r(t) = | (- 2)e +2T e (2 r (2.50)
l-a S S T—a S T-a
£ — 2t 5\ [-n(i—a) } toop () = .. 2.51
y(t) {(w) n)@ L S Y (2.51)
Ptipomenime, Ze pro tuto situaci zde je:
az%; 1—a:§, n=20,025 s=0,1
2
ro = 54,812; ko = ry™® = 1@ = 14,429; yo = (o)™ = (54,812)3 = 3,799
1 _1_3 o _3_1 l-a_
l-a ™ 27 2 1-a ™ 27 20 a
_1 3 JEC. 1
k‘e:S:4;Te—il—a:42:8;yezil—a:42:2.

Nyni si pomoci spoc¢tenych hodnot utvorme tabulku, v niz budeme pocitat
rozdil jednotlivych rtstovych pomért v zavislosti na ¢ase pomoci vztahti:
(2.49), (2.50), (2.51). Tedy obdrzime tuto tabulku:

t k() —4]r@) -8yl —2
20 | 10,339 | 30,860 | 1,387
50 | 6,271 | 16,923 | 0,921
100 | 2,725 | 6,586 | 0,443
150 | 1,184 | 2,701 | 0,204
200 | 0,515 | 1,142 | 0,091
250 | 0,224 | 0,490 | 0,040

Vidime, ze potiebné casy, pro odstranéni odchylek ze svych ustalenych stavti,
jsou dost velké.

Zkusme jesté vyjadrit takovy cas procentuelné. Predstavme si podobnou
situaci, v niz mame stejnou produkéni funkci. Zde vSak navic jesté hraje roli
vyssi ucinnost prace-feknéme 2 procenta. Opotiebeni bude asi 5 procent.
Populace bude riist asi rychlosti 1 procento. Tedy v nasem modelu pii nasem
znaceni bude: n = 0,01; § = 0,05 a 7 = 0,02 viz téz [1] str. 191 cv. 7.
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Spoctéme zde potiebny cas pro 75 a 50 procent regulace. Zde vyuzijme
rovnosti (2.37), kterou si zde pro jednoduchost napiseme jesté jednou, tedy:

In(1-9)

A—a)ntr+d) (252)

ty = —

Zde budou pomeéry regulace: ¥ = 0,75 resp. ¥ = 0,50. Vysledné casy tedy
pomoci rovnosti (2.52) budou:

In (0,2
tos = —M — 26, (2.53)
(2) (0,08)
In (0,5
fosp = — 00y (2.54)

(2) (0,08)

Tedy, jak uz jsme diive zminili, je vidét, ze potiebny ¢as pro zadanou regulaci
je moc velky a trva radoveé nékolik desitek let.

2.3 Dvousektorovy model

Protoze nam hodnoty i pro mensi regulovany pomér vychazely dosti vy-
soké, zda se, ze pouzivat neoklasicky riistovy model nemé vyznam. Zkusme
se nyni zamyslet, pro¢ je vysledny cas tak velky a zda neni mozné, ze by
ve skutecnosti mohl byt pfeci jen mensi. Odpovéd by mohla byt néasledujici:
Uvedené predpoklady jsou prili§ zjednodusené a nejsou v nich zahrnuty dalsi
vlivy, které by mohly ve skutecnosti proces stability mnohem vice urychlit.
Zkusme nyni tedy takovyto model o néjaké dalsi parametry rozsirit. Zde
jsme navic pracovali pouze s jednim sektorem. Ale ekonomika miize byt a
zpravidla je ovlivnéna dvéma sektory, a to spotfebitelskym a investi¢nim
sektorem. Zkusme tedy tyto pfedpoklady pro né rozgitit. Zavedme si tedy
nasledujici parametry:

P - cena investi¢niho zbozi (v jednotkach konzumniho zbozi).

w - mzdy, tedy cena jednotky préce.

r - cena jednotky zbozi.

Déle roslisujme veli¢iny podle indexu. Pokud jsou s indexem C', pak se jedna
o veli¢iny tykajici se spotiebniho sektoru. Pokud maji index I, pak se ty-
kaji investicniho sektoru. A bez indexu je mizeme brat jako celkové. a¢
pak bude pomérné mnozstvi kapitalu ve spotiebnim sektoru. Podobné a;
v investiénim sektoru. A (o bude pomérné mnozstvi prace ve spotfebnim
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sektoru a podobné (3; v investi¢nim sektoru. Nyni miizeme zalozit model na
téchto zakladnich predpokladech:

K
Yo =% (2.55)
Qg
K L
fo _ fe (2.56)
ac  Be
K
Y; = =L, (2.57)
g
Kr Ly
—_— = —, 2.58
ay Br ( )
K = K¢ + K7, (2.59)
L=Lc+ Ly, (2.60)
Y =Yq + PY7, (2.61)
S =sY, (2.62)
S = PY7y, (2.63)
KcT + Lcw = Yc, (264)
K[T' + L[w = PY[ = SY, (265)
L = Lye™, (2.66)
K' =Y; - 0K, (2.67)
K
k=—. 2.68
- (2.68)

Rovnice (2.55) tedy vyjadiuje, Ze ac je mnozstvi kapitalu na vystup ve spo-
tfebnim sektoru. Podobné je to v rovnici (2.57). Rovnice (2.56) vyjadfuje,
ze fPc je mnozstvi kapitalu na mnozstvi prace ve spotfebnim sektoru a vy-
jadfuje tento vztah pomoci (2.55). Podobné je to s rovnici (2.58). Rovnice
(2.59) a (2.60) vyjadiuji, ze celkové mnozstvi kapitalu je prosté soucet kapi-
talt pro spotiebni a investicni sektor a podobné, ze celkovy pocet pracovnich
jednotek je souctem pracovnich jednotek, které pracuji pro spotiebni a in-
vesti¢ni sektor. Rovnice (2.61) vyjadiuje, ze celkovy vystup je jako vystup
ve spotfebnim sektoru a k nému je zapocitan vystup v investicnim sektoru,
ktery je pfendsoben cenou investi¢niho zbozi P, protoze investovana jed-
notka miize mit obecné jinou hodnotu. Rovnice (2.62) mé stejny vyznam
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jako rovnice (2.12) tj. pomér zisku (nebo tspor) je jako celkovy vydélek na
vystup. Rovnice (2.63) vyjadiuje, Ze celkové tspory je vlastné mnozstvi in-
vesti¢niho majetku-nasobeno jeho cenou. Rovnice (2.64) déle vyjadiuje, Ze
vystup ve spotfebnim sektoru je vlastné mnozstvi spotfebniho kapitalu na-
sobeno svou cenou a k tomu mnozstvi prace ve spotiebnim sektoru nasobeno
také svou cenou. Podobné rovnice (2.65) vyjadiuje, Ze vystup v investi¢nim
sektoru ocenény svou cenou je jako mnozstvi kapitalu v investi¢nim sek-
toru nasobeno svou cenou a k tomu je mnozstvi prace v investi¢nim sektoru
nasobeno svou cenou. Zde je navic jesté provazanost s rovnicemi (2.62) a
(2.63). Rovnice (2.66) mé stejny vyznam jako rovnice (2.15) tj. mnozstvi
pracovnich jednotek roste v zavislosti na své velikosti nasobeno pririistkem
populace(nebo pracovnich jednotek). Rovnice (2.67) znamend, ze mnozstvi
kapitalu se bude ménit v zavislosti na velikosti investi¢niho vystupu, zmen-
seno o né€jaké opotiebeni, které ptisobi na momentalni mnozstvi kapitalu.
A rovnice (2.68) znaci k jako mnoZstvi kapitdlu na mnoZstvi prace, nebo
téz jejich pomér. Zde pouzivame trochu jiné znaceni, nez bylo predtim. Po-
znamenejme jesté, ze zde uvazujeme i moznosti zvysené uc¢innosti pracovni
jednotky tj. 7. AvSak zde plati: L = Lge™ ™!, Proto zde uvazujeme pouze
n jako rist populace a mizeme tedy predpokladat, Ze tato tcinnost je zde
jiz zapocitana. Tedy pro jednoduchost zna¢ime n = n + 7 a rovnici (2.66)
jiz nebudeme ménit.

Déle jesté oznac¢me prislusné poméry kapitalu ku praci v jednotlivych sek-
torech jako: ko = g—g resp. ky = O‘—j A jesté p = ’Z—f jako pomér jednotlivych
vystupovych pomeért v jednotlivych sektorech. Zde je dobré si uvédomit, ze
z rovnic (2.55) a (2.56) je: a¢ = %C a fc = % A podobné z rovnic (2.57)
a (2.58) je: ay = %’ afr = % Vyuzitim téchto rovnosti vlastné plati:

K¢
ac v, Kc
ke =—=7%=—, 2.69
“7 B % L¢ (2.69)
Ky
ar vy, Kjp
[ S T 2.70
=B % L; (2.70)

Coz je podobny vztah jako (2.68).

Nyni jiz miizeme zacit odvozovat potiebné vztahy ze zakladnich rovnic.
Prvni z nich je podil mnozstvi pracovnich jednotek v investi¢nim sektoru
ku celkovému mnozstvi. Upravou a postupnym uzitim (2.59), (2.60), (2.68),
(2.69) a (2.70) dostavéame:
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(K—K7)L—K(L—Ljy) K-K; K

L; _ Ly KLj—K;L _ L; KL-K;L-KL+KL; __ L(L—L) _ I-L; L __
L L KL;—K;L L KL;—K;Li—K;L+KLy T (K-KpLj-Kj(L-Lj) — K-K; K; ™
Ly(L-Ly) L-Lyp Ly
Ko _K "
Lo L c— .
Efﬁ — kcfkl‘ Tedy.
Le Lp
Ly k.—k
== . (2.71)
L k.—ks

Také podil mnozstvi kapitalu v investi¢nim sektoru ku celkovému mnozstvi

je podle (2.68), (2.70) a (2.71):

K kil ki ke—k

K kL  kk.—Fk (2.72)

Tyto poméry jsou sice kladné, ale pro smysluplné feseni potfebujeme stale
jesté oveérit, ze faktory ceny prace a kapitalu budou kladné a také, ze rela-
tivni podil kapitalt bude leZet mezi nulou a jednickou. Abychom mohli tyto
prirozené véci brat za samoziejmost, musime ovérit, pri jakych podminkach
toto plati. Zacnéme s faktory ceny prace a kapitalu. Nejdfive vyjadieme Yo
ve vhodné&jsi tvaru. Z rovnic (2.61) a (2.65) plati: Y = Yo + sY. Pak jisté
plati:

Yo =(1-5s)Y. (2.73)

Déle z rovnice (2.65) vyjadieme w. Tedy: w = Syzﬁ A dosadme jej do

rovnice (2.64). Pak postupné tpravou a uzitim (2.69)1, (2.70), (2.73) a (2.60)
dostaneme:

Ker+ L5 = Yo = Lo Kpr—Keor = Loy —Y 2L = p = LosV¥olr o o
L] L] LI LI L Lo Kr—K.
1| € K1—-Kc
Ly
— LosY—YoL; — LosY—YcoL; — YoLi—LgsY — (1-s)YL;—LcsY _ Y(Ly—sLi—sL¢) _
LeKi—LiKc Lo (KL_Ec LoLi(kc—Fkr) LoLi(kc—kr) LoLi(kc—Fkr)
CHINTT T IC
_ Y(L[—S(L]-l-Lc)) — Y(L[—SL)
LoLy(kc—Fkr) LoLi(kc—kr)" VoL
, / o . 7 1y . _ sY—L;w
A déle podobnym zptisobem z rovnice (2.65) vyjadiime r, tedy: r = s

A dosadime jej do (2.65). Pak podobné jako predtim tipravou a uzitim (2.69),
(2.70) , (2.73) a (2.59) postupné dostavame:
Ko™ + Low = Yo = 58 Lw — Low = §£sY = Yot = w =

Kr
_ KesY—K;Yo _ KosY—KYo _  KesY—KiYo _ KosY—KiYo _ KosY—K/(1—s)Y _
- K " K¢L;—K;LC — K, K " LcLi(ke—k;) =~ LeLi(ke—k o
KI(IT?LI—LC) cLi—Kr Lol (%e Er oLi(kc—kr) cLi(kc—kr)
_ Y(SKO+8K[—K]) _ Y(S(K0+KI)—KI) — Y(SK—KI)

" LeLi(kg—kr) —  LoLi(kc—kr) LeLi(kc—kr)*

Ukazali jsme, ze tedy plati:
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. Y(L; — sL)
LeLp (ke — kr)
W Y(sK — Ky)
LeLr (ko —kr)
Tim uz nebude tézké ovérit, kdy jsou tyto faktory ceny kladné. Samoziejmeé
predpokladame, ze Y ; L; i L jsou kladné. Proto podle (2.74) a (2.75) je:
r>0<«s ié:‘;i >0aw>0& Sklé:flf > 0. Pak staci rozlisit dva pripady. Je-
li ke >k, pakw>0&sK—K >0&s>%ar>08L,—sL>0s
s<%.Anaopakzaseje—likc<k1, pikw>0&sK-K; <0&s< %
ar>0&Li—sL<0& s> % Tedy jsme dostali jedny nutné podminky
pro smysluplné feseni a to jsou:
};<s<%@kc>k1;lg<s<?@k0<k1. (2.76)
Tato podminka nam fiké, ze celkovy pomér zisku musi lezet mezi podilem
celkového kapitalu pro investi¢ni sektor a podilem celkové prace pro inves-
ticni sektor. Coz také znamend, ze je-li napr. vétsi spotiebni sila tj. ko > ky,
pak aby byla mzda kladna, pak musi byt pomér zisku vétsi nez pomér ka-
pitdlu v investicnim sektoru. Toto znamend, Ze pri vétsi spotiebé se musi
pro kladnou mzdu vytvorit vétsi pomeér zisku, nez je soucasné ptisobeni po-
méru investi¢niho kapitalu. A cena bude kladna, pokud pomér zisku bude
pod hranici poméru prace v investi¢nim sektoru. Coz znamena, ze pro klad-
nou cenu kapitalu pfi vétsi spotiebé nesmi pomér zisku presahnout pomér
prace v investi¢nim sektoru. Toto se intuitivné s nasi predstavou o fungovani
ekonomiky celkem shoduje.

Dale je potieba pro smysluplné feseni ukazat, Zze jiz zminény relativni
podil kapitalti bude lezet mezi nulou a jednickou. Tedy, ze celkové naklady
neprevysi vystup. Jinymi slovy, ze vystup bude vétsi nez celkové mnozstvi
kapitalu, které by se prodalo za svou cenu. Tento relativni podil je proto:

7 = £Z. Podle vztahu (2.74) pak pro ngj plati:

(2.74)

(2.75)

K Y(Li—sL)  K(L;—sL)
Y Lol (k?c - k[) LcLy (kC - kl)

Déle jesté spocteme 1 —7. Pro néj podle (2.77), (2.71), (2.68), (2.60) a (2.59)
postupné plati:

™

(2.77)

Lk — K (L, —
LoeLi(ke—=kr)  _K(Lj—sL) _ L{LC £ (ho—hn)— 7 (Lr SL)}
LoLi(kc—kr) LoLi(kc—Fkr) LoLi(kc—Fkr)

1—7m=
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b Lck —Fr [ (ho—hr)—k(Lr- SL)} _ L(Lcke—kLo—kLi+skL) _ L(Ko—kL+sK)
LeLi(ko—kr) - Lo Li(kc—kr) ~ LeLitke—Fkr)
_ L(Kc—-K+sK) _ L(sK—K])
~ LeLi(kc—kr) = LcLi(kc—kr)®
Tedy:
| _ g LK - K (2.78)

LeLy (ke — kr)

Pomér 7 je tedy smysluplny, pokud: 0 <7 <1< 7 >0A1—7m > 0.1
zde samoziejmé predpokladame, ze L ; Lo a Ly jsou kladné. Tedy proto je
podminka smysluplnosti pro (2.77) a (2.78) ekvivalentni s podminkou (2.76).
Podminka, aby tento podil kapitala lezel mezi nulou a jednickou je stejna
s podminkou pro to, aby faktory cen byly kladné. Tedy tato podminka je
nutnd i postacujici pro existenci smysluplného feseni.

Nyni jiz mame podminku, kterou musime predpokladat tj., ze tato pod-
minka musi platit pro kazdy ¢as t, nebot k zavisi na t a s zase zavisi na k.
Zac¢néme nyni se zkoumanim konvergence pro pomeér riistu k. Pro sestrojeni
vhodné diferencialni rovnice vyjdéme z podilu: ’% Ptipomenme, Ze z rovnice
(2.66), ktera byla takto utvorena, je: L' = nL. A proto dale z rovnice (2.68)

plati:
K'L—-KL KL-nKL K —nK

- 73 7 (2.79)
, K'—nK ,
Nyni jiz z piedeslé rovnice a podle rovnice (2.67) je: & = —f— =& —n =
L
%—n: %—(n—l—é). Tedy:
K Y
—=——(n+9). 2.80
Pfitom podle (2.57), (2.72) a vzhledem k definic p (p = %) je: % = ;ﬁiﬁ, =
1 ko _ k&
B = p—
i%% - ZH%:EI — Zﬁ {é Eg% = ZII = "I +. Tedy potom z predeslé
I I
rovnosti a rovnice (2.80) je

kcw—%;

k' arp—1Ek

— (n+90). (2.81)

Z této rovnice si vyjadieme k’. Pak i za pouziti definice p dostaneme:

k
r_ kPR _7/)_]971&1 _ — kike 1 kit k 1 _
k= ar p—1 k( +6) ar p—1  ag ky p— (n—l—é) T ar kr p—1 arkrp-1

— _k _ o )|k 1. [14ar(nt6)(p—1)
k(n+0) = ey —k (a0 +(”+5>afp 8] = asy —k [y
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Tedy plati:

1 0)(p—1 k
N B (AT )]: ¢ (2.82)
ar(n+9) ar(p—1)
Nyni si pro zjednoduseni miizeme zvolit a = [% ab= ” (kpc_l)

jako vhodné konstanty, ponévadz to, ¢im jsou definovany, se da brat jako
konstanty. Tedy pak staci fesit tuto diferencialni rovnici:

K+ ak = b. (2.83)

Z ni je napf. vidét, ze partikuldrni feseni je konstanta k, = 2, nebot sa-
moziejmé 0 + a% = b. Zbyva tedy vyfesit homogenni tvar tj. ¥’ = —ak,
jehoz feSenim je: Ae® pro vhodné A. Vysledné feseni pro k tedy bude:
k(t) =2+ Ae™. A ko = k(0) = 2 + A. Tedy toto feseni se d4 zapsat pro
pocatecni podminku kg ve tvaru:

k(t) = 2 + (k:o - Z) e, (2.84)

Z této rovnice je tedy videt, ze pokud je a > 0, pak:

ko

—00 b ar(p—1) kC
k(t) =% = = o 1o = : (2.85)
ar(n+6)(p—1) _
a rerrtone—d) 1+ar(n+d)(p—1)

Toto bude dlouhodobé kapitalové piisobeni, neboli rovnovazna hodnota pro
k. Aby toto Teseni bylo smysluplné, musi byt samoziejmé toto dlouhodobé
kapitalové ptisobeni kladné-coz s pfedpokladem, ze ko > 0 znamena:

l+ai(n+d)(p—1)>0. (2.86)

Dale pro podminku stability musi byt a kladné. Toto a miizeme samoziejmeé
povazovat za konvergencni koeficient. Aby bylo kladné, pak musi platit:

1+an+d)(p—1)
ar(p—1)

> 0. (2.87)

Podminka smysluplného FeSeni (2.86) implikuje v podmince stability (2.87)
podminku: a;(p —1) >0 20 p > 1. Toto je tedy nutna a postacujici pod-
minka pro to, aby existovalo smysluplné feseni a aby situace byla stabilni.
Pritom: p = ’;—f > 1< ke > k;. Tato podminka se da tedy napsat jako:
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k’c > ]{51. (288)

Tato podminka tedy znamena, Ze pro stabilitu je potieba, aby spottfebitelska
cast byla kapitalove silnéjsi nez investicni ¢ast. V opacném by se mohl napft.
rist ekonomiky neomezené zvétsovat. Tedy tato podminka odpovida béznym
predstavam o fungovani ekonomiky.

S timto predpokladem se tedy pustme do vySetfovani rychlosti ristu.
Zde bude vhodnéjsi pracovat s rychlosti ristu celkového piijmu, ktery si
oznac¢ime jako g(t) tj.

Y/
t) = —. 2.89
9(t) = + (2.89)
Pro vyjadreni této rychlosti za¢néme s jiz diive odvozenymi vztahy. Z rovnice

. Y/ —8 4 /
(27)jeYe=(1-5)Y =Y.=(1-s)Y' = &= (Lsg = 2. Tedy:

Y Y.
=L 2.90
Y <1, (2.90)
’ / i
Déle z rovnic (2.55) a (2.56) je: Yo = K¢ = Lo vy = 2o = 2o = i =
C
L/
io A tak: / /
Yo c
= =X 2.91
Yo~ Lo (2.91)
A jesté podle (2.60), (2.71) je: Le = Lol = 1 - Lt — heohl koo _ kohy
Proto: bk
Le=1L kc_— kf[. (2.92)
Uzitim této rovnice a rovnice (2.68) je: L, = L' kkc _fél +L’§;€(§€;f)12) =nlL k’;fél +

kf/kszkc_flgf =nLc + ﬁLc = Le(n+ ﬁ) Tak jsme dostali, Ze plati:

Ly K

— — ) 2.

o n + s (2.93)
A jesté podle této rovnice a rovnice (2.83) je:

L. b— ak

— = . 2.94

e "=k (2.94)
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Takto jsme tedy postupné ze sledu rovnic (2.89), (2.90), (2.91), (2.93) a
(2.94) dostali:

b—ak
g(t) =n+ . (2.95)
k— kp
Uzitim této rovnosti a nakonec i rovnosti (2.84) pocitejme nasledujici podil:
bak b by, —
gt)—n =Ry __ 1 o 1  b—ak b—a(g+{ko—g)e m) B
— — b—ak - k—ak - — k—ak —  h_ - _ -
9(t)—n+a k—ZI+ﬂ’ 1+f2—2k1 Z_Zﬁ+fl_2k’ b—akr b—aky
b—ako ,—at v sz z N v 7 .
mae A protoze ze stejného vzorce plati pro pocatecni hodnotu gg toto:
b—akg
go—n — ko—kr _ bfako 4 .
Jo—nta — Takg ko FT = b—ak;’ pak téz dostaneme:

ko—Fkr ko—Fkr

1) — _

g —n__( =1 ) w (2.96)
git)—n+a go—n+a

Déle si vyjadieme z této rovnosti g(t). Pro jednoduchost vypoctu si oznac¢me:

A= 795’3;%. Pak tedy méame: gé()tlgia = X% = g(t) —n = e (g(t) —

n+a) = e~ g(t) + e (a —n) = gt)(1 — Xe™™) = n+ Ae ¥(a — n) =

n(l — e~ ™) + ale . Tedy pro g plati:

ale™ ™ o

g(t) =n-+ m — N. (297)
Z této rovnice si nyni vyjadieme cas ¢, tedy: g(1 — Ae™™) = n(1 — Ae ) +
are™™ & g —gle ™™ = n —ne ™ + ake ™ S e (n—a—g) =

n—ge et = Tl o gt = In(ML 1) et = tin |y =
% In ”%;“’gé’fﬁ . Tedy pak jiz jisté pro fizeny cas t plati nasledujici vztah:
1 —n+ago—n
t:ln[g T4 % ] (2.98)
a go—n+ag—n

Pro usnadnéni vypoctu v tomto modelu je dobré si uvédomit, jak se da
vlastné vyjadrit procento zregulovaného vychyleni, které si oznac¢ime jako
pe- Uvazujeme-li zde g, jako rovnovaznou hodnotu g, kterd je podle (2.97)
n, pak pro néj plati:

= 90 =90 _ 9() g0
ge=90 N —go

(2.99)
Skutecné je tomu tak, protoze hodnota g. — go je velikost celkového ptivod-
niho vychyleni od rovnovazné hodnoty. A ¢(t) — go vyjadiuje vzdélenost g v

¢ase t od svého puvodniho vychyleni. A protoZe zde predpokladame, ze g se
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pohybuje od gy smérem ke g., je jisté: 0 < p; <1 a p; vyjadiuje pomeér zre-
gulovaného vychyleni nebo téz pomér regulace. Pro ¢t pak podle (2.98) plati:
_ 1 (g—n)(g0—n) a(go—n) _ 1 go—n a__go—m o
t= oI | + Gt = I G + g o |- Piitom
dle (2.99) je: 2= = =L = . Tedy pro cas t, urceny pro
n=90 n—gq
konkrétni pomér regulace, bude podle predchozich dvou rovnosti platit:

1. [go—n+ 2
tzln[olpt]_
a Jo—n+a

1—p¢

(2.100)

Nyni jiz mtizeme spocitat konkrétni ¢as pro konkrétni regulovany pomeér.
Vratme se tedy k nasemu puvodnimu piikladu, kde jsme predpokladali, Ze
rychlost riistu populace je 1 procento tj. n = 0,01 a opotfebeni je 5 procentni
tj. 0 = 0,05. Pfipomenme, Ze: a = [%ﬂgp_l)} ap= ’Z—f Vidime tedy,
ze Cas bude také zaviset na pocatecni rychﬁosti ristu go, dale na koeficientu
kapitalu ku vystupu v investi¢nim sektoru «; a také na poméru kapitalovych
sil spotfebniho sektoru ku investicnimu sektoru p. Predpokladejme, ze sila
spotfebniho kapitalu je dvakrat vétsi tj. p = 2. Dale predpokladejme, ze
pomér kapitalu ku vystupu v investicnim sektoru je také dvojnasobny tj.
a; = 2 a zZe pocatecni rychlost ristu je 5 procent tj. go = 0,05. Za téchto
podminek zkoumejme potiebny ¢as pro konkrétni pomeéry regulace. Hodnoty
si pak zapisme a sledujme v tabulce 2.1:

n=0,01 0=0,06|n=0,03 |6d=0,06|n=0,03]6=0,05
p=2 ar =2 p=2 ar =2 p=2 ar =2

go=20,05|a=0,5 | go=10,05 | a=0,98| go=0,1 | a=0,58

D t Dt t Dt l

0,99 8,10 0,99 7,88 0,99 7,75
0,90 4,00 0,90 3,92 0,90 3,79
0,75 2,38 0,75 2,35 0,75 2,24
0,50 1,18 0,50 1,17 0,50 1,10
0,25 0,48 0,25 0,48 0,25 0,45

Tabulka 2.1: Doba regulace pro bézné podminky se zménami pocatecniho
ristu, ristu populace ¢i opotiebeni

Vidime tedy, ze oproti pivodnimu modelu je dvousektorovy model da-
leko uc¢inn€jsi, tedy nase domnénka byla namisté. Dodatecné predpoklady
ukazuji, ze cas bude ve skutecnosti mnohem mensi. Tedy tento model je
pro pouzivani dosti vhodnéjsi. Zkoumejme nyni, jak se cas bude ménit v

38



zavislosti na zménach parametri. Zde jsme si mohli vSimnout, Ze velikost
rychlosti ristu populace ¢i velikost poc¢atecni rychlosti ristu urychluji regu-
laci. Avsak jak je z téchto tabulek vidét, urychleni neni moc velké. Je to tim,
ze zavislost rychlosti konvergence vlastné zavisi predevsim na konvergen¢nim
koeficientu a. Ten zavisi pfedevsim na sile spotieby a na velikosti poméru
kapitalu na vystup v investi¢nim sektoru. Zatimco opotiebeni ¢i rist popu-
lace jsou proti nim pomérné malé. Tedy pii raciondlnich predpokladech, ze
populace neroste néjakym zavaznym tempem a Ze opotiebeni neni extrémneé
li¢iny, vyjadiujici silu spotfeby a poméru kapitalu na vystup v investi¢nim
sektoru. Podivejme se nyni na ¢as v zavislosti na téchto veli¢inach:

n=20,03 6d=005|n=003|6d=005|n=0,03|06=0,05
p=23 ar =2 p=3 ar=1,5 p=3 ar=3

9g0=0,001a=0,33]|9go=0,05|a=0,41 | go=0,05| a=0,25

Dt l Pt l Dt i

0,99 13,78 0,99 11,03 0,99 18, 36
0,90 6,82 0,90 5,47 0,90 9,05
0,75 4,07 0,75 3,27 0,75 5,39
0,50 2,01 0,50 1,62 0,50 2,66
0,25 0,83 0,25 0,67 0,25 1,09

Tabulka 2.2: Doba regulace pro bézné podminky se zménami pomeéru spo-
tfeby a poméru investicniho kapitalu ku investi¢cnimu vystupu

Tedy vidime, zZe tyto veli¢iny opravdu dosti ovliviiuji regulovany cas.
To je tim, Ze a = %ﬂ(f’*l). Tedy vlastné vétsi spotfebni kapitalova
sila zpomaluje stabilitu, nebot vyzaduje stale vice produktii, nez se stihne
vyrobit. Na druhou stranu také veétsi pomér kapitadlu na vystup znamena
vyssi starost o dany kapital a zpomaleni urychlujicitho procesu. Predstavme
si situaci, kdy populace roste stale ve stejném tempu a opotfebeni je také
stale stejné-napi. proto, Ze se podafilo dosdhnout meze, kdy uz mensi byt
nemuze. A dale, Ze mame zarucenou stejnou poc¢atecni rychlost. Pfedstavme
si, ze spotfebni sila bude neustale rist-napt. ze lidé budou stale vice a vice
chtit nakupovat a ze mnozstvi kapitalu na vystup v investicnim sektoru také
poroste. A zajima néas, zda bude vibec mozné dosahnout stability v realné

dobé. Uvédomime-li si na ¢em zavisi koeficient a, pak pro néj bude platit:
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a:1+041(n+5)(0—1)_ 1 F(n+6) =S n+s,

ar(p—1) Car(p—1)
1+a1(n+5)(p— 1) 1 ay—0o0
a= = +(n+9 n+ o,
-1 aG-n Y
1+0¢1(n+5)(p— 1) 1 ;0 —00
a= = +(n+0) " — n+od.
ar(p—1) ar(p—1) (n+9)

Ve skutecnosti za takovychto podminek plati: a \, n+4. A tedy bude platit:
a>n+9. (2.101)

Oznacme si tuto hodnotu jako a™. Resp. at = n + . Zkoumejme tento
nejhorsi pripad v zavislosti na parametrech n ; § a gp.

n=0,03| 6=0,05 | n=0,03 | 6=0,05 | n=0,08 | 6§=0,05
p =00 Q= 00 p =00 ap = 00 p =00 ap = 00
Go=0 |at=0,08g =005 a"=0,08|g=005|at—=0,13
Dt t Dt t Dt l
0,99 63,39 0,99 54, 81 0,99 37,42
0,90 34,18 0,90 26, 30 0,90 19,55
0,75 21,97 0,75 15,30 0,75 12,22
0,50 11,94 0,50 7,35 0,50 6,41
0,25 5.34 0,25 2,92 0,25 2,77

Tabulka 2.3: Doba regulace pro extrémni hodnoty spotifebnich sil, ¢i sil ka-
pitalu ku vystupu v investi¢nim sektoru a vyjadreni nejhorsiho pripadu se
zménami pocatecniho ristu, ristu populace ¢i opotiebeni

Shrnuti: Vidime tedy, jak to ve skutecnosti mtze byt s danym ¢asem. V
tabulce 2.1 zavisi rychlost konvergence v mensi mitfe na velikosti opotiebeni,
¢i ristu populace. Jejich velikost snizi v mensim mnozstvi potiebny regulo-
vany cas. Tento cas je fadové ve vSech pripadech nékolik let. Je zde vidét,
ze pri relativné rozumné spotiebé ¢i mnozstvi kapitalu na vystup je cas pro
obvyklych 90 procent regulace nékolik let. A pti vydrzeni této podminky se
muize povést prakticky celé odstranéni pivodni odchylky.

Tabulka 2.2 ukazuje, jaké hodnoty parametri maji ve skutec¢nosti pod-
statnéjsi vliv na regulovany cas. Ukazuje se, Zze pii rozumném fungovani
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spolecnosti neni tfeba v tomto ohledu znac¢né ovliviiovat rist populace nebo
brzdit vyvoj. Ve skutecnosti pro uc¢inné regulovani takového casu je tfeba,
aby spotfeba nebyla prilis vysoka. Pokud vSak chceme mit moznost stale
vétsi spotfeby, méli bychom téz podpoporovat velikost vystupu v inves-
ticnim sektoru. Za predpokladu, ze mnozstvi kapitalu K; se moc ovlivnit
jiz nedé-napt. z divodu omezenosti né€kterjch prostorti pro podnikani, pak
vyssi hodnoty vystupu v investi¢nim sektoru znamenaji mensi hodnotu a;.
A tedy také mensi potiebny cas pro regulaci. Je tedy nasnadé rict, ze stat s
regulacnimi zdkony, které drzi ceny nékterych komodit dole, se dostane do
rovnovazného riistu preci jen pomaleji, nez stat, ktery tato omezeni nemé, a
tak dosahne vétsich vystupt v investicnim sektoru-obvzlasté pii nedostatku
nékterého druhu zbozi. A navic vys$si mozné ceny mohou snizit i spotfebni
silu. Tedy se da ocekavat, ze takovyto stat dosahne potfebné regulace mno-
hem drive.

Tabulka 2.3 ukazuje situaci, kdy se stadt moc nemtize spolehnout na ro-
zumnou nizsi spotfebu napt. z diivodu nedostatkii néjakych surovin nebo na
silu investi¢niho vystupu napi. z divodu nizkého postaveni dané produkéni
ekonomiky. V takovém pripadé hodnota ¢asu pro potiebny pomér regulace
dosti naroste. Avsak nutno poznamenat, ze pfi daném rtstu populace ¢i
opotiebeni se nebude potiebna doba neustale zvysovat. Vétsinou se spise
priblizi k dané mezi, kterou jsme si oznacili jako nejhorsi moznou. V tomto
pripadé bude regulovany Cas pfeci jen podstatné vyssi a do rozumnych mezi
se situace dostane az za desitky let. Tento fad sice moc neovlivni takové
veli¢iny jako je rtst populace, ¢i opotiebeni nebo pocatecni rychlost. Ale
presto mohou tento ¢as vzhledem k jeho velikosti zna¢né ovlinit. Chudsim
zemim tedy v tomto vice pomuze rychleji rostouci populace a také pokus
o nastartovani rychlosti riistu nebo jen vylepseni ti¢innosti prace. O mensi
opotfebeni by se naopak tyto zemé mély snazit pozdéji. Avsak jejich cas
dosazeni rovnovazné hodnoty bude oproti zemim rozvinutého svéta delsi.
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Kapitola 3
Dodatek

Véta 3.1 (O linearizované stabilité) Necht mame diferencidlni rovnici:
¥ = F(z), kde x = ( 1, Tay ...Tp )I a I je spojité diferencovatelné zobra-
zeni z R™ do R™. Necht ddle z° je staciondrni bod této rovnice tj. F'(z°) = 0.
Je-li A=V F(z°), potom plati:

Mayji-li vSechna vlastni ¢isla matice A zdpornou redlnou cast, potom stacio-
ndrni bod 2° je stabilni.

Existuje-li vlastni cislo matice A, které ma kladnou redlnou ¢dst, potom sta-

ciondrni bod x° je nestabilni.
Dukaz: viz [3] str. 267 (11.7) a str. 269 (11.8).

Lemma 3.2 Necht z1,29 € C jsou takovd, Ze 2120 € R a z1 + 29 € R.
Potom jsou tato c¢isla bud obé redlnd, nebo komplexné sdruZend. Specidlné
je-li jejich soucin zaporny, pak jsou obé redlnd.

Dukaz: K danym komplexnim cislim existuji takovd redlnd cisla a,b,c,d,
Zezi=a+1b a zp =c+id. A tedy:

2129 = ac — bd + i(ad + bc) € R = ad = —bc

n+zm=a+c+i(b+d) eR=d=-b

Spojenim poslednich dvou rovnosti dostaneme: ad = cd. Je-li d = 0, pak jsou
cisla realnd. Je-li d # 0, pak a = ¢ a cisla jsou komplexné sdruZend. Pritom
posledni cdst lemmatu plati, protoZe soucin komplexne sdruZenych cisel je
nezaporny.

Véta 3.3 Necht Asyo je matice. Potom plati:
Je-li |A] <0, potom existuje vlastni ¢islo matice A, které je kladné.
Necht |A] > 0 a Tr(A) > 0, potom obé vlastni ¢isla matice A maji kladnou
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realnou cast.
Necht |A| > 0 a Tr(A) < 0, potom 0bé vlastni ¢isla matice A maji zapornou

redlnou cast.
a b

Dukaz: Necht Ag.e je matice obecného tvaru tj. Agyy = e dl Potom
pro jeji charakteristicky polynom plati: p(\) = |A—=A| = (a—A)(d—)\)—bc =
N —Xa+d)+ad—bc =N —=Tr(A)\+ |A|. Zdroven vsak mdme zarucenou
existenci komplexnich vlastnich cisel. Tedy charakteristicky polynom se dad
zapsat pomoct vlastnich cisel Ai,\s nasledovné:

p(A) = (A=) (A=X2) = X2 = X(A\1+X2) + M 2. Z poslednich dvou rovnosti
pak plyne:

|A] = A Ag

TT(A) = )\1 + )\2.

Pritom zrejmé determinant a stopa matice jsou redlnd cisla. A predpokld-
degme, Ze jsou také nenulovd.

Je-li |A] < 0, potom z predeslého lemmatu jsou obé vlastni ¢isla redlnd a
tudiz jedno z nich je kladne.

Je-li |A| > 0, potom z predeslého lemmatu jsou obé vlastni ¢isla bud redlnd
nebo komplexné sdruZend. Jsou-li ovsem tato cisla redlna, pak maji stejné
znameénko. A toto znaménko je pak jisté stejné jako znaménko stopy této
matice. Jsou-li komplexné sdruzend tj.

A = a+ib, Ay = a — ib. Potom jisté plati: M ds = a®> +b* a \; + \s = 2a.
Je-li 2a = Tr(A) > 0, pak jisté maji obé viastni ¢isla kladnou redlnou cédst.
Je-li 2a = Tr(A) < 0, pak jisté maji obé vlastni ¢isla zdpornou redlnou éast.

Dusledek 3.4 Necht mdme diferencidlni rovnici: v’ = F(z), kde v = ( il )
2

a F je spojité diferencovatelné zobrazeni z R* do R?. Necht ddle 2° je sta-
ciondrni bod této rovnice tj. F(z°) = 0. Je-li A = VF (), potom plati:
Je-li |A] > 0 a Tr(A) <0, potom staciondrni bod z° je stabiln.

Je-li |A] < 0 nebo (JA] > 0 a Tr(A) > 0), potom staciondrni bod x° je
nestabilnd.
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