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Uvod

Tématem diplomové prace je porozuméni déti slovnim uloham o pohybu. Bylo
zvoleno pfedeviim na zakladé dlouhodobé&jsiho zajmu autorky o tématiku v priibéhu studia.
Prace tak navazuje na pfedchozi vyzkumy, které se zaméfovaly na slovni ulohy, a vyuziva
poznatkd, v nich ziskanych.

Oblast slovnich uloh o pohybu byla zvolena jako zastupce typickych tloh, které jsou
détem pfedkladany ve $kolach a déti tak maji vice ¢i méné naudeny specificky postup pro
jejich feseni (jak bylo zjiSt€no v jedné z pfedchozich praci). Jsou tak protikladem ke slovnim
Gloham o vé&ku, které byly zkoumany v postupové praci a byly ukazkou spiSe netradi¢nich
uloh. Ulohy o pohybu tak nabizeji moZnost srovnani feSeni jejich typovych podob a
komplikovanych variant a schopnost Zakt uplatnit nau¢ené postupy pfi komplikaci zadani. To
je také jednim z cilt prace.

Prace si dale klade za cil sledovat specifika tohoto typu tloh a s tim spojena specifika
feseni v&etn& specifickych chyb, kterych se studenti ¢asto v tomto typu tloh dopoustgji.

Daldim cilem je podrobné sledovat a analyzovat rtiznorodé postupy studentl
z kvalitativniho hlediska a snaha popsat jejich reprezentace loh a myslenkové postupy pfi

feSeni.



1 Vymezeni slovnich uloh
Pfi vymezeni pojmu slovni tloha se mizeme setkat naptiklad s nésledujicimi

definicemi:

,»Slovnimi wlohami rozumime ve Skolské matematice takové ulohy, v jejichZ zaddni se
vyskytuji objekty, jevy a situace (se svymi rozmanitymi viastnostmi a vztahy) z nejriznéjsich
mimomatematickych oblasti.* (Odvarko 1995 in Novotna 2000, s. 10).

»Slovni iiloha je takovd uloha, kde je obvykle popsdna urcita redlnd situace (napr.
s ekonomickou, pFirodni, fyzikdlni spolecenskou ¢i jinou tematikou) a ikolem FeSitele je urcit
odpovédi na poloZené otdzky.” (Kufina 1989, s. 61). V téchto definicich vidime, Ze za hlavni
znak slovni tlohy autofi povazuji odkaz na readlnou (mimomatematickou) oblast.

Vymezeni je velmi podobné i v zahrani€ni literatufe, kde je pro pojem slovni uloha
nejvice zakotven termin ,,word problem“, ale miZeme se setkat i sjinym oznaenim,
napfiklad ,,verbal problem®, ,;story problem* apod. Napf. Semadeni (1995), stejn€ jako Cesti
autofi, popisuje slovni ulohy jako néco, co by se mélo vztahovat k redlnému kontextu a stavi
je do opozice k ,,¢isté matematickym problémim* (,,purely mathematical problem*).

Kromé& odkazu na reélnou oblast je jednim z nejdilezitéj$ich kritérii pro odliSeni
slovnich Gloh od jinych (jak ostatng vyplyva z nazvu) slovni formulace daného problému.
V tomto misté vznikd urCitd nejasnost, vyplyvajici ztoho, Ze neexistuje Zadnd pfesné
vymezena hranice mezi tim, co je§t€ 1ze povaZovat za slovni Glohu a co uz nikoliv. Napf.
tloha: Honza mad 8 jablek a Jana ma 5 jablek, kolik jablek maji dohromady? je zcela jisté
slovni tloha. Uloha: 8 + 5 = ? zcela jisté neni. Existuje ale fada uloh, o kterych by se dalo
diskutovat. Naptiklad Gloha: Kolik je dohromady 5 a 8? (Semadeni 1995). Nejcast&jsi
zékladni kritéria slovnich uloh (ktera budou dodrzovana v této praci) vymezuje napiiklad
Hejny (2003) a koresponduji s vymezenim pojmu slovni uloha ve vy$e zminénych definicich.
Prvnim kritériem je textové ukotveni a druhym je propojeni na mimomatematickou zkusenost
Zaka.

Odvarko, Calda a kol. (1990) rozdé€luji slovni dlohy jesté¢ dale a lépe tak definuji
tlohy, které stoji na pomezi mezi matematickou a slovni lohou, nebot’ se jedna o Glohy
zadavané slovné, ale neni zde vazba na mimomatematickou oblast. Takové ulohy nazyvaji
slovni matematické tlohy, které se od matematickych uloh li§i tim, Ze nejsou vyjadfeny
v ptislugném matematickém jazyce kalkulu. Hovofi uz sice o Cislech, rovnicich atd., ale feSitel
musi zvolit jejich oznadeni pfi transformaci Glohy (pfekladu do symbolického jazyka

algebry). Reseni takové ulohy pak ukazuji na schématu: Slovni matematicka uloha — pfeklad



— matematicka uloha — vysledek matematické ulohy — vysledek slovni matematické ulohy.
Takovou ulohou mutze byt naptiklad: Najdéte takové Cislo, Ze po odecteni jeho tretiny a
Ctvrtiny zbude 8. (Odvarko; Calda a kol. 1990, s. 208). Za odli§né povaZuje slovni Glohy s
nematematickym obsahem. Na rozdil od pfedchozich se jedna o Glohy s textem, ve kterém se
zjevné vyskytuje alespoii jeden termin nepatfici do jazyka Zadné matematické teorie (to jsou
zfejmé slovni ulohy, které maji na mysli vy$e zminéni autofi). Tedy slovni matematicka uloha
se nachdzi v ramci matematiky a transformuje se na jinou matematickou lohu, pfitom se
piekondva jen ,jazykova bariéra“ uvnité matematiky. Slovni twloha s nematematickym
obsahem uZ stoji mimo oblast matematiky. Pfi jejim pfevodu na matematickou tlohu uz nejde
o transformaci, ale o konstrukci matematické ulohy (nebo také matematizaci slovni ulohy),
ktera vystihuje néco ze slovni Ulohy, ale neni jiZ vzdy pfesnym obtiskem. Schéma feSeni
takové ulohy vypada oproti slovnim matematickym uloham takto: Slovni Gloha —
matematizace — matematicka Gloha — vysledek matematické dlohy — interpretace —
vysledek slovni ulohy. Matematicka uloha je vyjadiena pomoci matematickych pojmda, tudiz
z plné reality slovni ulohy vystihuje pouze to, co matematické pojmy vibec vystihuji
z realného svéta (kvantitativni vztahy, polohové vztahy, operace atd.). Proto dochézi k tomu,
Ze jedna a taz slovni loha mize byt matematizovana riznymi zpusoby a vést tedy k riznym
matematickym Gloham.

Pfi feSeni slovnich uloh mohou fesitelé prochdzet riznymi fazemi tohoto feseni.
Jednotlivi autofi se vice ¢i méné€ v rozdéleni fazi 1idi. Naptiklad u Tiché (1982) nalezneme
nasledujici rozdéleni:

e Pfeclteni textu
e Vlastni formulace podminek ulohy a stanoveni cile
e Volba metody feSeni
e Uziti metody
e Dosazeni vysledku
¢ Hodnoceni metody
Toto rozdéleni je zaméfeno na cely proces, s vét§im dirazem na samotné feSeni

matematického problému.



2 Uchopovani slovni ulohy

K tématu porozuméni slovnim uloham je velmi zajimava pocate¢ni faze uchopovani,

kterou vice rozpracovavaji autofi Hejny (2003) a Novotna (2004). V této fazi se jednad o

proces, ktery probihd ve védomi feSitele pti vnimani textu ulohy. Oba autofi uvadéji jakési

subfaze tohoto bohatého procesu.

Hejny popisuje tyto vrstvy Ctyfi:
Vrstva pFibéhu ¢i situace

Tyka se rdmcovych piedstav o uloze. Tato vrstva se podle Hejného sklada z
expozice avyzvy. Expozice piedstavi pfib&h ¢&i situaci afeSitel si o tom tvofi
piedstavu. Vyzva rozbéhne a orientuje fesitelsky proces. Hejny zkoumal tuto vrstvu
slovni ulohy tak, Ze vybizel Zaky, aby mu fekli zadéani slovni ulohy vlastnimi slovy.
Vrstva objekti se tyka toho, co tvoii ,podmét” textu alohy

Za objekty lohy Hejny povazuje viechny osoby, pfedméty, udalosti, stavy...,
o kterych uloha hovoti. Mimoto rozli§uje objekty, které se v tloze vyskytuji pfimo a
objekty, které se vyskytuji neptimo.

Vezmeme-li naptiklad slovni ulohu:

Dnes jsou Barbore 3 roky. Za nékolik let ji bude presné tolik roki, kolik je Anné dnes.
Za tu samou dobu uz bude Anné 19 let. Kolik rokii je Anné dnes?

Objekty ulohy, které jsou zastoupeny pfimo, jsou naptiklad Barbora, Anna, vék
Barbory dnes, vék Anny dnes...Za objekty pfitomné nepfimo lze povaZzovat naptiklad
vékovy rozdil Anny a Barbory.

Kromé tohoto rozd€leni se objekty daji také rozdélit na &iselné (poukazujici
pfimo na ¢&islo - v této uloze vék Barbory dnes), parametrické (poukazujici na &islo
nepiimo pomoci pismene - napt. Barbora je o » let star$i ) a zaml¢ené (dle Hejného se
jedna o objekty, které maji byt zjidt€ny — v této uloze vék Anny dnes a v&k Barbory
v budoucnu).

Vrstva vztahi se tyka vazeb mezi objekty iilohy

Obsahuje vSechny vyznamné vazby mezi objekty. Jednd se o kazdou
sémantickou informaci o objektech ulohy. Mohou byt vyjadfeny p¥imo nebo neptimo.
Napiiklad vyrok: ,,Ev€ a Pavlovi se pted tfemi lety narodila dcera Ida“ je neptimé
vyjadfeni vztahu o objektu Id€ - ,Id€ jsou 3 roky*.

Vrstva matematického modelu



Prezentuje piepis textu ulohy do formalizovaného matematického jazyka.
Matematickym jazykem se rozumi nejéastéji rovnice ¢i soustava rovnic, ale mize jim
byt napf. také tabulka, slovni zapis aj. Matematicky model byva nékdy jiz souéasti
pocetniho procesu feSeni (faze 2).

Novotna rozliSuje ve fazi uchopovani tyto diléi procesy:
o Identifikace objektt

Identifikace vztahl mezi objekty

Identifikace otazky

Nalezeni sjednocujictho pohledu

Ziskani vhledu do struktury slovni Gilohy

o O O O o

Vytvofeni matematického modelu

Oba autofi upozornuji, Ze jednotlivé kroky nemusi probihat v pevné posloupnosti.
Jedna se spise o mozZné kroky, které mohou nebo nemusi probéhnout, nebo nékteré mohou
probihat opakované.

Cela faze uchopovani je tedy dle Novotné (2004) jakousi etapou zpracovani informaci
ze zadéani Glohy (kterd zahrnuje diléi kroky), jejimZ vyusténim je vytvofeni matematického
modelu pro fesenou slovni tlohu. Autorka dale popisuje, Ze prvni model zadani slovni ulohy
si zak konstruuje ,,v hlavé* a tento model nazyva mentdinim modelem (viz dale). Ten mize
nasledné zak z nejriznéjSich dtvodi ,,zvefejnit“ pisemnou nebo ustni formou. Pieklad
mentalniho modelu do znakového systému, referenéniho jazyka, oznaduje jako kddovdni.
(Mysli tim to, co se v kognitivni psychologii ozna¢uje jako externi reprezentace, resp. spise
exteriorizovana forma mentalni reprezentace?)

U terminu koédovani informace v literatufe naraZime na problém, co muZe byt
kédovanim mysleno. Zalezi mimo jiné na tom, co je minéno terminem informace, ktera je
kddovana. Lze rozlisit minimaln€ dvoji pojeti toho, co je kddovano: bud’ se referuje o vstupni
senzorické informaci ve smyslu dat a nebo vedle toho o psychickém obsahu, nazyvaném v
daném kontextu také informaci (Teichman 2006). Tedy vztihneme-li toto dvoji pojeti
informace na problematiku kdédovani slovni ulohy, miZeme ho chapat takto: V prvnim
ptipadé jde informace (senzorické) zvnéjsku a kédovani pak znamend pievedeni této
informace do podoby mentalni reprezentace. V druhém piipadé jde o kodovani ve smyslu
exteriorizace jiz vytvofené mentalni reprezentace na uréitou formu reprezentace externi
(obrazek, zapis, vysvétleni...). V pojeti Novotné jde spiSe o druhy vyznam kédovani.

Novotna hovoti o ptevedeni mentalniho modelu do znakového systému, tudiz v jejim pojeti
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koédovani jde spiSe o zakdédovani informace ve smyslu psychického obsahu (mentalniho
modelu). Vysledny pisemny zaznam pak nazyva legendou. U legendy rozliuje tyto typy:

Slovni - zkraceny zdznam zadani, tvofeny slovy, ktera fesitel povazuje za vyznamna

pro pfevedeni zadané tlohy na tulohu ¢ist¢ matematickou. Slovni legenda miZe

obsahovat jesté dalsi doplriujici symboly (fady teéek, Sipky...).

Tabulkova - uspotfadani informaci ze zadani do tabulky. Jedna se v podstaté o zvlastni

formu legendy slovni.

Obrazkova - informace uvedené v zadani zachycené do schématu nebo obrazk?, které

s riznou mirou vérnosti odpovidaji kontextu ulohy. Tyto obrazky a schémata mohou

byt vybaveny slovnimi poznamkami.

Algebraicka - legenda, v niZ jsou vztahy mezi objekty vyjadfeny formou rovnic.

Podobné cely proces popisuje i Strnadova (2003). RovnéZ hovofi o tom, Ze pfedstava
situace slovni ulohy mutZe probihat pouze v ptedstavé fesitele (pak to dle mého nazoru ziejmé
odpovidd mentalnimu modelu u Novotné). Tvrdi, Ze East&ji je zapottebi jejiho znazornéni,
které miZe mit nékolik podob - graf, tabulka prace s modely...to pravdépodobné odpovida
legend&. Strnadova ale pfipousti kromé& legendy — tedy né&jak zapsané (zakreslené) podo
jiné zpiisoby vyjadfeni mentalni reprezentace situace navenek. , Ziskdni predstavy o situaci
ulohy miize usnadnit jeji VIZUALIZACE (ndkres, model, schéma, model, ktery je moZné
vnimat zrakem), VERBALIZACE — popis predstav o dané situaci pomoci pFirozeného jazyka —
slovné nebo pisemné nebo SYMBOLIZACE - ke zndzornéni situace je uzito symboli, se
kterymi je moZné ddle operovat.“ (Strnadova 2003, s. 16). Podle mého nazoru bude
symbolizace a vizualizace v tomto pojeti zfejmé& vZdy korespondovat s uréitym typem legend,
které popisuje Novotna, oviem zde je pfipusténa i verbalizace. Tedy to, Ze Zak neznazornil
mentalni model na papir, je§t€ neznamena, Ze si ho neexternalizoval jinym zpisobem
(nezrekapituloval polohlasem nebo dokonce nahlas ¢i v myslenkach — pomoci slov).

Pokud pracujeme pouze s pisemnymi zdznamy studentd, je pochopitelné, Ze se
mlzZeme opfit pouze o pisemné zaznamenané legendy. Mezi jednotlivymi typy jsou ale

znaéné rozdily. Naptiklad slovni legenda miZe vypadat takto:
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Vidime, ze zde pravdépodobné doslo k prvnim tfem fazim uchopeni Glohy (mys$leno
fazovani Novotné). Nemuselo ovSem nutné dojit k nalezeni sjednocujiciho pohledu a ziskani
vhledu do struktury slovni ulohy. Podle mého nazoru je tomu stejné tak i u tabulkové ¢i
obrazkové legendy. Vzdy pravdépodobné dochazi k identifikaci objektd a mozna i vztaht
mezi nimi, ov§em to je$t¢ neznamena, Ze dojde ke skuteénému nalezeni sjednocujiciho
pohledu a ziskani vhledu do struktury ulohy (tedy vytvofeni jakési mentalni reprezentace
zadani neznamena je$t€ skute¢né pochopeni). Podivejme se na nasledujici piiklad
z pfedchoziho vyzkumu (Schoéffelova 2005):

Je dana uloha: Evina maminka je o 8 let starsi, neZ je trojndsobek véku Evy. Za 20 let
bude Eva dvakrat mladsi nezZ jeji maminka. Kolik let je nyni Evé a kolik jeji mamince?

Regitel provedl nasledujici vypodet:

Spravné zapsal podminky Ulohy - pochopil tedy vztahy a zcela spravné sestavil
legendu. Poté ale sestavuje zcela nelogickou soustavu rovnic. V prvni rovnici s¢ita vé€k Evy a
matky v soucasnosti, coZ by se podle jeho zapisu mé&lo rovnat souétu véku Evy a matky
v budoucnosti. Pokud dva lidé zestarnou, musi byt soudet jejich vé€ku vzdy vétsi o dobu, kterd
uplynula, nez byl jejich souet véku v minulosti ¢i souéasnosti. Pokud by tedy chtél sgitat
soucet jejich veéku, musi vzdy znat dobu, ktera uplynula. V tomto pifipadé by pak rovnice
musela vypadat takto: x + 3x + 8 + 40 = x + 20 + 3x + 28. Pak by se ob¢ strany rovnaly, ale
stejné by se z toho nedalo vypocitat x. Ve druhé rovnici zapsal tvrzeni, Ze soudet véku Evy
dnes a v budoucnu se rovna souc¢tu Eviny matky dnes a v budoucnu, coz samoziejmé nemuze

byt pravda.
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Z toho jasné vyplyva, ze kddovani a legenda nepfinaseji nutn€ nalezeni sjednocujiciho
pohledu ulohy a tak nemilZe byt vytvofeni matematického modelu ve smyslu legendy
zavrsenim celého procesu uchopovani ulohy. Ve skute¢nosti se zd4, Ze Novotna povaZuje za
matematicky model nejen legendu, kterd je pouze prvni fazi, ale téZz vytvofeni zékladu pro
vypoéet matematického problému, ktery uz po mechanickém matematickém vypoctu vede
k feSeni (tedy vétSinou sestaveni rovnice, popf. modelu ,,v hlaveé®, ktery vede k pocitani a
vysledku. Na to uZz je potieba, aby prob&hly i posledni 2 faze uchopeni). Vyplyva to i z popisu
nevyhod Sipkové legendy u autorky:

., PFilis sloZita forma legendy (hlavné pri vétsim poctu Cdsti), z niZ FeSitel neni schopen
nabyt celkovy vhled do struktury ulohy.” (Novotna 2000, s. 32). Zde je vidét, Ze i sama
autorka nepovaZuje samotnou legendu za matematicky model jako vrchol celého uchopeni
ulohy, ale za néco, co matematickému modelu pfedchazi, nebo za dil¢i &ast.

Novotna hovoii o specifickém typu obrazkové legendy — usetkové legendé (v
souvislosti s ilohami o déleni celku na nestejné &asti). Tento typ je pro praci dulezity
vzhledem k tomu, Ze je dosti typicky i pro slovni Glohy o pohybu. Jedna se o legendu, jejiz
referenéni jazyk obsahuje uUse¢ky, pomocné znaky a dal§i symboly vyznadujici napf. jiZ
znamé hodnoty nebo dalsi odhalené vztahy. Kvantitativni vztahy jsou zde vét§inou
znazoriiovany nepiesné, formou pfibliznych naérti. U tohoto typu legendy Novotna uvadi
dulezity typicky rys — sériové vytvafeni a vhled do struktury ulohy po vyznaéeni vztahi mezi
Use¢kami. Tato legenda mé tedy napomahat pochopeni slovni tulohy a vytvofeni
odpovidajiciho matematického modelu.

U algebraické legendy je situace jina, zde dochdzi v podstat® k vytvoreni
matematického problému uZ v legendg.

Legenda (at’ uz kterykoliv typ) miZe byt velice zajimavym aspektem procesu feSeni
slovni ulohy. Z tohoto hlediska se nabizi nékolik otdzek:

K ¢emu legenda Zakim slouZi? Pro¢ ji tvofi? Potfebuji ji? Potiebuji ji pravé pro
vytvofeni matematického modelu, potazmo pro nalezeni sjednocujiciho pohledu a ziskani
vhledu do struktury ulohy? Je tedy legenda ,,zvefejnénym*“ mentdlnim modelem ulohy
(exteriorizaci mentalni reprezentace)?

Novotna uvadi uréité divody tvofeni legendy, resp. ,,uvefejnéni” mentdlniho modelu
jednat o vnitini potiebu zéka: ,, VytvoFeny mentdini model je prilis sloZity pro dalsi mentdlni
manipulace s nim, Zdk si potFebuje uvolnit okamZitou pamét’ pro dal$i cinnost; uverejnéni

modelu mu pomiize rozhodnout o dalSich manipulacich s odhalenymi relacemi mezi objekty.
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(Novotna 2004, s. 370). Krom¢ toho se muZe jednat o vnéj§i okolnosti, coz mlze byt
naptiklad vyZzadovani exteriorizace mentalni reprezentace osobou, ktera s fesitelem pracuje.

K legendé se ale kromé diivodu jejiho pouZziti mohou vztahovat jesté dalsi otazky.
Pokud je legenda onim ,,zvefejnénim* mentalniho modelu, co je timto mentalnim modelem
my$leno? Znamena mentalni model pfesnou pfedstavu situace (popf. pfimo realné situace
z mimomatematického prostfedi — tedy zaloZenad na principu imaginativaiho kédovdni)? Je
mozné legendu vytvofit i bez této piedstavy? Jak souvisi podoba legendy s mentalnim
modelem ulohy? Je nutné si tento mentalni model vytvofit pro usp&§né vyfeseni slovni tlohy?
Je nutné si ho vytvofit pro skutené pochopeni? Je pravé tento mentalni model (ve smyslu
piedstavy realné situace — tedy imaginativni reprezentace) onim skutenym pochopenim
slovni ulohy? Kde se kédovani, potazmo legenda (nebo snad i mentalni model), v procesu
feSeni slovni Glohy nachazi? Je to skute¢né na za¢atku? Znamena to tedy, Ze pochopeni (ve
smyslu mentalniho modelu) ptedchazi kédovani (ve smyslu, ktery uvadi Novotna)? Nemuze
také kodovani pfedchazet a napomahat pochopeni?

Objasnéme nejdiive kognitivné psychologické pojmy mentdini model a mentdlni

reprezentace.

2.1 Mentalni reprezentace a mentalni modely
Mentalni reprezentace je v oblasti kognitivni psychologie velmi diskutovanym

tématem, které prochdzelo sloZitym vyvojem a snad je§t& vice neZ u ostatnich prvka
pojmoslovného aparatu kognitivni psychologie je jeji definice velmi obtizna. Pro mé ucely se
zda nejvystizn€jsi toto vymezeni mentalni reprezentace: ,, Mentdlni reprezentace je findini
vysledek kédovani informaci, ktery je bud' uloZen v paméti (v pFipadé dispozicni mentdini
reprezentace), nebo je soucdsti proudu uvédomovanych informaci (v pripadé aktudini
reprezentace) - jednd se tedy jak o proces, tak o vysledek.“ (Sedlakova 1992 in Sedlakova
2004, s. 50) V definici miZzeme vidét pouZziti podobnych termini, jaké lze vidét u Novotné
v popisu prace se slovni ulohou. Lze pfesné zaznamenat rozdil v pojeti kédovani, ktery
popisuji vy$e. Zatimco Novotna oznacuje jako kédovani prevadéni mentalniho modelu (tedy
informace z psychiky) do vnéj$iho svéta (pomoci legendy ¢&i slovniho popisu), zde je
kédovani pouzito ve smyslu opatném — tedy jako zpracovani informace z vnéj$iho svéta do
podoby mentalniho modelu (¢i reprezentace).

U mentalnich reprezentaci se v psychologii diskutuje n€kolik otazek, zejména:

o Vlastnosti (emergenéni charakter, rekurzivni charakter, mapovéni a dimenzionalita).
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e Formy: jednoduché formy (zejména imaginativni a propoziéni kéd) versus sloZit&jsi
formy (schémata, scénafe, ramce a mentalni modely).

e Druhy: aktualni (aktualné uvédomovany proud védomi) versus dispozi¢ni (totoZna s
paméti, jez miiZe byt tedy dale ¢lenéna dle ¢lenéni pamét'ovych procest).

e Mody: explicitni a implicitni.

e Urovné: co je pfedmétem mentalni reprezentace. (Sedlakova 2004)

Na rozebirani viech diskutovanych bodt neni v této praci prostor, ov§em ziejmé by se
vSechny popsané aspekty daly na feSeni slovnich tloh aplikovat (a miZe to byt ptedmétem
piistiho zkoumani). Nyni se zamé&fme na problematiku forem mentalnich reprezentaci, které
lze aplikovat pravé na fazi uchopovani slovni tlohy, kédovani (v Novotné terminologii) a
tvofeni legend. Otazka forem je také tou nejvice diskutovanou mezi jednotlivymi autory.

Jesté¢ neZz piejdeme ksamotnym mentdlnim reprezentacim, je nutné zminit
reprezentace jako takové. Ty mohou mit v zasad€ dvé podoby — externi a interni (mentalni).
Sedlakova rozdéluje externi reprezentaci na reprezentaci, ktera je zprostfedkovana feéi, tedy
verbélni, a na reprezentaci, kterd je zprostiedkovana analogovym médiem, tedy zobrazenim,
kresbou, malovanim apod. Sternberg (2002) v prvnim pfipadé hovofi namisto verbalni o
symbolické reprezentaci, kterd je zprostfedkovana slovy nebo abstraktnimi vyroky
(propozice).

Sedlakova (2004) uvadi né€kolik hlavnich rozdild mezi jazykem a zobrazenim — tedy
mezi obéma druhy externi reprezentace:

e Jazykova je utvafena z diskrétnich symbold, slova mohou byt rozélenéna do pismen,
coZ jsou nejmensi jednotky, jichZ je moZné pfi rozboru uzit. Naproti tomu u obrazové
reprezentace takto postupovat nelze, ta nemize byt rozélenéna do takovych jednotek.

e Jazykova reprezentace uZiva explicitnich symbolt, které zastupuji véci, jeZ jsou
reprezentovany. Ve srovnani stim obrazové reprezentace neobsahuje distinktivni
symboly pro reprezentaci véci.

e Symboly pii jazykové reprezentaci jsou organizovany podle pravidel, pfi jejichz
poruseni je naru$en smysl. Ve srovnéni s tim obrazové reprezentace takova pravidla
nenese.

e Jazykova reprezentace je abstraktni, amodalni, miZe pochazet z jakékoliv formy
percepce a nenese piimy vztah k dané modalité. Obrazovéa reprezentace je naopak

asociovana pouze s vizudlni modalitou informace.
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Sternberg (2002) vidi hlavni rozdil ve vztahu reprezentace a reprezentované informace
— v ptipadé zobrazeni (obrazové reprezentace) se jednd o vztah analogicky, zatimco u
symbolické reprezentace se jedna o vztah arbitrarni.

Dilezitou otazkou jsou ale reprezentace mentalni (tedy interni). Nazory na formy
mentalni reprezentace nejsou dosud jednotné. Sedlakova (2004) hovofi o nastrojich mentalni
reprezentace, jimiZ jsou dva druhy kddu — imagenovy a propozi¢ni (a pochopitelné smiSené,
mezi které patfi mentalni modely). Jedna se o rozli§eni pfipominajici Paiviovu hypotézu
dvojiho kédovani, ktera hovofi o tom, Ze ,,...mentdlni pfedstavy jsou analogové kody, ().
formy reprezentace znalosti, které uchovdvaji zdkladni percepcni znaky cehokoliv, co je
reprezentovdno)... “ (to lze pfirovnat k imagenovému kédu), a ,, ... mentdlni reprezentace slov
jsou reprezentovany v symbolickém kddu (forma reprezentace znalosti arbitrdrné -
ndhodnym, ale dohodnutym zpiuisobem - volend coby zdstupce néceho jiného, tato forma se
percepéné nepodobd tomu, co je reprezentovdno)“. (Sternberg 2002, s. 248) Verbalni
informace je tedy zpracovana a reprezentovana odliSnym zptisobem neZ informace plynouci
z piedstav. Tedy pro mentalni reprezentaci védéni uZzivame dva odlisné kody — analogovy
(zaloZeny na pfedstavivosti) a symbolicky (slovni).

Bruner (1966 in Sedldkova 2004) na rozdil od toho piedpoklada tfi formy reprezentace
— enaktivni, kterd ma podobu gest, vyrazi tvafe, pohybii majicich vyznam; ikonickou,
zaloZenou na uchovani stop po percepci pfedméti — je vyS$S§im stupném reprezentace;
symbolickou, ktera je nejvy$sim stupném a je zavisla na osvojeni jazyka. Podobné Pylyshyn
(1973 in Sedlakova 2004) koncipuje vedle verbalniho a nonverbalniho kédu jesté tieti, ktery
by umozitoval interakci obou kédu, pfipadné prevedeni obsahu jednoho kédu do druhého.

Dalsi pojeti mentalnich reprezentaci, které¢ uvadi Sternberg (2002) nabizi zcela jiny
pohled: NaSe mentalni reprezentace se podobaji abstraktni formé& propozic (vyroki).
Piedstavy jsou pouze epifenomeny — druhotné jevy, které jsou vysledkem jinych kognitivnich
procest. V podstaté tedy hovofi pouze o propozi¢nim kédu, ktery ma ale v tomto pojeti jiny
vyznam, neZ v pojeti Paivia. Propozi¢ni kéd je zde vysvétlovan takto: ,, Vyrokova (propozicni)
Jorma mentdini reprezentace neni ani ve slovech, ani vobrazech - spiSe je v abstraktni
podobé reprezentujici vyznamy, které jsou podkladem znalosti. Vyrok reprezentujici vétu si
tudiz neponechdva ani akustické ani vizudlni vlastnosti slov, vyrok tykajici se obrdzku si
neponechdvd exaktni percepcni podobu tohoto obrdzku. Podle tohoto vyrokového neboli
propozicniho pohledu na véc jsou jak obrazky, tak slovni formulace mentdlné reprezentoviny
vpojmech jejich hloubkového vyznamu - lj. jako vyroky, ne jako specifické obrdzky nebo
tvrzeni. “ ( Clark; Chas 1972 in Sternberg 2002, s. 250).
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Z vyzkumd, které uvadi Sedlakova (2004),vyplyva tedy, Ze v§eobecné vzato se hovofi
o dvou typech mentalni reprezentace, resp. kodu — imaginativni (¢i imagenovy, analogovy) a
propozi¢ni (¢i symbolicky), ktery ma rizny vyklad — viz vySe.

Kromé toho je dilezité je§t€ rozdéleni na mentalni reprezentace dispozi¢ni, tedy
reprezentace uloZené v paméti, a aktualn€ se prezentujici reprezentace v mysli, na jeji védomé
trovni. Souvisi to s pojetim vnimani textu (naptiklad zadani slovnich uloh), jak ho uvadi Cap
(2001, s. 479,480): ,Klicovym okamZikem percipovadni textu je porozuméni. Obecné je
charakterizovano jako proces, pFi némz jedinec mentdlné konstruuje vyznam a smysl toho, co
o tom vi a co vnimd. “ ,, S procitanim textu Ctendr dekdduje obsah precteného; procitand slova
u néj vstupuji do okamzité paméti. Soucasné jsou z dlouhodobé paméti védomé aktivovany
dosavadni znalosti, které by mohly. souviset spravé vnimanymi informacemi. (tedy
dispozi¢ni reprezentace). Reprezentace jsou v dlouhodobé paméti uloZeny v riznych forméach.
Zasadni je pfedev8im rozdil v ukladani poznatku, jehoz obsahem je urdity fakt, znalost ¢&i
védomost, a osvojenim ur€ité mentalni operace, dovednosti, procedury (Sedlakova 2004).
Rumelthart (1979 in Sedldkova 2004) a Winograd (1975 in Sedlakova 2004) rozlisuji
reprezentace na deklarativni a proceduralni (coz se v psychologii pouZziva také pro rozliSeni
dvou druht paméti jako takové). Deklarativni reprezentace zpracovavaji a ukladaji fakta, data,
védomosti. Na rozdil od toho proceduralni tvofi postupy, jak uplatnit interiorizovana pravidla
k vytvofeni nového obsahu. Kromé vykoni typu ,jak si zavazat boty* muiZe jit také o
dovednosti pro vykon na symbolické urovni. Mezi oba bloky paméti je navic viazena jesté
tzv. operaéni pamét, ktera zprostfedkovava jejich interakci. Deklarativni postupuje do
opera¢ni fakta a data, procedurdlni navody k vykonani pfislusnych procedur (Sedlakova
2004).

Dispozi¢ni reprezentace se zda byt obzvlasté dileZitou v samotném procesu feSeni
slovni tlohy, kdy Zaci pouZivaji uZ nau¢ené (tedy urditym zpisobem dfive reprezentované)
postupy feSeni, tedy nehledaji pro kazdou novou ulohu nové, originalni feSeni (alespoil
vétSinou ne). Dle popisu typl dispozi¢nich reprezentaci se zda, Ze vstupuji do hry oba.
Studenti jednak vyuZzivaji naucené postupy (proceduralni reprezentace), které jsou do opera¢ni
paméti postoupeny na zaklad€ identifikace podobnosti s jiz dfive fe§enou ulohou, jednak
mohou byt vyuzivany &isté faktické dispozi¢ni reprezentace (napfiklad vzorec s = v.£, pokud
je zapamatovan mechanicky). To uz ¢aste¢né pfedbihame k dalSi fazi feSeni dlohy (viz dale).

Namisté je je§té objasnit termin mentdlni model, ktery je dle Sedlakové (2004)
smiSenou formou mentalnich reprezentaci. Pfesné definovani uvadi napf. Sternberg (2002,

5.603), jedna se o , vnitFni reprezentace informace, kterd uritym zpiisobem souvisi
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(odpovida, koresponduje) na zdakladé analogie s tim, co je reprezentovano. MiiZe obsahovat
analogické i symbolické ¢i propozicni formy. “

Dulezitou otazku klade Sternberg (2002, s. 246): ,, Odpovidaji mentalni reprezentace
zminénym externim ‘podobam? Jsme nositeli mentdlnich scénaru (obrazki) a mentadlnich
vypravéni (slov)?“ Na tomto misté je dilezité odlisit externi reprezentace jako standardni
zplisoby znazornéni ¢i jiného vyjadfeni, pouzivané v oboru (spole€enstvi, kultufe), tzn.
reprezentace svou povahou univerzalné kulturné sdilené, a externi reprezentace ve smyslu
exteriorizace individualnich mentalnich reprezentaci, platnych v aktudlné pouzivaném
kontextu. V textu bude dale pro toto pojeti pouzivano oznadeni exteriorizace mentalnich
reprezentaci.

Pro zaméfeni prace se nabizeji jesté dal$i otazky. Zda, jak tvrdi Novotna (2004), si
Zaci skute¢né prvni model zadani konstruuji ,,v hlavé®, tedy dochazi k vytvofeni mentalni
reprezentace (¢i mentalniho modelu) slovni ulohy. Jak Zaci reprezentuji zadani takové ulohy,
kterou vidi poprvé? Dochazi v prib&hu fesSeni k pouZivani jiz dfive vzniklych reprezentaci
v jinych ulohach tohoto typu? Jak Zaci reprezentuji znamé schéma (at’ uz matematické nebo
sémantické) uloh o pohybujako takovych? Jak reprezentuji pfedstavena typova feSeni? Jak je
vyuzivaji ve svém feSeni? Jak reprezentuji v téchto ulohach pouzivané vzoretky? Jak
pouzivané modely ¢i reprezentace vypadaji? Ktery kod pravdépodobné pouzivaji a jak souvisi
zplsob zadani slovni ulohy s pouZitym kédem? Do jaké miry souvisi exteriorizovana forma
mentalni reprezentace (zpravidla v legend€) s podobou mentalni reprezentace a pouZitym

kédem? Hledani odpovédi na tyto otazky bude jednim z cild vyzkumné &asti prace.

2.2 Hledani zpusobu reseni
Postoupime-li dal od prvni faze feSeni dlohy - tedy jejiho uchopeni, studenti musi

nasledné pfijit na to, jak ulohu fesit. Ticha (1982)/ma rozdil od Hejného (2003) a Novotné
(2004) se ve svém fazovani procesu vice zaméfuje pravé na samotné feSeni. Volbu metody
feSeni popisuje jako samostatnou féazi, pod kterou se miize skryvat bohaty psychicky proces.
Tuto fazi povazuji za dilezitou z hlediska zaméru prace. Slovni ulohy o pohybu jsou totiz u
Zakh obvykle spojeny se zcela specifickou (pro jiny typ uloh nepouzZitelnou) metodou feseni,
kterou maji tendenci pouZit, a muiZe se zde projevit styl vyuky uclitele pfi zadani
komplikovanych tloh.

O psychickém procesu, ktery se skryva za volbou metody fe§em'/hovof1' Hejny (1995)
v jiné souvislosti. Popisuje tuto fazi jako hledani skriptu. Tento pojem je znamy spiSe z

kognitivni psychologie (R.C. Schank, R.P. Abelson, 1977 in Hejny, 1995). Jedna se o
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pamét'ovou strukturu, kterd operacionalizuje podnét do stereotypniho fetézce kroki. Jedna se
o mechanismus podnét — skript - stereotypni konani. V psychologii se o skriptu mluvi
v souvislosti se situacemi, jako je nav§téva restaurace apod. Souvisi to do velké miry s vyse
zminénym procesem postupovani obsahii proceduralni a deklarativni paméti do paméti
operacni, které se d&je na zakladé spusténi identifikace podobné situace (Hejny 1995). Hejny
(1995) hovoti o skriptech v fesitelskych procesech v matematice. Zaci maji obvykle n&jaky
obecny skript na feSeni slovnich uloh obecné. Tyto skripty jsou ale je§té rozélenény na
specifické skripty (podle mého nazoru se jedna o to, co béZné oznalujeme jako algoritmy),
které jsou naucené pro uréity typ slovni ulohy. Kdyz zak zaéne &ist slovni Glohu, zpravidla se
v jejim zadani objevi uréité misto, které spusti ptislusny skript pro tento typ slovni ulohy.
Takové misto Hejny nazyva prikazovy idiom, nebo také signdl. Tento signal se muZe skladat
napiiklad jen z jediného znaku &i slova. Schéma feSeni takové slovni ulohy, kde zak zna
pfislu$ny skript, pak vypada takto:

Pfikazovy idiom (signal) — ulohové schéma (skript) — stereotypni fedeni.

K tomuto procesu dochazi pievazné tehdy, je-li zakiim zadana tradi¢ni §kolni slovni
tloha, jakymi mohou byt napfiklad slovni ulohy o pohybu, které jsou centralnim tématem
prace a pro jejichz feSeni existuje skript zcela specificky, ktery ale, jak uvidime pozdéji,
nemusi Zaci viibec pouZit. V takovych slovnich ulohach maji Zaci skute&né vétsinou naudené
schéma jejich feSeni, které miZe byt naucené az do té miry, Ze nedochazi ke skute¢nému
pochopeni. Velice &asto se projevi uZz vokamZiku matematizace ulohy (tedy vytvofeni
matematické ulohy — algebraizace), ktera mize byt pro tyto ulohy téz dosti specificka (viz
dale), nebo v legendg, ktera byva také u riznych z4kd podobna (viz dale). Zak je pak podle
Hejného ,,ztracen, kdyz mu ulohu, na kterou mé naueny skript, n&jakym zpisobem
zkomplikujeme a tloha tak nezapada jiZ zcela ptesné do schématu (Hejny 1995). '

Proto jsou pravé slovni ulohy o pohybu dobrym materidlem pro zji§tovani jejich
skute¢ného pochopeni. V praci s détmi proto budou pouzity ulohy jednak zcela typicky $kolni
bez jakychkoliv komplikaci, v nichZ pravdépodobné Zaci budou pouzivat specificky skript pro

dany typ ulohy (jak uvidime pozdégji, ulohy o pohybu jsou mnoha typt a kazdy ma skript

' K celému tomuto procesu dochazi dle zastanct didaktického konstruktivismu, ke kterym se hlasi
Hejny, Kutina aj.,v ptipad&, Ze , déti maji nauceny presny postup podle ndvodu ucitele, pouhé dosazeni do
vzorcii bez aktivniho zapojeni viastniho rozumu. To vede k deformaci zvané formalismus, coZ je jakdsi nemoc

kognitivni oblasti svéta ditéte. “ (Strnadova 2003).
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trochu jiny) a nasledn& alohy nejriizn&j§im zpisobem zkomplikované, kde pouZiti nau¢eného
skriptu nebude automatické.

Hejny a Kufina (2001) hovofi o tzv. signalu je§t€ v jiné souvislosti. Kromé toho, Ze
Zaci maji Casto spojena ur€ita slova nebo spojeni (signaly, spoustéci idiomy) s pfesnym
postupem pro vypocet (tedy pfimo algoritmus feSeni, ktery se spusti po identifikaci typu
ulohy, coz se stane pravé na zaklad¢ signalu), existuji také signaly, které spousti nikoliv
pfesny postup fe$eni, ale jen urcitou operaci, pro dané slovo typickou. Dle Hejného a Kufiny
jsou tyto signaly détem vitspovany uéiteli v hodinach matematiky?, protoze skutedné existuji
slova, ktera se vét§inou poji s ur€itou operaci (ale nemusi tomu tak byt vzdy — viz dale termin
antisignal). Autofi vytvoteni signalt popisuji na situaci slovni ulohy: V tramvaji jelo 31 lidi.
Na zastdvce 4 osoby vystoupily a 13 pFistoupilo. Kolik lidi jelo ddle? (Hejny; Kufina 2001, s.
24). Zakum je u této tlohy ugitelkou vysvétlovana nutnost dvou krokid operace — nejdfive
od¢itani, poté pfi¢itani. OvSem k t&mto operacim nejsou déti vedeny na zakladé predstavy (&i
demonstrace) realné situace, ale na zaklad€ zdUraziiovani pfedpon vy- a pfi- ve smyslu vy-
znamena odeditat, pfi- znamena pfi¢itat. Tato slova jsou skuteéné vé&tSinou spojena s t&€mito
operacemi. Pokud to ovSem neni zafixovano na zikladé pfedstavy situace ulohy, ale na
zakladé pouhého slovniho signalu, miize dojit v nestandardni situaci k chyb&’. V n&kterych
takovych situacich se totiz vyskytuji tyto signaly, obvykle spojené s urlitou operaci, ve
spojeni s operaci opa¢nou. Napfiklad v uloze Do tramvaje prfistoupilo 5 lidi, takzZe ted jich
tam je 21. Kolik lidi jelo v tramvaji predtim? (Hejny; Kufina 2001, s. 27) je sice pouzito slovo
ptistoupilo, a tak by déti na zaklad€ nauceného signalu mély zacit od¢itat, ovS§em zde je nutné

naopak pfiditat. Pozdgji uvidime moZny vyskyt t&chto signalt ve slovnich tlohach o pohybu.

2 CoZ je dle zastanci didaktického konstruktivismu typickym ptikladem transmisivniho pfistupu.
’ To je dle autord jeden z nastrojd diagnostiky formalismu.
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3 Strategie Feseni slovnich uloh

3.1 Vymezeni

Jednim z bodi mé prace je zjistovani pouzivanych strategii pfi fedeni. Je tedy tfeba si
ujasnit, co je strategii feSeni mysleno. Timto tématem se ve své praci zabyva Ticha (1982),
ktera vymezuje pojem strategie n€kolika zptlisoby.

»Strategie je vycerpdvajici. plné rozpracovany pldn vyjadrujici jeden z moznych
zpusobi Feseni, ktery clovék formuluje nebo vybird z téch, které znd, aby s jeho pomoci ilohu
vyresil. “ (Ticha 1982, s. 41)

Toto vymezeni se mi zda ve vztahu ke zkoumanému problému v mé praci ponékud
zavadgjici. U zaki 9. tfid (resp. odpovidajicich t¥id viceletych gymnazii) malokdy jde o plné
rozpracovany plan (alespori pokud do strategii zafazujeme i napf. strategii ndhodné zvolené
operace, kterou Zaci pouzivaji). Malokdy jde také o volbu jedné moZznosti z nékolika, protoze
zaci ziidkakdy dokazi fesit alohu vice zplsoby. Zpravidla spise voli jedinou, kterou dokazi
v daném ptikladu uplatnit.

Ve shodg s autorkou se mi mnohem vystizn&jsi zdad vymezeni, které autorka dale
pouziva. Strategii feSeni ulohy nazyva ,rozhodnuti konkrétniho Fesitele uZit pfi FeSeni
posloupnost metod, o niZ se domnivd, 3e by mohla vést k nalezeni vysledku reSeni dané
ulohy. “ (Ticha 1982, s. 43)

Ticha dale upfestiuje tento pojem vymezenim nékolika charakteristickych znaki volby
urité strategie:

e Pfi feSeni konkrétni ulohy se feSitel snazi zjistit, do které t¥idy tloh tato Gloha patfi
tzn. zobectiuje. Napf. Zaci zafazuji urditou slovni Glohu do skupiny slovnich dloh o
spole¢né praci, na kterou vétS§inou maji nauéeny pfesny postup feseni (to dle mého nazoru
koresponduje s Hejného teorii o spusténi skriptu). Pokud poté dostanou néjakou z méné
znamych tloh (kterymi jsou podle mé napt. slovni ulohy o vé&ku), ¢i netradi€ni nezndmou
tlohu, byvaji Zzaci n€kdy zmateni, protoZe neznaji postup pro vyfeseni této tlohy, nebo se
snazi uplatnit postup ze skupiny uloh, které znaji (pak vét$inou pouZzivaji postup z tloh
nejvice t&mto tloham podobnych).

e Pro jednu tfidu uloh je zpravidla mozné volit rizné strategie; existuje vice moZznosti,
jak dojit k vysledku. Nejvétsi rozriznéni feSeni jednotlivych zakh je patrné pravé
v ulohach, které zaci prili§ neznaji a neznaji tudiz ani ,,idealni* feSeni.

e Volba strategie feSeni konkrétni ulohy do jisté miry zavisi na znalostech teorie a

pfedchozich zkuSenostech feSitele (toto bylo mozné vidét v mém ptedchozim vyzkumu
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pii porovnani zakui devaté ttidy se zaky osmé tfidy, ktefi jesté¢ neprosli kompletnim
vykladem teorie feSeni slovnich uloh, napf. neznaji metodu feSeni pomoci soustavy
rovnic).

e Reditel voli strategii nejen tehdy, kdyz ma odpovédét na otazku ,,Jak zagit?“, ale i
v priib¢hu feseni, kdyZ odpovida na otazku ,Jak pokraovat z daného stavu?“. (Toto lze
pozorovat napf. v ulohach, kde otazek je vice a fesitel voli riizné strategie pro ziskani
odpovédi.)

e Pij uplatiiovani zvolené strategie feSitel sva rozhodnuti:

Modifikuje (napf. zjisti, Ze zvolena metoda neni vhodna).

Konfrontuje vzdy, kdyz je mozné, s cilem.

- Hodnoti (posuzuje ekonomicnost, napaditost, eleganci... zvolené strategie).

Pro srovnani uvedu jesté pojeti strategii feseni dle Novotné (2000). Novotna se zabyva
pfedevs§im analyzou strategii u zaka, pfi kterych je tfeba vzdy zohlednit nékolik faktord:
e Zda bylo fe$eni nalezeno nadhodné nebo po ziskani vhledu do struktury alohy.
e Zda je fefeni zaloZeno na identifikaci slov nebo slovnich spojeni v zadani, ktera jsou
pro feSitele signalem pro pouZiti vzorce, postupu (myslim, Ze muiZeme pouzit také
Hejného vyraz nalezeni skriptu pro danou ulohu), nebo naopak na porozuméni struktute
lohy (v podstaté to koresponduje s prvnim bodem u Tiché).

e Zda fesitel pouzil aritmeticky nebo algebraicky aparat.

3.2 Typy strategii

Novotna rozliuje 2 zakladni skupiny strategii:

3.2.1 Aritmetické strategie

Jedna se o strategie, pfi kterych feSitel nepouziva pro vypocet vysledku tlohy rovnice.
Takovymi strategiemi jsou jednak strategie zaloZené na tuvaze, jednak zvlastni typ strategii
nazyvany pokus - omyl.

Pti uvahovych strategiich zpravidla tato ivaha probiha pouze v hlavé Zaka (pfipadné
je zak schopen tuto tivahu vice ¢i méné interpretovat, ale vétinou az po vyfeSeni ulohy) a
zapisuje pouze doprovazejici vypocty, nebo &isla, ktera mu pfi ivahach vychazeji. Novotna
tento typ strategii nazyva netradi¢ni nebo neskolské. Jedna se o strategie, pfi kterych Zaci
vytvafeji vlastni postupy, které nejsou typicky Skolské.

Strategie pokus - omyl je velmi zvlastni strategii, ktera je ale pomémné casto

pouzivana, obzvlasté v tlohach neSkolského charakteru. Dle Novotné zak voli tuto strategii
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zpravidla v pfipadé, Ze ma problém se &tenim s porozuménim, pfi ziskavani vhledu do
celkové struktury vzajemnych vztahil v zadani, nebo mu chybi potiebné matematické zdzemi
pro vyfeSeni problému. Strategie pokus - omyl ale neni vzdy pouhym pokusem o uhodnuti
vysledku. I pfi této strategii si zak muze ve véts§i ¢i men§i mife uvédomovat vztahy dané
zadanim. Ur¢ité uvédoméni vztahd v tloze miZe této metodé piedchazet (coz ovSem neni az
tak Casté), nebo mutze dochazet k postupnému pronikani do struktury vztaht a upfestiovani
Uvah pfi opakovani této strategie v prib&hu feSeni. V obojim ptipadé uz se ale nejedna o
pouhé ndhodné voleni &isel, ale o jev, ktery Novotna nazyva systematickym pokusem.

Mezi tyto typy strategii, které jsou ve vétsi ¢i mensi mife zaloZené na nahodg, bych
jesté rada zafadila jednu, kterou Novotnd ve své publikaci neuvadi, ale zmifiuje se o ni
napiiklad Hejny (1995). Jedna se o strategii nazvanou strategie ndhodné volené operace.
Jedna se v podstaté spi§e o Gnikovou strategii, kdy student ma k dispozici n&jaka &isla ze
zadani a provede s nimi uréitou operaci zcela bez uUvahy o tom, pro¢ pravé tuto operaci
provadi. Tato strategie je typicka spiSe pro jednoduché typy uloh, ale domnivam se, Ze ji lze
pouzit i zde napfiklad pfi utvafeni rovnic (nebo nahodném sestaveni vzorce s = v.t
v chybném tvaru).

Strategie pokus omyl mtiZze mit rizny pribéh.

a. Jednou zmoznosti je, Ze zak své prvni feSeni oznaéi za vysledek feseni,
neprovede ani kontrolu vysledku. Pfi analyze pisemné prace pak neni mozné
bez nasledného rozhovoru se Zakem zjistit, zda zak pronikl do struktury Glohy
a napsal pouze vysledek, nebo zda pouzil strategii pokus - omyl a mé&l §t&sti, ze
se do spravného vysledku trefil na prvni pokus. (To se d&e ptedevsim
v pfipadg, Ze se jedna o tlohu, kde je vysledek odhadnutelny - napf. Gloha na
podet lidi ve tfid&, kde se pocet bude pohybovat pravdépodobné kolem 30.)

b. Dalsi moznosti je, Ze feSitel provadi kontrolu spravnosti vysledku a zjisti, Ze
vysledek je spravny. DalSi feSeni vétSinou nehleda. MiiZe se ale také pokusit
najit je§té jiny zpusob feSeni, coZz je sjiz ziskanym spravnym vysledkem
snadné&j$i nez na pocatku feSeni ulohy, protoze zik mohl v pribéhu feSeni
ziskat jiz ur¢ity vhled.

c. Resite]l muze také pti kontrole spravnosti vysledku zjistit, Ze vysledek spravny
neni. Poté ma nékolik moznosti, jak postupovat dal. Jednou z moznosti je, Ze
se dale po nezdatilém pokusu uz nepokousi dobrat ke spravnému vysledku a na
feSeni Glohy rezignuje. Jinou moznosti je, Ze pokracuje ve strategii pokus -

omyl, az dojde ke spravnému vysledku. V ptipad€, Ze touto strategii postupné
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pronika do struktury ulohy, miiZze se snazit cilené najit jinou cestu k nalezeni

feSeni - pfechazi k jiné strategii.

3.2.2 Algebraické strategie
Takto nazyvame strategie, pti kterych je pouZita jedna nebo vice rovnic. Algebraické

feSeni se vyskytuje pfedev§im v klasickych $kolskych lohach typu o smésich, o spole¢né
praci a také o pohybu, kde jsou Zaci k tomuto typu feSeni ve vétding ptipadd didakticky
vedeni. Na tento zptisob feSeni je ale nutné znat algoritmus feSeni rovnic a jejich soustav,

proto je pouZivaji hlavné Zaci, ktefi ho jiZ zvladli.
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4 Komplikace uloh
Vsechny typy tloh lze ur€itym zpiisobem ménit — komplikovat. V obvyklych $kolnich

ulohach zpravidla existuji jejich zakladni modelové typy, které déti znaji, a zpravidla znaji i
zpusob, jak je vyie$it. Takové modelové tlohy lze ale nejriznéj§im zpisobem vzdalovat od
jejich modelové podoby aZ na takovou Uroveti, Ze se jedna zadanim i potiebnym zpiisobem
feSeni o zcela jiné ulohy. Podobné lze komplikovat pochopitelné kazdy typ slovnich dloh
véetné netradiénich, které déti neznaji ze Skoly, ale nanejvy$ z matematickych soutézi a
olympiad. Komplikace uloh se mohou tykat riznych oblasti slovni ulohy. Dle Semadeniho
(1995) muze ke gradovani obtiznosti dochazet ve ¢tyfech riznych slozkach tlohy — formatu,
kontextu, sémantice a matematické struktufe. Podobné hovoii také Rendl
(http://userweb.pedf.cuni.cz/kpsp/etnografie/vyzkum/6/rendl.pdf), ktery uvadi dvé zakladni
roviny matematické slovni ulohy, které ob€ utvafeji kontext paralelné a ob& se na slozitosti
zadani né&jak podileji (a tudiz v obou rovinidch miZe dochazet ke komplikovani). Jednou
rovinou je rovina matematickych udaji obsaZenych v zadani a jejich vzijemnych vztahd
(matematicka struktura). Druhou rovinou je sémantika textového zadani, nesena jednotlivymi
jazykovymi prostiedky vystavby textu - slovotvornymi, lexikografickymi i syntaktickymi.
Semadeni (1995) tedy kromé téchto dvou rovin zddraziiuje také formu sdéleni slovni ulohy,
narQstani sloZitosti v této roviné nazyva postupné vzristani sloZitosti v oblasti ,,formatu*
(napt. ulohy ukazované na obrazcich ¢i dramatizované mohou byt pro déti snadnéji
uchopitelné neZ tlohy pouze &tené u€itelem apod.).

Druhou mozZnosti je postupné nardstani sloZitosti v kontextu — tedy v prostredi, ve
kterém se tloha odehrava, které mize byt vice ¢i méné vzdalené realnému kontextu. Pro déti
bude jisté 1épe uchopitelny kontext, ktery znaji, a tudiZ si ho dovedou piedstavit, neZ kontext
vzdalengjdi. Tedy pro déti mlad$iho Skolniho v&ku jsou nejcastéji tvofeny ulohy
s pohadkovou tématikou, ¢i tlohy o bonbénech, ¢okoladach atp. Slovni tlohy o pohybu tvoii
pro déti prostiedi, které ¢aste¢né znaji. I pfes to jim ale kontext miize byt dosti vzdaleny,
nebot’ ve véku osmé ¢&i devaté tiidy podobné problémy v realité nefesi. Jisté také mize byt
rozdil, zadame-li détem ulohu, kde jedou dva objekty z bodu A do bodu B, nebo zadame-li
jim, ulohu, kde cyklista jede z Horni Lhoty do Dolni a za nim jede auto... I kdyZ se muze
jednat o totoZnou tlohu, vyZadujici totoZné operace pro vyieseni, jisté je uloha s konkrétnimi
objekty v uloze 1épe uchopitelna.

Tyto zmény v kontextu do ur€ité miry souvisi také se sémantikou tlohy (Rendl oblast

neobvyklosti kontextu uZz fadi mezi komplikace sémantiky), tedy s promé&nami slovniho
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zadani a voleni slovnich prostiedkit. Jak se ukazalo v pfedchozim vyzkumu (Schoéffelova
slovnich Glohach o véku, kde byly provadény zmény ve tfech rovinach. Prvni z nich by mohla
byt pouzitelnd i vjinych slovnich dlohach, tedy i o pohybu. Rendl
(http://userweb.pedf.cuni.cz/kpsp/etnografie/vyzkum/6/rendl.pdf) hovofi v této souvislosti o
délce textu, kterda muze zpusobovat &tendiské problémy. V mé praci (2006) se jednalo o
zadavani textu spiSe ve vice kratSich v&tach nez v jednom dlouhém souvéti. Pfedpokladala
jsem, Ze prvni varianta bude jednoduss$i. U studentd se ukézalo, Ze je pro n& mnohem
piijatelngjsi &ist a zapisovat jednotlivé véty ukondené te€kou, neZ timto zpisobem postupné
zapisovat jednotlivé véty souvéti oddélené ¢arkou. UmozZiiuje jim to snadn&jsi fragmentaci
textu (Hejny 2003), ktera se ukazala jako proces zjednodusujici proniknuti do vztahit v uloze a
zapis podminek ulohy. Druhym typem zmén je pouZiti rizného zpisobu vyjadieni poétu od
pfimych ¢&iselnych  vyjadfeni poftu, knepfimym nebo az skrytym (Rendl
http://userweb.pedf.cuni.cz/kpsp/etnografie/vyzkum/6/rendl.pdf), které jsou nesamoziejmé a
nemusi byt chapany jako udaj o mnoZstvi (jednd se o sémantickou ekvivalenci riznych
slovnich spojeni, napf. tyden = 7 dni). V pfipadé uloh o pohybu to muZe byt naptiklad
vyjadieni: ,,primérna rychlost je 15 km/h* a ne zcela samoziejmé vyjadfeni téhoz: ,,za hodinu
ujde v praméru 15km* nebo jesté vice nesamoziejmé ,,za dvé hodiny ujde 30 km*. Muze se
také jednat o zcela pietvofenou formulaci, kterd zdanlivé vytvéfi zcela novou ulohu. Napf.
nasledujici uloha: Mésta A,B,C leZi v tomto pofadi na jedné silnici. Vzddlenost mést A a B je
30 km. Z mésta A do C vyjede osobni auto (priimérnou rychlosti 60 km/h) a zdrover z mésta B
do C ndkladni auto (40 km/h) Za jak dlouho dojede osobni auto ndkladni? (Czudek;
Havlicova; Hozova a kol. 1998, s. 93) je ve své podstaté jen jinym vyjadfenim tohoto:
Z mésta B do C vyjelo ndkladni auto rychlosti 40 km/h. Ve chvili, kdy ujelo 30 km, vyjelo za
nim osobni auto rychlosti 60 km/h... Jedna se pouze o jinak zformulovany zakladni typ ulohy
0 pohybu tymZ smérem po neuzaviené draze s naskokem vyjadienym v km. Je ale dost
pravdépodobné, Ze tato formulace miZe déti (obzvlast€ ty, které doséhly jen formalniho
poznéani) znaéné zmast. Tteti oblast sémantické komplikace se tykala specificky pouze
slovnich uloh o véku. Rendl (http://userweb.pedf.cuni.cz/kpsp/etnografie/vyzkum/6/rendl.pdf)
jako dalsi oblast pro komplikace v oblasti sémantiky uvadi jeSt€ uZiti vice sémantickych
ekvivalentit pro tentyZz udaj a pouziti nékterych mén€ obvyklych prostiedkd, vyjadiujicich
vazby participantd. Patii k nim napftiklad:

- Je-li posloupnost uspofadani informaci v textu jind, neZ je chronologie pfib&¢hu. (V

nedéli ptislo 86 divakd, to bylo o 5 vice nez v sobotu. Kolik jich bylo za oba dny?)
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- Jsou-li nékteré vazby vyjadieny implicitn€, zaml¢ené. (V sobotu pfislo 86 divakid, o

5 vice nez v nedéli. Kolik jich bylo za oba dny?)

Posledni oblasti moZného komplikovani ulohy je matematicka struktura. Rendl

navrhuje nékolik moZnosti komplikaci v této roving, pfiCemZz vychdzi ze zakladni

matematické struktury slovni ulohy, kterou je tridda ¢iselnych udaji, z nichZ dva jsou znamy

ze zadani a tfeti je tfeba zjistit Ve slovnich tlohach o pohybu to pfesné vystihuje triada

rychlost — draha — as. Komplikace pak mohou byt nésledujici:

a)

b)

d)

» Nejjednodussi je zmnoZeni clenu aditivniho kontextu, odpovidajici souctu vice
sCitancii. Takovy pFipad pro zjednoduSeni stdle povaZujeme za jedinou triddu, avsak
viceCetnou.

Totéz Ize udélat pro odcitani, aviak jen hypoteticky. Prakticky je vétsina uloh, v nichz
se vyZaduje odecteni nékolika mnoZstvi od téhoz mensSence, FeSena ve dvou krocich:
souctem mensencii a jeho ndslednym odectenim. To pro nds predstavuje uz tlohu
sloZenou, se dvéma triadami.

Predchozi bod viastné uz ukazuje, jak lze strukturu rozvijet hierarchicky, zpiisobem, v
némz se jednoduché kontexty stavaji soucdsti kontextii nadfazenmych, jsou v nich
vnoreny: vysledny, hledany clen jedné triddy se stava clenem triddy vyssi,
predpokladem pro nalezeni v ni hledaného clenu, ktery ovsem miiZe byt pouzit také jen
jako ¢len v dalsi triddé, kterd teprve davad vysledek.

Strukturu tridd lze také pouze vétvit - jako kdyz pro kaZdého séitance konecné
mnohocetné triddy zavedeme nutnost jeho specidlniho vypoctu. (TakZe maminku
nechdme nakupovat nejen 6 rohlikit po 1,50 K¢, ale jesté 4 jogurty po 7,60 K¢, 3 kg
cukru po 19,40 K¢....).

Konecné jsou ziejmé struktury, kde spiSe nez o hierarchické vnorovani kontexti (jako
v bodé c) jde o jejich Fetézeni. NapF. v ulohdch s umérou neni celek, z néhoz je
pocitano jednotkové mnozstvi, nijak podrazen druhému celku, ktery se pak
prostrednictvi této .jednotky* strukturuje. (Rendl
http://userweb.pedf.cuni.cz/kpsp/etnografie/vyzkum/6/rendl.pdf , s. 2)

Doposud se pracovalo viceméné se slovnimi ulohami jako takovymi. V nasledujici

kapitole budou ptedstaveny aspekty, specifické uz pouze pro slovni ulohy o pohybu.
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5 Slovni tlohy o pohybu

5.1 Vymezeni

Ve 8kolnim vyuéovani se slovni ulohy vyskytuji pomérné ¢asto a pravé slovni ulohy o
pohybu jsou nedilnou soucéasti Skolni latky v oblasti slovnich uloh. Tvofi spoleéné
s n€kterymi dal$imi typy (napf. tlohy o spole¢né praci a o smésich) klasiku $kolniho
vyudovani matematice v osmé a devaté tfidé zakladni Skoly a mnohdy jsou pravé tyto slovni
Glohy soudasti pfijimacich zkou$ek na stfedni Skoly ¢&i jejich sloZit&jsi podoby soudasti
matematickych soutéZzi.

Jedna se o ulohy majici zcela specifické zadani a mnohdy vyZadujici specifické
zpracovani a feSeni. ,Jejich text navozuje urcité dopravni prostiedi a formuluje problém
souvisejici s pohybem, zpravidla rovnomérnym, jednoho, dvou, vyjimecné vice objektil.
K jejich reSeni se zpravidla pouZivd vzorec vztahu mezi velikosti drdhy, rychlosti a éasu (s =
v.t) a pracuje se s fyzikdlnimi jednotkami m, s, m/s a jejich dily ¢i ndsobky.“ (Travnitek
2004/2005, s. 449)

Novotna (2000, s. 18) definuje podobnym zptsobem: ,, Za #lohu o pohybu povaZujeme
slovni ulohu, ve které se vyskytuji informace o drdze, dobé pohybu a rychlosti néjakého
objektu ve vzdjemné kombinaci, to znamend, Ze ke spravnému vyreSeni takové ulohy lze
smysluplné pouZit vzorec s = v.t.“

Rychlost daného pohybu je obvykle stala (konstantni). Draha daného rovnomérného
pohybu je pfimo umérna casu, po ktery se pohyb d&je. Zname-li rychlost uréitého
rovnomémého piimocarého pohybu i probéhnutou drahu, vypoclitame ¢as, po ktery se téleso
pohybovalo podle vztahu t = s/v. V praxi se setkdvame ¢astéji s pohyby, jejichZ rychlost se
méni. U téchto pohybt je dilezity udaj primérné rychlosti (kterd se v zadani uziva Gast&ji).
Primé&rna rychlost nerovnomérného pohybu je rovna rychlosti, pfi které by téleso probg&hlo

rovnomérnym pohybem touZz drahu za tentyZ ¢as (Kafkova 2004).

5.2 Specifika
5.2.1 Specificky algoritmus reSeni

Jak uvidime pozdgji, neni v feSeni téchto uloh pfislusny vzorec vzdy nutné znat, ale
déti jsou zpravidla k jeho pouZivani ve vyuce vedeny. Z hlediska pribé&hu feseni tohoto typu
slovnich tiloh se jedna o typické ulohy, kde ve fazi uchopovéni slovni ulohy (Hejny 2003) je
asociovan urdity postup. Reseni takové ulohy (obzvlastd modelového typu) pak miZe vypadat

takto: P¥i &teni zadani v textu nalezneme uréita slova ¢i slovni spojeni, ktera ndm asociuji
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uréity postup (jedna se o Casti textu, které Hejny oznacuje terminem ,,pfikazovy idiom*, coz
dle autorky neni zcela vystizny termin). (Vychazim z pfedchozich vyzkumi a z vlastni
introspekce, ale jak uvidime pozdé&ji, potvrzuje se to i v této praci). Nejdtive dojde velmi zahy
ke zji§téni, Ze se jedna o slovni tlohu o pohybu (zpravidla hned na pocatku &teni zadani). Na
zékladé toho obvykle dojde k hledani zakladniho zpisobu fe$eni (zpravidla si Zak vzpomene,
Ze se pouzije vzorec s = v.t, tedy dojde k nalezeni zakladniho skriptu). K identifikaci typu
slovni lohy o pohybu dojde vétSinou prostfednictvim slov nebo slovnich spojeni ,,proti sobé*
nebo ,,za sebou*, coZ jsou nejéastéji pouzivané typy tGloh o pohybu (tento idiom miiZze byt
skryt i vjinych slovech, naptiklad ze stejného mista, o néjaky cas pozdéji za nim...).
Poptipadé se mlzZe jednat o jiny idiom v zéavislosti na konkrétnim typu (pokud ho oviem déti
znaji), napt. ,.kruhovd dréha*, ,,po proudu a proti proudu* atd., coz jsou signaly pro spusténi
uz zcela konkrétniho postupu, pokud je zndm. Nésleduje pouziti daného postupu, ktery byl
vybaven. Pokud se jedna o nekomplikovanou tlohu, na které je znam cely postup, miize dojit
k vyfedeni ulohy pouze na zéklad¢ aplikace daného postupu bez jejiho pochopeni. Piiklad
takového postupu:

Je dana nasledujici tloha: Za chodcem jdoucim primérnou rychlosti 5 km/h vyjel
z téhoZ mista o 3 hodiny pozdéji cyklista priiomérnou rychlosti 20 km/h. Za jak dlouho dohoni
cyklista chodce? (Czudek; Havlicova; Hozova a kol. 1998, s. 89)

K odhaleni, Ze se jedna o slovni ulohu o pohybu dojde zfejmé& na mist&, kde se hovoti
o primérné rychlosti, mozna jest¢ dfive. Nasleduje rozpoznani, Ze se jedna o slovni tlohu o
pohybu tymZ smérem po neuzaviené draze (pochopitelné déti tuto terminologii neznaji, spise
budou hovofit — pokud budou vyzvany - o slovni tloze o pohybu za sebou, dohanéni atp.).
Pokud maji déti naudeny urgity zpusob feseni’, spusti se zakladni vzorec s = v.f a k tomu
mozna té pravidlo o rovnosti drah, ptipadn€ rovnice ¢asu, kdy ¢as druhého je stejny jako cas
prvniho bez jeho naskoku, tedy #; — 2 = naskok. Pak zaleZi, ktery zpiisob fe§eni zvoli (to bude
nejspise dano postupem procvi¢ovanym v hodin€). Napiiklad mize dojit zcela mechanicky
k zapisu podminek:
v;=5km/h =X SI=Yy
v, =20 km/h Hh=x-3 §2=y (s1 =52

Dale mize byt zafixovany postup sestaveni rovnice z rovnosti s; = s, ktery se pouze
mechanicky doplni ze zakladniho vzorce s = v.£:

Vit = vyl

4Stoupenci didaktického konstruktivismu by to zfejmé& povaZovali za zndmku transmisivni vyuky.
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5.x=20. (x-3)

5x=20x - 60

X =4 — ¢as chodce je 4 hodiny, ¢as cyklisty je 1 hodina. Cyklista ho tedy dojede hodinu poté,
co vyjede. Draha se pak dopocita ze vzorce.

Podobny postup byl sledovan v jedné tfid¢ viceletého gymnazia (Schoffelova 2005) na
této uloze: Karel jede na prazdniny k Paviovi do Zadni Lhoty. Z Predni Lhoty, kam dojel
autobusem, musi jit 6 km pésky. Vola telefonem, Ze vyrdsi na cestu. Pavel okamZité vyjizdi na
kole Karlovi naproti. Karel jde rychlosti 3 km/h, Pavel jede rychlosti 15 km/h. Kolik km se
bude Karel s kufrem viacet sam? Kolik km ujede k mistu setkdani Pavel?

Ve zkoumané ti¥idé byly postupy aZ napadn€ podobné. Prvnim krokem byla vétSinou

obrazkova legenda:

Kromé obrazkové legendy ale téméf vSichni studenti pouzivaji jesté dalsi typ legendy,
pro kterou se dle dostupné terminologie (Novotna 2000) nejvice hodi oznadeni tabulkova

legenda. I'Jdaje nejsou zapsany piimo v tabulce, ale jsou v podstaté tabulkové uspotradany.

L Peel

Obé tyto legendy jsou do ur¢ité miry specifické pouze pro tento typ tlohy, protoze, jak
se ukazalo v této t¥idé u jinych typh uloh, obvykle déti pouzivaji spiSe legendu slovni.
Dalsi postup sméfuje k dosazeni hodnot nejdfive do vzorce s = s; + 53, ze kterého

vypoéitaji ¢as. Z této hodnoty poté dostanou drahy, obvykle dosazenim do vzorce s = v.¢
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Takovy postup mizZe byt skute¢né zcela mechanicky, aplikovany pouze na zakladé
spusténi modelového feSeni pro modelovou ulohu (coZ, jak vidime, je feSeni skuteéng
specifické pouze pro tento typ tloh a neni aplikovatelné na jiny typ). Pokud ale déti timto
zpisobem postupuji v modelovych situacich, jest¢ to nemusi nutn€ znamenat, Ze se jedna o
aplikaci naudeného postupu bez pochopeni.” Zcela totozny postup miZe byt provadén stejné
tak s proniknutim do vztahd v uloze a s jejim pochopenim. D&ti mohou tento postup (ktery je
jim skute¢né predkladan) pouZivat pouze proto, Ze ho maji zafixovany a chdpou diky nému
strukturu tlohy a pouziti klasického postupu je pro n€ pohodlné. Stejné tak je mozné, Ze pravé
diky ukazce postupu takto modelové déti do vztahl proniknou lépe, nez kdyz feseni hledaji
samy (protoze mohou nalézt feseni pouze pro jednu konkrétni lohu). Otazkou je, zda neni
nutné nejdiive détem predlozit modelovou ulohu a modelové feseni, které je po dostateéném
procviéeni nastrojem pro proniknuti do vztahl v loze a znamena schopnost na zakladé jeho
znalosti vyfesit i zkomplikovanou tlohu. Tedy to, Ze déti automaticky pouZiji rovnici s; = s,
jesté neznamena mechanizaci a formalni poznani. Déti stejné tak mohou tento vzorec pouzit,
protoZe védi,pro¢ jsou drahy stejné,a pfi komplikaci (napfiklad pravé tim, Ze drahy stejné
nebudou) dokaZou tlohu bez problému vyfesit. Prav€ to by se mélo projevit ve zkoumané

t¥id& pii srovnani feSeni modelovych a komplikovanych uloh.

> Jak by zfejmé& prosazovali autofi propagujici konstruktivisticky typ vyuky.
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Ulohy Ize pochopitelné fesit i jinymi zplisoby.® Podivejme se na nektera jind moZna
feSeni, ktera mohou byt aplikovana bez znalosti vzorce s = v.t (Opét vychazim z piedchozich
vyzkumi a vlastni introspekce):

ReSeni iivahou

Karel ujde za hodinu 3 km — 1 km mu trva 20 minut

Pavel ujede za hodinu 15 km — 1 km mu trva 4 minuty

Z tohoto zapisu je vidét, Ze Zatimco Karel ujde 1 km, ujede Pavel pétkrat tolik (20 : 4), coZ je
v souétu poZzadovana vzdalenost 6 km. Je to tedy spravny vysledek.

ReSeni metodou pokus - omyl

Za¢neme napf. ¢asem 1 h (kdyby oba §li hodinu):

Pavel........ 15 km

Karel........ 3 km

15+3=18 — toje moc

sniZime ¢as na 10 min, protoZe se to bude dobfe d¢lit:

Pavel..... 15:6=2,5

Karel.....3:6=10,5

25 + 0,5 = 3— zde jiz vidime, Ze je to polovina vzdalenosti, kterou chceme ziskat,

vynasobime tedy dvéma a dostaneme ¢as 20 minut:

Pavel............. 2,5.2=5

Karel............. 0,5.2=

Re§enijednou rovnici o jedné neznamé:

Draha, kterou ujde Karel.............cocoeeviinnnn, x km
Draha, kterou ujede Pavel............cccocovivevninnns 6 - x km
Draha celkem..............ccovovviviicicciiiiiiiiienenn 6 km
Cas do SEtKAN..........oo.oveoveeeereeeriesree e x/3h
Cas do SEtKANL...........ooveoeeeeeeeeeeeer e 6-x/15h
X/3=6-x/15

S5x=6-x

6x=6

X =1 — Karel ujde 1 km, Pavel ujede 5 km.
Otazkou ovsem je, zda tyto zpisoby feSeni mohou byt déti schopné aplikovat i

Vv pfipad€ komplikovangjsi ulohy. Jak se ukazalo v pfedchozim vyzkumu (Schoffelova 2005),

® Dle konstruktivistického pfistupu mely byt détem téz ptedlozeny (nebo by na n& mély pfijit samy).
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kde byla détem ptredkladana pravé tato tloha, déti maji potfebu vidét do logiky pohybu ve
slovni uloze a potfebuji po celou dobu sledovat d&j a postupné zmény. V tlohach, kde by
studenti byli schopni vidét do logiky vztahd v uloze, mohli by ji fe$it uvahou ¢&i jinym
zpiisobem bez pouziti zakladniho vzorce. Rada tloh je ale tak sloZitych, Ze jsou studenti
schopni jen dil¢ich vhledd (viz fragmentace textu ulohy) a algebraicka strategie (a jeji
specifickd podoba pro slovni ulohy o pohybu) tak mize byt jedind moZnost. Zélezi pak velmi
na stylu vyuky. Nejsou-li déti do algebry nuceny, mohou jisté vyiesit lépe jednoduché ulohy,
kde je mozZné celou ulohu tvahové zvladnout, nebot’ lze najednou pojmout viechny vztahy
v ni. Problém pak ale nastane v ulohéch, o kterych je fe¢ vyse — tedy v t&ch, kde uz jsou déti
schopny jen dil¢ich vhledd. Déti, které nejsou dostate€né vybaveny algebrou, ktera je zde

takfka jedinou moZnosti, pak maji;jen malou Sanci takovou tlohu vyfesit.

5.2.2 Vice ,,druhi* ¢asu
Problematika dvojiho druhu &asu pohybujicich se objekti bude dobie popsatelna na

nasledujici uloze, ktera byla jednou z uloh zafazenych do vyzkumu:

Osobni automobil Mercedes vyjede v case T=0 z Prahy k hraniénimu prechodu
Rozvadov. V ¢ase T=40 minut vyjede z Rozvadova Audi A8. Mercedes se pohybuje priimérnou
rychlosti 160 km/h a Audi 145 km/h. Mercedes musi tFikrdt zastavit policejni kontrole. Tato
kontrola trva poprvé 4 minuty, podruhé 3 minuty, potfeti 5 minut. Audi jede po celou dobu
bez zastavky. Setkaji se auta v Plzni?

Tato uloha je zastupcem klasického typu slovni ulohy dle terminologie Travnitka
(2004/2005) o pohybu protismérném po uzaviené draze. Je oviem zkomplikovana zpozdénim
jednoho a piestavkami v pribéhu cesty druhého objektu. Pfi zipisu podminek ulohy tak
mohou vznikat (a jak uvidime ve vyzkumné &asti také vznikaji) dvé rizné veli€iny ¢asu pro
jeden pohybujici se objekt. Jednim Easem objektu je Cisty Cas jizdy, tedy doba, po kterou
objekt realné vykonava pohyb po draze. Tento Cas je dilezity pro dalsi pouziti ve vzorci s =
v.t, protoZze zde se musi rychlost nasobit pravé timto ¢asem. Druhym &asem, ktery zde
vstupuje do hry (a v tomto piikladu je to obzvla$t€ patrné), je ¢as jako doba, kterou je objekt
na cesté i se zastdvkami ¢&i zdrzenim na zaCatku (coZ je v disledku totéZz, ale zastavky az
v pritbéhu cesty vice svadgji k jejich piicteni k veliCiné€ f).

Tento aspekt je svou podstatou pfirovnatelny k aspektu, ktery se vyskytl ve slovnich
tlohiach o véku (Schoffelovda 2005). Tam se jednalo o specifikum ,zdvojovani® ¢&i

»Ztrojovani* objektl v disledku zobrazovani osob v uloze ve vice Casovych rovinach.
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Napft. Matka je tFikrat starsi nez jeji syn. Za 16 let bude syn dvakrat mladsi, neZ jeho
matka. Kolik let je matce a kolik synovi?

Zde jsou literarn€ objekty matka a syn (tedy dva objekty, nebo spise subjekty), oviem
matematicky jsou objekty jejich véky (tedy 4 objekty, nebot roli hraji jejich véky
Vv souc¢asnosti a jejich véky za 16 let).

Podobné je tomu u slovnich uloh o pohybu, ve kterych dochazi k zastavkam ¢&i
zpozdénim objektl, jako je uloha vySe zmin€éna. Podobné mame dva objekty literarné —
Mercedes a Audi. Matematickymi objekty jsou ale jejich &asy, rychlosti a drahy, coZ samo o
sob¢ ,,ztrojuje“ kazdy z objektl (subjektd). K tomu ale vznikd jesté ,,zdvojeni“ jednoho
z matematickych objektii — asu — na ¢as celkovy a ¢as pohybu.

Toto specifikum ssebou muze nést problémy v procesu feSeni. Jednak se
v pfedchozim vyzkumu (Schoffelova 2005) ukézalo, Ze dvoji ozna&eni v podstaté téhoZ
objektu &ini studentim problémy, protoZe to v feSeni jinych uloh neni obvyklé. V tlohach o
véku se tak stavalo, Ze ponechavali pro jednoho aktéra v riznych &asovych rovinach (a tedy
pro rizné matematické objekty), stejné oznaeni, coz vedlo zcela logicky k pozdg&jsim
zaménam. Pokud se fesitel rozhodne pro oznaceni dvou riiznych €ast pro jeden objekt, mize
dojit stejné tak k prosté zaméng t€chto veliCin v dal$im procesu feseni (zejm. pokud pouziva
Siselné indexy, ve $kolni praxi bézné). Disledkem takové chyby miize byt pouze $patna
odpovéd’ na otazku ulohy (se spravnym postupem). Kromé toho mlZe vzniknout chyba
mnohem zavazngjsi, a sice nasobeni chybnym ¢asem v zikladnim vzorci s = v.r. Zde muze
byt jeden z klicovych okamziki, kde lze ovéfit, jak déti rozuméji zakladnimu vzorci — zda
v&di, co se &im nasobi a hlavné pro€. Pokud feSitel zna vzorec a jeho pouziti, ale neptredstavi
si pod tim realny pohyb, nemusi ho napadnout, Ze nasobeni rychlosti ¢asem vyplyva vlastné
z toho, Ze rychlost udava, kolik aktér ujede pravé zajednu hodinu pohybu, tudiZ je tieba toto
¢islo nasobit poétem ujetych hodin (ale musi jit o realny pohyb). Mize pak chybné ve vzorci

nasobit celkovym &¢asem objektu na cest€, coZ pochopitelné povede k chybnému vysledku.

5.2.3 Plynuti pohybu
Opét se jedna o specificky aspekt uloh o pohybu, ktery Ize ale opét pfirovnat k jinému,

ktery byl podrobnéji sledovan u slovnich tloh o v€ku (Schéffelova 2005). V nich se jedna o
zakonitost plynuti ¢asu, na zaklad& které je potfeba respektovat, Ze s plynutim ¢asu starnou
oba aktéti tilohy a navic oba stejné rychle. TudiZ ,,doZene-1i* dcera mat€in soucasny vék za 20
let, matka ji mezi tim ale o 20 let ,,ute€e®. UZ v sémantice, ktera se v bézné feci v souvislosti

s vékem pouziva (doZene, utece), vidime ekvivalent s ilohami o pohybu (nebo s pohybem
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jako takovym). V tlohach o véku se jedna o pohyb v ase, zatimco v ulohach o pohybu se
jedna o pohyb po draze, tedy pohyb v uz$im slova smyslu. I zde ovSem plati (a zvlast’ pro
ulohy o pohybu tymz smérem po neuzaviené draze), Ze dohani-li jeden objekt druhy, ten,
ktery je dohanén mu neustale ,utika“ v prib&hu celé doby, kdy je dohanén. V tdlohach o
pohybu navic je$té ujizdi jinou rychlosti nez dohangjici, zatimco v ulohach o véku je ,,pohyb*
stejné rychly pro oba objekty. Zakladni princip je ale tentyZ, a sice, Ze nesta¢i mechanicky
spoditat, za jak dlouho jeden objekt ,,doZene* své ,,zpozdéni* (at’ uz vékové nebo Easové), ale
je tieba vzdy pogitat s tim, Ze druhy objekt je v prib&hu tohoto dohanéni stale v pohybu (at’
Casem, nebo faktickém).

Slovni Glohy o pohybu byvaji pro déti sloZité a neoblibené. Tato sloZitost neni ani tak
dana jejich matematickou slozZitosti (nebot’ jejich fedeni je vesmés stejné &i velmi podobné),

ale spide uméle zkonstruovanou sloZitosti popisu situace a zamotani vstupnich podminek.

5.3 Typy slovnich uloh o pohybu

Z hlediska zadanych situaci a CasteCn€ také z hlediska zplsobu feleni rozdéluje
Travni¢ek (2004/2005) nékolik typi slovnich dloh o pohybu:

1. Jednoduché dlohy na vztah mezi drahou, rychlosti a ¢asem

V tomto typu uloh jsou dany dv€ ze tfi hodnot s,v,f a ma se vypocitat zbyvajici.
Obmény této ulohy v podstaté spocivaji pouze v tom, které veli¢iny jsou zadany. Komplikace
miiZe byt nanejvy§ v sémantice zadani nebo v pouzitych jednotkach (tak, aby bylo nutno je
prevadeét).

Napi. Za kolik minut dojede viak praZského metra ze stanice Dejvickd do stanice
Skalka (10,1 km), je-li priimérnd cestovni rychlost viaku 34 km/h? (Fryzek, Miillerova 1992,
s. 65)

2. Pohyb tymz smérem po neuzaviené draze

Tento typ patii ve $kolni vyuce k jednomu ze dvou nejtypi¢téjsich ptikladd slovnich
tloh o pohybu. Jedna se o nasledujici model: Z mista A vyjede prvni objekt rychlosti v; km/h,
poté co urazi drahu d km (nebo po Case /o) za nim vyrazi druhy objekt rychlosti v, km/h.,
ktera je vzdy vy33i nez v,. Otazka zpravidla zni, za jak dlouho dostihne druhy objekt prvni.

Princip fe$eni je v tom, Ze v okamziku setkani jsou oba objekty stejné vzdalené od
mista A, tudiz se jejich drahy rovnaji. To je také zpravidla zakladni informace pro sestaveni
rovnic (rovnice).

Napt. — zékladni typ s naskokem vyjadienym v Case: V 6 hodin rdno odpochodovala

z kasdren Ceta vojdkii rychlosti 5 km/h. V 8 hodin vyrazila za ni spojka rychlosti 15 km/h.
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V kolik hodin a jak daleko od. kasdren dostihne spojka cetu?(Czudek; Havlicova; Hozova a
kol. 1998, s. 91). Stejnym zplisobem je sestaven i druhy zakladni typ Glohy, naskok je ovsem
vyjadien v kilometrech.

Uloh tohoto typu je nepteberné mnozstvi, daji se mnoha zpisoby komplikovat, ménit
podminky a okolnosti lohy. Zmény podminek mohou byt v rliznych oblastech. Mlze se
jednat o nejriznéj$i obmény ve zplsobu zadani téhoz, napfiklad riizné vyjadeni naskoku
(napt. dvé lodi piivodné vzdalené 256 m pluji stejnym smérem namisto vyjadieni, Ze jedna
lod’ urazila 256 m a poté vyjela druha)

Obmeéna miize byt dana také zadanim jinych znamych a neznamych nez v zékladnim
typu tulohy. Napt. Za traktorem jedoucim rychlosti 12 km/h bylo vysidno za 3 h 30 minut
osobni auto, které ho musi dohnat nejpozdéji za 45 minut. Jakou nejmensi rychlosti musi auto
Jjet? (Czudek; Havlicova; Hozova a kol. 1998, s. 93) (Také takovych obmén je v&tsi mnozstvi,
mohou byt zadany pokazdé jiné zndmé a miZeme se ptat na rGzné neznamé (primérné
rychlosti, vzdalenost drahy atd.).

Pravé v komplikovanych tlohach bude zfejmé, jak dalece déti pouzivanému vzorci
rozumé&ji. Obzvlasté tam, kde bude naruSeno zakladni pravidlo o rovnosti drah a &asl (se
zohlednénim naskoku). Zajimavé budou také ulohy, kde budou zadény jiné nez obvyklé
Znamé a neznamé.

3. Pohyb protismérny po neuzaviené draze

Tento typ je druhym nejcastéji se vyskytujicim ve Skolnim vyu€ovani, jedna se o
klasické modelové piiklady, zadavané na nasledujicim principu: Vzdalenost dvou mist A a B
je d km. Z A do B se za¢ne v uréitém okamziku pohybovat ur€ity objekt rychlosti v; km/h.
Z B do A se ve stejny okamzik (nebo pozd€ji — to uz se jedné o variaci) zaéne pohybovat jiny
objekt rychlosti v, km/h. Otazka zni, kdy a kde se objekty setkaji. Neni pfili§ jasné, pro¢ tento
typ tloh Travnitek oznaduje jako pohyb po neuzaviené draze, nebot’ drdha je &asto zcela
jasné uzaviena. Dale v textu bude tedy pouzivano oznafeni pohyb protismérny po uzaviené
draze.

Zakladnim principem fe$eni tohoto typu tloh o pohybu zpravidla byva, ze s, + 5, = d
a t; = t, (pokud neni uloha zkomplikovana riiznou dobou startu objekt). Podobn¢ jako u
pfedchoziho typu (a pochopitelné u vSech ostatnich) lze tento typ tak typickych $kolnich uloh
mnoha zpisoby zkomplikovat, ménit vstupni podminky, coz miZe vést ke zmapovani
skute&ného pochopeni principu feeni téchto tloh zaky.

Napt. Ze dvou mist A a B vzddlenych od sebe 375 km vyjedou soucasné proti sobé dvé

auta. Z mista A jede ndkladni auto rychlosti 50 km/h, z mista B jede osobni auto rychlosti 75
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km/h. Za jak dlouho a v jaké vzddlenosti od A se setkaji? (Busek; Kubinova; Novotna 1995, s.
84).

Podobné jako u pfedchoziho se muzeme ptat na jiné neznamé, miZeme ménit
sémantiku nebo v zadani zménit podminky natolik, Ze jiz neplati zdkladni podminka o
rovnosti ¢asu nebo o souctu drah (s; + s; = d).

Ptiklad komplikované Glohy riiznymi zptisoby:

Vzddlenost z Prahy do Pribrami je 80 km. Z obou mést vyjela soucasné proti sobé
ndkladni auta. Auto z Prahy jelo primérnou rychlosti o 6 km/h vétsi neZ auto z Pribrami a
tak do okamZiku setkdni ujelo o 4 km vice. Urcete primérnou rychlost jednotlivych aut a
dobu, za jak dlouho se setkala. (Czudek, Havlicova, Hozova a kol. 1998, s. 101)

4. Pohyb po okruhu

Tyto ulohy jsou v mnohém podobné dvéma piedchozim typim utloh. Po okruhu (z
téhoz mista) vyjedou dva objekty bud’ v tomt€Z nebo v opaéném sméru. Jsou zadany jejich
rychlosti a ma se zjistit, jak ¢asto se objekty potkavaji, nebo naopak je zadéno, jak Casto se
objekty potkévaji a maji se zjistit jejich rychlosti.

Napt. Na kruhové drdze vyjedou z téhoZ mista dva cyklisté v témze sméru. Prvni
objede drdhu za 1 min. 52 vtefin, druhy za 2 min. 24 vtefin. Po jaké dobé se dohoni?
(Travnicek 2004/2005, s. 453)

Princip feSeni této ulohy je podobny jako feSeni Glohy o pohybu tymz smérem po
neuzaviené draze. Vychazime z toho, Ze jejich drahy pfi prvnim setkani se 1isi o jedno kolo.

S. Opakované navraty

Z uréitého mista vyjede sou€asné né€kolik objektl, které se opakované vraceji
s riznymi periodami. Otazka zni, kdy budou opét vSechny zpé€t na plvodnim mist¢ a
pokolikété se ptitom kazdy z nich vratil.

Napt. Kruhovou drdhu stadionu objede 1 cyklista za 8 minut, druhy za 10 minut, treti
za 12 minut, vyjedou-li soucasné od startu a jedou-li stdle stejné rychle, priblizné po téze
kruznici, za kolik minut projedou zase zdrover startem a po kolikdté se pri tom kaZdy z nich
vrdtil? (Travnitek 2004/2005, s. 453)

6. Kombinace riznych rychlosti pohybu

U tohoto typu uloh najdeme n€kolik forem zadani. MiZze se jednat o jeden objekt,
ktery se na své cesté pohybuje v prvnim useku rychlosti v;, ve druhém useku rychlosti v;. Je
dana délka nékterého useku drahy (nebo cela draha) a celkovy ¢as (nebo diléi ¢as). Maji se

dopogitat zbyvajici udaje.
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Napt. Cyklista jel z osady do mésta. Prvni polovinu cesty, vedouci pFevdzné do kopce,
Jjel rychlosti 10 km/h, druhou polovinu cesty, kterd prevazné klesala, jel rychlosti 18 km/h.
Cela cesta mu trvala 56 minut. Urcete vzdalenost osady od mésta. (Béloun a kol. 1992, s.
107)

Druhou moZnosti zadani je, Ze se ur€ity objekt pohybuje po draze uréitou rychlosti a
pak se jinou rychlosti vraci zpét. Jsou dany rychlosti a celkovy ¢as.

Napt. Mezi dvéma pFistavisti na Fece jezdi parnik. Cesta tam a zpét mu trva 3h 45min.
Po proudu pluje rychlosti 12 km/h a proti proudu 8 km/h. Vypoditejte vzddlenost mezi
pristavisti. (Béloun a kol 1992, s. 107)

Tieti forma zadéani je podobna prvni - objekt jede v riiznych usecich své cesty riznymi
rychlostmi a mame ur¢it jeho primérnou rychlost.

Komplikovangjsi podoba tohoto typu ulohy pak miize vypadat takto:

Turista Sel 1/3 cesty rychlosti 4,5 km/h, 2/5 cesty rychlosti 4 km/h a zbyvajicich 6 km
rychlosti 5 km/h. Kolik km uSel a jak dlouho mu trvala cesta? (Fryzek; Miillerova 1992, s. 66)
7. Pohyby v pohybujicim se prostredi

Zpravidla jsou aktéry téchto uloh plavci ¢i lod€ plujici proti proudu a po proudu, nebo
objekty létajici po vétru a proti vé€tru (ptéci, letadla...). Objekt se pohybuje proti proudu
rychlosti v; a pak hned po proudu rychlosti v,. Kromé toho je potfeba zohlednit rychlost
proudu.

Napt. Parnik ujede vzddlenost mezi dvéma pFistavy proti proudu feky za 40 minut a
zpadtecni cestu po proudu vykond za 30 minut. Urcete rychlost parniku v klidné vode, je-li
rychlost proudu reky 2 km/h. (B&loun a kol. 1992, s. 108).

8. Doprava v konstantnich intervalech

Na trati délky s jezdi dopravni prostiedky rychlosti v; kazdych x minut. Po této trati se
pohybuje objekt rychlosti v; a) stejnym smérem b) opaénym smérem. Jak ¢asto se potkava
s dopravnimi prostfedky (s kolika se cestou setka)?

Napi. Chodec kradi rychlosti 5 km/h podél trati elektrické drahy. Jestlize v urcitém
okamZiku potkal viiz elektrické drdahy, po kolika minutdch potka druhy, jestlize vozy jezdi
v intervalech 5 minut a rychlosti 15 km/h? JestliZe v urcitém okamZiku jej prFedjede jeden viiz,
Po kolika minutdch jej predjede druhy viiz? (Travnicek 2004/2005, s. 457)

9. Pohyby po dvou riznych drahich

Objekty se pohybuji po dvou riznych drahach, které se kiizuji. Z mista ve vzdalenosti

d; pted kiizovatkou se davéa do pohybu 1. objekt smérem ke kiiZovatce, po uplynuti doby ¢ se

na druhé draze z mista ve vzdalenosti d; pted kfiZovatkou dava do pohybu 2. objekt smérem
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ke kiizovatce, jejich rychlosti jsou v;, v2. Kdy budou tyto objekty v dané vzdalenosti d, nebo
kdy si tyto objekty budou nejblize?

Napi. Dva cestujici vysli soucasné z téhoZ mista. Jeden smérem na vychod, druhy
smérem na sever. Prvni uSel denné o 8 km vice neZ druhy. Po péti dnech chiize byli od sebe
vzddleni 200 km. Kolik uSel kaZdy z nich denné, jestliZe pFedpoklddame, Ze délka cesty, kterou
usli za den, se u Zadného z nich za ty dva dny nezménila? (Travni¢ek 2004/2005, s. 458)

10. Jizda vlaki

Jedna se o ulohy, ve kterych se musi kromé klasickych veli¢in pogitat jesté s délkou
vlaku.

Nap¥k. Po dvou rovnobéznych kolejich jedou tymz smérem dva viaky, rychlik 105 m dlouhy
rychlosti 57 km/h a osobni vlak 75 m dlouhy rychlosti 39 km/h. Jak dlouho trvd, nez kazdy
viak mine poFizovatele sediciho na druhém viaku? (TravniGek 2004/2005, s. 458)

11. Jiné

Ulohy, které nelze zafadit do zidného z pfedchozich typd, tlohy, které jsou n&&im
zvlastni, nebo ulohy riznym zplGsobem kombinované, které vyZzaduji teSeni problémi

né€kolika typu.
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6 Postup experimentu

6.1 Popis vzorku
Pro vyzkum jsem zvolila skupinu studentl z jedné tfidy viceletého gymnazia, ktera

vékové odpovida devaté tiidé ZS. Studenti tudiz maji dostateénd zazité postupy feSeni
slovnich uloh v8ech typl, véetné slovnich uloh o pohybu. Vyzkumny vzorek tvofilo 30

studenti, 14 divek a 16 chlapct.

6.2 Popis vyzkumu

Pfed zacatkem vyzkumu byla na zaklad¢ analyzy uéebnic matematiky pro zakladni
Skoly a sbirek uloh z matematiky vybrana série uloh, zastupujici typové ulohy a dale ulohy, o
nichZ jsem se domnivala, Ze jsou spiSe nestandardni a studenti je b&Zzn& ve kole neprocviéuji.
Vytvoteny seznam patnacti uloh byl pfedloZen ugitelce matematiky dané t¥idy s prosbou o
vyjadieni, zda Zaci ulohy znaji, béZn€ fesi, nebo jsou spi§e vyjime&né ¢&i je viibec neznaji
(alespoii ne z hodin matematiky). Na zaklad¢ vyjadfeni ugitelky byly sestaveny dvé varianty
pisemné prace o tfech ulohach, které mély zastupovat typové tlohy, znamé ze §kolniho
prostiedi. Tyto tlohy byly zdkim pfedloZeny k vypracovani na zadatku hodiny matematiky
v z4fi 2007. Jednalo se o pulené hodiny, takZe bylo pfitomno vzdy pouze 15 studentd, ktefi
byli posazeni do lavic po jednom, aby se eliminovalo opisovani (proto byly vytvoieny dvé&
varianty pisemné prace). Po dokonfeni pisemnych praci ucitelka vSechny tlohy se zaky
probrala u tabule (vzdy byl vyvolan jeden Zdk), coz bylo pozorovano a zaznamenano na
diktafon (pfepis pozorovani z hodin viz pfilohy 1,2). Pfi zaddvani chybéla jedna zakyné, které
byly tlohy ptedlozeny dodate&né pfi individuélni praci.

Béhem zafi a fijna 2007 nasledovala individudlni prace se viemi Zaky, pro kterou byly
zvoleny tlohy, které mély zastupovat méné béZné, komplikované a zcela nestandardni ulohy
o pohybu. Se zaky byla individudlni prace provadéna v samostatné ucebné po dobu jedné,
v nékterych piipadech dvou, vyucovacich hodin. Ze série tlloh byly pro pfimou praci vybirany
a sefazeny tlohy individualng na zaklad€ rychlé analyzy zaznami z feSeni pisemnych praci.
Nekterym studenttim, kde bylo potieba sledovat podrobnéji proces feSeni typovych tloh, byly
pHi individualni praci ptedloZeny n€které Glohy z pisemné prace druhé varianty, neZ té, kterou
jiz pisemné fegili. N&ktefi studenti byli pfed samotnym feSenim dalSich uloh poZzadani o
vysvétleni postupl z pisemné prace. Do samotného feSeni bylo neustdle zasahovéano.
Pozadovala jsem vysvétleni kazdého provedeného kroku feSeni a poskytovala napovédy,

pokud si student nebyl jist, nebo nevédél, jak déle v feSeni pokracovat.
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Po dokonceni prace se studenty byly pisemné i zvukové zaznamy analyzovany

(zvukové a pisemné zaznamy feseni a jejich analyzy jsou pfiloZzeny na CD).

6.3 Ulohy pouzité v pisemné praci

Varianta A

1. Za chodcem jedoucim primérnou rychlosti 5 km/h vyjel z téhoz mista o 3 hodiny
pozdgji cyklista primérnou rychlosti 20 km/h. Za jak dlouho dohoni cyklista chodce? ?
(Czudek; Havlicova; Hozova a kol. 1998, s. 89)

2. Z mist A a B, vzdalenych od sebe 210 km, vyjely soudasné proti sobé 2 kamidny
rychlostmi 40 km/h a 30 km/h. Kdy a kde se potkaji? (Czudek; Havlicova; Hozova a
kol. 1998, s. 95)

3. Z mésta A do mésta B vyjelo nakladni auto primérnou rychlosti 30 km/h. Soucasné
s nim vyjel i autobus, ktery mé€l primérnou rychlost 40 km/h a ktery ptijel do mésta B o
1 h 15 min dfive neZ néakladni auto. Jakd je vzdalenost mezi obéma mésty?

(Vymysleno)

Varianta B

4. Ve 13 hodin vyjelo z Pardubic ke Kolinu auto Skoda Felicia rychlosti 60 km/h. O pil
hodiny pozdé&ji vyjelo stejnou cestou auto Skoda Octavia rychlosti 80 km/h. Kdy
dohoni Octavia Felicii? (Vymysleno)

5. Z Prahy do Olomouce je pfiblizn€ 250 km. V 6 hodin vyjel z Prahy do Olomouce
rychlik primérnou rychlosti 85 km/h. Ve stejném okamZiku vyjel z Olomouce do Prahy
osobni vlak priimé&rnou rychlosti 40 km/h. V kolik hodin a v jaké vzdalenosti od Prahy
se setkaji? (Vymysleno)

6.  Nakladni auto jelo primérnou rychlosti 20 km/h a vyjelo z Prahy smérem k Liberci.
Soudasné s nim vyjel autobus, ktery jel primé€mou rychlosti 30 km/h a ktery ptijel do
Liberce o 2 hodiny dfive nez nékladni auto. Jakd je vzdalenost mezi Prahou a
Libercem? (Czudek; Havlicova; Hozova a kol. 1998, s. 93)

Viechny tyto tlohy tvofi dle slov ucitelky zaklad u¢iva tohoto typu tloh. V uéebnicich
se také podobné tilohy bézn& vyskytuji. Ulohy 2,3 a 4,5 jsou zamé&rngé sémanticky odlisné. Ve
varianté B je voleno sémanticky konkréin€jsi zadani. Objekty zde jedou mezi konkrétnimi
mésty, zatimco ve varianté A jezdi mezi abstraktnimi misty A a B. Tyto dvé varianty zadani si

kladly za cil sledovat, zda bude mit konkrétnost zadani vliv na feSeni uloh.
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6.4 Ulohy pouzité pro individualni praci

1.

Etapa cyklistického zavodu se jela primérnou rychlosti 45 km/h. Jeden zavodnik ztratil
defektem 4 minuty. Za jak dlouho a jak daleko musel jet rychlosti 50 km/h, aby opét
dostihl peloton? (Czudek; Havlicova; Hozova a kol. 1998, s. 91)

Martin byl s kamarady na chalupg. Rekl, Ze vyjdou-li z chalupy piesn& v 8 hodin a
plijdou rychlosti 3 km/h, pfijdou na zastavku autobusu 9 minut po odjezdu autobusu.
Pdjdou-li viak rychlosti 4 km/h, pfijdou na zastavku 6 minut pfed odjezdem autobusu.
Uréete vzdalenost zastavky od chalupy a v kolik hodin jede autobus. (Bé&loun a kol.
1992, s. 99)

Z mist A a B vysli sou¢asné proti sob& dva chodci. Prvni dosel z A do B za 4 hodiny.
Druhy dosel zB do A za 3,5 hodiny. Za jak dlouho se potkali? (Fryzek; Miillerova
1992, s. 66)

Po okruhu dlouhém 2550 m jezdi dva motocykly takovymi rychlostmi, Ze se potkavaji
kazdou minutu, jezdi-li proti sobé a dohangji kazdych 5 minut, jezdi-li tym# smérem.
Uréete jejich rychlosti. (Travni¢ek 2004/2005, s. 453).

Osobni automobil Mercedes vyjede v &ase T=0 zPrahy k hrani¢nimu pfechodu
Rozvadov. V ¢ase T = 40 minut vyjede z Rozvadova Audi A8. Mercedes se pohybuje
primémou rychlosti 160 km/h a Audi 145 km/h. Mercedes musi tfikrat zastavit
policejni kontrole. Tato kontrola trva poprvé 4 minuty, podruhé 3 minuty, poteti 5
minut. Audi jede po celou dobu bez zastavky. Setkaji se auta v Plzni? (Z Prahy do
Plzng je to 90 km a z Plzné na Rozvadov 60 km.) (Pfevzato od Kropackové 2004/2005,
piiloha 2, str. 5, upraveno)

V 5 hodin vysel turista z noclehdrny na del$i cestu. Za hodinu usel 5 km. Souéasng
snim vyjel z nocleharny stejnym smérem cyklista rychlosti 17 km/h. Za jak dlouho
budou od sebe vzdaleni 20 km? (Czudek; Havlicova; Hozova a kol. 1998, s. 93)

Za traktorem jedoucim rychlosti 12 km/h bylo vyslano za 3 h 30 minut osobni auto,
které ho musi dohnat nejpozdéji za 45 minut. Jakou nejmensi rychlosti musi auto jet?
(Czudek; Havlicova; Hozova a kol. 1998, s. 93)

Cyklista jede z bodu A do C do kopce rychlosti vi = 10 km/h, z bodu C do B z kopce
rychlosti 18 km/h. Drahu z A do B dlouhou 31,5km ujel za 2 hodiny 5 minut. Jak
dlouho jel z kopce a do kopce a jak dlouhd je draha AC a BC? (Travnicek 2004/2005, s.
454)

Auto jelo z A do B a celou trasu 12,5km absolvovalo primérnou rychlosti 75 km/h.

Prvnich 8 km jelo rychlosti 80 km/h, pak 3 minuty pojizdélo obci C a zbyvajici usek
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zvladlo za 1 minutu rychlosti 90 km/h. Zjistéte kolik km jelo auto obci C a zda pfitom

fidi¢ dodrzel povolenou rychlost jizdy. (Travnicek 2004/2005, s. 455)

Ulohy 1 a 2 byly zvoleny jako zvlastni varianty tloh o pohybu za sebou — prvni
komplikovana prodlouZenim drahy o usek pfed zdrzenim cyklisty, ktery neni pro feSeni
podstatny, ale pro studenty miZe byt znané matouci. Ve druhé uloze je zvlastnost ve
»Zdvojeni* jednoho objektu ulohy a vcelkové zvlastni sémantice zadani, ktera neni
v typovych ulohach bézna. Ulohy 3 a 4 zastupuji zcela nestandardni a pro studenty ze
Skolniho prostfedi neznamé ulohy. Uloha 5 byla zafazena pfedev§im pro znacnou
komplikovanost zadani a nabourani zakladniho schématu zadani typovych uloh o pohybu
tymz smérem. Ulohy 6 — 9 byly zafazeny jako rezervni, pro ptipad, Ze student dokon&i
prvnich 5 uloh pted koncem hodiny. Jedna se komplikované podoby typovych uloh, kde jde
piedevsim o to, Ze jsou zadany jiné velifiny a jiné neznamé, neZz je zcela bé&Zné. Dle slov
utitelky ale tyto tlohy byly ve $kole feseny (i kdyZ ne tak Casto jako typové tlohy z pisemné
prace). Uloha 6 se ale nakonec ukazala jako dilezita pro zjiSténi porozuméni algebraickému
feseni pomoci vzorce a rovnic pro drdhu a byla zafazena u velké &asti studenti. Ulohy 8 a 9

nikdo z fe$iteld nevypracovaval.
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7 Legendy a kédovani

VétSina studenth pfed samotnym feSenim provadi tzv. kddovani slovni ulohy (ve
smyslu pfevedeni zadani do referen¢niho jazyka), jehoZ vysledkem je legenda. V mém vzorku
se vyskytovala u vSech studenti ndpadné€ podobna legenda, v naprosté vét§ing obrazkova se

slovnimi pozndmkami (resp. se zapisem znamych a neznamych veli¢in ze zadani).

Ptiklad:
25 C
P ,.V’E.—«C‘—w N C:) .
| i 4a
I S & 11_4

Vi RS\aefl,  Va

T == Ta =

U nékterych studentt se vyskytuje podobna legenda bez obrazkové &asti, tedy pouhy
zéapis znamych veli¢in a zapis neznamych s otaznikem, jak je tomu naptiklad zde:
A~ ABD o) g

A, —
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44



ZpUsob zapisovani legendy v téchto typicky Skolskych ulohéach jist¢ do velké miry
zavisi na zvyku z hodin, coZz doklada také to, ze v jiném vzorku (Schoffelova 2005/2006) se
vyskytovala jina, ale také v dané tf¥id¢ typicka legenda — obrazkova a tabulkova, naptiklad

takto:

- 3K

Pro vét$inu studentd je typické sériové uchopovani textu ulohy a zéapis legendy uz
v prib&hu &teni (at’ uz voli legendu i s obrazkovou &asti ¢i nikoliv). To je v souladu s
odhalovanim jednotlivych kli¢ovych slov (,,pfikazovych idiomtd*). U uloh podobnych
typovym (v typovych to nebylo moZné pro pouhy pisemny zidznam pfimo sledovat, ale
pfedpokladam, Ze to bude pfitomno i tam) studenti v€tinou €tou postupné a zapisuji (nebo
Zasto postupuji tak, Ze si nejdiive pre€tou celou ulohu, ale poté étou znovu a stejné ji uchopuji
sériové). Jedna se o dost automaticky postup, ktery maji studenti zfejmé nacviceny z hodiny,
protoZe je téméF totozny u valné vétsiny fesiteld — pokusim se ukéazat jednotlivé faze zapisu na
pfikladu 4 z pisemné prace a feSeni Ivany.
Zadani: Ve 13 hodin vyjelo z Pardubic ke Kolinu auto Skoda Felicia rychlosti 60 km/h. O piil
hodiny pozdéji vyjelo stejnou cestou auto Skoda Octavia rychlosti 80 km/h. Kdy dohoni
Octavia Felicii?

P¥i identifikaci, Ze se jedna o tlohu o pohybu a identifikaci mist,odkud kam k pohybu
dochazi; zakresluji tise¢ku (nebo poloptimku). K takovému odhaleni dojde vétSinou v prvni
vé&té (spoustécimi slovy budou ziejmé slovesa jer, jit...zde zfejmé k tomuto staci precist Ve 13

hodin vyjelo z Pardubic ke Kolinu):
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Nasleduje odhaleni, zda se jedna o pohyb za sebou nebo proti sob& (pochopitelné tomu
takto pfesné nemusi byt vzdy, n€kdy student identifikuje zarovei pohyb i jeho druh a zapisuje
rovnou polopfimky...) a zépis Sipek (za sebou nebo proti sob€). Spoustélem zde je stejnou
cestou podpofeno je§té slovem dohoni v dalsi vété. Podobna slova se vyskytuji ve vsech
té&chto typech a zfejmé ta spousti zakreslovani Sipek (a mozZna uz v tu chvili vzorec, ktery
bude tieba pouzit).

P K

Zobrazované S§ipky jsou zajimavym aspektem obrazkové legendy. V nékterych
pfipadech zobrazuji jen smér pohybu. Pak je vétSinou v legendé usetka (odkud kam se
objekty pohybuji) a nasledné pdtouto dseckou Sipky proti sob& nebo za sebou, které skuteéng
jen naznaduji smér pohybu. V takovém pfipadé jsou S$ipky typicky kratké (respektive
nezobrazuji presné, kam aktéfi dojedou, jen jakym smérem jedou). To mubzeme vidét i
v legendach Ivany vyse. Druhou moznosti je, Zze Sipky zobrazuji drahu. Pak je typické, ze
v tlohach o pohybu protismérném se v urCitém misté stietavaji (coz uZ naznaduje soucet drah
obou aktérti pouzivany ve vzorci pro vypolet), navic Casto v misté, kde fesitel setkani

odhaduje:

Pro ulohy o pohybu tymZ smérem po neuzaviené draze je typické zobrazovani dvou
Sipek, které mohou rovnéZz znamenat jak smér pohybu, tak drahu. Sipka pak mtZe naznacovat
neuzavfenost drahy v tlohach kde neni urceno, kam az by méli aktéti dojet. Uvédomeéni a
zobrazeni uzavienosti & neuzavfenosti je dobfe vidét v dloze 2 u Davida (ktera je, jak
uvidime pozdéji, specifickou formou ulohy o pohybu tymZz smérem, ovSem po draze

uzaviené). Ten nejdtive po identifikaci pohybu za sebou nakreslil Sipku a poté, co se znovu
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vratil k textu, a zjistil, Ze draha je vlastn¢ uzaviena (zde je pohyb zcela jasné od chalupy

k zastavce a pohyb kon¢i aZ ptichodem na zastavku) pfetvofil §ipku v use¢ku.

Po zakresleni obrazkové legendy nasleduje doéteni celého textu a tim identifikace

znamych, neznamych a otazky. Poté dojde k zapisu toho, co bylo identifikovano:

| ——

Vo = R /6

oo
lz""

Jak vidime zde, nékdy uz dojde v této fazi k odhaleni a spravnému zapisu nékterych
dilezitych vztahG (zde vztah mezi ¢ a f;), nékdy v prvni fazi studenti zapi§i k obéma
veli¢inam otaznik.

Zajimavé je, Ze témét vzdy dojde k zépisu této legendy velmi rychle a moZna az
zautomatizovang. Je zcela patrné, Ze pokud je postup skute¢né takovy, nedochazi v tu chvili
jesté k nalezeni sjednocujiciho pohledu a leckdy ani k redlné pfedstavé situace (viz dale). Po
tomto zéapisu totiz zpravidla dojde k tomu, Ze student vytvofi jakousi pauzu, po které jako by
tlohu teprve zadal skutedné feSit. Takova pauza a zaCatek realného feSeni wlohy se projevi
napt. tim, Ze student fekne vyroky jako ,tak®, ,jo“, ,takze“, udéla ¢aru pod legendou, na
chvili se opte, nebo pokyva hlavou apod., jakoby v tu chvili mél za sebou jednu fazi feseni
(tedy zapis, predteni ulohy) a zatinal s fazi dalsi. UZ to naznacuje, ze hledani sjednocujiciho
pohledu bude teprve nasledovat (hovoiim ted’ o typickém postupu v ulohach typovych nebo
typovym podobnych, jinak je tomu u velmi komplikovanych tloh typu loha 4). Navic i u
nevyiesenych tloh se Sasto legenda vyskytuje. To znadi, Ze 1ze legendu zapsat naprosto bez
porozuméni situaci a nasledny sjednocujici pohled viibec nemusi byt nalezen. Po této ,,pauze*
vétsinou fegitel hleda spravny vzorec pro pouZiti v dané tloze, nebo v piipadé feSeni ivahou
zpisob vypoétu. AZ v tom — a nikoliv uZ v zépise legendy - spatfuji proniknuti do struktury

tlohy a nalezeni sjednocujiciho pohledu.
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7.1 Obrazkova legenda

Otazkou ovSem zustava, pro¢ si feSitel obrazkovou legendu vytvafi, k ¢emu fesiteli
slouzi. Nékdy se stava, Ze student po zapise této legendy uZz vibec nijak dale slegendou
nepracuje a pfi tvofeni matematického modelu se vraci zpét do textu, nikoliv do legendy
(ktera by méla byt zkracenym zapisem textu). Tak je tomu pfedev§im u velmi slozitych dloh.
U typovych $kolskych uloh je zase postup natolik zautomatizovany, Ze uZz pfi Cteni a
zapisovani legendy je sjednocujici pohled znam (resp. student si uvédomi, o jaky typ tlohy se
jedna, a to mu asociuje pfislu§ny vzorec, jehoZ feSeni miZe byt zcela mechanické — viz
dale), a tak legendu opét jiz nepotiebuje. Nabizi se n€kolik vysvétleni, k ¢emu legenda ve
zkoumaném vzorku slouZzi.

Pokud Zzaci po jejim vytvofeni legendu dale nepouzivaji, mize se jednat o vyzadovani
legendy od ugditelky. Na zakladé pozorovéni (viz pfiloha ¢. 2) je vSak patrné, e uditelka
nebaziruje na ptesnych postupech feSeni. Typicky postup ale muze byt v hodinach
matematiky obvykly a pouzivany ucitelkou, a proto ho Zaci posléze pti samostatné praci také
pouzivaji, aniz by jim k né€emu vyrazné€ slouZila.

Dal3i moZnosti s tim souvisejici je, Ze legenda se stala soucasti zautomatizovaného
postupu pii feSeni tohoto typu uloh (soucasti celého algoritmu feSeni). To ale je§té
neznamend, Ze se jedna o pouhé ,kopirovani“ pfedkladaného postupu, ktery byl predlozen
véetné legendy. Pvodné legenda mohla skuteCné slouzit jako zkraceny zéapis zadani, se
kterym se dale pracovalo pfi hledani sjednocujiciho postupu. Obrazkova legenda mohla byt
také pouzivana pro lepsi pfedstavu realné situace pfi pivodnim probirani t&chto uloh. Zaci si
tak mohli na za¢atku feSeni t&chto tuloh, kdy jesté postup nebyl zautomatizovany, text takto
zobrazovat pravé na zakladé realné pfedstavy situace, coZ jim mohlo pomahat k lep§imu
uchopeni tlohy. Nyni ale jiz do struktury té€chto (alespoi zakladnich) typd uloh pronikli
natolik, Ze sjednocujici pohled vidi rovnou a nepotfebuji si ho zobrazovat. Uz pfi &teni
identifikuji jednotlivé ,,ptikazové idiomy“, které hovofi o typu potfebného vzoretku. Legenda
tak miZe byt pozistatkem z doby, kdy ji fesitel potieboval, ale nyni ji uZ realn& potiebovat
nemusi (pfesto ji muZe pokladat za nutnou soucast algoritmu). Navic s postupnym
zautomatizovanim postupu uz mize byt legenda tvofena naprosto bez prfedstavy realné
situace, jen na zakladé kli¢ovych slov, kterd vyzna€uji druh pohybu.

Pochopitelné je ale pravdépodobné, Ze alespon nékterym studentim legenda skutegné
slouzi k lepsi praci s ulohou. Proces zapisu mize byt stejné automaticky jako pfi formalnim
pouZiti jako soucast algoritmu, ale pfesto miZe byt velice dulezity, a to pfedev$im v tlohach

komplikovanych, kde se postup feseni 1i8i od algoritmu fe$eni typovych uloh. To lze sledovat
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naptiklad v uloze 5 z individualniho zadani, kde je text komplikovan zpozdénim a né€kolika
prestavkami (takzZe je velice naroény na pouhé udrzeni udaji v pracovni paméti). Kdyz totiz
dochazi ke kresleni legendy (obzvlasté pak pii sériovém uchopovani), musi si fesitel skute¢né
pozorné pielist text, aby nakreslil skute¢ny pohyb. Pokud text jen pfecte a pohyb si nijak
nezobrazi, miZe nasledné pracovat snadno s opaénym vzorcem (tedy v Gloze 5 se vzorcem
pro pohyb tymZ smérem po neuzaviené draze), protoZe pfi ¢teni nevénoval uplné pozornost
pohybu, o ktery se jedna, nebo to neudrzel v paméti diky dal§im komplikacim tlohy. Pokud si
ma pohyb nakreslit, musi si zobrazit skutené to, co je zapsano; teprve poté uz to po celou
dobu fe$eni vidi a muze se toho drzet. Je tedy skute¢né mozné, Ze i kdyz kresli legendu na
zakladé jednotlivych ,pfikazovych idiomi“ (pfedev§im odhaleni typu tlohy - nejdfive o
pohybu, poté kterého konkrétniho typu), miZe to byt prosté aparat pro zapamatovani, o ktery
typ ulohy se jedna, protoZe jinak by to pfi sloZitém procesu feseni mohlo byt zapomenuto. Pti
pohledu na spravné sestavenou legendu je pak mozné odhalit, ktery vzorec zde bude potteba —
bud’ na zékladé automatického nauceného spojeni typu ,,proti sob& = vzorec se souctem drah*,
nebo na zakladé predstavy situace na obrazku.

Obrazkova legenda miZze obsahovat rizné mnoZstvi informaci a mize byt v rizné
mife vérnym odrazem textu (resp. situace) ulohy. Miizeme vidét jednat velmi schématické

legendy, napiiklad:

— e
| 7

]

/
Nebo velmi podrobné legendy

———

A= L_\d(,(w\\@\ i

Ovsem napiiklad tyto dvé legendy jsou od jedné Zdkyn€. Do urdité miry to maze

vypovidat o tom, jak dalece legenda poméaha k pochopeni, protoZe u nékterych studentd je
Pavliny). To m@Ze naznaCovat nutnost si ve slozit&jSich ulohach text co nejvice zpfehlednit

v legendg, zatimco v typovych a jim podobnych ulohach jde jen o schéma, o ktery ze dvou

zékladnich typt ulohy se jedna.

49



V nékterych pfipadech je dosti evidentni, Ze pravé pfi procesu vytvafeni obrazkové
legendy (a diky nému) dochéazi k postupnému pronikdni do vztahd v uloze. To se tyka
pfedev3im nestandardnich tloh. Dobfe je to vidét napfiklad u Davida v tloze 2, ktera uz byla
zminéna vySe v souvislosti se zobrazovanim uzaviené a neuzaviené drahy. David zacal

nejdfive legendou slovni:

Poté se zamyslel nad dal$im postupem a nakreslil obrazkovou legendu nejdfive

se Sipkou:

Obrazek tedy za&al kreslit az po zapisu zakladnich podminek, jako by mu mél pomoci
zjistit, ktery vzorec bude potieba pouZit. Po prvnim zobrazeni legendy se znovu vratil k textu,
pretvoril §ipku na usecku a zapsal s; = s,. Je tedy dost pravd€podobné, Ze na rovnost drah
pfisel az v prib&hu kresleni legendy. Jesté 1épe je postupné pronikani vidét pfi zobrazovani
situace v tloze 4, kde byla pouzivana série obrazkovych napovéd nebo si podobny postup
studenti vytvafeli sami (téZ pomoci obrazki). O tom je podrobnéji pojednano v kapitole 9.

Zajimavé je, ze v ulohach, které jsou feSeny chybng, neni nikdy chyba v legendé. I
tam, kde student posléze pracuje se Spatnym vzorcem (nebo jinak chybnym postupem), je
legenda (alespon jeji obrazkova &ast) vytvofena dobfe. To milZze vypovidat téz o tom, Ze
studenti pfi kresleni legendy maji pfedstavu situace (skute¢n& vidi pohybujici se objekty proti
sob& nebo za sebou), nebo maji postup zautomatizovany na zaklad€ klicovych slov. V kazdém
ptipadg jejich kresby alespori schématicky odpovidaji textu. Pfesto jsou pak studenti schopni
pouzit chybny vzorec (vé&tsinou opa¢ny). To mize vypovidat o tom, Ze a¢ v legend¢ realna
predstava situace je, pfi hledani sjednocujiciho pohledu byt nemusi, resp. k nému vibec
nemusi dojit a pouZiti vzorce miZze byt zcela mechanické. Studenti mohou mit vytvofena

spojeni — pohyb za sebou — s; = 52 a pohyb proti sob& —s; + s, = 5. Takové Cist€ mechanické
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spojeni miZe byt snadno zapomenuto, a proto se mizZe stat, Ze dojde k jejich zaméné. Takovy
postup by navic vypovidal o tom, Ze je pouZivan Cist€ mechanicky tak, jak byl pfedloZen
k pouhému mechanickému zapamatovani. Jak uvidime pozdéji, i pfi mechanickém uziti bez
nalezeni sjednocujiciho pohledu a proniknuti do struktury lze tilohu Gspé€$né vyfesit. Na druhé

strané ale stejné vypadajici postup mize byt podloZen skute¢nym pochopenim (viz dale).

7.2 Slovni legenda, uvédoméni si vztahu jednotlivych veliéin
Jak jiz bylo zminé€no, obrazkova legenda je doprovazena slovnimi poznamkami, resp.

Cast&ji jsou vyjadfeny jednotlivé zndmé a nezndmé z ulohy prostfednictvim fyzikalnich
veli¢in specifickych pro tento typ slovnich loh. Ve hfe jsou v zasadé 3 veli¢iny — s jako
draha, v jako rychlost a ¢ jako ¢as. Pochopitelné by bylo mozné pouzit oznaceni typické pro
viechny ostatni typy slovnich uloh, tedy pismena x, y apod., nebo po¢ate¢ni pismena objekti
tilohy. Pouziti téchto veli¢in je ovSem soucasti algoritmu pro fe$eni t&chto uloh, ktery byva ve
$kole predkladan jako nejjednodussi varianta feSeni za pomoci vzorce pro drahu — s = v.¢ (i
kdyz k vysledku lze dospét i bez n€j). V mist€, kde dochazi k zapisu téchto veli¢in, musi dojit

k uvédomeéni, které z nich jsou znamé a kter€ bude tfeba vypocitat.

7.2.1 Pfevody jednotek casu
Jiz v tomto misté se mizZeme setkat s druhem chyb specifickym pro tento typ tiloh, a

sice s chybnymi ptevody jednotek Casu, které jsou vSeobecné pro zaky obtizné. Rychlost je
zde zpravidla uvadéna v km/h, zatimco ¢as je mnohdy uvadén v minutach. Nejéast&jsi chybou
V tomto misté je opomenuti tohoto pfevodu. Krome toho studenti nékdy pouzivaji k pievodu
opa&nou operaci, neZ je potieba. VétSina z nich vi, Ze je zapotiebi ur¢ita operace s &islem 60
(protoZe z b&zného Zivota védi, Ze hodina ma 60 minut), oviem v danou chvili nejsou ihned
schopni tuto znalost aplikovat v matematickém pfikladu, neuvédomi si, co tento fakt znamena
pro pievod jednotek. Doklada to napiiklad nasledujici rozhovor nad fesenim Dasi:

Ddsa: Takze to je 1,6 hodiny.

Experimentdtorka: No takZe to je kolik zhruba? Jak si z toho spocitds, kolik je to minut?

Ddsa dosti dlouze premysli.

Ex: Kolik ma hodina minut?

Ddsa: ( Bez vahani odpovidd) 60.

Ex: Takze kdyz mds tfeba 2 hodiny, jak zjistis, kolik to je minut?

Dadsa: (Opét bez vahani) 120.

Ex: Coz je? Cos udélala s tou dvojkou, abys zjistila kolik to je?

Ddsa: Viyndsobila.
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Ex: No a ¢im?

Ddsa: Sedesdtkou.

Ex: No, takzZe to musis vZdycky vyndsobit Sedesdtkou. Takze to cislo, co mads ted v kalkulacce,
musis vyndsobit 60. Pak ti vyjdou minuty. Kolik to je minut?

Dadsa: TakZe to je hodinu a... mam to napsat?

Ex: No jenom aby to bylo pro orientaci leps.

Ddsa: Tak to je 1h a 40 minut.

Zde je dobte vidét, Ze Dasa skutené (stejn€ jako i ostatni studenti) vi, kolik ma hodina
minut, a vi také, Ze pravé s ¢islem 60 je tieba provést né¢jakou operaci. Toto védomi ma ale do
urdité miry oddéleno od matematické operace, protoZe v bézném Zivoté, pokud chceme zjistit,
kolik je urtity po&et hodin minut, Sedesati zpravidla nenasobime (protoze bé&zné se
nesetkavame s otazkou, kolik minut je hodina vyjadiena v desetinném ¢&isle). V bézném Zzivoté
prevadime maximalné celé hodiny, kde nam ovSem po&et minut naskakuje spise automaticky,
aniz bychom védomé pouZili operaci nasobeni 60 (i kdyZ implicitng ji pouZijeme). Jinymi
slovy za faktem, Ze hodina ma 60 minut béZn€ nevidime matematickou operaci 1 hodina =
1.60 minut.

Studenti nejéast&ji nechavaji pfevedené minuty ve zlomku, nebot’ pokud ma hodina 60
minut, je 1 minuta 1/60 hodiny a tudiZz x minut x/60 hodiny. PtestoZe by bylo mnohdy mozna
pohodlngjsi (nebo spide elegantn€j8i?) pracovat s desetinnym &islem, pro zaky je ziejmé
srozumitelngj$i prace se zlomkem, protoZe v ném pfimo vidi danou &ast hodiny, na rozdil od
desetinného &isla, které je v podstaté nic nefikajici. Navic pfi praci s détmi nabyvam dojmu,
Ze zlomek je specificka matematicka zalezZitost, se kterou se specificky pracuje a déti si mozna
nékdy ani neuvédomuji, jak by ze zlomku desetinné Cislo dostaly. 1/60, o které déti hovofi
jako o ,,jedné Sedesatin€“ pro né nemusi nutn€ znamenat ¢islo, které dostaneme operaci jedna

d&leno $edesati (chapani zlomku a prace s nimi by oviem bylo na samostatny vyzkum).

7.2.2 Vztahy mezi veli¢inami, sémantika ¢asovych vztaht

Ve vétsiné slovnich tloh o pohybu se setkdvame jiZ v mist€ zapisovani legendy (v
tomto vzorku tedy slovni &i slovniho doprovodu obrazkové) s nutnosti n&které neznimé
zapisovat pomoci jejich vzajemného vztahu. (Pfipadn€ tento krok nasleduje t&sné poté, ale
jesté pied rozhodnutim, ktery vzorec i jiny postup bude pouzit). Trochu mimo to stoji
uvédoméni rovnosti nékterych veli¢in. Ve zkoumaném vzorku pracuji Zaci ve vzorcich téméf
vyhradné s drahami, tudiz zde by mélo dojit k uvédoméni rovnosti ¢asu u tloh proti sobg&. To

uZ ale dle mého nazoru souvisi vice s nasledujici fazi — nalezeni sjednocujiciho vhledu a
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uvédomeéni si ekvivalenci. Je§té pfedtim je ale nejcastéji nutné vyjadfit vzajemny vztah ¢asu
jednoho a druhého aktéra, a to v pfipad€, Ze stejny neni. V prib&hu vyzkumu se ukazal tento
vztah jako nejvice problematicky bod slovnich uloh o pohybu a chyba vtomto bodé se
vyskytla alespori jednou u vétsiny studenti. Jedna se o problém v sémantice zadani, nejéasté&ji
spojeny se slovnimi tlohami o pohybu stejnosmérmém po neuzaviené draze. Ze zadavanych
tloh se tento problém vyskytoval téméf vyhradné v téchto ulohach (vyjimeéné lze obdobu

najit i v jinych, ale pak je to spiSe zalezitost jednotlivci):

1. Za chodcem jedoucim primérnou rychlosti 5 km/h vyjel z téhoZ mista o 3 hodiny pozdéji

cyklista priitmérnou rychlosti 20 km/h. Za jak dlouho dohoni cyklista chodce?

2. Ve 13 hodin vyjelo z Pardubic ke Kolinu auto Skoda Felicia rychlosti 60 km/h. O piil
hodiny pozdéji vyjelo stejnou cestou auto Skoda Octavia rychlosti 80 km/h. Kdy dohoni
Octavia Felicii?

A ngkolikrat jsme ho mohli pozorovat i zde, oviem ne uz tak vyrazné jako

v piedchozich dvou:

3. Etapa cyklistického zdvodu se jela primérnou rychlosti 45 km/h. Jeden zdvodnik ztratil
defektem 4 minuty. Za jak dlouho a jak daleko musel jet rychlosti 50 km/h, aby opét dostihl
peloton?

Problém byl v matematickém vyjadfeni zpozdéni dohangjiciho objektu. Studenti ho
obvykle vyjadtuji jako #; ve vztahu k #;, nikoliv obracené, coz ziejmé vychazi ze sériového
uchopovani a sériového zapisovani — tedy, ukazeme-li to napfiklad na uloze 1, student
nejdtive preéte ,, Za chodcem jedoucim primérnou rychlosti 5 km/h...“ a zapi$e v; = 5 km/h.
Dale &te ,, vyjel z téhoZ mista o 3 hodiny pozdéji cyklista... “; zde identifikuje, Ze bude ve hie
dalsi objekt, ktery bude mit &islo 2, zatim vEtSinou jeho ¢as nezapisuje. Dale &te ,, primeérnou
rychlosti 20 km/h... “, coZ zapise jako v; = 20 km/h. Poté docte otazku. ProtoZe o ¢asu chodce
nevi ze zadani nic (tedy alespoil to tak na prvni pohled vypada), zapide ho jako neznamou
(napf. x nebo ¢asté&ji jako t; =7)ao druhém Case vi, Ze se li$i o 3 hodiny — a pravé zde je
problém. Velice &asto se v prvnim zapise objevi £; = £; + 3, atkoliv vztah je pfesné opaény —
mé&l by byt vyjadfen jako f; = t; — 3. Tato opakujici se chyba se vyskytovala i v jiném
vyzkumu (Kropagkova 2004/2005). Proc¢ k této chyb€ tak casto dochazi? Nabizi se n&kolik
vysvétleni. Oviem skute¢nost bude zfejmé takova, Ze chyba bude zplsobena ¢aste¢né viemi
dale popsanymi aspekty (a moZna jeSt€ n€jakymi dalSimi), které vzidjemné vznik chyby

podporuji.
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Prvnim vysvétleni miZe byt dle Rendla (2004/2005) tzv. interference vyznamu casu
jako Casového tidaje na hodinkach a Casu jako udaje o trvani — tedy rozdil mezi tim, kdo jel
,»pozdg&ji* versus kdo jel ,,déle* (ve smyslu delsi dobu). Zde je hned dvakrat patrna sémanticka
dvojzna¢nost €asu — jednak Cas je v CeStiné oznaCovan jednim terminem pro udaj na
hodinkach i pro idaj o dobé trvani. Navic se v fe€i bézné pouziva slovo ,,déle* nebo ,,dyl* pro
oba tyto vyznamy (napf. ,,bude to trvat dyl“ — delsi dobu, ,,pfijdu dyl“ — pozd€ji). V ulohach
1-3 (viz vyse) jdou pak tyto dva vyznamy Casu proti sob& — ten, kdo vyjel pozdéji, jede kratsi
dobu, ale na hodinkach je jeho doba odjezdu o dany rozdil vyssi. Toto vysvétleni by

korespondovalo s tim, pro¢ tuto chybu fesitelé ned€laji naptiklad v Gloze:

Zmésta A do mésta B vyjelo nakladni auto priimérnou rychlosti 30 km/h. Soucasné s nim
wyjel i autobus, ktery mél primérnou rychlost 40 km/h a ktery pFijel do mésta B o 1 h 15 min
dfive nez ndkladni auto. Jakd je vzdalenost mezi obéma mésty?

Zde je zpozdéni na rozdil od pfedchozich uloh vyjadieno pii pfijezdu, nikoliv odjezdu,
tudiz dvojznaénost Cast zde proti sob€ nejde. Ten, co ptijel pozdgji, ma vyssi udaj o dobg
piijezdu na hodinkach a také ¢as jako doba trvani je u néj delsi.

Dalsi mozné vysvétleni této chyby souvisi s tzv. signaly a antisignaly (Hejny 2001).
Zde by se ovsem jednalo o trochu jiné pojeti. Hejny o signalech hovoti jako o slovech, ktera
spoustéji urditou matematickou operaci. Tato slova maji mit podle néj déti naucena ze skoly.
Antisignal pak znamena, Ze toto slovo (signal), které je obvykle spojeno s uréitou operaci, je
v n&kterych ulohach nutno spojit s operaci opaénou (ale déti pouziji tu, kterou maji se slovem
spojenou, a vznika tak chyba) (vice viz kapitola 2.2 — hledani zplsobu feSeni). Zde by mohl
byt podobny problém se slovem ,, pozdéji®, ale - jak se ukazalo ve vyzkumu Kropackové
(2004/2005) - i s jinymi slovnimi spojenimi, ktera vyjadtuji zpozdéni pfi odjezdu. V tomto
pfipadé by ovsem nevychazel z nau¢eného spojeni ze Skoly, ale spiSe z realnych situaci.
V béZném Zivoté se setkavame vétSinou pii oznaceni ,,pozdéji* s nutnosti pfi¢itat. Napiiklad
, PFijdu o 10 minut pozdéji* znamena, mij ¢as bude o 10 minut delsi (a zde je zapletena i
interference dvou vyznami &asu; jednak na hodinkach bude o 10 minut vice, jednak i &as
muze (ale nemusi) byt delsi — ,,zasekl jsem se v zacpe*, mij ¢as je delsi, nebo ,,vyjel jsem o
10 minut pozdg&ji“, pak muj ¢as neni delsi). V béZném Zivot€ se s formulaci, Ze n€kdo vyjel
pozdgji, a tudiz jeho &as je kratsi bézn¢ nesetkavame. Z toho mize pisobeni tohoto signalu
vychazet. Kdyz nékdo fekne ,pozdéji®, je to vétSinou ve spojeni s pfichodem a tudiz se

prigita. Rikame ,,pfijdu o hodinu pozdgji®, ,,vlak ma 20 minut zpozdé€ni“ atd. a pak pfi¢itame
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(a to funguje i ve slovnich ulohach, kde je rozdil vyjadien pifi ptijezdu, nikoliv odjezdu — viz
uloha vyse). Zde je toto slovo spojeno s operaci opaénou — proto se ¢asto vyskytuje chyba.

Kromé problematické sémantiky zde miiZze vstupovat do hry také nepfima iméra, ktera
je pro déti vieobecné problematickym matematickym jevem. Zde se nepfima umeéra vyskytuje
mezi rychlosti a ¢asem, tedy ¢im vySs3i je rychlost, tim krat$i je ¢as (protoZe drahy jsou zde
stejné) a naopak. To muze vznik chyby také podporovat, protoze pfima tméra (¢im vys3si
jedno, tim vyssi druhé) je ziejmé piirozenéjsi. Zde je navic matouci to, Ze v druhém typu uloh
o pohybu protismérném toto neplati, protoze alespori typové jsou zaloZeny na rovnosti ¢ast,
tudiZ zde nepfima uméra pfitomna neni a naopak se zde pracuje na principu uméry pfimé (i
kdyz se to v feSeni nikterak neprojevuje, ale vyznamove je to dilezité pro kontrolu spravnosti
vysledku), tedy ¢im vy$3i rychlost, tim del3i ujeta draha.

Dalsim problémem, ktery mize u této chyby vstupovat do hry, je nezazity zpisob
algebraického vyjadfovani. Koresponduje to sjinym typem slovnich tloh z pfedchoziho

vyzkumu (Schoffelova 2005/2006). Typickou chybu lze vysvétlit na nasledujici slovni tloze:

Petra Fika: ,, V nasi tFidé gymndzia mam pétkrat vice spoluzdkil nez spoluzacek”. Karel, jeji
spoluzék z téze tridy, dodava: ,,.Ja mdm CtyFikradt vice spoluZdikii neZ spoluzacek.“ Kolik
Studentii je v této tFidé gymndzia?

Chyba souvisi s vyrazy ,pétkrat vice spoluzikli nez spoluzadek, &tyfikrat vice
spoluzakt nez spoluzatek“. Problémem je pfevedeni tohoto vyroku do matematického
jazyka. Nékterym studentim dé€la problém si uv€domit z této Casti véty, kde vlastng bude
Cinitel 5 (4), zda u spoluzakii nebo spoluzagek, ackoliv védi, Ze vice je chlapcd. Problém je
tedy vkroku prevedeni ,pétkrat vice spoluZakd nez spoluzaCek“ na ,spoluzakii jako
spoluzadek krat pét, protoze pouZila-li jsem tento vyrok takto pfeformulovany, student jiz
védél, jak toto matematicky zapsat, ackoliv si pfedtim s plvodnim vyrokem nebyl jist.
Podobny problém se objevil i v jednom typu slovnich uloh o véku (Schéffelova 2006), kde se
vyskytuje podobna sémantika textu: ,Jendovi je dvakrat vic, nez bylo Ev&“. U nékterych
studenti to zptisobovalo podobné potiZe jako v tloze o tfidé gymnazia.

Podobny aspekt se mize promitnout i v sémantice slovnich dloh o pohybu. Pokud
fekneme, Ze cyklista vyjel o 2 hodiny pozdgji, je moZné, Ze student dobie vi, Ze cesta cyklisty
byla o 2 hodiny kratsi, oviem nevi, jak to vyjadfit v matematickém jazyce, tedy podobné jako
v tloze o tfidé gymnazia a zminéné uloze o véku ma problém, co se zde ¢emu rovna — tedy
prevést vyrok ,.cyklista vyjel o 2 hodiny pozdgji*, nebo také ,cyklistova cesta je 2 hodiny

krat$i“ na ,,cyklistova cesta je jako cesta chodce minus dv€ hodiny “. Doklada to, jak studenti
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reaguji na otazky experimentatora pfi procesu zapisu. Naptiklad Pavel zapisuje vztah ¢ast aZ
pfi dosazeni do vzorce:

Zdpis:

3t;=20.(t;+3)

Experimentdtor: Co to znamend? Tady mas t;at; + 3

Pavel: To jsem si dosadil Ze...ten cyklista vyjel aZ o tFi hodiny pozdéji nez ten chodec.

Ex: No to je pravda. A co znamend ten Cas? Tady mds néjakou rychlost krat cas, takZe ten
cas, to je néjakd doba, Ze jo?

Pavel: No.

Ex: Doba od kdy do kdy?

Pavel: Doba nez dosel tam.

Ex: Presné, doba, nez doSel... On viastné vySel odnékud a nékam dosel. A ta doba je od ty
doby, co vysel, nez se potkaj. To je doba jo? A kterej mél delsi tuhle dobu? Tady ten chodec
Sel, vySel a pak se potkali. Ten cyklista taky — vyjel...

Pavel: No delsi ji mél ten chodec.

Ex: No, delsi ji mél ten chodec. A co sis tady zapsal? Kterd tady z téch dvou je delsi?
(Mysleno v zdpise.) Kdyz se podivds na ten svij zdpis?

Pavel: No 3e delsi el ten chodec, takZe tady musi bejt minus.

Ex: No, protoZe cyklista jel jako chodec, ale o tFi hodiny min. (pFepisuje)

Zpravidla bylo k ujasnéni potfeba napovéd ve dvou fézich — nejprve ujasnéni, co je
¢asem mysleno — viz interference vyznamu Casu. (,, Co znamend ten cas?“ |, To je néjaka
doba, ze jo? “ ,, Ta doba je od.ty doby, co vySel, neZ se potkaj. A kterej mél delsi tuhle dobu? “.
Jinak fe¢eno, musime pievést otazku "kdy", kterou asi spontanné reagujeme na vyjadieni
"pozd&ji" na otazku "jak dlouho*). Poté jesté verbalné vyrok vyjadiit tak, aby byl co nejblizsi
vyjadieni algebraickému (), cyklista jel jako chodec, ale o tFi hodiny mini*“).

Poslednim problémem, ktery se v misté zapisu podminek pomoci veli¢in vyskytoval,
byla zaména ,,zdvojenych neznamych®. ProtoZe se to tyka jen specifického druhu dloh, je o

tomto problému bliZe pojednano v kapitole 9.5).
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8 Strategie reseni

Ackoliv, jak pozdé€ji uvidime, nejsou v Zakovskych feSenich strategie pfili§ pestré,
nalezneme nékolik zptsobt feSeni a za jednotlivymi stejné vypadajicimi feSenimi se skryvaji
Casto zcela rozdilné myslenkové procesy a Gvahy.

Nejéastéji pouzivanou strategii ve zkoumaném vzorku byla specifickdi forma
algebraického feseni, typickd pravé pro slovni Glohy o pohybu. Tedy pouziti v zasadé t¥i
rovnic (vzorcl) v riznych obménach: vzorec pro vypodet drahy: s = v.r a dvé rovnice drah
pro dva zakladni typy uloh: s = s, + 52 a 5; = 52. Tato podoba se vyskytovala nejcastéji,
upravené tvary nebo prace s jinymi veli¢inami (napt. namisto s = s; + s, vzorec {; = ) byly
spiSe vyjime¢né. Tento zakladni postup maji studenti zautomatizovany ajde dle slov ugitelky
o postup, ktery byl pii vykladu a Skolnim feSeni nejvice procvi¢ovan (ovsem studentim byly
pfedloZeny i jiné mozZnosti).

Nasledujici graf zptehledfiuje, jaké zastoupeni méa tento specificky typ teseni

v typovych tlohéach z pisemné prace. Celkem bylo studentim zadano 87 tloh.

Graf 1.
Pouzité strategie
k__ e
— 1 . s
specifické feseni  z toho Uspésné fe$eni jinou z toho Uuspé3né nefeseno
vzorcem strategii

V grafu mizeme vidét, Ze zastoupeni specifického algoritmu feSeni je skutedné
vysoké. Z 87 uloh bylo 69krat pouzito toto feSeni a pouze 15krat feseni jiné (Gvahové &i
feSeni metodou pokus — omyl). VSimnéme si, Ze aritmetické strategie byly procentueln&
mnohem uspé$néjsi (z patnacti pokust jedendct zdatilych) nez algebraické (pouze 35, coz je

téméF polovina spravné vyfeSenych tloh). Jak lze tuto relativni neuspésnost ve specifickém a
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pln¢ zazitém feSeni interpretovat? Znamena, Ze studenti pocitaji ulohy pouze mechanicky dle
nauceného algoritmu a skute¢né podstaté fesSeni nerozumi?’ Nebo naopak, je postup natolik
procvi¢eny a zautomatizovany, Ze uZ pfi ném studenti nepfemysleji a dopou$téji se tak mnoha
nepozornostnich chyb, zatimco Givahova strategie je natolik naro¢na, pfedev§im kvili nutnosti
pfi kazdé nové tloze znovu pronikat do struktury, Ze je nutné postupovat pomalu a pozorné a

k nepozornostnim chybam nedochazi?

8.1 Porozuméni algebraické strategii s pouzitim vzorcu a rovnic
pro drahy

8.1.1 ,Caste¢né“ porozuméni

Je tfeba brat v uvahu typ chyb. Velkou ¢ast tvofi chyby ,,z nepozornosti“ — opomenuti
pfevodi jednotek ¢asu nebo chybny prevod, odpovéd’ na jinou otazku, neZ jaka byla zadana,
pocetni chyby. Velkou ¢ast tvori také specificka chyba pfi zapisu zpozdéni, ktera je popsana
vySe. Ani jedna z t&chto chyb ale neni chybou ve strategii.

Kromé toho se v n€kterych pfipadech vyskytovaly chyby, které se tykaly skute¢né
procesu feseni. Téméf vyhradné se jednalo o ziménu dvou zakladnich rovnic pro drahy - s; =
s;a s = s, + s, popfipadé o nespravné pouZiti vzorce s = v.f. (naptiklad tvar s = v/). Tato
zaména by na prvni pohled méla vypovidat o tom, Ze si studenti pod témito rovnicemi
nepiedstavuji realné vztahy ani situaci ilohy a Ze moZna maji jen spojeni urtitych slov (&i
jinych aspektt, které jim napovi, o ktery ze dvou zikladnich typt aloh jde) s jednou z rovnic,
které ovSem neni pfili§ pevné, nebot’ se neopird o skute¢né porozumeéni. Tedy jinymi slovy —
rovnice a vzorce jsou pouze mechanicky zapamatovany. Proto jsem se snazila b&hem
individualni prace zjistit, jakym zpiisobem se vzorci a rovnicemi zachazeji a co za nimi
»vidi“. U n&kterych studentl je zcela evidentni, Ze za rovnicemi nemaji pfedstavu realné

&l boa bbb
situace a jedna se pro né pouze o postulovany ur€ity vztah absolutnich veli¢in, ktery je dany, a
logicky vztah za tim neni tfeba vidét (slovy jednoho ze studentii: ,, To je danej vzorecek, kterej
pFedtim nékdo vypocital a posté mu to vyslo. “. Takova prace se vzoreCky ale nemusi nutné
znamenat neporozuméni tloze. Pokud vychazime z porozuméni ve smyslu uchopeni ulohy
(tedy piedstava a pochopeni situace, kterd se v uloze odehrava a je popsana v textu), miize
k nému dojit bez nutnosti skute¢ného porozuméni vzoreCkiim. Takovy student pak vidi za
situaci ulohy realné vztahy a vi, Ze k urCité situaci patfi jeden ze vzoreckl (oviem muze je
zaménit, protoZe za nimi uZ redlné vztahy nema) a feSeni tlohy muze byt uspé&iné (a nebo

vlivem zamény vzoreckl nemusi). Lze to doloZit na feSeni ulohy 6 u Karoliny.

” Nebo slovy didaktiky matematiky jejich poznani je formalni?
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Zadani: V.5 hodin vysel turista z noclehdrny na delSi cestu. Za hodinu usel 5 km. Soucasné
s nim vyjel z noclehdrny stejnym smérem cyklista rychlosti 17 km/h. Za jak dlouho budou od

sebe vzdaleni 20 km?

Karolina: TakZe ten turista viastné jeho rychlost je 5 km/h (zapisuje a kresli legendu). A ten
ayklista ma 17 km/h a vyjeli ve stejnou dobu, to znamend, Ze t bude stejny a vys$li v 5 hodin. Za
Jjak dlouho od sebe budou vzdaleni 20 km. (Vidime, Ze ma realnou pfedstavu situace, vidi, Ze
pohybujici se objekty vyjely ve stejnou dobu a dokonce pfedem F#ika, Ze jejich ¢as bude
stejny).

Ex: TakZze ten cas je stejny, jak jsi Fikala a my chceme védeét, kolik to bude hodin nebo minut,
nebo jak dlouho to bude. Viastné vyjeli nastejno a tenhle jede rychleji, takze on mu furt ujizdi
a my chceme védét, za jak dlouho bude od néj 20 km. Za jak dlouho mu ujede o 20 km.
Karolina: TakZe se ptdme na to s toho... viibec nevime s.

Ex: No s nevime. Jakd je drdha toho prvniho?

Karolina: s,

Ex: A jakd je drdha toho druhého?

Karolina: s,, takze neni to stejny.(Opét je jasné, Ze ma realnou piedstavu, z textu vidi, Ze
drahy nejsou stejné, i kdyZ se jedna o lohu o pohybu tymz smérem, kde obvykle stejné jsou).
Ex: O kolik je to jiny?

Karolina: O téch 20 km. TakZe to bude s; plus s; = 5. (Toto doklada, Ze rovnice jsou &astedné
pouze naudené — Karolina ma zfejmé urcitou pfedstavu o tom, co rovnice znamenaji, protoZe
vidi, Ze drahy nejsou stejné, tudiz nemuzZe pouZit s = s;. Zbyva jen moznost druhé rovnice —
za tou ale nemize vidét realny vztah drah, jinak by védéla, Ze to zde neplati.)

Ex: Proc¢ myslis? Ja ti tady nakreslim cdru. Tady odtud vysli (kreslim ji celou situaci), tady je
ta noclehdrna a ten chodec prosté jde néjakou rychlosti a dojde tFeba sem za ten éas, ktery
hleddme. Ten druhej dojde sem. Tady to je chodec a tady to je cyklista a tady je 20 km.
(zvyraziuji tisek rozdilu drah). TakZe jakou vzddlenost uSel chodec z noclehdrny sem?
Karolina: s

Ex: s;a ten druhy?

Karolina: s;

Ex: Coz je kolik?

Karolina: s; + s; = s (opét doklada, Ze nevi, co to znamena).

Ex: To by znamenalo, Ze kdyZ seCtu tohle (zvyraziuji s;) a tohle (zvyraziuji s;) (pokousela

Jsem se ji vytvorit redlnou predstavu, co se za vzorcem skryvd)...
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Karolina: Kdyz sectu drdahu chodce a drdhu cyklisty, tak mam celkovou drdhu. (TakZe ona vi,
co vzorec znamena, ale zcela bez vazby na situaci této konkrétni ulohy. Vi, Ze s je drdha a
chape, jak lze vzorec pievést do slov béZného jazyka — vi, Ze s; + 52 = s znamena, Ze soucet
drah obou aktéri tvofi celkovou drahu. OvSem se situaci ulohy to nespojuje — v tuloze o
spojeni drah aktérd tlohy hovofit nelze. Tedy i1 kdyZ chéape, Ze vzorec je urCitym vztahem
drah, realné tam ten vztah nevidi, resp. nevidi souvislost mezi nim a situaci ulohy - souvisi to
s poznamkami o izolovaném chépani vzorce a situace ulohy viz dale).

Zde se tedy jedna o Castecné porozuméni tdloze. Nelze fici, Ze poznani ulohy je
formalni, protoze pfi takovém by Karolina sestavila mechanicky feSeni na zaklad¢ kli€ovych
slov a pokud by méla dobfe zapamatované spojeni se vzorcem, ilohu by asi pocitala s pomoci
s; = s, oviem naprosto bez realné predstavy situace. K tomu zde nedo$lo. Zde je evidentni
porozuméni situaci, ov§em pouZivani vzorci je do ur€ité miry pouze mechanické bez
porozuméni. Do jisté miry takové ,CasteCné” poznani muze byt dano celkové malou
schopnosti algebraizace, kterd je evidentni i v jinych pfipadech — viz napfiklad zasadni
problém zapisu zpoZzdéni, ¢i problém s algebraickym zipisem ,,spoluzaki je pétkrat vice nez
spoluzacek® (viz vy3e). Problém tedy pravdépodobné nebude v nedostate¢ném vysvétleni
principti Glohy a principl feSeni, ale v nedostatcich v procesu algebraického prepisu b&zného
jazyka (i kdyZ je pochopen). Déti tak mohou rozumét vété, ale algebraicky zapis takové véty
pro né nemusi znamenat totéZ. To ma za disledek, Ze nemusi porozumét vzorciim, i kdyZ jim
byly vysvétleny, protoZe algebraicky jazyk je pro n€ nesamoziejmy. Jest& lépe je tato situace
vidét u nekterych studentdi (napf. Dominik) v uloze 4, kterd je zadana zcela nestandardné.
Stejné jako v tiloze 6 se i v loze 4 Casto opakovalo, Ze student pfiSel na ,,vtip“ ulohy (tedy, ze
jeden aktér ujede za dany ¢as o kolo vic — viz specifika ulohy 4), ale vzapéti klidné zapsal s,
= g, atkoliv chvili pfedtim toto popiel. Je to asi ddno tim, Ze vzorec (a veliiny v ném
obsaZené) jsou chapany zcela oddélené od chéapani tlohy jako takové a vzorec je specifickym

matematickym jevem (viz dale).

8.1.1.1 Chapani vzorecku jako danosti
Dale uvidime, Ze studenti maji vieobecn€ problém s pouZitim upravenych tvarii rovnic

drah v uloze 4 a 6 a nékdy se rad€ji pfiklanéji k jinému feSeni. V obou piipadech totiZ neplati
dvé zakladni rovnice, které se déti ve 8kole uci —tedy s; = s2a s, + 52 = 5. KdyZ uz studenti
dospéji k tomu, Ze vytvoii tvar s; = 52 + 20, nebo u ulohy 4 5; = 52 + 2550 (coz vytvoti na
zakladé skuteéného pochopeni a vhledu do ulohy), pfestava to pro n€ Casto byt vzorecek, se

kterym je mozné pracovat. To dle mého ndzoru jednak opét souvisi s jiz dfive zminénymi
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problémy s algebraizaci jako takovou, ale vstupuje zde do hry jest€ dalSi problém. Vzorecky
totiz asto (i kdyz déti mohou v&dét, co znamenaji) pfedstavuji ur€ity postulovany vztah
absolutnich veli¢in a jsou zcela zvla$tnim aspektem matematiky (nebo i jinych ptedméth). Jak
fekl jeden ze studentl, jedna se o DANY vztah, ktery , nékdo vypocital a vyslo mu to".
Student vi, Ze s; = s, znamend, Ze drahy objektd se rovnaji. Vi také, jak vypada situace
v uloze. Zaroven ale citim, Ze obé tato pochopeni ma jaksi nepropojena. Rovnost ve vzorci
chape &asteéné néjak ,,nadmatematicky* a pfi pouziti téchto danych vzorecki je to najednou
od situace ulohy odtrzeno. Jedna se prosté¢ o danost, kterd pokud neplati, nelze s Glohou
pracovat jinak neZ vytvofit jiny typ vypoctu. Pokud tedy s; = s, neplati, vieobecné se ma za
to, Ze zde nelze potitat s rovnici drah (jakoukoliv, protoze jedina dalsi existujici s; + s, =
s zde taky neplati). To, Ze s; = s vlastné jen vyjadiuje skuteénou redlnou rovnost drah
v situaci Glohy, je obtiZné pfijmout, je to zfejme jina oblast chapani. Vzorecek a realna situace
tlohy jsou odtrzené (i kdyz dojde k pochopeni obou oblasti izolovang). Proto s; = s, + 20 uz
neni mozné piijmout jako vzoretek, do kterého lze dosadit dalsi (s = v.r), protoZze takovy neni
pfijat jako skuteény vzorecek. Ten zobrazuje realitu — realné pochopeni textu, kdezto s; = s,
je chapano jako danost, ne jako algebraické vyjadfeni rovnosti drah z textu. Dle vedouciho
prace jde v podstaté o to, Ze studenti berou rovnice drah jako povinné, konstantni premisy,
které nesouvisi se situaci v uloze, nybrZ jsou tu néjak ptedem a vné, podobné jako vzorec s =
v.t. Maji tedy vztahy veli¢in rozd€lené na abstraktn€ postulované vzorce, které tvofi premisy
jakékoliv ulohy v dané oblasti u€iva, a na popisy situace zadané v textu ulohy. Vzorce
nechapou jako popis situace, nybrZ shiry zadané moudro.

Jesté rigidngjsi je chapani vzorce s = v.t. Ten je mnohem Castéji pouze mechanicky
zapamatovan nebo néjak odvozen. Sledujme napiiklad odvozovéani u Martina K.:
Zapsal s; =5, + 20
Martin: Takze t; = t. Ted't to je V/s...ne S/v
Ex: Jak si na to prisel?
Martin: To je podle vzorecku s = v/t
Ex: pockej ...
Martin: Ne v/s...ne pockat.
Ex: Jak to je ten vzorecek?
Martin: km/h, tak v = s/t, takzZe t je s/v

To je Casty zpisob odvozeni. V&di, Ze rychlost se udava v km/h, coz znaéi, ze km je

draha a h je ¢as, tudiz v = s/t
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Piedstava realného pohybu se za tim skryva zcela vyjimeéné. Pfesto u vét§iny studenti
nelze tvrdit, Ze by vzorci s = v.f a jeho ostatnim tvarim vibec nerozuméli. VSech studentl
jsem se na porozuméni ptala. Mélokdo byl schopen podstatu vzorce explicitné vyjadfit a je
pravdépodobné, Ze za vzorcem ani Zadnou logiku nehledaji, protoze pfedpokladaji, Ze plati.
Dokonce se u nékterych fesitelt stalo, Ze vzoreCek pouZili nespravné — v jiném tvaru.
V ptikladech a zfejmeé i v béZném Zivot€ ho vSak bez problému (i kdyz nevédomé) pouzivaji.
Pokud jim byla uvedena reélna situace, neméli s jeho aplikaci vétSinou problém, ale opét je
zde vidét, Ze chapani redlné situace a chapani vzorec¢ku se dé&je oddélené. Tento jev lze
pfirovnat k vy3$e zminénému implicitnimu chapéni pfevodi jednotek ¢asu.

Ptiklad:

Michaela: No, takZze mohla bych ddt ten vzorecek s, = s; + 20?

Ex: A co tam potom dosadis?

Michaela: No vy, 12

Ex: A pro¢ tam misto toho dosadis tohle?

Michaela: No to je ta pyramida. Drdha je rychlost za cas (to je specificky $kolni zplisob
vyjadiovani jednotlivych veli€in, dle mého nézoru neti¢inny, protoze pokud je pyramida
zapamatovana mechanicky, ¢asem student zapomene, ktera veli¢ina byla na kterém misté.
Navic to dle mého nazoru podporuje problémy s algebraizaci).

Ex: No a pro¢? Pro¢ to neni tfeba v/t. Zkus mi Fict tfeba néjakej priklad. (Dlouho mici,) KdyZ
jede néjaky auto rychlosti 20 km/h a ja chci védét kolik ujede za t#i hodiny, jak to spocitim?
Michaela: Musim si vyndsobit tu rychlost tim ¢asem, protoZe...

Ex: Co mdm vilastné Feceny v ty rychlosti? Tam vZdycky Fikam, Ze jedu 20 km/h, co to
znamena?

Michaela: Ze ujedu 20 km za hodinu.

Ex: Jo, takze kdyz mam 3 hodiny, tak téch 20 za 3 hodiny musim vyndsobit.

8.1.2 Formalni pouzivani postupu

Predchozi ukazka ¢aste¢ného porozuméni pochopitelné nepopira, Ze nékdy studenti
postuptim skute¢né& nerozumi a do ulohy nemaji Zadny vhled — viz naptiklad prace Dasi, ktera
postupné ziskavala vhled aZz po rozebirani dloh pfi individualni praci a pfi pouziti riiznych
typt napovéd. Pfesto napfiklad ulohu 1 z pisemné prace vyfeSila (i kdyZ chybnég, protoze
zapomnéla na ptevod jednotky Casu). I stakovou &ist€ mechanickou aplikaci postupu je

mozné ulohu Gsp&sné vyfesit, ale je vysoce pravdépodobné, Ze u sloZit&jsich Gloh bez zasahi

(ndpovédy) student neuspéje.
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8.1.3 Zdanlivé formalni pouzivani postupu
Druhym (a ve vzorku &astym) pfipadem je, Ze feSeni studenta vykazuje znaky

formalniho poznani - mnohdy zapisuji rovnice viceméné na zakladé kliCovych slov nebo na
zékladé legendy, kterou si zapi$i. (Zda se ale, Ze vzorecek, resp. rovnice drah jim naskakuje
skuteéné v okamziku, kdy identifikuji typ ulohy). 8

Vzhledem k &asté rychlosti a samoziejmosti feSeni se zda, Ze si ani za textem ani za
vzorci nepredstavuji Zzadné realné vztahy. A je dosti mozné, Ze v danou chvili je tomu
skuteéné tak. Bylo to dobfe vidét pii pozorovéani v hoding, kde fesili ulohy v pisemné préci
(pfi individudlni praci uz to nebylo mozné pfili§ pozorovat, protoZe zde uz byly ulohy alespori
sémanticky netypické). Musi to ale nutn€ znamenat neporozuméni slovnim tlohdm o pohybu
a jejich pouhé formalni poznani? Musi pfedloZeni typového feseni, které studenti navic v tak
hojném poétu piijmou a dale aplikuji, znamenat pouhé memorovani algebraického postupu?
Studenti sice v typovych tlohéach takto postupuji a mozna ani pkili§ nevnimaji text Glohy (jen
nékteré kli€¢ové okamziky). Pfi individualni praci se ale ukézalo, Ze jsou-li na princip tlohy
dotazovani, jsou schopni objasnit jak situaci ulohy, tak pouzivané postupy (v&etn& vzorch).
Neékdy jsou i schopni zapsat rovnici chybné, resp. zapsat druhou variantu, ktera v fe§ené uloze
neplati. Pokud se jich ale nasledn€ doptavam, vétSinou si svou chybu rychle uvédomi. To
vyvolava dojem, Ze jsou si studenti feSenim diky mnohonasobnému procvitovani natolik jisti,
Ze sazeji na jisté feSeni (proto také nevoli jiné strategie fedeni, ale neznamena to, Ze by jich
nebyli schopni). Pfili§ o ném nepfemysleji a také diky zautomatizovani postupu uz nemaji
pottebu ,,divat se* do vztahli v uloze a realn¢ si situaci pfedstavovat. Stejné tak nemuseji mit
potiebu predstavovat, co je za rovnicemi o drahach (proto jsou schopni je zaménit). Provadéji
jakési zkracené feSeni. Pokud jsou ale dotazani, jsou asto schopni rovnice vysvétlit a dat je
do spojitosti s konkrétni fesenou ulohou. Navic pii individualni praci fesili sloZit€jsi ulohy,
které uz nemély tak samoziejmé feSeni jako ulohy typové. Pravé v nich se dalo prokazat, jak
hluboké je jejich chépani slovnich dloh o pohybu. Ve slozitych ulohach se jejich potieba
znovu kédovat celou situaci ulohy miiZze vratit (coZ znaci, Ze dfive nez se postup v typovych
tlohach zautomatizoval, také tuto potfebu méli). Jasnym dikazem toho, Ze porozuméni neni
pouze formalni, je uz jen fakt, Ze nékteré ulohy (napfiklad dloha 2) byly pro studenty (oproti
o&ekavani) naprosto jednoduché, ackoliv jsou sémanticky zcela odliSné od typovych uloh.

Formalni poznani pfrece znamend, Ze pokud dojde k odchyleni od typového zadani, jsou

8 Uz jen tak vyrazna podobnost feSeni mezi studenty by pro konstruktivisty zna&ila nau¢ené a nepochopené
schéma z hodin (protoZe konstruktivisticky pfistup prosazuje nalezeni vlastnfho fe3eni, nikoliv pfedkladani

typového, které 2aci pfijmou).
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fesitelé ,,ztraceni“. V uloze 2 tomu tak nebylo — i kdyZ v podstaté se zde jednalo matematicky
0 typovou ulohu o pohybu tymZ smérem po neuzaviené draze, sémanticky je zadéna Gplné
jinak (a jak uvidime pozd&ji, studenti si ji pro feSeni na typovou ulohu byli schopni pievést).
Kromé toho lze porozuméni doloZit dobie i na uloze 6. V ni je poruSeno naopak matematické
schéma a sémantické v podstaté ziistava (text je podobny jako v klasické uloze o pohybu tymz
smérem po neuzaviené draze, je pouze jind otazka), ale matematické feSeni neodpovida
klasickému vzorci. N&ktefi studenti nejdfive udélali chybu a zacali se zapisem klasického
feseni. Daleko &ast&jsi ale bylo piecteni textu znovu, odhaleni, Ze zakonitost rovnosti drah zde
neplati, a sestaveni zcela nového vzorce (ktery ovSem n€kdy nebyl uz automaticky bréan jako
vzorec — viz vy$e, coZ opét miiZe souviset s problémovou algebraizaci).

Velmi dobie je toto vidét napiiklad u Michaely. Jeji pisemna prace je naprostou tfidni
»klasikou®, pouziva vzorecky a jeji feSeni;je velmi rychlé. Uz jen samotné pouZivani vzoreckl
bez vétsiho rozmyslu by mohlo znamenat pouhé piijeti typového feSeni, neporozuméni a
mechanickou aplikaci. Pak by ovSem jist¢ nebyla schopna tento zptisob feSeni aplikovat na
slozit&jsich uloh4ch a uz viibec ho n&jak pretvofit &i vyuzit jinak. Podivejme se ale, jak fesila
slozit&jsi ulohy:

Uloha 1: Etapa cyklistického zavodu se jela primérnou rychlosti 45 km/h. Jeden zdvodnik
ztratil defektem 4 minuty. Za jak dlouho a jak daleko musel jet rychlosti 50 km/h, aby opét
dostihl peloton?

Vidime jasné odli$nosti v sémantice a zdanlivé matouci usek pfed defektem.

Michaela: No, takie vlastné vsichni ty zdvodnici jeli 45 i vcetné toho cyklisty pred tim
defektem, kde pak ztratil 4 minuty a pak musel jet 50 km za hodinu aby je dohnal.

Ex: A jakd je otdzka?

Michaela: Jak dlouho a jak daleko musel jet téch 50km/h, aby je dohnal.

Ex: Aby vlastné nahnal ty 4 minuty, ktery tim ztratil. Zkus mi to zase nakreslit, jak to vypada.

Kresli obrazkovou legendu:

R —

A
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Michaela: Tady ten jel... (mysleno cyklista)

Ex: Jaka je jeho rychlost?

Michaela: No nejdriv 45 a potom 50.

Ex: A co nds zajimad? Co sis to tady nakreslila za drdhu, to je odkud kam?

Michaela: To je od startu.

Ex: Od startu celého toho zavodu?

Michaela: Ne to je viastné od ty doby, co on mél ten defekt, az po dobu, co je dohnal.

Ex: Od ty doby, co mél defekt, nez je dohnal, mél jakou rychlost?

Michaela: 50

Ex: A co ta doba pFedtim, neZ mél ten defekt?

Michaela: To jel furt stejné jako oni.

Ex: A zajimd té ta doba? Oni jeli furt stejné, potom on mél defekt, tam stdl 4 minuty a pak jel
za nima.

Michaela: No to nepotiebuju.

Ex: Nepotrebujes no.

Michaela: PotFebuju pocitat tohle (ukazuje na drahu po defektu). Takse viastné on Jjel stejné
dlouho.

Ex: No on vyjel 4 minuty po nich.

Michaela: Jo takZe minus 4 minuty.

Ex: No akorat, Ze tady mas km/h a 4 minuty.

Michaela: Jo, jeZiSmarja. PFevddi na zlomek. Tak 1/15 hodiny? No a tu trasu mél stejnou
(zapisuje s; = 53)

Dadle pocitd sama dle klasického vzorce:

/dn

GSA, = S04 =BT [-BO R

e T
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Tedy studentka pochopila, Ze iloha neni typova a nefesila ji s takovou jistotou. OvS§em
jakmile se zamyslela nad principem, nebyla pro ni uloha nijak zvlast’ problematicka (coz
znadi, Ze i u typovych uloh je ji princip jasny).

Jest& 1épe to ukazuje tato uloha:

Uloha 6: V'5 hodin vysel turista z noclehdrny na delsi cestu. Za hodinu usel 5 km. Soucasné
s nim vyjel z noclehdrny stejnym smérem cyklista rychlosti 17 km/h. Za jak dlouho budou od

sebe vzddleni 20 km?

Michaela: No takze vyjeli na stejno, nebo vysli a $li stejnej cas, stejné dlouho a mam
vypocitat, za jak dlouho budou od sebe vzddleni.

Ex: Tam mds presné zadany, Ze budou od sebe 20 km, protoZe tady ten jde rychleji, tak za jak
dlouho ho pFedjede o 20 km.

Michaela: Takze ten cyklista pojede 20 km? A ten turista 25. Ne to je blbost.

Ex: No to by byli od sebe jenom 5 a oni se ptaj, za jak dlouho budou od sebe 20 km. To
znamend tenhle ujde néco a ten druhej ujede o 20 km vic. A oni se ptaj, za jak dlouho to bude.
Michaela: MiiZu si to nakreslit?

Ex: No jasny.

Kresli legendu:

\ -
N \

+ 2,
Michaela: TakZe drdha toho cyklisty bude s; + 20. (Zde vidime, Ze bez problému pouzila
vzorec, ktery se ve $kole newili a ktery neodpovidd klasickému feSeni u pohybu tymz
smérem, kde je v typovych ulohéch s; = s7)
Ex: Jak je to s casem?
Michaela: No piijdou stejné, takZe t; = t; (to také obvykle v typovych tlohach tymz smérem
neplati, naopak, taf je cas vétinou jiny — ani to ji ned&la problém).
Ex: Vyborny a co ted’s tim?

Michaela: No, takZze mohla bych dadt ten vzorecek s; = s; + 207
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Ex: A co tam potom dosadis?

Michaela: No v, , t;

Ex: A pro¢ tam misto toho dosadis tohle?

Michaela: No to je ta pyramida. Draha je rychlost za cas.

Ex: No a pro¢? Proc¢ to neni tieba v/t. Zkus mi Fict tFeba néjakej pfiklad. MIci. Kdyz jede
néjaky auto rychlosti 20 km/h a ja chci védét kolik ujede za tFi hodiny, jak to spocitam?
Michaela: Musim si vyndsobit tu rychlost tim casem, protoZe...

Ex: Co madm vlastné Feceny vty rychlosti? Tam vidycky Fikam, Ze jedu 20 km/h, co to
znamena?

Michaela: Ze ujedu 20 km za hodinu.

Ex: Jo, takze kdyz mam 3 hodiny, tak téch 20 za 3 hodiny musim vyndsobit. (Zde jsem se ptala
na porozuméni vzorce pro rychlost — o tom pozdéji).

Dadle vypo¢itala sama ndsledujicim zpiisobem:

':(IB/\A,,&) +Qq,
W+ = s 190,
AA = Qe J+ 42
3
= AN 4TS

T e

8.1.4 Nestandardni prace se vzorcem
Dalsi jev, ktery muze doloZit skute¢né porozuméni algebraickému druhu feseni, je

hledani jiného pouziti vzorce. To lze vidét napfiklad u Honzy B. opét u tlohy 6.

Po precteni a zakresleni legendy zapisuje s; = s).

Ex: Pro¢ sis ted napsal s; = 5,? Co to znamena?

Honza: Ja jsem to jesté nedopsal. PFipisuje minus 20 km. ProtoZe tady je napsany, za jak
dlouho od sebe budou 20 km a ten chodec je pomalejsi, takZe ujde o 20 km min, nes ten
cyklista ujede. (Drahu zobrazuje jako krat3i uZ v obrazkové legendg, coZ znaédi, Ze vidi realnou
situaci.)

Ex: No presné tak. (v tu chvili ma zapsany vzorec s; = s; ~ 20).

Zapisuje t; = 13
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Ex: Co znamend tohle?
Honza: Ze jedou oba stejnou dobu.
V dalsim postupu nedosazuje do s; = s,-20 vzorecek pro drahu (tedy v.t), jak to automaticky
déla v jinych ulohdch (viz zapis z jeho individudlni prdce), ale vytvdri jinou rovnost t; = t; (ha
zdkladé evidentniho porozuméni textu), kam dosazuje veliciny s a v. Rovnice tedy vypada
takto:
S1:V) = 82:V3
§1:17 = (5;-20): 5

Tak, jako Honza pracoval s jinymi veli¢inami ze vzorce, ale poté postupoval vlastné
podobné, jako by pouzil zékladni verzi, lze fesit ilohy i dal§imi zpasoby. P#i introspektivni
analyze feSeni byly nalezeny v zasadé vidy dva zpisoby feSeni (protoZe neméam jiz
zafixovany zadny zpisob feSeni, takZe se lépe dafilo poditat riznymi zpisoby feSeni). Ve
vét§iné tuloh jsou zadany rychlosti objektl. Neznamymi jsou pak drahy a &asy, které jsou
vyjadieny riznym zplsobem (vzdjemnym vztahem, souctem atd.). Lze tedy podcitat vzdy
jednu nebo druhou z t&chto nezndmych. Stejné, jako lze napfiklad v typové tloze o pohybu
protism&mém pouZit rovnici s; + 52 = s, miiZeme stejné tak pouZit rovnici ¢; = £, (jak to uginil
Honza v tiloze 6). Podobng u typovych tloh o pohybu tymz smérem lze pouzit bud’ s; = 3,
nebo také vztah ast, tzn. napiiklad t; = t; + ndskok a zbylé veli¢iny pak dosazovat dle vzorce
s = vt do tohoto tvaru. PH introspekci se jevilo jako zajimavé, 7ze vlastné vzdy dojde
k vypoétu jiné veli€iny, nez pro kterou je formulovana rovnost (ono je to logické, pokud
dosazujeme za neznamou dalsi veliCiny). Na prvni pohled by se mohlo zdat (a ja jsem to tak
pii introspekci citila), Ze pocitame-li naptiklad ¢, = 1, + ndskok a do tohoto tvaru dosazujeme,
chceme tim vypo¢itat neznamou ¢asu. Ovsem ve skute¢nosti ve vysledku vypo&itame drahu a
naopak (a zbylé veli€iny Ize pochopitelné vzdy dopocitat). Nicméné pravé poukazani na to, Ze
Ize pracovat témito dvéma mozZnostmi by mohlo podpofit porozuméni tomuto specifickému
zplisobu feseni, kdy by studenti mohli pfestat vzorec brat jako néco fixniho a piijimat ho
v podstaté bez hlubsiho pochopeni. Détem by takto bylo mozné ukazat, ze s, =s;at; =1, +
ndskok je vlastné pro tilohu totéz, protoZe se nejedna o vzorecky, ale o vzajemny vztah veli¢in
vychazejici ptimo z tlohy.

Nabizel by se jesté jeden zpiisob vypoltu, ktery by byl pro déti ale zfejm& dosti
obtizn& uchopitelny, a to prace s rychlostmi. Na gymnaziu, kde byl provadén vyzkum, jeden
z vyudujicich tuto variantu détem predklada. Jedna se o vypocty pomoci séitdni a od¢&itani

rychlosti. Nabizi se piedev§im pro tilohy o pohybu protismé€rném. S¢itanim rychlosti (v; + v,
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= v) feSitel dostane skutecny cas pribliZovdni. Vypocet poukdZeme napfiklad na uloze 2

Z pisemné prace.

Zadani: Z mist A a B, vzddlenych od sebe 210 km, vyjely soucasné proti sobé 2 kamiony
rychlostmi 40 km/h a 30 km/h. Kdy a kde se potkaji?

Vitva=v—40+30=70

s=210

t=2?

s=v.t = t=s/v=210/70 = 3 hodiny.

Podobné 1ze toto aplikovat na ulohach o pohybu tymz smérem — jak nam ukazal ve
svém feSeni napiiklad Michal. Problém bude ziejmé u studentd s uchopitelnosti takového
postupu. Pokud student pracuje se sCitdnim ¢i rovnosti drah, lze si to realn& pfedstavit (nebo
dokonce uréitym zplGsobem zobrazit napfiklad v legend€). Stejné tak si lze pfedstavit rovnost
Casu (alespoii na n&jaké verbalni Urovni), nebo porovnani jednoho a druhého kratsiho &asu.
Jak lze ale interpretovat s¢itani rychlosti? Lze v redlném Zivoté jakkoliv s¢itat a odéitat
rychlosti? S takovym jevem se miZeme setkat nanejvys u dopravnich nehod, kde se séitani
rychlosti pouziva pfi Celnim narazu. Rozhodn€ je to ale pro déti méné& asté a méné
samoziejmé nez prace se zbylymi dvéma veliCinami, tudiZ ji zfejmé& samy objevi jen ziidka a

pokud by jim tento postup byl piedloZen, zfejmé pro né€ bude hiife pochopitelny.

8.2 Pouziti jinych strategii

Piedchozi prace s veliCinami uz hrani¢i s pouzitim aritmetické Uvahové strategie.
Navic v pfipadé Michala nebo Kuby uz se skute¢né jedné spiSe o tvahu, kde je pouze
vyuzivano veli¢in rychlosti, ¢asu a dréhy (coz asi u uloh o pohybu ani nelze nevyuzit).

Uvahy Michala jsou obzvlast€ zajimavé, proto je namist€ uvést alespoii n&které (vice
viz zdznamy a analyzy jeho feSeni v pfilohach na CD). Pravé v souvislosti se s¢itanim a

odgitanim rychlosti pouzivé zajimavou uvahu napiiklad v uloze 1 z pisemné prace.

Zadani: Ve 13 hodin vyjelo z Pardubic ke Kolinu auto Skoda Felicia rychlosti 60 km/h. O pul
hodiny pozdéji vyjelo stejnou cestou auto Skoda Octavia rychlosti 80 km/h. Kdy dohoni
Octavia Felicii?

Z vysvétleni postupu také v Gloze 1 vindividualni praci, kterd byla feSena stejng,
vyplynulo, e postup je takovy: vypotita naskok, ktery musi Octavie nahnat — to je 30 km.
Poté pocita rozdil v rychlostech — to je 20 km/h a kdyZ poté vypocita Cas, za jaky ujede
samotnym rozdilem v rychlostech tuto dréhu, vyjde mu spravny vysledek — zbavi se tak v

podstat& nutnosti do nekone¢na poditat, o kolik mu zase za dobu, kdy nahénél zpozdéni, ujel
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druhy objekt, protoZe nenasobi potiebnou drahu celkovou rychlosti, ale jen rozdilem
v rychlostech — tedy pocita jakoby stale oba objekty jely — tam je obsaZeno to, Ze jsou stale
v pohybu oba a poéita pouze se skutecnou pribliZovaci rychlosti objektu — ne s jeho celkovou
rychlosti —a to je rozdil v rychlostech.

Na rozdil od néj néktefi studenti, ktefi se také pokouseli o ivahu, se v ni nedokazali
dobfe vyporfadat sjednim ze specifik t€chto uloh, a sice snutnosti respektovani stale
pokracujiciho pohybu (jedna ztypickych chyb v téchto ulohach). Sledovat to muZeme
naptiklad u Lucky, kterd o nutnosti toto respektovat védéla a pokousela se o to, ale jeji
vypocet nebyl zcela presny.

Zadani: Za chodcem jedoucim primérnou rychlosti 5 km/h vyjel z téhoZz mista o 3 hodiny
pozdéji cyklista priimérnou rychlosti 20 km/h. Za jak dlouho dohoni cyklista chodce?
Jeji postup vypada takto:

ATy - 20\

= ASlum
D =10k
2oy 4= -?:«
do V= olian
V 200
fo Bt =R
» )
v 5= 1
'{"’ ’\tos

CK@&QQ CL\OCQULEQ 4, 05,

Lucka: No tak tady jsou rychlosti a tady je drdha.

Ex: A co je to za drdhu?

Lucka: No to je ta jejich drdha, oni maj stejnou tu drahu.
Ex: No a proé je to 15 km? Ono to tam neni zaddno, Ze jo?

Lucka: Jd jsem to méla, jakoZe to si, jako Ze on ujde za ty 3 hodiny 15 km.
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Ex: Jo ten naskok jakoby jo?

Lucka: Jako za jak dlouho to ujde a pak jako za jak dlouho to ujede ten cyklista a potom jako
ten cas toho cyklisty a jak dojde ten chodec. No a vyslo mi to jako skoro stejné.

Ex: Jo, takze si tady méla draha 135, ted za jak dlouho ujede ten ndskok ten cyklista.

Lucka: No a ten to ujel za % hodiny a ted, Ze za jak dlouho dojde ten chodec.

Ex: Jo kam aZ jako on dojde za tu % hodinu? (Mysleno chodec, za dobu, co bude cyklista
dohdnét ndskok.)

Lucka: A pak jesté cyklistu, za jak dlouho to ujede on a pak jsem to seCetla v§echny ty Cisla.

V jejim ptipadé §lo o algebraické feSeni pomoci klasickych vzorcii pro vypocet drahy
a zarovefi ivahy mimo klasické Skolni feSeni. Pravdépodobné byl jeji postup nasledujici:
nejdiive pracovala se zpozdénim 3 hodiny — vypocitala, kolik za tu dobu ujde chodec, ktery
jde sam — to byla draha s; = 15 km. Poté spocitala, za jak dlouho tento naskok doZene cyklista
svou rychlosti a vy§lo ji % hodiny. Musela ale je$t¢ vypocitat, kam za dobu, kdy cyklista
dohanél naskok, opé&t ,utekl“ chodec, a vypocitala tedy, jakou drahu ujde chodec svou
rychlosti za % hodiny. To byl pro ni vlastn€ dalsi ndskok, ktery musel cyklista dohnat (3,75
km), a tak opét vypocitala, jak dlouho tuto drahu pojede cyklista. Oviem proces by mél dale
pokradovat, protoze zatimco cyklista nahani druhy naskok 3,75 km, chodec opét n&jaky metr
ujde a ten musi cyklista opét dohnat — bylo by to na delsi vypocet. Princip myslenkového
postupu jde ale spravnym smérem. Na rozdil od ni nektefi si stale pokraCujici pohyb vibec
neuvédomuji. Napriklad fedeni Matéje u téZe ulohy, ktery podle rozhovoru nad tlohou pouze
vypotital, kam dojde za dobu ndskoku chodec a nasledné za jak dlouho tuto danou vzdalenost
(15km) ujede cyklista.

Kromé tvahové strategie se nékolikrat vyskytla i druhé aritmeticka strategie — pokus-
omyl &i slozit&jsi forma — systematicky pokus. Vyskytovala se ptedev§im v typovych tlohach.
Jako ptiklad lze uvést Kubovo fe§eni ulohy 4 z pisemné prace (zadani viz vy$e). Nejdrive
zapsal rychlosti, poté zkusil tipovat, Ze potfebny ¢as by mohl byt pil hodiny a vypodital, kolik
za tu dobu aktéfi ujedou. Zjistil, Ze je to malo. Vypogital tedy, kolik ujedou za hodinu a pil a
zjistil, ze mu vyjde, Ze se sejdou, tudiZ je to spravny vysledek.

V této kapitole bylo piedloZeno nékolik zpisobil feseni u rliznych aloh zadanych ve
vyzkumu. Pochopitelné s netradi€nosti uloh se strategie studentd vice li$i (coz miZe souviset
s identifikaci nestandardnosti ulohy v procesu uchopovani, jak je popsano v diskusi, kdy
studenti mohou na zakladé toho ,,odloZit* klasické feSeni a hledat jiné). RGzné zplsoby feseni
jednotlivych sloZitych uloh je blize popsano v kapitole 9 a 10. Piehled o tom, jak €asto byly

pouzivany jiné neZ ,klasické“ strategie zobrazuje nasledujici graf. Modré sloupce ukazuji,
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kolikrat byla dand tloha zaddna. Fialové sloupce zobrazuji pocet feSeni dané ulohy
specifickym algebraickym feSenim pomoci vzorcil a rovnic pro drahu. Je pochopitelné, Ze
nebylo vZzdy mozZné zcela odlisit tuto strategii od riznych kombinovanych podob (stejné jako
v grafu vyse). Uspésnost strategii tentokréat nelze brat v ivahu, nebot’ do feseni bylo zdsadnim

zplisobem zasahovéno a studenti byli k feSeni dovedeni téméf vzdy.

25
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9 Specifika jednotlivych uloh

Protoze v individualni praci byly studentiim zadavéany Ulohy vice ¢i méné se vzdalujici
od typovych $kolnich uloh, vyskytla se u vSech urcita specifika pfi jejich feSeni. Nyni se
pokusim na tato specifika poukazat a dat je do souvislosti se zvla§tnostmi matematické a

sémantické struktury jednotlivych uloh.

9.1 Uloha 1 - Cyklista dohanéjici peloton

Zadani: Etapa cyklistického zdvodu se jela primérnou rychlosti 45 km/h. Jeden
zdvodnik ztratil defektem 4 minuty. Za jak dlouho a jak daleko musel jet rychlosti 50 km/h,
aby opét dostihl peloton?

Uloha je zajimava pfedev§im sémantikou. VSimnéme si (a v feSeni studentd je to
patrné), Z¢ matematicky se jedna o klasickou wlohu o pohybu tymZ smérem po neuzaviené
draze. Je dana rychlost obou objektl a zpoZdéni dohangjiciho. Zbyva vypoditat spoletna
dréha a &as, za ktery druhy objekt doZene prvni. Sémanticky je ale uloha netypicka. Za
matouci udaj byl piedpokladan popsany usek pred defektem cyklisty, kde se zddiraziiuje stejna
rychlost obou pohybujicich se objektd (podobny tidaj se v typovych ulohach nevyskytuje).
Pro vypodet ale tento usek neni nijak podstatny, naopak neni do matematické struktury vibec
zahrnut. Také zvlastnost otazky se jevi jako matouci. Obvykle byva otazka v posledni vété a
jeji formulace je napf. ,kdy a kde doZene...“. Rychlost objektu, ke kterému se otizka
vztahuje, byva zpravidla udana na zacatku ulohy v oznamovaci vété a nevztahuje se piimo
k otazce. Zde otazka zni: ,jak dlouho a jak daleko musi jet rychlosti 50 km/h“. Jednak je tedy
zvlastni zadani rychlosti i otdzky v jedné veté, jedna ,musi jet rychlosti“ zni jakoby
podminkov& — pohyb se neodehral, zatimco v béznych ulohach je vétfinou zadéno ,.jede/jel
rychlosti®, tedy pohyb probiha nebo probehl.

K mému prekvapeni ale studenti s ulohou vyrazné problémy neméli. U n&kterych byla
zpocatku vidét vétsi pozornost vi€i textu a pii prvnim Eteni moZna byla tloha klasifikovana
jako nestandardni. To souvisi s aspektem, ktery je popsan v diskusi - a sice s tim, Ze studenti
kromé& druhu tlohy také identifikuji jeji typovost &i netypovost. Zde ziejmé student po
identifikaci lohy o pohybu nejdfive povazoval ulohu za netypickou, ale posléze po dal§im
&teni a lep§im vhledu do matematické struktury — ktera je totoZna v typovych ulohéach - ulohu
identifikoval znovu jako typovou o pohybu tymZ smérem. (Nebo k tomuto uvédoméni mohlo
dojit po zapisu podminek do obrazkové a slovni legendy, kde student vidél, Ze se shoduje

s legendou z typovych tloh.) Dle toho také byla feSena. Postup byl téméf totozny jako u uloh
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1 a 4 zpisemné prace. Pro ptriklad miZeme uvést praci Stépanky. Jeji teSeni v uloze 1

z pisemky vypada takto:

Co -ty - 20 (44 ‘0\3\

Lo = ot

A pro srovnani feSeni ilohy 1 — cyklista dohangjici peloton:

>

+
b >
50 ko

Ty = Va,"‘k

We+4 = Botg~ 33

= 544

Vidime tedy, Ze FeSeni je témé&f stejné. Z rozhovoru je navic jasné, 7e sémantické
zvlastnosti nezpisobily Zadné zavahani, a to ani pfesto, Ze se autorka o znejisténi pokousela
(poté, co Stépz’mka automaticky zapsala matematickou strukturu):

Ex: Jesté se té zeptdm, tady se viastné piSe, Ze oni jeli spolu rychlosti 45 km, pak on mél ten
defekt a pak jel za nimi. A co ta drdha, kterou on mél viastné pred tim nez se mu to stalo?
Je tam diileZita nebo neni?

S'te'pdnka: No neni, to jedou stejné.
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Ex: TakZe se to zacne pocitat od kdy?

Stépdnka: Az od 1y doby, co on je dojizdi.

Ex: Ano a tu drdhu, kterou my vlastné potrebujeme zjistit, nez on je dojel, tak to je jakd
draha? Odkud kam?

Stépdnka: No tak od toho mista, nez se mu to stalo, nez je dojel.

Stejné jako v typovych tlohach muZeme vidét i podobné rozlozeni ,klasickych® a
jinych fefeni. Byla feSena patnacti studenty, z nichZ pouze jeden pocital uvahovou strategii
(Michal - student, ktery uvahové postupoval i v typovych tlohach a zvolil totozny postup jako
v tloze 1 z pisemky, tudiZ také Glohu identifikoval jako typovou o pohybu tymz smérem).

Uloha s sebou nesla i chybu s pfi€tenim zpozdéni typickou pravé pro tlohy tymz
smérem po neuzaviené draze (je vid€t i u Stépanky — viz zdznamy a analyzy jeji prace —
piilohy na CD).

Dalsi zajimavosti ulohy je nepravdépodobnost zadané situace — na kole ¢&lovék
malokdy dosahne rychlosti 50 km/h. Nad tim se pozastavila pouze 1 Zakyné (Kristyna), ktera
reagovala: ,, TakZe musel jet 50 km/h 30 km. Ty jo, ten si mdaknul “, ktera tak jasné dokazuje, Ze

si pod textem tlohy pfedstavuje realnou situaci.

9.2 Uloha 2 - Cesta od chalupy k zastavce

Zadani: Martin byl s kamarddy na chalupé. Rekl, Ze vyjdou-li z chalupy presné v 8
hodin a piijdou rychlosti. 3 km/h, pFijdou na zastavku autobusu 9 minut po odjezdu autobusu.
Pijdou-li vsak rychlosti 4 km/h, pFijdou na zastdvku 6 minut pred odjezdem autobusu. Urcete
vzddlenost zastavky od chalupy a v kolik hodin jede autobus.

Zvlastnosti ulohy je opét pfedevSim sémanticka struktura. Matematicky jde, stejné
jako v tloze ptedchozi, o Glohu o pohybu tymZ smérem po neuzaviené draze, ma v$ak n&kolik
sémantickych zvlastnosti:

- Vystupuje zde, oproti typické podobg, pouze jeden pohybujici se objekt.

- Draha je zde zcela jasné uzaviena.

- Pohyb je vyjadfen v podminkovych vétach. Nejde tedy o skutedny pohyb, ktery se
odehral (nebo odehraje), jak je tomu u vétSiny tdloh, ale pouze o moZné varianty
pohybu.

- Navic méfeni rychlosti chlize neni v redlnu béZné (a udrZeni stejné rychlosti po celou
dobu chlize uZ viibec ne), tudiz cela uloha vystupuje spie jako hadanka nebo hlavolam.

- Otazky jsou kladeny neobvyklym zpisobem.
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Zpusob, jakym studenti ulohu fesili, byl opét prekvapujici. VétSina studentd pracovala
s ulohou dle jeji matematické struktury — tedy jako s typovou ulohou o pohybu tymz smérem
po neuzaviené draze. Oproti ofekéavani byla navic pro mnoho z nich naopak jednodussi oproti
uloze 1 a 4 z pisemné prace, protoze zpusobovala mensi problém s vyjadienim &asového
rozdilu. Se sémantickymi zvlastnostmi se vypofadali takto.

Jeden objekt, u kterého se zvazovali dvé varianty pohybu, automaticky brali jako dva
objekty (takze je mozné, Ze spiSe neZ pohybujici se objekty — nebo spife subjekty - ulohy jsou
za matematické objekty brany triady rychlost, ¢as, draha). Néktefi studenti dokonce explicitné
hovotili o dvou skupinkach lidi, u nichZ kazda pljde jinou rychlosti (odstranili tak také
automaticky podminkovou formulaci a brali pohyb jako uskutediiujici se) a sama jsem se
piistihla, Ze v rozhovoru se studenty také hovofim o dvou skupinach.

Uzaviena draha nebyla v feSeni ptekaZzkou, naopak studenti lépe vidéli platnost vzorce
s) = 53, protoze u typovych uloh je tento tvar vyjadien spiSe skryté. Zde je draha jasna u obou
variant — od chalupy k zastavce. (Uv€domeéni je vidét napf. u Davida v zapisu legendy — viz
kapitola 7.1)

Pouzité strategie jsou ve vSech pfipadech algebraické. Zvlastni je, Ze tuto ulohu fesil
algebraicky i Michal, ktery se jinak tomuto zpisobu vypocétu spise vyhyba, protoze vzorecky
nezna. Nakonec se mu podafilo na né€ pfijit, ale ma je spiSe mechanicky zapamatované:
Michal: To je néjak rychlost se rovnad rychlosti? Ne pockat. (Vidime, Ze to jen zkousi, ale
uvédomuje si, Ze to tak neni mozné).

Ex: Rychlosti nejsou stejny, to vidis. Co Casy?

Michal: Taky ne. Jo drdhu maj stejnou (takZe s; = s, chape jako rovnost drah a vidi to i

v situaci ulohy). Takze ...

Zapisuje s; = s, a ddle v; + t; = v, + 17 (op€t asi jen zkousi, jen si pamatuje, Ze je tam né&jaka
operace s témito dvéma veli¢inami)

Ex: Proéje tam v, +t; = v, + 27

Michal: Ne to je krat, pockat.

Opravil

Ex: No jak si na to ted prisel?

Michal: To je vzorecek pro rychlost.

Ex: No a ty si ho nepamatujes, tak jak si na to prisel?

Michal: Km/h takze drdha za ¢as. (Md to tedy zapamatovdno asi jen pomoci této pomiicky,

nikoliv pomoci logiky vzorce.)
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Otazkou zilistava, pro¢ se najednou uchylil k algebie, kdyZ v jednodussich ulohach
pouzival uvahu? Koresponduje to se zaveéry z predchoziho vyzkumu. Tam se ukazalo, Ze ,, déti
maji potrebu vidét do logiky pohybu ve slovni uiloze a potFebuji po celou dobu sledovat déj a

vvvvv I'4 766
l

postupné zmény. Proto také Castéji voli sloZitéjsi a méné , elegantni* strategie, které to
umozruji. PFeneseme-li tento poznatek na samotné pouZivané strategie, ukazuje se, Ze ziejmé
viude, kde by studenti byli schopni vidét do logiky vztahii v iiloze, dali by prednost Feseni
uvahou (coz také cini v jednoduchych slovnich ulohdch). Rada iloh je ale tak slozitych, Ze
Jsou schopni jen dil¢ich vhledii (viz fragmentace textu ulohy) a algebraickd strategie je tak
Jedind moznost. OvSem v pribéhu algebraického FeSeni ztrdceji kontrolu nad tim, co tomu
v realité odpovidd. To je do urcité miry nutné, nebot' v realité upravdm algebraickych vyrazi
a rovnic casto neodpovidd nic. Podobné ale Casto ztrdceji kontrolu i pFi vyjadreni dilcich
vztahii. Proto zvlddaji rovnice jen v ulohdch, kde je maji nacvidené — v prototypovych
Skolnich ulohdch. Tam maji jejich pouZiti , nadrilované‘ tak, Ze do vztahi vidi. Diky této
dobre zvlddnuté strategii, kterou umi alespor na iirovni klasickych Skolnich tiloh, pro né mize
byt jednodussi i vyFeSeni uiloh komplikovanych. Na rozdil od toho, nejsou-li déti do algebry
nuceny, mohou jisté vyresit lépe jednoduché ilohy, kde je mozné celou ilohu ivahové
zviddnout, nebot lze najednou pojmout vSechny vztahy v ni. Problém pak ale nastane
v ulohdch, o kterych je FeC vySe — tedy v téch, kde uz jsou déti schopny jen dilcich vhledi.
Déti, které nejsou dostatecné vybaveny algebrou, kterd je zde takika jedinou moznosti, pak
mayji jen malou Sanci takovou ulohu vyresit. “ (Schoffelova 2005/2006, s. 66)

Zde pochopitelné nelze takovy zavér generalizovat jen na zakladé prace jednoho
studenta. Podivame-li se podrobné na celou Michalovu praci, vidime, Ze Gvahu pouzil i
v tiloze 6,5 a 3. V uloze 6 je to pochopitelné, protoZze sémanticky se jedna o klasiku tlohy o
pohybu tymZ smérem. Matematickd odliSnost v neplatnosti vzorce, kterd délala problémy
ostatnim, Michala nemiize zmast, protoZe vzorec nema zafixovany. Uloha 5 byla vyfesena
vahou, protoze pokud se student rozhodne odpovédét pouze na otazku tlohy (zda se setkaji
v Plzni), jedna se o pomé&m¢ jednoduchou sémantickou i matematickou strukturu a lze ji
Gvahové pojmout najednou. Uloha 3 je zcela specificka a nestandardni a pouZiti vzorce je zde
velmi obtizné. Naopak uvaha se zde nabizi, protoZe vztahy nejsou komplikované, v podstaté
je tieba nalézt jeden sjednocujici pohled. To, Ze Michal nedokazal uvahou vyftesit pravé ulohu
2, které je pro predstaveni si situace (diky podminkové formulaci) obtiZna a dlohu 4, kde je
text podobny (také vidime podminkové véty a navic je text dlouhy a zamotany), je pfi

nejmens$im napadné a lze to dat do souvislosti s vySe zminénym zdv€rem z pfedchoziho

vyzkumu.
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9.3 Uloha 3 - Chodci

Zadani: Z mist A a B vysli soucasné proti sobé dva chodci. Prvni dosel z A do B za 4
hodiny. Druhy dosel z B do A za 3,5 hodiny. Za jak dlouho se potkali?
viem studenttim. Resilo ji 13 zaka a pouze 2 ji vyfesili bez mého zasahu. U této ulohy stoji za
to zminit alespon 3 zakladni typy feSeni.

Bylo mozné ji vyieSit algebraicky, ovSem jednalo se o velmi sloZitou aplikaci
klasického algebraického vzorce, protoZe student v postaté nezna ani jednu neznamou — nezna
celkové s ani s; nebo s,. Nezna také rychlosti a ¢asy, které jsou zadany, neodpovidaji ¢astm,
které je treba dosadit do vzorce. Prav€ v tomto studenti ne€ast&ji chybovali. Vé&t§inou se
snazili (pokud nerezignovali) vyuZit zakladni vzorec s = v.f v nadgji, Ze jim na vypocet bude
stadit znalost #; a t; a za tyto veli¢iny si dosazovali zadané hodnoty 3,5h a 4 h, aniZ by si
uvédomili (alespoii zpocatku), Ze se jedna o jiné t; a f, nez dosazuji obvykle. V bé&Znych
tlohach jde o €as do setkani (ktery se vétSinou ma zjistit), ale zde jde o &as, po ktery ujde
kazdy chodec celou trasu (takovy pokus je vidét napiiklad u Ivany — viz zépis a interpretace
jejiho feseni). Existuje moznost velmi sloZité aplikace, kterou nabizi uebnice, ze které je tato
tloha pouzita (Fryzek; Miillerova 1992, s. 66). V feSeni studentl ji mizeme vidét napt. u

Martina K., vypada takto:

A
4
A

Lo=18c L = 142
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Obecné ale byl tento zplsob feSeni pro studenty velmi obtiZzn¢ uchopitelny. Jedna
z obtiznosti byla v tom, Ze by student musel pouzit velmi netypicky veli¢inu rychlosti, a sice
jako draha za jednotku ¢asu — tedy s/3,5 a s/4. To se vSeobecné ukazalo jako obtizné pfijatelné
a potvrdilo se to i v loze 4. Km/h jsou jednotky pro vyjadfeni rychlosti, ale malokdo si
uvédomuje, Ze je to vlastné draha za ¢as, tedy klidn€ zde neznama draha za 3,5 hodiny nebo
za 4 hodiny (jak zapisuje Martin), podobné tak v tiloze 4 jedno kolo za minutu, nebo 4 kola za
5 minut, nebo obecné draha x za Cas y. Tato neschopnost abstraktné pojmout vyjadfeni
rychlosti podpofila neschopnost se s Glohou algebraicky vypofadat. Kromé toho méli studenti
nejriznéjsi pokusy pro vyuZiti zdkladniho vzorce, ale jejich postupy byly velice sloZité a ne

vzdy vedly ke spravnému vysledku, napfiklad netispé$né feSeni Lenky:

A

/’./\h =._5_ .‘\'2-
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David nakonec ke spravnému vysledku dosel, ale velmi sloZitou cestou:
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Na jiny zpdsob feSeni jsem pfi§la pfi introspekci a pokud méli studenti tendenci
k rezignaci, pokousela se je na toto feSeni navést a u viech se to s pomoci napovéd zdafilo.

Princip feseni mohu ukazat napiiklad u Kristyny:
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Obvykle se zaroven odehral nasledujici rozhovor, pfi kterém byl student veden
k feeni po jednotlivych krocich (zde byla navic pouZita analogie s koladem — obvykle se
pouZiva na mnohem niz$im stupni pro vysvétlovani zlomk).
Ex: Kolik ujde, ten co jde 4km rychlosti, kolik ujde za hodinu? .
Kristyna: Za hodinu, %.
Ex: No zkus si to napsat. Ten prvni tFeba A si to oznacime ujde za 1 hodinu Y%. A kolik ujde
tenhle ta 1 hodinu?
Kristyna: Ten ujde za 3,5 hodiny cely... za 1 hodinu ujde...
Ex: Kdyz to dds na zlomek klidné.
Kristyna: Jo, tak 1/3,5
Ex: Tak a ted my nevime, kolik jdou, oni jdou prosté néjakych x hodin dejme tomu. Tak kdy#
tady ten ujde $a 1 hodinu %, tak kolik ujde za x hodin?
Kristyna: x/4.
Ex: A ten druhej?
Kristyna: x/3,5
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Ex: A kdyz vime, Ze oba dva dohromady ujdou celou tu drdhu, jak to miizeme zapsat...
vzpomen si na takovy ty ulohy, kde jste pocitali...

Kristyna: O spolecny prdci.

Ex: No.

Kristyna: No a ja vim, Ze tam bylo néco...ale ja pravé nevim.

Ex: No tam bylo, Ze jeden udéla jeden kus, druhej dalsi kus a dohromady to udélaji cely. Jak
se to zapsalo to dohromady? KdyZz mds zlomek, kdyz mds tfeba % + %, kolik je to
dohromady?

Kristyna: 1/10, ne to je blbost. 1/5

Ex: %, zkus si pFestavit kold¢. Piilka koldce a pillka koldce je kolik.

Kristyna: Jednicka.

Ex: No JEDEN kolac Ze jo?

Kristyna: Takze jakoby x/4 plus...

Ex: No oni musej dohromady zas udélat celek. Tak si predstav, ze tohle je kold¢ (ukazuji na
dréhu). A my nevime, kolik méFi ani nic, ale vime, Ze tady ten tam md néjakej podil x/4, kterej
snédl a tenhle x/3,5 a dohromady to musi davat ten jeden celej kolac.

Kristyna: Takze dohromady to da jakoby jednu.

Ex: Tak jak se to zapise?

Zapisuje rovnici a dopocitdva:

Posledni feseni, které pouZili dva studenti (a také jedini dospéli k vysledku bez mé
pomoci), pouzili tvahu (viz zdznamy a analyzy feSeni Michala a Honzy Z v ptilohach na CD).
Ta spoéivala v tom, Ze jejich spole¢ny ¢as musi vzniknou zprimériiovanim jejich poloviénich
Cast. Tedy jejich seftenim poloviny Casu prvniho chodce a poloviny &asu druhého a
vydélenim dvéma. Tim ziskame vysledek 112,5 minuty (lisi se tedy 0 0,5 minuty od vysledku,

ktery ziskame pfi pfedchozich postupech. V zasad€ by ale postup mél byt také spravny).

9.4 Uloha 4 — Pohyb v kruhu
Zadéani: Po okruhu dlouhém 2550 m jezdi dva motocykly takovymi rychlostmi, ze se

potkdvaji kazdou minutu, jezdi-li proti sobé, a dohdnéji kazdych 5 minut, jezdi-li tymz
smérem. Urcete jejich rychlosti.

Tato tloha je zastupcem zcela netradiCnich a pro Zaky nezndmych tuloh o pohybu (i
pfestoze, jak se za chvili ukaze, ji lze fesit téméf klasickym postupem). Hlavni rozdil je v tom,
e se jedna o pohyb po draze, ktera je kruhova a sémantika ulohy je takova, Ze neni

vylougeno, ze pohyb od startu k cili se vicekrat opakuje. Z hlediska matematické struktury se
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jedna o ulohu, ve které jsou obsaZzeny oba zakladni typy uloh. Prvni ¢ast hovofi o pohybu
proti sob& a matematicky se jedna o klasické schéma, kde plati zakladni udaje téchto uloh —
tedy je zadana vzdalenost mezi dv€ma body — 2550m, ¢as obou aktérid je stejny a souétem
jejich drah ziskame drdhu celkovou. Jedind odlisnost od klasické tdlohy o pohybu
protismérném v matematické struktufe je v tom, Ze neznamou jsou rychlosti, které jsou
obvykle zadany. Kromé toho je zadana pouze celkova draha, ale bez zadani drahy jednoho a
druhého motocyklu (to ma naopak s typovymi tlohami spole¢né). Pravé proto nelze dlohu
vypocitat bez jeji druhé &asti, protoZe rychlosti nelze dat do pfimého vztahu tak jako &asy
nebo drahy v obvyklé struktufe ulohy o pohybu protismérném. Kruhova draha je zde matouci
spiSe sémanticky, protoze v matematické struktufe nehraje roli. Pro vypoget je diilezity pouze
pohyb v jednom kole (opakovani se nemusi, resp. ani nemize) brat v potaz. Motocykly
vyjedou ze startu a sejdou se na uritém misté (pfi¢emz jeden motocykl ujede drahu vétsi nez
druhy). Tedy kdybychom ,natahli tuto dréhu, jednalo by se o b&Znou tlohu, kde jsou jen
zadany jiné neznamé. Ziejmé také proto s touto ¢asti ulohy neméli studenti zasadni problém.
Vétsinou sestavili klasickou rovnici drah s; + 5, = s a do ni dosadili v.f, po ¢em? zjistili, Ze
maji dvé neznamé a tlohu tedy takto nevypocitaji.

Kli¢ovy bod ulohy je v druhé polovin€. Zde uz kruhova draha hraje roli zasadni a to
jak sémanticky, tak matematicky. Jednak je tfeba se oprostit od zakladniho schématu — pohyb
za sebou — s; = 5;, protoZe to zde neplati, jednak je tieba si piedstavit (nebo uvédomit), ze
pohyb po kruhu musi alespoii u jednoho aktéra probéhnout opakovang, aby se objekty mohly
sejit. Na rozdil od klasické tlohy o pohybu tymZ smérem objekty vyjizd&ji nejen ze stejného
mista, ale i ve stejny Cas (neni zde klasické zpozdéni jednoho z objektil), takZe jejich
oddaleni, které je nutné proto, aby bylo mozZné nésledné potkavani, se musi odehrat
prostiednictvim odlisnych rychlosti, které tvofi neznamé tlohy. Pokud by se nejednalo o
kruhovou drahu, nemohla by pfi spole¢ném startu otdzka znit ,,kdy se dohoni, ale ,,za jak
dlouho budou od sebe vzdaleni...“. Kruhovéa dréha vSak umoziiuje pfi tomto neklasickém
zadani klast klasickou otazku ,kdy se dohoni®, protoZe v daném kontextu je to sémanticky
ekvivalent otazky ,,kdy budou od sebe vzdaleni na vzdalenost rovnajici se délce okruhu*.

Pii fedeni této ulohy studenty se objevilo hned n€kolik typickych potizi. Pokusim se to
nyni ukazat na feSeni Kristyny. Po precteni zadani jako prvni zapsala situaci v prvni &asti.

Nejdiive nakreslila legendu a poté zapsala s = s; + 52:
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Poté chvili vahala (jak vidime rovnici $krtla a poté napsala znovu), ale spole&né jsme
dosly k tomu, Ze je tomu tak, a Kristyna s tim neméla v&tsi problém. Poté jsme opustily tuto
situaci a zacaly fesit situaci jizdy za sebou. Zezacétku ji situace nebyla viibec jasna. Na mou

vyzvu si vytvofila nakres situace:

Ani poté na princip nepfisla (ani po pfirovnani ke kruhovému stadionu, co? je kontext
ji blizky). Zvolila jsem tedy sérii napovéd, kterou jsem volila témé&# u viech student, protoze
si skoro nikdo jinak s touto situaci neporadil.

Ex: Tak hele, ja ti to nakreslim. (Kreslim tento obrdzek):

Ex: Nakreslim ti takhle kolo, tady je start a ted ten jede, pojede pomalu a dejme tomu, ze
dojede tieba do pilky (vyteckovand cdst drdhy). A ten rychlejsi, ten jel mnohem rychleji, takze
ten uz ddvno v ty piilce byl, takhle to cely objel a tady v ty pillce ho dohonil. Kolik ujel ten
pomalejsi?

Krist: Trikrdat min nez...

Ex: No kolik z toho kola ujel?

Krist: No piilku a ten druhej jedno a pill, takZe ujel tFikrdt mifi ten pomaleji.(Dalsi zajimavy

aspekt — viz dale).
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Kreslim dalsi obrdzek:

Ex: Dobre a kdyz by ten pomalej byl jeSté pomalejsi a dojel by jenom sem. A ten druhej by to
zase takhle objel a tady by ho dohonil. Kolik ujel ten pomalejsi?

Krist: Ctvrtku a ten druhej kolo a étvrt.

Ex: No tady to bylo?

Krist: Piilka a kolo a pil, takZe ten druhej je vidycky jakoby o kolo driv. Takze s;a to s; to je
ten rychlejsi se rovnd jedno kolo a ted’ nevim ale....

Ex: Kolik je jedno kolo?

Krist: Takze 2550m.

U n&kterych studentd byl proces napovéd, nez byli schopni zobecnéni pravidla, delsi.
Néapovédy zpravidla sly ve sledu, jak uvadim u Kristyny. Po druhé napovédg ale néktefi
znejistéli, protoZe zjistili, Ze puvodni pravidlo , tfikrat vice* neplati. Zvolila jsem pak jests
jednu napovédu, ze které uz bylo jasné, Ze nejde o nasobek drahy, ale vzdy o jedno celé kolo.

Népovéda vypadala takto:

Usek pomalejsiho jsem v posledni napovédé oznacila jako s; a znovu jsem

zopakovala: ,, Tady ujel ¢tvrt a ten kolo a ¢tvrt nebo pil a kolo a pil. Tady ujel s; a ten? “
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Zde uz vétSinou byli schopni fici, Ze druhy ujede vzdy s; + kolo a zapsat to jako s; =
s; + 2550 (i kdyZ ne Gplné samoziejmé, coZ souvisi s aspektem popsanym v kapitole 8.1.1.1 —
napiiklad Ani¢ka 1 pfesto, Ze princip pochopila, zprvu napsala jako vzorec pro vypocet
klasické s; = s;). Postupné pronikani do této situace miZzeme vidét i jinde (viz jednotlivé
zaznamy z praci studenti, napf. gtépén). ,» Vtip*“ tlohy je tedy pravé v odhaleni vzajemného
vztahu drah u pohybu po okruhu za sebou, které se lidi pti jednom setkani objektt vzdy
pfesné o kolo. Ukézalo se, ze draha vyjadiena v kolech je pro zéky obtizn& uchopitelna a
vyjadieni vztahu pravé pomoci kola také. Proto se opakované objevilo po prvni napovédé, ze
student fekl, Ze druhy ujede tikrat vice, nez prvni. V této fazi vétsina studenti generalizuje,
Ze vidy rychlejsi ujede tiikrat tolik nez pomalej$i — mozZna to vyplyva z toho, Ze vétsinou je
v matematice viechno v n€jaké jasné iméfe — né€kolikrat vice, méné atd. Studenti patrné
hledaji vztah uméry i zde, nebot’ uméra by odpovidala vztahtim nasobeni a déleni ve vzorcich
pro drahu — ¢as — rychlost. Tady je to vzdy o kolo vic, tzn. pokud ujede ptil kruhu, druhy % +
1. Pokud jeden ujede 6 kruhtl, druhy 6 + 1 atd. Neni to tedy uméra, je to vzdy presné o kolo
vice, coZ plsobi ziejmé pro studenty nematematicky a neptedpokladaji, ze by zde takova
zakonitost mohla platit a nabizi-li se jin4, nejdfive voli tu.

Dalsi problém vznikal v momenté, kdy jiz byly sestaveny obé rovnice pro vypocet. Za
prvé bylo pro studenty nesamoziejmé nahrazovat drihy veli€inami (v.f) — viz problém
s danosti vzorce. Poté, co pochopili, Ze nahrazovani je moZné provést, bylo pro n& t&zké
pochopit, Ze vytvofené rovnice lze spojit a fesit je jako klasickou soustavu rovnic. Vratme se
k teSeni Kristyny. V rozhovoru nad jejim feSenim ulohy je vidét, jak obtizné je pro ni
pochopit, Ze obé situace ulohy lze spojit:

Ex: No tak ted’ tady mds dvé rovnice. A ted se jednd o stejny motorky, ktery jedou stejnou
rychlosti, i kdyZ jedou proti sobé, i kdyZ jedou za sebou. Tak co miiZes z téch dvou rovnic
vymyslet?

Krist: (velmi udivené)Jako tFeba to spojit jako?

s =5, +5; + 2550? To je asi blbost Ze jo?

Ex: No to by neplatilo. Tak co bys udélala, kdyby tohle viibec nebylo, co bys s tim normdlné
udelala?

Krist: No takze bych tam dala to vécko.

Ex: A co by ti z toho vzniklo?

Krist: Rovnice o dvou nezndmych.

Ex: Tak ji zkus schvdlné napsat.

Zapisuje rovnici
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Krist: Takze mi vyjde, Ze 2550 se rovnd v, + v,.

Ex: No tak ti vznikla rovnice o dvou neznamych. A co bys udélal s timhle?

Krist: To samy, akorat s péti minutama.

Zapisuje

Ex: TakZe ted mds tady rovnici o dvou nezndmych. A jsou to ty samy nezndmy? Je tohle v,
zdarover tohle v;?

Krist: Jo.

Ex: Jo, takze co s tim miiZe$ udélat? To jsou furt ty samy motorky, tohle jsou stejny motorky se
stejnejma rychlostmi a tohle taky.

Krist: To nevim jako.

Ex: Co se normdiné déla, kdyZz mds dvé rovnice o dvou nezndmych?

Krist: No vyndsobila bych to tim.

Ex: Resi se to jako soustava rovnic. A tady to jde nebo nejde?

Krist: Jde, takze to mam normdlné vypocitat?

Ex: Jo.

Krist: Ty jo, tak na to bych neprisia.

Objevovalo se to u mnoha studentd. Cim je to zpiisobeno? Pti feseni studentd jsem
méla opakované pocit, jako by v€d€li, Ze na matematické urovni s tim lze takto pracovat a lze
ob& situace spojit, protoZe si jsou védomi, Ze v; a v, vjedné i druhé rovnici jsou tytéz
neznamé. V realité ale jakoby tyto dveé situace povaZovali za nespojitelné ( a ony nespojitelné
jsou). Maji mozna pocit, Ze jde o dve& rozdilné situace, které se vzdy odehravaji bud’ jedna
nebo druhé (coZ tak v realité skute¢né je) a mohou mit pocit, Ze séitaji ,,jablka a hrusky*.
Mozna zde hraje roli i to, Ze soustava rovnic pro né neodpovida ni¢emu redlnému, tudiz je
obtiZzn& pochopitelné samotné spojeni situace v uloze a rovnice jako takové (podobng, jako
obtiZzng spojuji situace v tloze se vzorci). MoZna by stacilo pfetvofit text na: ,,Motorky jezdi
po okruhu proti sob& a potkavaji se kazdou minutu. Kdyby stejnymi rychlostmi jezdily za
sebou, dohanéla by rychlejsi motorka pomalejsi kazdych 5 minut.“ Z toho uz by mohlo byt
jasn&jsi, co je tim mySleno a Ze lze situace spojit, protoZe druhd moZnost je na tGrovni
hypotetické a je v textu pfimo vztaZena k prvni situaci. Jak to v textu lezi to méze byt
matouci, protoze spojitost dvou situaci neni explicitné vyjadfena — neni zde zdiiraznéno, Ze
motorky jezdi stejnymi rychlostmi.

Strategie pouZivané v této uloze jsou opét pfevaziné algebraické — v osmnacti
ptipadech z dvaceti feSeni, resp. v sedmnacti, protoZe jednou se jedna napohled o algebraické

feseni, ale ve skutegnosti jde o kombinaci algebry a velmi zajimavé uvahy. V tomto feSeni se
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dokonce ukézalo, Ze neni Uplné€ nutné vyuzit rovnici z obou situaci — viz zdznam a

interpretace feSeni Lenky.

9.5 Uloha 5 - Audi a Mercedes

Zadani: Osobni automobil Mercedes vyjede v case T=0 z Prahy k hraniénimu
prechodu Rozvadov. V case T = 40 minut vyjede z Rozvadova Audi A8. Mercedes se pohybuje
primérnou rychlosti 160 km/h a Audi 145 km/h. Mercedes musi trikrdt zastavit policejni
kontrole. Tato kontrola trva poprvé 4 minuty, podruhé 3 minuty, potfeti 5 minut. Audi jede po
celou dobu bez zastavky. Setkaji se auta v Plzni? (Z Prahy do Plzné je to 90 km a z Plzné na
Rozvadov 60 km.)

Ve své podstaté se jedna o klasickou Glohu o pohybu protismé&rném, alespoii pokud jde
o pouziti zékladni rovnice s; + sz =s (I kdyZ, jak za chvili uvidime, neni nutné ji pouzit.)
Komplikace je v nerovnosti Casl objekti, kterd nebyva v ulohach o pohybu protismémém
obvykla (ov§em v této tfid€ se s rovnosti Casl nepracuje, neni fixné vazana na tento druh tloh,
takze priméarng to pro studenty zésadnim problémem neni). PotiZ je spise v komplikovaném
vyjadieni nerovnosti ¢asti (ktera uZ sama o sob& — jak je vidét v tlohach o pohybu tymz
smérem — je pro studenty obtizn€ algebraicky vyjadtitelna). Ta je vyjadiena v nékolika fazich
— nejdiive jako zpoZzd€ni Audi (nebo spiSe naskok Mercedesu), coz je navic vyjadieno
netypicky jako T=0 a T=40 (s tim se ale studenti vypofadali pomérné snadno). Kromé toho je
zde ve hie n&kolik zastdvek Mercedesu, které jeho naskok snizuji. Studenti tedy musi ve
vyjadfeni vztahu mezi Casy postupovat ve dvou krocich — nejdiive zohlednit néaskok
Mercedesu a poté od ného odeCist dobu jeho zdrZeni. V této uloze se prace s asem ukazala
jako velmi obtiznd a i kdyZ nakonec s ndpov€dami ke spravnému zapisu studenti dosli,
vétina s tim méla potiZe. Pravd€podobné proto, Ze iloha ma tak dlouhé zadani, Ze Zaci méli
tendenci k fragmentaci textu a postupnému zdpisu podminek. V té souvislosti dochazelo
k riznym chybam.

U prvniho typu chyby $lo v principu o to, Ze studenti nejdiive vyjadtili ¢as Mercedesu
(obvykle jako t;), poté ¢as Audi ve vztahu k tomuto ¢asu Mercedesu ¢;. Po dogteni tlohy, kde
zjisti, ze Mercedes se n&kolikrat zastavuje zapi$i naopak ¢as Mercedesu ve vztahu k ¢asu
Audi (coZ nelze, protoZe jiz byl zapsan obraceny vztah a ¢as Audi je tak uz zménén — typicky
ale od n&j ode&tou 12 minut, aniZ by zohlednili, Ze jde vlastné o opacny pohyb v &ase, nez
zapisovali ve chvili, kdy psali ¢as Audi jako ¢as Mercedesu, od kterého odegitalo 40 minut
zpozdéni). Algebrou by se cely popsany d€j dal vyjadfit takto:

Cas Mercedesu — ¢,
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Cas Audi (1,) = éas Mercedesu (;) — 40 minut, tzn. £, = t; — 40 minut

Poté, co zjisti, Ze Mercedes stavél, zapii znovu ¢as Mercedesu (¢/) = ¢as Audi (£;) —
12 minut nebo to jen pfipiSi k pivodnimu ¢, V kazdém piipad¢ tak vznikne pro &as
Mercedesu tvar: ¢; = £, — 12 minut. Zde vznikne chyba - za Audi () dosadi cely tvar, jak ho
vyjadtili ptedtim — tedy (¢, — 40 minut) — jak jsou zvykli (pokud se dosazuje naptiklad
v soustavich rovnic, vZdy si musi dat pozor, aby dosadili cely tvar). Vznik4 tak &as
Mercedesu v tomto tvaru: ¢; = (¢; — 40 minut) — 12 minut — tedy kone&ny zapis je: ¢as Audi ¢,
= t; — 40 minut, ¢as Mercedesu = f; — 52 minut. Vstupuje zde do hry samoziejmé nepiilis
Stastné &iselné znaceni. Pokud by si neznamé oznacovali napf. prvnim pismenem, mohli by
lépe vidét, ze ¢as M. nemize byt ¢as M. — 40 — 12 minut (i kdyZ mozna by i tak udélali tuto
chybu). #; a t; jsou neznamé, které ztraceji plivodni vyznam spjaty s konkrétnim objektem,
obzvla§te v lohach, kde je text takto komplikovany. Studenti prosté ztrati prehled, co je co a
jsou pak schopni to takto zapsat.

Druha &asta chyba vyplyvala ze zdmény dvou druhi ¢ast. Ukazalo se, Ze néktefi
studenti v této uloze rozliduji dva druhy ¢asu Mercedesu — zfejmé pravé proto, Ze jsou zmény
¢asu predkladany v textu postupné. OdliSuji Cisty &as jizdy (tedy skuteéného pohybu) a dobu
na cesté (tedy i se zastdvkami). Je to jedno ze specifik t&chto uloh — v podstaté je ptitomno ve
viech, kde je rozdil v ¢asech aktérd. Oviem pokud je zdrZeni na za¢atku, d4 se jednoduse
ihned odegist a Cisty ¢as je tak roven Casu na cesté. Toto rozdéleni je velmi dulezité z hlediska
toho, &im se nasobi ve vzorci s = v.t. To zfejmé studenti alespoi implicitné citi, a proto maji
potiebu tyto dva druhy Casu odlisit. Tento moment je také dobrym nastrojem zjiitovani, zda
studenti rozumi vzorci s = v.t. Déti nékdy nésobi rychlost ¢asem viceméng mechanicky a
nevédi pro¢ (a nebo nemaji potfebu se tim zabyvat, pokud je obsah veli¢in jasny). Znaji to jen
ze vzorce, ale neptedstavuji si pod tim realny pohyb a nevédi, Ze nasobeni rychlosti ¢asem
vyplyva vlastné z toho, Ze rychlost udava, kolik aktér ujede pravé za jednu hodinu, tudiz je
tieba toto &islo nasobit poétem ujetych hodin (ale musi jit o redlny pohyb). Na Grovni aplikace
vzorce si to déti nemusi uvédomit. Opét se prokazalo (kdyz jsem jim davala jednotlivé
napovédy), ze implicitng védi, Ze kdyZ Clov€k stoji, nemlize byt tato doba zapogitina do
pohybu a nelze ji tedy nasobit rychlost (viz napf. zdznam zrozhovoru s Martinem K.).
Zaroveti samotnému vzorci také mnohdy rozuméji a védi, Zze drahu ziskdme tim, Ze
vynasobime &as a rychlost. Opét ale nemusi byt schopni tyto dvé situace spojit. Koresponduje
to s tim, co je uvedeno u porozuméni rovnicim drah (viz kapitola 8.1). Pokud tedy pouzivaji

tyto dva druhy &asu, protoZe musi zohlednit zdrzeni jak u Audi tak u Mercedesu, dochazi
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Casto k ,zamotani se* do toho, kterd nezndmd oznaCuje ktery &as, protoZe vétSinou
pochopiteln€ voli oznaceni Ciselné nebo pomoci £ a x. K tomu doslo naptiklad u Katy:
Katy: Atot; serovnda x plusated 4 + 3 + 7je 12.
Ex: Co je to x?
Katy: To je néjakej ten cas, kolik pojede celkové.
Ex: To znamend, kdyZ pojede celkové, tak to myslis od.ty doby co vyjede, nez se potkaj?
Katy: Jo.
Ex: A téch 12 minut je co?
Katy: No plus ty zastavky, protoZe u toho Audi, tak ten pojede viastné t,, co? se bude rovnat
tomu t; a viastné plus 40 minut.(Tady to vypadd, Ze jako t; skutecné myslela celkovou dobu
Jizdy Mercedesu).
Ex: Co to znamena plus 40 minut?
Katy: No Ze vyjede pozdéji. (Tady vidime klasickou chybu).
Ex: Jo a kdyz vyjede pozdéji, tak pojede kratsi nebo delsi dobu nez ten Mercedes?
Katy: hmmmm, to vlastné oni pravé to musim vyresit, jestli se potkaj v 1y Plzni.
Ex: To jo, ale to neni zas tak dileZity ted' Ale kdyz nékdo vyjede, viastné on jede ten Mercedes
a jede 40 minut a pak teprve vyjede to Audi. Kdo jede delsi dobu do ty doby nez se potkaj?
Katy: Mercedes.
Ex: Mercedes. A tys tady napsala: Audi je jako ¢as Mercedesu a 40 minut navic.
Katy: Jo takhle — opravuje na t; = x + 40 (klasickd chyba zistdvd a navic ted’ zpozdéni pricita
k istému casu jizdy Mercedesu — nikoliv k dobé na cesté).
Ex: No miiZes to zkusit, jd ted nevim. x teda je... zdleZi na tom, co pfesné myslis tim x.
Katy: No ten ¢as, dokud.se potkaj a jako... nebo bych to moznd dala takhle — to je ten cas x a
ten jede vlastné... jd jsem se ted’ do toho zamotala.(My obé.)
Dal$i moznosti je kombinace obojiho — zamotani se do &istého ¢asu a doby na cesté a
navic chyba plynouci z fragmentace — napi. Tomas:
Zakreslil legendu s popisky mést. K tomu zapsal rychlosti obou aut. Poté zapsal na strandch t
=0at =40 Ddlezapsalt;=t;—-06at, =102
Ex: Co tohle znamend?
Tomds: Ze viastné jel o 40 minut kratsi cas.
Ddle zapsal s = s; + 52
Ex: Proc¢jetos; + s, =S5?
Tomds: Protoze vlastné jedou proti sobé, takZe se jednou setkaj a nemaj viastné stejnou tu

drdhu, ale soucet je jejich drdha.
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Dale dosadil do rovnice veliciny dle vzorce s = v.t, za t; dosadil (t — 0,2) a za t, dosadil (t; —

0,6) )(ovsem t; v jejim celém tvaru, tedy jako(t — 0,2 - 0,6)). Jeho rovnice vypadad takto:
N = Rg
0= d60-(4-0,2) » 15 (A-02.-0,6)
Ex: Co viastné znamend to samotné t, bez Cisla?
Tomds: No to je ten Cas téch obou.
Ex: Ted jde o to, jestli to je cas jizdy, kdy skutecné jedou — majipohyb, nebo jestli to je cas,
kdy jsou na cesté.
Tomds: No to je ten Cas, ktery jsou na cesté, doufam.

V podstaté to ptivodné myslel dobie — zapsat as Audi jako as Mercedesu minus 40
minut. Poté zapsal ¢as Mercedesu (po doc¢teni, kdy zjistil, Ze musi zohlednit prestavky) jako
bude potieba pro dosazeni do vzorce — je mu tedy jasné, Ze prestavkami nasobit nemiize).
Poté uz se ale nevratil zpé€t k Audi — coZ je chyba, protoze Audi ma zpozdéni viiti celé dobé
Mercedesu na cesté (neni feceno, kdy jsou piestavky) a ne jen vii¢i &istému &asu jizdy a #,
v dobg vyjadfovani asu Audi jest€ vyjadiovalo celkovy ¢as Mercedesu na cestg.

V podstaté jde zfejm& vzdy, kdyZ vzniknou tyto chyby, o kombinaci obojiho — jak
nutnosti rozligit ¢as jizdy od doby na cest€, tak nutnosti vyjadfit €as jednoho ve vztahu
k druhému a nutnosti uvédomit si, Ze €as druhého uz byl predtim vyjadien ve vztahu
k prvnimu. V3e je jest€ podpofeno klasickou chybou v pficteni (na misto odeéteni) zpozdéni
(viz chyby v tllohach o pohybu tymZ smérem).

Podivame-li se zpét na zadani ulohy, je zde jesté jedna zvlastnost — v otazce, ktera zni:
»Setkaji se auta v Plzni?“ Z celkového mnozstvi fesiteli byli pouze 3, kte¥i fesili primarné
tuto otazku. V8Sichni ostatni zjistovali, kde pfesné se auta setkaji, ackoliv takova otazka
v textu neni (i kdyZz pochopitelné ji lze po takovém vypoétu zodpovédét). U vétsiny studentt
totiz mizeme vidét klasické feSeni pomoci vzorce s; + s» = 5. Ulohu bylo ale mo#né Fesit i
velmi jednoduchou tvahou, ktera ptimo odpovidala na otazku. Ukazka tohoto jednoduchého
feseni je naptiklad u Radka. Toto je jeho zapis:

\ — =
& [ "“‘”’f‘!m
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Prabéh feSeni:
Diva se na zadani a premysli. Nic nepise ani nefFikd.
Ex: Cos ted’ pocital?
Radek: Za jak dlouho on tady tou rychlosti odjede do Prahy ten Mercedes.
Ex: Pockej Mercedes jede z Prahy do Rozvadova.
Radek: No jo, ale tady je otdzka, jestli se setkaj v Plzni. Tak pocitam, za jak dlouho dojede do
Plzné. Opét premysli.
Ex: Cos ted’ pocital?
Radek: No v Plzni se nesetkaj urcité.
Ex: Proc?
Radek: No protoZe tady ten je rychlejsi, tak i kdyZ tam ma to zpoZdéni téch 12 minut, tak to
vithec nic neméni, protoZe tady ten ma zpozdéni 40 minut a jede pomaleji, takze se nemiizou
v Plzni potkat. (Vidime, Ze se jedna o déle nekontrolovany odhad.)

Setkala jsem se s podobnou uvahou i u jinych studentii. Pochopitelné (i kdyz neni
jasné, jestli takto Radek uvaZoval) Ize ulohu timto jednoduchym zpiisobem vyftesit. Je jasné,
7e kdyz ma Mercedes naskok 28 minut, ujede za tento naskok (tedy nez Audi vibec z druhé
strany vyrazi) 74,6 km (to je moZna to, co si Radek po€ital v hlave&). Zbyva mu tedy do Plzn&
pouze néco pies 15 km, zatimco Audi musi ujet 60 — takova je bilance ve chvili, kdy vyrazeji
obé auta — je tedy jasné, Ze pokud ma Mercedes ujet méné km a jede rychleji, davno Plzeti do
doby setkani piejede. Nevim, zda to Radek tak myslel, ale je to naprosto logicky postup,
kterym je student schopen odpovédét na otazku ulohy, aniZ by musel po&itat ptesné misto
setkani. Stejnym zplisobem nakonec ulohu fesil i David (viz zdznam a interpretace jeho
feSeni).

Ondra se mé& dokonce zeptal, zda pfestaivky mél Mercedes pfed nebo aZ za Plzni —
teoreticky by tedy student (protoZe v zadani to upfesnéno neni) mohl poéitat s tim, Ze

zastavky se odehraly aZ poté, co se ob¢ auta setkala a pak by se s nimi vibec nemuselo

pracovat.

9.6 Uloha 6 — Nocleharna

Zadani: V 5 hodin vySel turista z noclehdrny na delsi cestu. Za hodinu usel 5 km.
Soucasné s nim vyjel z noclehdrny stejnym smérem cyklista rychlosti 17 km/h. Za jak dlouho

budou od sebe vzddleni 20 km?
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Hlavni zvlaStnosti v této tloze tkvi v naruSeni zakladni struktury typické pro tilohy o
pohybu tymz smérem — pfedevSim neplatnost rovnosti drah, jak jiz bylo pojednano vyse (viz

kapitola 8.1), tedy neni tfeba o ni pojednavat znovu na tomto misté.

10 Srovnani strategii v typovych a komplikovanych
ulohach

V priibéhu analyzy jednotlivych feSeni zakd je moZné si povsimnout naprosto
pfevladajici algebraické strategie feSeni, a to jak vtypovych ulohach, tak v ulohach
komplikovanych. Znamena to de facto, ze Zaci, ktefi maji naucené typové feseni pro typové
tlohy, jsou schopni tyto postupy pouzit i v komplikovanych tlohach. O usp&snosti nelze
vzhledem k charakteru vyzkumu pfili§ spekulovat. Zaci nebyli ponechéni, aby ulohy fesili
samostatng, protoZe u¢elem vyzkumu nebylo sledovat usp&3nost strategii, ale porozuméni
mys§lenkovym postuplm pfi feSeni — byli tak neustale dotazovani na jednotlivé kroky feseni a
pfi chybg vétsinou okamzité€ dotazem navedeni k jeji opravé (takZe nelze s jistotou hodnotit,
jak by postupovali bez této intervence). I tak lze ale usuzovat, Ze schopnost aplikace
nauenych strategii v typovych tdlohach je znatna a potvrzuje to vysledky ptedchoziho
vyzkumu v jiné tfid€ stejného gymnazia (s jinou ucitelkou matematiky). Podivejme se nyni na
studenty, ktefi v nékteré tloze pouZili jinou strategii.

David - tvahou fesil tlohu 5 — tuto ulohu fesil jednoduse — odpovédél jen na otazku,
jestli se auta setkaji v Plzni nebo ne.

Honza Z. — Gvahu pouZil pouze v uloze 3, coz, jak popisuji vyse, je uloha velmi
netypicka, kde Ize klasické feSeni aplikovat jen velmi obtizng.

Pavel — uvahou fesil ulohu 6 a ulohy z pisemné prace — jak mi fekl, v dob& psani
pisemné prace neznal vzoreCky a do individualni prace se je doudil. Poté kromé ulohy 6
pouzil viude algebru. Pro¢? Pokud byl isp&ny v Gvahovych fesenich a algebru neumél, pro¢
mé] potiebu se vzore¢ky doucit a v komplikovanych ulohach jim dat ptednost pfed uvahou?
To dosti koresponduje se zavérem z vyzkumu 2005/2006, ze komplikované alohy uz uvahové
neni schopen pojmout. Jeho pouziti uvahy v uloze 6 by mohlo mit dva divody. Bud’ pouzil
ivahu proto, Ze sémanticky je uloha velmi podobnd typovym iloham, kde byly uvahy
pouzity, nebo proto, Ze je zde naruSena zakladni matematicka struktura, pfedeviim platnost
rovnosti drah, a protoze Pavel vzore¢ky mé pouze mechanicky naucené, nemohl je zde pouzit.
(Coz ale - opét pfipomindm - neznamend, Ze nema vhled do dlohy: jak vidime, je schopen

fesit ulohu uvahou, tudiz vhled mit musi.)
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Radek — Jak vidime, pfili§ algebraickou strategii nepfijal za svou a ve vSech typovych
ulohach pouziva uvahu, proto je predvidatelné, Ze ji pouZije i v komplikovanych ulohach. Ve
dvou ulohach ale pfece jen pouzil algebru, a to v ulohach 1, 2 (zfejmé ne nahodou v tlohach
napadné podobnych). Pro¢ ale? Jedna se o tlohy o pohybu tymz smérem, které (jak nam déti
v feSeni ukazaly) maji stejnou matematickou strukturu a je mozné pouzit stejné feeni jako
v typovych ulohach. Jsou ovSem sémanticky zamotané. Proto pouzil algebru? Vidi zde do
vztahti méné, takZe musi zapisovat jednotlivé kroky pomoci algebry? Pokud ano, opét to
koresponduje s pfedchozim vyzkumem (2005/2006). V podstaté u tohoto zéka vidime, Ze
tvahové zvladl pouze typové ulohy. Na feSeni ulohy 5 (po zjisténi, Ze to zfejmé& uvahou
nepljde) rezignoval. Ulohy 4 a 6 ale téz Gvahou nezvladl a pouzil (na vhled mnohem méné
naro¢nou) strategii pokus-omyl.

Klara a Kristyna-fesily ivahové pouze ulohu 3 - a to az poté, co se samy pokusily o

feSeni s pouzitim klasického vzorce (jak uZ jsem zminila obtiZzné aplikovatelného) a na uvahu
byly v podstaté navedeny.

Kuba — ve své pisemné praci pouZil Gvahy (resp. spise systematicky pokus). Kdyz
dostal stejné ulohy z druh€ varianty zadani, pouzil uz algebraické feseni (i kdyz v Giloze 2 ne
v typické formé). Pro¢? Ze by se stejné jako Radek dougil vzoreky? Jak u néj tak u Radka to
budi dojem, ze i v piipad€, Ze jsou vzore¢ky ,jen“ mechanicky naudené, je feSeni pomoci
nich pohodIngjsi, protoze je piehledné, srozumitelné a uplatnitelné i na komplikovanych
tiloh4ch, navic jeho metoda systematického pokusu je nenaroéna pouze v ulohach, kde je
feseni jednoduché (celé hodiny nebo pilhodiny a tam, kde neni tfeba provadét pokusi
mnoho) (Kuba fesi algebraicky i ulohy 2 a 4). Uvahu pouzil z komplikovanych uloh pouze
v uloze 5, oviem fe$il pouze otdzku Glohy (zda se setkaji v Plzni, nikoliv kde piesné se
setkajf), kde se uvaha nabizi.

Piinejmens$im je vid€t, Ze je pro studenty pouziti algebry (i za cenu toho, Ze ji
pouZivaji bez plného vhledu do vyznamu vzorecki) jednodussi (jinak by ziistali u svych tvah
&i pokusti-omylit). Oviem pro tento typ uloh je algebra mnohem univerzalngjsi a princip staéi
zfejmé pochopit jen jednou, zatimco v piipadé pouZiti uvahy je tieba ziskat vhled znovu
v kazdé dalsi uloze, je tak tieba vice do struktury tlohy vidét a je to mnohem naro&ngjsi na
pracovni pamét. Opét se zda, Ze to potvrzuje zavéry z pfedchoziho vyzkumu (2005/2006),
(zde citovano v kapitole 9.2).

Martin H. — pouZil uvahu ve v3ech ulohach pisemky. Pti individualni praci fesil pro

nedostatek ¢asu jen ulohu 5 — zde rovné€Z pouzil Gvahu — opét pouze pro zjisténi zakladni
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otazky ulohy. V uloze 2 pouzil algebru — pro&? Nabizi se op&t vysvétleni jako u Radka. Uloha
je tentokrat sémanticky zamotana, a tak je na misté algebra?

Michal — V dané tfid€ svymi feSenimi velmi vyboduje. Vse fesi velmi zajimavymi
uvahami a pokud uZ pouZziva algebru, pouZivé ji nestandardnim zpGsobem (viz pozorovani
z hodiny — pfiloha 2). Stejn¢ jako v typovych tloh zlstdvd u svych jedine¢nych tuvah i
v komplikovanych typech uloh. Jedna zvlastnost je tu ale patrna — ilohu 2 fesil (stejng jako
Radek a Kuba) klasicky — najednou nebyl schopen dostate¢ného vhledu, aby mohl opét
uplatnit Gvahovou strategii? Navic tlohu 4 vzdal — to se u dé&ti pouzivajicich algebru
nestavalo. Na druhou stranu ulohu 3 vyfeSil béhem né&kolika vtefin, zatimco déti pouZivajici
algebru by se zfejmé& bez mé pomoci k vysledku viibec nedobraly.

Ondra — jedind uvaha se u n€j vyskytuje v (lloze 3 — tam, kde je algebra obtiZna.

Vsude jinde pouziva klasické postupy.
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11 Diskuse

11.1Strategie reseni a porozuméni tloze
Pfi zpracovavani a interpretaci ziskanych dat se ukazalo nékolik bod, které jsou

v menS$im ¢&i vét§im rozporu s literaturou. Naopak nékteré vysledky jasné tvrzeni uvadéna
v literatufe podporuji.

Budeme-li postupovat od zacatku prace s ulohou, prvnim spornym bodem, jak se
ostatné jiz ukéazalo v pfedchozim vyzkumu (Schéffelova 2006), je Hejného vrstva pribéhu
(expozice), kterd ma byt viibec prvnim krokem prace s ulohou. V ptedchozim vyzkumu, kde
se jednalo o slovni Glohy o v&ku, k tomuto procesu mnohdy nedochézelo, protoze zadani je
v nich natolik zamotané, Ze jen t€Zko tvoii n&jaky ptib&h, ktery by si déti mohly predstavit.
Zde je problém jiny. Ve slovnich ulohach o pohybu se jedna o tak notoricky znama zadani, ze
postup je mnohdy jiZ natolik zautomatizovany, Ze k této fazi nedochazi jednoduse proto, Ze
studenti si pfedstavu o situaci k Gspé$nému vyfeSeni Glohy tvofit jiz nepotfebuji (i kdyz
zfejm& implicitné pracuji s uritou jiZ mnohem dfive vytvofenou ptedstavou situace uloh o
pohybu obecng).

Dalsi rozpor se stale jeSt€ tyka procesu uchopovani slovni ulohy. Hejny i Novotna
podobné pojimaji fazi feditelského procesu, kdy dochazi k vytvoteni matematického modelu,
tedy zapisu podminek tlohy. Oba tuto fazi zatazuji az za proces uchopovani tlohy a tedy az
za pochopeni vztahli v loze. Pfi praci s détmi se ale ukéazalo, Ze nelze zcela jednoznaéné fici,
ze Z7aci nejdiive pochopi vztahy mezi jednotlivymi objekty a teprve potom provadgji toto
kédovani. Tak je to zpravidla pouze v pfipad€, Ze jde o legendu algebraickou (tedy rovnici).
P¥i zapisovani vztahi do smysluplné rovnice jiZ zpravidla vztahy mezi jednotlivymi objekty
chapou (i kdyZ v tomto typu uloh diky automatizaci postupu ani v tomto okamziku nemusi
k pochopeni dojit a volba vzorcli a rovnic je pak spiSe nihodn4). Na rozdil od toho legendy &i
kédovani obrazkové, tabulkové a slovni bych od algebraické zcela oddélila a stavéla na jinou
rovinu, protoze podle mych zkuSenosti slouZi tento typ legend Zakiim spiSe pro lepsi orientaci
ve vztazich, pro jejich snadn&jsi pochopeni a jsou tedy n&im, co pochopeni vztahi v tloze
pfedchazi. Navic se ukézalo, Ze legenda obrazkovéa a slovni je mnohdy jen automatickou
soudasti algoritmu, ktera uZz studentiim v pochopeni nenapomaha. Na druhou stranu ale
souhlasim s tvrzenim Novotné, Ze legenda mize slouZit pro uvolnéni okamzité paméti, coz se

ukazalo predev$im v tlohach s dlouhym a zamotanym zadanim (napt. Gloha 5, viz kapitola o

legendach).
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V prib€hu samotného feSeni tlohy se také ukadzalo né&kolik spornych bodé. Hejny
jednak uvadi, Ze student obvykle nejdrive identifikuje ilohu jako zndmou ¢&i nezndmou. S tim
Ize souhlasit. Ve vyzkumu se ovSem ukazalo, Ze kromé& toho dochazi jest¢ k mezikroku pti
identifikaci znamé tlohy (kterou je pravé tloha o pohybu), a sice identifikaci typové ¢&i
netypové tlohy, a volba strategie se dle toho miZe lisit. Tzn. pokud student identifikuje tilohu
jako znamou (tilohu o pohybu), neznamena to jest& nutné (i kdyz ve véiné ptipadi ano), ze
automaticky pouZije znamé feSeni. Pokud totiz zjisti, Ze uloha je sice znama4, ale nejedna se o
tlohu typovou $kolni, mdZe volit feSeni jiné, jak tomu ¢&ini vétdinou u uloh neznamych,
nestandardnich.

Hejny dale hovofi o spusténi urCit€ho skriptu (algoritmu feSeni) na zakladé
identifikace spoustécich idiomii (nebo také signdli). K takovému procesu jisté urditym
zpisobem dochdzi a jak je popséno naptiklad v kapitole o mentalnich reprezentacich,
skute¢ng dochazi k jakémusi selektivnimu &teni zadani a zautomatizovanému feseni, které je
do urgité miry spust€no na zaklad€ urcitych bodi v zadani. Hejny oviem v této souvislosti
hovoti o fe§eni bez pochopeni, které vyplyva zformélniho poznani ulohy (uz samotné
oznateni ptikazovy idiom zni velmi mechanicky). Ve vyzkumu se ale ukazalo, Ze toto
nepochopeni nemusi byt (a vétSinou také neni) pfitomno, naopak studenti vétSinou jiz v
minulosti do struktury tlohy natolik pronikli, Ze nemaji potfebu do nové tlohy (ktera ma vzdy
podobnou strukturu) pronikat znovu a znovu, a tak je jejich feSeni uz natolik automatické, Ze
se zda, Ze u ného nepfemysleji. Pfi dotazovani studentd se ale mnohdy ukaze, Ze a& ve chvili
feseni skute¢né neprovadéji jednotlivé kroky po hlubokém zamysleni nad ulohou, struktufe
ulohy rozumi.

Hejny navic upozorfiuje, Ze pfi zautomatizovaném skriptu spousténém na zakladé
ptikazovych idiomu (a tedy formalnim poznédni) jsou Zaci ,ztraceni pokud jim dlohu
zkomplikujeme. To se u véiny studentl ned€lo. Pokud zistala zachovana matematicka
struktura, byla pro ng& tiloha aZ pfekvapivé jednoducha (viz tloha 2). Pokud byla matematicka
struktura odlisnd, méli n€kdy studenti problém, ktery ale spi§e vyplyval z prvotniho
automatického pouziti zndmého postupu (nebot’ pokud ho znaji, nemaji potiebu vymyslet
jiny). Ovsem pokud student zjistil, Ze zndmy postup nelze pouZit, zdaleka nebyl , ztracen a
dokazal feSeni zadani pfizpsobit. SpuSténi zautomatizovaného fefeni bych navic
neoznacovala jako spousténi skriptu na zakladé¢ ptikazovych idiomu, ale spi3e jako aktualizaci

dispozi¢nich mentélnich reprezentaci dfive feSenych uloh na ziklad¢ identifikace znamého

zdani.
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Také u Novotné (2000, s. 37) se muzeme docist o dvou moznostech fesSeni ,, ... FeSeni
zaloZeno na identifikaci slov nebo slovnich spojeni v zaddni, kterd jsou pro FeSitele signdlem
pro pouziti vzorce, postupu, nebo naopak na porozuméni strukture ulohy.“ Tyto dva body
bych rozhodné nestavéla do opozice, nebot, jak se ukazalo, studenti jsou schopni prvni
zpusob feSeni pouZit s hlubokym pochopenim.

Dilezitym bodem pfi praci se studenty se ukadzala prace se zpozdénim jednoho
z aktérd v ulohach o pohybu tymZz smérem po neuzaviené draze, kde studenti délali
opakované stejnou chybu. Jednim z divodu, ktery je mozné u dané chyby pfipustit, je spojeni
slov pozdéji, déle, za nim atd. s operaci pfi¢itani. Hejny v tomto smyslu (jak je jiZ v textu
zminéno) hovofi o tzv. antisigndlu, kdy v ulohach je n€kdy ur¢ité slovo, obvykle spojené
s ur&itou operaci, pouzito tak, Ze je tfeba pouzit operaci pravé opac¢nou. To miZe byt i tento
piipad, nebot’ vy$e zminéna slova se skute¢né obvykle poji s operaci pfi¢itani, zatimco zde je
nutné naopak zpozdéni odeCist. Hejny ovSem v antisignalu opét vidi problém formalismu —
tedy déti maji dle n€ urCitd spojeni slov a operaci naudend ze $koly a vypovida to o
formalnim prevzeti t&chto spojeni a nepochopeni podstaty ulohy. Zde se ale ukazalo, Ze se
jedna o uplng jiny problém. Prace studentli dle mého néazoru popira formalni chapani uloh a
potvrzuje skute¢nost pravé opalnou. Slovo pozdéji je totiz obvykle spojovane s pfitenim
nikoliv ve $kolach (ucitelé t€Zko déti uci, Ze pfi pouziti takového slova maji pfi&itat), ale Zaci
vychézeji z béZnych Zivotnich situaci — jak je popsdno jiz vtextu, v bé&Zném Zzivoté se
setkavame vétginou pfi oznaceni ,,pozd&ji* s nutnosti pficitat, napriklad »pFijdu o 10 minut
pozdgji“ znamend, mij Cas bude o 10 minut del3i. V ulohach je viak toto slovo spojeno
s operaci opaénou — proto se ¢asto vyskytuje chyba, ktera ale v zadném p¥ipadé nevypovida o
formalismu. Naopak, vyuzivaji-li d€ti poznatek z béZného Zivota, je jasné, ze nemuiZe jit o

pouhou aplikaci postupu naueného ze skoly bez pochopeni.

11.2 Mentalni reprezentace zaku pri reseni dloh

V praci jsem si kladla za cil sledovat postupy Zzikl ve vazbé na jejich mentélni
reprezentace situaci prezentovanych v lohach a mentalni reprezentace pouzivané v priib&hu
fedeni a porovnat své zjisténi s tim co je uvadéno v literatufe. Otazky byly nasledujici:

Zda, jak tvrdi Novotna (¢~ , 2004), si Z4ci skute¢n& prvni model zadani konstruuji
,v hlave®, tedy dochazi k mentélni reprezentaci (€i mentdlnimu modelu) slovni ulohy. Jak
74ci reprezentuji ulohu, kterou pravé fesi (resp. jeji zadéni, které vidi poprvé)? Dochézi
v pribéhu feseni k pouzivani jiz dfive vzniklych reprezentaci v jinych dlohach tohoto typu?

Jak 74ci reprezentuji zndmé schéma (at’ uZ matematické nebo sémantické) uloh o pohybu jako
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takovych? Jak reprezentuji ucitelkou pfedstavena typova feSeni? Jak je vyuZivaji ve svém
fe§eni? Jak reprezentuji v téchto wlohach pouZivané vzoretky? Jak pouzivané modely ¢&i
reprezentace vypadaji? Ktery kod pravdépodobné pouZivaji a jak souvisi zpisob zadani slovni
tlohy s pouzitym kédem? Do jaké miry souvisi exteriorizovana reprezentace (tedy zvefejnéna
forma mentalni reprezentace — zpravidla v legend€) s podobou vnitini mentélni reprezentace a
pouzitym kédem?

Prvnim bodem, jehoZ prostfednictvim miizeme reprezentace sledovat, jsou jejich
externi podoby — tedy zpravidla legenda nebo jiny zplsob rekapitulace zadéni. Jak je jiz
popséano vyse v kapitole o legendach a koédovani, zaci uZivaji zpravidla dva typy legend —
slovni a obrazkovou, nebo kombinaci obojiho. Odpovida to tak externim formam
reprezentace, které popisuje literatura — tedy verbalni (symbolicka), kterou zastupuje legenda
slovni, a analogova (obrazova), kterou zastupuje legenda obrazkova. Co se ale dgje ,,v
hlavach® studenti, kdyZ tuto legendu zobrazuji? A co se dé&je, kdyZ nezobrazuji Zadnou (tedy
zaénou rovnou s vypocty)? Podivame-li se znovu na popis rizného zplsobu zapisovani
legend, vidime, Ze Castym postupem je zapisovani legendy (slovni i obrazkové) po
jednotlivych krocich pfi sériovém uchopovani tlohy (tak, jak je vidét u Ivany vyse). K jaké
mentalni reprezentaci zde dochazi? Pokusim se zobrazit jednu z moZnosti pouziti imaginativni
mentalni reprezentace pfi zapisu legendy na ptikladu Ivany:

Po pieéteni véty: Ve 13 hodin vyjelo z Pardubic ke Kolinu auto Skoda Felicia rychlosti

60 km/h nasleduje zapis:
p K

Mize dojit k tomu, Ze si feSitel ve chvili, kdy doSte 1. v&tu zadani, piedstavi
skute¢nou vzdalenost mezi Pardubicemi a Kolinem, nebo jeji symbolickou podobu (né&jakou
cestu, silnici, nebo jen pfimku, usecku...i tak se zfejmé stale bude jednat o imaginativni kéd).
Nasleduje &teni dali véty: O pil hodiny pozdéji vyjelo stejnou cestou auto Skoda Octavia
rychlosti 80 km/h. Kdy dohoni Octavia Felicii? A zapis:

p K
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Pfi imaginativni reprezentaci situace dojde k tomu, Ze si feSitel pfedstavi skuteéné
pohybujici se objekty na piedstavené trase, zfejmé tak, Ze v mysli manipuluje s jednim
vozidlem, které posouvéa po draze a nasledné za nim po chvili nechava vyjet druhy objekt a
pfedstavuje si jejich pohyb, kdy druhy objekt jede rychleji nez prvni a po ¢ase ho dajede.
V daném bodg je pak konec cesty obou objektii a v mysli vznika piedstava ujetého useku, na
ktery se ptame. (Kazdy si jist¢ umime takovou pfedstavu vyvolat a introspektivng ji sledovat,
zfejmé si budeme predstavovat spiSe symbolické zastupce objekti, nez skutedna auta jedouci
po skute¢né silnici. UZ v hlav€ si budeme tvofit spiSe obrazky jako zastupce skuteénych
objekti — alespoit pfi vlastni introspekci autorky k tomu doslo). Celd tato predstava
koresponduje s hypotézou funk&ni ekvivalence predstav, kterd hovoii o tom, Ze vizualni
predstavivost neni se zrakovou percepci identicka, je s ni v3ak funkéné ekvivalentni (Farah;
Finke; Kosslyn aj. in Sedlakova 2004) - dokaZeme s pfedstavami pohybovat a predstavit si je
V prostoru.

Nasleduje (nebo k nému dochdzi uz v pfedchozim kroku) dopsani tudaji, takZe
kone¢na legenda vypada takto:

P K

Vi ot o \ernn £

/

"

{PZ -ora "'CJ‘,"S

K tomuto procesu mize jist€ dochazet jak pfi feSeni algebraickymi, tak (ptedeviim?)
pii fedeni aritmetickymi strategiemi.

Jak je ale zdiraznéno v kapitole o legendach, &asto dochdzi k zapisu pouze
schématické legendy (ale nemusi vZdy byt jen schématicka) velmi rychle ptimo pfi &éteni, coz
by mohlo znamenat, Ze k vyse popsanému procesu nedojde. Na takovy proces je potieba
ur&ity &as, navic nékteré déti by mozna k takové predstavé musely zavfit o¢i nebo by musel
byt patrny chvilkovy nepfitomny pohled apod. Nic ztoho ale u nékterych studentd
nepozorujeme a dokonce se zda, Ze zadani ¢tou selektivné (jen nékterd, pro né dilezita slova —
v Hejného terminologii signdly) (alespoil pokud identifikuji ulohu jako typovou - tedy

znamou) a na zaklad¢ toho legendu zapisuji. Pochopitelné ¢tou ziejme i zbytek zadani, spise
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je tim mysleno, Ze v tu chvili ,,nediilezitym* momentim nevénuji pozornost. Stejny proces,
jaky je u Ivany vidét, tak mize mit i tuto podobu:

Cteme prvni vétu, resp. spise ji oima prelétneme: Ve 13 hodin vyjelo 7 Pardubic ke
Kolinu auto Skoda Felicia rychlosti 60 km/h (zvyraziiuji momenty, které jsou ziejmé v tu
chvili stézejni).

P K

V hlavé ale miZe namisto pfedstavy prob&hnou ,,jo wloha o pohybu, Pardubice —
Kolin, takze P, K, tam se kresli ta drdha.

O piil hodiny pozdéji vyjelo stejnou cestou auto Skoda Octavia rychlosti 80 km/h. Kdy
dohoni Octavia Felicii?

Dojde k identifikaci typu ulohy — stejnou cestou, takze $ipky stejnym smérem:

(a uz mozna naskakuje rovnice s; = s,)

Pak zfejmé ndvrat k textu ulohy a zapisu veli¢in:

Ve 13 hodin vyjelo z Pardubic ke Kolinu auto Skoda Felicia rychlosti 60 km/h. O pil
hodiny pozdéji vyjelo stejnou cestou auto Skoda Octavia rychlosti 80 km/h. Kdy dohoni
Octavia Felicii?

A zapis:
¥ ~

.\1.\ 2 o \eran /e,

\ -
v

\

Vo, = R lerrn

2 % T

Pak ale jje jasné, Ze nedojde k imaginativnimu kédovéni zadani. Ptesto vidime externi
reprezentaci v podobé obrazku, tedy analogovou (obrazovou). To odpovida na:jednu z otazek
— to, jak vypada exteriorizovand forma mentélni reprezentace, zfejmé nemusi odpovidat formé
mentélni reprezentace (alespor ne té aktudlni). Jak ale vypad4 v tomto popsaném piikladu
mentalni reprezentace Ulohy? Je dost pravdépodobné, ze aktudlni reprezentace konkrétni

zadané ulohy viibec neprob&hne, resp. lépe feCeno, je zaktualizovana néjaka dtive vytvorena
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reprezentace pro tento typ uloh obecné — tedy je vyuzita tzv. dispoziéni reprezentace. Ziejmé
se bude jednat o n€jakou reprezentaci vytvorenou jiz pfi prvnim setkani s timto typem ulohy
(a nékolikrat zpevnénou v pribéhu procvi¢ovani v hodinach matematiky). Dle mého nazoru to
dokladaji predevs§im rychlé az automatické postupy studentd — provadéji jakési zkratky feSeni,
kde ziejmé prob&hne identifikace Ulohy a z dispozi¢ni paméti se do opera¢ni dostane dfive
osvojena reprezentace (zfejme€ v podob€ néjakého scénafe ¢i schématu — tedy bude se jednat
spiSe o zaleZzitost proceduralni paméti — ovSem v prib&éhu budou jisté¢ vyuZzity i poznatky
z paméti deklarativni — viz dale). V kapitole o legendéach je to popsano jako jeden z vyznamt
legendy — jedna se pouze o soulast zautomatizovaného postupu, kde legenda mohla na
zadatku slouzit pro pfedstavu situace, nyni ale uz neslouzi. Podobné tomu bude i tam, kde
studenti nepouZzivaji Zadnou legendu a rovnou zadinaji s algebraickym feSenim.
Pravdépodobné to bude zaleZitost zejména (nebo vyhradn&?) studentd pouZivajicich
algebraické strategie a pfedevsim zaleZitost typovych tloh.

U aritmetickych strategii a v jinych neZ typovych ulohidch mozné i u algebraickych
strategii zfejmé& spiSe aktualni reprezentace zadané ulohy probiha. Student musi urditym
zptsobem vZdy znovu proniknout do struktury tlohy (alespoti v aritmetickych strategiich) a
n&jak ji reprezentovat — nejspise si ji skute¢né pfedstavit (tedy pouzit imaginativni kéd), ale
neni vyloudeno ani pouZziti propozi¢niho kédu, zejména ve smyslu hloubkového kédovani
vyznamd. P Gvaze totiZ Casto vidime ono ,,zamysleni* (které u zautomatizovanych postupt
neni ptitomno) v podob€ nepfitomného pohledu, obraceni ,,0¢i v sloup®, zavieni odi atd.
Nekdy je cela situace doprovazena gesty, pohyby rukou, jakoby si student v mysli skuteéné
pohyboval objekty. To by vypovidalo o pouziti imaginativniho kodu. Nékdy miizeme
sledovat pohyby mluvidel, coZ by vypovidalo zfejmé& naopak o propoziénim kodu ve smyslu
verbalniho. V takové situaci je student n¢kdy schopen situaci ndm skutedné verbalizovat,
popsat. Nékdy ale vidime zvlastni fenomén — student vysledek prosté po chvili pfemysleni
(doprovazeného popsanymi projevy) vi a pfitom neni schopen nijak svij postup vysvétlit.
Takové kédovani neodpovida ani imaginativnimu ani propozi¢nimu (ve smyslu verbalniho)
kédu. Lze ho také velmi obtizné sledovat, spiSe ho miZeme znat z vlastni introspekce, kdy
urdité tloze (a nemusi se jednat o oblast matematiky) prosté¢ rozumime, n&jakym zplsobem
do ni vidime, zname feSeni a n€jak jsme na n&j museli pfijit. Nejsme schopni ho ale ani
vysvétlit, ani nakreslit ¢i jinak zobrazit. VE&tSinou pouzijeme n&jaka gesta, ktera naznaduji, Ze
,,mame cosi na mysli“, ale nedokaZzeme to popsat a nakonec konstatujeme ,,prosté to tak je*,
,»prosté to vim*. Na pouziti tohoto zplsobu kédovani u déti miZzeme jen nepiimo usuzovat,

pfimo jej pochopitelné sledovat a prokazat nelze. Navic déti leckdy nakonec (na nai Zadost)
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né&jak svou ivahu vysvétli, i kdyZ vysvétleni je spiSe kostrbaté a ve chvili feSeni si ho zfejmé
v mysli neverbalizuji (proto lze usuzovat, na to, Ze nejde o klasicky verbalni kod).

Maém-li ukazat jednotlivé typy kodi, které jsem nalezla v feSenich studenti, bude
snaz§i sledovat komplikované ulohy, nebot’ v typovych dochézi podle mého nézoru u naprosté
vétSiny k pouziti dispozi¢niho kodu. Tedy vezméme nyni tlohu 4:

Zadani: Po okruhu dlouhém 2550 m jezdi dva motocykly takovymi rychlostmi, Ze se
potkavaji kazdou minutu, jezdi-li proti sobé, a dohdanéji kaidych 5 minut, jezdi-li tymz
smérem. Urdete jejich rychlosti.

Reseni Honzy Z.

Zapisuje tuto legendu:

-

Honza: TakZe tady mam proti sobé, tak to je jedna minuta a kdyz to je... tak t je 5 minut.
Takze... jestlize mam v = s:1, tak...

Ex: My viastné chceme zjistit co?

Honza: Rychlost. To znamend, jestliZe se dohonéj za 5 minut a je to kruhovej okruh, to
znamend, Ze by mél ujet 2550 plus néco navrch, to je...

Ex: Co navrch?

Honza: No jesté néjakd ta draha. (Kresli kruhovou drdhu, po které si krouzi tuzkou):
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Honza: Aby ho dojel, protoZe musej oba dva startovat a ted mam takhle ten okruh, tak jestlize
tady vystartujou a jedou, tak jestlize on ho takhle doZene, tam oni vyrazej oba, tak to musi bejt
vic nez 2550.

Ex: To ujede ten rychlejsi?

Honza: To ujede ten rychlejsi, vic nez 2550 a tady ten by mél ujet rozhodné min nez on a ted' o
kolik... asi o polovinu. Ne to je blbost, to urcité ne.

Ex: Tak mi to zkus tady je§té znova nakreslit. Tady je to kolo a tady je ten start. Tak kdy?Z ten
pomalejsi, nechds ho dojet tFeba sem, dejme tomu, Ze ma néjakou rychlost, Ze za téch 5 minut
dojede treba do piilky a kam dojede ten druhej?

Honza: Ten druhej za téch 5 minut dojede taky sem, ale uz to je, uz minimalné jednou projede
tim startem.

Ex: To znamend, Ze ujede kolik? Tam ten, kdyz dojede do piilky, tak ujede?

Honza: Takze ujede 2550 + 1225. atd. ...

Zde je vjeho pocinani patrné, Ze si celou situaci alespori na symbolické twrovni
predstavuje (tzn. nemusi nutné vidét motorky a kruhovou cestu se viemi detaily, spie si
predstavuje zobrazené symboly je zastupujici, se kterymi pohybuje). Také je vidét, Ze jeho
slovni doprovod je spiSe na mé vyZadani a nedava sam o sobg p#ili§ smysl. I na zakladé toho
usuzuji, Ze se jednd o imaginativni kdd (i kdyz dle mého nazoru se vétsinou nejedna o &istou
podobu ani jednoho).

Zastupce propozi¢niho (ve smyslu verbalniho) kédu shledavam zde (i kdyz opét to
pochopitelné nelze tvrdit s jistotog). Jedna se o typovou tlohu, ale netypové feseni:

Zadani: Ve 13 hodin vyjelo z Pardubic ke Kolinu auto Skoda Felicia rychlosti 60 km/h.
O piil hodiny pozdéji vyjelo stejnou cestou auto Skoda Octavia rychlosti 80 km/h. Kdy dohoni

Octavia Felicii?

1330

3060
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Student pouZil metodu pokus-omyl, jak vyplynulo i z jeho vysvétleni postupu. ProtoZe
se jedna o zaznam pisemné prace, nebylo moZné sledovat cely proces feSeni. Je
pravdépodobné, Ze vychazi z v€domého faktu, ktery zfejmé ptijal pomoci propozi¢niho kodu
— rychlost je udavana v km/h, tzn. Felicie ujede za hodinu 60 a Octavia 80 km. Ve 13 hodin
vyjela jen Felicie, za pll hodiny ujede 60:2, tj. 30 a Octavia v té dob& neujela jesté nic, za
dalsich pial hodiny ujede Felicie dalSich 30 a Octavia 40... atd. Tam asi k imaginaci
nedochazi (i kdyZ mozna ano, ale neslouzi asi k samotnému feSeni). Vpravo nahote je patrny
jesté jeden pokus o feSeni. Student nebyl schopen ho zpétné vysvétlit. Mohlo se jednat o
nahodné operace s Cisly — nasobi tam rychlosti, které ptevedl do zlomku — rychlost prvniho
vozidla predstavuje ¥s rychlosti druhého — pro¢ je ale ndsobi nevim. Pod tim s nimi chtél
zfejmé& provést jinou operaci. Skute¢né to pfipomina ndhodné operace s &isly.

S propozi¢nim kdédovanim ziejmé témét ve viech ulohach pracuje Michal/i kdyz jeho
reprezentace jsou diskutabilni, bude se jednat spiSe o smisené formy — tedy mentalni modely.
Naptiklad v uloze 3: Z mist A a B vysli soucasné proti sobé dva chodci. Prvni doSel z A do B
za 4 hodiny. Druhy doSel z B do A za 3,5 hodiny. Za jak dlouho se potkali?

Po precteni. ihned. odpovida:

Michal: Za dvé hodiny.

Ex: Proc myslis, Ze za 2 hodiny?

Michal: Ne pockat, tFi ctvrté hodiny, za 3h a 45 minut.

Ex: No za 3 hodiny a 45 minut se potkat nemizou, protoZe za tu dobu to tenhle ujde uz cely.
Michal: 1,875.

Ex: Jak si na to prisel?

Michal: Vzal jsem si polovinu toho Casu, co §li a zprimérioval jsem to.

Tam skute¢né musi dochazet ke zvlaStnimu zpisobu kodovani. Ziejmé si
nepiedstavuje skutecny pohyb objekti (alespofi to tak nevypada), ale k ur¢ité predstavé prece
jen musi dojit — pracuje stim, Ze se setkaji pfiblizné v poloving. Zaroveri urdité pracuje
s propozicemi... mozna pravé jeho zplsob kédovani je propoziéni ve smyslu skuteéného
hloubkového vyznamového koédu? Proto jsou taky jeho uvahy zcela jedinedné, originalni pro
kazdy typ tlohy. Jsou svym zpisobem jednoduché, ale zaroveri vyZaduji velmi hluboké
proniknuti do struktury ulohy. Je tohle propozi¢ni kéd v ir§im smyslu - tak jak ho uvadgji
Clark a Chas (1972 in Sternberg 2002, s. 250)? Podivejme se jest& napiiklad na tuto ulohu a

Michalovo feseni:
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Zadani: V'5 hodin vySel turista z noclehdrny na del$i cestu. Za hodinu usel S km.
Soucasné s nim vyjel z noclehdrny stejnym smérem cyklista rychlosti 17 km/h. Za jak dlouho
budou od sebe vzddleni 20 km?

Takhle vypada jeho reSeni:

60

Michal: TakZe bych si rozdélil 1 hodinu na 12 Cdsti, takZe po péti minutdch, takze piijde
hodinu 40 minut od noclehdrny.

Ex: No presné tak, ale jeSté mi to vysvétli. Ty si udélal rozdil téch rychlosti ...

Michal: No rozdil rychlosti, takZe oddalujou se rychlosti 12 km/h za hodinu, kdyz si rozdélim
na 12 casti...

Ex: Pro¢ na 12 éasti?

Michal: Abych védél, za jak dlouho ujde 1 km. TakZe za 5 minut ujde 1 km a jé potrebuju 8
km, ta to vyndsobim osmi.

Potita se skuteCnou rychlosti oddalovini — to je vyborna metoda — pocitd opét
automaticky s tim, Ze oba jsou stale v pohybu, proto poéita skutednou rychlost oddalovani,
podobné jako v ptikladu 1 z pisemky skutecny cas pribliZovdni. Tim vi, 2e 12 km od sebe
budou vzdaleni za hodinu. TakZe potfebuje jesté spocitat, za jak dlouho se od sebe vzdali
zbyvajicich 8 km. Proto rozdéluje hodinu na 12 dili (kdyZ za hodinu se vzdali 12 km, 1 km se
vzdali za 60/12 minut) a to pak nasobi zbyvajicimi osmi kilometry. I zde — hluboké poznani
struktury je zfejmé. O imaginaci se zfejme€ nejedna. Muze jit tedy o hloubkovy propozi¢ni
kod.

Zbyva jest€ odpovédét na otdzku, jak vypada reprezentace piivodnich predlozenych

typovych fedeni, které jsou pozdgji vyuZivany v feseni uloh jako dispoziéni reprezentace. Je
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velmi pravdépodobné, Ze budou reprezentace vypadat u kazdého feSitele jinak a budou
podobné aktualnim reprezentacim, které byly pravé popsany. Z¥ejmé zaleZi na celkové vétsi
inklinaci kazdého konkrétniho studenta k jednomu ¢i druhému (nebo tfetimu ~ hloubkovému)
kédovani.

Posledni nezodpov€zenou otazkou je reprezentace zvlastniho fenoménu tuloh —
vzore¢kil. I ta byla v podstaté jiz zodpové€zena. Jak bylo vidét v kapitole o porozuméni
algebraické strategii, néktefi studenti reprezentuji vzore¢ky (a obzvlasté vzoredek s = v.f)
propozi¢nim kédem v uz§im smyslu — tedy pfijimaji ho jako danou informaci, ktera se da
pouze aplikovat, nikoliv logicky zdivodnit &i jakkoliv pretvafet. Mohli jsme ale vidét i
imaginativni reprezentaci vzoreckil (pak se jednalo spiSe o rovnice drah), kde studenti rovnici
pouzili na zaklad€ skute¢né (¢i symbolické) pfedstavy stejnych ujetych drah & dvou ujetych
drah, které po stfetnuti tvofi celou dréhu. V pfisluiné kapitole ale zaroven poukazuji na to, Ze
student sice n€kdy pouZiva vzoreek automaticky — (kod je propoziéni v uzsim slova smyslu),
ale zaroveni mé-li fesit zcela praktickou wlohu (jen jednoduchou na vztah drahy, rychlosti a
¢asu), principu vzorecku rozumi, vidi do jeho struktury alespofi na implicitni Grovni. A zde se
pravé miZe opét jednat o propozi¢ni kéd v $iri smyslu.

V praxi nelze pfi feSeni studentli zcela striktné oddélit, jak fesitel reprezentuje
jednotlivé ¢asti ulohy, jak se li8i reprezentace zadani, vzorecki, rovnic apod. Stejné tak nelze
vétsinou pln& sledovat, kde vytvafi reprezentace nové a kde vyuZiva jiz dfive vytvofené
reprezentace dispozi¢ni. Ve skute¢nosti se bude ziejmé v priibéhu celého feseni jednat o
smésici aktualnich i dispozi¢nich reprezentaci, které jsou vtahovany zpét do operaéni paméti
jak z paméti procedurdlni (v podob€ nauenych postupd), tak deklarativni (v podobé

nauéenych vzore¢ki a fakt).
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Zaver
Diky sledovani rozli€nych feSeni studentl, rozhovorim nad jejich postupy a pokusim
o interpretace jejich mySlenkovych procesi a reprezentaci, je mozné souhrnné hovofit o

nékolika poznatcich, které prace pfinesla.

Oblast strategii Freseni a porozuméni tloze
Slovni ulohy o pohybu tvofi skute€né specifickou skupinu slovnich tloh, ktera s sebou

obvykle pfinasi specificky (a pro jiny typ uloh nepouZitelny) zptsob fedeni. Studenti
nejastéji vyuzivaji ke svému feSeni vzorec vztahu drahy, rychlosti a ¢asu (s = v.¢) a princip
rovnosti &i soutu drah (s; = sz nebo s, + 52 = 5) a to v naprosté vé&tSing pfipadd, jak
v typovych Skolnich ulohéach, tak v netradi€nich nebo komplikovanych tlohach. V nékolika
ptipadech se ale objevuji i feSeni, kterd vyuZivaji vztah drahy, rychlosti a ¢asu jinym nez
timto zpisobem, nebo se objevuji zcela jiné strategie feSeni (ivaha, feSeni metodou pokus-
omyl a systematicky pokus), coZ doklada, Ze tlohy lze fesit i jinak neZ pouzitim fyzikalniho
vzorce a déti jsou toho schopny.

Obecné pouzivaji studenti jiné neZ klasické algebraické strategie jen velmi malo.
Pokud ano, jedna se o jedince, ktefi pouZivaji tivahy i v typovych tulohach. Ale i ti se
v nékterych komplikovanych ulohdch uchyluji k pouziti algebry, svych tvah se tedy nedrZi
striktn€. Na rozdil od toho studenti, ktefi v typovych tlohach pouzivaji algebru, se ji striktné
drzi i v komplikovanych ulohé4ch. Jediné tlohy, kde se tivahy vyskytly u déti pouZivajicich
algebry, byla tloha 3, kde je aplikace algebry neobvykla a velmi obtiZznd, a v tiloze 5 tam,
pokud studenti pfisli na to, Ze mohou pouze jednoduse zjistit, zda se auta potkaji v Plzni, aniZ
by museli zjidtovat pfesné misto setkani (pokud ho zjistovali, opét vzdy pomoci algebry).
Tedy fegeno jinak — pouZiti ivah v typovych tlohdch neznamené stoprocentni pouZiti Givah
v komplikovanych tlohach. Pouziti algebraické strategie v typovych ulohéach ale znamena
téméF stoprocentni uZiti v komplikovanych ulohach tam, kde je to moZné (Gilohu 3 mezi né
nelze plné zapoéitat). Co miZe zistat otazkou je, jak Gsp&iné je pouziti jednotlivych strategii,
protoZe to zde neni (vzhledem k intervenci experimentatora) moZné s jistotou fici.

Ve vét§iné piipadi mé feSeni uloh o pohybu zcela piesny sled (s drobnymi
odchylkami), které se da shrnout takto: pfe¢teni zadani (v celku, nebo fragmentovang —
s Sastéjsi fragmentaci textu) a zépis podminek do typické obrazkové legendy doprovazené
symboly &i slovy, kterd miZe mit, jak ukazuje kapitola /, pro studenty rizny vyznam a miZe
znadit rliznou podobu mentalni reprezentace. Nasleduje vyhledani a zapséni pfislusné rovnice

drah a posléze dosazeni veli¢in v a f za veliiny s (pfi¢emZ v priib&hu nebo jesté pred tim musi
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dojit k vyjadreni veli¢in ¢iselné — pokud jsou znamy, nebo pomoci nezndmych a jejich
vzajemného vztahu, pokud je vyjadien). Dal§im krokem je dosazeni takto vyjadienych
znamych a neznamych za veli€iny vrovnici a matematicky vypoéet. Zkouska zpravidla
provadéna neni. U nékterych studentl (ale zdaleka ne vidy) dochézi je§té k navratu ke
kontextu ulohy.

Ve vsech krocich se objevovaly opakujici se chyby. Obrazkova legenda byla zpravidla
sestavena spravn€ a vystihovala situaci ulohy (s vétsi & mensi vérnosti). Ve slovni legendé
nebo slovnim a symbolickém doprovodu legendy obrazkové se objevovaly problémy
s pfevody jednotek a naprosto typicka chyba s pfi¢itanim zpozdéni aktéra v ulohach o pohybu
tymZ smérem po neuzaviené draze (viz kapitola 7.2.2). V kroku hledani spravné rovnice drah
(resp. dle mého ndzoru hledani sjednocujiciho pohledu na ulohu) byla nejéast&jsi chybou
zaména dvou zékladnich rovnic, plynouci z nejriiznéjsich ddvodd, jak je popsano v kapitole
8.1. V dal$im postupu bylo mozné sledovat chyby pocetniho razu, nebo chyby pii ndvratu do
kontextu tulohy, kdy student odpovédél na jinou otazku, ne byla poloZena, nebo nespravné
pritadil vypocCtenou veli€inu k plvodnimu zadéni. Zjiténé opakujici se chyby plné
koresponduji s chybami, které se vyskytovaly vjiném zkoumaném vzorku (Schéffelova,
2004/2005 a Kropackova 2003/2004) , tedy nejednd se o specifikum dané tiidy.

Ukaézalo se, Ze vieobecné obtiZngjsi jsou pro studenty slovni ulohy o pohybu tymz
smérem po uzaviené drdze, nez ulohy o pohybu protismérném po neuzaviené draze, a to
predevdim diky nutnosti pracovat srozdilnym ¢asem objektd, ktery je vyjadien jejich
vzdjemnym vztahem. Kromé toho se protismérny pohyb ukonéeny mistem setkdni ukazuje
jako lépe ptedstavitelny nez pohyb po jedné draze, ktery nema jasné ohrani¢eny konec. Ulohy
s komplikovanou sémantickou strukturou, které lze fesit klasickym matematickym postupem
(nebot’ matematicka struktura zistdva viceméné stejna), si studenti vétSinou automaticky
reprezentuji jako typovou ulohu a feSeni je tak pro né pomérné snadné. Vétsi problém vznika
pii zméné matematické struktury, kde neni dodrzena pro dany typ ulohy typicka rovnice drah

(ulohy 4 a 6), nebo v tlohéach odliSujicich se od typovych matematicky i sémanticky (tloha

3).

Oblast mentalnich reprezentaci

Ze sledovani zdpisu legendy u studenti se ukazalo, Ze podoba exteriorizované
mentalni reprezentace zfejmé nemusi odpovidat formé mentalni reprezentace.
U studenti bylo moZné pozorovat nékolik zplisobti kédovéni, které koresponduji

s mentalnimi reprezentace, jak je popisuje literatura. Pfi mentalni reprezentaci textu tlohy a
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nasledném feSeni studenti pouZzivaji imaginativni i propozi¢ni kéd (ve smyslu verbalniho
kédovani). Kromé toho bylo mozné z pozorovani usuzovat i na propoziéni kod ve smyslu
hloubkového kédovani vyznami. Pii feseni vstupuji do hry také dispoziéni (tedy jiz dfive
vytvofené) mentdlni reprezentace.

V praxi nelze pii feSeni studenti zcela striktné oddélit, jak feSitel reprezentuje
jednotlivé ¢asti ulohy, jak se lisi reprezentace zadani, vzoreckd, rovnic apod. Stejné tak nelze
vétSinou plné sledovat, kde vytvafi reprezentace nové a kde vyuziva jiz diive vytvoiené
reprezentace dispoziCni. Ve skuteCnosti se bude ziejmé v priibéhu celého feSeni jednat o
smésici aktualnich i dispozi¢nich reprezentaci, které jsou vtahovany zpét do operaéni paméti
jak z paméti procedurdlni (v podob& naudenych postuptl), tak deklarativni (v podobé

nauéenych vzorecki a fakt).
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Résumé
Title: Understanding the Word Problems on Motion

The topic of the thesis was selected based on the long term interests shown by the
author in course of her studies. The thesis is a follow up of previous research activities that
focused on word problems and the use of experience gathered from them. The whole issue of
word problems on motion was selected as the example of typical problems, which children
have to face at school, and therefore, they acquire more or less a specific procedure of solving
them (as established in prior research). They provide option to draw comparison of their type
resemblance and comprehensive variants and of the pupils’ capability to implement the
acquired procedures when the problem is getting more difficult.

This was one of the objectives of the thesis. Another objective was to monitor the
specifics of this type of word problems and also the related specific solutions including
specific errors the pupils make when solving these types of problems. Furthermore, the
objectives include monitoring and analyzing the different pupils’ procedures from the
qualitative point of view and the efforts to describe their mental representations of the
problems and train of thoughts when solving them.

The work is divided in two basic parts. The first part is mostly theoretical, containing
quotations and theoretical basics excerpted during the study of literature on word problems
discussed from the didactics and mathematics point of view. There is a part where concepts of
three representatives of Czech authors are compared. This part explains the terminology and
theories used in the empirical part, which are then compared with the results of the research in
the discussion. The second — empiric — part is structured in several chapters. The description
of the research sample, research process and used material is followed by the detailed
description and analysis of tackling word problems and the ways thereof, including specifics
of relevant types of problems, descriptions and possible explanations of specific errors. The
next part deals with the solution strategies, both typical and non-typical procedures within the
given class and with the description of different ways of understanding the strategies recorded
within the children. The strategies used in case of typical and comprehensive problems are
compared in the last chapter. One of the chapters also describes the specifics of problems,
which were used in the research and the impact thereof on the solutions.

Observations made in course of the research are then compared with theory in the
discussion; the first part compares the aspect of solutions (strategies and understanding) with

the information in published works and the second one deals mainly with mental
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representations of pupils when solving problems, which is then also compared with the basic
works published on this issue.

The research of the strategies and procedures provided the following results:

When solving the word problems on motion, the majority of pupils uses typical
algebraic solutions applying the physics formula for the relation between path, velocity and
time with the exactly given order both in typical and comprehensive problems.

Pupils using different types of strategy use such strategies also for typical problems.
However, even these pupils use algebra when solving comprehensive problems, so they do
not follow strictly their own procedures. On contrary, pupils using algebra for typical
problems use it also for solving comprehensive problems.

Problems with a difficult semantic structure, which could be solved using the common
mathematical procedure (as the mathematical structure remains more or less the same), are
automatically visualised by the students as a typical problem, and therefore the solution
thereof is for them quite easy. On the other hand, changing the mathematical structure or
solving problems with different mathematical and semantic structure proves to be more
difficult. The reason for the pupils to use the typical solutions — which may look the same at
first sight — may lie in the various decree of understanding.

Pupils’ solutions contain often the same errors that were typical only for these word
problems and that could be caused by several difficult aspects of the semantics of word
problems on motion.

Concerning the mental representations of pupils the following conclusion were
reached:

Monitoring the records of keys used by the pupils showed that the form of external
representation is not necessary compliant with form of mental representation.

There were several ways of coding, which correspond with the mental representations,
as described in literature. When mentally representing the text of the problem and solving it,
pupils use imaginative and proposition code (in sense of the verbal coding). Furthermore, the
monitoring provided hints to use of proposition code in sense of the deep sense coding. The
solution is also influenced by disposition (already formed) mental representations.

In the real life, it is impossible to separate strictly the manner the person solving the
problem represents the individual parts of the problem and how the representation of the
problems, equations and formulas differs, etc. Usually, it is also impossible to monitor, where
new representations are used and where the already formed disposition representations are

applied. Actually, when solving a problem the current and disposition representations will
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mix together and then they will be applied again in the operation memory extracted form both
the procedural memory (in form of learned procedures) and declarative memory (in form of

learned formulas and facts).
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Pfiloha 1 - Zaznam pozorovani hodiny 10.9.2007

6. vyuCovaci hodiny — matematika

Utitelka vesla do tfidy spolecné se mnou. Ve tfidé byla jen polovina zéki, protoZe na
tuto hodinu jsou pileni a druhd polovina ma Angli¢tinu. Nejdfive fekla studentlim, aby si
sedli do lavic po jednom. Pfedstavila mé a sezndmila je stim, pro¢ jsem do $koly pfisla.
(Studenti ale byli na m{j pfichod pfedem pfipraveni a v&déli ptiblizng, co budu v jejich tiidé
délat). Poté dala slovo mé€. Studentim jsem se pfedstavila a seznamila jsem je s tim, o¢ se
presné bude jednat (tedy, Ze dostanou jednu pisemnou praci a poté se mnou bude kazdy z nich
individualng pracovat na slovnich tlohach). Nasledné jsem je seznamila s dne$ni pisemnou
praci. Byli upozornéni, Ze pisemna prace neni znamkovand a ucitelka ani nebude s jejich
vysledky seznamena, Ze nemusi uvadét celé jméno a pokud cht&ji, kfestni jméno si mohou
vymyslet. Poté jsem poprosila jednoho ze studentd, aby zadani rozdal. Dostali k pogitani 3
slovni ulohy:
7. Za chodcem jedoucim primérnou rychlosti 5 km/h vyjel z téhoZ mista o 3 hodiny

pozdéji cyklista primérnou rychlosti 20 km/h. Za jak dlouho dohoni cyklista

chodce?

8. Zmist A a B, vzdilenych od sebe 210 km, vyjely sou¢asné proti sobé 2 kamiény

rychlostmi 40 km/h a 30 km/h. Kdy a kde se potkaji?

9, Zmésta A do mésta B vyjelo nikladni auto primérnou rychlosti 30 km/h.
Soucasné s nim vyjel i autobus, ktery mél primérnou rychlost 40 km/h a ktery
prijel do mésta B 0 1 h 15 min d¥ive neZ nakladni auto. Jaka je vzdalenost mezi

obéma mésty?

Pisemna prace trvala cca 25 minut. Po sebréani pisemnych praci ucitelka okomentovala
celou situaci. Pochvalila studenty, 7e nezapomnali, jak se tento typ Gloh po€ita a upozornila
je, ze si jest€ musi dat pozor na poletni chyby a chyby z nepozornosti. Dale uvedla n&kolik
ptikladi chyb, které v pisemnych pracich vid&la v priibéhu psani:

U: , Kdyz mame nékde, Ze vyjel 0 3 hodiny POZDEJI, ty 3 hodiny musime co??? ODECIST,
NE PRICIST’

% Coz neni zcela pfgsné. Ucitelka ma zfejmé& na mysli, pokud je v zadéni, Ze jeden aktér vyjel o dv& hodiny
pozdgji, musi se od jeho Casu odeCist 2. Student ale také miize zvolit variantu pficteni tohoto rozdilu k ¢asu
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Ucitelka: Nikol, v cem se uddvd rychlost?
Nikol: V kmv/h.
U: Av cem se udava ¢as?
N:Vv hodindch.
U: Tak co tam téch tvych 75222
U: No a pak nékteri dojeli na zlomkdch, ze Jo Vendulo, Dominik na rovnici... hriiza. Takze
vzorecek zndme, ale utekla ndm logika!!! “
Déle jsem ucitelku pozadala, zda muze tlohy spole¢ng se studenty vytesit u tabule.
Vyvolala vzdy jednoho Zaka.
Na prvni Glohu vyvolala zakyni, ktera ji méla v pisemné préci $patng. Pozadala ji, at’
zapisuje a vSe nahlas komentuje. Zakyné zapsala na tabuli:
V,;=5km/h v2=20 km/h
Vendula: ,, Oni maj viastné rozdilnej cas, takze t; = t; + 3
Utitelka: ,, No pockej, kdo jel... nakresli si obrdzek, dyt’ jsme byli zvykli si kreslit obrdzky “
V:, Takze
Nakreslila:

X >

. ,, Ten chodec 3el, ten prosté sel
. ,, TakZe kdo jel dyl?
:,,Chodec.”

., Tak jak je to s tim ¢;?

b+ 3=t adyt jsem to Fikalg “

C < C < C <

., Dobre, tak se omlouvim'’. Tak pis, co se ted bude dit? “

druhého aktéra (a ja osobné to tak pro vatsi pohodInost pti pocitani d&lam), tedy neni nutné vZdy &as odedist
Navic muZe v zadam byt také, Ze jeden z aktéri dorazil na misto o 2 hodiny pozd&ji, kde se pak naopak &as musi
phicist. Takovymto zdiraziiovani postupu, si mohoy Zaci zafixovat slovo pozd&ji v takovychto tloh4ch jako
signal znamenayici odecitan tohoto &asu od jednoho z aktéri. Pokud je ale v zadani ptipad druhy, tedy, Ze jeden
z aktéru dorazil pozd€j1 na misto. miZe toto slovo pusobit u studentd jako antisignal (viz Hejny ) a mohou pak
automaticky odecitat bez logického uchopeni zad4ni

V tloze, kterou ma uCitel a na mysli, je skute¢ns rychlost udana v km/h. Je té2 pravda, Ze se rychlost
zpravidla udévé v km/h, stejné tak cas se nékdy udava v hodinach (ale v zadénich t&€chto uloh také velice &asto
v minutach nebo v hodinach a minutach, jako i v této uloze, a je nutno ¢as na hodiny teprve prevést, coz byva
jeden z prob émi a ukazalo se to 1 v této pisemné praci). Nelze to oviem takto zobecnit. Kazda uloha se d4
potitat jak v km/h a hodinach. tak v m/min a minutsch 2 zalezi spi3e na feiteli, co je pro n&j jednodudsi (zfejmé
hlavng z hlediska pfevodu). UCitel€ jiste preferuji b&zny zpisob, tedy udavani rychlosti v km/h a &asu v hodinach
s desetinnym mustem €1 zlomkem. Zpravidla bude zfejme toto teseni také ,.elegantn&jii“, oviem ne vzdy (jak se
ukazalo v postupové pract a v praci na klinicky semestr) je ,,elegantni“ feSeni také jednodusi pro 24ky a mnohdy
muZe byt pohodIngsi uddvat rychlost v m/min a Cas v minutdch, obzvlaste, je-li n&ktery udaj v téchto
Jednotkach udan iz v zadam, jako naptiklad v tloze 4 ze zadani individuélni prace.
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V: ..s maji stejnou,takze s; = s,. "’
U: ,,4 co to znamend dal?
Zakyné pise vzorec na tabuli a pod nim dosazuje:
Vi .ty =vot t;=t;+3h
Vi, TakZe to je viastné “ (zapisuje):
5.(t2+3)=20t,
U: ,, Tak vyFe$, no obycejnd rovnice “
5t + 15 =20t, /- 5t2
15=15¢t,/: 15
to=1
U: ,, 4 co Feknes?“
V:, Ze t, = jedna hodina. “
U: ,,No t; = jedna hodina a co reknes? Podivej se na otdzku? “
V:,.jo... “(Cte zadéni) ,, Cyklista dohoni chodce za I hodinu.
Na druhou tlohu vyvolala Adama.
Utitelka: ,, Adame tys to mél dobfe? (pochybovaéng)
A:,, No ja nevim, asi myslim, ze jo.“
U: ,, No to nevadi, pojd’ k tabuli“
Zak zadal sam od sebe obrazkem '3
210 km

40 km/h 30 km/h
U:,, Mé by k tomu sedlo, kdybych védela, co to Je za Cisla‘
Zak zapsal k rychlostem Pr. jako pramérng rychlost.

U: ,, No tak jsme se to neucili “

U:, Cojeto40a 30"

1 : .
Mysllm’, zZe 2a2kyné rr’nohla na zaGatkn vyjadteni casu myslet skutetng spravng, ale dostala se do problému
s oznatenim (‘.aSl’l. Mys‘llm‘l’ Ze zde je dobra ‘wukézka‘to'ﬂ.c, Jak je Zkolské oznaceni &isly (t;,5...) matouci. Zde se
v tomto <?zr’1a<‘.em ztra‘tl a _|‘a.k Zakyné tak ugitelka, Z4kyn& na zacatku tekl vztah obraceng, ale na konci tohoto
dzialogu si tim nebyl nikdo jist. MoZn4, Ze s oznazen: napr. vep a v, by se tento problém odstranil
] 3 M . *
Skute¢né Yl,_?e ‘dfaf})" qugu stej’né, nt?bo 1€N pouziva tento vzorec ve spojeni s ulohou o pohybu za sebou? To
bychom méli zjistit pfi individuéIni praci. Utitelkg se ji na porozuméni neptéa
13 o » o . ., *
h?':lfze tﬁibﬁg;:lﬁ:‘;l;et?;‘& :lfur:oézikvmff ;"Cl minu'  uiohu ho chtéla, tak predpoklada, Ze ho utitelka bude
chtit 1 po ni. €cne potfebovat, Nebo také muze byt jen zvykly h i
i byl njakou oporot. yt] ykly ho vzdy kreslit, bez toho. aby
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A: ,, Rychlost toho ndkladdku. « Dopsal k rychlostem v, a v,

U: ., No a nebo by sis mohl i oznacit v nikladdku klidné, to Jjejedno. "
Déle na tabuli zapsal: s = 5, + s,

U: ,, No vidis, pardda, ten vzorec zviddds uplné bezvadné.

Dale zapisuje:

210=v;.t1 + vy . tp

210 =40. +
U: ,, Vis jak dlouho jel?
A:, Nevim.“

U:,, No tak tam tu proménnou nechej. “

Zapsal:

210=40.t;+30 .1,

U: ,, Co to pFed.tebou je ten posledni Fidek?

Ukazal na tabuli.

U: ,,4 kolik je tam nezndmych? “

A:,, Dvé”

U:,, A 1y umis takovou rovnici Fesit? Neumis, musis se té Jjedné proménné zbavit.«
Zé&k jednu proménnou smazal a nechal misto ni prazdné misto. Ostatni Zici se zadali smat.
Ucitelka je uklidiiuje.

U: ,,Jaky je mezi nimi vztah? “

74k &te znovu tlohu.

U:,,No tak si predstav ~ jedou najednou a pak se... oni se nesrazej, ani zabrzdén, ale v Jjednu
chvili se potkaj.  (vSe demonstruje pohybem rukou proti sobg)

A: ,, TakZe ty casy jsou stejny, “

U: ,, Tak tu rovnici pfepis tak, aby melg Jjen jednu proménnou. *
210=40t,+30t;

210=70t,/: 70

t =3h

U: ,, Jak dlouho tedy jel ten druhy? -

A:,, 3 hodiny“

U: ,, A ten prvni‘

A: ,,Taky 3 hodiny.*

U:

»Otazka zni kdy a kde se potkaji. Dosadim do § =57 + 5
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Dosadil: s = 40 + 30 (s¢ita rychlosti) nakonec to ugitelka dopogitala za n¢j, protoZe bude
zvonit.

U: ,, Rychle nékdo tFeti vlohu.

Ptihlasil se jeden zak.

U: ,,MaS na to 3 minuty.*

Nakreslil:

A B

| N
E—

vi; =30 km/h

v, =40 km/h

tp=t,— 1,25 S| =8

vVi.t1=v2. 1

30t, = 40 (t; — 1,25)
30t, = 40t; — 50
-10t, =-50

t = 514

Zak: ,,Ujel 150 km*

Utitelka: ,, Vyborné, tak sluzba tabule, Zidle nahoru a mizete Jjit na obéd. “

Dle pozorovani mam pocit, Ze Z4ci v této tride maji pfesné naudeny postup — pracuji dle tfi zakladnich vzorci:
s=s, +s; nebo $; — §; a s — v.t. Tento 24k nam to pfesn& ukdzal. Otdzkou tedy je, zda znaji i jiné postupy (zda
jim byl predlozeny a tento V(?”’ protoZe se jim zd4 nejlepsi, nebo alespoit povoleny, pokud je chtali pouzit), jak
dalece postupum rozumi a jak jsou schopni je pouzit ve sloZitych tlohdch. Pravé toto snad uvidime pti
individudlni précl.
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Priloha 2 - Zaznam pozorovani hodiny 14.9.2007

3. vyuCovaci hodiny - matematika

Zadatek — viz pozorovani 10.9.

Zadany tyto ulohy:

10.

11.

12.

Ve 13 hodin vyjelo z Pardubic ke Kolinu auto Skoda Felicia rychlosti 60 km/h. O
pil hodiny pozdéji vyjelo stejnou cestou auto Skoda Octavia rychlosti 80 km/h.
Kdy dohoni Octavia Felicii?

Z Prahy do Olomouce je piiblizné 250 km. V 6 hodin vyjel z Prahy do Olomouce
rychlik primérnou rychlosti 85 km/h. Ve stejném okamZiku vyjel z Olomouce do
Prahy osobni vlak primérnou rychlosti 40 km/h. V kolik hodin a v jaké

vzdalenosti od Prahy se setkaji?

Nakladni auto jelo primérnou rychlosti 20 km/h a vyjelo z Prahy smérem
k Liberci. Sou¢asné s nim vyjel autobus, ktery jel primérnou rychlosti 30 km/h a
ktery pfijel do Liberce o 2 hodiny diive neZ nakladni auto. Jaka je vzdilenost

mezi Prahou a Libercem?

Po pisemné praci u€itelka okomentovala priibéh:

Ucitelka: ,, Tak musim vds pochvdlit, koukala jsem, Ze jste to méli vSichni zhruba dobre.

Vysledky: prvni uloha — dojel ho v 15 hodin, druhd — sejdou se 170 km od Prahy za 2 hodiny,

takze v 8 a tfeti — 120 km. Musim teda Fict, Ze ta treti illoha, kdyZ jsem tam vidéla, Ze to jel 6

hodin a pFedstavila jsem si jak tam jedem autobusem a jsme tam za hodinu, tak jsem se

musela smdt. Tak. Kdo se nedobral témto vysledkim? “

Z4ci hromadné odpovidaji, Ze k nékterym.
U: ,, Jednicku, kdo nemd jednicku, komu nevyslo téch 15 hodin? “

Ptihlasilo se nékolik zaka.

U: ,, Kubo, k tabuli.

7. Procja?*

U:,, Vyslo ti to?“

7., No nevyslo pravé.

U: ,, Tak pojd’ k tabuli, abys to konecné pochopil, pojd nam Fict, jak si pracoval. “

Utitelka ke tfide€: ,, Kdo se doma mrknukl ng vzorecky? Prece jenom jste méli néjaké echo.
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Zakyneé ve ttid¢: ,, No o pFestdvce jsme si Jje tady Fikali.
U: ,Jo?“
Zak ve tfide: ,, No Ja si vidycky Feknu, Ze rychlost Je v km/h, tim pddem je to dréha za cas a
mdm vzorecCek a zbytek si odvodim. *
U: , TakzZe ticho. My se ted’ tady budeme divat, Jak to ten Kuba myslel, Jjak on to pocital. “
Zapis na tabuli:
v =60 km/H
v = 80 km/h
Felicie za 1/2hodiny = 30 km

Za 1l a 1/2 hodiny = 90 km
Octavie za 1,5 hodiny 120 km
U: ,, Tak ja bych zatim z tohoto vidéla Viichni mdte ty slovni ulohy. Martine, ty budes koukat
na tu tabuli a bude§ komentovat, co to tam Kuba napsal. Tak jednak tam vidime, ze rychlost
Jednoho je 60 km/h, rychlost druhého 80 km/h. Tak a ted’ tam vidim néco za pil hodiny — co to
tam je Martine? ,,
Zak v lavici: ,,No Ze z 1 hodiny ujede 30 km, “
U: ,, Tak to znamend, e zq pil hodiny ujede 30 km. To chdpu. Co znamend ta 1 a pil
hodiny?
Z:,, To znamend, e za 1,5
U: ,, Kubo, proc t€ napadio 1,5 hoding? “
Kuba: ,, No to jsem zkusil “
U: ,,dha, no tak jo, ale to asi neni uplné dobré to zkusit, to se asi netrefime zrovna. No a tak
dobre. Za 1,5 hodiny ujede 90 km a co 1o znamend? *
K:,, No, Ze za piil hodiny uyjede tFicet, to znamend, Ze ve 13:30 ujede 30, pak musi ujet dal§ich
hodinu a pil, takZe to uz by bylo 15.
Ve tfid€ je Sum, déti se ozyvaji, Ze nevi, co znamend 15,
U: ,, Pockej, my ti nerozumime, ¢o 52«
K:,,No 15 hodin a ... 90 + 30 to Je 120 a to musi ujet a to musi ujet i ta Oktdvka, takse ta
ujede 120 za hodinu a pil, takze ji dojede v 15:00.
U: ,, Tak podivejte se na tu tabuli, myslite si, Ze md ten postup relativné logicky spravny? Kde
totiz ten Kuba udélal hloupou chybu?
Zak v lavici: ,, Ze odhadoval “.
U: ,, Ne ne ne, to neni chyba. Tak ho napadlo hodinu a piil, proc ne, to miize pouzivat, nékdy

ten selskej rozum je lepsi. To nemdm nic proti tomu, ale kde udélal, Kubo zkus si najit tu tvoji
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chybu. ProtoZe ten cas mds vypocitany spravné. Cili za pil hodiny ujede 30 km. To vsichni
vime, za néjakou dalsi ujede 90, to chapeme, ale kde je ten zakopanej pes? Octavie ujede za
1,5 hodiny taky 120 s tim souhlasim, ale ty mads v ty odpovédi za 1,5 hodiny. “
Z: ,,No za hodinu a pil by tam dojela ta oktavka. “
U: ,,No a kdy dohoni ta oktavka tu felicii?
K:, No za tu... no cely se musi jet 2 hodiny. No jd jsem zapsal za hodinu a piil, protoZe to tam
pojede ta Oktdvka*“
U: ,, Takze jenom tohle si tam spletl. Kdy konkrétné dojede ta Oktdvka tu Felicii? “
K:,Nov15:00.“
U: ,,A tos védél uz v ty pisemce nebo az tady u tabule? *
K:,, No uz tam, akordt jsem o tam blbé napsal. *
U: ,Achjo.”
U: ,, No zvldstni postup, samoziejmé mdme pravidla jakd? S'te'pdnko, béZ tam nahodit klasiku,
utikej.
U: ,, Dej tam jenom ten vzorecek a dosad’ ho ¢islama. “
Na tabuli:
S1=$2
vit= vatz
Ucitelka Cte zapis: ,, Ano, sprdavné, ted’ tam dosad’ ty ¢isla, ano.
Na tabuli:
60t, = 80 (t; = 0,5)
U: ,, Tak dvojku, komu ve dvojce nevyslo 170 km.? “
Zakyné v lavici: ,,Jd jsem pocitala iplné pFesné to samy, akordt jsem pocitala ten druhej
vzorelek.
U: ,, No to nemiize$ ale. Tak kdo nemél dobre tu druhou ilohu? “
74k v lavici: ,,Jd jsem tam $patné nejdriv dosadil, vyslo mi 80.
U: ,,No to nevadi, tak to bylo z té druhé strany.
Zak v lavici: ,,No mé to prislo divny, tak jsem to prepocital a vyslo mi to. “
U:,,Jo. Tak Davide pojd’ k tabuli. “
Zapis na tabuli:
P s=250km O

U: ,,Ano, takhle by se mi to libilo, dobry. -
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Zapis:

w...v=85km...v6....P-O

y..v=40km...v6....0-P

U: ,,Ano to je dobre, jenom prosimté v téchto ulohdch se Davide striktné driime proménnych
—drdha je s, rychlost v, Cas je t, tam nedosazuj néco jiného, jo? Dej mi tam néco jiného.
D:,Tak 1,2.“

U: ,,4 co to myslis, co je to x? “

D:,,No x je rychlik ay je osobni viak.

U: ,,No aha ty to mysli§ takhle. No tak dobre, ale tak bych nékde potFebovala slyset, Ze x je
rychlik a'y je osobni viak a nékde to tam mit napsano. Ja jsem si myslela, Ze ty proménné
znamenaji néco jiného.

Piepsal na r a os.

U: ,,No to uz je lepsi, to uz by mé napadio, protozZe ja jsem si myslela, Ze ty proménné jsou
néco jiného. “

D: ,, TakZe viastné oni jeli stejnou dobu. “

U: ,, Hm, vyborné ano.

Zapsal:

1=t

v =s/t

t=s/v

si/V1 = s2/V2

U: ,, Tohle absolutné nemiizes pouzit, pokud mds jen jedno v. NahoFe mds jen jedno v a ted
tam najednou vidim v; a v,, “

Opravil v legend€ — oznagil &iselng rychlosti.

U: ,, No jisté, v to musime bejt disledny.

D: , TakZe viastné s = s; + s, (zapisuje). , Tim pddem tFeba 250 — s, = s« (zapisuje)

U: ,, No dobre, zbytecné slozité, ale takhle by ses urcité k vysledku dobral.

D: ,,No a to mi nevyslo. “

U: ,,No to’s urcité jen udélal nékde chybu ve zlomcich, jinak by to muselo vyjit. Takze 250 —
s2/85 = 51/40." (zapsano na tabuli) , Dobre. Tak a ted" “

74k vynasobil rovnici 40.

U: ., No to se ale nezbavime zlomku 85, ale dobre, ty tam bude$ moct kratit, dobre hod' to

“

tam.

7Zacal chybné nasobit.
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U:,,No jo, ty se tam asi zamotds matematicky. TakzZe pis krat 40.

Utitelka jde k tabuli. Zak pise:

40 (250 — 5,)/85 = 40 s,/40

Utitelka &te jeho jednotlivé kroky a souhlasi.

U: ,, Tak a ted'ka jesté ja bych vyuzila krdceni, aby ndm nevychdzely Sileny hausnumera. Cim
to urcité pijde? “

D. ,, Pétkou.“

U: ,, Pétkou vyborné*“

74k pise chyby.

U: ,, Pétkou, pétkou!!!“

Vychazi:

8 (250 — s2)/17 =82

U: ,,No a ted’ se musis jesté zbavit ty 17. Krdt 17, dobre. “

Dale podita:

2000 — 8s,=17s; /+ 8s;

Ugitelka souhlasi.

Zakyng v lavici: ,, 4 neslo by to tam k¥izovym pravidlem? “

U: ,,Jo mohl by, akorat by vysly stleny hausnumera. On by to pak ndsobil 40 a to, no mohl by,
ale ja nerada pocitam s téma velkejma &islama. “

Mezitim Zak zapsal:

2000 = 19s;

Zvoni.

U: ,, Kolik ti to tam vychdzi? “

D:,,No 2000 déleno 19,

U: ,, Pockej, pockej. Jd to tady nechdpu, 17 + 8 urcité nebude 19. 17 + 8 bude urcité? “
D:, 25"

U: ,, 4 vyjde to docela slusné. Jo?

Zapisuje:

2000 =25s3/: 25

s, = 80

U: ,, 4 dostanes§ drdhu a vyjde ti 80, ta druhd drdha bude 80 jo? Tak dobre. “

Ukonéuje hodinu.

Po hodin€ za mnou je$t¢ pfiSel jeden zak (Michal), Ze to po¢ital jinak. Zapsal mi feSeni —

utitelka byla u toho:
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250/ 85 +40=250/125=2
Rekl: ,, Takze se sejdou za dvé hodiny, tim pddem je to téch 170 km.
Experimentétor: ,, No a pockej, proc si tady secetl ty rychlosti? “
Michal: ,, No protoZe oni se k sobé blizej tou rychlosti celkovou, jako kdyZ se sectou, tam tim
muzu vydélit tu celkovou drdhu a vyjde mi celkovy cas.

Rekla jsem mu Ze to je zajimavé feseni. Ugitelka ho také pochvalila. Poté uZ odesel.
Ucitelka se zamyslela nad postupem a byla pfekvapena, jak je to jednoduché a elegantni
teSeni, které nikdy Zaklim neukazovala. Vyjadtila se, Ze je to $koda, Ze by jim ho ukézala,

kdyby ho znala, Ze ¢im vice feSeni jim ukaze, tim lépe.

Ustfedni knih.Pedf UK
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