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Uvod

V této praci se pokusime nahlédnout na vektorovy soucin z didaktického hlediska. Jedna
se o téma, se kterym se studenti stfednich skol neptimo setkavaji poprvé snad jiz v prvnim
rocniku ve fyzice. Poradné se vSak probird az ve tretim ro¢niku, kde se vétsinou pouze
fekne, jak se vektorovy soucéin dvou vektorii v R3 pocitd s tim, Ze se zmini jeho nejdiile-
soucin pocitame, kolmy, jeho velikost je rovna velikosti obsahu rovnobézniku, ktery tyto
dva vektory urcuji, a nékdy se jesté dodava, ze vyslednd baze je kladnd — samoziejmé
vsechno za predpokladu, ze oba vstupni vektory jsou linedrné nezavislé. Zapisy studenti
v sesitech pak mohou vypadat néjak takto:

Meéjme dva vektory @,7 € R?® s tim, Ze jejich soufadnice vzhledem ke kartézské bazi
jsou 4 = (uy,us, u3), v = (v1,v2,v3). Vektorovy soucin téchto vektort spocitdme jako

U X U= (ugv3 — ugvs, —(u1v3 — uzvy), U1V — U7 ) .

Pak se jesté dopisou zminované vlastnosti vysledného vektoru, a tim teorie okolo vek-
torového soucinu konéi. Studenti se casto nauc¢i mechanicky postup, ktery jim umozni si
vzorec zapamatovat, a ten pak pouzivaji, kdyz potrebuji vektorovy soucin spocitat. Uve-
dené vlastnosti si také dokdzou zapamatovat, nemusi jim vSak byt zfejmé jejich vzajemné
propojeni s naucenym vzorcem. Proc¢ zrovna vektor, jehoz souradnice vzhledem ke kartéz-
ské bazi jsou urceny takovym predpisem, ma tyto vlastnosti? Toto je klicova otazka, kterou
si klade velka spousta nejen stredoskolskych studenti.

Odpovédét na tuto otazku prehledné, pokud mozno strucné a elementarni feci, ktera
by byla srozumitelnd pro studenty uz strednich skol, neni tiplné snadné. Snazime se proto
vyuzivat postupy a vyjadreni, ktera by meéla byt pro studenty, alespon ve tretim roc-
niku gymnézii, jiz znama, jako naptiklad parametrické vyjadieni rovnice roviny a vzorec
pro vypocet obsahu rovnobézniku. Déale pracujeme se souradnicemi vyjadirenymi vyhradné
vzhledem ke kartézské bazi, a to jak ve 2D, tak ve 3D, jelikoz tuto bazi studenti dobre
znaji. Bohuzel se v praci neobejdeme bez determinantii, kterym se vétSina stfednich skol
vyhyba.

Pti odvozovani klademe diraz na nazornost a jednotlivé kroky casto podrobné
popisujeme, a to i v pripadech, kdy vypocet ptsobi trivialné. Cilem je provést ctenare,
jakozto i mozného soucasného studenta stiredni skoly, touto problematikou tak, aby bylo
po precteni prace srozumitelné, odkud se vektorovy soucin vzal.

Nejprve se pokusime najit vektor kolmy ke dvéma linedrné nezavislym vektorim v R3.
Zjistime, ze takovy vektor neni pouze jeden, a pokusime se pridat postupné dalsi rozumné
podminky k tomu, abychom vysledny vektor urcili jednoznacné. Uvidime, Ze vyrazy vyja-
drujici jeho souradnice vzhledem ke kartézské bazi tzce souvisi s obsahem rovnobéznik.
Budeme se tedy snazit spocitat obsah rovnobézniku uré¢eného dvéma linearné nezavislymi
vektory, abychom mohli ur¢it pozadavek na velikost jiz ziskaného, ale zatim nejednoznac-
ného kolmého vektoru. I po tomto zprisnéni si stale budeme moci vybrat mezi dvéma
vzajemné opacnymi vektory, a tak naznacime, jak nahlizet na orientaci vektorového pro-
storu, abychom se mohli kvalifikovanéji rozhodnout, ktery z vektortu si zvolit. Timto je
vysledny vektor ur¢en jednoznacné, nacez definujeme samotny vektorovy soucin podle vy-
sledki, ke kterym jsme dospéli, a poté odvodime nékteré z jeho dalsich zakladnich vlast-
nosti. Praveé v kapitole o definici vektorového souc¢inu se nachéazi velky pfinos této prace,
jelikoz jsme k této definici, ktera se obvykle uvadi bez vétsi motivace na riuznych vysokych
skolach, dospéli zcela prirozené. Se znalosti myslenek této prace pak uz neni zahadou, proc



takovou definici vektorového souc¢inul chtit.

V samotném zavéru prace se jesté nachazi dodatek k determinantiim druhého a tretiho
radu pro ¢tenare, ktefi se s determinanty doposud nesetkali. Je zde zminéna rekurzivni defi-
nice determinantu pomoci rozvoje podle posledniho fadku a na jejim zakladé jsou v tomto
dodatku dale odvozeny zakladni vlastnosti determinantl, kterych vyuzivame predevsim
ve treti kapitole, ktera se tyka orientace. Na determinanty v textu nahlizime jako na novy
nastroj, bez kterého by vsechno bylo mnohem neptehlednéjsi, avsak jejich zkoumani neni
tématem této prace, a proto je tato ¢ast uvedena pouze informativné bez dalsi motivace.
Nechceme ¢tenare mast a odvadét od hlavni myslenky nabalovani podminek na jisty vek-
tor odbockou k determinantiim, ale na druhou stranu chceme poskytnout ¢tenarovi, ktery
zatim nemél moznost se s determinanty setkat, Sanci praci porozumét, a to bez nutnosti
dohledavani dodatec¢nych informaci.

V celé praci se soustiedime predevsim na motivacni stranku problémi, jelikoz ta byva
¢asto ve vyuce tohoto tématu velmi slab. Uelem je, aby ¢tenaf pochopil, odkud se vek-
torovy soucin vzal, nikoliv vybudovani rozsahlé teorie, kterd je uz zapsana v ruznych uceb-

nicich A

1[Se], kapitola 2, strana 113.
2Napifklad [Se], kapitola 1, strany 100-103 ¢i [Se] kapitola 2, strany 104-115.



1 HledAani vektoru kolmého na dané vektory v R?

1.1 Proc kolmy vektor hledat?

V analytické geometrii ¢asto narazime na problém, kde médme zadano parametrické
vyjadreni roviny a chceme jeji obecnou rovnici.

Parametrické vyjadreni roviny p zadané bodem A = [aq, as, a3 a linedrné nezéavislymi
vektory 4 = (uq,us,u3), U = (v, vg,v3) vypada takto:

r=a,+1t u+s-vq,
Yy=ag9+1 U+ S Vg,

z=uaz+1t -us+s-wvs,
t,s € R. Chceme obecnou rovnici této roviny, ktera bude tvaru
ar +by+cz+d=0,

kde 77 = (a, b, ¢) je normélovy vektor roviny p.
Jak tento normalovy vektor ale najit? To odvodime v nasledujici podkapitole.

1.2 Vypocet kolmého vektoru

Meéjme zadény dva linedrné nezavislé vektory #, ¢ € R3. Hleddme nenulovy vektor
W € R3, ktery je k obéma zadanym vektortim kolmy, tj. @ L @ a w L ©.

Méjme kartézskou soustavu souradnic, vzhledem k niz maji nase vektory souradnice

U = (ug,ug,ug), U = (v1,09,03) a W = (wy, wy, ws). Vektor @ je kolmy ke kazdému z vektort
u, U prave tehdy, kdyz je jeho skalarni soucin s kazdym z nich roven nule. Musi tedy platit
w-w=0,

v-w =0,

coz muzeme prepsat jako soustavu dvou rovnic o tfech neznamych:
UTW1 + UsWo + U3W3 = 0, (11)

V1W1 + VaWo + V3W3g = 0. (12)

K teseni soustav linearnich rovnic je vyhodné pouzivat matice. Prepisme si tedy nasi
soustavu do matice typu 2 X 3 a upravme ji na odstupnovany tvar:

Uy U Us U1V1 UV U3V1 U1V U201 (IR
~ ~ .
V1 Uy U3 ViU VU1 V3Up 0 U1V — UV UIV3 — U3y
Nejprve jsme prvni fadek vynasobili v a druhy fadek u;, abychom mohli fadky od sebe

hezky odecist a dostali jsme v prvnim sloupci a druhém radku 0. (Odecitali jsme od druhého
radku prvni.)



Nyni nam stac¢i uz jenom vektor @ dopocitat. Uvédomme si, Ze ndm jde pouze o jeho
smér, tj. hledame jeho libovolny nenulovy nasobek. Zvolme si tedy chytre souradnici ws
tak, abychom nemuseli zbytecéné délit:

W3 ‘= U1V — UQV1.

Pak ze druhé upravené rovnice dostaneme:

O’LUl + (ulvz — ’l,bz’lJl) Wo + (Uﬂ]g — U3’U1> (Ul’Uz — Uz’Ul) = 0,
Wy = — (Uﬂ)g — U3’Ul) .

Dopocitejme jesté w; z rovnice (|1.1)):

uwy — ug(u1vy — uzvy) + uz(ugvy — ugvy) = 0,
ULW, — ULULV3 + U2U3V1 + UTUZVs — UaU3V, = 0,
UTW1 — ULULV3 + U UV = 0,

uy(wy — ugvz + ugve) = 0.

Soucin je roven nule pravé tehdy kdyz je alespon jeden z ¢initelit roven nule. Protoze
hledame vektor W pro obecné zadané vektory u, ¢, nemizeme o nich nic predpokladat.
Proto reseni u; = 0 je k ni¢emu — neresi pripady, kdy u; # 0. Musi tedy byt roven nule

)
druhy z Cinitelt:
W1 — UV3 + U3V = 0,
W1 = U2V3 — U3V3.

Nalezli jsme jeden z moznych w, coz nam bohaté stac¢i. Nami nalezeny vektor w je totiz

jednozna¢ny az na nenulovy nésobek. Nezédlezi nam na velikosti, pfipadné na znaménku.

Vsechny takové vektory budou stale kolmé jak na u, tak na ¥. Vitézoslavné mizeme tedy
napsat jedno z nekone¢né mnoha moznych feseni nasi tlohy:

W = (UQUs — U3V2, — (Ulv:a - Uzﬂ)l) , U1V — U2'U1) . (1-3)

1.3 Interpretace pomoci determinantu

Viimnéme si jesté, Ze jsme se pii hledani kolmého vektoru v R? stale setkavali s vyrazy
tvaru
U,Z‘Uj — Uj?]i,
i,j €{1,2,3},i # J.

Pokud jste se jiz seznamili s determinanty, mozna je v nasem vysledku poznavate.

- . . . . b o
Pripomenme si, ze determinant matice <CCL N vypocita takto:
a b
= ad — cb.
. d‘ ad — ¢

Tuto skutecnost muzeme pouzit ke zkraceni zapisu souradnic naseho nalezeného vektoru:

7 ( ) , (1.4)

Vice se o vypoctech determinanti miize ¢tenar dozvédét v dodatku, kde se napt. v (|5.1])
nachézi v modifikované podobné i vzorec zminovany vyse.

K ¢emu determinanty jsou kromeé zkraceni zapisu a jakou maji geometrickou interpretaci
zjistime v dalsi kapitole.

U2 V2
Uz Us

Uy U
us U3

Uy U
Uz V2

Y Y




1.4 Ktery kolmy vektor je nejlepsi?

Ke dvéma linedrné nezavislym vektortim u,v generujicim rovinu jsme vypocitali
normalovy vektor w této roviny. Zvolili jsme takovy nasobek, abychom nemuseli zbytecné
delit a aby vypadal co nejjednoduse;ji.

Otazka: Je mozné zachovat estetiku vyjadreni w a zdroven ho obohatit o dalsi hezké vlast-
nosti?
Pokud chceme zachovat kolmost @ k zadanym vektoriim, musime vzit néjaky vektor

3:0( ) (1.5)

U konstanty ¢ € R— {0} tedy muzeme zvolit jednak jeji velikost, jednak jeji znaménko.
V nicem jiném uz volnost nemame, jelikoz chceme, aby w byl k , ¥ kolmy, a proto bereme
c-nasobek vektoru ze vztahu ﬂ O nic jiného se tedy starat nemusime. Moznosti volby
konstanty ¢ pouzijeme k nastaveni naseho vektoru tak, aby byl o dalsi hezké vlastnosti,
které budeme mit moznost ziskat, obohacen.

Uz V2
usz U3

Uy v
us U3

Uy V1
Uz V2

) Y

Ze zminovaného vztahu také vidime, ze je mozné zvolit velikost w tak, aby byla rovna
néjakému determinantu — stac¢i, aby @, v mély oba i-tou soufadnici nulovou, i € {1, 2,3},
a v tomto pripadé estetika vyjadreni ztistane zachovana. Hodilo by se tedy prozkoumat,
co vlastné determinanty vyjadruji.

Zmaménko nenulové konstanty c ovliviuje, na které vektorové polopiimce bude n
lezet, coz souvisi s pojmem orientace vektorového prostoru. Zménit znaménko muzeme
vzdycky a na estetice vyjadreni nam rozhodné neubere. V budoucnu bychom se tedy mohli
podivat na to, ktera orientace je vyhodnéjsi a vybrat si prave ji.

Tim mame plan zkouméani urcen. Jakmile se ndm podari tyto oblasti prozkoumat,
muzeme toto zobrazeni definovat a vhodné ho pojmenovat.

3Pokud bychom vzali vektor, ktery neni ndsobkem tohoto vektoru, kolmost by zachovana nebyla.



2 Obsah rovnobézniku v R?

Hledejme obsah rovnobézniku pomoci soutadnic generujicich vektorti vyjadfenych
vzhledem ke kartézské bazi. Vzapéti ukazeme, ze tento obsah 1izce souvisi s determinanty
a nasledné nalezneme jejich geometrickou interpretaci.

Poznamka: V celé této kapitole budeme souradnice vsech vektori vyjadrovat vzhledem
k jedné zvolené kartézské soustavé souradnic.

2.1 Odvozeni vzorce obsahu rovnobéZzniku v R?

Méjme rovnobéznik ABC' D zadany vektory 1@, E € R2. Necht jsou soufadnice téchto
vektora vzhledem ke kartézské soustavé souradnic AB = (uy,us), AD = (v1,vs) a plati
Uy, Ug, V1, V9 > 0, dale u; > vy a také vy > uy jako na obrazku nize.

Yy

Otazka: Jak spocitime obsah tohoto rovnobézniku?
Na prvni pohled mize tloha vypadat velmi slozité, proto si ji pro zacatek trochu
zjednodusime a poté znovu zobecnime zpét do ptivodni podoby.

Rozeberme si situaci, kde 1@ = (uq,0), E = (vy,v2). Vime, zZe obsah rovnobézniku
lze spocitat jako délka strany krat vyska na danou stranu. Z obrazku na nasledujici strance
vidime, ze u; je délka strany naseho rovnobézniku a vy je pravé délka vysky na tuto stranu.
Obsah rovnobézniku tedy spocitame jako S = wujvs.



S = UiV

Ueo —

A Uy uy; B T

Nyni se vratme k nasi ptivodni tloze, kde zadné souradnice nemusi byt nutné nulova,
s tim, ze si do obrazku priddme jesté rovnobéznik A’B'C'D’, ktery je zadany vektory
o soutadnicich (uq,0) a (vy,v2) jako v predchozim pripadé.

)
C
. D=D c
U2
B
B
A =| A vy Uy T

Pokusme se najit rozdil obsahii téchto dvou rovnobézniki.

Zaprvé si vSimneme rovnobézniku B'C'C'B. Jeho strana B’ B mé délku us, protoze rozdil
y-ovych souradnic bodu B’ a B je us — 0 = us. VysSka na tuto stranu méa délku rovnou
rozdilu z-ovych souradnic bodia C” a B’, tedy je taky rovna rozdilu x-ovych souradnic bodu
D" a A’. Tyto body jsou totozné po rfadé s body D a A, hledana vyska ma tedy délku v;.
Obsah tohoto rovnobézniku je tedy

Spicrep = Uy (2.1)



Zaméfme se na trojihelnik AD'C'C. Délka strany D'C” je rovna u;, vyska na stranu
D'C’ ma délku |C'C| = ug, jelikoz je tento trojihelnik pravoflhlyﬁ Trojuhelnik AD'C'C je
tedy shodny s trojuhelnikem AA’'B’'B podle véty sus.

Yy
C
D=D
Vo P O
U2U)

B
Us

2

VB
A=A Uy P ou; vy T

Oznacme si jesté prusecik primek C'D’" a BC' jako P a vyzna¢me také P’ na trojihel-
niku AA'B'B vyuzivaje objevené shodnostil’] Zaméime se koneéné na trojihelnik APC'C,
ktery je opét pravouhly. Diky nasi konstrukei bodu P’ méme zajisténo, ze |PC’| = |P'B'|.
Trojuhelniky APC'C a AP'B’B jsou tedy také shodné, a to opét podle véty sus.

Prekresleme nyni obrazek tak, aby bylo mozné rozdil v obsazich na prvni pohled
vidét: Trojihelnik AD'C'C' posuneme na misto trojihelniku AA'B'B, ¢imz ziskdme
rovnobéznik AP D" o stejném obsahu, jako je obsah rovnobézniku ABC D, a také
rovnobéznik P'B'C'P, ktery mé stejny obsah jako rovnobéznik B'C'C B, tedy uqv;.

Nyni si mizeme vsimnout, ze obsah rovnobézniku A 5[ je roven rozdilu obsahii rov-
nobézniki A'B'C'D’, jehoz obsah jsme spocitali ve zjednodusené formé ulohy, a P'B'C'P.

Y
D=D P
(G
S = wsvs — U
Uo 1V2 — UgVy U

A=A U P uy T

4Pravotihlost je zajisténa nasi konstrukei: body B, C jsou pouze posunuté body B’, C’ ve sméru osy y.
5Bude se jednat o priisecik piimek A’B’ a BC.



Shrnuti: Ziskali jsme vzorec pro vypocet obsahu rovnobézniku v pronim kvadrantu. V ostat-
nich kvadrantech bychom postupovali analogicky, museli bychom ovsem ddt pozor na zna-
ménka. Upustime-li od podminek wuy,us,vy,vo > 0, dostaneme absolutni hodnotu vyrazu
U vy — ugvy. JelikoZ nas vsak zajimd obsah rovnobézniku, coZ je nezapornd hodnota, abso-
lutni hodnota nam ve vysledku nijak nevadi. Celkem tedy mame

|U1U2 — U2’U1| = . (22)

V tomto odvozeném vzorci krasné vidime geometricky vyznam determinantu v R%. Jeho
absolutni hodnota nam vyjadiuje velikost obsahu rovnobézniku, ktery je urcen dvojici line-
arné nezavislych vektori, jejichz souradnice vzhledem ke kartézské bazi jsou ve sloupcich
matice, jejiz determinant pocitame.

Absolutni hodnota nam pouze zajistuje nezapornost obsahu, kdyby byl obsah rovno-
bézniku P'B'C’ P vétsi nez obsah rovnobézniku A'B’C’ D', Dalsi hlubsi vyznam postrada,
a proto se ¢asto vynechava.

Poznamka: Je-li libovolny prvek této matice nulovy, jeden z cleni automaticky vypadne.
U U1
0 Vo

.

Napriklad pokud uy = 0, vychdzi S = = uyvq, coZ je vysledek zjednodusSené verze

nasi ulohy, ktery jsme shrnuli jiZ ve vztahu

2.2 Souvislost s vektorovym soucinem

Ptipomenme, ze jsme v kapitole o hledani vektoru kolmého na dané vektory nasli vek-
tor @, ktery tyto podminky splioval, viz ([1.4]). Také ale vime, ze podobné i kazdy jeho
nenulovy nasobek bude fesenim takové tlohy. Tento vektor mél souradnice

o= )

Na velikosti w0 ndm nezéalezelo. Nyni, kdyz jsme poznali geometrickou interpretaci
determinantu, muzeme si vybrat takovou velikost, aby vypovidaci hodnota @ byla
co nejvetsi pri zachovani jednoduchosti jeho vyjadreni.

U2 V2
Uus Us

Uy U1
us vs

Uy U1
Uz V2

Y Y

Mohlo by nas napadnout zvolit takovy nasobek vektoru w, aby jeho velikost byla rovna
velikosti obsahu rovnobézniku zadaného linedrné nezavislymi vektory u, ¥. Kdyby pak
nékdo chtél tento obsah spocitat, stacilo by, aby spocital velikost w a obsah rovnobézniku
by ji uz byl roven.

Zaroven vidime, ze souradnice @ jsou determinanty, tj. obsahy néjakych rovnobéznikii.
Nemél by tedy problém, aby jeho velikost byla rovna néjakému takovému obsahu, a zaroven
by vyjadreni @ nemélo byt o nic méné hezké.

Zkusme tuto myslenku rozvinout v tlohu, kterou nasledné vyresime.
Meéjme rovnobéznik v roviné zadany linedrné nezavislymi vektory sousednich stran
U = (uy,uz) a ¥ = (vy,vq). Zvolme takovy nasobek vektoru w, aby jeho velikost byla rovna
obsahu tohoto rovnobézniku. Chceme, aby platilo

Uy U
Uz V2

]| = abs (
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Spocitejme velikost naseho vektoru @ a pak ji pfipadné vynasobime potfebnou kon-

stantou, aby kyzena rovnost platila:

||’(EH U V9 o uy vV u;y vV
Uz Us uz U3l |uz Vo
||QT)|| U Vo . u;y vV u;y vV
0 0 0 0 ’UQ (%)
S Uy v
@l =1/{0.0,],> I
|@|| = abs (|1
Uz V2

Jelikoz 4, ¥ jsou vektory lezici v jedné roviné (tvoii strany rovnobézniku), lze zvolit
linearni soustava soutradnic tak, aby byly jejich tfeti souradnice nulové, tedy po drob-
ném vypoctu budou také prvni dvé soutadnice w rovny nule. Vidime, ze velikost w se
uz obsahu tohoto rovnobézniku rovna, a tedy ji nijak ménit nemusime, coz je skvéla zprava.

Jesté prosetteme piipad, kdy @, ¥ jsou linedrné zavislé. Bude i pak platit ||@| = S?
Z linearni zavislosti vektoru «, v plyne, ze musi existovat konstanta ¢ € R takova, ze

Uv=c-u.

Tuto skutecnost mizeme v soutadnicich rozepsat jako

V1 = C- U
Vg = C- U2
’U3:O,

kde nulovost posledni soufadnice mé stejny duvod jako v predchozim vypoctu (plati
také ug = 0).
Potom velikost vektoru w spocitdme nasledovneé:

H?T)H: U2 Vo . Uy M U v

us Usz|’ us U3l |ug o 7
S Uy C-Up
ja = | (oo o).
@] = 11(0,0, ur(c - uz) = uz(c - w))ll,
[@[| = 0.

Zaveér: Ve vztahu zvolime takové W, aby |c| = 1, ¢imzZ ziskame navic ke kolmosti w
k i, v vlastnost, Ze velikost W bude rovna obsahu rovnobéziniku urceného vektory u a v.

Poznamka: Stale mame dvé moznosti, jak vektor w zvolit. Bud ¢ =1, nebo ¢ = —1. Neni
na pruni pohled vidét, kterd volba je pro nds prinosnéjsi.

Vektor w mé velmi zajimavé vlastnosti a je jednoznacny az na znaménkoﬁ V pristi kapi-
tole se zamérime na volbu znaménka s uziteénéjsimi vlastnostmi a poté budeme pripraveni
definovat vektorovy soucin.

6Uvédomme si, Ze pro zadanou pifmku existuji vzdy pravé dva riizné vektory zadané kladné velikosti a
jsou vzajemné opacéné.
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3 Orientace

Uz mame vektor, ktery je kolmy k dalsim dvéma vektorim s tim, Ze jsou vsechny tii
linearné nezavislé. Jeho velikost je rovna obsahu rovnobézniku, coz se nam muze hodit, ale
stale mame dvé moznosti, jak zvolit, na které vektorové poloptimce bude tento vektor lezet.
V této kapitolce se pokusime prozkoumat souvislosti s touto volbou spojené a na jejim konci

i

se kvalifikované rozhodneme pro ten ,lepsi“. Tato volba tizce souvisi s pojmem orientace
vektorového prostoru.

3.1 Nazorna predstava

V této podkapitole se pokusime naznacit, jak si orientaci vektorového prostoru
predstavit, avsak nebude se jednat o odvozeni.

Otazka: Jak si orientaci vektorového prostoru predstavit?

Podivame se postupné na priklady orientace jednorozmérného, dvourozmérného a troj-
rozmérného vektorového prostoru]

3.1.1 Vektorova piimka (1D)

Necht B = (i) je baze jednorozmérného vektorového prostoru R!F|

Predstavme si, ze jsme v rovném tunelu bez zatacek. Mizeme jit bud na jednu stranu,
nebo na druhou. Smér nasi chiize bude vyjadrovat smér vektoru «. Muzeme na celou situaci
tedy nahlizet tak, ze vektor u urcuje ,orientaci‘ naseho pohybu. Miizeme si hned vSimnout,
ze se orientace zméni na opacénou, pokud vektor @ zménime na opacny.

Jinymi slovy baze B = (i) a B’ = (=) maji ,opacnou orientaci“, neboli jsou nesou-
hlasné [l

"Orientaci vektorového prostoru vSak zamérné nebudeme poiddné matematicky zavadét. Motivované
zavedeni by nés stélo velké mnozstvi prace a zapadla by pfi ném hlavni myslenka této prace, kterd nés
postupné vede k motivované definici vektorového soucinu. Zajemci mohou presnéjsi matematické zavedeni
nalézt v knize [Se], kapitola 1, strany 100-102.

8Tedy @ # 0.

9Pfesnéji bychom méli Fict, ze baze B je kladna pravé tehdy, kdyz je baze B’ zaporna a naopak béze B
je zdpornd pravé tehdy, kdyz je baze B’ kladnd s tim, Ze baze B je bud kladn, nebo zdporna. V textu ale
budeme za Gcelem motivace a vétsi prehlednosti pouzivat vyjadreni, Ze maji tyto baze ,,opacnou orientaci‘.

12



Orientace jednorozmérného vektorového prostoru je naznacena na obrazku:

=l

2l

o na jednu stranu

na druhou stranu

3.1.2 Vektorova rovina (2D)

Necht B = (4, ¥) je baze dvourozmérného vektorového prostoru R?. Uvédomme si, Ze
baze je posloupnost vektort, tj. vektor @ je prvni, vektor ¢ zase druhy.

Predstavme si, ze se nachazime v této roviné nékde na vektorové polopiimce vektoru
i, avSsak mimo pocatek. Chceme odtud po co nejkratsi ¢asti kruznice, kterd ma stred
v pocatku, dojit k vektorové poloprimce vektoru v s tim, ze budeme Sipkou znacit smeér
naseho pohybu. Diky linedrni nezavislosti 4, ¥ bude tihel ke zdolani vzdy z intervalu (0; 7).

Sipka, kterou zna¢ime smér nasf cesty, bude vzdy sméfovat bud proti sméru hodinovych
rucicek (kladny smér otéceni), anebo po sméru hodinovych rucicek (zaporny smér otécent).
Tyto dva pripady mizeme pokladat za dvé riizné orientace vektorového prostoru. Zaroven
si vSimnéme, ze vyménime-li poradi vektort v bazi, smér Sipky se otoci.

Jinymi slovy baze B = (u4,?¥) a B' = (¥,4) maji ,opac¢nou orientaci“, neboli jsou
nesouhlasné.

Pokud vyménime jeden z vektori za vektor k nému opacny, orientace vektorového
prostoru se opét zméni jako v pripadé primky. To taky znamend, Ze zaménime-li oba
vektory za vektory k nim opacné, orientace se zméni na opacnou dvakrat, a tedy ztstane
ve vysledku stejna jako orientace ptivodniho vektorového prostoru.
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Obrézek orientace dvourozmérného vektorového prostoru:

=)
=)

3.1.3 Trojrozmérny vektorovy prostor (3D)

Necht B = (i, ¥, W) je baze trojrozmérného vektorového prostoru R3.

Zvolme kartézskou soustavu souradnic tak, aby vektor # lezel na poloose +x a aby
U lezel v poloroviné urcené osou x jako hrani¢ni primkou a dale poloosou +y.|ﬂ Vsechny
bazové vektory baze B zaroven presunme tak, aby vychazely z poéétkuﬂ Tim jsme
zaroven zafixovali vektor w, ktery nyni lezi bud v poloprostoru urcéeném rovinou zy
a poloosou +z, anebo v poloprostoru ur¢eném rovinou xy a zapornou poloosou —z. Podle
toho, zda vektor kartézské bazd'? €3 a @ leZi ve stejném ze zmiiiovanych poloprostort,
fekneme, ze baze B je souhlasna s kartézskou béazi, coz je pravé tehdy, kdyz lezi oba e3, w
v témze poloprostoru, ¢i nesouhlasna v pripadé opacném.

Poznamka: Analogicky bychom postupovali u bdzi vyssich prostori. Nastavili bychom prv-
nich n — 1 vektori tak, aby leZely v dangch polo-podprostorech (poloprimka +x, polorovina
dand x a +y, ...), aZ bychom zafizovali n-ty vektor, ktery bychom pak srovnali s umisténim
vektoru €,),.

3.1.4 Zavér

Mame dvé vzadjemné opacné moznosti orientace vektorového prostoru. Musime si tedy
zvolit néjakou bazi, které budeme fikat kladna. Béze souhlasné s ni pak budou také
kladné a baze nesouhlasné s ni budou zaporné. Touto volbou vektorovy prostor orientujeme.

Vsimnéme si, Zze zménit orientaci vektorového prostoru miizeme dvéma zplisoby:
1) zménou jednoho z vektori béaze na vektor k nému opacny,
2) zdmeénou poradi dvou libovolnych vektori baze (nelze v 1D).

10Vsimnéme si, Ze v této Esti jistym zpiisobem vyuzivame poznatky z 1D a 2D.
11 Odborné bychom fekli, ze {i} generuje osu x a ze {ii, ¥} generuje rovinu zy.
12Kartézskd baze R? je baze K3 = (€1, ¢€5,¢3), kde €1 = (1,0,0), €3 = (0,1,0) a 3 = (0,0,1).
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Inspirovani predchozimi ivahami budeme timto zptsobem orientaci vektorového prostoru
matematicky formalizovat.

Zéaroven nahlédnéme, ze orientaci zadného vektorového prostoru nemtzeme zmeénit
pouhym otacenim jeho béze v libovolném smyslu ptripustném pro dany prostor. Z pravé
boty neudélame nikdy pouhym otacenim levou

Vzpomenme si nyni na determinanty. V jedné z minulych kapitol jsme se setkali s de-
terminanty ve 2D, ale tyto objekty muzeme vyuzivat i v prostorech vyssi dimenze. A pravée
determinanty maji tu vlastnost, Zze do nich nejen mizeme zapsat soutradnice vektort
vyjadrené vzhledem kartézské bazi, ale také se jejich znaménko méni pravé po zaméné
poradi souradnic dvou vektort, viz (5.5)), nebo po vyméné jednoho z vektoru za opacny,
viz (5.4)) pro volbu ¢ = —1. Znaménko determinantu matice tvorené souradnicemi vektoru
baze B vzhledem ke kartézské bazi tedy miuizeme pouzit k urceni, zda je baze B kladna,
¢i zaporna za predpokladu, ze je prislusny vektorovy prostor orientovany, tj. zvolili jsme
jiz néjakou jeho béazi za kladnou.

Poznatek: K vypocitani orientace bize B pouZijeme znaménko determinantu

U U1 wr
U Vo Wa2f.
Uz V3 w3

Jak jsme jiz naznacili v predchozim textu, pro orientaci vektorového prostoru je
nutné zvolit nékterou jeho bazi za kladnou. Jelikoz souradnice vsech vektorti vyjadiujeme
vzhledem ke kartézské bézilﬂ, dava dobry smysl zvolit si za kladnou pravé bazi kartézskou.

Umluva: Kartézskd bize je kladnd.

Znaménko uvedeného determinantu pak rozhodne, zda jsou baze B a K3 souhlasné,
¢i nesouhlasné. Odtud plyne, Ze tento determinant bude kladny pravé tehdy, kdyz je baze
B kladné, a zaporny pravé tehdy, kdyz je zaporna.

Otézka: Preferujeme, aby vznikld baze (i, ¥, W) ze vztahu byla kladnd, nebo zapornad?

Mame-li pravou botu vzhledem ke K3, bude pak tato bota prava vzhledem k B pravé
tehdy, kdyz je B kladna. Mtze sice byt rizné deformovana, ale pozname, ze se jedna o botu
pravou. Jiz toto je dostatecny divod pro to chtit, aby baze, ktera vznikne z vektoru i, ¥
a W, se kterymi pocitame napriklad ve vztahu , byla kladna.

13Néco jiného je, pokud mame bazi podprostoru néjaké prostoru. Napiiklad jsme-li ve 2D, ve kterém
mame piimku, pak ji snadno otocime v dané roviné tak, aby bazovy vektor, ktery pred tim ukazoval
na jednu stranu, ukazoval nyn{ na stranu druhou. Podobné bychom mohli otoéit levou botu (ze 3D)
na pravou, pokud bychom méli k dispozici ¢tvrty rozmér. Dava tedy smysl definovat pouze orientaci
vektorového prostoru, nikoliv vektorovych podprostort!

1Privé tu pouzivame jako srovnavaci bazi p¥i uréovani, zda jsou baze kladné, ¢i zdporné, v pfedchozich
podkapitoléch.
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3.2 Vypocet odhalujici, zda je baze (i, ¥, w) kladna, nebo zaporna

Meéjme bézi B = (i, U, @)Bkde w je vektor ze vztahu (1.3)). Zvolme kartézskou soustavu
souradnic. Necht jsou soufadnice vektori baze B rovny 4 = (uq,ug,us), v = (v1, v, v3)
a w = (wy, wy, ws3). Potom ze vztahu (|1.3) mame

W= (w1,w2, w3) = (U2U3 — U3V3, — (UW?, - U3U1) , U1V2 — U2U1> .

Dohoda: UzZivame-li kartézskou soustavu souradnic a neuvddime-li bdzi pri vypisu
jednotlivych sloZek vektoru, mdme na mysli vyjadreni vzhledem ke kartézské bdzi daného
prostoru. E

Sestavme matici A z vektor baze B tak, zZe jejich soutradnice zapiseme napiiklad
do sloupcﬁm Pak

U vV w
A= U2 Vo W
us V3 W3

Nezapomenme vsSak na to, ze vektory u, v lezi v jedné roviné. Muzeme tedy bez 1jmy
na obecnosti predpoklddat, ze us = v3 = 0 (jako v predchozi kapitole).ﬁ Po dosazeni do w
ze zminovaného vztahu (|1.3)) dostaneme

w = (0, 0, U1V — UQUl) .
Nyni se nabizi vice variant, jak determinant matice A spocitat. My ukazeme dvé hlavni
— Sarrusovo pravidlo a rozvoj determinantu podle tretiho radku.
3.2.1 Pomoci Sarrusova pravidla

Dosadme do matice A a spoéitejmelﬂ jeji determinant pomoci vztahu (5.3)):

Uy U1 0
A= Ug V3 0 ;
0 0 U1V — UV
Uy V1 0
detA = |uy o 0 ;

0 0 U1V — UV
det A = uyvg(uvg — ugvy) — ugvy (Uvy — ugvy),
2.2 2.2
det A = u17v9” — U UV Ve — UL ULV1Vs + U V17,
2 2
detA = (u1v2)” — 2uivaugvy + (ugvy)”,

detA = (ujvg — u2v1)2.

15To znamena, ze vektory i, 7 € R? jsou linearné nezavislé. Pro piipad, kde by byly i, ¥ linedrné zavislé,
jsme ukdzali v minulé kapitole, ze by @ = 0. Nem4 tedy smysl se o sméru takového vektoru bavit.

16 Jinymi slovy: Uzivame-li kartézskou soustavu soufadnic, zépis & = (1, 22, x3) znamend, Ze vzhledem
ke K3 ma vektor Z souradnice po fadé x1, T2 a 3.

17Vlastné se jednd o tzv. matici prechodu Ppg, od bize B ke kartézské bazi K3. Matice prechodu
od baze B k bazi C je obecné matice, kterda obsahuje ve sloupcich vektory ptivodni baze, tedy B, vyjadiené
vzhledem k bazi nové, tedy C. Znaménko determinantu matice pfechodu Ppc pak urcuje, zda jsou tyto
béaze souhlasné, nebo nesouhlasné. Pro nase potreby ale bohaté posta¢i pouze matice prechodu k béazi
kartézské, ktera budi dojem, Ze staci souradnice vektort bize B pouze vhodné zapsat do matice, coz je
velmi jednoduché a elegantni.

I8Neznamen4 to nutné, ze jsou vzhledem ke K3 tfeti soufadnice opravdu nulové. Existuje ale urcité jind
linearni soustava soufadnic, vzhledem ke které tieti slozky téchto vektoru nulové budou.

19[Be], kapitola 14, strany 165-166.
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Vidime, ze determinant matice A je roven nezapornému Vyrazu.m. Zaroven neni
nulovy, protoze vektory w, ¥ a w jsou linedrné nezavislé. Musi byt tedy kladny, odkud
plyne, Ze nase baze B je kladna, coz pfesné chceme. Neni tedy tfeba w zaménit za —w.

3.2.2 Pomoci rozvoje determinantu

Na rozdil od pfedchoziho vypoctu vyuzijeme pro @ vztah ((1.4) a budeme pocitat podle

62).

Uuy v1 0
A — Ug V3 0 :
0 0 U v
U V2
u;y U1 0
det A=|" 0 ,
0 0 Uy 1
U V2
det A — 13+3.|% Uil jun 4 7
Uz V2| |U2 Vg
2
det A=|" Y
Uy V2

Podobné jako v predchozim pripadé jsme ziskali nezdporny vyraz, ktery ale diky
linearni nezavislosti 4 a ¥ musi byt navic kladny.

3.2.3 Zavér

Shrnuti: Znaménko w ze wvztazich a menit nemusime, vyslednda baze bude
kladna.

Nyni je uz tento vektor @ natolik zajimavy a uziteény, ze by urcité nebylo na skodu
ho definovat jako vysledek bindrni operace na mnoziné vektorit z R3. O to se postardme
v pristi kapitole.

20Plati Yz € R : 22 > 0.
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4 Vektorovy soucin

4.1 Volba vhodného nazvu

P¥ipomenuti: Ze dvou linedrné nezdvislijcH?| vektori umime vytvorit vektor @, ktery
je na oba kolmy, jeho velikost je rovna obsahu rovnobéiniku a dohromady tyto tri vektory
tvori bazi R3.

Uvédomme si, Ze se jedné o zobrazeni. Docasné ho oznac¢me f. Potom:

f:R*xR®— R?,

fu, v) = w, (4.1)
kde @ je vektor z (1.3]), neboli z ((1.4)), pokud preferujeme vyjidieni pomoci determinanti.

Cil: Objevit zdkladni vlastnosti tohoto zobrazent, dobre ho oznacit a vhodné ho pojmenovat.

Jelikoz nase f je vlastné binarni operace mezi vektory, miize nas okamzité napad-
nout se zeptat, jaké operace s vektory umime. Nejzakladnéjsi z nich je sé¢itani dvou vektort.

Otazka: Jak se chovd nase zobrazeni f vici scitani dvou vektori?

Odpoveéd na tuto otazku se da najit mnoha zptsoby. Rozebereme konkrétné dva — primy
vypocet pomoci souradnic a chytiejsi postup vyuzivajici determinantti. Pokud vam deter-
minanty nevadi, rozhodné doporucuji hlavné postup, ktery je zuzitkuje. V opa¢ném pripadé
bude pro vas asi srozumitelnéjsi prvni feseni.

4.1.1 Primy vypocet pomoci souradnic

Méjme vektory @, g, ¢ € R3. Necht jsou vektory v kazdé z dvojic (c—i, b+ E') a (c—i—l— g, 5)
linearné nezavislé. Zvolme kartézskou soustavu souradnic a vzhledem k ni at jsou souradnice

nasich vektort @ = (a1, as, as), b = (by, ba, b3), ¢ = (1, 2, 3).
Vypocitejme souradnice vysledného vektoru vyuzivaje vztahu (|1.3)):

F(@,b472) = (as(bs + c3) — az(bs + ¢2), — [ar(bs + ¢3) — az(by + ¢1)],

ay(by +c2) —az(by + 1)) =

= ((CLng — agbz) + (CLQCg — a3C2), [—(albg — agbl)] + [—(G1C3 — (1361)] s
(a1by — aghy) + (arcy — azer)) = f(@,b) + f(@, ).
Po aplikaci vztahu (1.3)) jsme vyrazy vyjadiujici jednotlivé soufadnice vektoru
f(@, b + ¢) roznasobili a poté vhodné uzavorkovali. Porovname-li zacdtek a konec série
rovnosti, vidime, ze plati

@b+ = f(@.b)+ f(@.o. (4.2)
Analogicky lze také ukézat, ze plati

f(@+0b,0) = f(@?e + fb,?). (4.3)

21Vzpomenime si na kapitolu 2, kde jsme rozebirali velikost w. Co by se stalo v piipadé, ze by i, ¥ byly
linearné zavislé? Pak by tyto dva vektory neurcovaly rovnobéznik, tj. mizeme fict, Ze takovy obsah by
byl roven nule. Odtud dostavame, ze @ = 0, jelikoz nulovy vektor je jediny vektor s nulovou velikosti.
Zobrazeni f tedy bude definovano na celém R3 x R3.
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4.1.2 Postup vyuzivajici determinantt

Mé&jme linearné nezdvislé vektory o, 7 € R? a kanonickou bazi K3 = (€7, €3, €3). Necht
U = (uy,ug,u3),v = (v1,v9,v3) jsou souradnice téchto vektori vzhledem ke Kj. Protoze
je K3 bazi R®, miizeme si napsat @ € R3 jako linedrni kombinaci jejich vektorti a pak
za jednotlivé souradnice @ = (wq, we, w3) dosadit napriklad dle :

W = wie] — Waey + W3ez,

U U1
Us Vs

U U1
U2 V2

—

€2+

—

€3.

Jak si takovy vzorec jednoduse zapamatovat? Muzeme si situaci predstavit jako rozvoj
néjakého zvlastniho determinantu jako ve vztahu (5.3)), jehoz jeden tadek netvoii skalary,
ale vektory:

Uy Uy U3
W = V1 V2 Us|.
NG S

Nejedna se o opravdovy determinant, ale pro zkraceni zapisu linedarni kombinace budeme
tento zapis formalné pouzivat.

Podivejme se nyni na to, jak se chova naSe bindrni operace vii¢i s¢itani vektortt v R3.
Vyuzijeme pfi tom primo vztah :

ay + bl ao + bQ as + bg a; a9 as b1 bg bg

f([i—l— b, 5): C1 Co C3 =|c1 €2 cC3|+ |1 C2 cC3 :f(é_i, 5)+f(b, 5)
a e w | jd e d |[de e

Z prvniho na druhy radek jsme presli podle pravidel pocitani s determinanty. Dosli jsme
ke stejnému vztahu jako v (4.3) a analogicky lze timto postupem také dokazat, ze plati

E2).

4.1.3 Shrnuti

Objevena vlastnost nasi binarni operace se nazyva distributivita@ Praveé soucin je
distributivni vici séitani vektort.

Tato skutecnost nas motivuje k tomu, abychom do nazvu nasi binarni operace vlozili
nazev soucin. Jelikoz je jejim vysledkem vektor, a ne skaldr jako u skaldarniho soucinu,
primo se nabizi nazev vektorovy soucin. Zbyva jedina otazka: Jak ho oznacit? Teckou
jiz znac¢ime skalarni souc¢in, a proto pouzijeme jinou znacku pro nasobeni — krizek: x.

4.2 Definice

Definice: Méjme vektorovy prostor R3 a orientujme ho volbou kartézské baze, kterou zvolme
za kladnou. Necht @ = (uy, ug, us), ¥ = (v1,v9,v3) € R? jsou souradnice vzhledem k této bdzi.
Pak bindrni operaci u X ¥ = 0, kde

o=

nazyvame vektorovy soucin vektoru u,v.

Uy Vo
Uz U3

Uy M
Uz U3

Uy U
“lug vy

)

22[Be], kapitola 2, strana 18.
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Dohoda: V celé této podkapitole budeme vyuZivat nami na zacdtku zvolenou kartézskou
soustavu souradnic. Souradnice vektori u,v,x vzhledem k této kartézské bazi budeme pak
po celou dobu znacit i = (uy,ug,us), U= (v1,v2,v3) a T = (21,22, 3).

’ v

Jak uz jsme ukézali, vektorovy soucin je distributivni vici séitani vektori, tedy

—

Va, b, e R :ax (b+3)=axb+adxc,

Va,b,ecR*: (@+b)xé=axcé+bx?é
Poznamka: Na poradi vektori u,v zdlezi. Obecné neplati, Ze by se vektorovy soucin vek-
tort i, v rovnal vektorovému soucinu vektoru ¥, u. Jingmi slovy, vektorovy soucin nent
komutativni operace. MizZeme dokonce jednoduse ukdzat, Ze je antikomutativni — staci si
rozepsat W jako ,zvldstni determinant®, ktery jsme pouZili v predchozi kapitole:

Uy Ug U3 V1 Vg Vs
UXU=1|v; vy V3|=—|ug Us us|l=— 7 Xu.
q @ o e e e

P1i upravach vyuzivame vztah ({5.5)).

Vyjadreni vektorového soud¢inu pomoci tohoto ,zvlastniho determinantu® mé vsSak
kromé vyhod, jako jsou prehlednost a snadna zapamatovatelnost, také znacné nevy-
hody — jednd se pouze o formalni sestaveni determinantu (vSechny prvky by mély byt z
jednoho okruhu, coz zde ale nejsou, protoze se v nasem ,determinantu® misi redlna cisla a
vektory).

Cil: Chceme prijit na lepsi vyjadrent, které zachovd vijhody a zbavi se nevyhod.

Misto vektort e_f, e, e bychom v determinantu pottebovali mit skalary. Na to se ba-
je¢né hodi skalarni soudin. Vezméme libovolny vektor # = (1,29, 23) € R3, jehoZ sou-
fadnice jsou vyjadrené vzhledem ke kartézské bazi. Pak

- — — e
T =161 + Toey + T3€3.

Nyni ho (napiiklad zprava) skaldrné vyndsobme bazovym vektorem €. Z predchoziho
vyjadieni dostaneme

f'€_1>=$1€_1>'€—1>+$2€_2>'6—1>+$3€_3>'_1>:$1'1+$2'0+$3'0:$1,

jelikoz kazdé dva rtizné bazové vektory e, e_j> jsou k sobé kolmé, a tedy je jejich skalarni
soucin roven nule, a zaroven

Vie{1,2,3}:¢e-¢e =|e|’=1>=1,

protoze bazové vektory kartézské soustavy souradnic jsou jednotkové.
Porovname-li zacatek a konec, vidime, ze plati

—

x-?lle.

Analogicky ziskame:

ST
L&
Il
8 8
@



Vyuzijme ziskanych znalosti a vynasobme nase ptivodni vyjadreni vektorového souc¢inu
pomoci ,determinantu®, tj.

Uy U2 Us
UX U= V1 V2 Vs :17}7
G e e

skalarné vynasobme vektorem ¥ a pouzijme dvakrat vztah (5.3)):

Uy Uz U3
V1 VU2 Us :E’:ﬂ’)f,
6 G e
— — — — — N\ 2o
[(uqvoes + ugvze] + ugvies) — (vauseq + vauges + viuges)] - & = - 7,
(U,1U26—3> . f‘{' U2’03€—1> : f"i‘ U3’U1€_2> : f) — (UQU3€—1> : Q_T'—F U3U16—2> . f‘l‘ "Uluge—g> - ZT) =10 - f,
(51 Uz Uus
U1 Vg v3 | =w- T,
-7 e T e T
Uy Uz Us
V1 Vg U3 =w-7
Ty T2 X3

Takovéto vyjadreni vektorového soucinu je nejen elegantni, ale také neobsahuje zadné
,determinanty* s prvky, které jsou vektory. Leva strana obsahuje determinant, ktery ma
v kazdém z radkua jeden vektor, jedna se tedy o determinant, jak ho zname. Uvédomme
si jeste, ze souradnice vSech vektori mame vyjadiené vzhledem ke kartézské bazi, ktera je
nezbytnou soucasti odvozeni[>]

Pravé v této casti textu se déje to nejdilezitéjsi. Podarilo se nam elegantné vysvétlit
béznou definici vektorového soucinu, ktera ¢asto byva na vysokych skolach uvadéna bez ja-
kékoliv motivace a mnohdy se studentiim se stfedoskolskou definici vektorového soucinu
vibec nespoji.

Nase poznatky shrneme v nasledujicich dvou vétach.

Véta (vyjadieni vektorového soucinu). Zvolme kartézskou soustavu souradnic a oznacme
souradnice vektori i, 7, T podle dohody ze zacdtku podkapitoly. Pak pro kaZdy i,v € R3

—

existuje pravé jeden w € R® takovy, Ze pro viechny ¥ € R® plati

Uy Uz U3
V1 Vg V3| = w - T.
Ty T2 I3

Dikaz:
Diikaz byl proveden odvozenim, viz vyse.

23Pfesnéji nam stacf libovolna kladna ortonormélni béze, viz [Be], kapitola 26, strana 367, aviak pro jed-
noduchost zustdvame u baze kartézské, ktera je ¢tenarovi blizka.
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Poznamka: Predchozi véta se casto na vysokych skoldach wvadi jako jednoznacnd definice
vektorového soucinu, za ktery je pak oznacen takovy vektor w, ktery uvedenému vyroku
vyhovuje@ Vztah, pomoci kterého jsme vektorovy soucin definovali v této praci my, je pak
potreba dokdzat podobné jako volené vlastnosti, na zakladé kteryjch jsme tento vztah odvodili.

Véta (zakladni vlastnosti vektorového soucinu). Necht @, a W jsou vektory z predchozi
vety. Pak je vektor W kolmy ke kaZdému z vektoru u,v, velikost W je rovna wvelikosti
obsahu rovnobézniku zadaného vektory i, v, jsou-li linedrné nezavislé, anebo nule, jsou-li
linedrné zdvislé, a konecné v pripadé, Ze U,V jsou linedrné nezdvislé, je (i, v,w) kladnd
bdze vektorového prostoru R3.

Dikaz:

Jiz jsme ukazali, Ze pri vyjadieni z predchozi véty plati i x v = w, tj. vektor w je vektorovym
soucinem vektoru u,v. V predchozich kapitolach jsme vlastnosti, které zminujeme v této
vété, pro vektorovy soucin odvodili a na zakladé nich ho také jednoznacné definovali.

4.3 Zakladni vlastnosti

Pripomenuti: Z predchozi kapitoly vime:

Va, b, € R?: @ x (6+5) =G xb+axé,

Dohoda: V celé této podkapitole budeme kvili prehlednosti pro determinanty typu

Uy U Us
V1 Uy U3
Ty T2 I3
pouzivat zkrdceny zdpis:
u
v .
z

Ve wvsech téchto pripadech jsme si zvolili kartézskou soustavu souradnic s tim, Ze jsme
oznacili souradnice vektori @, 7,7 € R3 vzhledem k této kladné volené kartézské bdzi jako
u = (u17u27u3)7 v = (Ula Vg, U3> axr = (xla Za, x3>‘

24[Se], kapitola 2, strana 113.

22



Vyuzivaje nové ziskaného vyjadreni vektorového soucinu z ptredchozi podkapitoly se
nyni pokusme odvodit dalsi vlastnosti vektorového soucinu:

Vi, ER*Ve €R: (c- @) x T=1 x (c-T) =c- (i x V). (4.4)
Dukaz:
c-u a a
Vi, 7 € R3VeeR:| ¥ |=|c-¥|=c-|V] VZ € R
T T T
a
Muzeme si zaroven vsimnout dalsi vlastnosti:
ixv=0 <= (i,7) linedrné nezavisla. (4.5)
Dukaz:
U
| =0 V¥ € R® <= (i,7) linearné nezdvisla.
T
a

Horni rovnosti nam ftikaji, Ze zménime-li velikost libovolného z vektori na jeji
c-nasobek, zméni se také velikost jejich vektorového soucinu na jeho c-nasobek s tim, ze
zameénime-li navic jeden z vektoru za vektor k nému opacny, zméni se také vysledny vektor
na opacny. Uvedeny vyrok pak pouze formalizuje skutecnosti, které jsme jiz rozebirali v
drivejsich kapitolach. Je-li vektor 4 redlnym néasobkem vektoru o, pak neurcuji rovnobéz-
nik, a tedy velikost jejich vektorového souc¢inu musi byt rovna nule, tedy 4 x v = 6

A nakonec si jesté uvedme jeden zajimavy vztah, ktery dava do souvislosti vztah ska-
larniho soucinu vektorovych sou¢int a determinantu skalarnich soucinii:

—

Va,b,e,de R : (@xb)- (Exd) =

(4.6)

SN
SN
QL
W

25Tato implikace plati i naopak.
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Dukaz:

Zvolme takovou kladnou ortonormalni bézi e @ = (a1,0,0), b= (b, bs,0), 2= (c1, 2, 3)
a d = (dy,ds, ds). Dosadme souradnice do levé strany rovnosti:

(@ % b) -
(@ % b) -
(@ b)
(@ % b) -
(@ % b) -
(@ % b)

Q

X

S
N—

@

—~
oy
X

=

(¢ x 67) (0,0,a1,bs) - (cads — c3dy, c3dy — c1ds, crdy — cady),
(5 X j) = Cblbgcldg — ClleCle,
- (@x d) = (a161)(bads) — (ardy) (bacs),
(¢ x J) (a1c1)(beds) + arbicidy — arbicrdy — (ardy ) (bacs),
( X C_i) (a101>(b2d2 -+ bldl) — (a1d1)<b262 -+ blcl),
(¢ x C_i) (a1c1)(brdy + bads) — (ardy)(bicy + baca),
N aity ardy
<C % d) o b101 + bQCQ b1d1 + bgdg ’
@xd)y =% ¢ ad
b-¢ b-d

O

Tato rovnost se anglicky nazyva Quadruple product.E Vyuzivame ji napriklad v rovinné
a sférické geometrii [

26[Be], kapitola 26, strana 367.
2"TDoslovny ¢esky preklad zni CtyFnasobny soudin, avsak tento pojem se v matematice neuziva.

28[Gi], strana 76-80.
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5 Dodatek — determinant

Definice: Determinant redlné ctvercové matice typu 1 x 1 je roven hodnoté jediného proku
této matice. Determinant redIné ctvercové matice A typu nxn, kde n € N;n > 1, spocitame
jako

detA = QAp1 * Anl + Qpa * Ang + ...+ any, - Ann@
kde a;; je prvek matice A nachdzejici se v i-tém 7ddku a j-tém sloupci a kde A;j nazjvame

algebraickym doplnkem prvku a;; v této matici. Plati:

(K

kde A3 je determinant ctvercové matice typu (n — 1) x (n — 1), kterd vznikne z matice A

vynechanim i-tého radku a j-tého sloupce. Radem determinantu rozumime cislo n.

5.1 Determinant druhého radu

Nahlédnéme, ze vztah (2.2) k vypoétu determinantu druhého fadu, ke kterému jsme
dospéli v kapitole dva, odpovida definici.

Necht
A= (“1 “1> .
Ug VU
Pak
detA = Zl Zl = 'LL2‘A21 +U2'A22 = (-1)2+1'U2‘?)1+<—1)2+2'U2'U1 = U1V2 —U9V1. (51)
2 2

Vidime, ze pravé strany obou rovnosti se rovnaji, vztah (2.2) je tedy korektni.

5.2 Determinant tretiho radu

V kapitole 4 jsme potiebovali pocitat s determinanty trettho fadu. Spocitejme tedy
néjaky takovy determinant pomoci nasi nové definice.

Necht
U V1 W
A= U2 Vo Wo
us V3 W3

29Determinant je mozné definovat rekurzivné rozvojem podle libovolného fadku ¢&i sloupce. Pro zjedno-
duseni jsme v textu zvolili pevné posledni fadek. Tomuto zptsobu vypoctu determinantu se v matematice
tiké rozvoj determinantu podle daného radku ¢i sloupce.
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Pak

Uy U1 wq
detA = Ug Vg W2 :u3~A31+v3~A32+w3-A33,
Uz V3 W3
3+1 U1 Wy 3+2 up wi 343 ur U1
detA = (—=1)°T' - ug - + (=1)°** vy +(=1)%" g - ,
V2 W2 Uz W2 Uz V2

detA = uz - (1ywe — vowy) — v3 - (Ugwe — Uswy ) + w3 - (U2 — UgVy),
det A = viwats — W1VU3 — UTWeV3 + W1 UV3 + U VW3 — V1 UWS3,

detA = ujvaws + viwauz + Wiugvs — (U wWav3 + V9UsWS3 + Wy VU3).

P1i vypoctu jsme uzili vztahu (5.1) s tim, ze posledni dpravy byly uz pouze estetické,
aby se vysledek co nejvice podobal vysledku, ktery ziskdme po pouziti tzv. Sarrusova
pravidlam

Celkem tedy méame

dr vt v w Uy w Uy v
1 1 1 1 1 1
detA = U2 Vg Wa| = U3 " — Vs - + ws s (52)
V2 W2 Uz W2 Uz V2
uz vz wWs
i
U v w
detA = U Vg Wy = UIVW3 + V1Walls + W1U2V3 — (u1w2U3 + viusws + wl’UQUg). (53)
U3 Uz Ws

5.3 Zakladni vlastnosti determinantu

Podivejme se, co se s determinantem naptiklad tretiho fddu stane, vynasobime-li jeden
z jeho tadki néjakou konstantou ¢ € R.

Pro tyto tucely si nyni soufadnicdﬂ prislusné jednomu vektoru napiseme do stejného
radku na rozdil od predchozich vypoctl, kde byly ve stejném sloupci.

Jesté pred samotnym vypoctem si vSimnéme, ze se determinant timto preusporadanim
souradnic nezméni.

Necht
Uy v W up Uz U
A= U Vg W2 |, AT = | V1 V2 U3 32
usz vz wWs w; W2 W3

Pak dle (5.3)

T
det A" = uvows + usvzwy + uzvwy — (U v3wWe + UsV W3 + UsVoWY),

det AT = uvows + viwgus + WitV — (U Wevs + ViUsws + Wivaus) = detA.

30[Be], kapitola 14, strana 165-166.
31Soufadnice jsou vyjadiené vzhledem ke kartézské bazi.
32Matice AT je tzv. maticf transponovanou k matici A. [Be], kapitola 4, strana 40.
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Nyni jsme pripraveni vypocet provést. Diky predchozi rovnosti miizeme vyuzit vztahu (5.3)).

(51
U1
CW1
Uy
U1
CW1

Ug
V2
CW2
Uz
Vo
CWy

Uus
VU3
CWs
Us
VU3
CWs

ST

c- W

UV2CW3 + V1 CWalz + Cw UV — (UCWaU3 + ViUsCWs + CwyVaU3),

¢+ [ugvaws + viwaus + wiugvs — (UgwWavs + VyUsWs + Wy vaus)],

=c-detA” = ¢ detA.

Pozorovani: Determinant se po vyndsobeni jeho libovolného rdidku ¢i sloupce konstantou
¢ € R bude rovnat c-nasobku puvodniho determinantu. Napriklad

U u
Vi, 5,0 e R3VeeR: | ¥ |=c-|7]. (5.4)
c- W W

Uvédomme si, ze pokud pocitame determinant matice, v jejichz radcich ¢i sloupcich jsou
souradnice néjakych vektort u, v, 0 vyjadrené vzhledem ke kartézské bazi, zachovame veli-
kost, ale zménime znaménko determinantu, vezmeme-li misto jednoho z téchto vektoru
vektor k nému opacny.

Podivejme se nyni, co se s determinantem stane, zaménime-li v matici dva vektory.

U1 U2
Uy Uz
w; W2
V1 V2
Ui Uo
w1 Wa
Pozorovani:

U3
Uusg
w3
U3
usg
w

w

STIE~TIRST]

V1UW3 + Uy Wavs + WivaUs — (V1 Welly + UVeW3 + W1UV3),

—[(urv9w3 + viwaug + wyugvz) — (ugwevs + ViUzW3 + WivUZ)],

= —detAT = —detA.

Zdménou dvou vadki matice se znaménko determinantu zméniP| Napriklad

Vii, v, € R : (5.5)

SYIRSTI]
SRE~TIEST]

33To plati pro vyménu libovolnych dvou fadki & sloupcii matice libovolného étvercového typu. [Bel,
kapitola 14, strana 168-170.
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ZAaveér

Naznacili jsme propojeni mezi vlastnostmi vektorového soucinu, jeho definici a samot-
nym vypoctem. Navic jsme zjistili, jak hledat vektory kolmé v prostoru, jak spocitat ana-
lytickou metodou obsah rovnobézniku zadaného dvéma linedrné nezavislymi vektory, a
dokonce jsme se dozvédeéli néco o orientaci vektorového prostoru. Ukazali jsme nékteré
ze zakladnich vlastnosti vektorového soucinu a naznacili jsme, kde se vyuzivaji.

Vysvétlili jsme, pro¢ definujeme vektorovy soucin tak, jak je definovan naptiklad v knize
[Se], kapitola 2, strana 113, coZ byl jeden z hlavnich motiva¢nich piliit této prace. Ta pak
muze byt uziteéna nejen studentiim stirednich a vysokych skol, ale také pedagogiim, kteri
toto téma vyucuji, a to predevsim po strance motivacni.

Okrajové jsme se v praci zminili i o determinantech, se kterymi jsme postupné pracovali
vic a vic, predevsim v kapitole o orientaci vektorového prostoru.
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