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Uvod

Ackoliv je téma kyvadlo vSeobecné velmi dobre znamé, podrobné popsané
a diskutované, myslim si, ze mu nebyva (pfedevsim na trovni zakladnich a stred-
nich skol) vénovano tolik prostoru, kolik by si zaslouzilo. Kyvadlu nelze odepfit
jeho historicky a hlavné didakticky vyznam (jedna se jednoduchy a snadno reali-
zovatelny priklad mechanického oscilatoru s priblizné harmonickym pribéhem).
Na druhou stranu uznavam, ze toto by bylo mozné tvrdit o spousté dalsich za-
jimavych fyzikalnich témat, na kterda také nezbyva ve vyuce prilis§ mnoho casu
(napt. neinercidlni vztazné soustavy, moment hybnosti, Doppleriv efekt, atd.).

Vzhledem k tomu, Ze historie kyvadel a jejich vyuziti je pomérné bohata,
je ji vénovana prvni kapitola, kde se zaméruji predevsim na vyvoj méfeni c¢asu
a tthového zrychleni s vyuzitim rtznych modelti kyvadel.

Jednim z cilim této diplomové prace bylo seznamit ¢tenafe s pojetim tématu
kyvadlo na vsech tirovnich ¢eského vzdélavaciho systému. V druhé kapitole proto
prezentuji vysledky reserse ceskych ucebnic, sbirek tloh a ¢eskych i zahrani¢nich
védeckych praci a ¢lankt, ve kterych se mtizeme s tématem kyvadlo setkat. Tteti
kapitola je pak vénovana reSersi zdroju inspirace jednoduchych realnych experi-
ment, simulaci a applett, laboratornich praci a dalsich zakovskych méteni.

V celku vzato si myslim, ze na trovni zdkladnich i stfednich skol je z tématu
mozné ,,vytézit“ mnohem vice nez pouhé vztahy pro periodu a frekvenci vlastniho
kmitani, napt. s vyuzitim tzv. badatelsky orientované vyuky.

Na trovni vysokych skol pak muze slouzit kyvadlo (resp. matematické ky-
vadlo) jako perfektni piiklad, na kterém je mozné demonstrovat riuzné fyzikalni
pristupy a pokrocilé matematické aparaty. Navic neni nutné se omezovat jen
na idealni podminky a je mozné studovat pohyb i v ptipadé obecné vychylky,
resp. s tlumenim ¢i buzenim.

Druha polovina prace je vénovana rozboru ¢tyt vybranych modeli kyvadel.
Jednd se o Foucaultovo, Huygensovo (cykloidalni), Machovo a Maxwellovo kyva-
dlo, z nichz néktera sehrala i vyznamnou historickou roli. Ve ¢tvrté kapitole se
zaméruji na teoreticky rozbor danych situaci (pohybové rovnice, vztahy pro peri-
odu atd.). Ackoliv v této ¢asti vychazim z fady ceskych i zahrani¢nich prament
(praci, u¢ebnic a ¢lanku), vzdy se snazim prezentovat dostatecné podrobné a sro-
zumitelné odvozeni. V pripadé Machova a Maxwellova kyvadla nabizim odvozeni
pomoci Lagrangeovych rovnic 2. druhu, kterd se v literature bézné neukazuji.

V posledni kapitole pak prezentuji pomérné jednoduché modely vybranych
kyvadel vyrobené z bézné dostupnych materiali, které mohou poslouzit k de-
monstraci i hlubsimu studiu pohybu zkoumanych kyvadel. Cilem bylo sestavit
takové pomticky, které by si mohli sestavit sami priamérné zrucni vyucujici (pti-
padné Sikovni studenti, naprt. ve vybérovych fyzikalnich seminarich). S modely
byla provedena rada pokust a vysledky méreni byly porovnavany s teoretickymi
predpovédmi, které jsou zde podrobné popsany a videozaznamy z pokust je mozné
nalézt na prilozeném DVD. (DVD bude také k dispozici na Katedte didaktiky fy-
ziky MFF UK v Praze.)

Prace je vhodna pro vsechny vyucujici fyziky, stejné jako pro vysokoskolské
studenty ucitelstvi fyziky. Muze vSak slouzit i jako motivace pro zaky vybérovych
seminaiu fyziky na strednich skoléch.



1. Historie kyvadel a jejich
vyuziti

Obrazek 1.1: Prazsky metronom na Letné [I]

Kyvadla nas obklopuji v bézném zivoté ve svété vsude okolo nas, aniz bychom
si to vibec uvédomovali. Jako kyvadlo totiz muzeme oznacit jak jednodussi ob-
konstrukce, mezi které se fadi i metronomy (podobné zafizeni se nachézi na-
priklad nedaleko Letenského namésti v Praze, viz obrazek . Zminit mizeme
dokonce i pouziti ve svété esoteriky a hypnozy [2].

Prvni zminky o védeckych mé&fenich s kyvadly pochézi ze starovéké Ciny, kde
slouzila mimo jiné jako seismometr [3]. K podobnym mérenim se pouzivajii v sou-
casnosti, ackoliv dnesni zarizeni jsou mnohem sofistikovanéjsi a tém starovekym
se moc nepodobaji (viz napt. [4]).

Dalsim, dnes jiz spise historickym, vyuzitim muze byt tzv. balistické kyvadlo,
pomoci kterého lze urcit hybnost, rychlost ¢i kinetickou energii stiely (z pistole
nebo pusky) [5]. (Mimochodem, rozbor pohybu tohoto kyvadla je vybornym pii-
kladem na procviceni zakoni zachovani mechanické energie a hybnosti, proto se
o ném zminim znovu v sekcich vénovanym stedoskolskym tlohdm [2.2.2]i experi-
mentim [3.1])

Dilezitou roli kyvadlo rovnéz sehralo pri dikazu rotace Zemé, ktery predvedl
v roce 1851 Léon Foucault [6]. (Tomuto pokusu bude vénovana ¢st [4.1])

Nejvétsi vyznam vSak kyvadlo mélo v historii méfeni dvou (nejen fyzikélné)
dulezitych velicin, a to ¢asu a gravitacniho (resp. tthového) zrychleni.



1.1 Meéreni ¢asu

Cas lidé méfili od nepaméti a vyuzivali k tomu vse, co méli k dispozici (ka-
palinové hodiny, ohnové knotové ¢i doutnakové hodiny, piskové presypaci hodiny
a dalsi). Vyznamné postaveni z hlediska historie vsak mélo vyuziti slunecniho
svitu [7].

Dikazem popularity slune¢nich hodin miize byt fakt, ze je lze vidat a obdivo-
vat 1 dnes, ackoliv jiz slouzi spiSe jako dekorace (obrazek . Velikou nevyhodou
téchto hodin je jejich zavislost na svitu slunce, tedy na denni dobé a pocasi, ale
i na zemépisné poloze (predevsim zemépisné sitce), jinak fe¢eno, totozné slunecni
hodiny nelze obecné pouzit na vice mistech na svété.

Obréazek 1.2: Sluneéni hodiny v Dobftichovicich [§]

Dilezité je podotknout i fakt, ze sluneéni hodiny méri tzv. pravy slunecni cas,
ktery odpovida skuteénému nerovnomérnému pohybu Slunce po obloze a lisi se
od ¢asu méreného mechanickymi hodinami (ten priblizné odpovida tzv. strednimu
slunecnimu casu, ktery plyne rovnomérné) [9]. Tento rozdil se v pribéhu roku
meéni a pohybuje se priblizné mezi hodnotami +15 min a —18 min. Nesmime ani
zapominat, ze na tzemi vétsiny Evropy a Severni Ameriky se stale pouziva letni
cas.

Ackoliv se prvni mechanické hodiny objevily jiz v 13. stoleti [10], k velkému
prevratu ve zptisobu méreni ¢asu a predevsim k jeho presnéjsimu urceni pak doslo
v dobé pusobeni vyznamnych matematikia a fyzik jako byli Johannes Kepler,
Galileo Galilei ¢i Christiaan Huygens, kdy se objevily prvni kyvadlové hodiny
[T, 2]

Jednim z prvnich, kdo systematicky zkoumali vlastnosti kyvadel, byl na pre-
lomu 16. a 17. stoleti pravé Galileo Galilei [I1]. Galilei béhem svého zkoumani
isochronismus, tedy ze perioda kmit1l je viceméné nezavisla na pocatecni vychylce
kyvadla. Nutno vsak podotknout, Ze toto plati jen pro malé vychylky, v pripadé
vétsich amplitud se perioda prodluzuje (vice se rozboru kyvadla s vétsimi vychyl-
kami budu vénovat v c¢asti . Galilei také zjistil, ze perioda pohybu kyvadla
neni zavisld na hmotnosti zavazi a je imérnd odmocniné z délky zavésu.



Nejvice k vyvoji kyvadlovych hodin vsak prispél nizozemsky fyzik a matematik
Christiaan Huygens, ktery v roce 1656 sestrojil prvni kyvadlové hodiny. V roce
1673 pak publikoval své nejvyznamnéjsi dilo Horologium oscillatorium sive motu
pendolorum [13] (obrazek [1.3), kde shrnul teoretické vlastnosti kyvadla a objev
svych kyvadlovych hodin. Krom nize diskutovaného modelu cykloidalniho kyvadla
rovnéz diskutoval a ukézal, jak urc¢it hmotny stfed fyzického kyvadla a jaka je
délka matematického kyvadla, které kmita se stejnou periodou jako dané fyzické
kyvadlo [I4]. S tim souvisi i jeho préce zabyvajici se uréenim periody libovolného
fyzického kyvadla.

Seaad

HOROLOGL] OSCILUATORIL

PRy FREA

Obréazek 1.3: Huygensovy kyvadlové hodiny a jeho nejslavnéjsi dilo Horologium
oscillatorium [15]

Huygens ve své praci vSak predevsim rozvinul myslenky Marina Mersenna
a Reného Descarta, kteti tvrdili, ze pohyb kyvadla neni obecné isochronni, pres-
neéji receno je priblizné isochronni jen pro malé amplitudy. Zaroven opravil i dalsi
Galiletiv omyl, kdyz dokézal, ze tautochronou (resp. isochronou, kiivkou, na které
se po ni pohybujici hmotné body v homogennim tihovém poli dostanou de jejiho
nejnizsiho bodu ve stejny okamzik nezavisle na pocatecéni poloze, jinymi slovy,
Cas, za ktery se bod dostane do nejnizsiho bodu je nezavisly na pocatecni poloze)
neni kruznice ale cykloida [16]. (Vice se problému isochronnosti a cykloidalniho
kyvadla budu vénovat v ¢dsti[d.2])

Tim ukézal, Ze hlavnim zdrojem nepresnosti tehdejsich hodin byla pravé velka
maximalni vychylka, kterda se mtze kvuli tfeni a odporu vzduchu béhem chodu
hodin ménit (neni-li pohyb kyvadla nijak buzen). Sdm pak prisel s navrhem hodin
s cykloidalnim kyvadlem (kyvadlem se zarazkami ve tvaru cykloidy, které pohyb
usmeérnovaly) [13].

Nutno vsak poznamenat, ze pri konstrukci hodin s cykloidalnim kyvadlem se
objevily nové problémy (mj. nidro¢néd vyroba zarazek, vétsi tfeni tyce pii pohybu
okolo cykloidani zarazky, vibrace mezi kyvadlem, regulatorem, krokem a ozu-
benymi prevodnim kolecky pri vétsich amplitudach atd.). I proto se mnohem
okolo 5 ° (i sdm Huygens toto feSeni navrhl, protoze malé kruznicové oblouky se
od téch cykloidalnich pfili§ nelisi) [17].

Fyzické kyvadlo, které se pouziva v kyvadlovych hodinach, se sklada ze zavésu,
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tyCe a zavazi ve tvaru cocky (kvili niz§imu odporu vzduchu). Z faktora, které
kyvadla a zavislost délky tyce na teploté. Nejprve se podivejme na nékolik typt
zaveésu, které se pouzivaly (¢i stale pouzivaji) [18] [12].

U prvnich kyvadlovych hodin byla ty¢ zavésena na kolébce z dratu (smycce
z vldkna, viz obrazek . Tento zaveés lze nalézt napriiklad u hodin navrze-
nych Huygensem. Vyhodou tohoto zavésu bylo pomérné malé tfeni, na druhou
stranu vSak byl vhodny jen pro lehka kyvadla a také dochazelo k velmi rychlému
opottfebeni (jak smycek tak i zdvésného dratu).

L]
(a) Smyckovy zavés (b) Pruzinovy zavés

Obréazek 1.4: Priklady ruznych zavésu pouzivanych v kyvadlovych hodinach [18]

Pro tézsi kyvadla se pouzivala konstrukce zavéseni na britech (pavodni idea
pochézi od Galilea). I v tomto piipadé vsak dochézelo k rychlému opotiebeni
a otupeni briti.

Nejrozsitenéjsi variantou zaveésu, kterd se pouziva i dnes, je pak pruzinovy
zéaveés vynalezeny Williamem Clementem v roce 1680 (obrazek . Mezi dva
péary rovnych plecht jsou zanytovany dva ocelové péasky (slouzici jako pruzinovy
kloub). Jeden z paru plecht slouzi k uchyceni zdvésu, druhy k ukotveni tyce kyva-
dla. Vyhodou tohoto zavésu je, ze jej lze vyrobit i v pomérné malych rozmeérech,
a tedy umoznuje sestrojit malé kyvadlové hodiny. Nevyhodou je, ze pti svém po-
hybu vyviji pruzinovy kloub urcity direkéni moment a tim ovliviiuje pohyb tyce.
Napriklad, kyvadlo prestava kmitat v roviné, ale vykonava mirné kruhovy pohyb
[18].

Druhym problémem, se kterym se snazili vyrobci (a dalsi vynélezci) hodin
vyporadat, je fakt, ze délka tyce kyvadla se vlivem teploty méni. To znamen3,
v nahrazeni kovové tyce dievénou (dfevo méa nizkou teplotni roztaznost) nebo
tycemi z bridlice a skla [19].

V roce 1721 sestrojil George Graham rtutové kyvadlo, kde byla misto cocky
ocelova trubice naplnénd rtuti (obrazek [19]. Pfi zvyseni teploty se sice ty¢
kyvadla prodlouzila, ale stejné tak se zvysila hladina rtuti v trubici (opa¢nym



Vv

hodou byl fakt, ze v pripadé snizeni teploty rtut na tuto zménu reagovala mnohem
pomaleji.

(a) Rtutové kyvadlo (b) Rostové kyvadlo (¢) Invarové kyvadlo
(Graham) (Harrison) (Guillaume)

Obrazek 1.5: Priklady rtznych kyvadel uzivanych v kyvadlovych hodinach [20]

V roce 1726 pak prisel John Harrison s rostovym kyvadlem (obréazek
[19], kde byla ¢ocka zavésena na systému tyci ze dvou ruznych kovi s vhodnymi
koeficienty tepelné roztaznosti tak, aby se jejich vzajemnda tepelnd roztaznost
kompenzovala.

Posledni vyznamné obdobi vyvoje kyvadlovych hodin pfislo v roce 1891, kdy
Charles Guillaume sestrojil invarové kyvadlo (slitina zeleza a niklu) [19]. Ma-
terial, ze kterého byla ty¢ vyrobena, mél nepatrnou tepelnou roztaznost oproti
materidlu ¢ocky. Cocka byla opfend o stavici matku, takze se mohla roztahovat
pouze smérem nahoru a kompenzovat tak nepatrnou tepelnou roztaznost tyce

(obr. [L.5d).

zévazicko [18].

Pred zavedenim kyvadlo do ¢asomiry byla nepresnost urceni ¢asu okolo 1 000 s
za den [21]. Po jeho zavedeni okolo roku 1 700 byla stanovena nepresnost méné nez
10 s za den. Postupné se vSak presnost kyvadlovych hodin zlepsovala a v poloviné
20. stoleti byla nepfesnost nejlepsich kyvadlovych hodin okolo 0,002 s za den [22].
Jen pro srovnéni relativni nepresnost dnesnich nejlepsich atomovych hodin (vy-
uzivajici preskoky elektronti atomu cesia mezi uréitym energetickymi hladinami)

je na urovni 1,4 - 10718 — 8- 10718 [23] 24].

Vvev

1.2 Meéreni tihového zrychleni

Neméné vyznamnou fyzikalni veli¢inou je tithové zrychleni, jehoz ptisobeni
vsichni neustale pocifujeme. Kdyz hovorime o velikosti tithového zrychleni, vét-
sinou hovorime o tzv. normdlovém tihovém zrychleni, coz je dohodnuta stredni
hodnota tihového zrychleni (g = 9,8065 m - s~2) [25]. Ve skutecnosti vsak tihové
zrychleni neni konstanta a zavisi na zemépisné poloze, nadmorské vysce i ne-



rovnomeérném rozlozeni hmoty pod povrchem Zemé. Navic musime byt pozorni
a rozliSovat pojmy gravitacni a tihové zrychleni, které bere v potaz jesté odstre-
divé zrychleni dané rotaci Zemé [26].

Studiem tihového pole Zemé se zabyva tzv. gravimetrie a k méteni se vyuzivaji
predevsim dva typy kyvadel [12]. Prvnim typem je tzv. matematické kyvadlo, coz
je malé hmotné téleso zavésené na pevném vlakné zanedbatelné hmotnosti a kon-
stantni délky. Zde plati pomérné jednoduchy vztah pro periodu kmiti, ze kterého
Ize urcit velikost tihového zrychlent (g = 472 [/T?), kde [ znadi délku zavésu kyva-
dla. (Rozboru pohybu matematického kyvadla se budu podrobnéji vénovat v ¢ésti
2.3.1] Navic, vzhledem k tomu, Ze urceni tthového zrychleni z periody matematic-
kého kyvadla neni obtizné, ¢asto se do vyuky zatrazuje v ramci zakovskych méreni.
Proto se jim budu zabyvat i v sekci vénované laboratornim pracim.)

Druhym typem je tzv. reverzni kyvadlo, které bylo poprvé k tomuto ucelu
pouzito v prvni poloviné 19. stoleti Henry Katerem [27]. Jedna se o dlouhou
ty¢ se dvéma brity obracenymi brity k sobé. Po ty¢i se mohou posouvat dvé
zavazi, pomoci kterych lze nastavovat periodu kyvu a z ni nasledné urcit velikost
tihového zrychleni [28]. (Urcéeni tihového zrychleni pomoci reverzniho kyvadla se
velmi ¢asto objevuje jako tiloha v rdmei vysokoskolskych praktik, viz ¢dst [3.3.2])

Rozboru vSech moznych vliva, které ovliviuji periodu kyvadle a je nutné vzit
v tvahu pfi vypoctu velikosti tihového zrychleni z namérené periody kmitta se
podrobné vénuji v ¢lanku [29]. Pti vSech uvedenych korekcich (odchylka pohybu
od idealniho harmonického priitbéhu, rozlozeni hmotnosti, odporové sily prostiedi,
pruznost zavésu) je uvedend relativni piesnost méfeni 1072

Mezi vyznamné prikopniky v oblasti urc¢ovani tthového zrychleni patril Pierre
Bouguer, ktery v roce 1737 objevil zavislost delky tyce kyvadla na teploté a doby

periody na odporu vzduchu [30]. Také urcil vztah o T2 = 92 , kde T, T jsou periody
kyvu v riznych mistech a g1, ¢go jsou odpov1daJ101 hodnoty tthového zrychleni.
Dle tohoto vztahu muzeme zjistit velikost tihového zrychleni z poméru druhych
mocnin period a jedné jii znamé hodnoty tihového zrychleni V}'/hodou tedy je,
prispiva k vétsi presnosti méteni.

Systematické mapovani povrchu Zemé a méreni velikosti tihového zrychleni
umoznil model reverzniho kyvadla s proménnou délkou tyce, které v roce 1817
sestavil Henry Kater. Sam provedl mnohd méfeni v Londyné (ale i zbytku Brit-
skych ostrovii). Jeho vynélez byl nésledné vyuzivan k mérenim na expedicich
po celém svété [31].

Dalsim velmi vyznamnym badatelem v tomto oboru byl Friedrich Bessel, ktery
vyuzival matematické kyvadlo a s jeho pomoci méril velikost tithového zrychleni
v Kénigsbergu a Berliné [31].

Pred svou smrti v roce 1846 Bessel také vypracoval teorii symetrického fy-
zického kyvadla s vyménitelnymi nozovymi brity. Na zakladé této teorie pozdéji
Adolf Repsold sestavil reverni kyvadlo (kyvadlo bylo postavené na tézkém stati-
vovém stojanu a doplnéno dvéma mikroskopy urc¢enych k méreni vzdalenosti mezi
hranami britl, viz obrazek [31]. Repsold - Besselovo kyvadlo bylo v druhé
poloviné 19. stoleti vyuzivané na observatofi v Zenevé a nasledné bylo v roce 1874
oficialné prijato pro méreni absolutni velikosti tihového zrychleni v celé Evropé.

S dalsim vylepsenim reverzniho kyvadla k urcovani tthového zrychleni ptisel
napiiklad Robert von Sterneck ke konci 19. stoleti [31].
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Obréazek 1.6: Repsoldovo - Besselovo reverzni kyvadlo [31]

Hovotime-li o vyuziti kyvadel pri experimentalnim urcovani velikosti tihového
zrychleni, neméli bychom opomijet dalsi veli¢inu souvisejici s gravitacni silou,
a to gravitacni konstantu G (napt. Cavendishova méfeni pomoci torzniho kyvadla,
resp. torznich vah [32]).

Dalsi vyznamné vyuziti kyvadla a torznich vah v souvislosti s gravitaci je
ovérovani rovnosti setrvacné a gravitacni hmotnosti (tzv. slaby princip ekvivalence
v rdmci obecné teorie relativity) [33].
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2. Zpracovani tématu na ruznych
urovnich vzdélavaciho systému

vV

aby se mohlo volné otacet okolo vodorovné osy prochéazejici bodem zavésu kolmo
k roviné kmitani [34]. AvSak jak si ukdzeme v dalsich ¢astech této préace, takové
vymezeni pojmu kyvadlo je prilis konkrétni a existuji velice zajimavé priklady,
které se vii¢i nému vymezuji.

Co se tyce zarazeni samotného tématu kyvadlo, v hodinach fyziky byva vét-
sinou uvadéno jako priklad mechanického harmonického kmitani (periodického
kyvani). Pojdme se podivat, jak je toto téma pojato na jednotlivych trovnich
Skolnfho vzdélavaciho systému v Ceské republice.

2.1 Zakladni skoly a viceleta gymnazia

Zakladnim dokumentem, ktery musi respektovat veskera vyuka fyziky na za-
kladnich skolach a odpovidajici roéniky viceletych gymnazii, je RVP pro ZS [35].
Ten je vsak velmi obecny a se samotnym pojmem kyvadlo se zde nesetkame.
Proto bude lepsi podivat se do uéebnic pro zakladni skoly (a odpovidajici ro¢niky
viceletych gymndzii). Ani zde toho vSak bohuZzel mnoho nenalezneme.

V téchto ucebnicich se setkdme s kyvadlem pouze jakozto s kyvadlovymi hodi-
nami v kapitolach vénovanych méfeni casu (napt. [36] 37, 38, 89]). Vice prostoru
tomuto tématu ve vyse uvedenych ucebnicich pro zakladni skoly vénovano neni.
Avsak nalezla jsem jednu zminku ve starsim pracovnim sesité pro devaté ro¢niky
[40], kde je diskutovéno, na ¢em zavisi perioda pohybu, a nésledné je tento vztah
i uveden.

Na druhou stranu, neomezime-li se pouze na ucebnice, na internetu se nachazi
mnoho material popisujicich laboratorni prace s kyvadlem pro zaky zakladnich
skol. Moznymi provedenimi laboratornich praci (nejen) na trovni zakladni skoly
se budu zabyvat v kapitole [3] vénované vhodnym experimentiim a zakovskym
mérenim.

2.2 Stredni skoly a gymnazia

Zékladnimi dokumenty, které musi respektovat veskera vyuka fyziky na gym-
néziich a stfednich odbornych gkoldch, jsou RVP pro gymnéazia [41] a RVP pro
SOS [2]. 1 tyto dokumenty jsou vSak velmi obecné a neni zde pojem kyvadlo
explicitné uveden. Pravdépodobné vsak spada do ¢asti Pohyb téles a jejich vzd-
jemné pusobeni, kam patii téma Mechanické kmitdni a vineni. Opét bude jisté
lepsi se podivat do ucebnic pro gymnézia a stredni skoly, kde byva kyvadlo vét-
sinou rozebirano a zarazeno pravé do ¢asti zabyvajici se mechanickym kmitanim
a vinéni (napt. [34] 43|, 44 [45]).

Hlavni pozornost byva vénovana tzv. matematickému kyvadlu, coz je nejjed-
nodussi priklad kyvadla, presnéji feceno jeho idealizovany model. Jedna se o malé
hmotné téleso (hmotny bod) zavésené na pevném vldkné o zanedbatelné hmot-
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nosti a konstantni délce (viz obrazek [2.1). Zaroven se neuvazuje tfeni v zdvésu
ani zadné dalsi odporové sily okoli.
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Obréazek 2.1: Nacértek matematického kyvadla a rozbor sil plisobicich na zavazi
kyvadla

2.2.1 Odvozeni pohybové rovnice rovinného matematic-
kého kyvadla na tdrovni SS

Ve stredoskolskych ucebnicich se harmonické kmitani zavadi jako primocary
pohyb, proto je mozné se omezit pouze na velmi malé vychylky. Pak lze oblouk,
po kterém se téleso pohybuje, aproximovat tseckou. Obvykle se uvadi, ze to je
dostatecné splnéno, je-li maximalni dhel ¢, ktery vldkno (ty¢) kyvadla svira se
svislym smérem, mensi nez 5 °. Pro vychylky v tomto rozmezi také plati priblizna
aproximace sin ¢ & tan ¢ = @, zde vsak uz musime pracovat s ihly v radidanech,
na coz se v uCebnicich ¢asto neupozornuje [46].

Odivodnéni uvedené ,magické“ hranice 5 ° pro maximalni vychylku bude
vénovana pasaz na konci této casti. Pohyb kyvadla s vétsimi vychylkami pak
bude diskutovan v samostatné podkapitole s vysokoskolskym zpracovanim
této tématiky.

Pri¢inou kmitavého pohybu kyvadla je sila F (obrazek |2 ., ktera je vyslednici
tthové sily F¢ a tahové sily F ¢, kterou ptisobi vldakno zavésu na zavésené téleso.
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Avsak nejvétsi vyznam pro nas popis pohybu a zejména odvozeni vztahu pro
periodu kyvadla mé tec¢na slozka vysledné sily ptisobici ve sméru pohybu kyvadla,
kterd je shodna s tecnou slozkou tihové sily F'g,. Pro malou vychylku télesa tedy
plati

FG1 FG1 X

prsing =g = =T (2.1)

kde x znaci vychylku kyvadla ve vodorovném smeéru a [ délku vlakna kyvadla
(viz obréazek . Z tohoto vztahu lze vyjadrit velikost tecné slozky vysledné sily
ve sméru pohybu, resp. tihové sily F,

g

Fo, = —max

Vzhledem k tomu, ze kyvadlo je prikladem mechanického oscilatoru, mtizeme
vyuzit obecny vztah mezi silou a vychylkou u linearnitho harmonického oscilatoru
(tento vztah vychazi z pohybové rovnice pro linedrni harmonicky oscilétor)

Fg, = —mwiz,

kde wq znaci thlovou frekvenci vlastniho kmitani kyvadla, a po dosazeni do tohoto
vztahu dostaneme rovnost
2 g
—MWyT = —Mm=x.

l
Pro thlovou frekvenci vlastniho kmitani kyvadla wy plati vztah

o = ﬁ (2.2)

a pro periodu vlastniho kmitani kyvadla Ty

T, = 2W\E. (2.3)

Snadno nahlédneme, 7ze perioda kmitani kyvadla nezavisi ani na hmotnosti
zavazi ani na pocatecni vychylce z rovnovazné polohy. Ponévadz velikost tithového
zrychleni g je v daném misté konstantni, je perioda kmitdni urcena jen délkou
zaveésu kyvadla [.

Casté miskoncepce a kritika silovych diagrami v ucebnicich

Ackoliv je matematické kyvadlo téma, které je tradi¢né zatazované do hodin
fyziky na stfednich skoldch a gymnaziich a je velmi dobfe a podrobné popsané,
Casto se mezi studenty a absolventy (nejen stredoskolskymi, ale dokonce i vysoko-
skolskymi) objevuji rizné zkreslené predstavy o pohybu zavazi kyvadla a o silach
na néj pusobicich [47].

Jedna z typickych chybnych predstav spociva v tom, ze by pti prichodu rov-
novaznou polohou na zavazi méla piisobit nenulova sila ve sméru tecny, pricemz
ve skutecnosti ma vysledna sila ptisobici na zavazi pouze dostfedivy smeér. S tim
souvisi i druha chybna predstava, ze by tahova sila vlakna méla byt stejné ve-
likd nebo dokonce mensi normalova slozka tihové sily. Pokud by to byla pravda,
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pak by se nemohlo jednat o pohyb po kruznici, jelikoz by vysledna sila ptisobici
na zavazi neméla nenulovou dostfedivou slozku.

Na problémy fyzikalni (ne)spravnosti vykladu (nejen) v souvislosti s matema-
tickym kyvadlem bylo upozornéno také naptiklad v ¢lancich [48] [49)] i jiz citované
praci [46], kde je uveden jeden z typickych neptesnych silovych diagramu objevu-
jicich se v ¢eskych ucebnicich. Ze zahrani¢nich ¢lankt zabyvajicich se podobnou
tématikou lze jesté zminit napriklad [50] B51I].

Podrobnéji pak byly nedostatky v ¢esky psanych ucebnicich pro stredni skoly
diskutovany v ¢lanku [52], kde je podan prehled diagrami sil pusobicich na za-
vazi matematického kyvadla a diskuze jejich adekvatnosti a fyzikalni spravnosti.
Z clanku vyplyva, ze se v Ceskych ucebnicich objevuje Tfada riznych diagrami
sil pusobicich na zévazi kyvadla, vétsinou vsak byvaji bud netplné (chybi vy-
sledné sila nebo tahova sila vldkna) nebo nebyvaji fyzikalné spravné (nezachova-
vaji spravny smér vyslednice a poméry velikosti puisobcich sil)

Nésledné autor clanku prezentoval néavrh jiného silového diagramu, ktery by
meél 1épe reflektovat fyzikalni podstatu jevu. Vzhledem k tomu, ze se zavazi ky-
vadla po uvolnéni z krajni polohy pohybuje po ¢asti kruznice, musi mit nenulové
dostredivé zrychleni. Déle musi mit zavazi i nenulové zrychleni ve sméru po-
hybu s vyjimkou rovnovazné polohy, protoze se velikost jeho rychlosti pti pohybu
z krajni polohy do rovnovazné zvétsuje (a nasledné se pri pohybu z rovnovazné
polohy do druhé krajni zmensuje atd.). V obecné poloze tedy vyslednice sil pi-
sobicich na zdvazi musi smérovat do ,,vnitini oblasti kruznice“ (viz obrazek .

Samoziejmeé je nasnadé polozit si otazku, zda tento diagram neni prilis kom-
plikovany a zda je nutné timto rozborem zdky zatézovat. Naptiklad je nutné
zohlednit fakt, Ze rozkladu zrychleni na radidlni a te¢nou slozku se v hodinach
na stfednich skolach a gymnéziich nevénuje prilis mnoho prostoru.

Prispévek do této diskuze lze nalézt napiiklad v ¢lanku [53], ktery vznikl
jako prima odpovéd na predchozi ¢lanek. Autor zde mimojiné odiavodnuje zata-
zeni tématu na strednich skolach, predevsim vyzdvihuje jeho didakticky vyznam;
jednd se o jednoduchy a snadno realizovatelny ptiklad mechanického oscilatoru,
jehoz perioda vlastniho kmitani zavisi na jednom parametru, a krom objasnéni
kmitavého pohybu a jeho harmonického pribéhu umoznuje zkoumat i periodické
premény potencialni a kinetické mechanické energie. Nasledné vysvétluje, proc¢
jsou v ucebnicich, na kterych se podilel (napr. [34] 43, [45]), pouzivany méné kom-
plikované diagramy. Rozborem dalsich argumentt se vSak dale zabyvat nebudu,
to ponecham v pripadé zajmu na ¢tenari samotném.

Zavérem lze Tict, ze téma kyvadlo ma velmi vyznamné misto ve vyuce fyziky,
jak z didaktického, tak i historického hlediska, a pri vykladu (byt i zjednoduse-
ném, a v této otdzce se mohou ruzni autori lisit) by se nemélo zapominat na jeho
fyzikalni presnost.

»Magicka* hranice 5 °

V souvislosti s nepresnostmi ve stiedoskolském pristupu a vykladu kyvadla
je urcité vhodné okomentovat i ,magickou® hranici 5 °, kterd byva uvadéna,
jako hranice aproximace pfi odvozovani vztaht pro kyvadla. Jelikoz se pohybu
kyvadla s vétsimi vychylkami budu vénovat podrobnéji v dalsi podkapitole 2.3.1}
zde uvedu jen nékolik argumentti podporujici tuto hranici.
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V prezentovaném vykladu se omezujeme pouze na malou amplitudu vychylky,
pri které platisin ¢ ~ tan ¢ ~ . Jen v tomto pripadé ma diferencidlni rovnice po-
pisujici pohyb kyvadla jednoduché feseni (rovnice harmonického pohybu). Jestlize
je amplituda vychylky vétsi, prodluzuje se i perioda a kmitani se jiz zacina vice
odchylovat od harmonického pribéhu.

Pro amplitudu vychylky 5 © je relativni odchylka od vlastni periody kmitani
ptiblizné 0,05 %, relativni odchylka je tedy stdle jen fadu 1072 %. To je velmi
dobra presnost.

Pro amplitudu 10 ° je relativn{ odchylka cca 0,19 % a pro 20 ° je tato hodnota
rovna priblizné 0,77 % (stale mensi nez 1 %, tato hranice je prekonéna asi pri 23 °).
I proto miizeme v redlném experimentu provadét méreni pri vétsich vychylkach
nez 5 ° (nepfesnost neni az tak velikd, chyba méfeni muze hrat vétsi roli). Pro
vétsi maximalni vychylky vsak relativni odchylka roste ¢im dal rychleji.

Pokud bychom si polozili otazku, pro¢ pravé 5 ° a ne treba 4 ° nebo 6 °,
napadd mne jedno vysvétleni z bézné kazdodenni komunikace, kdy odhadované
pocty casto zaokrouhlujeme na nasobky péti. Napriklad, mnohem c¢astéji fekneme,
ze se nékam dostavime za 5 ¢i 10 minut, spiSe nez za 4 ¢i 7 minut. Ale zde hovorim
pouze o své vlastni zkusenosti.

2.2.2 Ulohy vhodné k procvifovani a inspirace z fyzikal-
nich soutézi

Stejné vyznamnou pozici jako samotny teoreticky vyklad fyzikalni podstaty
zkoumanych jevii ma i TeSeni uloh, ve kterych lze probranou teorii aplikovat
v praxi. Fyzikalni tloha je néjaka situace predlozena zakovi k teseni, diskuzi
¢i hlubsimu zkoumani. Béhem feseni téchto tiloh maji Zaci moznost upeviovat
své znalosti a prohlubovat celkové pochopeni dané latky. Ulohy také mohou slou-
zit k ovéreni znalosti nebo naopak k povzbuzeni tvorivosti a kritického mysleni
zaku [54].

Zdroju inspirace, ze kterych mohou vyucujici ¢erpat, je mnoho. Ve vétsiné
diive zminénych ucebnic se na koncich kapitol objevuje nékolik typovych tloh
(nejen) k procviceni probrané latky. Mnohem vice tloh a piikladu pak lze nalézt
v tisténych sbirkdch (napt. [55, (6L B7, B8, BIL 60]). Samoziejmé, existuji i velmi
dobré internetové sbirky tloh (napt. Sbirka resengjch prikladi [61], kde nalez-
neme ulohy nejen pro studenty stfednich skol, ale i vysokych skol, nebo server
realisticky.cz [62]).

Vzhledem k tomu, ze kyvadlu neni v ucebnicich pro zakladni skoly vénovan
témér zadny prostor, zamérila jsem se ve své reSersi sbirek tloh na ty urcené
pro stredni skoly. Sbhirky pfikladii pro studenty vysokych skol struéné okomentuji
v ¢asti[2.3.4] vénované vysokoskolskému pristupu. Na druhou stranu, nékteré z na-
To se tyka predevsim tloh z rtuznych soutézi, kterymi se zde také budu zabyvat.

Ve vyse uvedenych sbirkach se setkame s pomérné sirokou paletou tloh od kva-
litativnich, které se zaméruji na diskuzi zavislosti periody kmit na riaznych pa-
leni) bez pocitani s konkrétnimi hodnotami, pres jednodussi kvantitativni tlohy,
ve kterych staci pouze dosadit znamé veli¢iny do spravné upraveného vzorecku

vvvvvv
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duji vetsi algebraické dovednosti zakl nebo je k jejich vyreseni nutné zkombinovat
vice fyzikalnich zakonitosti a vztahi.

7Z kvalitativnich 1iloh bych rada vyzdvihla ty, které které pripominaji, ze délka
tyce zavésu kyvadla (ale i dalsich ¢asti) je ovliviiovana ménici se teplotou ve svém
okoli. Ostatné proto jsou zavazi v kyvadlovych hodinidch pohybliva a hodiny je
mozné timto zpusobem kalibrovat.
(napf. vyjadfovani veli¢in ze vztahu a zkouméni, jak se zméni v zavislosti na
zméné jiné veli¢iny, nebo vyjadfovani poméru neznamych velicin bez znalosti
jejich konkrétnich hodnot). Z vlastni zkusenosti vim, Ze nemaji-li studenti k dis-
pozici vSechny hodnoty a chceme po nich ,jen“ takovéto matematické tpravy
vztahll, maji s ilohami mnohem vétsi problémy.
nékolika fyzikalnich vztahti a zdkonitosti (napf. zdkona zachovani mechanické
energie, zakona zachovani hybnosti, Newtonova gravitacniho zdkona, vztahu pro
tihové zrychleni, vztahu pro pruzinovy oscilator atd.). I zde vim z vlastni zkusSe-

vvvvvv

vvvvvv

pod bodem zavésu umistén hrebik a spojnice téchto dvou bodu rozdéluje rovinu
kmiti na dvé poloroviny s riznymi periodami pohybu kyvadla.

U tloh opirajicich se o zdkony zachovani mechanické energie a hybnosti bych
se rada na chvilku zastavila, protoze pravé sem patii priklady s tzv. balistickym
kyvadlem. Jak jiz bylo zminéno v prvni kapitole vénované historii a vyuziti ky-
vadel, balistické kyvadlo byvalo vyuzivané k zjisténi k rychlosti stiely (z pistole
¢i pusky). Dnes se vSak s balistickym kyvadlem setkdme spiSe ve vyuce fyziky
jakozto demonstraénim pokusem [63] (proto se mu také budu vénovat v kapitole
vénované experimentim , pocetni dlohou k procviceni [64, [65] nebo na vy-
sokych skolach v ramci fyzikalnich praktik [66]. Nejvétsi vyhodou této tlohy je
prave jeji komplexnost a moznost pripomenuti obou zakonii zachovani.

Nemusime se vsak omezovat jen na klasické sbirky fyzikalnich tloh, protoze
inspiraci lze ¢erpat i v zadanich a materialech pro rizné fyzikalni soutéze jako
je Fyzikdlni olympidda [67] nebo Fyzikdlni korespondencni seminar FYKOS [6§].
Nutno vSak poznamenat, ze tyto tilohy jsou vhodnéjsi pro Sikovnéjsi zaky nebo
pro zaky ve vybérovych rozsifujicich fyzikalnich seminarich.

Zadame-li termin kyvadlo do vyhledavace na oficidlnich strankach Fyzikalni
olympiddy, vyskoc¢i nam pres 180 vysledktl, coz hovori o tom, Ze toto téma se v za-
dénich objevuje pomérné ¢asto (at uz jako pocetni priklad nebo jako laboratorni
prace). Velmi ocenuji, ze kromé samotnych tloh jsou na téchto strankéch k dis-
pozici i texty vysvétlujici fyzikalni jevy a odvozeni teoretickych vztahu [69, [70].

Nejcastéji je uloha s kyvadlem urcena pro kategorii B, coz jsou tfeti rocniky
stfednich skol. V minulych zadéanich se objevily napr. priklady s balistickym ky-
vadlem [71] (v kategorii D se naopak objevila tloha, kde kyvadlo rozpohybovalo
svym néarazem vozik [72], coz je tloha zalozend na obdobném principu). V dii-
véjsich rocnicich se také objevila tloha s Machovym kyvadlem [73], kapajicim
kyvadlem, které pod sebou zanechava stopu [74], nebo s porovnanim dvou kyva-
del, z nichz jedno bylo matematické a druhé sférické [75]. Nejvice mne vsak zaujala
uloha, ve které se objevila myslenka nehomogenity tthového pole, a tedy zavislosti
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periody kmiti na nadmotské vysce (v tloze se vsak Fesi i zavislost na ménici se
teploté) [76].

7 jednodussich tloh jesté muzu uvést jednu, ve které je tikolem zakreslit sily
pusobici na zavazi kyvadla, jejich vyslednici, rychlost a zrychleni zévazi v riz-
nych fazich pohybu [77], coz si myslim, ze umoznuje zakam lépe pochopit, jak to
s témi silami béhem pohybu vlastné je. Naopak pro nejvyssi roéniky stfednich
skol jsou urcené nasledujici tlohy s fyzickym kyvadlem [78] nebo trojihelnikovym
kyvadlem [79].
ulohy ze shirek pro stfedni skoly a vyzaduji peclivéjsi analyzu situace a hlubsi
znalosti fyzikalnich zakonitosti, z matematickych aparati si vystacime s deri-
vacemi, popripadé jednoduchymi diferencialnimi rovnicemi. To je rozdil oproti
ulohdam z fyzikdlniho korespondencniho semindre.

V archivu Fyzikdlniho korespondencniho semindre se nachazi okolo 20 tloh,
které souvisi s tématem kyvadlo. Nalezneme zde jednodussi ulohy, které 1ze te-
Sit jen uvahou (napt. Problém liftboye [80], kde se TeSi zdvislost periody kmittu
na proménném zrychleni), slozitéjsi tlohy, které vsak viceméné vystaci se zna-
lostmi studenti stfednich skol (napf. ... uz meé nehoupej [81], kde se fesi zména
maximalni vychylky houpacky), ale i ty, které vyzaduji hlubsi fyzikdlni a pre-
devsim matematické znalosti na tirovni vysoké skoly (napf. ...kukacky na lanech
[82], kde se Fesi pohyb kyvadla na zavéSenych hodinach a k vysledku se dochézi
pomoci diferencidlni rovnice, a nebo ... Merkur, jima a kyvadlo [83], kde jsou
k feseni pohybu dvojzvratného kyvadla pouzity Lagrangeovy rovnice 2. druhu).

2.3 Vysoké skoly

Na vysokych skolach se s tématem kyvadlo setkame nejcastéji v kurzech kla-
sické nebo teoretické mechaniky. Paleta moznosti, jak dojit k pohybové rovnici
kyvadla, je zde pak mnohem Sirsi nez na stfednich Skoldch. Navic se nemusime
omezovat jen na idealizovany model rovinného matematického kyvadla a mizeme
zkoumat pohyb naptiklad fyzického ¢i sférického kyvadla. Co se tyce podminek,
muzeme Tesit kyvadla s vétsimi amplitudami, pripadné pohyb kyvadla s tlumenim
a buzenim.

2.3.1 Rovinné matematické kyvadlo

Zacnéme s nejjednodussim prikladem, kterym je rovinné matematické kyvadlo,
a riznymi postupy vedoucimi k vysledné pohybové rovnici. Moznosti je opravdu
mnoho, takze se jedna i o jistou prilezitost demonstrovat rizné fyzikalni pristupy
a matematické metody a aparaty vyuzivané ve fyzice.

Ve vsech pripadech uvazujme stejny model kyvadla se zavazim v podobé hmot-
ného bodu o hmotnosti m na pevné tyc¢i o konstantni délce [ a zanedbatelné
hmotnosti v homogennim tihovém poli se zrychlenim ¢ (obrézek . Na druhou
stranu neuvazujeme zadné tireni ani dalsi odporové sily.

Pohyb kyvadla popiseme pomoci orientované ihlové vychylky ¢ (kladny smér
je proti sméru hodinovych rucicek od rovnovazné polohy). RovnéZ se ndm bude
hodit dvojice jednotkovych vektori 7 v tecném sméru k trajektorii - kruznici
(obrazek a 1, ktery je na n¢j kolmy a smétuje do bodu zavésu.
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Obrézek 2.2: Model rovinného matematického kyvadla

Odvozeni pomoci 2. Newtonova zakona

Prvni z postupt je pravdépodobné ten nejzakladnéjsi a pravé z néj vychazi
i diive uvedené a diskutované stredoskolské odvozeni. Obdobny postup je prezen-
tovan napr. v [84] 85, [86] (ve vSech piipadech je vSak popsan pomérné zkratkoviteé,
proto jsem nejvice vychazela z poznamek od vedouciho préace).

Na zavazi kyvadla piisobi tahova sila tyce zavésu F, a tihova sila F'¢, jejichz
vyslednice F je pri¢inou kmitavého pohybu kyvadla (obrazek . Tihovou silu
miZeme rozlozit na tecnou slozku F G, (ve sméru teény k trajektorii hmotného
bodu - kruznici) a normélovou F G, kterd je na ni kolma a zaroven rovnobézna
s tyci zavésu kyvadla. S vyuzitim jednotkovych vektori v te¢ném a normélovém
sméru muzeme uvedené sily rozepsat

Feo= Fo, T+ Fg,i = —mgsing T —mgcos ¢ T,
F, = Fit.
Druhy Newtoniiv zakon pro pohyb zavazi kyvadla nam rika
md =F = Fg + Fy,

kde @ je okamzité zrychleni zavazi kyvadla, které rovnéz miazeme rozlozit na slozky
(prumét do tecného a normalového sméru)

a= a,T+ a,n.
Podrobnym rozepsanim 2. Newtonova zakona dostaneme

m (a,T + a,M) = —mgsing T —mgcos e @ + [y,
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Obrazek 2.3: Nacrtek matematického kyvadla a rozbor sil na néj ptisobicich

Vynasobime-li celou rovnici skaldrné s vektorem 7 (¢imz ziskdme pramét
do tetného sméru), dojdeme k rovnici

ma, = —mgsin p. (2.4)
Pro priimét zrychleni do tecného sméru a, plati

4, _d(jde) _ Ly
dt 7 dt

dt

Qr = >
dt?

kde v, znac¢i pramét rychlosti do teéného sméru (v, = ¥/ 7). Zaroven v, odpovida
obvodové rychlosti, takze jsme mohli vyuzit vztah mezi hlovou a obvodovou
rychlosti (v, =1 dp/dt).

Dosazenim za a, do rovnice dostaneme

d2
mld—tf = —mygsin p. (2.5)
Provedeme-li jednoduché algebraické upravy vztahu a oznacime-li konstantu
wo = 4/g/l, ziskdme pohybovou rovnici matematického kyvadla
d?p .
a2 + wi sing = 0. (2.6)

Konstantu wy nazyvame vlastni thlova frekvence kyvadla.
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Odvozeni pomoci zakona zachovani mechanické energie

Druhym zptisobem, jak miizeme dojit k pohybové rovnici pro rovinné mate-
matické kyvadlo, ktery si zde ukazeme, je vyuziti zdkona zachovani mechanické
energie (resp. periodickych premén potencidlni energie na kinetickou a opacné).
Nésledujici postup je inspirovan [85] [86].

Obréazek 2.4: Nacrtek matematického kyvadla a rozbor situace pro porovnani
mechanické energie v krajni poloze s vychylkou (y a obecné poloze s vychylkou ¢

Porovname celkovou mechanickou energii v krajni (pocatecni) poloze s vychyl-
kou ¢g a obecné poloze s vychylkou ¢ (obrazek . Nulovou hladinu potencialni
energie uvazujme na urovni bodu zavésu tyce kyvadla.

V krajni poloze s vychylkou ¢q (resp. ve vysce hg = [ cos ¢g) méa hmotny bod
nulovou rychlost, a tak je jeho celkova energie Ey rovna jeho potencidlni energii
E,, dané vztahem

Ey = E,, = —mgl cos gy.

V obecné poloze s vychylkou ¢ (resp. ve vySce h = [cosp) je celkova ener-
gie zavazi kyvadla E dana souctem jeho potencidlni energie E, a kinetické Ej.
S vyuzitim vztahu mezi thlovou a obvodovou rychlosti ¢/

v = ldp/dt T

pro energii F/ dostaneme

1 de)?
E=FE,+ £y = —mglcosp+ iml2 (df:) :
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Dosazenim do zakona zachovani mechanické energie
Ey=F,

1 de\?
—mgl cos g = —mgl cos ¢ + iml2 ((;;)

a naslednymi jednoduchymi algebraickymi tipravami dojdeme k rovnici

1 /do\?
vy 9 — , 2.7
( ; ) ;i (cos p — cos @) (2.7)

Zderivovanim této rovnice dle ¢asu ¢t dostaneme

o dp g dp
a a MYar

Néslednym prevedenim vsech ¢lent na jednu stranu a vytknutim ¢lenu dy/dt
ziskame rovnici

de (d*¢ ¢
dt

Vzhledem k tomu, ze ¢len dp/dt je obecné nenulovy (roven nule je pouze
v krajnich polohach), pak musi platit
¢ g

@—FISIH@ZO

a po oznaceni wy = y/g/l ziskdme vyslednou rovnici

d2
d—tf + wi sinp = 0, (2.8)

ktera je shodnd s rovnici (2.6]), kterou jsme ziskali v predchozi ¢asti.

Odvozeni pomoci 2. véty impulzové

Rovinné matematické kyvadlo miuze slouzit i jako priklad aplikace 2. véty
impulzové v praxi. Nésledujici postup je inspirovan [87,88], nejvice vSak vychdzim
z poznamek vedouciho diplomové prace.

Ackoliv stale fesime pohyb kyvadla v roviné, tentokrat musime uvazovat model
matematického kyvadla v trojrozmérném prostoru se souradnicemi (x,y,z) (obra-
zek , protoze se v nasledujicim postupu objevuje vektorovy soucin, ktery je
definovan pouze v trojrozmérném pripadeé.

Polohovy vektor spojujici hmotny bod (zavazi kyvadla) s pocatkem soustavy
soufadnic ozna¢ime 7 (jeho délka je shodnd s délkou zavésu kyvadla |7] = [).
Pro slozky polohového vektoru 7 v ndmi uvazované soustaveé souradnic plati

7= (Ising, lcosp, 0),
a tedy vektor okamzité rychlosti ¥ je
U=—=|lcosp —, —lsinp — .
dt LT T
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Obrézek 2.5: Nacrtek matematického kyvadla a rozbor sil na néj ptisobicich

Pojdme se opét podlvat na rozbor sil ptisobicich na zavazi kyvadla Na zavazi

piisobi tihova sila Fg (0

velikosti mg) a tahova sila vlakna F ¢, jejichz souctem

ziskame vyslednou silu F. Pro slozky vyslednice F plati

F =

(—F; Isingp, mg — Fy lcosgp, 0).

Moment hybnosti L v nasem konkrétnim pripadé vychézi

L

dy

=7 U= —ml?
¥ X mu <O, 0, —m 1

)

a celkovy moment sil piisobicich na zavazi kyvadla M je dan vztahem

M=7FxF=

—

(0, 0, mglsinp).

Druha véta impulzova nam rika

-

dL

=M.
dt



Pro slozku ve sméru osy z (rovnobéznou s osou otaceni) pak ziskdme

—mlzd—tf = mgl sin . (2.9)

Néaslednymi algebraickymi dpravami a pouziti znaceni pro vlastni thlovou
frekvenci wy = 1/¢/l dojdeme k rovnici
d?p )
¥l + wi sing = 0, (2.10)
ktera je shodnd s rovnicemi (2.6) a (2.8) uvedenymi v predchozich ¢dstech.

Odvozeni pomoci Lagrangeovych rovnic 2. druhu

Dalsi zptisob, jak odvodit pohybovou rovnici matematického kyvadla, je za-
lozen na vyuziti Lagrangeovych rovnic 2. druhu a Lagrangeovy funkce (lagrangi-
anu) L. S timto postupem je mozné se setkat napr. ve vysokoskolskych kurzech
teoretické mechaniky, Nésledujici postup je inspirovan [89, 90, 91, 85] 02].

Jako zobecnénou souradnici zde zvolime tihel ¢ a zobecnénou rychlosti bude
jeji ¢asova derivace oznacend jako ¢ (odpovidd ihlové rychlosti). Nulovou hladinu
potencialni energie opét volime na trovni bodu zavésu tyce kyvadla.

Kineticka energie zavazi kyvadla Ej je dana vztahem

L.
Ek = EmZQ 2,

kde jsme opét vyuzili vztah mezi obvodovou a tthlovou rychlosti (¢ = I T). Jeho
potencialni energie F, je ddna vyrazem

E, = —mglcos ¢
Nésledné oboji dosadime do langrangianu
L 9.9
L=E,—FE,= iml @° 4+ mgl cos p. (2.11)

V navazujicim postupu budeme potiebovat prvni derivace lagrangianu L podle
zobecnéné souradnice ¢ a zobecnéné rychlosti ¢, které vypadaji nasledovné

oL

= —ml?

ER me-g,

oL

— = —mglsin g
Iy

V nasem pripadé mame jeden stupen volnosti, a Lagrangeova rovnice tedy
vypadé obecné
d (0L oL 0
dt \ 9¢ op

coz nam po konkrétnim dosazeni dava

d
T (mi*p) + mglsin = 0. (2.12)
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Po provedeni naznacené derivace, vydéleni ¢leny mi?, oznaceni wy = /g/I
a preznaceni Casové derivace ¢ = dy/dt ziskdme findlni tvar rovnice

d2
ditf + wi sinp = 0, (2.13)

ktery je opét shodny s vyslednymi rovnicemi predchozich ¢astech.

K pohybové rovnici rovinného matematického kyvadla by samoziejmé bylo
mozné dojit i pomoci Lagrangeovych rovnic 1. druhu. Tento postup zde prezen-
tovat nebudu, ale je mozné jej nalézt napt. v [90, 02, 93].

Odvozeni pomoci Hamiltonovych kanonickych rovnic

vvvvvv

tické mechaniky, obsahuje Hamiltonovu funkci (hamiltonidn) H a Hamiltonovy
kanonické rovnice. Obdobny postup je prezentovan napt. v [85] [94].

Vzhledem k tomu, ze zacatek tohoto postupu je shodny s predchozim, ¢éast
prevezmu a zacneme od jiz vyjadreného lagrangianu L (opét vyuzivame k popisu
zobecnénou soutfadnici ¢ a zobecnénou rychlost ¢).

Lagrangian pro zavazi kyvadla L je popsan rovnosti (2.11))

1
L= iml2§02 + mgl cos .

Zkoumané kyvadlo ma pouze jeden stupen volnosti, a proto pro hamiltonidn
H plati

H:pcpgp_La

kde p, predstavuje zobecnénou hybnost (sdruzenou s obecnou soufadnici ¢), kte-
rou muzeme urcit pomoci vztahu

oL

Pp = 75—

12 890

Dosazenim do hamiltonianu H pak dostavame

= ml%¢.

1
H = imlzg'oQ — mgl cos p.

Prirozenymi proménnymi hamiltonianu H jsou jeho zobecnénd soutadnice ¢
a zobecnénd hybnost p,, proto je vhodné vysledek upravit tak, aby v ném vystu-
povala zobecnéna hybnost p, misto zobecnéné rychlosti ¢

2
p
H = —2-—mglcos . 2.14
5~ mgleose (2.14)
Jak vidime, hamiltonian vychéazi jako celkova mechanicka energie, coz odpo-
vida tomu, ze lagrangian neni explicitné zavisly na case.

Hamiltonovy kanonické rovnice vypadaji v nasem pripadé nasledovné

.o
(10 ap¢7
. o0H
p(p:—%
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a po provedeni naznacenych derivaci dostavame pohybové rovnice ve tvaru sou-
stavy dvou diferencialnich rovnic prvniho radu

Dy

mi2’ (2.15)
P, = —mglsinp.

s'p:

Po dosazeni prvni rovnice do druhé, oznaceni wy = 1/¢g/l a preznaceni ¢asové
derivace ¢ = dp/dt, dojdeme k tvaru, ktery je shodny s vysledkem v predchozich
¢astech 2

¥ .
el + wi sin g = 0. (2.16)

Zde by bylo dobré jesté podotknout, ze je mozné tesit rovnou soustavu pohy-
bovych rovnic (2.15). V aproximaci pro malé vychylky |¢| < 1, kdy ¢ = sin ¢,
to jde pomeérné jednoduse.

Reseni rovnice v aproximaci pro malé odchylky ¢

Vzhledem k tomu, Ze diferencidlni rovnice neni jednoduse FeSitelna po-
moci elementarnich funkci, casto se omezujeme pouze na linearizovany ptipad
pro velmi malé vychylky |p| < 1 (viz napt. [85] 87, [95] [86]). Za tohoto predpo-
kladu plati aproximace sin o ~ ¢, &mz se rovnice zjednodusi na linedrni
diferencialni rovnici 2. fadu s konstantnimi koeficienty

d2
d—;; + wip = 0. (2.17)

Jejl obecné Teseni ma tvar

o(t) = Acos (wot) + Bsin (wyt),

kde A a B jsou konstanty (tento fakt 1ze ovérit napriklad zderivovanim a zpétnym
dosazenim).

P11 konkrétnich pocatecnich podminkéch ¢(0) = ¢ a %f(O) = 0 vypada Feseni
nasledovné

©(t) = g cos (wot), lpo] < 1 (2.18)

a vztah pro periodu vlastniho kmitani 7} je

2 I
Ty="= 271'\/». (2.19)
Wo g

Pohyb rovinného matematického kyvadla pri velkych amplitudach

V pripadé vétsich vychylek se pohyb kyvadla vice odchyluje od harmonického
priubéhu a perioda kmitii se se zvétsujici amplitudou prodluzuje. Pojdme se proto
podivat na cely problém podivat obecnéji. Nasledujici postup vychézi z [89] 06,
97,98]. Pii pohybu kyvadla uvazujme po¢ateéni podminky ¢(0) = ¢ a i—f(O) = 0.

Zacatek je stejny jako v pripadé odvozeni pohybové rovnice pomoci zakona za-
chovani mechanické energie, kde jsme porovnavali celkovou mechanickou energii
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v krajni poloze s vychylkou ¢g s energii v obecné poloze s vychylkou ¢ (nulo-
vou hladinu potencidlni energie opét uvazujeme na trovni bodu zavésu kyvadla).
Proto preskoc¢im dosazeni do zdkona zachovani mechanické energie a rovnou vy-
uziji vztah (2.7)), ktery byl pomoci néj odvozen

2
! (d(p) _ (cosp — cos¢yp) -

2 \ dt l
Néaslednymi algebraickymi ipravami a s vyuzitim oznaceni pro thlovou frek-
venci vlastniho kmitani matematického kyvadla pti malych vychylkach wy = 1/g/l
dostaneme
1 d
dt = Ld

V2w 1/COS @ — cos @g

Je dobré podotknout, zZe tento vztah plati v ptripadé, kde se tthlova vychylka
@ s casem zvétsuje. Vzhledem k tomu, ze budeme pocitat prvni ¢tvrtinu periody
kmiti (odpovidd dobé pohybu z krajni polohy s vychylkou ¢y do nejnizsi polohy
s ¢ = 0), kdy se vychylka zmensuje, musime brat cely vyraz se zdpornym zna-
ménkem. ReSenfm této diferencialni rovnice jsme schopni ziskat vztah pro prvni
¢tvrtinu periody kmitt

1 0 1
Toors = ——5— | de.
ot V2w Jeo VCOS @ — COS Po 4

Po vyuzit{ zndmého vztahu pro sinus polovi¢niho thlu cos p = 1 —2sin? (¢/2)
a ,prohozeni* mezi integralu (¢imz se ,zbavime* zaporného znaménka) ziskdme

1 ¥0 1
de.
2wy /0 \/sin2 (¢0/2) — sin® (p/2) i

Tétm‘t =

Ozna¢me k = sin (¢o/2) (pficemz |k| < 1, resp. |po| < 7) a zavedme substituci

ksind = sin (¢/2),
¢ = 2arcsin (ksin ),
dyp = 2k cos v
V1 —k2sin? 9’

s novymi mezemi integralu

0 = sind=0 = =0,
wo = sind=1 = J=m/2.

Postupnymi tdpravami a dosazenim za substituci

dv

Tétvrt =

1 %0 1 do — 1 /W/2 1 2k cos
2w Jo VK2 —sin? Y 4 2wp Jo  kV1—sin?2d V1 — k2sin? 9

a dale s vyuzitim vztahu sin? ¢ + cos?® = 1 dostaneme tvar

1 w2 1 1
Tt = — |~ i = —K(k), (2.20)

wo Jo 1 — k2sin? 9 wo
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kde integral K (k)

w/2 1
0 1 — k2sin? 9
je uplny elipticky integral prvniho druhu.
Uplné eliptické integrdly jsou tabelovany. Avsak vypocet naseho integralu
K(k) = K(sin (po/2)) je mozné provést i rozvinutim integrované funkce pomoci

Taylorovy tady
2n — 1)” QO()
1 n :
+ Z ( ) sin 5

Vzhledem k tomu, Ze ziskany vztah ([2.20) odpovida dobé jedné ¢tvrtiny pe-
riody kmitti (pohyb hmotného bodu z poéatecni polohy do nejnizsi polohy), pro
délku periody kmitt T plati

K(k) =

K (sin (0/2))

(2n — )N

2n 0
HZ( @)l )Sm F)

n=1

T =T, : (2.21)

kde Ty odpovida periodé vlastniho kmiténi pfi malych amplitudach (Ty = 7/2wy).
Podivame-li se na prvni c¢leny Taylorova rozvoje

1 9
T:T0<1+4sm2g020—|—+&lsm4g020+ )

vidime, Ze pri aproximaci malych vychylek (linearizovany pripad obecného reseni)
je perioda kyvadla opravdu priblizné rovna T ~ Ty = 27r\/l/>g.

Alternativni pristupy k dosazeni pribliznych hodnot periody kyvadla s obec-
nou maximalni vychylkou (napft. s vyuzitim geometrického primeéru) jsou prezen-
tovany v jiz zminénych ¢lancich [96, 97] a také v praci [99]. V praci [86] pak lze
nalézt feseni nelinearizovanych piipadii pomoci fazovych portréti.

Zde by bylo dobré poznamenat, ze elipticky integral je mozné spocitat pomoci
néjakého matematického softwaru jako napr. Wolfram Mathematica [100] nebo
i pomoci volné dostupné aplikace na internetu WolframAlpha [101]. (Pfislusna
funkce se jmenuje EllipticK(m). Je vsak nutné upozornit na rozdilné znaceni, zde
totiz plati m = k?, a tedy K (k) =EllipticK(k*). Tento postup je okomentovan
napt. v [102].)

V tabulce jsou uvedeny teoretické hodnoty relativniho prodlouzeni sku-
tecné periody kyvadla T' (uré¢ené pomoci vztahu (2.20))) vici Ty v zavislosti na ma-
ximalni vychylce ¢q. Teoretické hodnoty relativniho prodlouzeni skutecné periody
kyvadla T vici Ty v zavislosti na maximéalni vychylce ¢y pro rizna rozmezi jsou
pak znazornény i v grafech az (vykresleno v programu Wolfram Mathe-
matica).

wo [°] ‘ 5 10 15 20 30 45 60 90

AT %] | 0,05 0,19 043 077 1,74 4,00 732 1803

Tabulka 2.1: Relativni prodlouzeni periody v zavislosti na maximalni vychylce g
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Z hodnot uvedenych v tabulce [2.1]1 v grafu[2.6d] je vidét, Ze relativni odchylka
period (prodlouzeni) je mensi nez 5 % i pro velikosti amplitud ¢y < 50 ° a mensi
nez 1 % az pro amplitudy o velikosti ¢y < 23 °.

AT AT
(%) —(%)
To To
250 /I -

200 / 60
150 /
/ 40
100
50 /
/

0 30 60 90 120 150 180 ®() 0 30 60 90 120 150 ()
(2) 0°-180° (b) 0° - 150 °
AT AT
(%) (%)
To To
20 2 /
15
10 4
/ o // o
@o(°) @o(°)
0 15 30 45 60 75 90 0 10 20 30 40 50 60
() 0°-90° (d) 0° - 60 °

Obrézek 2.6: Relativni prodlouzeni periody v zavislosti na max. vychylce ¢

Pohyb rovinného matematického kyvadla s tlumenim

Nemusime se vSak omezovat jen na pohyb kyvadla bez tfeni a odporovych sil,
muzeme se podivat i na ptipad s tlumenim. V néasledujicim postupu vychazim
2 |84, 95, (103,

Pro jednoduchost budeme uvazovat tzv. viskozni tlumeni Fj,,, tmérné rych-
losti kyvadla (I dp/dt) s konstantou imérnosti b > 0 dané vztahem

dy
Fiyum = bl—=.
tl dt

K odvozeni pohybové rovnice vyuzijeme 2. Newtonuv zakon (resp. pouzijeme
modifikovanou rovnici ([2.5)), kde na druhou stranu priddme tlumici silu Fiy,,)

d? d
mld—tf = —mgsinp — bld—f. (2.22)
Po provedeni jednoduchych algebraickych tprav, vyuziti oznaceni wy = /g/l
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a zavedeni znaceni pro tlumeni 26 = |/b/m dojdeme k tvaru

d*e dy 2

el + 26& +w sinp = 0. (2.23)
Omezime-li se na malé amplitudy kyvadla |¢| < 1, kdy ¢ ~ sin ¢ (zdjemce

o TeSeni pohybu kyvadla s obecnou amplitudou odkazuji na ¢lanky [104, [105]),

pohybova rovnice se zjednodusi na

e d
2L ufp =0, (2.24)

coz je linearni diferencidlni rovnice 2. fadu s konstantnimi koeficienty. Jeji feseni
je bézny problém TeSeny v ucebnicich napt. [106].
Obecné Teseni této rovnice vypada

SO(t) — e—5t <Aew/52_w(2) t + Be—w/éz—wg t> , (225>

kde A a B jsou konstanty (lze ovéfit napr. zderivovanim a zpétnym dosazenim).

V zavislosti na vzajemném poméru koeficientti 6 a wy muzeme rozlisit tii
pripady

i) slabé tlument, kdy § < wy,
ii) kritické tlumend, kdy 6 = wy

iii) a silné tlumend, kdy 0 > wp.

Upravy pohybové rovnice 1) ve vSech tfech pripadech jsou podrobné po-
psany v jiz zminénych zdrojich [84, [95] 106], zde uvedu jen vysledné tvary.

Slabé tlumeni (0 < wp)
V pripadé slabého tlumeni je mozné rovnici (2.25)) prepsat na

©(t) = Be™® cos (wt — @), (2.26)

kde w = /6% — w3. Konstanty F a g lze urcit z po¢atecnich podminek.
Snadno nahlédneme, ze ackoliv je pohyb i nadale periodicky, amplituda kmitt
klesd exponencidlné s rostoucim ¢asem (viz obréazek [2.7)).

Kritické tlumeni (0 = wy)
V pripadé kritického tlumeni je obecné feseni ve tvaru

o(t) = (A+ Bt)e™, (2.27)
kde A a B jsou konstanty, které lze urcit z poc¢atecnich podminek.

Silné tlumeni (6 > wy)
V pripadé silného tlumeni mizeme pohyb kyvadla popsat primo rovnici (2.25]).
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Obrazek 2.7: Slabé tlumené kmity

Pohyb rovinného matematického kyvadla s tlumenim a buzenim

V dalsi ¢asti budeme predpokladat, ze krom wiskézniho tlumeni (které bylo
diskutovéno v predchozi ¢asti) na kyvadlo ptsobi vnéjsi ,sila“ (buzeni), kterda ma
harmonicky pribéh s amplitudou Ay a thlovou frekvenci 2. Nésledujici postup
opét vychézi z [84, 95 106]. Pro jednoduchost rovnou uvazujme malé vychylky
lp| < 1, kdy ¢ = sin .

Pohybova rovnice zavazi kyvadla se pak zméni na

2
c(lh;o + 253;0 + wip = Agcos O, (2.28)
kde wq je thlova frekvence vlastniho kmitani a d je koeficient tlumeni.

Tato rovnice jiz neni homogenni, proto je jeji obecné feseni dano jako soucet
obecného tTeseni homogenni rovnice (kdy je prava strana polozena rovno nule)
a partikuldrniho Teseni nehomogenni rovnice (%)

p(t) = Api(t) + Bpa(t) + wolt), (2.29)

kde A (t) + Bya(t) je obecné feseni homogenni rovnice s integra¢nimi konstan-
tami A a B (toto feseni odpovida vysledkim v predchozi ¢asti bez buzeni).
Vysledny tvar pro partikularni reseni je

wo(t) = Pg cos (Qt — 1),

Ay
q)O = 9
V(wd — 02)? + 45202 (2-30)
2012
tanﬁ = m,

kde ®, odpovida amplitudé nucenych kmiti.
Pri Q =~ wp a malém tlumeni 6 dochazi k tzv. rezonanci, kdy amplituda
nucenych kmiti muze dosahovat mnohondsobné vyssich hodnot (viz obrézek .
Ptesnd hodnota rezonané¢ni frekvence .., je ddna vyrazem (napf. [106])

Qe = /w2 — 262 (2.31)
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Obrazek 2.8: Amplituda nucenych kmiti &, v zavislosti na frekvenci buzeni €2
pro rizné hodnoty tlumeni §; < ds < d3

2.3.2 Fyzické kyvadlo

Matematické kyvadlo je velmi idealizovanym modelem a malé téleso zavésené
na dlouhém vladkné je jen priblizenim matematického kyvadla (resp. naopak).
Modelem, ktery je blize realité, je fyzické kyvadlo, coz je tuhé téleso zavésené

vY

Obrazek 2.9: Model fyzického kyvadla s tézistém T, které se otaci okolo osy O

Moznosti, jak odvodit pohybovou rovnici pro fyzické kyvadlo, je opét vice.
Muzeme vyjit ze zdkona zachovani mechanické energie, coz je postup, ktery by
bylo mozno zaradit i do vybérovych fyzikalnich seminaii na strednich skolach
a gymnaziich, za predpokladu, Ze je téma Moment setrvacnosti dikladné pro-
brano (viz napr. [69]).

K pohybové rovnici bychom mohli opét dojit i pomoci Lagrangeovych rovnic
2. druhu (napt. [107]). Tentokrat vSak vyuzijeme postup, ktery spadd do ivodnich
vysokoskolskych kurzii mechaniky a zakladé se na 2. vété impulzové [87, [88], [69].

Fyzické kyvadlo popiseme pomoci jeho hmotnosti m, vzdalenosti tézisté od osy
otacen{ | a momentu setrvacnosti vzhledem k ose otaceni J, (obrazek [2.9). Dale
uvazujeme pohyb v tihovém poli se zrychlenim ¢ a zanedbavame veskeré treni
a odporové sily.
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Pohyb kyvadla popiseme podobné jako v ptipadé matematického kyvadla po-
moci okamzité ihlové vychylky ¢ a thlové rychlosti dy/dt.
Samozfej me bychom mohli poéitat is momentem setrvaénosti vici ose proché—

VvV

popisuje tzv. Stemerova veta [87]

J, = J, + mi>.
Druha véta impulsova nam rika
dL -
M
dt ’

kde L oznacuje moment hybnosti télesa a M celkovy moment sil ptlisobicich

na téleso. Konkrétné pro slozky ve sméru osy otéceni plati (s vyuzitim vztahu
L,=J, dp/dt)

d?¢
?de2
Jednoduchymi algebraickymi tpravami a po zavedeni oznaceni pro tihlovou

= —mygl sin . (2.32)

frekvenci vlastntho kmitani wy = y/mgl/J, dostaneme pohybovou rovnici pro
fyzické kyvadlo

d2

dt

P1i aproximaci pro malé kmity kyvadla |¢| < 1, kdy ¢ = sin ¢, se pohybova
rovnice zjednodusi na

5 T wisinp = 0. (2.33)

d2
a2
Reseni této rovnice pii pocatecnich podminkéch ¢ (0) = g a ‘flt (0) =0 je

+wip = 0. (2.34)

©(t) = o cos (wot), lpo] < 1 (2.35)

a pro periodu vlastniho kmitani fyzického kyvadla Ty plati

TO = 21 = 27T JO .
Wo mgl

(2.36)

Nutno jesté dodat poznamku ke ,vztahu“ mezi fyzickym a matematickym
kyvadlem. Ke kazdému fyzickému kyvadlu totiz mtuzeme ptitradit tzv. redukovanou
délku I', kterd se zavadi jako délka zdvésu matematického kyvadla se stejnou

periodou kmitia [69].
l/
=27 1/ = 27r\/7
mgl

Upravami rovnosti
a pomoci Steinerovy véty (J, = J, + mi?) ziskdme vztah pro redukovanou délku I

J, Js 2 Js
podo _AEmE gy (2.37)
ml ml ml
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Naprtiklad pro kyvadlo, které tvori mala kulicka o poloméru r = 0.5 cm (mo-

VvV

Vviev

Vv

-1 g B g

I mi2  ml2 5
V druhém pripadé uvazujme fyzické kyvadlo, které tvori homogenni tycka
o délce d otécejici se kolem osy prochazejici jednim jejim koncem (vzdélenost mezi

osou a tézistém je rovna poloviné jeji délky [ = d/2). Moment setrvacnosti vici
ose otaceni je dan vztahem J, = md*/3 = 4ml?/3. Tentokrat vychazi relativni

Vviev

= 1079,

V=1 J,—ml® At

[ mi? mi? 3

2.3.3 Sférické kyvadlo

U obou vyse diskutovanych kyvadel jsme se omezili na pohyb pouze v roviné,
avsak svét okolo nds ma tifi rozméry a ani kyvadlo se nemusi pohybovat jen
v roviné. Pojdme se podivat na pohyb sférického kyvadla, jehoz zavazi se pohybuje
po kulové plose (jinymi slovy jeho pohyb je vazany na sféru).

z

1
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Obrézek 2.10: Model sférického kyvadla kyvadla

Budeme pracovat s kyvadlem, které je tfirozmérnou analogii rovinného mate-
matického kyvadla se zavazim v podobé hmotného bodu o hmotnosti m zavése-
ného na pevné tyci o konstantni délce [ a zanedbatelné hmotnosti v homogennim
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tihovém poli se zrychlenim g (viz obrézek. Stejné jako v pripadé predchozich
kyvadel neuvazujme zadné tfeni ani odporové sily.

Pohybové rovnice sférického kyvadla odvodime pomoci Lagrangeovy funkce L
(lagrangidnu) a integraltt pohybu. Tento pfistup je pouzit napt. v [89, 106, 109,
108].

Pohyb kyvadla v trojrozmérném prostoru je omezen vazebni podminkou r = [,
kde r znac¢i polomér kulové plochy, po které se pohybuje zavazi kyvadla. Proto
je vhodné k popisu pohybu kyvadla vyuzit sférické soutadnice (r,9,¢), resp.
predevsim thlové soutadnice ¢ a ¢, protoze radidlni vzdalenost r je konstantni.

Od kartézskych soutadnic s pocatkem v bodé zavésu mtuzeme piejit ke sféric-
kym soufadnicim se stejnym pocatkem (viz obrézek pomoci rovnic

x = [sin¥ cos p,
y = lsindsin @,

z = —lcos?.

Potencialni energie zavazi kyvadla E, je ddna vztahem (nulovou hladinu po-
tencialni energie uvazujeme na urovni bodu zavésu kyvadla z = 0)

E, = mgz = —mgl cos v
a pro jeho kinetickou energii E} plati

1 1 i
By = 5m (% + 37 + ) = i’ (9" + sin0?p?)
kde tecky znaci casové derivace.

Dosazenim do lagrangianu L ziskame rovnici

1 .
L =By~ B, = ;ml’ (9 + sin9¢?) + mgl cos . (2.38)

Snadno nahlédneme, ze lagrangian L = L (19,%9,{0), jinymi slovy nezavisi
na soufadnici ¢. Rikdme, Ze soufadnice ¢ je cyklickd a ji prislusejici zobecnénd
hybnost p, je integralem pohybu

oL
Py = — = ml®sin® ¥ ¢ = konst. (2.39)
dp

Vzhledem k tomu, ze Lagrangian L explicitné nezavisi ani na case t, zachovava
se i celkova mechanicka energie, ¢imz dostaneme druhy integral pohybu

1 .
E = §ml2 (192 + sin? 19@2) — mgl cos ¥ = konst. (2.40)

Upravami soustavy rovnic (2.39) a (2.40) dostaneme

. 2
box Y2 Ee U (9), (2.41)
ml?
kde U.f(v¥) je souhrnné oznaceni pro ¢leny zavislé pouze na O (tzv. efektioni

potencialni energie)
2
Ue(9) = ——="—— — mgl cos V.
W) omZsinZg 0O
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Vyjéddrenim clenu dt z rovnice (2.41)), resp. ¢lenu dg z rovnice (2.39)),

FP— ml? dv
V2 B U, )

dp= —P2 gt

mi2 sin? ¥

dosazenim za ¢len dt v pripadé druhé z rovnic a naslednou integraci obou rovnic

ziskame vztahy
t = ‘/
VE — Uef

Y=
V 12 sin? 79\/E Ues(¥

kde integral ve vztahu pro ¢t je mozné upravit na elipticky integral 1. druhu
a integral v rovnici pro ¢ je mozné upravit na soucet dvou eliptickych integrala
3. druhu (uvedeno v [89] 106]).

Vztahy a hodnoty pro eliptické integraly jsou tabelovany, pripadné je mozné
je rozvinout pomoci Taylorovy fady (viz napt. [106]). Zajemci o feseni a vyuziti
eliptickych integrali se o nich mohou vice do¢ist napt. v [I10}, IT1] (resp. pfimo
v souvislosti s pohybem sférického kyvadla v jiz citované praci [108]).

(2.42)

Druhou moznosti je popsat pohyb sférického kyvadla pomoci pohybovych rov-
nic pro ¢ a ¥, které vychazeji z Lagrangovych rovnic 2. druhu. Nésledujici postup
je prezentovan napt. v [85, 109] 112].

Dosazenim do Lagrangeovy rovnice 2. druhu pro soutadnici ¢ a ji prislusejici
zobecnénou rychlost ¢ (resp. pro ¥ a jeji zobecnénou rychlost 79)

dt <8L> _ oL = d (ml2 sin? 19g'0) =0,

op Op dt
g (Zg) — (‘891[; jt (ml 19) — mi?sin ¥ cos 9o + mglsing) = 0

dostaneme dvojici diferencialnich rovnic pro pohyb sférického kyvadla (mimocho-
dem, prvni z rovnic je shodna s rovnici (2.39)), kterou vzesla z tvahy, ze ¢ je
cyklickd soufadnice)

ml? sin® ¥ = konst. = p,,,
J 4 % sin® — sin ¥ cos ¥9p? = 0.

Tuto soustavu pohybovych rovnic 1ze jesté poupravit na finalni tvar

U= —% sin 1 + sin 1 cos ¥,

Py
mil2sin® 9’

' (2.43)
(p =
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Obzvlasté z toho Teseni je dobte vidét, ze v pripadé, kdy je moment hybnosti
P, sdruzeny se soufadnici ¢ roven nule, pak plati
p,=0 = ¢=0 = ¢ = konst.,
¥ = —% sin 1,

jinymi slovy dostaneme klasické rovinné matematické kyvadlo.

Aproximace pro malé kmity

Vysledné pohybové rovnice nemaji jednoduse analyticky vyjadritelné reseni
(zminéné bylo napft. rozvinuti pomoci Taylorovy rady). Avsak stejné jako v pfi-
padé matematického kyvadla se mizeme nejprve zamérit na pripad s malymi
vychylkami (pfedevsim pro malé ¥, resp. pro |z|, |y| < [). S uvedenym postupem
se muzeme setkat napr. v [112] [108].

Vratme se zpét ke kartézskym soutadnicim a rozepisme si pomoci nich vazeb-
nou podminku r = [

2y 422 =1

jednoduchymi algebraickymi tipravami ziskame

2=+ — (2® + 3?)

Vzhledem k tomu, zZe se omezujeme jen na malé vychylky okolo stabilni polohy,
muzeme brat z se zdpornym znaménkem.
V souladu s predpokladem pro malé vychylky |z|, |y| < [, necht

Py <d <P

2\ 2
2 (2, 2> 222l [(¢ '
[ (x +y>_l d l[l (J}

Zderivovanim vztahu pro souradnici z dle ¢asu ¢ (a umocnénim) dojdeme
k vyrazu

pak plati

o _(wityy)® (@i’ (@d) + () + 2 () ()
P—(2*+y?) " pl_ (?)2] 12 [1_ (%)2

coz muzeme jesté dale upravovat pomoci zndmych vztahti pro absolutni hodnoty
(a < |a| a |2ab| < a® + b?)

)

2 2,2 22 2 d2
52 < xx+yy< 7($2+y2).

RO O

2
Vzhledem k tomu, ze 1 — (%) ~ 1, uvazujme, ze hodnota celého prvniho

zlomku nebude vétsi nez napiiklad 3. Zaroven d?/I*> < 1, proto plati

32 i 4P,

jinymi slovy miizeme ¢len 2 v dalsich krocich zanedbat.

36



Dosazenim do lagrangianu L vyjadreného v kartézské soustavé soutradnic

L:%(a’:2+y2+22)—mgz

ziskdme rovnost (v souladu s nasimi aproximacemi)

La (3 4+ 37) + mgy 2 — (a2 ), (2.44)

S vyuzitim piiblizeni pro ¢leny pod odmocninou vychazejictho z Taylorova

rozvoje
/1_x2—|—y2 %1_m2+y2
12 202

L%T(i?2+y?)+mgl (1_x2+y2>

dojdeme k tvaru

5 o5 (2.45)

Snadno nahlédneme, Ze souradnice x a y nejsou v lagrangianu L nijak prova-
zané a L m4 navic tvar jako pro dvourozmérny harmonicky oscilator. Z néj pak
obdrzime pohybové rovnice

0 (2.46)

kde wg = 4/g/l je ihlova frekvence vlastniho kmiténi oscilétoru.
Slozenim pohybt téchto dvou harmonickych oscilatoru se stejnou frekvenci je
dén periodicky pohyb po elipse (pfipadné kruznici) s periodou Tj

2
T, =" = 2w\ﬁ. (2.47)
Wo g

Pohyb sférického kyvadla v pripadé vétsich vychylek

Pro vétsi vychylky se pohyb kyvadla vice odchyluje od harmonického pribéhu,
coz mimo jiné zpusobuje staceni bodu, ve kterém kyvadlo dosahuje maximalni
vychylky /vysky (coz bylo diskutovano napt. v [113]). Odvozeni rovnic pro staceni
bodu ,maxima“ vychylky lze nalézt napt. v [114] 115} [108].

Dalsi moznosti, jak ukazat staceni kyvadla, je pomoci numerického feseni sou-
stavy rovnic v néjakém matematickém programu (v mém piipadé Wolfram
Mathematica). Z appleti dostupnych na internetu mé nejvice zaujal tento [116],
kde je vykreslovan pohyb sférického kyvadla ve vsech tfech dimenzich.

V grafech 2.11a] az 2.11d] jsou vykresleny pruméty pohybu sférického kyvadla
(s parametry m = 1 kg, =1 ma g = 10 m-s~?) do roviny zy pro riizné poc¢atecni
hodnoty thlové vychylky ©¥(0) = ¥y > 0 a momentu hybnosti p, > 0. Ostatni
pocétecni podminky pokladdm rovny nule (9(0) = 0 a ¢(0) = 0).

Z grafu je pomeérné dobre vidét, ze pri velmi malych amplitudach 9, a ne-
prilis velkém momentu hybnosti p, se sférické kyvadlo pohybuje témét v roviné.
Na druhou stranu, z grafu nahlédneme, Ze ackoliv je moment hybnosti p,
stejny, pri desetinasobné amplitudé je staceni bodu s maximélni vychylkou mno-
hem vyraznéjsi. Z porovnani graft a je patrné, Ze s vétsim momentem
hybnosti p, je pii stejné amplitudé vychylky 9y stdceni naopak méné vyrazné.
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y (m) y (m)

0,006 -
0,05
0,001 - -
X (m) 0,00 X (m)
-0,004 -
-0,05"
-0,009 /
-0009  -0,004 0,001 0,006 -0,05 0,00 0,05
(a) 9o =0.01 a p, =1 kg-m? 71 (b) 9p=0.1ap,=1kg -m? g1
y (m) y (m)
0,15
0,05 0,10
0,05"
0,00 X(m) 0,00 X (m)
-0,05
-0,05- ] 0,10+
-0,15"
-0,05 0,00 0,05 -0,15-0,10-0,05 0,00 0,05 0,10 0,15
(c)99=01ap,=2kg -m? s7! (d) 9o =0.2ap, =2kg -m? s!

Obrézek 2.11: Praméty pohybu sférického kyvadla do roviny xy pro rtzné
pocatecni hodnoty vy a p,,

2.3.4 Sbirky tuloh a priklada pro studenty vysokych skol

V sekei [2.2.2] vénované tématu kyvadlo na tGrovni gymnézii a stfednich skol
jsem uvedla vysledky reSerse uloh a prikladi vhodnych (nejen) k procvi¢ovani.
Zde by tedy bylo dobré zminit, ze existuji sbirky tloh a priklada (resp. skripta
k jednotlivym fyzikdlnim pfedmétim) i pro studenty vysokych skol (napt. [117,
118, 119, 120]. Krom skript a sbirek tloh lze ¢erpat inspiraci také z nékterych
vysokoskolskych uéebnic (napt. [121]).

Priklady na trovni vysokych $kol 1ze nalézt samoziejmé i na internetu (napft.
jiz. zminéna Sbirka resenych 4loh [61]. Piipadné lze vyuzit tlohy ze soutézi ur-
¢enych pro stiedoskolédky jako je Fyzikdlni olympidda [67] a Fyzikdlni korespon-
dencni semindr FYKOS [68], protoze mnohé z tloh jsou na tdrovni vysokych
skol (predevsim co se tyCe matematickych aparati - Lagrangeuv a Hamiltonuv
formalismus atd.).
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Nutno podotknout, ze v tomto pripadé se vétsinou nejedna jen o prosté do-
sazovani do znamych vztaht, ale je vyzadovana hlubsi analyza fyzikalni situace.
Problémem zadanym k vyreseni muze byt i sestaveni pohybové rovnice pro danou
situaci.
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3. Zakladni experimenty

Fyzika, jakozto exaktni ptirodni véda (i skolni predmét), je zalozena na experi-
mentech a pozorovani prirody, svéta a celého vesmiru. Proto jsou pokusy ve vyuce
prinejmensim stejné dulezitou soucasti jako samotna teorie, kterd zkoumané jevy
popisuje a vysvétluje [122].

Stejné jako ve védecké sféte ztistavaji fyzikalni modely nepotvrzené experi-
menty pouze hypotézami, méli bychom i ve skolni vyuce vénovat dostatek casu
pokustim, at uz za tcelem demonstrace jevi, které s zdky probirame, nebo jesté
lépe v podobé zakovského badani, kdy maji zaci moznost fyzikalni zédkonitosti
sobjevovat® sami. Na druhém pristupu je zalozena tzv. badatelsky orientovand
vjuka (IBSE), kterd je v soucasné dobé ¢im dal populdrnéjsi [123, [124].

V Ceské republice je timto badatelskym piistupem inspirovan napf. projekt
Heuréka [125,[126]. O vyuziti badatelské (resp. heuristické) metody se jesté jednou
zminim v podkapitole vénované laboratornim pracim a zakovskym mérenim.

Vhodné zvolené experimenty, které reflektuji realnou podstatu déji, prispivaji
k hlubsimu porozuméni latky, ziskdvani novych poznatku a zkuSenosti ¢i upevno-
vani jiz nabytych znalosti [127, [128]. Dédle napomahaji rozvijeni schopnosti feseni
problému a dalsich dovednosti (véetné manualnich). Pokusy navic davaji prostor
k reflexi a rozsifujicim diskuzim s zdky (nebo mezi zaky samotnymi). V nepo-
sledni fadé mohou zvysovat pritazlivost samotného predmétu (ktery v posledni
dobé bohuzel nepatii zrovna mezi nejoblibenéjsi [129]).

Ostatné stejné jako pro vse, co je do vyuky zarazované, i v pripadé pokusii
je nutné si polozit otdzku, jaka je funkce daného experimentu (resp. laboratorni
prace) a co je jeho didaktickym cilem. Tomu pak bude odpovidat casovy plan
a konkrétni misto ve vyuce (napf. motivaéni experiment bude vyklad predcha-
zet, na druhou stranu, experiment slouzici k ovéreni daného jevu bude vyklad
nésledovat).

Skolni pokusy je mozné klasifikovat podle nékolika riznych hledisek (zaméfent,
provedeni, logické povahy a didaktické funkce) [128] [130]. V prvni podkapitole se
zaméfim na zakladni (nejen) demonstracni experimenty s pomuckami, které jsou
bézné dostupné ve skolnich fyzikalnich kabinetech a laboratotich. Vétsina z pre-
zentovanych pokust vsak muze byt provedena i ve formé zakovského experimentu.
Druha podkapitola bude vénovana pocitacovym animacim, simulacim a vzdale-
nym experimenttim. V posledni podkapitole pak budou rozebirany laboratorni
prace a zakovska meéreni, které by bylo mozné i vhodné do vyuky zaradit.

3.1 Realné demonstracni experimenty a pokusy
s jednoduchymi pomuckami

Do této kategorie spadaji veskeré pokusy skutecné provadéné ve skole béhem
vyucovani, at uz se jedna o experimenty predvadéné vyucujicim, zdkem ve spolu-
praci s vyucujicim ¢i jednoduché pokusy, které provadéji sami zaci. Vzdy je pak
dobré zapojit vSechny studenty minimélné do diskuzi predchézejicich experiment
a nasledujicich po jeho provedeni. Nutno vsak poznamenat, ze vétsinu z dale
uvedenych experimenti si mohou zaci udélat a vyzkouset sami doma.

40



Experiment muze mit kvalitativni povahu (coz je jeho ¢astéjsi podoba), kdy
resime predevsim existenci jevu, déje nebo procesu bez vymezeni vztahu mezi
veli¢inami, nebo kvantitativni provedeni, pri kterém pomoci méfeni zjistujeme
vztahy a zakonitosti mezi zkoumanymi veli¢inami, pripadné dokonce formulujeme
konkrétni (alespon ptiblizny) matematicky model déje [128] [130].

Inspiraci pro pokusy mohou vyucujici hledat v ceskych tisténych sbirkach
pokusu (napt. [I131, 132, 133, 134]) ¢ v publikacich uréenych pro vysokoskolské
kurzy praktik skolnich pokust (napt. [135], 136, 137]).

Z ceskych zdroji dostupnych na internetu bych rada zminila sborniky Veletrhu
ndpadi uciteli fyziky [138], kde se nachdzi mnoho zajimavych ndvrhiu jednodus-
sich i netradiénich pokustu (klicové slovo kyvadlo odkazuje na vice nez 20 ¢lankd,
napt. [102, 139, 140, [141]), Sbirku fyzikdlnich pokusi [142], kde lze nalézt jak
inspiraci, tak i videa s redlnym predvedenim experimentu (pro téma kyvadlo zde
vSak bohuzel momentalné nic neni) a sbirku videopokusi na fyzikalnim serveru
FyzWeb [143]. Ze soutézi je pak mozné odkazat na seznam experimentii ze soustie-
déni porddanych v ramci Fyzikdlniho korespondencniho semindre FYKOS [93].

Co se tyce zahrani¢nich zdroji, zde je paleta moznosti mnohem 8irsi, staci pti
vyhledavani pouzit hesla jako ,physics experiments“, ,physics projects“ nebo
,low cost physics experiments“ (v pripadé kyvadla napf. ,pendulum experi-
ments“). Ze seriéznéjsich a obsdhlejsich zdroju bych rdda zminila server Insti-
tut of Physics Publishing, kde vedle nejriznéjsich védeckych ¢lanki lze nalézt
i mnoho ¢lank vénovanym pokustim, z nichz nékteré si mohou dokonce zaci pro-
vézt sami doma [145] [146]. Neméné zajimavymi a dulezitymi zdroji ¢lanki jsou
servery ComPADRE [147] ¢i Science NetLinks [148].

Névrhy na experimenty a dalsi (nejen) védecké ¢lanky se nachdzi i na stran-
kéch zndmych mezindrodnich organizaci jako je napt. NASA [149]. Tyto clanky
slouzi predevsim k podpore a propagaci védeckého vzdélavani. Ze stranek urce-
nych pro vyucujici lze zminit napt. server We Are Teachers [150], kde jsou i clanky
s didaktickymi radami a obecné napady na obohaceni vyuky.

Déle je k dispozici mnoho ,,popularné naucnych“ serverti, odkud je mozné cer-
pat inspiraci na pokusy (napt. Interesting engineering [151] nebo Science Buddies
[152]). Mnoho experimenti je pak také uvedeno a prezentovano na strankéch se
sbirkami (nejen) fyzikalnich pokust a projekta (napt. [I53] nebo [I54], v obou
pripadech je vSak obtizné dohledat autory). Videa s fyzikdlnimi experimenty,
které 1ze pripadné dokonce zatadit do vyuky misto realného predvedeni, je pak
samozrejmé mozné nalézt na platformé YouTube (napt. [155]).

V nésledujici pasazi se zamérim na nékolik pokusii, které by bylo mozné zara-
dit do vyuky, s odkazy na materialy popisujici jejich konkrétni provedeni. V tomto
vybéru vyuzivam vyhradné c¢eské internetové zdroje, protoze bych rada ukazala,
jaké pokusy jsou prezentovany v ¢eském skolstvi (a také jak jsou prevadeény).

Matematické kyvadlo a jeho zakladni vlastnosti

vvvvvv

riment s kyvadlem v podobé zavazi na niti ¢i provazku zavéseného na stojanu.
Tento experiment je popsan napt. v [156, 157].

Béhem pokusu vyucujici nebo zaci zkoumaji zavislost periody kmitu na délce
zaveésu, hmotnosti zavazi a velikosti amplitudy vychylky. Tento experiment mtize
slouzit jako ilustrace jevu a ovéreni jiz predtim odvozenych teoretickych vztahi,
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ale mize byt zarazen do vyuky také jako motivace ¢i byt vyuzit k heuristickému
(a alespon pribliznému) odhadnuti zavislosti mezi diskutovanymi veli¢inami pred
samotnym vykladem. Experiment muze také poslouzit k urceni tthového zrychleni
ze znamé délky zaveésu a periody kmitu.

Vice budu tento pokus a s nim spojend fyzikalni méteni diskutovat v ¢asti
vénované laboratornim pracim, protoze se jedna o typicky priklad prace, ktera
byva do vyuky zarazovana.

Vazané mechanické oscilatory

Pokus s vazanymi mechanickymi oscilatory, neboli sprazenymi kyvadly, rovnéz
spadd mezi zdkladni a zajimavé experimenty s kyvadly. Popis a provedeni lze
nalézt napf. v [I57, [I58]. Tento pokus se fadi spise mezi ilustracni pokusy, ackoliv
i zde lze provadét mérfeni a ovéfovat teoretické predpovédi (coz se dost cCasto
provadi v ramci vysokoskolskych praktik, napt. [159]).

Vézané oscilatory jsou dva oscilatory (v tomto pripadé kyvadla) se shodnou
vlastni frekvenci kmiténi, které jsou navzajem spojené vazbou (idedlné pruznou
vazbou, napt. pruzinou ¢i gumou). Pomoci vazby dochézi k periodickému prenosu
mechanické energie z jednoho oscildtoru na druhy (rezondtor) a zpét.

Priprava i provedeni pokusu jsou pomérné jednoduché, na stojan zavésime
na nit ¢i provazek dveé zavazi predstavujici kyvadla a oba zavésy spojime néjakou
pruznou vazbou (napf. gumou nebo dalsim delsim provazkem uprostied zatizenym
malym zavazickem, ve vysokoskolskych praktikach se vyuzivaji kyvadla s pevnou
ty¢i spojend pruzinou [159]).

Po vychyleni prvniho kyvadla z rovnovazné polohy a jeho nasledném vypusténi
se kyvadlo zac¢ne zacne kyvat, avsak amplituda jeho vychylky se bude postupné
zmensovat. Na druhou stranu, druhé kyvadlo se zacne kyvat se stejnou frekvenci,
ale s postupné rostouci amplitudou vychylky. V- momenté, kdy se prvni kyvadlo
zastavi (nebo bude jeho vychylka tak mald, Ze ji ani nebude mozné poradné zazna-
menat), druhé kyvadlo bude kmitat s maximalni amplitudou. Nasledné dochazi
k opacné preméné a celkové se déj periodicky opakuje.

Se studenty je vhodné diskutovat, pro¢ a jak k celému déji dochazi a jak je
to s velikosti maximalni amplitudy kmitani obou kyvadel. V idealnim pripadé
bez odporovych sil a tfeni by maximalni amplituda obou kyvadel méla byt stejna
jako pocatecni amplituda prvniho kyvadla. Studentiim pak také mizeme polozit
otazku, proc¢ k tomu v realité nedochazi.

Dale by bylo dobré vyzkouset, jak bude pohyb kyvadel zaviset na poloze vazby.
Pokud je vazba umisténa nize na zavésu, dochazi k prenosu energie rychleji. Stejné
tak dochazi k prenosu rychleji i v pripadé vétsi tuhosti spojovaci vazby (v pripadé
gumy ¢i pruziny).

Zjednodusenou formou tohoto experimentu muize byt pokus s gumou a kolicky
jako kyvadly (viz [160]). Otocime zidli a polozime sedadlem na stil. Mezi nohy
zidle natdhneme gumu, na kterou pripevnime kolicky. Jeden z kolicki rozkmitame
a nasledné cely pokus probiha obdobné jako v predchozim pripadé. V této varianté
vazbu mezi kyvadly zprostredkovava ,kmitajici“ guma, proto rychlost prenosu
energie ovlivni rizné napnuti gumy ¢i vzajemna vzdalenost kolicki.
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Grafické znazornéni periodické zmény amplitudy vychylky v case

Jak jiz bylo diskutovano v casti s teoretickym odvozenim, v aproximaci
malych vychylek lze vyvoj zmény amplitudy vychylky v ¢ase popsat harmonickou
funkei (napf. konkrétné rovnici p(t) = g cos (wot)). Otdzkou je, zda je mozné
zavislost amplitudy vychylky na case néjak zachytit ve skutec¢nosti a porovnat
s teoretickymi ¢asovymi diagramy.

Postup a provedeni odpovidajictho pokusu je popsano napr. v [161) 162], kde
zavazi kyvadla tvori nélevka (nebo kornout z papiru s ustfizenou $pickou) na-
plnénd jemnym piskem. Pod kyvadlo umistime dostateéné dlouhy papir (napf.
nékolik lista slepenych k sobé do dlouhého pasu), kyvadlo rozkyvame a papir pod
kyvadlem rovnomérné posouvame.

Vzhledem k tomu, Ze se kyvadlo rovnomeérné periodicky vychyluje obéma
sméry, unikajici pisek z kornoutu na papite vytvari pravidelné opakujici se kiivku
- sinusoidu, krivku odpovidajici harmonickému déji.

Dalsi provedeni pokusu miize byt napriklad se zavazim v podobé malé lahvicky
s obarvenou vodou a otvorem umoznujicim rovnomérné vytékani vody (s touto
variantou jsem se setkala v ramci kurzu Praktika skolnich pokusi I na MFF UK
[163]). Ve vsech provedenich se jedné o typicky priklad ilustracniho pokusu.

Zkouska odvahy

vvvvvv

matického kyvadla ¢i jinych typa kyvadel tyce, ale jedna se o skvélou ukézku
zakona zachovani mechanické energie. Pokus, jeho postup a didaktické poznamky
jsou prevzaty z [164]. Diky své popularité se navic na internetu nachazi mnoho
videl s timto pokusem (napft. [165] [166]). Tento pokus by bylo mozné zafadit
naptiklad mezi problémové tlohy uvedené pokusem.

K pokusu je potteba PET lahev s vodou a otvorem ve vicku pro provaz, pevny
tenky dlouhy provaz nebo lanko a zavés ve vysce nékolika metra (napf. u stropu
nebo zabradli schodisté). Z ldhve a provazu se sestavi kyvadlo, které se zavési
ke stropu nebo na bezpecné misto na schodisté tak, aby se zavésend lahev mohla
volné kyvat.

Vyucujici ¢i néjaky dobrovolny experimentator z fad studentt vychyli ldhev
z rovnovazné polohy a pritahne lahev tak, aby se na napnutém provaze dotykala
jeho/jejiho nosu. Poté lahev vypusti a musi zustat stat na stejném misté bez
jakéhokoli pohnuti (obzvlasté pii prvnim navratu lahve).

Ptfed samotnym provedenim experimentu je vhodné s zaky diskutovat jeho
vysledek, tedy zda lahev narazi do experimentatora nebo ne, a predevsim proc.
Pokud se experimentator nepohne, pak ke srazce s oblicejem skutecné nedojde.
Po provedeni by bylo vhodné projit cely problém jesté jednou a zdtraznit, ze se
jedna o aplikaci zadkona zachovani mechanické energie v praxi.

Vzhledem k tomu, zZe ldhev neziskava pri svém pohybu zadnou energii a do-
chazi pouze k preméné potencialni energie v kinetickou a zpét, ldhev nemuze
vystoupat do vyssi polohy, nez z jaké byla vypusténa. Naopak béhem pohybu do-
chazi k energetickym ztratam zplsobenym trenim v zavésu a odporem vzduchu,
takze lahev ptvodni polohy ani nedosédhne.
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Balistické kyvadlo

Posledni z uvedenych experimentii souvisi s dnes jiz spiSe historickym vyuzi-
tim kyvadla, a to ur¢ovanim rychlosti ndboje (kulky, broku, diabolky) ze strelné
zbrané (vzduchovka, pistole, ...). Tento pokus je podrobné popsén a diskutovin
napt. v [63] a souvisejicim ¢lanku [167]. Rovnéz patii do sbirek pripravny demon-
stra¢nich experimentt KVOF MFF UK [168].

Strucné teceno, balistické kyvadlo slouzi k urceni rychlosti stfely na zaklade
vysky, do které zavazi vystoupd, resp. vychylky ve vodorovném sméru nebo sku-
tecné thlové vychylky kyvadla. Vsechny tyto tidaje 1ze ziskat napriklad analyzou
videozaznamu pokusu.

Jako zavazi kyvadla lze pouzit krabicku s vhodnou vyplni (dfevo nebo kov
v pripadé diabolky a broki, je-li zbrani kulickova pistole, lze pravdépodobné vy-
stacit jen s kartonem ¢i molitanem). Pii zavéSovani kyvadla je pak nutné zajistit,
aby se kyvadlo pohybovalo pouze podél jedné osy a nedochézelo k priliSnym vib-
racim zavésu. Jako stfelnou zbran je mozné pouzit vzduchovku nebo kulickovou
pistoli.

Nejvétsim problémem v realizaci tohoto experimentu je jeho (ne)bezpecnost.
Strela se miize rizné odrazet a béhem svého letu zasdhnout néjakého nepozor-
ného nebo neukaznéného zaka. Béhem pripravy pokusu je také nutné prihlédnout
k predpisim bezpecnosti prace a zajistit, ze vSechna pravidla budou dodrzena.
Bude-li vSak cely experiment predem radné ozkousen, vyladén a zaci dostatecné
varovani a ukaznéni, pak si myslim, ze se jedna o velmi pékny experiment, ktery
uvadi zajimavou problémovou tlohu.
jako kyvadlo slouzi prazdna lahev od mineralky zavésend na dvou nitich tak, aby
jeji osa byla vodorovnéa. Strelu pak predstavuje objem vody v injekéni strikacce,
ktery je ,vystrelen“ proti hrdlu lahve ve sméru jeji osy.

3.2 Applety, animace a vzdalené experimenty

Jak jiz bylo feceno, experiment v jakékoliv formé je neoddélitelnou soucasti
vyuky fyziky, ne vzdy vSak médme moznost pokus provést nazivo (divodem mo-
hou byt mimo jiné ¢asové ¢i materialni nedostatky). V tento moment se nabizeji
vydobytky dnesni doby, a to pocitace a dalsi elektronickd zarfizeni. Na nich je
mozné predvadét rizné prezentace, spoustét a ovladat jednoduché animace a vir-
tualni nebo vzdalené experimenty, které se ve vyuce zac¢inaji vyuzivat ¢im dal
Castéji (dikazem muze byt rozsifujici se sbirka materidla, které 1ze na internetu
nalézt). Ukazuje se, Ze jejich vyuziti ve vyuce muze ptispét k hlubsimu pochopeni
a udrzeni védomosti [169] 170, 128, [171].

Vyhodou téchto tzv. e-experimenti muze byt jiz zminovana uspora financi
a casu, mensi naroc¢nost na ucitelovu manualni zrucnost a eliminace rizika trazu.
Predevsim se vsSak takto daji simulovat experimenty, které by ve tiidé redlné
ani nebylo mozné provést. Pokud je navic studenttim dovoleno s e-experimenty
pracovat samostatné, muze je to zaujmout jesté vice, protoze maji moznost si
s nimi ,hréat* sami a zdroven se pritom vzdélavaji (ackoliv z vlastni zkuSenosti
vim, Ze je nutné si ohlidat, aby Zaci na mobilnich zafizenich délali jen to, co jim
bylo fe¢eno a nebrouzdali po sociélnich sitich nebo nehréali hry).
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V neposledni tadé, jsou tyto e-experimenty idealni pro distan¢ni vyuku, coz
je v posledni dobé velmi aktualni téma. Proto této podkapitole vénuji vice trosku
prostoru a rada bych zde ukazala Sirokou skalu moznosti, které jsou k dispozici.
Nutno vsak poznamenat, ze jednoduchy pokus s kyvadlem, ve kterém se zkoumaji
jeho vlastnosti, by si zaci mohli udélat doma sami bez vétsich problémii.

3.2.1 Applety a animace

Virtudlni experimenty (animace a applety) jsou simulaci zkoumaného fyzi-
kalniho jevu, vétsinou za idedlnich podminek, bez vlivu okoli jako je napriklad
odpor vzduchu ¢i tfeni [I72) [I73]. Na druhou stranu, nékteré applety umoznuji
tyto faktory zahrnout a nastavit v parametrech experimentu. Hlavni vyhodou
je, ze jejich prostfednictvim jsou uzivatelé schopni simulovat a zkoumat jevy,
které by jinak pozorovat nemohli. Dalsi vyhodou je moznost zobrazeni ¢asového
pribéhu veli¢in (napt. vychylky, rychlosti) nebo vykresleni vektorovych veli¢in,
jejichz velikost a smér se pii pohybu méni, Sipkami v ,realném*® case. Rovnéz lze
tyto simulace poustét opakované bez omezeni, u nékterych je mozné ménit jejich
rychlost nebo postupné krokovat.

V nésledujicim vybéru se zamérim hlavné na applety, které lze spustit rovnou
z internetového prohlizece. Pro spusténi téchto aplikaci vétSinou neni potreba
zadny specidlni program ¢i doplnék v prohlizec¢i a je mozné je spustit i na mo-
bilnich zafizenich (dotykovy telefon a tablet). Je vsak vhodné také poznamenat,
ze v minulosti se hojné pouzivaly rtizné Java applety (viz napt. [174]) nebo apli-
kace vyuzivajici dnes jiz nedostupny Adobe Flash Player.

Ceské zdroje

Pravdépodobné nejvétsi z ceskych shirek s animacemi a applety je stranka
RNDr. Vladimira Vas¢dka [175], kde lze nalézt simulace témér ze vSech oblasti
zakladoskolskeé i stredoskolské fyziky a mnoho dalsiho. Na tomto serveru jsem zvo-
lila t¥i applety Matematické kyvadlo, Matematické kyvadlo - hrebik a Matematické
kyvadlo - helikoptéra.
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(a) Matematické kyvadlo [176] (b) Matematické kyvadlo - hrebik [177]

Obrazek 3.1: Applety ze sbirky RNDr. Vladimira Vasc¢aka
V appletu Matematické kyvadlo [176] uzivatel muze sledovat pohyb kyvadla

a Casovy prubéh okamzité vychylky, rychlosti a zrychleni v grafu (viz obr. [3.1al).
U grafu jsou uvedené i rovnice pro okamzité hodnoty téchto veli¢in. AvSak chybi
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zde vypis okamzité hodnoty ¢asu a amplitudy vychylky, rychlosti a zrychleni jsou
stale stejné veliké nezavisle na frekvenci (to je fyzikalné Spatné, pokud by zaroven
nedoslo k preskalovani os, coz ale nikde neni komentovano). Nastavit lze pouze
délku zaveésu, ¢imz se automaticky prepocitda délka periody, ktera je uvedena
v horni ¢asti obrazovky. V dolni ¢asti jsou naopak uvedené teoretické vztahy pro
uhlovou frekvenci a periodu kmitu. Pohyb lze zastavovat a krokovat.

U modelu kyvadla jsou sipky, znazornujici néjaké vektorové veli¢iny. Chybi
zde vsak jejich popis. Odhaduji, ze modra Sipka znazornuje tthovou silu ptisobici
na zavazi kyvadla, pak by ¢ervend Sipka reprezentovala slozku tihové sily ve sméru
pohybu a zelend slozku ve sméru kolmém na smér pohybu. Absence popisku je
tedy dalsi velkou nevyhodou tohoto appletu.

V appletu Matematické kyvadlo - hrebik [I77] muZe uzivatel sledovat pohyb
kyvadla a pomoci umisténi jednoho ¢i dvou htebikt jej ovliviiovat . Umis-
ténim hrebiku se zméni délka zavésu kyvadla (v poloroviné nebo celkové, pokud
umistime oba htebiky do jednoho mista), a tim i jeho perioda (jeji polovina ¢i
celd). Nastavit lze i hodnotu tthového zrychleni, ¢imz se také zméni perioda kmitu.
Vyhodou je uvedeni teoretického vztahu pro vypocet periody a nazorné zvyraz-
néni dosazovanych velic¢in. Tato simulace samoziejmé umoznuje i urcéeni periody
pro pripad, kdy v kazdé poloroviné kmita kyvadlo s jinou periodou.

Applet Matematické kyvadlo - Helikoptéra [1T8] je nejhravéjsi z téchto tii.
Pomoci zajimavé animace spojuje pohyb kyvadla s ¢asovym pritbéhem okamzité
vychylky (ktery vlastné odpovidd harmonické funkci sinus). Uzivatel mize nasta-
vit délku zaveésu kyvadla a velikost maximalni vychylky. Déale jsou zde zobrazeny
teoretické vztahy pro okamzitou vychylku a periodu kmitu a nasledny vypocet pri
dosazeni konkrétnich hodnot. Jedna se o velmi zajimavy napad, avsak provedeni
této animace je misty az moc kiiklavé a skoda, Ze neni vice propracované (napft.
pii pozastaveni zustane clovék vychyleny, ale mraky se stale pohybuji atd.).

Dalsi ceské sbirky s e-experimenty vétSinou nabizeji pouze prevzaté a prelo-
zené applety, které jsou diskutovany v nasledujici pasazi, nebo nabizeji animace
vytvorené napiiklad v programu GeoGebra, kterym se také budu vénovat pozdéji.

Zahranic¢ni zdroje

Mezi nejznamé;jsi a nejvetsi zahranicni sbirky applet a animaci patii ta z uni-
verzity v Coloradu [I79]. Vétsina zdejsich simulaci je preloZzena do mnoha jazyku
véetné cestiny, zbylé jsou dostupné alespon v angli¢tiné. Applety je navic mozné
si stahnout a pouzivat je offline.

Konkrétné jsem na téchto strankéch zvolila simulaci s ndzvem Laborator a ky-
vadlo [180]. Zde muze uzivatel pracovat s jednim ¢ dvéma kyvadly zaroven
(vhodné pro porovnavani doby kyvu), nastavovat pocateéni vychylku, délku za-
vésu, hmotnost zavazi, gravitaci (tithovou silu) a tfeni v bodé zavésu. Déle je zde
moznost vyuzivat pravitko, stopky a aplikace umi i ,vykreslit“ periodu. Pohyb
kyvadla lze zastavovat, zpomalit i krokovat.

Tato simulace ma jiz od zacatku vice moznosti zobrazeni. Uzivatel mtze pra-
covat jen se zékladni verzi (ta byla popsdna v predchozim odstavci). Druhou
moznosti je verze i s grafy energie. Zde je mozné sledovat premény kinetické
a potencialni energie, pripadné pak energetické ztraty zptsobené trenim. Treti
moznost zobrazeni je nazvana Laborator (obréazek [3.2). Tato moznost obsahuje
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Obréazek 3.2: Applet Laborator a kyvadlo [180]

obé diive popsana zobrazeni. Navic je zde vsak mozné sledovat graficky znazor-
néné vektory okamzité rychlosti a okamzitého zrychleni.

Jediné, co v appletu trosku chybi, je grafické znazornéni sil ptisobicich na ky-
vadlo a jejich vyslednice (i kdyz té vlastné odpovida vektor okamzitého zrychleni).
Tato simulace je velmi pékna a nabizi Sirokou skalu nastavitelnych parametri,
a tedy i moznosti k samostatnému badani studentti. Inspirace na pracovni listy
pro studenty lze nalézt napriklad v [169, [170].

Dalsi z vyznamnych zahrani¢nich zdroju je sbirka Waltera Fendta [I81], ktera
je také z velké casti prelozena do cestiny. I zde lze applety stahnout a pouzivat
offline (tentokrat je vSak nutné stahnout celou sbirku). Z této sbirky jsem zvolila
dvé simulace Matematické kyvadlo a Vazané oscildtory.

s
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0,21
-
2 5[4 s5\6 7 910 §
0.2 (s)
0,43
0,64
-0,81
-1
Vychylka: 0,273 m
Perioda: 4,49s (Maximum: 0,873 m)

Obréazek 3.3: Applet Matematické kyvadlo [182]

V appletu Matematické kyvadlo [182] uZivatel muze pozorovat pohyb jedno-
duchého matematického kyvadla (obrézek. Opét je zde mozné nastavit délku
zévésu, tihové zrychleni, hmotnost zavazi a maximalni vychylku. Simulace uka-
zuje nameérenou periodu a pohyb lze sledovat i v desetkrat pomalejsim tempu.
Sledovat pak lze okamzitou vychylku, rychlost, zrychleni a pfemény energie. Vse
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je graficky znézornéno pomoci Sipek u modelu kyvadla, ale predevsim i v grafu
zavislosti dané velic¢iny na case.

7 fyzikalniho hlediska ponékud nesouhlasim se znazornénim sily a zrychleni
plisobici na kyvadlo. Znazornéné vektory zrychleni a sila jsou jen slozky ve sméru
pohybu, ne vyslednice. To by mohlo nékteré studenty pripadné i vyucujici zmast.

Applet Vizané oscildtory [183] je pak trochu jednodussi. Zde se ndm nabizi
dvé kyvadla spojené vazbou (pruzinou). Nastavit lze po¢atecéni pozice obou kyva-
del. Pohyb je mozné sledovat v normalni ¢i desetkrat mensi rychlosti. V grafech
pak uzivatel muze pozorovat, jak se méni vychylka kyvadel v zavislosti na cCase.
Na zakladé tohoto grafu lze vypozorovat charakteristickou vlastnost tohoto kmi-
tajicitho systému, a to ,prelévani“ energie z jednoho kyvadla do druhého a zpét.

Oproti predchozi sbirce jsou applety trosku jednodusi, co se tyce ovladani
i vzhledu. Na druhou stranu vsak obsahuji i pomérné pékné grafické znazornéni
sledovanych veli¢in v zavislosti na case. Z fyzikalniho a didaktického hlediska jsou
na podobné, velmi dobré, tirovni.

Jesté bych rdda zminila dvé neméné obsidhlé a vyznamné sbirky virtualnich
experimentti. Prvni je sbirka Bostonské Univerzity [184], kterd obsahuje mnohem
vice animaci a simulaci nez predchozi dvé sbirky (a nékteré i vice sméfované na
VS), na druhou stranu jsou vsak opét trosku jednodussi.

Zde jsem nalezla dva applety s matematickym kyvadlem [I85] (resp. [186]).
V obou pripadech uzivatel miize sledovat pohyb jednoduchého kyvadla, ktery lze
zastavovat a krokovat. V grafu lze pozorovat premény kinetické a potencidlni ener-
gie. V druhé verzi lze pak sledovat a porovnavat pohyb dvou kyvadel s navzajem
rozdilnymi délkami zavésu. Jinak nelze nastavovat nic dalsiho.
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Obrazek 3.4: Model matematického kyvadla s nastavitelnou amplitudou [187]

Ponékud zajimavéjsi je applet s kyvadlem, kde lze zvolit jednu ze dvou moz-
nosti pro maximalni vychylku kyvadla (20 ° a 135 °) [187]. Spolu s pohybem
kyvadla se pod nim vykresluje i ¢ast zavislosti néjaké vychylky na case (viz ob-
razek . Z podoby grafy je mozné usoudit, ze se pravdépodobné o okamzitou
vychylku ve vodorovném sméru, pak je vsak oznaceni ,alpha“ zavadéjici a ma-
touci.
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Dle autorova komentare nad animaci bylo cilem ukazat, ze pribéh okamzité
uhlové vychylky jiz neni harmonicky. V ptipadé vétsi pocatecni vychylky vsak
graf okamzité thlové vychylce neodpovida.

Druhou sbirkou je [188], kde se nachézi prekvapivé mnoho simulaci souvi-
sejicich s tématikou kyvadla (napf. jednoduché matematické kyvadlo, kyvadlo
reprezentujici chaoticky systém, dvojité kyvadlo, inverzni kyvadlo a simulace ky-
vadlovych hodin, ...). U kazdého appletu se nachézi samotna simulace a ruzné
grafy ve vice verzich zobrazeni. Déle je zde vysvétleni daného jevu (spise na VS
trovni) nebo alespon odkaz na stranku s vysvétlenim. U nékterych uzivatel také
nalezne inspiraci, co lze na simulaci zkoumat a objevovat, coz je vyhodné ob-
zvlasté pro vyucujici, kteri vymysli zadani tkoli pro studenty.

Simple Pendulum myPhysics. cb.com
Sim | | Graph | [ Time Graph | | Multi Graph previous next
= 7

o \
showsim O terminal

Physics-based simulation of a simple pendulum.

Obrazek 3.5: Simulace a analyza pohybu matematického kyvadla se tfenim [189]

Konkrétnim ptikladem, ktery popisu dukladnéji, je Matematické kyvadlo [189],
jehoz pohyb zde lze sledovat a velmi riiznorodé nastavovat (obrézek. Moznosti
nastaveni jsou k dispozici v zavislosti na volbé konkrétniho zobrazeni. V zdlozce si-
mulace muze uzivatel ménit délku zavésu, miru tlumeni pohybu (t¥eni), hmotnost
zévazi, tthové zrychleni, frekvenci buzeni (a pravdépodobné jeho silu). Zobrazit
1ze sloupcové grafy kinetické a potencidlni energie a jednoduché stopky /hodinky.
Ru¢né, posunutim zavazi mysi, lze nastavit pocatecni vychylku. To je pravdépo-
dobné nejzajimavéjsi moznost, protoze tato vychylka muze nabyvat libovolnych
hodnot z intervalu (—180 °, 180 °).
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Ve druhé zélozce je zobrazen graf znazornujici vzajemnou zavislost thlové
vychylky a thlové rychlosti béhem pohybu kyvadla. Samoziejmé je vsak mozné
z nabidky zvolit i jiné veli¢iny (krom jiz zminéné dhlové vychylky a rychlosti
kova energie). Ve treti zdlozce se pak nachazi grafy riznych veli¢in v zavislosti
na case, pricemz je mozné sledovat soucasné az tii z nabidky, kterd je stejna jako
v predchozi zalozce.

Celkové se mi tato simulace velmi libi. Ackoliv docela dost presahuje stie-
doskolskou troven, urc¢ité by se dala vyuzit v rozsitujicim seminafi ¢i v kurzech
na vysokych skoldch. Na vybér je zde opravdu z mnoha moznosti a i po fyzikalni
strance je skutecné povedena (dokonce i v pripadé vétsich vychylek, kdy je mozné
vidét, ze pohyb opravdu harmonicky neni).

Nutno poznamenat, ze vsechny applety, které jsem zde komentovala se vénuji
predevsim matematickému kyvadlu. AvSak je mozné nalézt i takové, které se
vénuji pohybu fyzického kyvadla (napt. [190]).

Dalsi poznamka smétuje k fyzikalni spravnosti diskutovanych appletii. Pokud
nebylo Tec¢eno jinak, vSechny animace a simulace pracuji s pohybem kyvadla jako
harmonickym, coz vsak plati jen v aproximaci pro malé vychylky. Pti vétsich
vychylkach se pohyb kyvadla vice odchyluje od harmonického pribéhu a jeho
popis je mnohem slozitéjsi (napr. nelze vyjadrit pomoci elementérnich funkei viz
¢4st[2.3.1). Na druhou stranu, applet ¢i animace mize TeSit pifslusné diferencidlni
rovnice numericky.

Prikladem jednoduchého appletu, ktery demonstruje pohyb kyvadlo pro vétsi
vychylky muze byt napt. [191], kde je uveden i zac¢édtek vztahu pro periodu ma-
tematického kyvadla v pripadé obecné vychylky.

3.2.2 GeoGebra

Vybornym nastrojem k vyrobé appleti a animaci muze byt volné dostupny
program GeoGebra [192], se kterym se seznamuje ¢im dél vice uditel a studentt
(nejen) matematiky a fyziky [193]. V soucasné dobé je price s timto program
zatazovana i do vysokoskolské pripravy budoucich ucitela (napf. na MFF UK
[194]).

Zékladni ovladani programu neni slozité, a proto si i zacinajici uzivatel muize
jsou jiz potreba jisté znalosti, ale v tento okamzik se hlasi o slovo internetova
databaze material, kterou nalezneme na domovskych strankach tohoto programu
[195]. Ackoliv je vétSina materialu v anglicting, fada z nich je i v ¢estiné. Celkové
Ize Tict, Ze se jedna o celosvétovou sbirku volné dostupnych applettt a animaci
vytvorenych v programu GeoGebra.

Z ceskych (nejen) fyzikélnich sbirek uréité stoji za zminéni ta od Martina Vin-
klera [196], kterd obsahuje opravdu mnoho fyzikalnich a matematickych appletu
a animaci. Jen v sekci Kmitani a vinéni - Matematické kyvadlo 1ze nalézt spoustu
inspirace.

Z této sekce bych vyzdvihla applet Matematické kyvadlo - sily [197] (viz ob-
razek [3.6]), kde uzivatel mize sledovat pohyb kyvadla, sily na ngj ptsobici (t{hova
sila a ,provazkova“ - vazbova sila) a jejich vyslednici. Zobrazit je mozné také tec-
nou a normalovou slozku tihové sily i dostiredivou silu. Applet je nazorny a s po-
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Matematické kyvadlo - sily

Autor: Martin Vinkler
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Obrazek 3.6: Model matematického kyvadla se zndzornénymi silami [197]

uzitymi popisky i velmi prehledny. Pohyb lze zastavovat a krokovat. Na druhou
stranu zde neni mozné nastavit jinou pocatecni vychylku a resit, jak jeji velikost
ovlivni pohyb kyvadla (anharmonicky prubéh pii vétsich amplitudéach). To vSak
pravdépodobné nebylo hlavnim cilem tohoto appletu.

Druhym appletem od tohoto autora, ktery bych zde rdda uvedla, je Mate-
matické kyvadlo - okamzitda vyjchylka obloukovd a tuhlova, tecnd slozka tihové sily
[198]. V této simulaci, jak ndzev napovidé, uzivatel mize sledovat pohyb kyvadla
spolu s jeho okamzitou vychylkou (i jeji ¢iselnou hodnotu). Také je zde graficky
znazornéna tecna slozka tihové sily a vztahy pro ni platici. Opét vsak musim
poznamenat, ze neni mozné nastavit jinou pocatecéni vychylku.

Dalsi zajimavou shirkou je ta od Sarky Voracové [199], kterd je zaméfena
prevazné na matematicka témata, ale nalezneme zde i péknou simulaci matema-
tického kyvadla [200]. V ni lze sledovat pohyb kyvadla spolu s vektory okamzité
rychlosti a zrychleni. Velikosti obou veli¢in se navic v zavislosti na pohybu kyvadla
vykresluji i v grafu vedle kyvadla (graf zavislosti na case). Uzivatel mize nasta-
vit pocateéni (maximalni) vychylku a pozorovat, jak se sledované veli¢iny zméni.
Pohyb lze zastavovat, ale ne krokovat. I tak je tato simulace velmi povedena,
obzvlasté vyzdvihuji znazornéni uvedenych veli¢in v grafu a moznost vybéru po-
c¢atecni vychylky. Na druhou stranu, v pripadé vétsich vychylek uz simulace neni
fyzikalné presna, protoze se stale drzi harmonického pribéhu, coz neni spravneé.

Co se tyce appleti a simulaci v angli¢tiné, nabidka je rozhodné bohatsi. Na-
lezneme zde jednoduché modely matematického kyvadla, dvojitych kyvadel, sfé-
rickych kyvadel atd. [201]. Zminim zde t¥i, které mne nejvice zaujaly nejvice.

Prvnim je model matematického kyvadla [202], kde lze pozorovat pohyb ky-
vadla, nastavovat jeho délku, pocatecni (maximalni) vychylku a velikost tihového
zrychleni. V horni sekci je pak uveden teoreticky vztah pro periodu kmitu a vy-
sledek po dosazeni konkrétnich navolenych hodnot. Vedle tohoto vysledku je jesté
znazornéna kruznice a po ni pohybujici se bod, ktery by mél odpovidat pohybu
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Obrazek 3.7: Model kyvadla s moznosti méfit a zapisovat cas [204]

kyvadla. Nutno vsak podotknout, ze vztah pro periodu kyvadla plati jen pro malé
vychylky a autor jej zde pouziva i v obecném piipadeé.

Druhym je model matematického kyvadla [203], ktery je velmi podobny tomu
od Martina Vinklera (Matematické kyvadlo - sily). Vyhodou je nastavitelnost
délky zaveésu, hmotnosti zavazi a tihového zrychleni. Nevyhodou je mensi nazor-
nost a prehlednost. Jinak jsou velmi podobné a na stejné dobré trovni.

Tretim, a svym zplusobem nejzajimavéjsim, je model kyvadla se stopkami
a tabulkou pro zépis namérenych hodnot [204] (obrazek . Nastavit lze délku
zéavésu, hmotnost zavazi a pocateéni (maximdlni) vychylku. Pohyb lze spustit,
zastavit ¢i celou simulaci restartovat. Diilezité je vsak tlacitko ,stopwatch®, po-
moci kterého lze mérit periodu pohybu. Vyucujici ¢i studenti diky tomu mohou
sexperimentovat“, a zkoumat tak vlastnosti matematického kyvadla ¢i pokusem
overovat teoretické vypocty. Navic se zda, ze applet alespon castecné reflektuje
zévislost periody kmit na maximélni vychylce (tedy fakt, ze pri vétsich vychyl-
kéch se pohyb kyvadla oddaluje od harmonického priubéhu a jeho perioda je delsi).
Prekvapivé jednoduchd, ale presto velmi zajimava pomticka do vyuky.

Celkové si myslim, ze applety vytvorené v programu GeoGebra jsou velmi
pékné provedené a mohou slozit k inspiraci ¢i vlastnimu vyuziti ve vyuce. Dobré
je vSak podotknout, Ze v nékterych nelze ménit velikost maximalni vychylky
a pravdépodobné se v nich mnohdy nefesi, ze pohyb kyvadla se v pripadé vétsich
amplitud vice odchyluje harmonického pribéhu.

Nemusime se vsak omezovat pouze na GeoGebru, protoze existuji i dalsi ma-
tematické/vzdélavaci programy, které je mozné vyuzit ke tvorbé animaci a simu-
laci a stoji za zminku. Mezi né urcité patii Wolfram Mathematica se svou volné
pristupnou internetovou sbirkou Wolfram Demonstartions Project [205]. Dalsim
prikladem je MATLAB. 1 v tomto pripadé je mozné nalézt jiz vytvorené applety
na internetu, a to na domovské strance spolecnosti MathWorks [206].

V obou pripadech byvaji animace a applety ponékud propracovanéjsi nez ty
vytvorené v GeoGebre, na druhou stranu jejich vytvoreni vyzaduje vétsi naroky
na programovaci dovednosti tvirct.
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3.2.3 Vzdalené experimenty

Realné vzdalené experimenty jsou pokusy, které opravdu probihaji v redlném
case v e-laboratorich se vzdalenym pristupem prostiednictvim pocitace s pripo-
jenim na internet. Kdokoliv s ptristupem na internet mize dany volné pristupny
experiment nejen sledovat, ale predevsim i s nim aktivné pracovat (ménit nasta-
veni experimentu, méfit, ziskdvat a vyhodnocovat namérend data). A nezdlezi,
kde presné experiment ve skutecnosti probihd. Pravé naopak, studenty miize za-
ujmout fakt, Ze ovladaji néco, co se nachézi na jiném kontinentu. V Ceské re-
publice se vzdalenymi experimenty zabyvéa projekt Skolni experimentdlni systém
iSES provozovany MFF UK [207] a dalsi (napr. [208]).

Co se tyce vzdalenych experimentt s kyvadly na ceskych ¢i slovenskych inter-
netovych strankach, situace bohuzel neni moc vesela. Ackoliv lze nalézt odkazy
na staré experimenty, v soucasnosti je funkéni pouze jeden odkaz [209], u kterého
je vsak napséno, ze pokus je momentalné nedostupny. Celkové mam o funkénosti
téchto stranek jisté pochybnosti.

Co se tyce zahrani¢nich zdroji, zde nalezneme odkazli vice, ale ne o mnoho.
Pro kyvadlo se mi podarilo nalézt jeden v soucasnosti aktivni vzdalené tizeny
experiment [210], pristup k nému je ovSem placeny (nebo v ramci zkusebni mésiéni
doby).

7, drivéjsich univerzitnich sbirek vzdalenych experiment uvedu jesté jednu,
kterou momentélné spravuje univerzita v Mnichové [211]. Dfive zde byl pfistup
k pokusu s matematickym kyvadlem v riznych ¢astech svéta. Avsak dnes je odkaz
nefunkcni.

Je pravdépodobné, ze ackoliv jsou vzdalené experimenty zajimavou pomuc-
kou, jejich redlné vyuziti mozna neodpovidalo predstavam pri zavadéni do provozu
(obzvlasté vzdalené pokusy s kyvadlem nemusely byt dostatecné pritazlivé, pro-
toze je lehké provést témér kdekoliv) a postupem ¢asu se mohly stat spise finanéni
zatézi. Takze ty, které prezily byvaji bud financovany z granti (téch je malo) nebo
placené.

3.3 Laboratorni prace

Laboratorni prace a zakovska fyzikalni méreni jsou nedilnou soucasti vyuky
fyziky na vsSech trovnich skolntho vzdélavaciho systému. Ackoliv se dnes jiz ne-
jednd o povinnou slozku vyuky na zakladnich a stfednich skolach a obecné byvaji
velmi naroc¢né, minimalné co se tyce pripravy i casu, stale maji velkou tradici
[128, 212, 213).

V zéavislosti na konkrétnim misté zarazeni do vyuky, laboratorni prace zakim
umoznuji shrnuti probrané latky, praktické ovéreni novych poznatki a diskutovani
zakonitosti, nebo naopak mohou slouzit jako motivace pred teoretickym uvedenim
a odvozenim vztaht.

Pti samotnych mérenich maji studenti moznost naucit se pracovat s vybra-
nymi pomiickami a zakladnimi méridly. Pti vypracovavani protokolii se pak uci
vysledky zpracovat a diskutovat je. Zaroven je vhodné podporovat studenty k sa-
mostatnému premysleni o problémech a dat jim moznost, at si praci co nejvice
organizuji sami. V neposledni fadé jsou laboratorni prace idedlnim prikladem
skupinové prace, kdy se zaci uéi mezi sebou komunikovat a spolupracovat [214].
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Cesky psanych zdrojii zadani a inspirace pro vyucujici je mnoho, af uz se jedna
o ucebnice (napt. [34]) ¢i dalsi (nejen) internetové zdroje (napf. jiz zminované
sborniky Veletrhu ndpadi uciteli fyziky [138] nebo Metodicky portil RVP.CZ
[215], ze soutézi napt. korespondenéni seminatr Vijfuk [216]).

Ze zahrani¢nich zdroju, kterych je opét nespocet, stoji za uvedenti jiz dfive zmi-
niované servery Institut of Physics Publishing [145], ComPADRE [147] a Science
NetLinks [148]. Déle lze ¢erpat inspiraci naptiklad ze serveru The Physics Clas-
sroom [217], kde se nachézi jiz hotové pfipravy a materidly k laboratornim pracim.

V nésledujicim textu se budu zamérovat predevsim na vybrané konkrétni ¢eské
internetové zdroje a tam prezentovana a diskutovana zadéni a pracovni listy. Tim
bych rada ukazala, jaké laboratorni prace jsou zatazované do vyuky na ceskych
skolach a jaké priklady zadani muze (nejen) zacinajici vyucujici nalézt a pouzit
jako inspiraci a rozsireni vici klasickym ucebnicim a sbirkam.

S tim souvisi i fakt, ze se budu soustredit predevsim na laboratorni prace
na urovni zdkladnich a stfednich skol. Priklady laboratornich praci a méteni re-
alizovanych na ceskych vysokych skolach pak okomentuji strucnéji.

3.3.1 Zakladni a stredni skoly

Na trovni zakladnich skol je pravdépodobné nejvhodnéjsi ,heuristicky“ pri-
stup ke studiu pohybu kyvadla, kdy maji Zaci sami moznost zkoumat, na kterych
parametrech zavisi perioda kmitu kyvadla a na kterych ne (viz napt. [218], 219]).

V tomto pripadé maji zaci za tikol sestrojit jednoduché kyvadlo ze zavazi a niti
nebo provazku zavéseného na stojanu a namérit délku periody kmitu pomoci sto-
pek ¢i mobilu (druhd moznost je dnes asi pravdépodobnéjsi [220]). Béhem meéteni
zaci zkoumaji, na ¢em doba kmitu zavisi, tedy jak ji ovlivni rizné pocatecni
vychylky, odlisné hmotnosti zavazi a riznéa délka zavésu kyvadla.

Obzvlasté pekné je pak tento piistup popsan a komentovan v clanku [126].
Nejzajimavéjsi je ¢ast vénovana zpracovani vysledkti méreni a vykresleni grafu
poctu kmiti za 10 s v zavislosti na délce zavésu. Samotnému zpracovani dat se
jesté podrobnéji vénuje ¢lanek [221].

Pomoci grafu zavislosti periody kmiti na délce zavésu lze alespon castecné
odvodit (nebo ukézat), ze tato zavislost neni linearni. Na urovni zakladni skoly
pravdépodobné staci jen fict, ze tato zavislost odpovida odmocniné, na trovni
stfedni skoly mohou studenti sami ,,odhadovat“, jaka funkce zavislosti odpovida.
Tento odhad se pak da ovérit vykreslenim grafu zavislosti periody kmitii na od-
mocniné z délky zavésu. Bude-li v tomto pfipadé grafem piimka (coz ano), byl
odhad spravny. V opacéném pripadé by bylo nutné udélat novy a lepsi odhad.
Déle 1ze odhad ovérit experimentem ve ,velkém®, kdy zaci odhadnou periodu
kmitta pro kyvadlo s velmi dlouhym zavésem a nasledné se jejich tip ovéri. Vice
se postupu takové prace vénuje [222].

Podobné koncipovand méreni by jisté bylo vhodné zatradit i do vyuky na stred-
nich skolach a gymmnaziich, kde by mohlo slouzit jako motivace pred teoretickym
vykladem (viz napt. [164, 223]).

Dalsi typ laboratornich praci se zaméruje spise na ovéreni vztahu pro periodu.
Postup pfi samotném meéteni je obdobny jako v predchozim pripadé, avsak cil
prace je jiny. Tentokrat zaci porovnavaji namérené periody kmitu s teoreticky
vypoctenou hodnotou ze znamé délky zavésu kyvadla. Velmi ¢asto je tento kol
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doprovazen urcenim velikosti tthového zrychleni z namérené doby kmitu a délky
zavésu kyvadla.

Vzhledem k tomu, zZe pti zpracovani vysledki zaci musi umét provadét rtizné
algebraické upravy a vypocty, byva tento druh prace spise zarazovan do vyuky
na stfednich skolach a gymndziich (napt. [224]). Jsou-li vsak zici Sikovnéjsi, pak
si myslim, Ze je podobné méfeni mozné zafadit jiz na zdkladni skole (napf. [225]).

K méfeni periody pohybu bych rada pridala dvé didaktické poznamky, pri
kterych vychazim i ze své vlastni zkusenosti.

Za prvé je vhodné se studenty diskutovat, jak presné je mozné zmérit dobu
jednoho kmitu a néasledné jak je mozné nase méreni zpresnit, naptriklad mérenim
celkové doby nékolika kmitl a naslednym vydélenim poctem kmiti. Za druhé je
dobré zamérit se na diskuzi velikosti poc¢atecni vychylky. Studenti sami vymysli,
ze pri delsim zavésu spise splni predpoklad mensi vychylky, pti kterém plati zndmé
teoretické vztahy.

7 nalezenych zadani pro laboratorni prace bych rada vyzdvihla nékolik na-
lezenych se zajimavymi ¢i rozsitujicimi ndpady. V prvnich z praci [226] (resp.
[227]) jsou vysSe diskutované tkoly (zavislost periody pohybu na ruznych para-
metrech a urceni velikosti tthového zrychleni) doplnéné o otédzku, ve které maji
studenti z velikosti tithového zrychleni dopocitat hmotnost Zemé. Jedna se o za-
jimavé rozsiteni a svym zpusobem dotazeni klasického zadani prace. Predevsim
se vsak jedna o pékné pripomenuti Newtonova gravitacniho zadkona a propojeni
s mechanikou kmitani.

V dalsich pracich se objevuje odlisny postup méreni vici klasickému vyuziti
stopek a telefonu k métreni ¢asu. Mobilni telefony (pod timto terminem uvazuji
ysmartphony“, ackoliv z vlastni zkusenosti vim, Ze i mezi dnesnimi studenty se
naleznou taci, kter{ pouzivaji starsi ,tlac¢itkové“ modely) mivaji kvalitni kamery,
kterymi lze experiment nahrdvat. V zadani prezentovaném v [213] pak studenti
vyuzivaji ke zpracovani vysledku programy Microsoft Excel a Movie Maker (druhy
ze zminovanych je volné dostupny, prvni lze nahradit neplacenymi programy jako
napiiklad Google Sheets). V dalsim z citovanych zadani [228] se ke zpracovéni
vyuziva program Tracker (také volné dostupny). V obou pripadech je vSak zpra-
i urcité dovednosti pii praci se zvolenymi programy, coz je nutné mit pti pripravée
prace na paméti.

Mobilni telefon je vSak mozné vyuzit dalsim zptisobem popsanym v [229)].
Vzhledem k tomu, Ze ,smartphony“ obsahuji nejriznéjsi senzory (akcelerometr,
gyroskop, GPS), je pomoci nich moZzné rovnou zaznamendvat pohyb telefonu.
V tomto pripadé by zavazi kyvadla tvoril primo mobilni telefon (bezpecné ulozen
v ochranném pouzdie zavéSeném na provazku) a pomoci vhodné aplikace (napf.
phyphox [230]) by se zaznamenévalo zrychleni ve svislém sméru. Z naméfenych
dat by se pak odhadovaly zavislosti mezi riznymi veli¢inami.

K méteni periody ¢i zaznamenavani pohybu lze samoziejmé vyuzit i specifické
pomiucky. Zadani a postup pri praci s aparaturami od firmy Vernier lze nalézt
napi. v [231] 232]. Laboratorni cviceni vyuzivajici optickou branu a ji odpovidajici
software je popsand napt. v [233]. Tyto moznosti zadani laboratorni prace jsou
studenty, tak predevsim na vybavenost skoly, jelikoz zminéné pomicky nemusi
byt vzdy k dispozici.
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3.3.2 Vysokoskolska fyzikalni praktika

Laboratorni cviceni a fyzikalni méfeni jsou zatazovany i v rdmci vysokoskol-
skych kurzi fyziky v podobé fyzikdlnich praktik (napt. [159, 234, 235 236]).
V téchto predmeétech se nejcastéji setkdme s tlohami, ve kterych studenti zkou-
maji pohyb vizanych oscilatori (dvou kyvadel spojenych pruzinou), méfenim
tthové zrychleni pomoci reverzniho kyvadla ¢i studiem pohybu torzniho kyvadla
(otaceni tuhého télesa a ur¢eni momentu setrvacnosti). Muzeme se zde vsak setkat
i s méné castymi tilohami jako je méfeni s Machovym ¢i balistickym kyvadlem
[234].

Ve vysokoskolskych praktikdch na rtiznych univerzitdch by nepochybné bylo
mozné najit iloh mnohem vice, ale vzhledem k tomu, Ze se zde soustreduji spise
na vyuku na nizsich stupnich skol, vice se tomu vénovat nebudu.
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4. Teoretické pozadi vybranych
modeliu kyvadel

V této kapitole se budu vénovat teoretickému rozboru pohybu ¢tyi vybranych
modelu kyvadel (Foucaultovo, Huygensovo, Machovo a Maxwellovo). Ve vSech
ptipadech kromé Huygensova (cykloidalniho) kyvadla je zde prezentované odvo-
zeni pohybovych rovnic pro idealni ptipad bez tfeni a odporovych sil.

V pripadé cykloidalniho kyvadla byla vyuzita Huygensova puvodni myslenka,
ze cykloida je tzv. tautochronou (kfivkou, na které se po ni pohybujici hmotné
body vlivem homogenniho tihového pole dostanou do jejiho nejnizstho bodu
ve stejny okamzik nezavisle na pocatecni poloze).

Pro vSsechny modely kromé Foucaultova kyvadla je v této kapitole odvozen
i vztah pro periodu vlastniho kmiténi kyvadla (v pripadé Machova kyvadla se
jedné vztah pro periodu v aproximaci pro malé vychylky kyvadla). V piipadé
Foucaltova kyvadla byl odvozen vztah pro staceni roviny kmitt vacéi povrchu
Zemé.

Uznavam, ze prezentovana odvozeni jsou na trovni vysokych skol, avsak, kde
to bylo mozné, jsem odvozeni na trovni stfednich skol ve struc¢nosti okomentovala
a odkazala se na zdroje, kde je odvozeni popsano podrobnéji.

4.1 Foucaultovo kyvadlo

V roce 1851 dokazal francouzsky fyzik Leén Foucault pomoci svého experi-
mentu s obfim kyvadlem zavésenym v parizském Pantheonu, Ze se Zemeé otaci [6].
Jak? Jeho pokus vychazel z genialni avsak pomérné jednoduché myslenky:.

Predstavme si, ze jsme na pouti a z venku se divame na otacejici se kolotoc.
Uprostied kolotoce vsak nékdo umistil kyvadlo a rozkyval jej. Z naseho pohledu
se kyvadlo pohybuje stéle ve stejné roviné (nebo alespon priblizné, v zavislosti
na Sikovnosti experimentatora, povétrnostnich podminkéch atd.). To vlastné neni
nic prekvapivého, jedna se o Newtoniv zdkon setrvacnosti v akci.

Z pohledu ¢lovéka na kolotoci vsak celd situace vypada jinak. Z jeho pohledu
se neotdci kolotoc¢ ale vse ostatni, tedy i kyvadlo (resp. se staci rovina jeho kmitu).
V neinercidlni (rotujici) soustavé na néj totiz pusobi setrvacné sily.

Foucault tady vyuzil obracenou implikaci. Postavil obti kyvadlo, jehoz rovina
kmitu se postupem casu vuci Zemi stécela (tento pokus vyzaduje dostateéné
mnozstvi ¢asu). Tim dokazal, Ze je Zemé neinercidlni vztaznou soustavou v di-
sledku rotace okolo své osy.

Samoziejmé je nutné poznamenat, zZe nase jednoducha analogie s kolotocem
plati jen na severnim (resp. jiznim) pélu. Jinde je situace ponékud slozitéjsi.
Pojdme se tedy podivat na teoretické pozadi problému. Nasledujici postup je
pouzit napt. v [0 [108].

Necht ma nami uvazovana soustava souradnic pocatek S ve stfedu Zemé
a otaci se spolu s ni dhlovou rychlosti 0 (viz obrazek . Vektor 7 spojuje
pocatek soustavy S se zavazim kyvadla o hmotnosti m. S vyuzitim druhého New-
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Obrézek 4.1: Neinercidlni vztazna soustava spojena se Zemi

tonova zakona pro zavazi kyvadla v rotujici soustavé ziskame vztah
mit = F, + Fy — 2m@Q x ¥ = m@ x (4 x F) — m& x F (4.1)
kde tecky znaci Casové derivace, F, odpovida gravitacni sile plisobici na zavazi
a F'; tahové sile, kterou na zavazi pusobi zaves kyvadla. Clen — 2m{) X 7 nazyvame
Coriolisova sila, — mf)x (Q X 7’) odstrediva sila a — Q2 x7 Eulerova sila. Vzhledem
k tomu, ze ihlova rychlost rotace Zemé je s velkou presnosti konstantni (jeji smér
i velikost), posledni ¢len je nulovy.
Vektor 7 muzeme rozlozit na soucet dvou vektoriu R+ 7, kde vektor R spojuje

stted Zemé S s bodem zavésu kyvadla a vektor i~ odpovida tyci kyvadla o délce
|71 = I. Po dosazeni do rovnice ({4.1)) dostdvame vztah

m§+m%’: F;%—ﬁg—mﬁx (ﬁ X ﬁ)—mﬁx (ﬁ X F) —om{Ix—2m$ix R, (4.2)

Vzhledem k tomu, Ze vzdalenost R je konstantni, pak clen s jeji casovou de-
rivaci vypadavaji. Déle, po zavedeni tihového zrychleni § = < Pl 0 x (Q X R)
a vydeéleni celé rovnice hmotnosti m, dojdeme k nasledujlclmu ZJednodusenl

7= Eng—QQXT—QX(QXT) (4.3)

Velikost posledniho ¢lenu je tmérnd soucinu Q2 |7, zatimco velikost Coriolisova
zrychleni je tmérna soucinu Qwr, kde w = \/?ﬂ je uhlova frekvence pohybu zavazi
kyvadla. Porovname-li velikosti obou tihlovych rychlosti, pak je ztejmé, ze w > (2
(9 &~ 7,3-107° rad/s a pro kyvadlo s délkou zavésu 50 m je w ~ 0,45 rad/s).
Proto mtzeme posledni ¢len zanedbat, a ziskdme tak koneény vztah pro zrychleni

. F o .
F=—"47-Ox7 (4.4)
m

Pro zkoumani pohybu kyvadla si zavedeme soustavu kartézskych souradnic
s poc¢atkem v bodé zaveésu kyvadla, pricemz x a y lezi v roviné teéné k povrchu
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Obrézek 4.2: Soustava kartézskych souradnic v bodé zavésu kyvadla

Zemé. 7z toho x sméruje k severu, a z je kolmo smérem vzhiiru, od stiedu Zemé S
(viz obrazek [4.2)). Pojdme se podivat, jak v této soustavé vypadaji slozky vektoru
7, 7, € a vektorového soucinu €2 x 7

r=(z, y, 2),
7= (&, 9, £),
ﬁz(Qcosa, 0, Qsina),

Oxi= (—Qsina g, Qsina & — Qcosa 2, Qcosa Y),

kde o odpovida zemépisné sitce.

Predpokladejme, ze vychylky kyvadla jsou vuéi svislému sméru velmi malé
(malé kmity). Pak je vychylka ve sméru osy z oproti zbyvajicim smérim zane-
dbatelnd, stejné jako z (druhého Fadu oproti & a §). Déle tedy budeme pracovat
jen se slozkami ve sméru os = a y

(ﬁ X F) = —Qsina g,

x

(ﬁ X 77') = Qsina .

Y

P1i aproximaci malych kmit a se zohlednénim faktu, ze osa z je prakticky

rovnobézna s vektorem tihového zrychleni § (vektor § viceméné sméruje do stredu

Zemé), pro slozky tahové sily plati F; ~ (—%m, —2y, mg). Po oznaceni konstant

(Qc = Qsina, w? = g/1) a ndsledném dosazeni do rovnice (4.4)) dostdvame

i = —wr + 2900, (4.5)
j = —w’y — 2200 (4.6

Pohybové rovnice tvori soustavu dvou navzajem provazanych linearnich dife-
rencialnich rovnic druhého radu, jejichz reseni budeme hledat ve tvaru

kde a je neznaméa konstanta. Jak pozdéji uvidime, je vhodné zvolit a = —€¢.
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Po prvni derivaci dle casu t ziskavame
i = € cos (at) — a€ sin (at),
i = Esin (at) + af cos (at)
a po druhém zderivovani
i = € cos (at) — 2aé sin (at) — a€ cos (at),
i = Esin (at) 4 2a€ cos (at) — a€ sin (at).
Dosazenim do rovnice (4.5) dostaneme
£ cos (at) — 2a€ sin (at) — a?€ cos (at) — 2Qc€ sin (at) — 2aQ2c€ cos (at) + w?€ cos (at) = 0.

Pro a = —Q¢ se navzijem odectou ¢leny umérné ¢sin (at) a rovnice prejde
do tvaru

cos (—Q¢t) [f— 13 <w2 + Q%)} = 0.
Aby tato rovnice platila, musi byt
E-g(wr+02) =0
a vzhledem k tomu, ze jsme jiz diive uvazovali w > €2, dojdeme k finalni rovnici
§+w?¢ =0, (4.7)
jejiz teseni je ve tvaru
&(t) = Acos (wt + ¢o), (4.8)

kde A a g jsou integracni konstanty:.
Obdobné budeme postupovat pii dosazeni do rovnice (|4.6))

Esin (at) 4 2a€ cos (at) — a2€ sin (at) + 2Qc€ cos (at) — 2aQc€ sin (at) + w?E sin (at) = 0.
Pro a = —Q¢ zmizf ¢leny dmérné & cos (at) a rovnice prejde do tvaru
sin (—Qct) {f— 13 <w2 + ch)} = 0.
a po zanedbani w > ) opét dojdeme k rovnici
E+wiE =0,

kterou fesi rovnice (4.8)).
Timto postupem jsme dosli k feSeni rovnic (4.5) a (4.6) ve tvaru:

x = Acos (wt + @) cos (—Qct),
y = Acos (wt + pg) sin (—Qct).
Snadno nahlédneme, Ze na severni polokouli se rovina kmitu kyvadla staci
s tihlovou rychlosti Q¢ ve sméru naznaceném na obrazku [4.3] Staceni je nejvy-

raznéjsi na pélech (a = £ 7/2), na rovniku k nému nedochézi vibec (a = 0).
Na jizni polokouli se kyvadlo staci v opa¢ném sméru.
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Obrézek 4.3: Smér stoceni Foucaultova kyvadla na severni i jizni polokouli (¢ar-
kované je zakreslen ptivodni smér pohybu, plnou ¢arou je stoceni trajektorie v dii-
sledku ptisobeni Coriolisovy sily)

Pro dobu, za kterou se rovina kmitu stoci o 360 °, plati vztah

2m 2
To= Qe Qsina’ (4.9)

Pro Prahu se zemépisnou sitkou ptiblizné a = 50 °, dostavame periodu staceni
roviny priblizné Tz = 31 hodin 12 min a 38 s.

Postup zde popsany je ten, ktery se vétsinou objevuje ve vysokoskolskych kur-
zech fyziky. Obcas se vSak lze setkat také s vysvétlenim zalozeném na paralelnim
prenosu (napf. [237]). Piipadné lze nalézt Clanky, které se problematiku snazi
vysvétlit bez potieby diferencidlniho poctu (napt. [238]).
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Foucaultiv experiment s kyvadlem je velmi zndmy a vyznamny (dokonce se
casto objevuje mezi v zebticcich deseti nejvyznamnéjsich pokust v historii fyziky
[240, 241], 242]).

Diky své oblibenosti jej lze nalézt v nespoctu svétovych muzeich jako celoro¢ni
exponat [243]. Nejznamdjsi model Foucaultova kyvadla v CR nalezneme v Kvétné

CVUT v Praze na Karlové namésti, v budové MFF UK v Praze Ke Karlovu atd.
[244].

4.2 Huygensovo (cykloidalni) kyvadlo

Jak jiz bylo zminéno v kapitole [I| vénované historii a vyuziti kyvadel, prv-
nim z téch, kdo systematicky studovali pohyb kyvadla, jeho vlastnosti (zavislost
periody kmiti na odmocniné z délky zavésu atd.) a moznosti vyuziti k méreni
casu, byl pocatkem 17. stoleti Galileo Galilei. V roce 1641 dokonce sam popsal
model kyvadlovych hodin, avsak vzhledem ke svému vysokému véku jiz projekt
nedokoncil [10].

Na druhou stranu, Galilei se mylil, kdyz tvrdil, Ze pohyb kyvadla je isochronni
(perioda kmit je nezévisla na maximéalni vychylce kyvadla). Jak bylo diskutovano
v Casti vénované teoretickému odvozeni vztahti pro rovinné matematické
kyvadlo, toto plati priblizné jen pro malé amplitudy.

Byl to vsak Christiaan Huygens, kdo v roce 1656 sestrojil prvni kyvadlové
hodiny [I4]. Konstrukei nasledujicich modelt pak zalozil na myslence, ze tzv. tau-
tochronou neni kruznice (jak se domnival Galilei), nybrz cykloida. Tautochrona
(resp. isochrona) je kiivka, na které se po ni pohybujici hmotné body, na néz

vV

svv s

presné urcit, u jakého modelu kyvadlovych hodin tuto myslenku vyuzil poprvé
[245].

Vzhledem k tomu, ze kfivka zvana cykloida ma nékolik velmi zajimavych
vlastnosti, z nichz nékteré inspirovaly Huygense k sestrojeni modelu cykloidalniho
kyvadla, pojdme se na ni podivat podrobnéji.

Cykloida je definovana jako stopa pevného bodu na obvodu generujici kruz-
nice, kterd se bez podkluzovani odvaluje po pfimce (obrazek [246].

Obrazek 4.5: Nacrtek cykloidy
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V kartézskych soutadnicich ji lze popsat parametrickymi rovnicemi

T =7rp—rsiny,
4 4 (4.10)
Y =17 —1Cosp,

kde r znaci polomér odvalujici se kruznice a ¢ thel pootoceni kruznice.
Mezi zajimavé vlastnosti cykloidy patii [246] 247]:
i) Cykloida je periodickd ktivka s periodou opakovani 27r.

ii) Obsah plochy ohranic¢ené obloukem cykloidy a osou x se rovna trojndsobku
obsahu plochy generujictho kruhu S = 37r2.

iii) Délka jednoho oblouku cykloidy je rovna osmindsobku poloméru generujici
kruznice s = 8r.

iv) Evoluta cykloidy je cykloida posunuté o —7r ve sméru osy x a o —2r ve smeéru
osy y. (Evoluta dané kfivky je mnozina vsSech jejich stredu kfivosti.)

v) Evolventa cykloidy je cykloida posunutd o 77 ve sméru osy x a o 2r ve sméru
osy y. (Evolventa je trajektorie pevné zvoleného bodu na primce, kterd se
odvaluje po dané kiivce.)

vi) Cykloida je tzv. tautochronou.

vii) Cykloida je tzv. brachistochronou (,kiivkou nejrychlejsiho spadu®). Jednd
se o krivku, po niz se hmotny bod vlivem ptsobeni jen tihové sily dostane
z bodu A do bodu B za nejkratsi ¢as (predpokladame, ze body A a B jsou
pevné dany a bod A je vyse nez bod B, zaroven neuvazujeme tfeni ani zadné
dalsi odporové sily). Stejné jako v pripadé tautochrony, i tentokrat je vsak
cykloida prevracena smérem doli a navic ,zac¢ina* pravée v bodé A.

Z hlediska rozboru pohybu kyvadla (a Huygensova modelu) jsou pro nas nejdu-
vSak byl velmi vyznamny i problém brachistochrony (blize viz napt. [248] 08]).

P1i dikazu bodu a[v|) vyuziji vzajemny vztah mezi evolutou a evolventou
rikajici, ze je-li kfivka [ evolventou krivky k, pak kfivka k je evolutou ktivky .
Navic, teény evolventy jsou kolmé na odpovidajici evolutu. Diky tomu je nutné
dokézat pouze fakt, Ze evolutou cykloidy je cykloida [249].

Necht je ddna kiivka popsand parametrickymi rovnicemi z = z(t) a y = y(t),
kde t € R znadi redlny parametr. Pak pro soutadnice jeji evoluty X = X(t)
aY =Y(t) plati [249] 250]:

o YO @Oy 0)?)

X(t) = (t) I’(t) . y’/(t) — l‘”(t) y/(t)7
W)@ Y1)

Y(t) = y(t) x’(t) . y//(t) — :L‘”(lf) : @//(t)’

kde ¢arky znaci derivace dle parametru t. Po dosazeni v nasem konkretnim pii-
padé cykloidy popsané rovnicemi (4.10)) dostaneme

(rsin @) [(r — rcos @)® + r2sin? ¢

[
r—rcosy) (rcosp) — (rsing) (rsing)’

)
(

X(so)=(w—sinso)—(

[(r — 7 cos @)® + r2sin? ]
rcosp) — (rsiny) (rsinp)

(r —rcosyp

Y(p) = (r—rcosp) — (r —rcosg)
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a naslednymi tpravami dojdeme ke tvaru

X(p) =rp+rsinp,
Y(p)=—r+rcosp,

ktery lze jesté upravit na

X(p) = [r(p —m) —rsin(p —m)] + 7,

Y(p) =[r—rcos(p—m)] —2r, (4.11)

odkud je vidét, ze se jedna o stejnou cykloidu jako je ta ptivodni popsand rovni-
cemi (4.10)), jen je posunutd o —7r ve sméru osy z a 0 —2r ve Sméru osy y.

Jesté zbyva dokazat, ze cykloida je tautochronou. Priznavam, ze se zde ne-
budu zabyvat otdzkou, zda je cykloida jedinou moznou tautochronou, misto toho
predvedu klasicky diikaz, ze cykloida tuto vlastnost isochronnosti opravdu ma.
Podobny postup je pouZit napt. v [98, 249, 251, 247]. Dalsi moZnosti, jak tuto
vlastnost dokazat, ¢i odvodit jsou prezentované napr. v [245, 252] (obzvlasté
pékné je feSeni s vyuzitim lagrangidnu jednoduchého harmonického oscilatoru).

Pripadné zdjemce Fesici otdzku jednozna¢nosti odkazuji na clanky [253] 254],
kde je ukazano, ze cykloida opravdu jedinym fesenim neni. Na druhou stranu, dle
[245], 252] se jedna o jediné FeSeni v piipadé harmonického pohybu.

A= (2(¢0), y(90))
ds

Y

Obrazek 4.6: Nacrtek cykloidy, po které se pohybuje hmotny bod z bodu A do B

Uvazujme kartézskou soustavu soutadnic se smérem osy y doli a hmotny
bod o hmotnosti m pohybujici se po cykloidé prevracené smérem doli popsané
rovnicemi s parametrem ¢ (obrazek . Jedina sila pusobici na hmotny
bod je konstantni tihova sila Fo = mg (g znadi tihové zrychleni). Treni i jakékoliv
dalsi odporové sily zanedbavame.

V nésledujicich vypoctech vyjdeme ze zakona zachovani mechanické energie,
ktery tvrdi, Ze celkova mechanicka energie E (resp. soucet potencidlni energie £,
a kinetické energie E}) je konstantni. Pohybuje-li se tedy hmotny bod z pocatec-
ntho bodu A = (z(¢o),y(¥o)) z klidu (s nulovou pocateéni rychlosti) do libovol-
ného bodu B = (z(¢), y(¢)), pro jeho rychlost v v tomto bodé plati

EPA + EkA = EPB + EkB?

1
—mgyo + 0 = —mgy + imvg,

v =/20(5(¢)) — y(20));
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Na malém (infiniteziméalnim) kousku cesty muzeme tuto rychlost povazovat
za konstantni a vyuzit vztah

kde ds je délka uvazovaného infinitezimalniho kousku cesty a dt je odpovidajici
cas potrebny k jeho prekonani. Pro délku tohoto tseku cesty ds plati

ds—\/x ©)? do,

a pro odpovidajici cas

x’ 2d
wo Y ¢

v \/29 <P0))

Celkovy cas pohybu T' z bodu A do bodu B pak ziskdme integraci

®

_ 2'(p)? + ' (p)?
Tan = ng@(@) ~y(eo)) ¢

¥o

(4.12)

Vzhledem k tomu, Ze se nami zkoumany hmotny bod pohybuje po cykloidé
popsané rovnicemi ([£.10]), mizeme jeho polohu popsat pomoci parametru ¢. Po-
¢atecnimu bodu A se souradnicemi (rpg—1 sin @g, 7—1 cos ¢y ), odpovida parametr
o > 0. Také vime, Ze nas zajima ¢as prichodu nejnizsim bodem krivky, ktery ma
soutadnice B = (7r, 2r), jemuz odpovida hodnota parametru ¢ = 7. Dosazenim
do integralu a naslednymi tpravami ziskame

™

r2(1 — cos )2 + r2sin?  l—cosp
Tap = de ,
2g(r — rcosp — r 4 rcos pg) COS g — COS P

¥o

s vyuZitim goniometrickych vztahti pro polovicni thly 2sin? (¢/2) = 1 — cos
a 2cos? (p/2) = 1 + cos ¢ dostaneme

Ty — sin (p/2) dy .
! \/>/ \/COS2 (p0/2) — cos? (¢/2) v

nésledné po zavedeni substituce u = cos (¢/2), —2du = sin (¢/2) a a = cos (¢o/2)
dojdeme k tvaru

0 0
T -2 2 Ir 1
Tig=,— — du = ——, /- — d
" ﬁ/ Vo= “\/;/ Y- :

a po konecném zintegrovani obdrzime finalni vysledek

0
Tap = —2\/> [arcsm (u)] =/l (4.13)
g a/la g
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Snadno nahlédneme, ze vysledny vztah (4.13]) nezavisi na parametru ¢g. Ji-
na jeho pocatecni poloze. Cykloida je tautochronou.

Vzhledem k tomu, ze ziskany vztah odpovidda dobé jedné ctvrtiny periody
kmitt (pohyb hmotného bodu z pocéatecéni polohy do nejnizsi polohy), pro délku
periody kmith cykloidalniho kyvadla T tedy plati

T = 47r\/;. (4.14)

Zde by bylo dobré podotknout, ze ve vrcholu cykloidy (kdy ¢ = 7, v pripadé
Z toho je vidét, ze cykloidalni kyvadlo je takové, které se ve vrcholu ,primyka*“
k trajektorii matematického kyvadla (jinymi slovy oskulacni kruznice dané cyk-
loidy splyva s trajektorii matematického kyvadla). Dosadime-li pak za délku ma-
tematického kyvadla | = r/4, ziskdme stejnou periodu kmiti.

Jak jiz bylo zminéno, Huygenstv model kyvadlovych hodin je zaloZen na po-
hybu zavazi po cykloidé tak, aby byl jeho pohyb isochronni. Vzhledem k tomu,
ze evolventou cykloidy je rovnéz cykloida, umistil Huygens vedle zavésu kyvadla
zardzky ve tvaru cykloidy za tcelem korigovani trajektorie zavazi kyvadla (viz

obrazek .

Obrézek 4.7: Nacrtek Huygensova modelu kyvadlovych hodin uvedeny v Horolo-
gium Oscillatorium [13]
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Rozborem pohybu tlumeného pohybu kyvadla (tfeni a dalsi odporové sily) se
zabyvé Clanek [255], kde je ukdzano, Ze i v pfipadé tlumeného pohybu je cykloida
stéle tautochronou.

Nutno vsak poznamenat, ze cykloidalni kyvadlo je isochronni pouze v pripadé
matematického kyvadla. I sam Huygens k tomuto problému dosel, kdyz studo-
val pohyb redlnych kyvadel (vétsich zavazi na provazku nebo fyzickych kyvadel
s pevnymi ty¢emi a pruznym kloubem u zévésu). Béhem svého vyzkumu dosel
k dvéma dilezitym poznamkam [245].

Za prvé, neexistuje zadna jednoducha konstrukce s pruznym zavésem ptizpt-

Vv

Vvev

pohyb neni isochronni.

I proto sam Huygens navrhl jako feseni vSech problémi svého modelu kyva-
dlovych hodin prosté omezeni maximalni vychylky na hodnotu okolo 5 °, protoze
malé kruznicové oblouky se od téch cykloidalnich pfili§ nelisi [17].

Studiem a hledani isochronniho kyvadla se vSak zabyvali i dalsi védci a vyna-
lezci. Napriklad Benjamin Gompertz v roce 1818 ukazal, ze cykloidalni kyvadlo
v realném provedeni opravdu isochronni neni a ze neni mozné jej zkonstruovat
pomoci nijak tvarovanych zardzek u zavésu [245].

4.3 Machovo kyvadlo

Podivame-li se na vztah pro periodu matematického kyvadla (T = 2my/l/g,
viz cast , jak jiz bylo diskutovano, pro malé vychylky tato doba zavisi pouze
na dvou ménitelnych parametrech, na délce kyvadla [ a velikosti tithového zrych-
leni g. Jinymi slovy, pokud uchovame délku konstantni, pak plati, ze s mensim
tihovym zrychlenim se doba kyvu prodluzuje (napt. na Mésici bude mit stejné
kyvadlo delsi periodu nez na Zemi).

Obrazek 4.8: Model Machova kyvadla

Velikost tihového zrychleni ve tiidé béhem vyucovaci hodiny nejspis jen tak
nezménime, ale jisty zptsob, jak docilit podobnych vysledki, pteci jen existuje.
S touto myslenkou souvisi pokus s Machovym kyvadlem pojmenovaném po rakous-
kém fyzikovi Ernstu Machovi [257, 258] (anebo, jak se ¢astéji objevuje predevsim
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v anglicky psané literatute, tzv. variable g-pendulum [259]). Pro pohyb kyvadla
je totiz dulezity prumét tihové sily (tithového zrychleni) do sméru pohybu (roviny
kmiténi).

Machovo kyvadlo byva casto sestrojeno z drevéné nebo kovové konstrukce
a nékolika drata (obrazek , na kterych je pripevnéno zavazi, které se kyve
kolmo k pevné ose. Tuto osu kyvadla lze naklanét o thel a vii¢i vodorovnému
sméru (obrazek [4.9), pficemz 0 ° < a < 90 °.
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Obrazek 4.9: Sklon osy «, okolo které kmita kyvadlo (kyvadlo kmitd v roviné
kolmé k ose - ,dopfedu - dozadu*)

Kdyz rozlozime tihovou silu Fgo = mg pusobici na kyvadlo (kde m znadi
hmotnost zavazi kyvadla a ¢ tihové zrychleni), slozka ve sméru osy méa velikost
Fg, = mgsin «a a slozka ve sméru kolmém k ose (tedy lezici v roviné pohybu) ma
velikost Fiz, = mgcos a. Snadno nahlédneme, Ze prvni zminovand slozka nijak
neprispiva k pohybu okolo osy, a tedy ji nemusime viibec uvazovat.

Je pravda, ze v tomto pripadé se uz nejednd o model matematického kyvadla,
ale fyzického. Vztah pro periodu fyzického kyvadla je (viz Cast

T =27 L,
\ mgl

kde J zna¢i moment setrvacnosti kyvadla viuci ose otaceni a [ kolmou vzdalenost
hmotného stredu od osy otaceni.

Zamérime-li se na pomér period, projevuje se zde pouze zména velikosti prii-
meétu tihového zrychleni do roviny kmitani. Ostatni parametry zlistavaji neménné.
Pro pomér period pak plati vztah [257]

2

;:ZQ = cos a, (4.15)

kde Ty znac¢i periodu kyvadla se sklonem osy @ = 0 © a T, je perioda kyvadla
s libovolnym sklonem osy a.
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Pro a = 90 ° se model prestava chovat jako kyvadlo. Presnéji feceno, pokud
bude pocateéni tthlova rychlost kyvadla nulova, pak je jakakoliv jeho pocatecni
vychylka rovnovaznou polohou volnou, a kyvadlo tedy nebude kmitat. Je-li po-
catec¢ni thlova rychlost nenulova, pak kyvadlo bude pokracovat v rovnomérném
pohybu po kruznici s touto rychlosti. Samoztejmé bychom zde mohli diskutovat
vlivy prostredi a tfeni, ale z didaktického hlediska si myslim, ze idealni pripad
bez vnéjsich vlivi je plné dostacujici.

Vy$e uvedené iivahy by mohly slouzit k odivodnéni vysledného vztahu (4.15))
na stredni skole (napfiklad v rdmci vybérového seminéte). Pojdme se vsak na ce-
lou situaci podivat jesté jednou a dojit ke stejnému vztahu s vyuzitim Lagrange-
ovych rovnic 2. druhu pro fyzické kyvadlo s obecnym sklonem osy otaceni a.

Jako zobecnénou soutadnici zvolime tthlovou vychylku ¢ (analogicky s klasic-
kym fyzickym kyvadlem, jen je rovina kmitt sklonéna o thel o vii¢i vodorovné
roviné) a zobecnénou rychlost ozna¢ime ¢. Pro kinetickou energii Fj, plati

L.
a pro potencidlni energii F,
E, = —mgl cos o cos ¢,

kde ¢len [ cos a cos ¢ vznikl kolmym priamétem délky [ do svislého sméru (hlova
vychylka ¢ a sklon osy otdceni «). Po nésledném dosazeni do lagrangidnu L
ziskavame rovnici

1
L=E,—E,= §ng2 + mgl cos o cos . (4.16)

Déle budeme potiebovat prvni derivace lagrangianu L dle zobecnéné sourad-
nice ¢ a zobecnéné rychlosti ¢

oL d /1

= J'2>:J'

9o dg (2 7 &

8—L —i(m [ cos acos p) = —mgl cos asin

po jejichz dosazeni do Lagrangeovy rovnice 2. druhu
4oy or_
dt \ 9¢ op
dojdeme k rovnici
Jo + mgl cos asinp = 0.

Po vydéleni momentem setrvac¢nosti J a oznac¢eni w = /mgl cos o/ J obdrzime
finalni pohybovou rovnici kyvadla s libovolnym sklonem osy «

4+ w?sing =0, (4.17)

coz lze pro malé vychylky s vyuzitim aproximace sin ¢ = ¢ prepsat jako
. 2
o+ wp=0.
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Odtud vidime, Ze pro periodu fyzického kyvadla T, s obecnym sklonem osy «

plati vztah
2 J
L B
w mgl cos «

a pro pomeér druhych mocnin period nasledné dostavame vyraz

T2 2#%
T—OZ = ﬁ = cosa, (4.18)
« mgl cos a

ktery se shoduje s vyse uvedenym a diskutovanym vztahem (4.15)).

4.4 Maxwellovo kyvadlo

Dalsim prikladem télesa konajicitho kmitavy pohyb je tzv. Mazwellovo ky-
vadlo [260, 261] (resp. Mazwellovo kolo, jak se Casto objevuje v cizojazycné li-
terature [262]) pojmenované po vyznamném skotském fyzikovi Jamesi Clerkovi
Maxwellovi. Toto kyvadlo slouzi predevsim k demonstraci zakona zachovani me-
chanické energie, tedy preménu potencialni energie v kinetickou. Dale je idealni
pomtickou ke zkoumani momentu setrvacnosti rotujicich téles, kmitavého pohybu
téles a odporovych sil ptisobici na téleso. Vyuziti tohoto kyvadla v realném zivoteé
lze nalézt i u détskych hracek jako je jojo ¢i diabolo.

+ho
h +hy

1h.

h

Obrazek 4.10: Nacrtek Maxwellova kyvadla (pohled z boku)

Kyvadlo obecné tvori kotouc¢ na hiideli s velkym momentem setrvacnosti za-
véseny na dvou tenkych vldknech o zanedbatelné hmotnosti (viz obrazek |4.10)).

Vviev
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disku) pohybuje v tihovém poli smérem doli. Jeho potencidlni energie se zmen-
suje a jeho kinetickd energie naopak roste. Pti rozboru je pak dilezité uvédomit
si, ze kinetickd energie ma v tomto pripadé dvé slozky, translac¢ni a rotacni.
nahoru. Tentokrat uz vsak nevystoupi do stejné vysky, ze které byl vypustén
(postupné vystoupd do ¢im dél tim nizsich poloh vysek hq, hs, ..., h,). Toto je ddno
pusobenim ruznych odporovych sil na disk béhem jeho pohybu (odpor vzduchu,
treni mezi zavésnymi vldkny a hiideli, ohyb vldkna, ...), na jejichz prekonéni je
potfeba vykonat uréitou praci na tikor mechanické energie soustavy. Cast energie
se také ,presune* do kmitavého pohybu kyvadla do ostatnich smért nez je smér
pohybu. Jakmile kotou¢ dosdhne polohy, v niz bude jeho velikost rychlosti nulova,
zacne opét klesat a cely déj se bude opakovat.

Pojdme se blize podivat na premény mechanické energie béhem pohybu ky-
vadla a odvodit pomoci Lagrangeovych rovnic 2. druhu, co plati pro zrychleni
odporovych sil a dalsich ztrat energie béhem pohybu. Rovnéz budeme uvazovat
pohyb osy Maxwellova kyvadla jen smérem svisle dolti, bez kyvani do ostatnich
smerl.

Uvazujme disk o poloméru R, hmotnosti m a momentu setrvacnosti J na hii-
deli o poloméru r v homogennim tihovém poli se zrychlenim g. Jako zobecnénou

Vviev

soutradnici zvolme okamzitou vysku jeho tézisté h (viz obrézek |4.10)) a zobecnénou

rychlost oznacime £ (: % = v). Pro potencialni energii kyvadla E, plati

E, = —mgh.

Pro jeho kinetickou energii Fj, kterd je dana souctem kinetické energie po-
suvného Elryans) @ rota¢niho pohybu Ekirory s dostavame

1 .2 1

Ek = Ek(t'rans) + Ek(Tot) = imh + 5{](«(} ?

kde w znaci thlovou rychlost. S vyuzitim vztahu mezi ithlovou a obvodovou rych-
losti (na obvodu hfidele, odkud se odmotéva, resp. kde se namotava, zavésné
vldkno), kterd je stejné veliké jako rychlost posuvného pohybu (A = wr), do-
jdeme k tvaru

1.
Ek:h2(m+‘]).

2 r2

Dosazenim do lagrangianu poté ziskame rovnici

1.
L=E,—E,= 5}12 (m + i) + mgh. (4.19)

Néasledné budeme potiebovat prvni derivace lagrangianu dle zobecnéné sou-
radnice h a zobecnéné rychlosti A

aL—h(m—l—J>
oh r2)’

o _
ah _mg7
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po jejichz dosazeni do Lagrangeovy rovnice 2. druhu
dfoLy oL
dt \oh) on 7

[t (m+3)

—_ m —

dt r?
a zlavazujicich upravach dojdeme ke vztahu pro velikost zrychleni tézisté kyvadla
(== g

dt?

—mg =20

. J
h<m+2>—mg:0,
r
_ 9
1+ L

mr?

(4.20)

vV

nezavisi ani na Case t ani na aktudlni poloze (pfesnéji fe¢eno na soutradnici h).
Jedna se tedy o rovnomeérné zrychleny pohyb (v nasem idealizovaném piipadé bez
odporovych sil atd.). Experimentalni ovéreni tohoto faktu je mozno vyéist napft.
z naméfenych dat a odpovidajicich grafi uvedenych v [262].

Oznacime-li hg pocatecni polohu, h, nejnizsi polohu a rozdil téchto vysek
s = |hg — h,|, pak dosazenim do vztahu pro drdhu rovnomérné zrychleného
pohybu s

s = —at?
2

a naslednymi jednoduchymi algebraickymi tpravami ziskdme vztah pro odpovi-
dajici dobu pohybu ¢

mr?2

g
Zavedme znaceni T; pro dobu mezi dvéma prichody kyvadla nejnizsi polohou
h., h; pro vysku maximalni polohy mezi odpovidajicimi dvéma priichody a s;
pro prislusnou drahu (s; = |h; — h,|). Pak pro dobu T; (,periodu® Maxwellova

kyvadla) plati
25; (14 =L
T, = QJ M (4.22)

g
Ve specidlnim pripadé, kdy by kyvadlo tvoril homogenni disk o poloméru R
s momentem setrvac¢nosti J = %mRQ, bychom mohli vysledny tvar upravit na

25 (1+ J)‘

t= (4.21)

s; (2r2 + R?)

;=2
gr’

. (4.23)

Odvozeni vztahu pro zrychleni Maxwellova kyvadla a s vyuzitim zdkona za-
chovéani mechanické energie a analogie s volnym padem (rovnomérné zrychleny
pohyb) 1ze nalézt napt. v [262] 263]. V diskutovaném odvozeni se obejdeme bez
derivaci, a tak je mozné jej pouzit i na stiedni skole (napf. ve vybérovych semi-
narich). Ve stejnych pracich je prezentovano i odvozeni vztahu pro zrychleni a
s vyuzitim 2. Newtonova zékona (a tedy i se zapocCtenim tahové sily zévésnych
vléken).

Pohyb Maxwellova kyvadla bez zanedbani odporovych sil prostredi je pak
diskutovan napt. v [261], 264].
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5. Jednoduché pokusy a meéreni
s modely vybranych kyvadel

V nasledujici kapitole je prezentovano a popsano nékolik pomérné jednodu-
chych redlnych modelu vybranych kyvadel (stejnych jako v predchozi kapitole [4)),
které byly vyrobeny z béZné dostupnych (a nepfilis drahych) materialu tak, aby se
jimi mohli inspirovat priamérné zruéni vyucujici ¢i studenti (napt. ve vybérovych
semindarich) a v pripadé zajmu si je mohli sami postavit.

S modely byly provedeny rtzné experimenty, at uz slouzici ke kvalitativni
demonstraci popsanych jevu ¢i k alespon pribliznému kvantitativnimu ovérovani
diskutovanych zavislosti. Veskeré pokusy a jejich vysledky jsou v této kapitole
podrobné popsény. Videozaznamy k pokusiim 1ze nalézt na prilozeném DVD.

5.1 Foucaultovo kyvadlo

Za tcelem zkoumani pohybu Foucaultova kyvadla diskutovaného v ¢ésti
byl sestrojen model kyvadla (obrézek, ktery je inspirovan modelem s kamerou
pro pozorovani stac¢eni roviny kmit, ktery se nachéazi ve sbirce pokusii pripravny
demonstracnich experimentit KVOF MFF UK [168]. Nutno poznamenat, ze model
neslouzi k demonstraci otaceni Zemé, ale ke kvalitativni ukazce staceni roviny
kmiti pri rotaci vyrazné rychlejsi.

Obrazek 5.1: Model Foucaultova kyvadla

Model se sklada z ¢tvercové desky a nosné konstrukce pro kyvadlo a mobilni
telefon (resp. fotoaparat ¢i kameru). Deska je z preklizky a délka jeji strany je
70 cm. Cim vétst a t&731, tim lepsi, je potieba ziskat co nejvetsi moment setrvad-
nosti. Na druhou stranu je nutné pocitat s tim, ze model bude nutné cas od ¢asu
presouvat a nékde skladovat.
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Pod hlavni deskou je ptipevnéné lozisko (podobné jako byva v oto¢nych stol-
prkno slouzici jako podstavec. Na horni strané hlavni desky je doprostied prile-
peny obrazek ruzice pro lepsi pozorovani staceni roviny.

Nosné konstrukce se skldada ze dvou svislych obdélnikovych prken o délce
50 cm, ktera jsou pomoci thelniki prisroubovana k hlavni desce. Tato prkna jsou
nahote pomoci tthelnikii spojena dvéma dalsimi vodorovnymi listami také o délce
50 cm.

Tyto listy jsou shora potazeny protiskluzovou paskou. Diky tomu na né lze
polozit telefonni mobil a natacet experimenty shora. Paska velmi dobre zabranuje
posouvani mobilu pii otaceni desky. V pripadé problémt ¢i nediveéry lze mobil
pripevnit k listam naptiklad pomoci kobercové pasky.

Ve vysce cca 35 cm nad deskou je upevnéna médéna tycka, na kterou lze
zavesit zavazi kyvadla (v mém pripadé se jedna o olovnicku o hmotnosti 150 g).

S modelem byly provedeny jednoduché pokusy, vSe bylo zaznamenano pomoci
mobilniho telefonu (s kamerou s rozliSenim 1 920 x 1 080 px a frekvenci 30 snimk
za sekundu) a videonahravky lze nalézt na prilozeném DVD.

V prvnim pripadé jsem natacela kyvadlo z boku, z vnéjsku. Rozkyvala jsem
kyvadlo a nasledné roztocila desku. Kyvadlo se chovalo presné podle oc¢ekavani,
tedy kyvalo se priblizné stéle ve stejné roviné. Tento pokus je zaznamenan na dvou
videich a v obou pripadech vysel podobné.

Zde bych rada zminila jeden z nejvétsich problémt, na ktery jsem narazila.
Je velmi tézké vypustit kyvadlo tak, aby se pohybovalo pouze v roviné, tedy
abych mu neudélila rychlost v zadném jiném sméru. V idedlnim ptipadé by bylo
nutné nechat kyvadlo ustélit a nasledné jej co nejopatrnéji vypustit (napr. pomoci
prepéleni nité, kterd jej v poc¢ateéni poloze drzi). Na vSech videich je vidét, ze se
rovina kyvu lehce staci jako by se stdcela u kénického kyvadla (viz Cast .
Vzhledem k rychlosti otaceni desky je vSak toto staceni zanedbatelné a je stejné
i pri otaceni desky v opacném smeéru.

Obréazek 5.2: Pohyb kyvadla shora

Dalsi videa jsem natacela mobilnim telefonem, ktery byl polozen na hornich
vodorovnych listach. Snazila jsem se kameru umistit primo na stfed a zaostrit
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tak, aby byl pohyb kyvadla, co nejlépe vidét. Kyvadlo jsem rozkyvala a nasledné
roztocila desku. Tento pokus jsem zaznamenala tiikrat pro otaceni desky po sméru
hodinovych ruéicek (tfi rizné drovné priblizeni) a tiikrat pri otaceni proti sméru
hodinovych rucicek (viz obrazek).

Na videich je pomérné dobte vidét, jak se pohyb kyvadla zméni pii otaceni
desky. Srovnani muzeme provést se zacatkem, nez se deska roztoc¢i, a na konci
poté, co se deska zastavi. Pohyb kyvadla pripomina ruzici, ktera je nalepena
na desce pod nim, pripadné néjaky kvét s tenkymi okvétnimi listky. Vcelku si
myslim, Ze tento model slouzi velmi dobfe ke kvalitativni prezentaci jevu.

Co se tyce délky doby experimentu, deska se bez vnéjsitho buzeni otaci pri-
blizné pilminutu. Moment setrvac¢nosti desky vsak 1ze zvysit napriklad umisténim
zavazi na obvod desky. Na druhou stranu si myslim, Ze i ptilminuta je dostatecné
dlouh& doba k registraci a pozorovani déje.

Vyhodou tohoto modelu je, Ze lze sledovat pohyb kyvadla z vnéjsku, ale
i z horni opérné konstrukce. Pokusy muzeme natacet a nasledné studentiim pre-
hrévat. Dalsi moZnosti je obraz rovnou prendSet na pocita¢ (resp. na platno po-
moci projektoru). Vétsina soucasnych smartphont by tuto schopnost méla mit,
bud primo (pfi kombinaci Android OS na mobilu a Windows 10 na pocitaci [265])
nebo lze jisté nalézt néjaké aplikace tfeti strany (napt. [266, 267, 268])

Dalsi moZnosti

Vzhledem k oblibenosti tohoto experimentu muzeme na internetu nalézt ne-
spocet ¢lanki zabyvajici se touto tématikou stejné jako zpiisobem, jak jej demon-
strovat zakiim. Uvedu zde nékolik prikladi, které mé zaujaly.

Jednou moznosti je postavit kyvadlo v ucebné (s délkou zavésu okolo 2 m).
Problémem pak vsak bude predevsim jeho ¢asova narocnost (v nasi zemépisné
poloze se rovina kmiti za 1 hodinu stoc¢i pfiblizné o 11 °). Zajimavé je jisté
vyuziti laseru k urceni stoceni roviny kmitu jako je popsano v [269].

U mensich modelii miize byt velkym problémem tfeni v zavésu a odpor vzdu-
chu, proto je nutné pohyb kyvadla budit pomoci elektromagnetu. Zajemci mohou
nalézt inspiraci v [270]. Podobné buzeni kyvadla je pouzito i v dalsim ¢lanku
[271], zde se vSak k zaznamenani pohybu kyvadla vyuziva jiskrovych vyboji mezi
kyvadlem a deskou pod nim. Diky tomu mizeme mezi tyto ¢asti vlozit naptiklad
papir a nasledné pohyb kyvadla déle kvalitativné zkoumat.

Jiskrovych vyboji vyuziva i pokus popsany v [272]. V tomto piipadé vsak
kyvadlo neni buzené, ale pohybuje se nad oto¢nou deskou, kterou pohéani elektro-
motor. Dale pokus a zkoumani déje probiha obdobné. V ¢lanku lze nalézt inspiraci
na vyuziti zdznamu pohybu pomoci vyboji pti jinych experimentech s kyvadlem.

Nejjednodussi ze zde diskutovanych experimentt je popsan v [238]. Autor
vyuziva jednoduché kyvadlo z provazku a zavazi, pricemz provazek je provléknut
dirkou ve dné plechovky a zakoncen uzlikem tak, aby se z plechovky neuvolnil.
Kyvadlo rozkyvame a nasledné plechovku v rukou otacime. Otaceni plechovky
v rdmci okolnosti neovliviiuje pohyb kyvadla.

75



5.2 Huygensovo (cykloidalni) kyvadlo

Pro 1cely porovnani periody cykloiddlniho kyvadla (se zardzkami ve tvaru
cykloidy) a klasického kyvadla (bez zardzek) byl sestrojen model zobrazeny na ob-
razku ktery byl inspirovdn videem [273].

Obrézek 5.3: Model cykloidalniho kyvadla se zarazkami ve tvaru cykloidy

Model tvori dievéna deska o vysce 45 cm a délce 40 cm upevnénd mezi dvéma
opérnymi stojany z dfevénych hranolii. V horni ¢asti desky jsou k ni prisrou-
bované dvé zarazky ve tvaru cykloidy vytisknuté na 3D tiskarné ve spolupraci
Mgr. Matéjem Rystonem z KDF MFF UK. Presné nad hranici mezi zarazkami je
umistén dlouhy hiebik, na ktery je mozné zavésovat provazky se zavazimi (v mém
pripadé maticky a olovnicky).

Vyuziti 3D tiskarny k vyrobé zarazek bylo zvoleno z nékolika divodii. Za prvé,
v posledni dobé se 3D tiskarny stavaji velmi popularni a seznamuje se s nimi ¢im
dél tim vice vyucujicich i zdku (paleta moznosti, jak 3D tiskdrny ve skoldch vyuzit
je totiz pomérné pestrd) [274] 275].

Za druhé, prace s nimi sice vyzaduje zkusenosti se specifickymi programy -
softwarem pro tvorbu 3D modeli (v mém piipadé Autodesk Fusion 360 [276],
ktery je volné dostupny pro studijni i dalsi nekomeréni tcely) a softwarem pri-
pravujici modely pro tisk (v mém ptipadé PrusaSlicer [277], také volné dostupny),
na druhou stranu, z vlastni zkusenosti vim, ze prace s nimi neni vylozené obtizna
a vyucujici, ktery je zbéhlejsi v praci na pocitaci by se s témito programy mohl
naucit celkem rychle. Navic je mozné cerpat inspiraci z internetovych databézi
3D modelt (napf. [278]), kde se nachdzi i mnoho modeli vhodnych k zafazeni
do vyuky (nejen) matematiky a fyziky.

Posledni davod souvisi s obtiznosti vyroby zarazky ve tvaru cykloidy rucné.
Minimalné v mém piipadé si myslim, Ze bylo mnohem jednodussi zarazky vytisk-
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nout na 3D tiskarné nez je vyfezavat ze dreva ¢i je vyrabét ohybanim néjakého
kovu.

Nevyhodou modelu vsak muze byt jeho vrstevnatd struktura (jinymi slovy
feceno vytisknuty model neni opravdu hladky, avsak je mozné jej rucné vyhladit
pomoci pilniku nebo brusného papiru, ptipadné pomoci acetonovych par [279]).
Dalsi nevyhodou je horni mez velikosti modelu, ktery je mozné nechat na tiskarné
vytisknout (pro bézné 3D tiskdrny je velikost vytisknutelnych modelti omezena
priblizné na 20 x 20 x 20 cm [280]).

S modelem byly provadény dva druhy jednoduchych pokusi, které byly za-
znamenany a videonahravky je mozné nalézt na prilozeném DVD. V obou pripa-
dech byl k zaznamu pouzit fotoaparat s rozlisenim 1 920 x 1 080 px a frekvenci
30 snimki za sekundu a také fotoaparat s rozliSenim 480 x 360 px a frekvenci
210 snimku za sekundu (resp. videa jsou 7x zpomalend, takze to opét vychazi
na 30 snimki za sekundu). V obou pfipadech byl pokus proveden se zavazimi
v podobé maticek i olovnicek.

Prvni typ pokusu spocival v soucasném vypusténi dvou stejnych kyvadel
(stejnd délka a druh zavazi) s rizné velkymi pocatecnimi vychylkami. Nejprve
byl sledovan pohyb kyvadel s omezujicimi zardzkami (celkem 4 videa, 2 druhy
zéavazi a 2 ruzné kamery). Nasledné byl obdobny pokus proveden bez zarazek
omezujicich pohyb kyvadla (rovnéz celkem 4 videa).

V ptipadé pohybu paru kyvadel s cykloidalnimi zardzkami je pomérné dobre
vidét (i pri zpomaleni), Ze jejich pohyb je viceméné synchronni (nejvétsi odchylka
je zpusobena nesynchronizovanym vypusténi kyvadel). Na druhou stranu ptizné-
vam, ze v nékterych pripadech se stalo, ze kyvadlo s vétsi amplitudou zacalo
predchéazet kyvadlo s mensi amplitudou, coz muze pravdépodobné souviset s roz-
dilnymi délkami zdvésu (okomentovéno nize).

V pripadé paru kyvadel neomezenych zarazkami (tedy ,klasickych® mate-
matickych kyvadel) se jejich pohyb zda také synchronni, avsak pfi zpomaleném
zabéru (nebo dokonce studiu pohybu kyvadel po snimkéach) je vidét, ze fazovy
rozdil mezi kyvadly se zvétsuje (pricemz vzdy predchazi kyvadlo s mensi ampli-
tudou kyvadlo s vétsi amplitudou, ackoliv délky zavésu jsou stejné jako v pripadé
pohybu se zardzkami), coz svédéi o rozdilné periodé/frekvenci kyvadel.

Jak jiz bylo Tec¢eno, nejvétsi chyba byla zpiisobend nesynchronizovanym vy-
pusténim kyvadel. Druhym (neméné vyznamnym) faktorem byla délka zavésu
kyvadel. Ackoliv jsem se snazila, aby byla délka zavésu u vSech kyvadel stejna
(a to priblizné 23 cm), jistd mira nepfesnosti (cca £ 1 mm) musi byt brana v po-
taz a mohla vysledek celého pokusu zkreslit. Proto prizndvam, ze experiment byl
proveden nékolikrat a zde prezentovana videa jsou ty nejlepsi pokusy.

Pro tucely ,kvantitativniho* ovéreni prodlouzeni periody kmitia pri vétsich
pocatecnich vychylkach byl proveden druhy typ pokust. Tentokrat bylo vypous-
téno jen jedno kyvadlo za to s ruznymi poc¢atecnimi vychylkami (5 ©, 20 ° a 45 °).
Nutno vsak poznamenat, ze skuteéna pocateéni vychylka kyvadel se od zminéné
hodnoty mirné lisila (v pfipadé nejvétsi amplitudy az o + 5 °), protoze je velmi
tézké vychylit kyvadlo o presné definovany tihel. Pokus byl proveden se zarazkami
i bez nich, s obéma typy zavazi a zaznamenan pomoci obou kamer (celkem tedy
8 videf).

Cely experiment byl nasledné zpracovan v programu Tracker, kde byla pro
kazdou kombinaci (kyvadlo, velikost amplitudy, kamera) ode¢tena doba 15 period.
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Toto ¢islo bylo zvoleno jako kompromis mezi co nejpresnéjsim urcenim délky
jedné periody a doby, za kterou se maximalni vychylka prilis nezméni (kvuli t¥eni
a dalsim odporovym sildm). Z této hodnoty byla aritmetickym primérem urcena
doba jedné periody kmitu 7' (viz tabulky a . Kompletni data z méreni
a vice informaci o zpracovani dat (véetné chyb méreni) lze nalézt v prilohach [A.1]

Pocatecni Perioda kmitu 7' [s] Relativn{ prodlouzeni periody [%]
vychylka 5 ° 20 ° 45 ° 20 ° vuci 5 © 45 ° vacdi b °
Maticka
. 1,007 0,9765 0,9721 0,46 3,66
(bez zarazky)
Olovnicka
. 1,0232  0,9966 0,9877 0,90 3,60
(bez zarazky)
Maticka
. 0,9699 0,9676 0,9676 < 0,01 0,23
(se zardzkou)
Olovnicka
1,001  0,9943 0,9943 < 0,01 0,67

(se zardzkou)

Tabulka 5.1: Vysledky méteni periody kyvadla pri riznych pocatecnich vychyl-
kéch (ze zdznamu pomoci fotoaparatu s frekvenci 30 snimku za sekundu)

Pocatecni Perioda kmiti 7" [s] Relativni prodlouzeni periody [%)]
vychylka 5 ° 20 ° 45° | 20°vaci b ° 45 ° viaci 5 °
Maticka
. 1,0041 09778 0,9727 0,52 3,23
(bez zarazky)
Olovnicka
. 1,0219 0,9933 0,9870 0,64 3,54
(bez zarazky)
Maticka
» 0,9702 0,9665 0,9663 0,02 0,40
(se zardzkou)
Olovnicka
1,0003 0,9959 0,9956 0,03 0,49

(se zardzkou)

Tabulka 5.2: Vysledky méfeni periody kyvadla pti riznych pocatecnich vychyl-
kéch (ze zdznamu pomoci fotoaparatu s frekvenci 210 snimki za sekundu)

V tabulkach jsou uvedeny i hodnoty relativniho prodlouzeni periody kmiti
(periody pfi pocatecni vychylce 20 °, resp, 45 °, vidi periodé s pocate¢ni vychyl-
kou 5 °). Tyto hodnoty ukazuji, ze v pfipadé pohybu kyvadla se cykloidalnimi
zardzkami se zavislost délky periody na velikosti amplitudy kmita projevuje (dle
oCekavani) mnohem méné nez v pripadé pohybu kyvadla bez zarazek.
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Vysledky rovnéz potvrzuji fakt, ze v pripadé maticek, které by bylo v nasem
usporadani mozné spise povazovat za ,hmotné body“ nez mnohem vétsi olov-
nicky, se perioda kmitu v pripadé cykloidalniho kyvadla prodluzuje méné (ackoliv
tento rozdil uz neni tak vyrazny).

Z porovnani hodnot uvedenych v tabulkéch a[p.2 je vidét, ze hodnoty re-
lativniho prodlouzeni periody rozhodné nejsou presné na dveé az tii platné cifry,
ackoliv jsou tak v tabulkach uvedeny. Presto davaji o chovani cykloidalniho ky-
vadla oproti normalnimu matematickému kyvadlu dobrou predstavu.

Nutno také podotknout, ze kromé chyb méteni (diskutovanych v prilohach
cely experiment jisté ovlivnilo t¥eni v bodé zavésu, t¥eni zavésného vldkna
o cykloidalni zarazky a odpor vzduchu.

Predevsim treni zavésného vldkna o zarazky pii vétsich amplitudach kyvadla
mohlo ,,dopomoci®“ tomu, aby vysledna perioda kmit byla kratsi, na druhou
stranu, z analyzy pohybu kyvadel bylo vidét, ze maximalni vychylka a ani sa-
motnd perioda se viceméné neménila (béhem zkoumanych 15 period a jesté trosku
déle). Vétsi problém s ,ménici“ se periodou byl v ptipadé kyvadel bez zarazek,
kdy se obzvlasté u velkych amplitud zacala stacet rovina kmita (proto byl pokus
nékolikrat zopakovan a prezentované pokusy jsou ty nejpovedenéjsi).

Celkové si myslim, ze model kyvadla s cykloiddlnimi zarazkami spolu s prove-
denymi a diskutovanymi experimenty pomérné dobie poslouzil jak ke kvalitativni
demonstraci Huygensova kyvadla, ale prekvapivé dobtfe dopadlo i samotné meé-
feni s modelem. Proto si myslim, Ze muze slouzit jako inspirace pro vyucujici
fyziky (pripadné zajemce z fad studentu atd.), ktefi by si jej mohli sami sestavit
a pouzivat k demonstraci, méreni a dalsimu badani.

5.3 Machovo kyvadlo

Za ucelem demonstrace a zkoumani pohybu Machova kyvadla diskutovaného
v casti byly sestrojené dva modely kyvadla. Nutno poznamenat, Zze oba modely
slouzi spise ke kvalitativni demonstraci jevu.

5.3.1 Model z kartonu

Prvni model byl sestrojen prevazné z kartonu (viz obrazek . Model umoz-
nuje ménit sklon nosného ramene, a tedy i osy, okolo které se ty¢ kyvadla otaci.
Zakladni poloha je pro sklon a = 0 °. Déle miizeme rameno pootocit a zaaretovat
spejlemi v poloze pro sklon v = 30 °, 60 ° a 90 °.

Zakladna je obdélnikového piidorysu o rozmérech priblizné 11 cm a 9 cm
a vysce cca 22 cm. Predni sténa je zdvojena, aby se mezi obé desky veslo nosné
rameno kyvadla a zaroven nebyla zdkladna timto ramenem prilis deformovana.
V téchto prednich deskéch je pét otvorti. Hlavni je pro Spejli predstavujici osu,
okolo které se miize nosné rameno otacet. Dale zde nalezneme ¢tyti otvory slouzici
k aretaci ramene ve zvolené poloze, zvoleny sklon kyvadla. Zakladna je kvuli
stabilité pripevnéna k podkladové desce. Diky tomu lze navic dovnitt zakladny
umistit zavazi a zatizit ji.

Nosné rameno je ve tvaru pismene L. Na jednom konci ma otvory slouzici
k aretaci ramene ve zvolené poloze, na druhém je v rameni zapusténé a prilepené
lozisko. K lozisku je sroubem pripevnéna ty¢ kyvadla o délce priblizné 18 cm.
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Obrazek 5.4: Kartonovy model Machova kyvadla

Na druhém konci tyce se nachézi zardzka, na kterou lze umistit zavazi (v mém
pripadé se jedna o matici).

S modelem jsem provedla jednoduché méteni, které jsem natacela fotoapa-
ratem s rozliSenim 1 920 x 1 080 px a frekvenci 30 snimku za sekundu (videa
lze nalézt na prilozeném DVD). Pro polohy @ = 0 °, 30 ° a 60 ° jsem kyvadlo
vychylila z rovnovazné polohy a sledovala jeho pohyb. Pro kazdy sklon probéhlo
6 méteni. V programu Tracker jsem nésledné odecitala délku 10 period pro prvni
dva pripady a délku 6 period pro treti moznost. Vysledna hodnota periody T
pohybu kyvadla byla uréena jako aritmetickym priamérem (viz tabulka kde
jsou vysledné hodnoty uvedeny spolu s vyslednou chybou méreni). O vysledcich
méfen{ a zpracovani chyb je mozné se docist vice v piilohach [A.2]

Sklon osy « 0° 30 ° 60 °

Namérena hodnota

1T [s] 0,774 £ 0,005 | 0,798 £ 0,008 | 0,967 £ 0,011

Teoretickd hodnota

1 Thoor [s] 0,774 0,831 1,094

Tabulka 5.3: Méfeni s kartonovym modelem Machova kyvadla

Upravou vztahu 1) z teoretické ¢asti textu ziskame vzorec pro periodu
pohybu T, pti daném sklonu «

To
T, = , 5.1
4/ COS ¥ ( )

kde Ty znaci periodu kyvadla se sklonem osy o = 0 °.
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Dosazenim do vztahu snadno urc¢ime teoretickou délku periody pro nase
zvolené hodnoty sklonu «. Tyto hodnoty jsou pro porovnani také uvedené v ta-
bulce (délku periody T beru shodnou s namérenou hodnotou).

Porovname-li teoretické hodnoty s namérenymi daty, je zfejmé, ze se nesho-
duji ani v ramci chyby. Pfesnéji feceno, odchylky od teoretickych hodnost jsou
mnohondasobné vétsi nez chyby meéreni periody.

Predpoklad, Ze by pohyb kyvadla mohlo pri vétsim sklonu brzdit tfeni (na-
piriklad v lozisku) se nezdéd jako spravné vysvétleni, protoZe namérend perioda
je kratsi, ne delsi. Dalsim faktorem miuze byt velikost pocatecni vychylky, ktera
v nékterych pripadech dosahovala az 15 °, predevsim pri vétsim sklonu osy. Avsak
jak jiz bylo bylo diskutovdno v ¢asti diky tomu by se perioda pohybu méla
také prodlouzit, ne zkratit. Spise to vypadd na chybu v konstrukci kyvadla.

Zkusila jsem opét vyuzit vztah a tentokrat pomoci néj vypocitat teo-
reticky sklon a odpovidajici namérenym délkam period. Pro prvni z nenulovych
sklontt vychazi jeho teoretickd hodnota priblizné azy = 19,8 °, tedy asi o 10 °
méné nez se predpokladalo. Pro druhy z nenulovych sklonii vychazi jeho teore-
ticka hodnota cca agy = 50,2 °, coz je opét asi o 10 ° méné.

Vskutku, pomoci ,hrubého® méreni béznym uthlomérem jsem se pokusila
opravdovy sklon u kyvadla ovérit a chyba je skutecné v konstrukci kyvadla.
Ty¢ kyvadla neni rovnobézné se zédkladnou kyvadla (ani s ramenem s loziskem),
od spravného sméru se odklani asi o 3 °. Dilezitéjsi je vSak sklon nosného ramene
s loziskem, protoze pravé sklon loziska udava sklon osy, okolo které se kyvadlo
otaci. Pro zakladni polohu, je osa rovnobézné se zemi, avsak pro a = 30 ° sku-
tec¢ny sklon vychazi priblizné na 20 © a pro a = 60 ° je roven cca 50 °.

Tato nepresnost muze byt zptusobena urcenim spravné polohy aretacnich ot-
voru na predni strané zékladny a na nosném rameni. Nepatrna odchylka od sprav-
ného sméru na malé vzdalenosti (vzdélenost otvort je priblizné 1,5 cm) muze byt
ve skute¢nosti mnohem vétsi nez se zda. Navic se otvory opakovanym pouziva-
nim lehce rozsiruji a ty¢ i rameno se kvuli zavazi trosku prohybaji smérem doli.
V neposledni fadé je nutné pocitat s tim, ze kyvadlo se miize pti vétsim zatizeni
nakldnét (proto je vhodné zdkladnu néc¢im zatizit).

Samoziejmé bychom mohli sestrojit novy model, ale vyrobit kvalitnéjsi mo-
del z kartonu neni jednoduché a velmi pravdépodobné by se podobny problém
objevil znovu. Obzvlasté tézké je ukotveni loziska a Sroubu v tyci kyvadla tak,
aby se nekyvalo a pri zatizeni nevyvracelo z tichytu. Toto je zatim nejpovedené;jsi
verze. Cilem vsak nebylo sestrojit dokonaly model, ale model funkéni, a efekt
prodlouzeni periody je zde vidét alespon kvalitativneé.

Nésledné jsem pozorovala, jak se kyvadlo chova pro sklon osy a = 90 °, kdy
by ty¢ kyvadla méla byt rovnobézna se zemi. Teoreticky by pti nulové pocatecéni
uhlové rychlosti méla byt kazda poloha tyce rovnovazna. Pii nenulové pocatecéni
uhlové rychlosti by ty¢ méla konat rovnomérny kruhovy pohyb.

Pro ucely zkoumani tohoto jevu jsem natocila dalsi 2 videa s diivejsi verzi
modelu, kterad se pro tyto ucely ukazala byt vhodnéjsi. Na videich je vidét, ze pri
nulové pocatecéni tthlové rychlosti je viceméné kazda poloha rovnovazna. Musim
vsak pTiznat, Ze bylo potfeba nosné rameno lehce vyvazovat rukou, abychom tento
jev mohli sledovat.

Zkusila jsem i, jak se kyvadlo bude chovat pii nenulové poc¢atecni tihlové rych-
losti. Zde jsem vSak narazila na technické moznosti modelu. Ty¢ kyvadla se zava-
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zim se prohybala az tak, ze se kiizila s ramenem s loziskem a tedy nebylo mozné
sledovat kruhovy pohyb. Troufam si vsak tvrdit, ze kdyby k srazce nedochazelo
a rameno bylo 1épe vyvazené, ty¢ kyvadla by se opravdu pohybovala po kruznici.

Konstrukce modelu je pomérné jednoduché, neni potieba zadnych specidlnich
pomucek a pouzity materidl je relativné snadno dostupny. Uznavam, ze drevo
Takto si myslim, Ze by si jej mohli sestavit i studenti a sami s nim provadét
néjaka jednoducha orientaéni méreni. Samoziejmé, nelze ocekavat zadné exaktni
vysledky. O tom svédéi i vyse uvedend diskuze vysledkli. Na druhou stranu si
myslim, Ze tento model ke kvalitativni demonstraci zkoumaného jevu pouzit 1ze.

5.3.2 Jednoduchy model

Druhy model je pravdépodobné jesté jednodussi (viz obr. . Tuto konstrukci
jsem prevzala od vedouciho préace, ktery prisel s napadem podobny model pro-
zkoumat. Tvori jej nosné obdélnikové prkénko o rozmérech cca 40 cm a 10 cm,
drevéna tycka o délce priblizné 37 cm s hiebikem a zavazimi a provazek o délce
priblizné 42 cm.

Na horni strané prkna je Sroubek (muze to byt hiebik ¢ tieba jen zarez
v prkné), ¢imz je k nému provazek privazan. Tycka ma na jednom konci hiebik,
ktery slouzi jako hrotovy zavés kyvadla. V predni desce prkna je diilek pro ulozeni
hrotu hrebiku. Na druhém konci tycky je zavazi tvorené matickami, za kterymi je
k tycce privazan druhy konec provazku. Provazek pomaha drzet tycku v poloze
kolmé na prkno.

Obrézek 5.5: Jednoduchy model Machova kyvadla

Ackoliv by s timto modelem sla jisté provadét méreni podobné tém z predchozi
casti, vyuzila jsem jej pouze ke kvalitativni demonstraci.
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Prace s timto kyvadlem je zaznamenana ttech kratkych videich. Na zacatku
je prezentovana uvodni poloha, kdy je ty¢ kyvadla rovnobézna se zemi, a tedy
kazda pocatecni vychylka je priblizné rovnovazna. Opét je zde nutné prkno peclivé
vyvazovat, ale jako demonstrace dané problematiky je to dostate¢né. Rovnomérny
pohyb po kruznici pii nenulové pocateéni rychlosti je zde hiife prezentovatelny,
protoze je pohyb tycky omezovan ulozenim hrotu hiebiku a predevsim samotnym
nosnym prkénkem.

Néasledné je ukazan pohyb kyvadla pro dalsi dva az tii rizné sklony. Je po-
meérné viditelné, ze éim je naklon prkna vétsi, tim je délka periody pohybu delsi,
a naopak. Dale se zde ukazuje nejvétsi nevyhoda tohoto modelu, a to fakt, ze hre-
bik slouzici jako zaveés z dilku v prkné vypadava. Avsak pri trose Sikovnosti lze
s modelem i pres tento nedostatek pracovat.

Pokud by zajemci s timto modelem chtéli provadét néjakd méreni, jisté by
bylo vhodnéjsi misto drzeni v ruce vyrobit néjaky stojanek s moznosti otaceni
a stupnici, kvili nastavovani a odecitani velikosti sklonu. Déle by bylo lepsi si
vice vyhrat s dillkem, ve kterém je ulozeny hrot hiebiku, aby z néj nevypadaval
a dosahlo se minimalniho treni.

Vzhledem k tomu, Ze jsem model vyuzila pouze ke kvalitativni demonstraci
daného jevu, myslim, Ze to takto stac¢i a neni problém podobny pokus predvést
zakum ve tridé ¢i nechat je samotné, at s pomtckou sami pracuji.

5.4 Maxwellovo kyvadlo

Pro ucely demonstrace a studia pohybu Maxwellova kyvadla zkoumaného
v ¢asti [4.4] byly vyrobeny tfi jednoduché modely z bézné dostupnych pomitcek,
které byly inspirovany ¢lankem [260)].

Prvni verze je vyrobena ze dvou slepenych CD o poloméru (6,0 £+ 0,1) cm,
spejle (slouzici jako hridel s primérem 3 mm), dvou kolecek z kartonu slouzicich
k upevnéni Spejle, dvou stejné dlouhych niti a lepidla (obrézek. V druhém mo-
delu byly misto CD pouzity dva mensi kruhy z kartonu o poloméru (7,9 + 0,1) cm,
ve tfetim pak jeden vétsi kruh z kartonu o poloméru (9,9 + 0,1) cm. Vyzkousela
jsem i variantu, kdy jsem na velky kartonovy disk prilepila ¢tyfi maticky ve vzda-
lenosti (8,7 £ 0,1) cm od stfedu disku za icelem zvétseni momentu setrvac¢nosti
kyvadla.

Kyvadlo 1ze vyrobit i z jinych materialii, naptiklad ze starych plechovek nebo
kruhovych krabicek [281]. P¥ipadné je mozné rovnou vyuzit hracku jojo, ktera
mé podobné vlastnosti (napt. [282]).

S modely byl proveden velmi jednoduchy pokus, ktery byl zaznamenan foto-
aparatem s rozlisenim 1 920 x 1 080 px a frekvenci 30 snimku za sekundu (videa
lze nalézt na prilozeném DVD). Kyvadla jsem zavésila na stojan (v mém pii-
padé truhlaiskd svérka) tak, aby byla Spejle ve vodorovné poloze. Na svérku jsem
Rovnomérnym otac¢enim Spejle jsem na ni navinula nit a poté kyvadlo uvolnila.
Pokus jsem provedla s kazdym modelem pétkrat (celkem 20 videf).

Nésledné jsem v programu Tracker provedla videoanalyzu pohybu kyvadla
ve vSech pripadech. Veskerd data z méreni s vysvétlujicimi komentari (véetné
informaci o jejich zpracovani a urc¢eni chyb mérfeni) lze nalézt v prilohéch .
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Obrazek 5.6: Jednoduchy model Maxwellova kyvadla

Z namérenych dat jsem urcila doby mezi prichody nejnizsimi polohami 7; a od-
povidajici vysky s;, do kterych kyvadlo béhem nich vystoupalo.

Dle vztahu (4.22) uvedeného v casti by funkce popisujici zavislost mezi
wperiodou® T a vzdalenost{ s méla byt odmocnina. V grafech az jsou
vyobrazena namérend data pro hodnoty doby T a odpovidajici vysky s. V gra-
fech je vykreslena i kiivka prolozend daty odpovidajici funkci T = ay/s, kde
parametr a byl z naméfenych dat urc¢en pomoci programu Wolfram Mathematica
(grafy byly vytvoreny ve stejném programu). Data z jednotlivych méfeni jsou
odlisena riznymi barvami.

7 grafa az je vidét, ze predpokladand zavislost T & /s pomérné
dobfe odpovidda namérenym dattim. Nejlépe vysla méfeni s modelem ze dvou
mensich kartonovych kruhii. Jednim z davod mohl byt fakt, ze v tomto pripadé
kyvadlo nejméné kmitalo do ostatnich smért. V piipadé velkého kartonového
disku (at bez zdvazi ¢i s nimi) kyvadlo kmitalo do ostatnich sméru nejvice.

Rovnéz je nutné poukazat na mozné chyby méteni, které se nejvice projevily
predevsim pri méreni vzdalenosti v nizsich polohach. Nepresnost urc¢eni presné
polohy z videoanalyzy je cca Ah + 1 mm, coz pri vzdélenostech mensich nez
2 cm odpovida relativni chybé vétsi nez 5 % (resp. 10 %, jelikoz je vzdalenost s;
urcena rozdilem dvou vysek s; = |h; — h.| s danou chybou méten).

Dale je z grafu[5.7al az mozné vydcist, Ze ,perioda“ Maxwellova kyvadla T
se s vetsim momentem setrvacnosti J prodluzuje. V zjednoduseném pripadé, kdy
by vsechny disky byly homogenni, by ,perioda“ kyvadla T" dle vztahu (4.23)
zavisela pri konstantni draze s jen na poloméru disku R. Vzhledem k tomu, Ze plati
nerovnost Rep < Rpensi < Rueiry, z dat je vidét, Ze plati i odpovidajici nerovnost
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Obrézek 5.7: Zavislost doby mezi dvéma prichody nejnizsi polohou 7" a odpovi-
dajici vzdélenosti s (data z jednotlivych méfeni jsou barevné rozliSena)

Tep < Thmenst < Tyeiy. Moment setrvacnosti velkého kruhu se zdvazimi je veétsi
nez bez nich, a tedy ,perioda“ T je v tomto pripadé nejdelsi.

Nutno vSak dodat didaktickou poznamku. Pokud bychom chtéli podobné mé-
feni provadét a predevsim vyhodnocovat na trovni stfedni skoly (napf. ve vybeé-
rovych seminéfich), pak by bylo vhodnéjsi zkoumat zévislost ,,periody“ T na +/s
(resp. zdvislost T? na s), kterd by méla vyjit linedrné. Takové zpracovani vy-
sledki 1ze provést pomérné snadno napt. v programu Ezcel, kde by se hodnotami
prolozila linearni funkce.

Namérend data mizeme zkoumat jesté dale. Za prvé je mozné zkoumat mo-
ment setrvac¢nosti nasich modela (ostatné takto to byva nékdy zamysleno v rdmci
méreni s Maxwellovym kyvadlem, viz napt. [261), 264]). Za druhé, z vysky, do které
kyvadlo postupné zpét vystoupa, miizeme vypocitat energetické ztraty.

Z parametru a (koeficient imérnosti T' = a+/s) uréeného v programu Wolfram
Mathematica (ptipadné ze smérnice linedarni zavislosti v Ezxcelu) a vztahu
Ize vyjadtit pomér J/mr?, kde m je hmotnost celého kyvadla a r je polomér
hiidele (ve vsech pripadech je jim polomér $pejle 1,5 mm),

25 (1 4+ L5
av/s = 2 —( WQ),
g
J a’g —8
— 5.2
mr? 8 (5:2)
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Z tohoto poméru je pak mozné také vyjadrit moment setrvacnosti kyvadla J
(pri znamém poloméru hridele a hmotnosti kyvadel). Hmotnost modeli byla ur-
¢ena pomoci prenosnych vah s presnosti Am 4+ 0,01 g.

Hmotnost kyvadla s CD byla (34,54 + 0,01) g, hmotnost modelu s dvéma
malymi kartonovymi disky (31,8940,01) g, hmotnost verze s velkym kartonovym
kotoucem (26,25 £+ 0,01) g a v pripadé velkého disku s matickami byla hmotnost
(43,75 + 0,01) g (hmotnost jedné maticky je (4,26 +0,01) g).

V tabulce jsou uvedeny vypocitané zaokrouhlené hodnoty parametru a
(spolu se smérodatnou odchylkou), poméru J/mr? a momentu setrvacnosti kyva-
dla J pro vsechny modely. PTi vypoctu parametru a byla pouzita zaokrouhlena
hodnota pro normalni tthové zrychleni g = 9,81 m - s72 (vzhledem k presnosti
méreni je tato hodnota postacujici).

Model a [s - m_ﬂ J/mr? J [kg-m?| Jieor [kg - m?]

CD 23 £ 2 640 (5,0+£0,4)-107° (6,2+0,1)-107°
mensi disky 31 +£2 1 160 (8,3+0,8)-107° (9,9+0,1)-107°
velky disk 35+ 4 1490 (8,8+1,1)-107° (12,94+0,1) - 1075
velky disk

se zavazimi

40 £ 4 1930 | (18,942,0)-1075 (26,1 4+0,4)-107°

Tabulka 5.4: Hodnoty parametru a, poméru J/mr?, momentu setrvacnosti kyva-
dla J a teoreticky urceného momentu setrvacnosti Jie, pro vsechny modely

Pro porovnani jsou v tabulce uvedené i vypocitané teoretické odhady
momentu setrvacnosti Ji.,, v idedlnim ptipadé, kdy by kyvadla tvotily homogenni
disky o hmotnosti m a poloméru R (Jieor = %mRQ). V pripadé modelu kyvadla se
zavazimi byl pfi¢ten moment setrvacnosti ¢tyt ,,hmotnych boda* ve vzdalenosti d
od osy otéceni (Jieor = smR* + 4md?). Vice o zpracovani vysledki a urcen chyb
vSech veli¢in uvedenych v tabulce lze nalézt v prflohdch [A.3]

Snadno nahlédneme, Ze teoretické hodnoty momentu setrvacnosti Jieo, jsou
ve vsech pripadech vyssi nez ty experimentalné urcené J. Tento rozdil bude prav-
dépodobné zptusoben faktem, ze jsem jako hmotnost m brala hmotnost celého
modelu véetné Spejle a provazki. V pripadé modelu s CD pak hraji nejvétsi roli
mala kartonova kolecka, ktera slouzi k upevnéni spejle jako hiidele. Presnéjsi by
jisté bylo uréit moment setrvacnosti kazdého prvku zvlast. Rovnéz nebyla za-
pocitana tloustka nité, ktera pri svém namotavani na Spejli ovliviiuje polomér
hridele.

Z tohoto hlediska dopadlo nejhiite méteni s modelem s velkym kartonovym
diskem, ktery je ze vsech verzi nejlehci. Teoreticky moment setrvacnosti je témér
o polovinu vétsi (J/ Jieor &~ 1,46). Vzhledem k tomu, ze pravé na tento model byla
pripevnéna ctyti zavazicka, bohuzel ani vysledky méreni s modifikovanou verzi
nedopadlo dle oc¢ekavani. Ackoliv je vliv zavazi na moment setrvacnosti vyrazny,
pomér J/ Jieor &~ 1,38 se k jednicce prilis nepfriblizil.

Rozdil mezi Jieor a J muze vysvétlovat i fakt, ze pouzité disky urcéité nejsou
homogenni, a tedy pouzivat vztah pro moment setrvacnost homogenniho disku
muze byt trosku zavadéjici. Dalsi nepresnost byla jisté zplsobena i nepresnosti
méteni.
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Myslim si, zZe zjisténymi rozdily se bude vhodné (a také zajimavé) déle zabyvat
a detailné zjistovat pri¢iny uvedenych rozdilti.

Pro vypocet energetickych ztrat je vhodné porovnat velikost celkové energie

kyvadla nulova, a kyvadlo ma tedy jen potencidlni polohovou energii. Nulovou
hladinu potencialni energie uvazujme v nejnizsi poloze kyvadla h,. Pro relativni
ztraty energie pak plati

E; B E; B m9|hz’ - hz'

S vyuzitim jiz pouzitého znaceni pro vzdélenost s; = |h; — h,| a jednoduchych
algebraickych tpravach se vztah zjednodusi na

AFE S; — S;
= L (5.3)
E; Si
V grafech az jsou vykresleny relativni energetické ztraty v zdvis-

losti na pocatecni vzdélenosti s (grafy byly opét vytvoreny v programu Wolfram
Mathematica).

AE

—(%)

E

40

20|

10]

s (cm) — s (cm)
20 5 10 15 20 25
(b) mensi kartonové disky

AE
—(%) —(%)
E
50

40
40 I

1
30l 30
20| 20|
10] 104
— = = S(Cm) — - S — E— S(Cm)
5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30 35
(c) velky kartonovy disk (d) velky kartonovy disk se zavazimi

Obrazek 5.8: Relativni energetické ztraty v zavislosti na predchazejici draze s

Z graft az lze vycist, Ze pri vétsich prvotnich vzdalenostech s byvaji
relativni energetické ztraty vyssi, avSak tato zavislost neplati vzdy. Co je vsSak
ziejmé, je fakt, ze k nejvetsim relativnim energetickym ztratam dochéazelo v pri-
padé velkého kartonového disku (a to az okolo 50 %, celkové v rozpéti cca mezi
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14 % az 50 %). I to muze byt ovlivnéno tim, Ze tento model kyval do stran vice
nez ostatni.

Naopak, v ptipadé modelu z CD byly ztraty nejmensi (v rozpéti cca mezi 15 %
az 30 %). To vsak muze byt ddno i tim, Ze tento model s CD piekondval mensi
maximalni vzdalenosti s.

Porovnam-li vsechny modely z hlediska vSech tii analyzovanych vlastnosti
(zévislost T' & /s, porovnani teoretického momentu setrvacénosti Ji.,. a hodnoty
uréené z namérenych dat J a energetické ztraty), myslim si, ze model s CD
i verze se dvéma mensimi kartonovymi disky mohou poslouzit k pomérné slusné
kvalitativni demonstraci Maxwellova kyvadla.

Co se tyce kvantitativnich vysledki, ty uz tak presné nejsou, na druhou stranu,
jako zdkovské méteni na sttedni Skole (napf. ve vybérovych seminarich) by pouzité
modely mohly dostacovat.

Nutno vsak podotknout, ze predevsim velikost relativnich energetickych ztrat
poukazuje na fakt, ze zde prezentovany teoreticky model, kde predpokladam jen
konzervativni sily, je prilis hruby a bylo by dobré cely problém analyzovat po-
drobnéji, coz by mohlo byt cilem néjaké dalsi prace.
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Z.aver

V této diplomové praci jsem se zabyvala pojetim tématu kyvadlo nejen z po-
hledu strednich skol, ale pokusila jsem se na celé téma podivat z mnohem Sirsi
perspektivy. Myslim si totiz, ze je skoda, ze tak krasnému a zajimavému tématu
neni vénovano tolik prostoru, kolik by si zaslouzilo. I béhem tvorby této prace se
objevilo mnoho problémi, které by stalo za to vice prozkoumat a vénovat se jim
v néjakych navazujicich studiich.

Prvni polovina prace je vénovana vysledktim reserse uc¢ebnic, sbirek tloh a pri-
kladti, ve kterych se setkame s tématem kyvadlo, stejné jako védeckym clanktm
a studiim, které se tomuto tématu vénuji. Zkoumané vybrané texty reprezentuji
zdroje, které by bylo mozné vyuzit ve vyuce na vSech trovnich ¢eského vzdélava-
ciho systému.

Obzvlasté v ¢asti vénované odvozenim pohybové rovnice pro rovinné matema-
tické kyvadlo na drovni vysokych skol jsem se snazila ukazat pestrost moznych
pristupi (od postupu vychézejictho z 2. Newtonova zakona az po postupy vyuzi-
vajici Lagrangeuv a Hamiltontuv formalismus).

Kromé pojeti teoretického pozadi tématu v praci prezentuji i vysledky reserse
zdroju inspirace pro jednoduché realné experimenty, simulace, applety, zakovska
méreni a laboratorni prace, které by bylo mozné (i vhodné) zaradit do vyuky.

V druhé poloviné prace se vénuji studiu ¢tyt vybranych modelt kyvadel (Fou-
caultovo, Huygensovo, Machovo a Maxwellovo kyvadlo). Ve vsech piipadech krom
Huygensova (cykloiddlniho) kyvadla byly odvozeny pohybové rovnice pro idedlni
pripad bez tfeni a odporovych sil.

Pro vSechny modely kromé Foucaultova kyvadla byl také odvozen vztah pro
periodu vlastniho kmiténi kyvadla (v pripadé Machova kyvadla se jedna o vztah
pro periodu v aproximaci pro malé vychylky kyvadla). Pro Foucalutovo kyvadlo
byl odvozen vztah pro staceni roviny kmiti vici povrchu Zemeé.

V teoretickém rozboru vychazim z fady ¢eskych i zahrani¢nich prament (praci,
ucebnic a ¢lankt), vzdy se vsak snazim predvést dostatecné podrobné odvozeni,
které bude co nejsrozumitelnéjsi pro cilovou skupinu c¢tenara prace. V pripadé
Machova a Maxwellova kyvadla nabizim vlastni odvozeni pohybovych rovnic po-
moci Lagrangeovych rovnic 2. druhu.

V experimentalni ¢asti pak predvadim, popisuji a diskutuji pomicky vyrobené
z bézné dostupnych spolu materiali spolu s jednoduchymi experimenty a meére-
nimi pro dané modely kyvadel (opét Foucaultovo, Huygensovo, Machovo a Ma-
xwellovo kyvadlo). Ve vSech pripadech jsem se snazila sestrojit modely kyvadel
tak, aby se jimi mohli inspirovat primérné zrucéni zajemci z fad vyucujicich i stu-
denti (napt. ve vybérovych fyzikalnich seminaiich) a mohli si je sami sestavit.

Jak se ukézalo, vSechny pomicky mohou pomérné dobre poslouzit ke kva-
litativni demonstraci zkoumanych jevi. Co se tyce kvantitativnich méreni, tam
jsou vysledky v nékterych pripadech bohuzel ponékud horsi. Na druhou stranu
si myslim, ze vzhledem k jednoduché konstrukci, pouzitym materialiim a doma-
cimu vybaveni (vétSinu pomicek jsem vyrdbéla doma pomoci bézné dostupného

V piipadé studia cykloidalniho kyvadla je nepresnost méreni mensi nez 1 %.
U Machova kyvadla se vysledky od teoretickych predpovédi lisi témér az o 10 %.
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V pripadé Maxwellova kyvadla dosdhla odchylka od teoretickych predpovédi do-
konce az skoro 50 %.

Porovnani vysledkti méreni s teorii tak ukéazalo, ze v nékterych pripadech muze
byt bézné pouzivany teoreticky popis prilis hruby a nemusi vystihovat chovani
jednoduchych pomiicek dostatecné presné, zejména pokud nezahrnuje vliv tfeni.
Vysledky tedy ukazuji, s jakymi omezenimi museji vyucujici pti vyuziti danych
pomtcek ve vyuce pii méfeni a interpretaci vysledki pocitat. Zaroven to mize
byt pobidkou vénovat se v budoucnu diikladnéjsimu rozboru a lepsim konstrukeim
(naptiklad Maxwellova kyvadla) v navazujicich pracich.
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A. Prilohy

A.1 Nameérené hodnoty a zpracovani vysledku
uvedenych a diskutovanych v kapitole
Huygensovo (cykloidalni) kyvadlo

V tabulkéch a jsou uvedeny nameérené hodnoty 15 period kmita 7" kyvadla
zjisténych pomoci analyzy videi v programu Tracker. Méreni bylo provedeno v pripadé
pohybu kyvadla s cykloidalnim zarazkami i bez nich, jako zavazi byly pouzity dveé
svazané maticky nebo olovnic¢ka. Pokusy byly zaznamendny dvéma fotoaparaty (jeden
s rozlisenim 1 920 x 1 080 px a frekvenci 30 snimki za sekundu, druhy s rozlisenim
480 x 360 px a frekvenci 210 snimki za sekundu). Celkem se jedna o 8 videi.

Pocatecni vychylky kyvadel byly velké 5 °, 20 °© a 45 °. Vzhledem k tomu, ze je
velmi tézké vychylit kyvadlo o presné definovany thel, v piipadé nejvétsi amplitudy se
velikost pocatecni vychylky muze lisit az o + 5 °.

Chybu odecitani doby 15 period odhaduji AT = 0,033 s v pripadé fotoaparitu
s menSi poc¢tem snimku za sekundu a AT = 0,005 s v pripadé fotoaparitu s vétsim
poctem snimki za sekundu (tato doba odpovida ¢asovému tseku mezi dvéma po sobé
jdoucimi snimky). V tabulkéch jsou uvedené i relativni chyby urceni téchto hodnot.

Pocatecéni 5° 20 ° 45 °

vychylka 15T [s] rel. chyba [%] | 15 T' [s] rel. chyba [%] | 15 T [s] rel. chyba [%)]

Maticka 114 5519 0,22 14,6480 0,23 15,1151 0,23
(bez zardzky)

Olovnitka | 140148 099 14,9483 0,22 153487 0,22
(bez zardzky)

Maticka | 4 5145 0,23 14,5147 0,23 14,5479 0,23
(se zardzkou)

Olovnicka | 1 9149 0,22 14,9149 0,22 15,0150 0,22

(se zardzkou)

Tabulka A.1: Vysledky méreni s fotoaparatem s frekvenci 30 snimkt za sekundu

Podatetni 5° 20 © 45 °
vichylka | 15 T [s] rel. chyba [%] | 15 T [s] rel. chyba [%] | 15 T [s] rel. chyba [%]
Maticka | 1/ 5905 0,03 14,6667 0,03 15,0619 0,03

(bez zardzky)

Olovnitka | 14 s04g 0.03 14,9000 0,03 15,3286 0,03

(bez zardzky)

Maticka 4 4048 0,03 14,4971 0,03 14,5524 0,03

(se zarazkou)

Olovnicka | 1 9353 0,03 14,9380 0,03 15,0048 0,03

(se zardzkou)

Tabulka A.2: Vysledky méteni s fotoaparatem s frekvenci 210 snimku za sekundu

114



A.2 Nameérené hodnoty a zpracovani vysledku
uvedenych a diskutovanych v kapitole [5.3
Machovo kyvadlo

V tabulce jsou uvedené namérené hodnoty 10 period kmitt 7" pro sklony roviny
kmita o =0 °, 30 ° (resp. 6 period T pro sklon a = 60 °) ziskané pomoci videoanalyzy
pokust v programu Tracker. Pokusy jsem natacela pomoci fotoaparatu s rozlisenim
1920 x 1 080 px a frekvenci 30 snimkii za sekundu. Pro kazdy sklon probéhlo 6 meé-
feni (celkem 18 videi). Vyslednd hodnota periody pohybu kyvadla byla urcena jako
aritmeticky primér namérenych dat.

Chybu odecitani délky period z videa odhaduji na 0,033 s, coz je casovy tsek mezi
dvéma po sobé jdoucimi snimky. Pro jednu periodu z deseti je nepfresnost méteni tedy
ATy, 30 = 0,0033 s (resp. pro jednu ze Sesti to vychdzi na ATgy = 0,0055 s). Celkova

chyba méfen{ (na trovni pfesnosti o (P = 1)) byla uréena dle vztahu y/s2,,, + s2,., [28],
kde sgtqt je smérodatnéd odchylka a Sy, je odhadovanda chyba odecitani délky periody.

V tabulce uvadim celkovou chybu méfeni i relativni chybu méfeni.

Mefens a=0° a=30° a =60 °

10 T [s] 1T [s] 10 T [s] 1T [s] 6T [s] 17T [s]

1 7708 07708 7908 07908 | 5772  0,9620

2 7,741 0,7741 8,041 0,8041 5,806 0,9677

3 7774 0,7774 7,941 0,7941 | 5873 09788

4 7,708 0,7708 8,041 0,8041 | 5806  0,9677

5 7.741 0,7741 7.975 0,7975 | 5806  0,9677

6 7.741 0,7741 7041 07941 | 5739  0,9565
Pramer 17T 5] 0.7736 0.7975 0,9667
Celkové chyba [s] 0,0047 0,0082 0,0114

Relativni chyba [%] 0,61 1,02 1,18

Tabulka A.3: Méfeni s kartonovym modelem Machova kyvadla
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A.3 Nameérené hodnoty a zpracovani vysledku
uvedenych a diskutovanych v kapitole [5.4
Maxwellovo kyvadlo

Pokusy s modely Maxwellova kyvadla byly zaznamendny pomoci fotoaparatu s roz-
liSenim 1 920 x 1 080 px a frekvenci 30 snimku za sekundu. Pro kazdy z modelua (CD,
mensi kartonové disky, velky kartonovy disk a velky kartonovy disk se zévazimi) bylo
méreni provedeno pétkrat (celkem 20 videi).

V tabulkéch az jsou uvedeny namérené hodnoty vysek h; vyznamnych
analyzy videi v programu Tracker (ho zna¢i po¢ateéni polohu, h, znaci nejnizsi polohu
a polohy h; s indexy i € {1,2,3,...} odpovidaji zbylym po sobé jdoucim ,nejvyssim*
haduji na Ah = 0,1 cm (to je nejmensi dilek pouzitého sklddaciho metru, ktery byl
na videu pomérné dobte vidét).

V tabulkach jsou rovnéz uvedeny z videoanalyzy namérené hodnoty ¢asu ¢; vyznam-
nych poloh béhem pohybu kyvadel (¢g zna¢i ¢as vypusténi z poc¢atecni polohy, t, cas
prvniho prichodu nejnizsi polohou a zbylé indexy ¢asy t; s i € {1,2,3,...} odpovidaji
na At = 0,033 s (to je doba mezi po sobé jdoucimi snimky videa).

Déle jsou v tabulkich uvedeny vypocitané délky vzdélenosti s; (danych vztahem
s;i = h, — h;), ,periody“ Maxwellova kyvadla T; (pro prvni hodnotu plati T} = t; — t.,
dédle uz plati obecny vztah T; = t; — t;—1). Vzhledem k defini¢nim vztahtim pro tyto
veli¢iny odhaduji velikosti chyby urc¢eni na As = 2Ah = 0,2 cm a AT = 2At = 0,066 s.
V tabulce pak uvadim velikost relativni chyby v procentech.

V tabulce jsou rovnéz uvedeny hodnoty relativnich energetickych ztrat danych vzta-
hem %ﬂ = % Vzhledem k definicnimu vztahu odpovida relativni chyba urceni
téchto hodnot priblizné dvojnasobku relativni chyby urceni s;.

Poznamka k hodnotam zkoumanych veli¢in a chybam uvedenym v tabulce Jako
chybu urceni parametru a (koeficient imérnosti 7' = a/s) uréeného pomoci programu
Wolfram Mathematica jsem pouzila smérodatnou odchylku zjisténou ve stejném pro-
gramu.

Relativni chyby n experimentilné urc¢eného momentu setrvacnosti J a teoretické
hodnoty Jieor (i jejich celkova chyba) byly vypocteny pomoci prenosu relativnich chyb
pouzitych veli¢in n; = /> n? [28], kde 3" n? soucet druhych mocnin rel. chyb diléich
veli¢in (hmotnost kyvadla m, pfipadné i maticek, polomér disku R, vzdalenost zavazi
od osy otaceni d, parametru a, prumérnd rel. chyba vzdalenosti s a prumérna rel. chyba
periody 7).

Priznavam, ze nepresnost poloméru spejle daného vyrobci jsem zanedbala, ackoliv
uznavam, ze pravé tato nepresnost muze mit na vyslednou presnost velky vliv. Pro
presnéjsi méreni by bylo vhodnéjsi zvolit jinou osu s primérem, ktery bude mozno
urcit dostateéné presné (napf. tenkd kovova trubicka). Stejné tak by bylo vhodné vzit
do tvahy i tloustku nité, protoze ta pfi svém namotavani na spejli (resp. odmotavanim
se ze $pejle) ovliviiuje celkovy polomér hiidele.
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i ‘ hy [em] ¢ [s] ‘ s; [em] Rel. chyba s; [%)] ‘ T; [s] Rel. chyba T; [%] ‘ % (%]

0| 240 0,000 | 202 1,0 - - 24,3
» | 442 5339 - - - - -

1] 289 14,181 | 153 1,3 8,842 0,7 22,2
2 | 32,3 22155 | 11,9 1,7 7,974 0,8 22,7
31 350 29062 | 92 2,2 6,907 1,0 17,4
4| 366 35469 | 76 2,6 6,407 1,0 18,4
5| 380 41,174 | 62 3,2 5,705 1,2 16,1
6 | 390 46,380 | 52 3,8 5,206 1,3 21,2
7| 40,1 50,984 | 4,1 4,9 4,604 1,4 26,9
8 | 41,2 55055 | 3,0 6,7 4,071 1,6 16,7
9 | 41,7 58458 | 25 8,0 3,403 1,9 20,0
10| 422 61,762 | 20 10,0 3,304 2,0 -

Tabulka A.4: Vysledky z méfeni s modelem z CD (¢. 1)

i ‘ hy [em] ¢ [s] ‘ s; [em] Rel. chyba s; [%)] ‘ T; [s] Rel. chyba T; [%] ‘ 22 %)

0| 21,1 2,336 | 23,3 0,9 - - 27,9
2| 444 7341 - - - - -

1| 276 16,617 | 16,8 1,2 9,276 0,7 22,6
2 | 314 24958 | 13,0 1,5 8,341 0,8 22,3
3| 343 32,132 | 10,1 2,0 7,174 0,9 20,8
4| 364 38605 | 80 2,5 6,473 1,0 20,0
5| 380 44211 | 64 3,1 5,606 1,2 18,8
6 | 392 49316 | 52 3,8 5,105 1,3 19,2
7 | 40,2 53812 | 4,2 4,8 4,496 1,5 21,4
8 | 41,1 57824 | 33 6,1 4,012 1,6 15,2
9 | 41,6 61,328 | 28 7,1 3,504 1,9 14,3
10| 42,0 64,598 | 24 8,3 3,270 2,0 -

Tabulka A.5: Vysledky z méfeni s modelem z CD (¢. 2)

i ‘ hy [em] & [8] ‘ si [em]  Rel. chyba s; [%] ‘ T; [s] Rel. chyba T; [%] ‘ % (%]

0| 208 0934 | 232 0,9 - - 23,7
| 440 7,341 - - - - -

1| 263 16617 | 17,7 1,1 9,877 0,7 22,0
2 | 302 24985 | 138 1,4 8,308 0,7 22,5
3| 333 32,132 10,7 1,9 7,775 0,8 20,6
4| 355 38605 | 85 2,4 6,907 1,0 21,2
51 375 44211 | 6,7 3,0 6,206 1,1 17,9
6 | 385 49316 | 55 3,6 5,539 1,2 16,4
7| 394 53812 | 46 4,3 4,805 1,4 17,4
8 | 402 57,824 | 38 5,3 4,471 1,5 15,8
9 | 40,8 61,328 | 32 6,3 3,937 1,7 21,9
10 | 41,5 64,598 | 2,5 8,0 3,470 1,9 -

Tabulka A.6: Vysledky z méfeni s modelem z CD (¢. 3)
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i ‘ h, [em] ¢ [s] ‘ si [em]  Rel. chyba s; [%] ‘ T; [s] Rel. chyba T; [%] ‘ %«: (%]

0| 229 1,335 | 21,3 0,9 - - 27,23
: | 442 5572 - - - - -

1| 287 14882 | 155 1,3 9,310 0,7 21,3
2 | 320 22,823 | 12,2 1,6 7,941 0,8 20,5
3| 345 30130 | 97 2,1 7,307 0,9 19,6
4| 364 36737 | 78 2,6 6,607 1,0 20,5
5| 380 42409 | 62 3,2 5,672 1,2 19,4
6 | 392 47547 | 50 4,0 5,138 1,3 16,0
7| 400 52,219 | 4,2 4,8 4,672 1,4 23,8
8 | 41,0 56290 | 32 6,3 4,071 1,6 12,5
9 | 414 60,093 | 28 7,1 3,803 1,7 17,9
10 | 41,9 63,463 | 2,3 8,7 3,370 2,0 -

Tabulka A.7: Vysledky z méfeni s modelem z CD (¢. 4)

i \ h. [em]  t; [s] \ s; [em]  Rel. chyba s; [%)] \ T; [s] Rel. chyba T; [%] \ 22 %]

0 285 2769 | 15,9 1,3 - - 93,9
2| 444 6807 | - - - - -
1] 32,3 14948 | 12,1 1,7 8,141 0,8 18,2
2| 345 21,889 | 9,9 2,0 6,941 1,0 21,2
3| 366 28228 | 7.8 2.6 6,336 1,0 18,0
4] 380 33834 | 64 3,1 5,606 1,2 15,6
) 39,0 39,072 5,4 3,7 5,238 1,3 22,2
6| 402 43677 | 4.2 48 4,605 1,4 19,0
71 41,0 47648 | 34 5.9 3.971 1,7 14,7
8 41,5 51,485 2,9 6,9 3,837 1,7 -
Tabulka A.8: Vysledky z méfeni s modelem z CD (¢. 5)
i ‘ h, [em] & [3] ‘ s;i [em]  Rel. chyba s; [%] ‘ T; [s] Rel. chyba T; [%)] ‘ % (%]
0 200 3036 | 198 1,0 - - 40,9
| 398 9,142 - - - - -
1| 281 19753 | 11,7 1,7 10,611 0,6 28,2
2 | 314 28259 | 84 2.4 8,506 0,8 26,2
3| 336 36069 | 62 3,2 7.810 0,8 22,6
4| 350 42476 | 4.8 4,2 6,407 1,0 20,8
51 360 48081 | 38 5.3 5,605 1,2 36,8
6 | 374 52786 | 24 8.3 4,705 14 16,7
71 378 56990 | 2,0 10,0 4,204 1,6 25,0
8 | 383 60460 | 1,5 13,3 3,470 1,9 33.3
9 | 388 63363| 1,0 20,0 2,903 2.5 20
10| 390 66433 | 08 25,0 3,070 2.1 -

Tabulka A.9: Vysledky z méfeni s modelem s mensimi kartonovymi disky (¢. 1)
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i ‘ h, [em]  t; [s] ‘ si [em]  Rel. chyba s; [%] ‘ T; [s] Rel. chyba T; [%] ‘ % [%0]

0| 206 1835 | 192 1,0 - - 32,8
: | 398 9,176 - - - - -

1] 269 20087 | 12,9 1,6 10,911 0,6 29,5
2 | 30,7 29369 | 9.1 2,2 9,282 0,7 25,3
3| 330 37404 68 2,9 8,035 0,8 23,5
4| 346 44378 | 5.2 3,8 6,974 0,9 26,9
5| 360 50417 | 3.8 5,3 6,039 1,1 36,3
6 | 370 55852 | 28 7.1 5,435 1,2 21,4
7| 376 60327 | 22 9,1 4,475 15 22,7
8 | 381 64,264 | 1,7 11,8 3,937 1,7 11,8
9 | 383 67,935 | 15 13,3 3,671 1,8 33,3
10| 388 70,837 | 1,0 20,0 2,902 2,3 -

Tabulka A.10: Vysledky z méfeni s modelem s mensimi kartonovymi disky (¢. 2)

i ‘ he [em] ¢ [s] ‘ si [em]  Rel. chyba s; [%] ‘ T; [s] Rel. chyba T; [%)] ‘ 22 (%)

0| 131 1,960 | 26,7 0,7 - - 38,6
z | 398 10,077 - - - - -

1| 234 22689 | 164 1,2 12,612 0,5 31,1
2 | 285 32,996 | 11,3 1,8 10,307 0,6 27,4
3| 31,6 41,642 | 8.2 2,4 8,646 0,8 23,2
4| 335 49349 | 63 3,2 7,707 0,9 23,8
5 350 56056 | 48 4,2 6,707 1,0 31,3
6 | 365 61,695 | 33 6,1 5,639 1,2 15,2
7| 370 66967 | 28 7.1 5,272 1,3 32,1
8 | 379 71,405 | 19 10,5 4,438 15 26,3
9 | 384 75309 | 14 14,3 3,904 1,7 14,3
10| 386 78445 | 1,2 16,7 3,136 2,1 -

Tabulka A.11: Vysledky z méfeni s modelem mensimi kartonovymi disky (¢. 3)

i ‘ hy [em] ¢ [3] ‘ s; [em]  Rel. chyba s; [%] ‘ T; [s] Rel. chyba T; [%] ‘ % (%]

0] 215 1401 | 183 1,1 - - 32,8
| 398 8408 - - - - -

1| 275 19253 | 12,3 1,6 10,845 0,6 26,8
2 | 308 28595 | 9,0 2,2 9,342 0,7 24,4
3| 330 36703 68 2,9 8,108 0,8 27,9
4| 349 43744 | 49 4,1 7,041 0,9 22,4
5| 360 49,883 | 38 5,3 6,139 1,1 23,7
6| 369 55322 29 6,9 5,439 1,2 20,7
7| 375 59860 | 23 8,7 4,538 15 21,7
8 | 380 63931 18 11,1 4,071 1,6 22,2
9 | 384 67,367 | 14 14,3 3,436 1,9 35,7
10| 389 70,671 | 09 22,2 3,304 2,0 -

Tabulka A.12: Vysledky z méfeni s modelem s mensimi kartonovymi disky (¢. 4)
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i ‘ h, [em]  t; [s] ‘ si [em]  Rel. chyba s; [%] ‘ T; [s] Rel. chyba T} [%] ‘ % (%]

0| 306 1001 | 92 2,2 - - 26,1
2| 398 6,173 - - - - -

1| 330 14248 | 6,8 2,9 8,075 0,8 26,5
2| 348 21,288 | 50 4,0 7,040 0,9 24,0
3| 360 27,361 | 3.8 5,3 6,073 1,1 23,7
4| 369 32833 | 29 6,9 5,472 1,2 20,7
5| 375 37471 | 23 8,7 4,638 1,4 21,7
6| 380 41,608 | 1,8 11,1 4,137 1,6 27,8
7| 385 45078 | 1,3 15,4 3,470 1,9 30,8
8| 389 48408 | 0,9 22,2 3,330 2,0 -

Tabulka A.13: Vysledky z méfeni s modelem s mensimi kartonovymi disky (¢. 5)

i ‘ hy [em]  #; [s] ‘ s; [em]  Rel. chyba s; [%] ‘ T; [s] Rel. chyba T; [%] ‘ % (%]

0| 188 0,000 | 31,1 0,6 - - 49,2
| 49,9 9,042 - - - - -

1] 341 22856 | 158 1,3 13,814 0,5 40,5
2| 405 33,734 | 94 2,1 10,878 0,6 30,9
3| 434 42209 | 65 3,1 8,475 0,8 30,8
4| 454 49349 | 45 4,4 7,140 0,9 22,2
5| 464 55222 | 35 5,7 5,873 1,1 25,7
6| 473 60327 | 26 7,7 5,105 1,3 26,9
7| 480 64531 | 1,9 10,5 4,204 1,6 26,3
8| 485 68235 | 14 14,3 3,704 1,8 -

Tabulka A.14: Vysledky z méfeni s modelem s velkym kartonovym diskem (¢. 1)

i ‘ h, [em]  t; [s] ‘ s; [em] Rel. chyba s; [%] ‘ T; [s] Rel. chyba T; [%)] ‘ % (%]

0| 180 1,268 | 319 0,6 - - 49,5
| 49,9 11,745 - - - - -

1] 338 25659 | 16,1 1,2 13,914 0,5 38,5
2| 40,0 36537 | 99 2,0 10,878 0,6 34,3
3| 434 45712 65 3,1 9,175 0,7 27,7
4| 452 52,886 | 4,7 4,3 7,174 0,9 25,5
5| 464 59593 | 35 5,7 6,707 1,0 37,1
6| 47,7 63,864 | 2,2 9,1 4,271 1,5 13,6
7| 480 68,068 | 1,9 10,5 4,204 1,6 26,3
8| 485 71,905 | 14 14,3 3,837 1,7 -

Tabulka A.15: Vysledky z méfeni s modelem s velkym kartonovym diskem (¢. 2)

.

\ h, [em]  t; [s] \ s; [em]  Rel. chyba s; [%] \ T; [s]  Rel. chyba T; [%] \ 22 %]

0| 195 2,603 | 304 0,7 - - 49,3
| 49,9 12,646 - - - - -

1| 345 26,560 | 154 1,3 13,914 0,5 39,0
2| 405 37437 | 94 2,1 10,877 0,6 31,9
3| 435 46,580 | 6.4 3,1 9,143 0,7 28,1
4| 453 53,754 | 46 4,3 7,174 0,9 30,4
5| 46,7 60,494 | 3.2 6,3 6,740 1,0 40,6
6| 48,0 64,865 | 1,9 10,5 4,371 15 15,8
7| 483 68,969 | 1.6 12,5 4,104 1,6 -

Tabulka A.16: Vysledky z méfeni s modelem s velkym kartonovym diskem (¢. 3)
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i ‘ h, [em] ¢ [s] ‘ s;i [em]  Rel. chyba s; [%] ‘ T; [s] Rel. chyba T; [%)] ‘ % (%]

0] 21,0 2069 | 289 0,7 - - 48,1
| 49,9 12,779 - - - - -

1] 349 26860 | 15,0 1,3 14,081 0,5 38,7
2| 40,7 37971 | 972 2,2 11,111 0,6 33,7
3| 438 46813 | 6,1 3,3 8,842 0,7 26,2
4| 454 53987 | 45 4,4 7,174 0,9 24,4
5| 46,5 60,827 | 34 5,9 6,840 1,0 44,1
6| 480 65132| 1,9 10,5 4,305 1,5 10,5
7| 482 69369 | 1,7 11,8 4,237 1,6 -

Tabulka A.17: Vysledky z méfeni s modelem s velkym kartonovym diskem (¢. 4)

i \ h. [em]  t; [s] \ s; [em]  Rel. chyba s; [%] \ T; [s]  Rel. chyba T; [%] \ 22 %]

0] 200 1,602 | 299 0,7 - - 48,2
| 49,9 12,312 - - - - -

1| 344 26426 | 155 1,3 14,114 0,5 38,7
2| 404 37337 | 95 2,1 10,911 0,6 30,5
3| 43,3 46547 | 66 3,0 9,210 0,7 28,8
4| 452 53,787 | 47 4,3 7,240 0,9 29,8
5| 46,6 60494 | 33 6,1 6,707 1,0 30,3
6| 476 65532 | 23 8,7 5,038 1,3 34,8
7| 484 69,769 | 1,5 13,3 4,237 1,6 -

Tabulka A.18: Vysledky z méfeni s modelem s velkym kartonovym diskem (¢. 5)

i ‘ hy [em] ¢ [s] ‘ s; [em] Rel. chyba s; [%] ‘ T; [s] Rel. chyba T; [%] ‘ % (%]

0| 205 0968 | 295 0,7 - - 42,4
| 50,0 13,347 - - - - -

1| 330 20963 | 17,0 1,2 16,616 0,4 35,3
2| 390 43176 | 11,0 1,8 13,213 0,5 38,2
3| 432 53887 | 68 2,9 10,711 0,6 17,6
4| 444 63,163 | 56 3,6 9,276 0,7 25,0
5| 458 71438 | 4.2 4,8 8,275 0,8 28,6
6| 470 78,746 | 3,0 6,7 7,308 0,9 10,0
7| 473 84585 | 2.7 7.4 5,839 1,1 25,9
8| 480 89,723 | 20 10,0 5,138 1,3 -

Tabulka A.19: Vysledky z méfeni s modelem s velkym kartonovym diskem a ¢tyfmi
matickami jako pridavnymi zévazimi (¢. 1)

i ‘ h, [em] ¢ [s] ‘ s; [em]  Rel. chyba s; [%] ‘ T; [s

Rel. chyba T; [%] ‘ % (%]

0] 208 1,635 | 292 0,7 - - 42,5
| 50,0 13,747 | - - - - -

1] 332 30397 | 16,8 1,2 16,650 0,4 34,5
2| 390 43,777 | 11,0 1,8 13,380 0,5 25,5
3| 41,8 54821 | 82 2,4 11,044 0,6 31,7
4| 444 64,141 | 56 3,6 9,320 0,7 19,6
5| 455 72,327 | 45 4,4 8,186 0,8 26,7
6| 46,7 79680 | 3,3 6,1 7,353 0,9 24,2
7| 475 85285 | 25 8,0 5,605 1,2 24,0
8| 481 90,390 | 1,9 10,5 5,105 1,3 -

Tabulka A.20: Vysledky z méfeni s modelem s velkym kartonovym diskem a ¢tyrfmi
matickami jako pfidavnymi zavazimi (¢. 2)
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i ‘ hy [em]  t; [s] ‘ s; [em]  Rel. chyba s; [%] ‘ T; [s] Rel. chyba T; [%)] ‘ % (%]
0 20,0 2,802 30,0 0,7 - - 43,0
z 50,0 14,514 - - - — —
1 32,9 30,864 17.1 1,2 16,350 0,4 34,5
2| 388 44711 | 112 18 13,847 0.5 27,7
3| 419 55680 | 81 2.5 10,978 0.6 29.6
4 44,3 65,098 9,7 3,5 9,409 0,7 22,8
5| 456 73440 | 44 45 8.342 0.8 95,0
6| 467 80747 | 3.3 6.1 7.307 0.9 27.3
7| 476 86320 | 24 8.3 5.573 1.2 95,0
8| 482 91825 | 18 1.1 5.505 1.2 B

Tabulka A.21: Vysledky z méfeni s modelem s velkym kartonovym diskem a ¢tyfmi

matickami jako pfidavnymi zavazimi (¢. 3)

i ‘ hy [em] ¢ [s] ‘ s; [em] Rel. chyba s; [%] ‘ T; [s] Rel. chyba T; [%] ‘ % (%]
0] 142 0834 | 358 0,6 - - 46,4
2| 500 13,647 | - - - - -
1| 308 31064 | 192 1,0 17,417 0,4 33,9
2| 373 45879 | 127 1,6 14,815 04 30,7
3| 412 57524 | 88 2.3 11,645 0,6 27.3
4 43,6 67,801 6,4 3,1 10,277 0,6 25,0
5| 452 75842 | 4.8 42 8,041 0.8 27.1
6| 465 83116 | 3.5 5.7 7.274 0,9 92.9
7| 473 89.022 | 27 7.4 5,906 1.1 185
8| 478 94295 | 22 9.1 5,273 1,3 -

Tabulka A.22: Vysledky z méfeni s modelem s velkym kartonovym diskem a ¢tyfmi

matickami jako pridavnymi zavazimi (¢. 4)

i ‘ hy [em]  t; [s] ‘ s; [em]  Rel. chyba s; [%] ‘ T; [s] Rel. chyba T; [%)] ‘ %’f (%]
0 31,1 0334 | 189 1,1 - - 34,9
2| 500 10010 | - - - - -
1 37,7 23,657 12,3 1,6 13,647 0,5 29,3
2 41,3 35,569 8,7 2,3 11,912 0,6 25,3
3 43,5 46,079 6,5 3,1 10,510 0,6 29,2
4| 454 54454 | 46 4,3 8,375 0,8 17,4
51 462 61,352 | 38 5.3 6,898 1,0 21,1
6| 470 67801 | 3,0 6,7 6,449 1,0 20,0
71 476 73840 | 24 8,3 6,039 1,1 929.2
8| 483 78545 | 1,7 11,8 4,705 1,4 -

Tabulka A.23: Vysledky z méfeni s modelem s velkym kartonovym diskem a ¢tyfmi

matickami jako pridavnymi zévazimi (¢. 5)

122



B. Prilohy na DVD

Ptilozené DVD obsahuje nasledujici slozky a soubory. DVD bude také k dispozici
na Katedre didaktiky fyziky MFF UK v Praze.

B.1 Videozaznamy k pokusiim prezentovanym
v kapitole [5.1] Foucaultovo kyvadlo

Ve slozce foucaultovo__kyvadlo se nachazi videozdznamy (ve formatu .mp4 ) k expe-
rimentim uvddénych a diskutovanych v kapitole
Jednd se o pohled na otédcejici se model Foucaultova kyvadla z venku (2 videa):

o foucault_mimo__01.mp/

o foucault _mimo_02.mp4

Daéle se ve slozce nachazi zaznamy natocené mobilnim telefonem z horni nosné
konstrukce modelu Foucaultova kyvadla v riznych piiblizenich (3 videa pfi otaceni
po sméru hodinovych ruci¢ek a 3 videa pii otdceni proti sméru hodinovych rucicek):

o foucault _po__smeru_01.mp/

foucault_po__smeru_02.mp4

[ ]

foucault_po__smeru__03.mp4

foucault_proti _smeru__01.mp4

foucault_proti _smeru_ 02.mp/

foucault_proti_smeru_ 03.mp/
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B.2 Videozaznamy k pokusiim prezentovanym
v kapitole 5.2l Huygensovo (cykloidalni) ky-
vadlo

Ve slozce huygensovo__kyvadlo 1ze nalézt videozdznamy (ve formétu .mp4) k expe-
rimentim uvadénych a diskutovanych v kapitole

Jednd se o nahravky pokusi, béhem kterych se porovnaval pohyb dvou kyvadel
s riznymi amplitudami. Byl sledovan pohyb se cykloidalnimi zardzkami (oznaceni za-
razky) i bez nich (bez). Byly pouzity dva typy zévazi - maticky (mat) a olovnicky (olov).
K zaznamu byly vyuzity dva fotoaparaty, jeden s frekvenci 30 snimku za sekundu (30)
a druhy s frekvenci 210 snimku za sekundu (210). Celkem 8 videi:

o srovnani_zarazky mat_30.mp4

o srovnani__bez _mat_30.mp/

o srovnani__zarazky olov__30.mp4

o srovnani__bez olov_30.mp4

o srovnani_zarazky mat_210.mp/

e srovnani__bez mat__210.mp4

o srovnani__zarazky olov__210.mp4

o srovnani__bez _olov_210.mp4

Déle jsou ve slozce videozaznamy k méreni periody kyvadel pii riznych pocatec¢nich
vychylkach. Jednotliva méreni odpovidaji vysledkiim uvedenym v prilohach v tabulkich

a Zaroven odpovidaji i vysledktim prezentovanym v tabulkdch [5.1]a [5.2] v ka-
pitole

Opét byl sledovan pohyb se cykloiddlnimi zardzkami (zarazky) i bez nich (bez). Byly
pouzity dva typy zavazi - maticky (mat) a olovnicky (olov). K zédznamu byly vyuzity
dva fotoapardty, jeden s frekvenci 30 snimku za sekundu (30) a druhy s frekvenci 210
snimku za sekundu (210). Celkem 8 videi:

o solo_zarazky mat_30.mp4

e solo_bez mat_30.mpj

o solo_zarazky olov_30.mp4
e solo_bez olov_30.mp/

o solo_zarazky mat_210.mp4
o solo_bez mat_210.mp/

o solo_zarazky olov_210.mp/
e solo_bez olov_210.mp/
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B.3 Videozaznamy k pokusiim prezentovanym
v kapitole [5.3| Machovo kyvadlo

Ve slozce machovo__kyvadlo 1ze nalézt videozéznamy (ve formatu .mp4) k experi-
menttim uvadénych a diskutovanych v kapitole [5.3

Jednd se o videozaznamy k mérfeni periody pii rtiznych sklonech osy otaceni .
Jednotliva méreni odpovidaji vysledkim uvedenym v prilohach v tabulce Zaroven
odpovidaji i vysledkiim prezentovanym v tabulce v ¢asti[p.3.1]

Pokus byl proveden pro ¢tyfi ruzné sklony o = 0 © (oznaceni 0), a« = 30 ° (oznaceni
30), o =60 ° (oznaceni 60) a a =90 ° (oznaceni 90). Celkem 18 videi:

e mach 0 01

e mach_ 0 02

e mach 0 03

e mach_0_ 04

e mach_0_05

e mach 0 06

e mach 30 01

e mach_ 30 02

e mach 30 03

e mach_530_ 04

e mach_ 30 05

e mach_30_ 06

e mach 60 01

e mach_60_02

e mach_60_03

e mach_60_04

o mach_ 60 05

e mach_60_06

e mach_90 01

e mach 90 02

Déle se ve slozce nachéazi videozaznamy k experimentiim s jednoduchym modelem
Machova kyvadla (oznaceni simple) popsaného v ¢asti Celkem 3 videa:

e mach__simple 01
e mach__simple 02

o mach__simple_ 03
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B.4 Videozaznamy k pokusiim prezentovanym
v kapitole [5.4] Maxwellovo kyvadlo

Ve slozce mazwellovo__kyvadlo lze nalézt videozaznamy (ve formatu .mp4) k expe-
rimentiim uvadénych a diskutovanych v kapitole Jedné se o videozdznamy k méfeni
periody rtznych modelt Maxwellova kyvadla. Jednotliva métfeni odpovidaji vysledktim
uvedenym v piilohdch v tabulkéich az Zaroven odpovidaji i vysledkiim pre-
zentovanym v tabulce [5.4] a grafech [5.7] a [5.8] v kapitole

Byly pouzity ¢tyti typy modelia. Prvni vyrobeny z CD (oznaceni CD), druhy s men-
simi kartonovymi disky (maly), tfeti s velkym kartonovym diskem (velky) a ctvrty
s matickami jako pridavnymi zdvazimi (zavazi). Celkem 20 videi:

e max_cd_ 01

o max_cd 02

e max_cd 03

e mazx_cd_04

e max_cd 05

e max_maly 01

e maz_maly 02

e mazx_maly 03

o mazx_maly 04

o mazx_maly 05

o max_velky 01

o max_velky 02

e max_velky 03

o max_velky 04

o maz_velky 05

o max_zavazi_ 01

o max_zavazi 02

o mazx_zavazi 03

o max_zavazi_ 04

o max_ zavazi 05
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