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Abstrakt: Tato bakalarska prace se zabyva moznosti pouziti variacniho principu
pri hledéni vnitinich feseni nahrazujicich singularity ve statickych prostorocasech.
Problematiku nejdrive predstavuje na jednoduchém ptipadu klasické Newtonovy
gravitace, kde objasnuje jeji praktickou aplikaci na nékolika jednoduchych ptikla-
dech symetrickych potencidlii, a nasledné se teorii snazi zobecnit pro Einsteinovu
teorii gravitace. Ukaze se, ze zde by mohla problematika volné souviset s tzv.
nalu slozeného z kvadrati Ricciho tenzoru, Weylova tenzoru a skalarni kiivosti.
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Uvod

Einsteinovy rovnice gravitacniho pole byly objeveny jiz pred vice nez sto lety
a stale predstavuji dosud nejpresnéjsi znamou teorii gravitace. Gravitacni inter-
akci jiz nepopisuji jako zdhadnou, tézko definovatelnou a na déalku ptsobici silu
jako Newtonova teorie gravitace, ale jako projev zakiiveni ¢asoprostoru. Caso-
prostor deformuji vSsechna hmotné télesa. Ta se v ném pak pohybuji po nej-
rovnéjsich moznych drahach - geodetikdch. Geometrie casoprostoru tak urcuje,
jakym zptsobem se v ném maji pohybovat vSechny zdroje gravita¢niho pole, za-
timco pozménéné rozlozeni zdroju urcuje, jak se ma casoprostor zakrivit. Z tohoto
divodu se obecné teorii relativity obcas ika geometrodynamika.

Matematicky je geometrie casoprostoru popsana symetrickym metrickym ten-
zorem ¢,,. Einsteinovy rovnice pak jsou systémem deseti parcidlnich diferencidl-
nich rovnic druhého fadu pro deset téchto metrickych koeficientti g, a predstavuji
teorii gravitace, jejiz polni rovnice zaroven urcuji pohyb zdroju. I diky tomu jsou
ale jednotlivé rovnice v soustaveé izce provazané a silné nelinedrni. Jeji analytické
vyTeseni je proto ve vétsiné pripadi nemozné, nebo prinejmensim velmi slozité.
Presna analyticka feSeni zahrnujici realistické zdroje pak lze najit jen pro hrstku
jednoduchych specifickych pripadi.

I kdyz jsou spolecné s neustale rostoucim vypocetnim vykonem modernich
pocitact k dispozici stale silnéjsi numerické metody tesici napriklad strukturu
neutronovych hvézd nebo srazky cernych dér, presna reseni vzdy hréla a stale
hraji dilezitou roli. Mnoho astrofyzikalnich déji se napriklad odehrava na pozadi
Kerrova reseni, zatimco na kosmologickych skalach se ke zkoumani vlastnosti,
historie a budoucnosti vesmiru pouziva FLRW metrika. Prvni takovéto presné
analytické feseni nalezl pro sféricky symetrické gravitacni pole Karl Schwarzschild
v roce 1916. Jedna se o jedno z t¥idy feseni zvané Weylovy prostorocasy, z nichz
jen praveé Schwarzschildovo TeSeni ma jasny vyznam Schwarzschildovy cerné diry,
resp. pole vné sféricky symetrické hveézdy.

Vakuové Weylovy prostorocasy obsahuji matematické singularity, které pred-
stavuji jak singularity krivostni, tak horizonty. Je obecné zndmo, ze Schwarzschil-
dovo Teseni mé krivostni singularitu v poc¢atku a horizont udalosti na poloméru
rs = 2M, kde M je hmotnost prostorocasu. Ve Weylovych souradnicich se ale ob-
jevi jen horizont, nebot kfivostni singularita se nachazi pod nim, tedy v oblasti,
kterd neni v téchto souradnicich pokryta. Pfesnd analyza charakteru singularit
nekterych feseni z Weylovy tfidy byla podana az v nedavné dobé.

Weylovy prostorocasy ale mohou predstavovat i vnéjsi gravitacni pole static-
kych axidlné symetrickych objekti. Jednou z moznosti je nahradit vnitini ¢ast
vakuového teseni obsahujici singularity jinou metrikou a nasledné zkoumat, jaké
jsou vlastnosti prislusného zdroje. Ten je charakterizovan tenzorem energie a hyb-
nosti, jehoz podobu je mozné urcit z Einsteinovych polnich rovnic. Z néj lze



nasledné dopocitat hustotu a rozlozeni hlavnich tlak uvnitt objektu. Diskusi
energetickych podminek je téz mozné zjistit, za jakych podminek tenzor energie
a hybnosti predstavuje fyzikalné realistické téleso.

Pti pokusech o aplikaci tohoto postupu ale doposud vzdy byly vyuzivany me-
tody zavislé na volbé soutadnic, coz je v rozporu s jednim se zakladnich principt
obecné teorie relativity - s principem obecné kovariance. Nékolik takovych pokust
je diskutovano v praci [I], ktera v zédvéru zaroven upozornuje na nejednoznacnost
pouzitych pristupt a na potfebu formulovat tlohu navazovani vnitinich reseni
tak, aby co nejméné zavisela na volbé souradnic. Tato bakalarska prace se pokousi
o odstranéni téchto nedostatki tim, ze se vénuje moznosti nalézt vnitini metriku
jako Teseni varia¢ni tlohy. Vyhoda pouziti variacniho principu spociva v moz-
nosti zkoumat problematiku velmi obecné a pravé v nezavislosti feseni na volbé
souradnicového systému.



Kapitola 1

Nahrazovani singularit
v Newtonoveé teorii gravitace

Se singularitami se setkavame jiz pri studiu klasické Newtonovy teorie gravi-
tace. Je napriklad znamo, Ze netrividlni vakuovy sféricky symetricky potencidl,
ktery odpovida poli hmotného bodu, je v poc¢atku singularni. Tento fakt nam
tedy umoznuje si problematiku nahrazovani singularit predtim, nez pristoupime
k praci se slozitymi rovnicemi obecné teorie relativity, ilustrovat v rdmci rela-
tivné jednoduché linearni newtonovské gravitace. V této kapitole budeme vycha-
zet z bakalarské prace Matuse Papajcika [1].

V klasické teorii gravitace pouzivame k popisu gravitacniho pole skaldrni po-
tenciadl ® = ®(Z), ktery vyhovuje polni rovnici

A® = 4nGp, (1.1)

kde p = p(Z) popisuje rozlozeni hustoty hmoty v prostoru. Najit FeSeni této rov-
nice s obecnou pravou stranu je komplikované, a casto nelze vyjadrit analyticky,
ale jen jako konvoluce pravé strany s Greenovou funkci, pripadné numericky.

Je zfejmé, ze v oblastech mimo zdroje plati Laplaceova rovnice

AD = 0. (1.2)

Pracujeme-li s prostorem zcela bez zdroji, je hledani globalniho feSeni této rov-
nice mnohem jednodussi nez v ptipadé Poissonovy rovnice (1.1)), zvlasté pokud
na potencial ® klademe pozadavek vhodné symetrie. Nevyhodou je, Ze toto feseni
typicky v bodech, osach ¢i rovinach symetrie obsahuje singularity. Takova feseni
tedy nejsou fyzikalné realisticka, nebot intenzita gravitacniho pole K = -V
dosahuje na okoli téchto singularit nekone¢nych hodnot.

Tento problém muzeme vytesit tim, ze singularni potencial ve vhodné ob-
lasti 2 zahrnujici vSsechny singularity nahradime vhodnym potencidlem s regu-
larnim prubéhem. Tento novy potencial uz samoziejmé nebude vyhovovat La-
placeové rovnici (1.2), nicméné bude odpovidat néjakému rozlozeni hmoty p(Z)
danému rovnici (L.1). Vnit¥ni potencidl pfitom musi na hranici zvolené oblasti
spojité navazovat na puvodni vnéjsi feseni, a to véetné prvni normélové derivace.
Nespojitost v normalové derivaci by se totiz projevila pritomnosti plosného rozlo-
zeni hmoty na hranici, coz v praxi neodpovida prilis fyzikalné realistické situaci.
V ramci této prace se tedy budeme zabyvat pouze prostorovym rozlozenim zdroju.



Vy$e zminénym postupem tedy nalezneme téleso, které vné svych hranic budi
ptivodni feseni rovnice (|1.2)), zatimco uvniti potencial vSude nabyva regularnich
hodnot. Je zrejmé, ze uvedené podminky spojitosti neurcuji vnitini potencial,
a tedy ani rozlozeni hmoty v télese, zdaleka jednoznacné. Teoreticky muzeme
vnéjsi potencial regularizovat za pomoci nejraznéjsich funkei v nejriznéjsich sou-
radnicich, za podminky, Ze hustota je v celém objemu télesa nezaporna. My nicmé-
né chceme problém fesit invariantné vzhledem ke zvolenym soutradnicim, syme-
trifm i tvaru oblasti Q. Ulohu je proto zddouci formulovat variacné, tj. hledat
vnitni feseni jako minimizér vhodného funkcionalu.

1.1 Variacni formulace problému
V préci [1] se pracuje s funkciondlem
Aw] = /Q (Aw)? dV, (1.3)
kde funkce w je z mnoziny
W ={we C*Q), w= f nadQ, dyw = g na N}, (1.4)

pricemz f zadava hodnoty potencidlu na hranici oblasti 2 a g hodnoty jeho
normalovych derivaci. Volba tohoto funkciondlu je prirozena, nebot je tvoren
kvadratem Laplaceova operatoru, ktery je, presné jak jsme pozadovali, invari-
antni, a obsahuje druhé derivace, diky ¢emuz lze na hranici €2 zadat funkéni
hodnoty i hodnoty normalovych derivaci. Kvadraticky funkcional zajisti, Ze jeho
variaci ziskame linearni Euler-Lagrangeovu rovnici.
Vnitin{ potencidl u nalezneme jako minimizér funkcionalu (I.3), tedy by mélo
platit
Alu] = min Afw]. (1.5)

weX

Hledany minimizér musi splnovat variacni princip 0.4 = 0. Variaci funkcionalu
(1.3)) ziskame prislusnou Euler-Lagrangeovu rovnici jako

_ 2 _ _ _
SA = /Q S(Aw)? dV =2 /Q Awd(Aw) dV = 2 /Q AwA(w) dV =
_ 2 ~ — - g =
—9 /Q Atwsw dV +2 | [Aw 9y(5w) — bw O(Aw)]dS

- 2/ A2wdw dV = 0,
Q

kde na druhém fadku jsme pouzili druhou Greenovu identitu a na tfetim jsme
vyuzili faktu, ze dw a 0z(dw) jsou na hranici nulové. Uloha (1.5)) je tedy zfejmé
ekvivalentni bi-Laplaceové tloze s Dirichletovymi hrani¢nimi podminkami

ANu=0 vQ,
u=f mnad, (1.6)
Osu =g ma 0S.

Kompletni rigorézni dikaz tohoto tvrzeni lze nalézt v praci [1J.



Nyni je jiz vidét, pro¢ je funkcionél volen pravé ve tvaru (1.3). O tloze (1.6)),
kterd vyplyva z jeho minimalizace, je totiz znamo, Ze jeji Teseni vzdy existuje a je
jednoznacné, coz je dokdzano v ¢lanku [2]. Z Teorému 2.19 v monografii [3] navic
vyplyva, Ze je vidy regularni.

Je znamo, ze pro axidlné symetrické pripady ve sférickych souradnicich tesi
tilohu (1.6)) kombinace funke{ r'Py(cos 6) a 72 P(cos ), kde P jsou Legendreovy
polynomy a | € Ny. Toho miizeme vyuzit pfi regularizaci riiznych axialné syme-
trickych potencialii, véetné specidlniho sféricky symetrického pripadu, chceme-li
oblast se singularitami nahradit kouli o poloméru a.

Obecné osove symetrické Feseni ulohy (|1.6]) ve sférickych soufadnicich muzeme
zapsat jako

Py (r,0) = =GM Y _ [Afi(r) + Bigi(r)] Pi(cos6), (L.7)
1=0
kde M je celkova hmotnost zdroje a funkce f; a g; jsou bazové funkce tvaru
filr) = arl + prit2, (1.8)
ai(r) = ' + or'*?, '

na které jsou kladeny pozadavky plynouci z okrajovych podminek
fla) =1, f'(a) =
g9(a) =0, g'(a) = 1.
Jejich splnénim dostaneme bazové funkce v koneéném tvaru
rt(Ir? — a?(1 +2))

fl (7’) = - )
2alt? (1.10)

(r* —a®)r
YRS

Jesté zbyva nalézt posloupnosti A;, B;. Ty jsou pro kazdy typ potencidlu ruzné.
Koeficienty A; uréime hraniénim porovnanim rozvoju (1.7) a rozvoje vnéjsiho
feseni obecného tvaru

(1.9)

a(r) =

Py(cos )

Tl—i—l

@Out(”r‘ 9 = —GZ Ml

=0

Koeficienty B; zjistime porovnanim derivaci (1.7]) a (1.11]).

(1.11)

1.2 Nahrazeni singularity ve sféricky symetric-
kém potencialu

Nejjednodussim netrividlnim potencidlem, jenz spliiuje rovnici (|1.2)), je sfé-
ricky symetricky potencial dany predpisem

Bous (1) = —Gj\f. (1.12)

Singularitu v poc¢atku nyni nahradime kouli o poloméru a dle vyse sepsaného po-
stupu. Rozvoj (1.11])) m4 zjevné nenulovy pouze ¢len odpovidajici I = 0. Z rozvoje
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(1.7) tedy téz zbude pouze ¢len [ = 0 a vnitini potencidl tak hleddme v jednodu-

chém tvaru
o 1.13
(I)in == A B y .
()= A+ B (113)

nebot Py(cosf) = 1.
Konstanty A a B nalezneme porovnanim funkénich hodnot a derivaci vnéjsiho
a vnitiniho feseni na hranici. Dostavame

B(a) = A= - _ 4, (a), (1.14)
a
()= B = sz ~ % (a). (1.15)

vvvvv

r? — 3a®

CI)in(T‘) = GM 2@3

(1.16)
Ziskany vnitini potencidl dosadime do rovnice (1.1)), ¢imz zjistime, Ze hustota je
v celém objemu koule konstantni a ma hodnotu

3M

Ama3’

p(r) = po (1.17)
Ze znalosti prubéhu potencidlu jesté muzeme dopocitat zavislost tlaku na vz-
dalenosti od stfedu koule. Vyuzijeme k tomu rovnici hydrostatické rovnovahy

dp(r) _  d®(r)

P =~ i), (118)

ktera lze jednoduse integrovat, ¢imz dostaneme

dd M? M?
p(r) =— Ep(r)dr =— 3G rdr = 3¢ r? +C. (1.19)

47ab 8mab

Integracni konstantu C' uréime z pozadavku na nulovy tlak na povrchu koule jako

3G M?
C=""r. (1.20)
8ma
0.2 ‘ ‘ ‘ A 0sf-
-04f ]
0.4
-06f ~ .
s 03
1.0 02
-12f o4
14+
0of
0 1 2 3 4 0.0 05 1.0 15 2.0 25
r r
— a=1.0 a=1.5 — a=2.0

Obrazek 1.1: Pribéh potencidlu (vlevo) a tlaku (vpravo) pro ruzné poloméry
koule (G =M =1).



Prabéh tlaku v kouli tedy zifejmé popisuje funkce
3GM?

W(a —r?). (1.21)

p(r) =
Na obréazku [1.1] jsou vykresleny priibéhy potencialu a tlaku pro rizné velké koule
jednotkové hmotnosti.

1.3 Nahrazovani singularit v axialné symetric-
kych potencialech

Papajcik v praci [I] jesté diskutuje pripad axidlné symetrického potencidlu
generovaného dvéma hmotnymi body na ose. My zde tuto diskusi rozsitime o pii-
pady dvou dalsich valcové symetrickych potencidli — totiz o pripad potenci-
alu buzeného homogenni tseckou a homogenni kruznici. Tyto potencialy vzdy
nejdiive predepiSeme ve valcovych soufadnicich (R, 9, z), pri¢emz nasledné bu-
deme hledat jejich rozvoj ve sférickych soufadnicich (r, 6, ¢).

1.3.1 Potencial dvou bodu na ose

Uvazujme dva hmotné body o hmotnosti M umisténé na ose z v bodech z =1
a z = —1. Gravitac¢ni potencial tohoto systému ma tvar

Do (R.2) = —GM (1.22)

(\/32 1z+1 VR + 12—1 )

Singularity se nachazeji v bodech z = 1 a z = —1, proto potencial budeme
nahrazovat v oblasti ve tvaru koule se stfedem v pocatku a polomérem a > 1.

Rozvoj potencidlu muZeme bez jmy na obecnosti hledat jen na polo-
ose z, z > 0, kde soutadnice z hraje stejnou roli jako souradnice r. Potom

1 1
Do (0.2) = —GM _
0,2) = =G (z+1+z—1)

ey 03]
GM &1+ (—1)! )

- Z S = _GMZ Zl+1

S

Plny rozvoj (1.11)) pak zfejmé bude mit tvar

Py(cos )
TS

Doy (1,0) = —GMi 1+ (—1)']

=0

(1.23)

Porovnénim tohoto rozvoje s obecnym rozvojem (1.7)) a jejich derivaci na hranici
ziskame posloupnosti koeficientu A;, B; ve tvaru

Ly ()

a1’ L= al+2

A=

(1.24)



Nyni z rovnice muzeme ziskat prostorové rozlozeni hmoty p(Z). Pru-
béh hustoty ptislusny prvnim Sesti ¢leniim rozvoje vnitiniho feseni byl vypocten
v programu Mathematica. Ten pro pfipad a = 2 naleznete na obrézku [1.2] stejné
jako graf potencialu , jeho multipolovy rozvoj a jeho regularizaci.
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Obréazek 1.2: Presny potencial buzeny dvéma hmotnymi body na ose (vlevo na-
hote), jeho multip6lovy rozvoj (vpravo nahote), jeho regularizace (vlevo dole)
a prislusné rozlozeni hmoty (vpravo dole). Singularni oblast byla nahrazena kouli
o poloméru a = 2. Rozvoje obsahuji ¢leny az do [ = 5.

1.3.2 Potencial homogenni tisecky

Déle se budeme zabyvat polem buzenym homogenni tiseckou umisténou na ose

z mezi body z = 1 a z = —1. Potencial buzeny timto objektem je v cylindrickych
souradnicich dan predpisem

GM z+1+\R*+ (2+1)?
qDout(-R;Z):_ 1 ( )

5 In . (1.25)

z—1+/R?2+ (2 —1)?

Na okoli této tisecky je potencidl zjevné singularni, regularni potencial proto opét
budeme hledat v oblasti tvaru koule se stfedem v poc¢atku o poloméru a > 1.
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Obdobné jako v predchozim pripadé provedeme na poloose z, z > 0 multipo-
lovy rozvoj
GM 1+ (—1)! P(cos9)
2 2 [+1 ritl

S

q)out (Tﬁ) -

(1.26)

Obrazek 1.3: Presny potencidl buzeny homogenni tiseckou (vlevo nahote), jeho
multipélovy rozvoj (vpravo nahofe), jeho regularizace (vlevo dole) a prislusné
rozloZeni hmoty (vpravo dole). Singuldrni oblast byla nahrazena kouli o poloméru
a = 2. Rozvoje obsahuji ¢leny az do [ = 5.

Porovnanim obecného feseni bi-Laplaceovy rovnice ((1.7) s pravé nalezenym roz-
vojem na r = a odecteme koeficienty A;, B; jako

L 1+ (—1) 1+ (-1

— 7 = 1.2
2+ 1)a*!’ t 2ql+2 (1.27)

Z prvnich Sesti clent tohoto rozvoje jsme za pomoci rovnice (|1.1) v programu
Mathematica spocetli prislusné rozlozeni hustoty, které je zndzornéno na obraz-

ku L3
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1.3.3 Potencial homogenni kruznice

Nakonec se podivejme na pripad pole homogenni kruznice o jednotkovém po-
loméru se stredem v pocatku a polozené v roviné z = 0. Potencidl tentokrat
bez pouziti tzv. eliptickych integrali nedokazeme vyjadrit analyticky, ale jen
ve tvaru integralu jako

do
\/r2+ 1 —2rsin9c0s(a—90)'

(1.28)

27
Bt (10,0) = —GM /
0

Nahrazovani potencialu budeme i zde provadét ve stejné oblasti jako v predcho-
zich dvou pripadech.
Na ose z, tj. pro § =0, ¢ = 0, r = z, lze potencial vyjadrit analyticky
jako
GM

Pout(2) = BNEESE (1.29)

R R

Obrézek 1.4: Pfesny potencial buzeny homogenni kruznici jednotkového poloméru
ziskany numerickou integraci vyrazu ([1.28)) (vlevo nahote), jeho multipdlovy roz-
voj (vpravo nahore), jeho regularizace (vlevo dole) a prislusné rozlozeni hustoty
(vpravo dole). Singuldrni oblast byla nahrazena kouli o poloméru a = 2. Rozvoje
obsahuji prvnich Sest nenulovych ¢lenti.
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Toho muzeme vyuzit pti hledani multipolového rozvoje

(20— D) Py(cos 6)
o F2L

Out(T 0 = —GMZ

(1.30)

z néhoz odecteme posloupnosti koeficient A;, B; z obecného feseni (|1.7]) jako

@ -1 1 L (20— 1) 20 41

_ !
Ay = (—1) ol 241’ By = (1) 201 q20+1)”

pfléemi AQZ_H = B2l+1 =0.

Na obrazku je vykreslen pribéh potencidlu , jehoz ¢iselné hodnoty
byly v programu Mathematica dopoc¢teny numerickou integraci. Z prvnich Sesti
nenulovych ¢lenii rozvoje regularizovaného potencidlu bylo v programu Mathe-
matica z rovnice dopocteno odpovidajici rozloZeni zdroji p(¥), jehoz graf je
rovnéZ soucasti obrazku [L.4]
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Kapitola 2

Einsteinovy rovnice gravitacniho
pole a jejich reseni

Odted déle budeme pracovat s tzv. geometrickou soustavou jednotek, ve které
pokladame gravitacni konstantu a rychlost svétla rovny jedné, tj. G = c = 1.

V obecné teorii relativity je gravitacni pole popisovdno pomoci symetrického
metrického tenzoru g,,. Ten vyhovuje Einsteinovym polnim rovnicim

G = 81T, (2.1)

kde G\, = R, — %Rg,w je Einsteinuv tenzor (R,, je Ricciho tenzor kfivosti
a R = ¢g"R,, je skalarni kiivost) a T}, je tenzor energie a hybnosti. Leva strana
rovnice skrz kfivost ¢asoprostoru popisuje gravitac¢ni ptsobeni, zatimco prava
strana popisuje rozlozeni zdroji. Rovnice ve skutecnosti obecné obsahuje
deset nelinearnich parcialnich diferencidlnich rovnic druhého rfadu pro deset me-
trickych funkei g,,. V piipadech, kdy je na prostorocas kladen pozadavek jistych
symetrii, je vSak pocet netrivialnich metrickych funkei a jim odpovidajicich ne-
zavislych rovnic zpravidla nizsi.

Vyftesit tyto rovnice je pro jejich nelinearitu velmi obtizné. Gravitac¢ni pole
na levé strané urcuje pohyb zdroju, zatimco odlisné rozlozeni zdroju vybudi od-
lisné gravitacni pole. Systém se tak vyznacuje velmi silnou zpétnou vazbou.
Pro ptipad statickych feseni nicméné miizeme postupovat podobné jako v kapi-
tole [I] tedy nejdiive vzit vakuové feseni

G =0, (2.2)

které typicky, podobné jako u newtonovské gravitace, bude obsahovat singula-
rity, a ty néasledné v ramci vhodné zvolené prostorocasové oblasti €2 nahradit
regularnimi metrickymi funkcemi tak, aby urc¢itym zptsobem spojité navazovaly
na vnéjsi feSent (2.2)). Metrickym funkeim uvnit¥ oblasti Q2 pak bude dle rovnice
(2.1) odpovidat jisté rozlozeni zdroju T,,. Timto zptisobem nalezneme zdroje
generujici vnéjsi vakuovou metriku spliujici (2.2).

V této kapitole se nejdiive blize seznamime se zdrojovou ¢asti Einsteinovych
rovnic gravitaéniho pole (2.1)), tedy s tenzorem energie a hybnosti 7},,. Déle si
predstavime vhodné souradnice pro popis sféricky a axialné symetrickych prosto-
rocasti. Nakonec si v téchto soutadnicich predstavime dvé jednoducha staticka
vakuové FeSeni Einsteinovych polnich rovnic (2.1)).
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2.1 Tenzor energie a hybnosti, energetické pod-
minky

Kazdé castici pohybujici se po svétocare v ¢asoprostoru miuze byt prirazen
¢tyr-vektor hybnosti. Pohybuje-li se prostorocasem mnoho riiznych ¢astic po mno-
ha raznych svétocarach, pak na né v dobrém priblizeni mtzeme hledét jako
na kontinuum s urcitym tokem c¢tyr-hybnosti. Tento tok miize byt vyjadien po-
moci symetrického tenzoru energie a hybnosti 7),,. Tato fyzikalni veli¢ina tedy
zrejmeé popisuje hustotu a tok energie a hybnosti — tedy zdroji gravitac¢niho pole
— v ¢asoprostoru. Tenzor energie a hybnosti ma pro rtizné typy zdroji riizny tvar.

Typem latky, ktery se pri relativistickych tivahéch nejcastéji uvazuje, je ide-
alni kapalina v termodynamické rovnovaze, ktera je pomérné dobrym modelem
pro popis latky ve hvézdach. Pohybuje-li se idedlni tekutina casoprostorem se
ctyf-rychlosti u,, ktera se mize ménit od casoprostorové udalosti k udalosti, pak
ji prislusejici tenzor energie a hybnosti ma tvar

Tp,u - (P + p)uuuu + PIuv, (23>

kde p je jeji hustota energie-hmotnosti a p je jeji tlak. Tlak musi v klidové soustavé
kazdého elementarniho objemu kapaliny ptlisobit izotropné, jinak by se nejednalo
o idealni kapalinu.

Einsteinova teorie gravitace sama o sobé na tenzor energie a hybnosti, krom
jeho symetri¢nosti, neklade Z4dnd omezeni. Z feSeni rovnic bychom tak
teoreticky mohli ziskat tenzor T, ktery by popisoval latku v nefyzikalnich sta-
vech. Do teorie je tedy vhodné a nutné pridat podminky, které by meél realis-
ticky tenzor energie a hybnosti spliovat. Jednim typem takovych podminek jsou
tzv. energetické podminky. V uéebnici [4] se pfi jejich odvozovani vychazi z tzv.
Raychaudhuriho rovnice, ktera se ukazuje jako klicova pti dokazovani znamych
Hawkingovych-Penroseovych teorémt o singularitach. V té se objevuje vyraz

Rug€" = 87 (Tuhe +3T) (2.4

ktery se nazyva Raychaudhuriho skalar a méa vyznam slapového ptisobeni v latce,
kde clen T,,,§"§" reprezentuje hustotu hmoty-energie namérenou pozorovatelem
se ¢tyT-rychlosti £#. Pro pripad klasické baryonové latky je rozumné predpokladat,
ze tato veli¢ina by méla byt pro vsechny pozorovatele nezaporna. Tento predpo-
klad je znam jako tzv. slaba energetickd podminka

Tpugugy Z 07 (25>
kterd by meéla byt splnéna pro vsechny jednotkové ¢asupodobné ¢tyr-vektory &#.
7 fyzikdlniho hlediska se ale zda téz rozumné predpokladat, ze napéti a tlaky

v latce nebudou nikdy tak velké a zaporné, ze by zavorka na pravé strana rovnice
(2.4) byla zaporna. Z této tivahy ziskavdme tzv. silnou energetickou podminku

1
T8 > —o T, 26)

kterd by meéla opét byt splnéna pro vsechny jednotkové ¢asupodobné &.
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Dalsi podminkou, kterou ucebnice [4] uvadi, je tzv. dominantni energeticka
podminka, o které se predpoklada, zZe je platna pro vSechnu fyzikalné realistickou
latku. Ta rika, ze pro kazdy ¢asupodobny do budoucnosti orientovany ¢tyr-vektor
&F by ctyt-vektor —T*,” mél byt rovnéz casupodobny a do budoucnosti oriento-
vany, nebo svételny. Fyzikdlni vyznam této podminky je, Ze rychlost toku energie
je vzdy mensi nebo rovna rychlosti svétla. Zde je vhodné poznamenat, ze z do-
minantni energetické podminky vyplyva slaba energetickd podminka.

VSechny vyse zminéné energetické podminky je mozné formulovat ekviva-
lentné, pokud se nam podari tenzor energie a hybnosti diagonalizovat, tj. pokud
se nam podati nalézt bazi, ve které ho lze zapsat jako

T;w = ptut, + P12,xy + P2Yuly + P32u20, (27)

kde ctyi-vektory {t#, x* y*, z"} tvoii ortonormélni bézi a t* je ¢asupodobny.
Vlastni ¢islo p zde mize byt interpretovano jako hustota klidové hmoty-energie
latky, zatimco vlastni hodnoty p1, ps a p3 predstavuji tzv. hlavni tlaky. Predpokla-
dé se, ze vSechny tenzory T}, popisujici fyzikalné realistickou latku, jsou diagona-
lizovatelné (s vyjimkou piipadu tzv. “svételné tekutiny”). Tvar tenzoru T},
nyni miizeme dosadit do vztahii pro energetické podminky, ¢imz ziskdame jejich
ekvivalentni formulaci. Slaba energeticka podminka je pak splnéna pravé tehdy,
kdyz

p>0 a p+p; >0, ie{l,2 3} (2.8)

a silna energetickd podminka plati, pokud

3

i=1
Obé podminky budou tedy splnény pouze tehdy, pokud bude p > 0 a zaroven
v latce nebudou pusobit zaporné tlaky (napéti) velikosti srovnatelné s hustotou
p nebo vétsi. Nakonec podminka

je ekvivalentni dominantni energetické podmince.

2.2 Weylovy souradnice

Weylovy souradnice {t, p, z, ¢} jsou souradnice vhodné k popisovani vaku-
ovych statickych axialné symetrickych prostorocast. Takovéto prostorocasy jsou
obecné popsany metrikou

ds? = —e?dt? 4+ X% (dp2 + dz2) + e prde?, (2.11)
kde funkce v a ¢ jsou zavislé na Weylovych kanonickych soufadnicich {p, z}.

V publikaci [5] je ukézano, ze dosazenim tohoto tvaru metriky do vakuovych
Einsteinovych rovnic (2.2)) ziskdme pro metrické funkce v a ¢ podminky

Av =0, (2.12)
Cp=1p ((V,p)2 - (v,z)Q) , (2.12b)
C,z = QPV,pV,za (2.120)
C,pp + C,zz = —(Vl/)2, (2.12d)
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kde Av = v ,, + %I/’p + V... Obecny postup feseni této soustavy je jednoduchy.
Nejdrive nalezneme funkci v jako feseni Laplaceovy rovnice (2.12a)). Tuto funkci

nasledné dosadime do rovnice (2.12b)), resp. (2.12d)), a integrujeme podle p, resp.
podle z, ¢imz nalezneme funkci ¢. Rovnice (2.12d|) je pak splnéna identicky.

Weylovu metriku (2.11)) mtizeme za pomoci transformace p = rsinf, z =
rcos 6 vyjadrit ve sférickych soufadnicich {¢, r, 6, ¢}, ve kterych mé pak tvar

ds® = —e®dt? + X% (dr2 + r2d92) +r%sin? 6 e 2" d¢?, (2.13)

kde funkce v a ¢ jsou nyni zavislé na soutadnicich {r, 6}. Obecné asymptoticky
ploché axisymetrické feseni soustavy rovnic (2.12] - ) 1ze dostatec¢né daleko od centra
v téchto soutadnicich dle [6] vyjadrit ve tvaru fad jako

> Po(cosd)

-2 Tnﬂ : (2.14a)

Z + 1)(m+1) P(cos0)P,,(cos) — Pyq1(cos)Py,i1(cosb)
e m l—|—m—|—2 pltmt2 ’

1,m=0
(2.14b)

kde P,(cos#) oznacuje Legendreovy polynomy.

Chceme-li ve Weylové prostorocasu popsanym metrikou znat rozlozeni
zdrojii, musime spocist jemu piislusejici tenzor energie a hybnosti 7),,, resp. Ein-
steintiv tenzor G ,,. Jeho slozky lze spocitat za pomoci programu z piflohy [A.T]
Timto dostaneme

Gy = K[Coo — 2v00 + 17°Cop — 2114 + V5

—2vgcot b + 7‘21/727, +7r¢, — 4rv,] = 8T}, (2.15a)
G, =K [I/?Q —(Cpcotld +r (Qr — ru?r)} = 8nT,", (2.15b)
G, = }: [Co+7C,cotO —2rvgr,] = 8aT, (2.15¢)
Go" =rK|[(op+1(,cot0 —2rvgr,] =8nTy", (2.15d)
Gl =K [Cgcoté’—yg—r(gr—rv )] = 8&7T,’, (2.15e)
Go? = K [Coo+ 3 +7 (¢t 7 (Cov +02))] = 82T, (2.15f)

kde jsme oznacili

621/—2(

K =

5 (2.16)

Ostatni slozky jsou nulové.
Hustotu a tlaky v télese budici prislusny prostorocas pak az na konstantu
8m nalezneme jako vlastni ¢isla Einsteinova tenzoru G,,. Pro Weylovu metriku
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(2.13) tato vlastni ¢isla jsou

1
Py = 5 <Trr + Tae =+ \/(Trr _ T99)2 + 4TT9T0r)

= K\/(C,e +r(,cotd —2rvgv,)? + (—C,g cot 6§ + y?a 4+ (gr _ 7.,/727) 2

1
p,:

DO |

(107 + T = (@ =T+ 47,5757 ) = =ps, (2.174)

nebot G," = —Gy?. Je vidét, Ze jeden z tlakii v télese musi nutné byt zaporny
(krom specidlniho pripadu p; = p_ = 0). V knize [5] se ukazuje, Ze tato vlastnost
je déana volbou , kterd byla ucinéna za predpokladu G, = 0 a soufadnice
nejsou dostatecné obecné pro popis gravitacniho pole uvnitt télesa.

2.3 Izotropni souradnice

[zotropni soutadnice jsou takové souradnice, ze v nich metricky tenzor popi-
sujici konformné plochy prostorocas ma tvar

ds® = o (F)dt* + *(7)dX?, (2.18)

kde d¥? = di? +72d0? + 72 sin? 0d¢? je euklidovskd metrika zapsand ve sférickych
soutadnicich. Je vidét, ze v izotropnich soutadnicich je se vSemi prostorovymi
souradnicemi zachazeno stejné, jsou proto vhodné pro popisovani sféricky syme-
trickych prostorocasii.

Rozlozeni zdroju je v izotropnich soufadnicich popsano diagondlnim Einstei-
novym tenzorem se slozkami

4R+ 8y

Q! o = 87T}, (2.19a)
. 4 / ~o 0 / >y 5
G — o) (¢ + T )~+ 2604 V(Y +27Y) — 81Ty, (2.19b)
ra
1,1,2 9 I _ 9F 2 ~ 1" 2 "
Gee _ Oéw + mﬂw T?éw +7’¢(04 w + Oéw ) — 87TT99, (219C)
Fa)b

kde ¢arky znaci derivaci podle soufadnice 7. Slozky G, byly vypocteny v pro-
gramu z prilohy [A.2]

2.4 Schwarzschildovo reseni

Nejjednodussim netrividlnim a zaroven prvnim objevenym vakuovym fesenim
rovnic (2.1]) je Schwarzschildiv prostorocas popsany Schwarzschildovou metrikou

2M 1
ds? = — (1 — ) de? + T dr? + r? (d62 + sin® 6 d¢2) , (2.20)

r
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kde M je hmotnost prostorocasu. Jednd se o statické sféricky symetrické rte-
seni singuldrni v pocatku (singularita v r = 2M lze odtransformovat prechodem
do vhodnych souradnic).

Metriku je vyhodné prevést do izotropnich souradnic. Porovnanim ra-
didlnich ¢asti metrik a zjistime, ze mezi souradnicemi r a 7 musi
platit vztah .

N — (2.21)
T V2 —2Mr
Jeho integraci za pomoci Eulerovy substituce a z asymptotického pozadavku r ~ 7

dostévame transformaci )

; (1 M ) (2.22)
rTr=r —_— . .

2r
Odtud jiz lze jednoduse ziskat tvar funkci o a 1* pro Schwarzschildovu metriku
jako

2F — M\* M
20y 405\
o= (ENY o= (o2
Dosazenim téchto funkci do Einsteinova tenzoru (2.19)) lze ovérit, ze je skutecné
splnéna rovnice ([2.2)).

V pristi kapitole budeme pracovat i se Schwarzschildovou metrikou transfor-
movanou do Weylovych souradnic. V nich je dle [5] popsano pomoci metrickych
funkci

(2.23)

1 Ry +R_—-2M
=1 2.24
. 2n<R++R_+2M>’ (2.240)
1 (R + R_)*>—4M?
(==In ( , (2.24b)
2 4R, R_
kde jsme oznacili
Ry =p*+ (2 £ M)~ (2.25)
Ve sférickych souradnicich pak mame
o VM?+2Mrcosf+ 12 +/M? — 2Mrcos 6 + 12 — 2M (2.964)
e = , .26a
VM2 +2Mrcosf + 12+ /M2 —2Mrcos +r2 +2M
12— M2+ /(M2 + 12)* — 4M2r2 cos? 0
e* = V( ) . (2.26b)

2\/(M2 +72)* — 4M?2r2 cos? 6

2.5 Curzonovo reseni

Nyni si jesté predstavime nejjednodussi feseni vakuovych polnich rovnic (2.12))
pro Weylovu metriku. V kapitole [If jsme se seznamili se sféricky symetrickym
FeSenim fesenim Laplaceovy rovnice ([2.12al), které odpovida poli hmotného bodu

m

v=—— (2.27)

Dosazenim této metrické funkce do (2.12b]) a (2.12c)) a jejich vyfesenim ziskame
i druhou metrickou funkeci

mQ

(= ~53 sin? 6. (2.28)
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Kladna konstanta m zde odpovidd hmotnosti prostorocasu. Weylova metrika

(2.13) s metrickymi funkcemi (2.27)) a (2.28) se nazyva Curzonova metrika.
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Kapitola 3

Nahrazovani singularit
ve vakuovych resenich
Einsteinovych polnich rovnic

Na zacatku kapitoly [2|jsme si vysvétlili, jakym zptisobem lze nahrazovat singu-
larity ve statickych vakuovych fesenich polnich rovnic . Podobné jako v new-
tonovském pripadé, i zde mame velkou volnost ve volbé vnitinich metrickych
funkci. Jedinou nutnou podminkou je, Ze na hranici zvolené oblasti musi mit
vnitini i vnéjsi feseni stejnou geometrii. Neni proto zcela jasné, jakym zptso-
bem nahrazovani provadét tak, aby byl zdroj odpovidajici vnitinimu feseni fyzi-
kalné realisticky. Nyni se budeme zabyvat nékolika heuristickymi pokusy o nahra-
zeni singularit v Curzonové a Schwarzschildové metrice. Rigordznéjsimu pristupu
k problematice se budeme vénovat v dalsi kapitole.

3.1 Nahrazeni singularity v Curzonové reseni

V této sekei si predstavime vysledky Bonnorova ¢lanku [7] o vnitinich FeSenich
pro Curzonovu metriku. Bonnor v ¢lanku uvazuje nekonecnou sadu vnitinich

reseni
m | /r\2
e 1 3.1
Y= % Ka) ]’ (3.1a)

1l CERO B T

kde p € N, p > 2 a a je kladné konstanta. Hranice vnitini oblasti je ddna podmin-
kou r = a. Kladna konstanta m hraje roli hmotnosti zdroje. Slozky metrického
tenzoru g, a jejich prvni derivace jsou vSude, v€etné hranice, spojité. Metrickd
funkce ¢ a jeji derivace podle r jsou v poc¢atku nulové a na jeho okoli jsou dle [7]
nadplochy ¢ = konst konformné ploché. Reseni je tedy pro vSechna p € N re-
guldrni. Grafy metrickych funkei v a { pro riznd a a p jsou na obrazcich [3.1]a[3.2]
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Obrézek 3.1: Pribéh metrické funkce v pro rizné poloméry navazani a.
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Obrazek 3.2: Pribéh metrické funkce ¢ pro 6 = 7 pro rtizné poloméry navizani a
a p =3 (vlevo) a pro riznd p € N s polomérem navazani a = 2m (vpravo).

Dosazenim metrickych funkci v, ¢ do rovnic (2.15)) ziskdme tenzor energie
a hybnosti. Déle z rovnic (2.17)) ziskdme jeho vlastni hodnoty

n=C (2810 = Cpp—Con =12 = 12), (3.2a)
J &Y ¢\’
s1=Cy| |2 —I/2z—’p> —|—<21/ v, — Z) , 3.2b
! < VS P »Y P (3.2b)
SS9 = —851, (32C)
s3=0C (Qpp +Cox+ V?p + 1/2Z> , (3.2d)

kde p oznacuje hustotu, s;, ¢ € {1, 2, 3} jsou hlavni tlaky, A je Laplacetv operétor
v cylindrickych souradnicich a

eQV—QC
C = 3.3
o (3.3)
Zavedeme-li nyni pro vnitini feSeni znaceni
m r
f=—, x=-, (3.4)
a a
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kde > 0 a z € (0, 1), pak 1ze hustotu (3.2a]) prepsat jako

_cp p+2 )
“_a2F+@pa xHL (3.5)
kde
2 1\ (2 2
H=1+ 27" [(p D= 5 4) cos 9] . (3.6)
p_

Je vidét, ze pro dané p nabyva H nejvyssi mozné hodnoty, kdyz x = 1 a cosf = 0,
tj. 6 = 5. Hustota u je tedy nejnizsi na povrchu télesa na rovniku a jeji hodnota
je

6C[3 ( p+2 )

ﬂ'min:? 1 ——

3

Aby Teseni splnovalo slabou energetickou podminku ({2.8]), musi byt hustota i,
nezaporna. Musi tedy platit

(3.7)

+2
a> Pr . (3.8)
3
Pro nejmensi mozné p = 3 je tedy nejmensi mozny polomér télesa a = %m.
Bonnor dale omezuje minimalni velikost télesa pouzitim dominantnich energe-

tické podminek (2.10)). Vzhledem k tomu, ze sy = —s;, staci, kdyz budou splnény

nasledujici vztahy

1+ s1 >0, (3.9a)
pw—s1 >0, (3.9b)
j+ s3>0, (3.9¢)
w— s3> 0. (3.9d)
Podminky (3.9a]) a (3.9¢)) jsou splnény vzdy, z podminky (3.9d)) ziskdvame
2 2
a> <p3+)m, (3.10)
nebot c
6 2 2
(1t = 53)min > af (1 - 5@;)) . (3.11)

Zbyva podminka , kterou se nepodarilo pro obecné p vytesit. Miniméalni
rozmér télesa urceny z dominantnich energetickych podminek je tedy (nejméné)
dvojnasobny oproti (3.8)).

Je zajimavé dopocitat kontravariantni slozky vlastnich vektort tenzoru energie
a hybnosti, tj. vektortt w*, které vyhovuji rovnici

TV, w' = X", X = —p,s1, s, s3. (3.12)

Ty lze znazornit jako “silocary” hlavnich sméru tlakt, jejichz rozlozeni je znazor-
néno na obrazku [3.3] Vlastni vektor hustoty p mif{ ve sméru ¢, tedy m4 slozky
(1, 0, 0, 0), zatimco vlastni vektor tlaku s3 mifi ve sméru ¢, tj. jeho slozky jsou
(0, 0, 0, 1). Vlastnich vektory odpovidajici tlakim s; a sy jsou jiz netrivialni
a jejich prubéh je vykreslen na obrézku [3.4]
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Obrazek 3.3: Hustota u (vlevo), dhlovy tlak s3 (uprostfed) a hlavni tlak s;
(vpravo) odpovidajici vnitinimu feSeni (3.1)) s parametry p = 3, a = 4m. Ké-

(s s [ 3
tovani je pro vetsi prehlednost nasobeno faktorem 18%.
‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
4b — 4

H ————
e
- —— e
~——
——
————

e
—
e
———

—
~———
————
-~—
e ——
f———— —
——
——

———

N 0 N0
A
4l b= i
‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
P P

Obrazek 3.4: Silocary tlakt s; a sy pro vnitini feseni (3.1) s parametry p = 3
aa=4m.
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3.2 Nahrazeni singularity ve Schwarzschildové
reseni v izotropnich souradnicich

Nyni se budeme vénovat nahrazeni singularity ve Schwarzschildové teseni

V., v v

deme hledat uvniti koule o poloméru 7 = a. Regularitu vnitiniho feSeni zajisti
naptiklad volba metrickych funkci ve tvaru

A+ B, 7<a

04(77') = {ZFTM—{_ ’ 7: - ? (313&)
27+ M r>a
Cr"+ D, r<a

T) = - 3.13b

V() {1 + 4, F>a ( )

kde n € N, n > 2. Konstanty A, B, C, D € R ur¢ime z pozadavku spojitosti
funkénich hodnot a radidlnich derivaci funkci «, ¢. Nakonec dostaneme

AM
A= 3.14
na" '(2a + M)?’ (3.142)

_4a* - M?—-2Ma

.14
Qat M) (3.14b)
M
2na nHmM
po it DM (3.14d)
2na

Grafy funkci (3.13)) pro rizné n jsou vykresleny na obréazku .

0.75F . 1350

0.70F
1.30+
0.65F

Z
T 0.60f ] 5 1%5¢

055} 1200

0.50

1151
0.45F

— n=2 n=3 — n=4

Obréazek 3.5: Prubéh metrickych potencidli « (vlevo) a ¢ (vpravo) pro a = 2M
a riznd n.

Hustotu a tlaky ve vnitini oblasti ziskdme dosazenim praveé nalezeného vniti-
niho feseni (3.13) do slozek Einsteinova tenzoru (2.19)). Hustota ma pro obecné

n tvar 1 64 5( 1) in+4 2
- n’(n+ 1)a*"*r""
p(F) = = —— —, (3.15)
8 (a"(2an +n+1) —7")

vvvvv

dava smysl jen pro n = 2, nebot pro vyssi n je hustota v pocatku nulova, coz neni
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fyzikalné realistické. Pro tuto hodnotu n jsme na obrazku vykreslili pribéh
spolecné s hustotou i prubéh tlaku.

FT T T T T T T T T T T T T T T T T T T T ™3

0.015+ 4

0.005 - 4

0.000 |- .

1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

;
— n=2 — n=3 — n=4

Obréazek 3.6: Graf hustoty pro @ = 2M a rtzna n.

o
0.008:— _
0.006:— . _
0.004:— _

0.002 | ]

0.000

T
1

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

~

— P — Pr — Pe Py

Obrazek 3.7: Graf hustoty a tlakti pro a = 2M a n = 2.

Z grafti ihned vidime, ze metrické funkce (3.13) ani pro n = 2 nereprezentuji
prilis realisticky zdroj, nebot jeho hustota smérem k centru klesa. Navic na jeho
povrchu jsou nenulové thlové tlaky, coz je v rozporu s obvyklou fyzikalni definici
povrchu télesa. Dale muzeme diskutovat realisticnost télesa z hlediska energetic-
kych podminek. Slaba energetickd podminka je splnéna pro vsechna a > 0
a na velikost télesa tak neklade zadna omezeni. Tak ¢inni az silnd energeticka
podminka , ktera spodni hranici télesa klade na a ~ %, zatimco dominantni
energetickd podminka miniméalni rozmér télesa omezuje jesté prisnéji na a ~ g.
Obé tyto hodnoty byly urceny numericky v programu Mathematica.
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3.3 Nahrazeni singularity ve Schwarzschildové
reseni ve Weylovych souradnicich

v /s v v

i ve Weylovych soutadnicich. Tomu se vénoval Papajéik v praci [I], ktery na hra-
nici r = a navazuje metrické funkce tvaru

e2Vin — Z (ak + bkr2) ’f’kpk(COS 9), (3168‘)
k=0
e2in = 1 4 r2sin 0 Z (Ak + BkTQ) TkPk(COS 0) (3.16D)
k=0

na vngjsi feseni (2.26]) rozvinuté do fady v cos @, ¢cimz ho ziskdva v separovaném
tvaru

o) VM2 412 - M M3r? cos®
e out — J—
VM2 +r24+ M (M2+r2)3/2< /M2+T2+M)

s+ 0O (cos4 8) :

(3.17a)
M? M* (M? + 3r?) cos? 6
2ont 22| _ 4
e =1+ r°sin 9[ 2 517 2 (M2+r2)3 O(cos 9)
(3.17b)
3h , 3= - o ]
2 . 2t 1
\
1F g 10 |
N O 4 N Ok il
1L 4 1L d
1/
-2r - -2 |
-3+ Z / 3= ==\ R
0 T 1 T ‘2 T ‘3 T ‘4 O‘ T 1 T ‘2 T ‘3 T ‘4
P o

Obrazek 3.8: Grafy metrickych funkei e (vlevo) a e (vpravo) navizanych
na vnéjsi reseni (2.26). Polomér navazani je a = 3M, navazovani provadime

pro prvnich Sest nenulovych ¢lenti rozvoju (3.16]) a (3.17)).

Diky tomu pak lze z porovnani funkénich hodnot a derivaci jednotlivych ¢lenti roz-
voju vnitiniho a vnéjstho feseni na r = a urcit neznamé koeficienty ay, by, Ag, Bg.
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Volba funkef (3.16)) je inspirovana vztahem ([1.7) z podkapitoly 1.1} o kterém vime,
ze je regularni. Metricka funkce v navic, stejné jako potencial ® v Newtonoveé te-

orii, splnuje Laplaceovu rovnici . Je tedy rozumné rozvoj funkce e volit
ve stejném tvaru. Rozvoj funkce e2n je volen tak, aby byla na ose z, tj. pro # = 0
a0 = 7, stejné jako vndjsi funkce et identicky rovna jedné. Timto se jednoduse
vyhneme pripadné konické singularité.

Grafy vnitfnich metrickych funkci ziskanych pravé popsanym zptsobem jsou
na obrazku Miuzeme se presvedcit, ze skuteéné hladce navazuji na vnéjsi re-
Seni Dosadime-li ziskané vysledky do vztaht , uréime jim odpovidajici
hustotu a hlavni tlaky. Jejich rozlozeni uvnitf télesa je zndzornéno na obrazku[3.9]
Vzhledem ke komplexité vypocti se nam vsak nepodarilo provést diskusi energe-
tickych podminek a nezndme tak minimélni fyzikalné pripustny rozmeér télesa.

Podobné jako u Bonnorova feseni z podkapitoly B.1], i zde mizeme vyjad¥it
vlastni vektory Einsteinova tenzoru . Vlastni vektory odpovidajici hustoteé,
resp. uhlovému tlaku, stejné jako u Bonnorova tfeSeni miii ve sméru ¢, resp. ¢.
Vlastni vektory hlavnich tlaki p; a p_ jsou zndzornény na obrézku [3.10

3007 T T T T 1 3[ 3

65 0.6

0.055 |

0.06

0.05

oL

.65 0.6
-3 07 i -3

1 I I I I I I I

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

Obrazek 3.9: Hustota (vlevo), thlovy tlak p, (uprostfed) a tlak py = —p_

(vpravo) odpovidajici vnitinimu feSeni z obrazku Polomeér télesa je a = 3M.
Vsechny veli¢iny jsou kvili prehlednéjsimu kétovani vynasobeny faktorem 8.
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(13.16]) a polom
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Obrazek 3.10: Siloc¢ary tlakt p, a p_ pro vnit
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Kapitola 4

Pouziti variacnich principt
pri nahrazovani singularit

V predchozi kapitole jsme si ukézali, ze dosavadni heuristicky pristup k na-
hrazovani singularit je velice nejednoznacny a zavisly na volbé souradnic. Jiz Pa-
pajcik v préci [I] poukazuje na pot¥ebu formulovat problém kovariantné. K tomu
je vhodny variacni pristup predstaveny v podkapitole pro newtonovskou teorii
gravitace. Cilem této kapitoly tedy bude variacni pristup k problematice nahra-
zovani singularit zobecnit a rozsirit i pro potieby obecné teorie relativity.

4.1 Einstein-Hilbertova akce

Pouziti variac¢nich principti v ramci Einsteinovy teorie gravitace si nejdrive ilu-
strujeme na znamém pripadu Einstein-Hilbertovy akce. Budeme pritom vychéazet
z knihy Gravitation [§].

Kazdy fundamentélni fyzikalni zakon lze formulovat za pomoci Hamiltonova
varia¢niho principu, ktery 1ika, ze fyzikalni systém se v casovém intervalu ¢ €
[t1,t2] vyviji tak, ze

5S =6 Ldt_a/,z«/_dfz_o (4.1)

kde funkcional S se nazyva akce, \/—gd) = \/—g dV dt je element objemu prosto-
rocasu (g je determinant metrického tenzoru), skaldrni funkce L je Lagrangeova
funkce systému a .Z je jeji hustota. Rovnice k4, Ze priroda realizuje ta-
kovy vyvoj systému, Ze jeho akce S je minimalni (resp. extremdlni). Einsteinovy
rovnice gravitacniho pole lze z Hamiltonova varia¢niho principu odvodit zadanim
hustoty lagrangidanu

1
7R + cfzdrop (42>

Z = ggrav + ogfﬂzdroj = 167

kde R je skalarni ktivost. Funkcional odpovidajici gravitacnimu prispévku k hus-
toté lagrangianu

1
Salg] = 1o /Q Ry/=g d92. (4.3)

se nazyva Einstein-Hilbertova akce.
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Za pouziti tzv. Palatiniho formalismu a faktu, ze variace metriky jsou na hra-
nici oblasti {2 nulové, nyni miZeme spocitat variaci celkové akce S = Sgray +Szdroj-
Dostaneme

_ 1 1 0L aro; 1 »
05 _/Q [167‘( (RW’ QRg/“’> + < 89‘“’ 2guu°%dro‘]>‘| 59 v —4g dsd. (44)

Hamiltontiv varia¢ni princip fikd, Ze pro vSechny variace dg*” ma byt splnéna
rovnice S = 0. Musi tedy platit prislusna Euler-Lagrangeova rovnice

8o%zdroj
ogre )’

1

RW—2

Rguu = 8w (guuwgzdroj -2 (45)

kde vyraz v zavorce na pravé strané rovnice lze identifikovat s tenzorem energie
a hybnosti T),,. Ziskdvame tedy znamy Einsteintv gravitacni zakon (2.1)).

4.2 Variacni pristup k nahrazovani singularit
v Einsteinové teorii gravitace

vvvvv

vat, pouzili funkcional . Ten je tvoren kvadratem invariantni skaldrni funkce
slozené z druhych derivaci potencidlu a jeho minimizér musi byt fesenim bi-
Laplaceovy tlohy (1.6]). Nynéj$im tkolem bude nalézt jeho obecné-relativistickou
analogii. Budeme pritom pozadovat, aby Euler-Lagrangeovy rovnice tohoto re-
lativistického funkcionalu v newtonovské limité presly pravé na bi-Laplaceovu
rovnici. Je proto prirozené takovy hledany funkcional slozit z relativistickych
kvadratickych invariant obsahujicich druhé derivace metriky, ktera hraje roli
zobecnéného potencialu. V obecné teorii relativity mame k dispozici tii tako-
véto invarianty: kvadrat Weylova tenzoru CMW,\C“W‘A, kvadrat Ricciho tenzoru
R, R"™ a kvadrat skalarn{ kfivosti R?. Dals{ pi{padné kvadratické kfivostni{ in-
varianty lze vyjadrit jako linearni kombinaci téchto tii zdkladnich, naptiklad tzv.
Kretschmanniv skalar 1ze dle [9] vyjadrit jako

1
K = R R = Cpn O + 2R, R* — §R2. (4.6)
Volme proto hledany relativisticky funkcionél obecné jako

A[h,uu] = klARicci[h/,w] + k2AWeyl[h,u1/] + k?)Acurv[h,ul/]; (47>

kde ki, ko, k3 € R jsou volné parametry teorie a kde jsme zavedli znaceni

ARicci[hw/] = /QR;WRMV\/ —g dQ, (48&)
Avest [y ] = /Q Can O /=g 2, (4.8b)
Acurv[h;u/] = /QR2 vV —3g ds2. (48C)

Nyni je tfeba diskutovat podminky navézani, resp. zobecnit mnozinu (1.4)) pro re-
lativistické potencidly h,,. V obecné relativité je hladké navazani vnitini a vnéjsi
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metriky podminéno tim, aby navazujici plocha méla stejnou geometrii. Ne vsechny
slozky metrického tenzoru totiz museji mit, na rozdil od newtonovského poten-
cidlu @, spojitou prvni derivaci. Predpokladejme, ze vnitini i vnéjsi metrika lze
zapsat ve tvaru

ds® = dw® + vy, dz"dz” (4.9)

a definujme podle [I0] tenzor vnéjsi kiivosti ¢tyf-dimenzionalni nadplochy w =

konst jako
107y
K, =—-—-" 4.10
Chceme-li vyloucit plosné zdroje, pak je tfeba navazovani feseni na plose w =
konst provadét tak, aby byly spojité velic¢iny +,, a K,,. Proto metrické funkce
h,,, musi byt z mnoZiny

H = {h, € C*Q), K}, = Ku* na 9Q, yin, = v0u' na 9}, (4.11)

in in % ’ L out T e

kde K, a v, jsou spocteny z tenzoru hy,,, zatimco veli¢iny K" a ~,," prislusi
Vv . Out

vnejsl metrice g,

ma
VR

gLnV, které minimalizuje funkcional A. Tedy hledame gliLnV tak, ze

Algn] = min Alh,,). (4.12)

h;l,l/EH

Minimizér nalezneme pomoci variacniho principu .4 = 0. Funkcionélni derivace
funkcionalu (4.8)) 1ze spocist jako

5-’4 icci 3 1

dg];l{“/ = gul/DR - R;;u/ + DGNV + 2R,t/\ (Ru%y)\ _ 49,“,3%)\) 5 (413&)
0 Awe U
g;zyﬂ =4 (C’,My,\w\ + QR%ACWW)\) ; (4.13Db)
5Acurv 1

5‘9“” = 2R (R,ul/ - 4Rgl“/> + 2 (g,ul/DR - R;,u,u) ) (4].36)

pricemz tyto vysledky ¢erpame z [11], 12]. Stfednik ve vztazich oznacuje
kovariantni derivaci a [J je d’Alambertiv operator. Euler-Lagrangeova rovnice
prislusejici funkcionédlu A, kterou musi splnovat vnitini metrické funkce glify, tedy
potom ma tvar

kl 5ARicci + ]i]g 6-/4Wey1 + k‘3 5Acurv —0. (414>

) g 59#1/

Je vidét, Ze tato rovnice obecné predstavuje soustavu deseti nelinearnich parcial-
nich diferencidlnich rovnic ¢tvrtého fddu (nebot obsahuje dvakrat derivované kii-
vostni ¢leny, které jsou samy o sobé slozeny z druhych derivaci metriky) pro deset
neznamych metrickych funkei glify. Tyto metrické funkce navic musi splnovat okra-

jové podminky

K:f,‘j = K" na 09, (4.15)
7;2, =0, na 9Q. '

Ve sférické symetrii, pokud pro metriku pouzijeme tvar (2.18]), zjednodusi se tyto
okrajové podminky na spojitost metrickych funkei o, 1 a jejich normélovych de-
rivaci.
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4.3 Newtonovska limita variac¢nich rovnic

Nyni bychom méli ovérit, ze se rovnice (4.14]) spole¢né s okrajovymi podminka-
mi (4.15) v newtonovské limité, tj. za predpokladu, ze

o gravitacni pole je dostatecné slabé,
« gravitacni pole je statické, tedy metrika je nezavisla na case a

o rychlost pozorovatele vii¢i gravitujicimu télesu je dostatecné mala v porov-
nanim s rychlosti svétla,

skute¢né redukuji na problém (1.6]), jak jsme pozadovali v predchozi podkapitole.
Predpoklad slabého gravitacniho pole znamena, ze prostorocas je témer plochy
a lze popsat metrikou

G = M + #1700 < 1, (4.16)

kde sz, jsou malé odchylky od Minkowského metriky 7,,,. Diky malosti odchylek
5, mizeme ve viech ndslednych vypoctech zanedbavat cleny fadu O(»?) a vyssi.
ZvysSovani, snizovani a kontrakce indexti u ¢lenti fadu O( ) tak 1ze provadét pouze
pomoci Minkowského metriky 7,,,.

Z metriky tvaru (4.16)) urcime linearizovanou podobu tenzort R, ., R, R,
Clver a Gy, Nejdiive je tieba vyjadrit Christoffelovy symboly

L op
Bv 9" 980y + Gp.s — 9v.p)

-n* [%ﬁpw + 3p.8 = py,p) T+ O(%Q) (4.17)

2
1
2
1 «

5[% By T %8 — ¥y ]+O(%2>-

Vztahy (4.16) a (4.17) dosadime do Riemannova tenzoru
1 p p TO
Raﬂ'y5 2 (goaS By + 9B~,a8 — Gavy,55 — gﬁ&,a"/) + Gpo (F 6F Fa'yrﬁ(S)
1 (4.18)
= 5 (Fasgy + #y.a8 = a0 = Hpran) T O(2),

kde jsme vyuzili toho, Zze vSechny parcialni derivace Minkowského metriky jsou
nulové a toho, Ze ¢leny “I'T” jsou ziejmé fadu O(»*) a tedy je zanedbavame.
Kontrakei Riemannova tenzoru nyni spoc¢teme Ricciho tenzor

1
Rﬁ(; = na'yRa/g,yé = 5 (%a(;ﬁa + %a@a(g — X B5s — %/3570670[) + O(%Q), (419)

kde s = 03¢, = s,". Jeho dalsi kontrakei ve zbylych dvou indexech ziskdme
skalarni ktivost

R=n"R.s = 5" o5 — 50 + O(3). (4.20)
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Pouzitim vztahu (4.16]), (4.18]), (4.19) a (4.20) lze spocist linearizovanou podobu
Weylova tenzoru (vztah na prvnim radku cerpame z [4])

1
Caﬁ’yé = Raﬁyé + = (gaéR'yB + gﬁ’yRéa - ga'yR66 — gﬁéRwa)

2
1
+ 6 (gorygzw - gaJQ'yﬂ) R
1
= 5 (%05’/57 + %5’77056 - %Oé'}/,ﬁé - %,Bé,a'y)
1
+ — [77045 (%05770 + %0%05 — X8 — %7/370’0) (421)

4
+ Ny (5 aso + 7500 — Hsa — Hsa,0”)
— Nay (3 560 + 75,08 — 68 — #5507
— Ngs (5 o + 7y 00 — %o — Hyae’ )]

1 67 (03
+ & Ulayiss = asThys) (57 a5 = #a™) + O(:)

a Einsteinova tenzoru

« «

— e ’ ’
G/“/ 9 I:%[LCV,V + %l/a,/,b - %’/‘“/ - %)u'llza

2 (4.22)
— N (%aﬁyag - %@’O‘)} + O(%Q).

Ten lze, jak se provadi v [§], upravit a zjednodusit zavedenim nové veli¢iny -,

definovanou vztahem )

P = Y = M- (4.23)

Dosadime-li takto zavedenou veli¢inu do Einsteinova tenzoru, ziskame vyraz

1

GMV - 5 (_’YMV,O/OC - ,’7/11/704,37aﬁ + ’Yua,u,a + 71/04#7(1) + 0(72)7 (424)

ktery lze ziejmé dale vyrazné zjednodusit pomoci Lorentzovy kalibra¢ni pod-
minky

Y, =0. (4.25)
Jejim pouzitim ziskame Einsteintv tenzor ve tvaru
1 o 1
GMV = —5’}/}“,?0/ = —§|:|’}/#V. (426)

Einsteiniv gravitacni zakon (2.1)) tedy v limité slabych gravitac¢nich poli prejde
na sadu nehomogennich vlnovych rovnic

Uy = —1677,

ns

(4.27)

ktery se po pouziti predpokladu stati¢nosti gravitacniho pole zredukuje na sadu

Laplaceovych rovnic
Ay = —167T,,, (4.28)

nebot korekce 7, jsou nezavislé na Case.
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Nyni vyuzijeme predpokladu malych rychlosti, ktery na slozky tenzoru energie
a hybnosti klade pozadavek |Tyg| > |To;| > |T3;]. VSechny slozky tenzoru T,
krom Ty, 1ze tedy zanedbat a z rovnic (4.28)) tak zbude jedina

A’}/OO = —167TT00 = 167Tp, (429)

ktera ma tvar Newtonova gravitacniho zakona (1.1). Jejich srovnanim je ziejmé,
ze mezi Yoo a klasickym potencidlem ® by v newtonovské limité mél byt vztah

Velic¢ina vqo tedy v linearnim priblizeni hraje roli klasického potencialu ®. Ostatni
slozky 7, je rozumné povaZzovat za pribliZzné nulové. Okrajové podminky
se pak redukuji na obycejné Dirichletovy okrajové podminky z tlohy .

Jiz mame vsSechny potirebné vysledky k urceni linearizované podoby vsech
¢lenu z rovnic . Vsechny cleny kvadratické v kiivosti, tedy ¢leny obsahujici
R AR v, R Ry, R*Cin, RR,, a R?, jsou zjevné fadu O(5%) a mohou tak
byt zanedbény. Zbyva tak spocist C.,n\ "™ a

guwOR =1, (%a57a5 - %,a’o‘) o7+ 0GR, (4.31a)
Ry = (3% a5 = 50 06, (4.31D)

kde jsme vyuzili vztahu (4.17)), diky kterému kovariantni derivace prejdou na par-
cidlni. Prejdeme-li nyni k transformaci (4.23)), dostaneme

1 7
gul/DR = Nuv <7a/8,a,3 + 2%&’&) + 0(72)7 (4.32&)
af 1 « 2
Ry = (1% s + 570)  + OGP, (4.32D)
2

Pouzitim kalibra¢ni podminky (4.25) se vztahy zjednodusi na

1 1
gleR = 57”'“]/77&/3’0‘5 = 5”#”'127’ (433&)
1 1
R;/.Ll/ — 57,#1/0(70‘ = 5'17,#”‘ (433b)

Tenzor C’M,.W,\”’CA po pouziti transformace (4.23)) a kalibraéni podminky (4.25]) pre-
jde nakonec po vsech vypoctech do tvaru

o1
C,mu,\’ A= ﬁ (UWDQ’Y + QDF)/,MV - 3D27u1/) : (4'34)

Linearizovany tvar variaci (4.13]) tak je

5-'4 icci 1

59};{11/ - 5 (nMVDQIY - D’Y,uu - DQ’VMV) ) (435&)
d Awe 1

r = 5 (Y + 20— 3P (4.35b)
5ACUI'V

59“” = nHVD27 - Df}/,;w; (435(3)
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Vyuzijeme-li nyni vztahu (4.30) a poznatku, ze se v newtonovské limité jednéa
o jedinou nenulovou slozku kalibrovanych odchylek v, (tedy voo = v = —4®),
ziskame

6ARicci o 4A2(I)7 pH=v= 0 (4 36&)
69’“’ a 2 (A(I);L'j — 5ZJA2CI)) y M= ia v :.] .

5AWeyl _ ?AQCD, n=v= 0 (4 36b)
5g’”’ —% (QA(I)’ZJ + 5Z]A2(I)> , M= i, V= j .
0Acury AN, uw=v=>0 (4.36¢)
(Sg”“y B 4 (A(I)’ij - 52]A2(I)) , M= ’i, V= j .

kde jsme opét vyuzili toho, ze vSechny ¢asové derivace jsou nulové. Ostatni slozky
variac¢nich derivaci jsou nulové.

Euler-Lagrangeova rovnice se tedy v klasické limité stacionarnich poli
pro slozku p = v = 0 redukuje na

4
<M+3@+@)N@:O (4.37)

Pro slozky p = i, v = j pak po pouziti tohoto vysledku (za predpokladu, ze
zavorka lze zkratit proti nule) mame

4
(k1 ~ S+ 2k:3> Ad,; = 0. (4.38)
Pozadavek, aby tyto rovnice spolecné s okrajovymi podminkami skutecné byly

ekvivalentni s bi-Laplaceovou ulohou ([1.6]), klade na parametry ki, ko, ks jista
omezeni. Pfedné rovnice (4.37]) nesmi byt trividlni a proto musi platit

4
kit ket ks # 0. (4.39)

Naopak rovnice (4.38) musi byt splnéna identicky, nebot rovnice A®,;; = 0 se
v klasické teorii nikde nevyskytuje. To nam mezi parametry dava vztah
4

Dalsi omezeni téchto parametra se pokusime nalézt v dalsi kapitole.
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Kapitola 5

Aplikace variacniho pristupu
na Schwarzschildovu metriku

V této kapitole aplikujeme teorii predstavenou v kapitole 4| na pripad na-
hrazeni singularity ve Schwarzschildové metrice. Nejdiive si pfedstavime rovnice
(4.14) ve sféricky symetrickém prostorocase popsaném v izotropnich souradni-
cich a uvedeme si okrajové podminky pro spojité navazani vnitiniho a vnéjsiho
reseni na sféfe o poloméru 7 = a. Nasledné provedeme newtonovskou a post-
newtonovskou analyzu ziskanych rovnic a srovname jejich reseni s vysledky z pod-
kapitoly [1.2] Nakonec pouzijeme pseudospektralni metodu k nalezeni pfesného
reseni diferencialnich rovnic k vyTreseni tohoto okrajového problému.

5.1 Variac¢ni rovnice v izotropnich souradnicich

Rovnice (4.14]) jsou obecné kovariantni, jejich feSeni tedy nijak nezavisi na vol-
bé soutadnic. Ze vSech moznych souradnic tedy miizeme zvolit ty, které jsou
pro popis problému nejvhodnéjsi a v nichz bude hledani jeho feSeni nejjednodussi.
Pro popis sféricky symetrického prostorocasu tedy bez ijmy na obecnosti miizeme
pouZzit vyhodné izotropni soutadnice predstavené v podkapitole [2.3]

Pti hledani konkrétniho tvaru rovnic miuzeme postupovat dvéma zpuso-
by. Bud mizeme piimo vyjadrit slozky tenzort (4.13), ¢imz v izotropnich sourad-
nicich ziskdme ¢tyti netrivialni rovnice, z nichz jen dvé se ukazuji byt nezavislé,
nebo v izotropnich souradnicich nalezneme tvar funkcionalt a nasledné pro-
vedeme jejich variaci podle a a 1. Tim ziskdme ekvivalentni systém dvou neza-
vislych rovnic. My jsme zde zvolili druhy pfistup, nebot je méné pracny.

I pfi volbé nejvhodnéjsich souradnic je nalezeni jim ptislusného tvaru rovnic
i v pripadé sféricky symetrického prostorocasu velmi slozité a je témeér
nemozné ho najit manualné. Je proto nutné si na pomoc vzit vhodny pocitacovy
nastroj, v nasem pripadé program Mathematica s importovanym softwarovym
balikem zAct. Veskeré potiebné vypocty obstardava kod sepsany v priloze [A.2]
Programu nejdiive zaddme metricky tenzor v maticovém vyjadieni

—a? 0 0 0
0 10 0
0 0 0 sin?0?
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Ten za nas néasledné spocita obecny tvar kvadratu Ricciho tenzoru

BB = 5505 400 (4)? (11t — 7 (Yo" + 200)"))

+ 2’ (6ar®y + 8% (1) + 702 (Yo' + 200)") + 107 et (1)°)
+ 1270 (1) + 720? (¥° (o) + daa”y" + 120% (")°)
+ 47y (ha” + 10a0”) + 8Fap (¢)°
+ ¢ () (879 (7' + ) +3¢7) ], (5.2)
kvadratu Weylova tenzoru

4
VEA __
@ = Sieogm

(20009’ + o’ (47¢" + 1))
+ 7 (200" — da") — 67a ()] (5.3)

a kvadratu skalarni krivosti

R? = [Say’ 4 20/ (7 + ) + Fpa” + 4Fanp"]” (5.4)

;f,2a2¢10
kde ¢arky u funkei znaci derivace podle proménné 7. Jesté je tfeba spocist deter-
minant metriky (5.1)), resp. jeho odmocninu

V—g = #sin ar)®. (5.5)

Ziskané vysledky dosadime do funkcionalu (4.8)) a za pomoci baliku Variational
Methods z jejich linearni kombinace dopocteme dvé Euler-Lagrangeovy rovnice
odpovidajici variacim podle a a 1.

Ziskdme velmi slozitou a silné nelinedarni soustavu dvou obycejnych diferencial-
nich rovnic pro dvé neznamé funkce « a 1. Priklad této soustavy pro by = 1 a
ko = k3 = 0 vypada takto

sin @

a3w6

o (a)? (— 48722 (1) + 327205 + 967y + 8y

+a® (—647% (¥)* 4" + 967 (¢')" + 32720 (1)

FE4FRY + 6479 (1) + 9607 (1))

+a (o2 (=327 — 1607 ) + 16720 (o)

+aa’ (8072t — 327" ) ) + o’ (—48F2 'y
+1927 (1) — 16720 ® + 192702 (1)* — 128745 — 649%)

—327%° (o/)* ) + a® (o? (3270" — 32/%0% ) — 167%a'a’)
—12%ay" (o)’ + 87yt = 0, (5.6)
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sin 6

062¢7

{¢4 (—48a (') = 167 (o/)” o + 160D d + &F2a (o)

—327ad’a” + 327 (a/)) + ' (—64a2 /
~1927aa/a” + 967 ()’ — 1927 (o/)” + 647’
+0? (1) (—4480° + 192 (o)’ — 647" — 9607a’a/ )
+o (9° (—967% (of)® + 647%aa” + 3207a’a’) + 140872’y (¢')?
+%y (—6407%0a’ — 243270” ) ) + v (¥)” (25677’ + 243270 )
—1927%0 (/)" + @ (¢ (1287200’ + 25670°) — 512i%a )
=384 y? (1) + 64770’y Wy?| = 0. (5.7)

Tuto sadu rovnic jesté musime doplnit o okrajové podminky pro navazani na sféru
o poloméru 7 = a. Jelikoz se tedy jedna o sféricky symetricky problém, lze jej
ekvivalentné formulovat jako tlohu na tsecce s podminkami

(@) = Aou (@), @4, (@) = (@), @4,(0) =0, el (0) =0, o
Uin(@) = Vou (@), ¥,(@) = ¥ (@), ¥,(0) =0, vi(0) =0,

kde apout, Your znaci metrické funkce vnéjstho Schwarzschildova reseni .

Soustavu diferencidlnich rovnic s pocateénimi podminkami (5.8) je zjevné
nutné resit numericky. Pokusime-li se vSak tento problém vytesit pomoci v Mathe-
matice nativné zabudované funkce NDSolve, narazime na neptrekonatelné problé-
my. Rovnice a jsou bohuzel silné nelinearni a téz singularni v pocatku,
a proto si s jejich fesenim ani metoda stiileni, kterou funkce NDSolve pouziva,
nedovede poradit. K jejich vyfeseni je tedy nutné zvolit jiny ptistup. Jednou
z moznosti je zkoumat ziskané rovnice pomoci pribliznych analytickych metod,
naprt. hledat jejich ptiblizné feSeni ve tvaru asymptotického rozvoje. Protoze koe-
ficienty takového rozvoje jsou ve standardnich jednotkach mocninami poméru
GC—QM, jde vlastné o tzv. post-newtonovky rozvoj. Porovnani ziskanych vysledki
s TeSenim odpovidajiciho klasického problému z podkapitoly muzeme vyuzit
k nalezeni dalsich restrikci volnych parametri ki, ko, k3. Druhou moznosti je
k hledani reseni vyuzit pseudospektralni metodu.

5.2 Newtonovska a post-newtonovska analyza

Asymptoticky rozvoj feseni diferencidlnich rovnic lze v programu Mathema-
tica nalézt pomoci prikazu AsymptoticDSolveValue. Pouzijeme-li ho na nasi sou-
stavu rovnic (4.14]) v izotropnich souradnicich, ziskame rozvoj metrické funkce o
jako

!
Qi = Qg + ?27*2

7:4

k(30595 + 1 — 320242 5.9
+4Oa01/18(k:1+2/€2) { 1<30éz¢o+ 6oty — 3 a0¢2) (5.9)

+2ksaatly (astho + 16001s) + 6ks (a3vf — 16a8y3)] + O (7).
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Pro funkci ¥ mame rozvoj
@}2
2
,’7.4
2k 23 —2
8002 w0 (k1 + 2ky) [2k1002 (23010s — 2021))

+2k; (a%@bg — dagagihatho + 30043¢§) + k3 (480‘(2@3 - 30‘3%)]
+0 (?6) .

Yin = Yo +

+

(5.10)

Konstanty aq, as, g, 12 uré¢ime hladkym navazanim vnitiniho asymptotického
reseni do daného tadu rozvoje na vnéjsi Schwarzschildovo feseni. Thned je vidét,
ze existence vnitiniho Teseni je podminéna platnosti nerovnosti

ki + 2ky 0. (5.11)

Tento vyraz se ve jmenovatelich dalsich fadi asymptotickych rozvojt obou funkci
vyskytuje ve vyssich mocninach a jedna se tak o silnou singularitu.

Zkoumejme nejdiive newtonovskou limitu, tj. uvazujme rozvoje «y, a Ui,
do fadu O(7?). Ze sesivacich podminek urcime neznamé konstanty

4a* — 2aM — M? AM

= = 5.12
o Qa+ M2 T a2a+ My (5.12)
pro funkci oy, a
4a + 3M M
Yo = 1 o = o3 (5.13)

pro funkci ¢;,. Nyni bude zajimavé se presvédcit, zda-li se hustota odpovida-
jici témto metrickym funkcim bude v klasické limité shodovat s hustotou
z newtonovské teorie. Dosadime je proto do casové slozky Einsteinova tenzoru
a provedeme rozvoj ziskan¢ho vyrazu v M v okoli nuly. Potfebujeme totiz
prejit od izotropni soutradnice 7 ke sférickému r, tedy musi platit 7 ~ r, coz je
splnéno, jak je vidét ze vztahu , kdyz M — 0. Nakonec tedy pro hustotu
ziskame

3M
4dma’
coz se presné shoduje s klasickym vysledkem.

Chceme-li totéz ovérit pro radidlni tlak, musime jiz uvazovat prvni post-
newtonovskou aproximaci funkci oy, a vy, tedy v rozvojich a musime
uvazovat i ¢leny fadu O(7#1). Tlak je totiz fadu O (M?), zatimco funkce a, 1
v newtonovské limité jsou pouze fadu O (M) a proto je pro dopocteni spravného
tlaku nelze pouzit. Teprve po pridani kvartickych ¢lentt do rozvoji se ve vyrazech
objevi i ¢leny O (M?). Bohuzel, pro tento ptipad jsou jiz sesivaci podminky
velmi slozité a nepodarilo se nam je presné vytesit. Museli jsme tedy postupovat
iterativné. Vnitini metrické funkce jsme proto uvazovali ve tvaru

p= +0(M?), (5.14)

in = ag + %%2 + o, (5.15a)
_ V2 _y ~4
Yin = Yo+ 77+ Yl (5.15b)
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kde ay, 14 oznacuji prislusné koeficienty z rozvoji a , do kterych
jsme v prvni iteraci dosadili z a . Pak jsme jiz mohli Tesit sesivaci
podminky pro neznamé konstanty ag, aa, 1g, 1. Nasledné jsme pro vsech
Sest konstant spocetli jejich rozvoj v M na okoli nuly (ze stejnych duvodu jako
vyse). Dostali jsme

3M  3(9ky + 22ky — 6k3) M?

ap=1-""+ 0t T3y o (M?), (5.16a)
=+ My o (1), 100
SENCES s i
o =1+ 34]\5 3(9]?6&2?:12126 :j; Mo (Mm?), (5.16d)
2
e R
by 3Ok 1k £ BRM (). (5,160

160a5 (k1 + 2k,)

Provedeme-li obdobnym zptisobem druhou iteraci za pouziti vysledki az
(6.16d), zjistime, Ze se rozvoje viech konstant az do fadu O (M?) nijak nezméni.
Pozadovaného radu presnosti pro urceni radialniho tlaku v newtonovské limité
jsme tak dosahli jiz po prvni iteraci. Ten spoc¢teme dosazenim metrickych funkci

(5.15) s konstantami ((5.16|) do radidlni slozky Einsteinova tenzoru ([2.19)). Rozvo-

jem ziskaného vyrazu pro radialni tlak nakonec dostaneme

3(4ky + 6ks + 3ks) M2, , ,
_ _ M3 1
br 407ab (k1 + 2k2) (¢ =r*) + O (ar?) (5.17)

Ma-li se tento tlak shodovat s tlakem ([1.21]) z klasické teorie (ve které polozime
G = 1), musi mezi parametry ky, ks, k3 platit vztah

1
By = g (k1 + k). (5.18)

Tlak je vsak na povrchu nulovy pro jakoukoliv volbu parametri.

Obdrzené vysledky pro kvartické funkce vy, 1y, mizeme pouzit i ke spocteni
ihlovych tlakd. Staci je dosadit do thlovych slozek Einsteinova tenzoru (2.19),
odkud v prvnim priblizeni dostaneme

3 ((4ky + 6ks + 3ks)a® — (k1 + 2ky + 6k3)r?) M?
40mab(ky + 2ks)

Py =Py = +0(M?*). (5.19)

Mohlo by byt rozumné a prirozené ocekavat, ze v klasické limité si budou uhlové
tlaky pg, py rovny radidlnimu tlaku p,. Je tedy velmi zajimavé si povSimnout, ze
toto ocekavani je naplnéno pravé tehdy, kdyz je splnéna podminka (5.18]).
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5.3 Pseudospektralni metoda reseni obycejnych
diferencialnich rovnic

P1i hledani reseni regularniho v pocatku se jako vhodna ukazuje tzv.
pseudospektralni metoda, kterd je detailné popsana v Boydové knize [13]. Jeji
princip spociva v rozvoji presného reseni do vhodné zvolenych bazovych funkei.
V nasem pripadé budeme presné feseni diferencidlni rovnice Lu(x) = f(z) na in-
tervalu (a, b) s p okrajovymi podminkami (L je diferencidlni operdtor fadu p)
aproximovat pomoci fady

kde N > p a Ti(z) jsou Chebyshevovy polynomy, které se ukazuji byt obecné nej-
vhodnéjsi bazové funkce pro neperiodické okrajové problémy. Ty jsou definovany
rekurentné jako

TQ(ZL') = 1,
Ti(v) = =, (5.21)
Toi1(x) = 22T, (z) — Ty ().

K nalezeni N +1 neznamych koeficientii rozvoje a; mame k dispozici p okrajovych
podminek, které redukuji pocet neznamych na N + 1 — p. Zbylé neznamé urcéime
dosazenim fady do feSené diferencialni rovnice v.N+1—p vhodné zvolenych,
tzv. kolokacnich bodech x = z;. Timto Teseni diferencialni rovnice s okrajovymi
podminkami pfevedeme na problém hledani koeficienti polynomu Py (z). Mame
tedy soustavu algebraickych rovnic

.y , (5.22)
+ p okrajovych podminek,

jejimz vyresenim nalezneme vSechny koeficienty ay..

Dilezita je ovSsem otazka volby kolokac¢nich bodu. Ekvidistantni rozlozeni ko-
lokac¢nich bodt v intervalu napiiklad vede k tomu, ze fada na jeho okrajich
presné Teseni aproximuje pouze s velkou chybou, kterd navic roste se zvysujicim
se N. Pro chybu interpola¢niho polynomu Py (z) totiz plati

) = P(@) = gy PO T (@ = ), (5:23)

kde & € (a, b). Je vidét, Ze jeji velikost lze kontrolovat pouze rozloZenim kolokac-
nich bodi ;. Boyd [13] vysvétluje, ze velikost interpola¢ni chyby lze vyznamné
snizit koncentraci vétsiny kolokac¢nich bodi na krajich intervalu. Chyba je mini-
malni pro tzv. Chebyshevovu sit danou predpisem

21—
2N

1 1
xi:(a+b)+2(b—a)cos(

1
5 7T>, ie{l,..N+1-—p}, (5.24)

kterd se proto u pseudospektralni metody nejc¢astéji vyuziva.
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5.4 Ruzna vnitrni reseni pro Schwarzschildovu
externi metriku

Pro tcely této prace byl sepsan program z prilohy ktery k feseni na-
sich okrajovych problému vyuziva pravé predstavenou pseudospektralni metodu.
Programu je treba zadat nastaveni parametra ki, ks, k3 a polomér navazani a,
ze kterého nasledné dopocita konkrétni okrajové podminky . Diky okrajovym
podminkam v pocatku vime, Ze feSenfm musi byt sudé funkce. Rada tedy
muze obsahovat pouze sudé Chebyshevovy polynomy Ty (x). Maximalni stupen
cienti zaddme pomoci ¢isla N (stupen polynomu je pak 2N). Pri zadani prilis
malého navazovaciho poloméru program selhava. Zda regularni reseni vibec nee-
xistuje, nebo nam jej pouze silna nelinearita rovnic nedovolila nalézt vsak nevime.
Pro N = 10 se ndm napriklad pro nastaveni parametrt ky = 1, ko = —%, ks = —%
i potom, co jsme funkci FindRoot (kterd hledd koeficienty interpolacnich poly-
nomtl) zadali maximalni pocet iteraci roven 10°, nepodafilo najit spojité FeSent
pro polomér navazani mensi nez a ~ 0,73M. Minimalni polomér, pro ktery pro-
gram jesté funguje, vSak zavisi na konkrétnim nastaveni parametra kq, ko, k3. Je
téz zajimavé se presvédcit, ze skutecné nelze nalézt zadné feseni, neni-li splnéna

nerovnost (5.11)).

20+ 7

0.5

0.0

NG ) P - S

~

— a(f) w(F)

Obrazek 5.1: ReSeni problému pro nastaveni parametrit ky = 1, ky = kg = 0.
Polomér navazani je a = 2M.

Graficky vystup programu pro rovnice , s navazovacim polomérem
skutecné hladce navazuje na Schwarzschildovo FeSen{ (2.23)). Ziskané vnitin{ Te-
Seni nyni muzeme dosadit do Einsteinova tenzoru a spocitat tak hustotu
a tlaky v télese. Vysledky pro dva rtizné poloméry jsou ukézany na obrazku [5.2]
Je téz zajimavé se podivat, jak se chovaji poméry radidlniho tlaku p, a thlovych
tlakt py, py pro rostouci polomeér télesa a. To je zndzornéno na obrazku . Po-
mér zjevné pro a — oo nekonverguje k jednic¢ce a radialni a thlové tlaky se tak
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v newtonovské limité pro k; = 1, ko = k3 = 0 1isi. Zbyva diskutovat energetické
podminky a stanovit minimalni rozméry télesa. Slabd i silnd energeticka pod-
minka je splnéna vzdy, nebot hustota i vSechny tlaky jsou pro vSechny poloméry
nezaporné. Nejmensi polomér, pri kterém je jesté splnéna dominantni energeticka
podminka, byl numericky stanoven na a ~ 0,99803M .
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Obréazek 5.2: Hustota a tlaky uvnitt télesa pro poloméry a = 2M (vlevo) a a =
5M (vpravo) s nastavenim parametru k; = 1, ks = k3 = 0.
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Obrézek 5.3: Pomér radialniho a thlovych tlaka pro nastaveni parametra k1 = 1,
ko = ks = 0.

Vénujme se nyni pripadu nastaveni parametrii, kdy jsou splnény obé nalezené

restrikce (4.40) a (5.18). Mezi konstantami pak plati vztah

5 4
kg - —*kl, kg == —gkl (525)
Konstantu k; potom bez jakékoliv ijmy na obecnosti mizeme volit rovnu jedné
(teorie mé efektivné pouze dva volné parametry). Za pomoci programu z pii-
lohy opét ziskdme vnitini feseni (vizudlné velmi podobné tomu znézorné-

nému na obrazku |5.1]) a podobné jako vyse dopocteme jemu odpovidajici hustotu
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a tlaky, jejichz grafy jsou na obrazku [5.4l Na rozdil od predchoziho pripadu vsak
poméry radialniho a thlovych tlakl s rostoucim polomérem a konverguji k jed-
nicce, coz je ukazano na obrazku [5.5. VSechny tri tlaky se tak dle ocekavani
z podkapitoly [5.2] v newtonovské limité rovnaji. Zkusme jesté najit energetické
podminky k nalezeni minimélnich rozmért télesa. Slaba i silna energetickd pod-
minka jsou opét splnény vzdy. Naproti tomu dominantni energetickd podminka
je splnéna pouze pro poloméry veétsi nez a ~ 0,86856 M .
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Obréazek 5.4: Hustota a tlaky uvnitt télesa pro poloméry a = 2M (vlevo) a a =
5M (vpravo) s nastavenim parametri ky = 1, ks = —2, kg = —3.
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Obrézek 5.5: Pomér radialniho a tthlovych tlaki pro nastaveni parametri k; = 1,
kQ — —%, kg - —%

Z dominantni energetické podminky byl jesté uréen minimalni polomeér télesa
pro volbu parametri k1 = 1, ky = %, ks = —%, kterda odpovida rovnicim ziska-
nych variaci Kretschmannova skalaru . Ten byl stanoven na a ~ 1,09983M .
Minimalni fyzikalné pripustny rozmér télesa je tedy zfejmé zavisly na paramet-

rech ]{31, k’g, k?3.
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Zaver

Problematika nahrazovani singularit regularnim vnitinim fesenim byla nejdii-
ve ilustrovana v ramci klasické linearni teorie gravitace. Vysvétlili jsme, Ze regu-
larni vnitni potencial lze vzdy najit jako feseni variac¢ni ulohy, ktera je ekviva-
lentni bi-Laplaceové rovnici s Dirichletovymi hrani¢nimi podminkami. Nasledné
jsme si ukézali aplikaci tohoto postupu na pripad sféricky symetrického potenci-
alu a pripady tii axialné symetrickych potencialii.

Déle jsme zrekapitulovali pokusy o regularizaci Schwarzschildova a Curzonova
reseni ve Weylovych souradnicich z prace [1], resp. ¢lanku [7]. Diskusi téchto
feseni jsme rozsitili o grafy znazornujici rozlozeni jim prislusnych hustot a tlaki.
Také jsme nalezli “siloc¢ary” hlavnich smeéri tlakii. Rovnéz byl kratce diskutovan
priklad regularizace Schwarzschildova feseni v izotropnich soutradnicich. Vysledky
byly vyuzity k ilustraci vyuziti energetickych podminek ke stanoveni minimalniho
mozného rozmeéru télesa.

Pak jsme jiz pristoupili k zobecnéni varia¢niho pristupu k nahrazovani singula-
rit znamého z klasické teorie gravitace. Za pomoci fyzikalni intuice a z pozadavku,
aby nova teorie v limité slabych poli a malych rychlosti davala stejné vysledky
jako klasicka, jsme odhadli, Ze relativisticky funkcional by mél obecné byt slozen
z t11 kvadratickych kfivostnich invariantii - z kvadrat Ricciho a Weylova tenzoru
a z kvadratu skalarni krivosti, pricemz vahu jejich zastoupeni v linearni kombinaci
jsme vyjadrili pomoci parametrii kq, ko, k3. Také jsme pouzitim tenzoru vnéjsi kii-
vosti zobecnili podminky navazani. Dale jsme uvedli Euler-Lagrangeovu rovnici
zobecnéného funkcionalu a dokézali jsme, Ze v newtonovské limité pro vSechna
k1, ko, ks spliujici

4
k1—§k2—|—2k‘320

prechazi na znamou bi-Laplaceovu rovnici.

V posledni kapitole jsme pak novou teorii aplikovali na sféricky symetrické
Schwarzschildovo feseni. Jeji rovnice jsme bez Gjmy na obecnosti vyjadrili v izot-
ropnich souradnicich a néasledné jsme provedli jejich newtonovskou, resp. post-
newtonovskou analyzu. Porovnanim ziskanych hustot a tlaka s klasickymi vysled-
ky téchto velicin jsme obdrzely dalsi omezeni volnych parametra

1
k’g - = (kfl +4]€2) .

3
Pouzitim obou podminek jsme pak mezi parametry teorie dostali vztah
) 4
ko = —=k ks = —=k.
2 4 1, 3 3 1

Pro tuto a dalsi volby parametrti jsme nakonec za pouziti pseudospektralni me-
tody nalezli aproximaci presného feseni relativistického okrajového problému.
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Pro rtzna nastaveni parametri ky, ks, k3 jsme téz z energetickych podminek
numericky uré¢ili minimalni fyzikalné pripustny polomér gravitujiciho télesa.

Nalezeni vnitiniho feseni nahrazujiciho singularitu ve Schwarzschildové reseni
je pouze prvni ukazkou aplikace nové zavedené teorie. Ziskané vysledky, véetné
ziskané restrikce na volné parametry, by navic bylo dobré ovérit vyresenim va-
ria¢ni tlohy v jinych, naptiklad Weylovych, souradnicich. Téz je potieba teorii
aplikovat na dalsi priklady prostorocast z Weylovy tridy, predevsim pak na Cur-
zonovo, ale napriklad i na Reissner—Nordstromovo feseni, a presvédcit se, ze dava
smysluplné vysledky. Z matematického i fyzikdlniho hlediska by pak bylo zaji-
mavé diskutovat, za jakych podminek feSeni varia¢ni tlohy existuje, a zda-li je
zajisténa jeho jednoznacnost a regularita.
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Priloha A

Vypocty v programu
Mathematica

A.1 Vypocet Einsteinova tenzoru a jeho vlast-
nich cisel pro Weylovu metriku
Program pro vypocet slozek Einsteinova tenzoru a jeho vlastnich hodnot

pro obecnou Weylovu metriku ve sférickych souradnicich vytvoreny za pomoci
softwarového baliku zAct [14]. Program byl sepséan na zakladé [15].

<< xAct‘xTensor"
Needs ["xAct ‘xCoba‘"]

DefManifold[M, 4, {a, b, c, d, e, f}]
DefChart[Sph, M, {0, 1, 2, 3}, {t0, 0, 601, ¢[13}]
$CIndexForm = True;

DefScalarFunction[v]
DefScalarFunction[(]

ds2 = -Exp[2 v[r[], 00111 dt™2 +
Exp[2 ¢[r[], 60011 - 2 v[r[d, 6011] (dr~2 +
r[]172 df~2) +
r[172 Sin[6[1]172 Exp[-2 v[r([], A[1]1] d¢~2

ds2Matrix =
CoefficientArrays([ds2, {dt, dr, df, d¢},
"Symmetric" -> Truel [[3]] // Normal // Simplify;
MatrixForm[%]

metricg = CTensor[ds2Matrix, {-Sph, -Sph}];
metricgl[-a, -b]
SetCMetric[metricg, Sph, SignatureOfMetric -> {3, 1, 0}]
MetricCompute [metricg, Sph,
"Einstein"[-1, -1]]
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cd = CovDOfMetric[metricg];

pdsim := {f_*-)[r[1, #[1] :-> Subscript@@Join[{f}, Tablelr, kI,
Table[d, 111, r[] :=> r, 601 :—> 0, £ [r[1, A[1] :-> £}

EinsteinTensor = (Einstein[cd] [-a, b] // Head)
/. CTensor -> (#1 &)// Expand // Simplify;
% /. pdsim // MatrixForm // Expand // Simplify

matrixEinstein = {{Gtt, 0, 0, 0}, {0, Grr, Gré, 0}, {0,
GOr, GO#O, 0}, {0, 0, 0, Gopop}};

eigenValues = Eigenvalues[matrixEinstein];

% // Expand // Simplify

A.2 Vypocet Einsteinova tenzoru, kvadrata kri-
vostnich invarianti a Euler-Lagrangeovych
rovnic v izotropnich souradnicich

Program pro vypocet slozek Einsteinova tenzoru pro sféricky symetrickou me-
triku v izotropnich souradnicich, kvadratickych,invariantﬁ,}%NV}%“”,(TMVKA(T“V”A
a R? a jim pifslusnych Euler-Lagrangeovych rovnic vytvofeny za pomoci softwa-
rového baliku zAct [14]. Program byl sepsan na zakladé [15].

<< xAct‘xTensor"
Needs["xAct ‘xCoba‘"]
Needs["VariationalMethods ‘"]

DefManifold[M, 4, {a, b, c, d, e, f}]
DefChart[Sph, M, {0, 1, 2, 3}, {t(1, [, 601, ¢[1}]
$CIndexForm = True;

DefScalarFunction [¢]
DefScalarFunction[a]

ds2 = - alr[1]72 dt™2 + ¥ [r[1]74 (dr"2 + r[]72 d#~2 +
r[172 Sin[0[1172 d¢~2)

ds2Matrix =
CoefficientArrays([ds2, {dt, dr, df, d¢},
"Symmetric" -> True] [[3]] // Normal // Simplify;
MatrixForm[%]

metricg = CTensor[ds2Matrix, {-Sph, -Sph}];

metricg[-a, -b]

SetCMetric[metricg, Sph, SignatureOfMetric -> {3, 1, 0}]
MetricCompute [metricg, Sph,

o1




"Einstein"[-1, -1]]
cd = CovDOfMetric[metricg];

pdsim := {f_*J)[r[]] :-> Subscript@@Join[{f}, Tablelr, k11,
r(] :(=>r, 60001 :—> 0, £ [r[1] :—> £}
rsim := {r[] :-> r, 0[] :-> 6}

EinsteinTensor = (Einstein[cd] [-a, b] // Head)
/. CTensor -> (#1 &)// Expand // Simplify;
% /. pdsim // MatrixForm // Expand // Simplify

R2 = RicciScalar([cd] [[1]]"2;
% /. pdsim // Simplify

RabRab = Riccilcd] [a, b] Riccilcd] [-a, -b];
% /. pdsim // Expand // Simplify

W2 = Weyl[cd] [a, b, c, d] Weyl[cd][-a, -b, -c, -d];
% /. pdsim // Expand // Simplify

detgl2 = alr[]] ¢([r[11°6 r[]~2%
Sin[f#[]1]; (* odmocnina z det g *)

Akce = k1*W2 + k2+RabRab + k3*R2 // Expand // Simplify;
% /. pdsim

{AkceRovnicel,
AkceRovnice2} = {EulerEquations[Akcexdetgl2, «l[r[1], r[1],
EulerEquations [Akcexdetgl2, ¢ [r[1], r[1]} /.rsim

A.3 Reseni variacnich rovnic spektralni meto-
dou

Program fesici varia¢ni rovnice (4.14]) v izotropickych soufadnicich (pro obec-
né parametry kq, ks, k3 spoctené v priloze [A.2) s okrajovymi podminkami (5.8]).
Program byl sepsén na zdkladé knihy [13] a konzultace s vedoucim préce [15].

YSlr 1 = (1 + 1/2/1);

YS81[r 1 = D[ (1 + 1/2/r), rl;

aS[r 1 = (1 - 1/2/r)/1 + 1/2/1);
aS1i[r_ 1 = D[(1 - 1/2/vr)/(1 + 1/2/r), r];

reseniRovnic[a_7NumberQ, N_Integer,
OptionsPattern[{pq -> {p[0] -> 1, q[0] -> 1}}]] :=
Block[{fa, fi), nezname, drat, okrajPodminky, difRovnice,
spktrReseni, chebRoots01, pocetKolokacnichBodu,

52




colocationPoints, okrajPodmP(, residual, pocetNeznamych,
rovnicePQ, neznameO, reseni, pocOdhad},

If[N < 3, Print["Pocet koeficientu musi byt >2"]; Abort[]];

fa = Sum[p[k] ChebyshevT[ 2 k, r/al, {k, 0, N - 1}];

fi) = Sum[ q[k] ChebyshevT[ 2 k, r/al, {k, 0, N - 1}];
nezname = Table[ {p[k], qlkl}, {k, O, N - 1}] // Flatten;
drat[f , x ] := D[f[r], r] /. r -> x; (*derivace f v bode x*)

chebRoots01[nC_Integer] :=
Table[ Cos[ (2 k + 1) Pi/4/ nC ], {k, O, nC - 1}] //
N; (xkladne koreny Subscript[T, 2N]*)

okrajPodminky = {«a[a] == aS[al, ¥[a] == ¢S[
al], dratl[a, al] == aSi[a],
drat [+, al == S1[al};

difRovnice = {AkceRovnicel, AkceRovnice2};
spktrReseni = {a ->
Function[r, Evaluate@fal, o ->
Function[r, Evaluate@fy]};

okrajPodmPQ = okrajPodminky /. spktrReseni;
residual = difRovnice /. spktrReseni;
pocetNeznamych = Length@nezname;

pocetKolokacnichBodu = (pocetNeznamych - 4)/2;
colocationPoints = a* chebRoots01[pocetKolokacnichBodu];

rovnicePQ =
Join[ residual /. ({r -> #} &) /@ colocationPoints, okrajPodmPQ]
//Flatten;

pocOdhad
nezname0
Transpose[ {nezname,

nezname /. pocOdhad /. {plk_] -> 0, qlk_] -> 0}}];
reseni = FindRoot[ Evaluate@rovnicePQ, Evaluate@neznameO,
MaxIterations -> 1000];
(*Print [Length@rovnicePQ," ", Length@neznameO," ",pocetNeznamych,
" " okrajPodmPQ] ;*)
{pq >

reseni, a -> (fa /. reseni), ¢ -> (fi /.reseni)}

OptionValuel[pq];

polomer = 2.0;
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With[{a = polomer},
ranl0 = reseniRovnic[a, 10];

kombi = If[

r > a, {¢YSlr], aSlrl}, {¥, a} /. raniO];
Plot [kombi , {r, 0, 3 a}, PlotRange -> {0, 2},

PlotTheme -> "Detailed", PlotLegends -> None,

PlotStyle -> {Green, Red}, FrameLabel -> {0OverTildel[r]}]
]
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