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Abstrakt: V predlozené praci je uveden stru¢ny tvod do teorie Lévyho procesu
a subordinatoru. Obsahuje rovnéz potiebné vysledky tykajici se bodovych procesu
hlavné Coxova procesu. Déle se specializuje na popis struktury zavislosti slozek
vicerozmérnych subordinatorti pomoci Lévyho kopuli. Jsou zde uvedeny piiklady
parametrickych rodin Lévyho kopuli. Na jejich zakladé je studovan prubéh kiizové
korelacni funkce, kterd je zavedena analogicky jako u Coxovych bodovych procesu.
Za pomoci uvedenych rodin Lévyho kopuli je rovnéz ukazana moznost simulovat z
vicerozmérnych subordinatoru.

Préce se také zabyva realizaci odhadu parametri Gamma-Ornsteinova-Uhlenbeck-
ova procesu, ktery je fidicim procesem pro pozorovany Coxuv proces. Je aplikovan
piistup zalozeny na Bayesové vété a metodé Markov chain Monte Carlo s naslednym
uzitim Newtonova-Raphsonova algoritmu a aproximace vérohodnosti.
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Abstract: In the present thesis a short introduction into the theory of Lévy processes
and subordinators is mentioned. It contains also basic results from the theory of point
processes, especially of the Cox process. Furture it specializes to the description of
the dependence structure of components of multidimensional subordinators using
Lévy copulas. There are examples presented of parametric families of Lévy copulas.
On their basis graphs of cross-pair correlation functions, defined analogously to the
Cox point process case, are investigated.

The work also shows the possibility of simulation of multidimensional subordi-
nators using mentioned families of Lévy copulas. Finally it deals with estimation
parameters of Gamma-Ornstein-Uhlenbeck process. It is applied an approach based
on Bayes theorem and Markov Chain Monte Carlo method with consequential using
of Newton-Raphson algorithm and aproximative likelihood.
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Uvod

O Lévyho procesech bylo drive hovoreno jako o jedné ze tiid procesu s nezavislymi
piirustky. Dnes nesou jméno Paula Pierra Lévyho (1886 — 1971) — francouzského
matematika, ktery pusobil v oblasti teorie pravdépodobnosti.

Lévyho procesy jsou v poslednich letech stale vice uzivany ve svété finan¢nich
modeli a pojisfovnictvi. Piedeviim negaussovské a skokové Lévyho procesy maji
vyuziti v oblasti stochastické diferencidalni geometrie a kvantové teorie. Dalsi aplikace
jsou napiiklad v telekomunikacich, seismologii nebo meteorologii. Nejznaméjsimi pii-
klady Lévyho procesu jsou Wieneruv proces a Poissontv proces, ¢asto uzivané jsou
téz subordindtory a stabilni procesy.

Ve finanéni sfére jsou pouzivany vicerozmérné procesy a je zkouméana struktura
zavislosti jejich slozek. U tohoto tématu se nedavno objevil pojem Lévyho kopule
(viz [1] a [3]), ktery je jakousi analogii ke kopulim, které jsou uzitecnym néstrojem
mnohorozmérné statistiky.

V préci se zabyvame modelovanim zavislosti ve viceromérnych Lévyho procesech.
Déavame priklad nékolika novych parametrickych rodin Lévyho kopuli a zabyvame se
prubéhem kiizové korelacni funkce. Také se snazime za pomoci Lévyho kopuli ukédzat
moznost simulovat prubéh vicerozmérnych Lévyho procestu (viz [1]).

Pojem ktizové korelacni funkce byva casto spojen s bodovymi procesy, zde spe-
cidlné Coxovymi procesy fFizenymi procesy Ornsteinova-Uhlenbeckova typu (OUCP).
Odvozovanim kiizové korela¢ni funkce pro vicerozmérné OUCP se zabyva podrobné
[4]. Na popud ¢lanku [5] se téz zabyvame problémem odhadu parametri Gamma-
Ornsteinova-Uhlenbeckova procesu (GOU). K tomu uzivame piistup, ktery je zalozen
na Bayesové vété a metodé Markov chain Monte Carlo (MCMC) a uziti Newtonova-
Raphsonova algoritmu.

Vlastni prace je ¢lenéna do ctyt kapitol. V prvni kapitole uvadime zakladni teorii
z oblasti Lévyho procesu, subordinédtorii, bodovych procesu a procesu OU typu.

Ve druhé kapitole se zabyvame modelovanim vicerozmérnych Lévyho procesu,
nasim cilem je zkoumat prubéh kiizové korelaéni funkce. Nejprve definujeme pojmy
kopule a Lévyho kopule a uvadime jejich vlastnosti. Déle predkladame priklady pa-
rametrickych rodin Lévyho kopuli a na zdkladé jejich struktury rozebirame prubéh
krizové korelacni funkce pro vybrané subordinatory.

Treti kapitola dava ndvod k simulaci vicerozmérnych Lévyho procesu. Jednd se
o aplikaci algoritmu popsanych v [1], k tomu pouzivame rodiny Lévyho kopuli, které



jsme popsali v pfedchozi kapitole.

Ctvrtd kapitola je vénovéna problému odhadu parametri procesu GOU, ktery
je tidicim procesem pro pozorovany Coxuv proces (viz [5]). Jednd se o pouziti
vérohodnostniho pristupu metody MCMC a Newtonova-Raphsonova algoritmu, jak
je navrzeno v [6].

K préaci je pripojen (v pifloze na CD) zdrojovy kéd v jazyce R [12], ktery je
vysvétlen ve ¢tvrté kapitole.

Puvodni vysledky jsou obsazeny zejména ve druhé kapitole, kde je uvazovano
sirsi spektrum Lévyho kopuli nez v dostupné literatuie. Kapitoly tii a ¢tyti obsahuji
naroc¢né realizace vypocetnich postupu diive publikovanych.



Kapitola 1

Z.akladni teorie

V této kapitole uvedeme teorii potiebnou k dalsimu vykladu. Jedna se o zakladni
vlastnosti Lévyho procesu. Pro dalsi vlastnosti, naptiklad subordinaci, silnou mar-
kovskou vlastnost, ¢i potencialni teorii Lévyho procesi, odkazujeme ¢tenare na mo-
nografii [11]. Déle uvddime potiebné zaklady z oblasti bodovych procesu, které je
mozné nalézt napi. v [9].

1.1 Lévyho procesy
Definice 1.1.1. (Lévyho proces) Bud (Q, F,PP) pravdépodobnostni prostor, potom

stochasticky proces {X;, t > 0} s hodnotami v R? nazyvame Léuvyho proces, jestlize
spliiuje nasledujici podminky:

1. Xo=0.
2. (Vlastnost nezdvislosti prirustki). Pro kazdé n € N, 0 <ty < t; < ... < t,
jsou ndhodné veliciny X;,, Xy, — Xy, ..., Xy, — Xy, , nezavislé.

3. (Casovd homogenita, neboli Stacionarita priristki): Pro kazdé h > 0 rozdéleni
Xyon — X, nezdvist na t € Ry, tedy Xopn — Xy = X,

4. (Stochastickd spojitost): Pro kazdé t > 0 a € > 0 plati lirr% Pl|Xs — X;| > ¢] = 0.

5. (Regulovatelnost trajektorii): Pro kazdé w € Q je X;(w) zprava spojitd funkce
pro t > 0 a ma limity zleva pro t > 0.

Zde je tfeba upozornit na to, ze staci, aby vlastnosti (1) a (5) platily skoro jisteé.
V nékteré literatuie jsou takto Lévyho procesy definovany. Plati ovSem tvrzeni, ze
existuje spojitd modifikace s regulovatelnymi trajektoriemi (viz. [11], Theorem 11.5).

Definice 1.1.2. (Nekoneéné délitelné rozdéleni) Nahodna velicina Y méa nekonecné
délitelné rozdélent, jestlize pro kazdé n > 2 existuji nezavislé stejné rozdélené nahodné
veliciny Y7, ..., Y, takové, ze Y; + - - - + Y, mé stejné rozdéleni jako Y.
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Poznamky 1.1.3. Vlastnosti nekonecné délitelnych charakteristickych funket:

e f1, f5 jsou charakteristické funkce nekonecné délitelného rozdéleni, potom f; fs,
|f1l, f{, Ya > 0 jsou charakteristické funkce nekoneéné délitelnych rozdéleni.
Déle plati, ze fi(t) # 0, Vt.

e Limita charakteristickych funkci nekonecné délitelného rozdéleni je také cha-
rakteristickd funkce nekonecéné délitelného rozdéleni.

Dukazy predchozi vyroku lze najit v [11] kap. 7. Déle budeme pro charakteristic-
kou funkei rozdéleni p uzivat znaceni fi.

Definice 1.1.4. (Obecnd konvoluéni mocnina) Necht je p nekoneéné délitelné roz-
déleni na R?, pak lze pro kazdé t € R, definovat ¢-tou konvoluéni mocninu p*.

Je-li u nekonecéné délitelné, pak je také pro n prirozené u% nekonecné délitelné a
plati 7i(z)» = (fi(z)7% ) pro kazdé k € N, z € C. Tudiz je dle prvniho bodu predchozi
poznamky pro viechna pfirozend éisla m a n rozdéleni = rovnéz nekonecéné délitelné.
Pro iraciondlni ¢ > 0 lze sestrojit posloupnost {r,}>,, r, € Q, r, — t. Potom
p(z)™ — (2)t, z € C pro n — oco. Limita fi(z)" je nekonecéné délitelnd dle druhého
bodu predchozi pozndmky a ' je charakteristickd funkce ¢-té konvoluéni mocniny
rozdéleni .

Nésledujici véta fika, ze rozdéleni Lévyho procesu { Xy, t > 0} je urceno rozdéle-
nim X, pro néjaké konkrétni s > 0.

Véta 1.1.5. Je-li {X,, t > 0} Lévyho proces na R?, potom pro kazdé t > 0 je Py,
nekonecné délitelné rozdéleni na R a oznacime-li Px, = p, potom Py, = u*'. Naopak
je-li 11 nekonecné délitelné rozdeéleni na R?, pak existuje Lévyho proces {X;, t >0}
takovy, Ze Px, = p.

Diikaz. Prvni ¢ast tvrzeni neni tézké ukézat. Bud {X;, ¢ > 0} Lévyho proces, pro
libovolné n > 2 a polozime t; = %, k=0,1,.... Pak plati, ze

X = (Xoy — Xip) + oo+ (X, — Xt ).

Uzavorkované cleny jsou nezavislé. Oznacme u = Px, a yu, = Py, —x,, .- Mira p,

nezavisi na k z vlastnosti casové homogenity, a tudiz p = ;. Cimz dostavame
nekonecnou délitelnost pro racionalni ¢. Pro iracionalnim ¢ zvolime r, posloupnost

raciondlnich ¢isel r, — t. Potom mame X, R X, a proto i Py, A Px,. Opacna
implikace je obtiznéjsi, lze ji nalézt v [11], Theorem 7.10. [

Véta 1.1.6. (Lévyho-Khintchinova reprezentace) Je-li p nekonecéné délitelné roz-
deéleni na R?, potom

i(z) = exp —%(A,a z) +i(y, 2) + /}Rd(e“""m> —1—ilz,2)Ip(z))v(dz)|, z € RY,
(1.1)



kde [i znaci charakteristickou funkci rozdélend p, (-,-) je skaldrni soucin v R?, v € R,
D ={z e R%: |z| < 1} je jednotkovd koule. A je symetrickd pozitivné semidefinitni
matice typu d X d a v je mira na RY spliujici:

V({0}) = 0 a /Rd(|x|2 A 1) p(dz) < oo (1.2)

Tato reprezentace jednoznacné urcuje A, v a ~. Naopak pro A symetrickou po-
zitioné semidefinitnd matici, miru v splnujici (1.2) a v € RY, ezistuje nekonecné
délitelné rozdélent p, jehoz charakteristickd funkce je ddna vzorcem (1.1).

Diikaz. Dukaz viz [11], Theorem 8.1. O

Definice 1.1.7. Trojici (A,v,7) z Lévyho-Khintchinovy véty nazyvame (Lévyho)
charakteristickd trojice, miru v nazyvame Lévyho mira rozdéleni pu. Charakteristickou
trojici Lévyho procesu { Xy, t > 0} minime charakteristickou trojici rozdéleni Xj.

Matice A byvé oznacovéana jako Gaussova variancni matice, nebot je zndmy tvar
charakteristické funkce d-rozmérného normalniho rozdéleni p se stfedni hodnotou ~
a variacni matici A:

p(z) = exp —%(Az, z) + (v, 2)

Déle pisme v(z) = log(fi(2)). Tato funkce je oznacovéana jako charakteristicky
exponent rozdéleni p. Potom z véty 1.1.5 vyplyva, ze

log Py, (2) = tlog Py, = tib(z). (1.3)

Poznamky 1.1.8. V Lévyho-Khintchinové vété hraje dulezitou roli tzv. usekavaci
funkce Ip. Ta je v integralu na pravé strané (1.1) proto, aby konvergoval, nebot mira
v muze byt neomezena mimo libovolné okoli nuly a samotny integrad se chové:

'@ —1 —i(z,2) Ip(x) = O(|zf*) proz| — 0, 2 € R".

Muzeme tedy za usekdvaci funkei brat c(z) : R — R, kterd je omezend méfitelna
a spliuje:

c(x) =1+ o(|z]) pro|z| — 0, c¢(x) = O (|x|_1) pro|z| — oo.

Pro takovouto funkci lze vyraz (1.1) prepsat na:

i(z) = exp —%(Az, z) +i(Ve, 2) + /}Rd(ei(z’@ —1 — iz, z)c(z)) v(dz)|, z € R%.

Pricemz 7, je definovéano:
=7+ [ (co) = In) vlda).
R
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1
1+]z|? "
pro pevné € > 0 uzit funkci ¢(x) = I;_. (). Je dobré si také uvédoln‘it, ze Lévyho
mira v ani Gaussova matice A nezdvisi na volbé usekavaci funkce c(z).

Pokud budeme déle v textu uzivat usekavaci funkci ¢(z), budeme pfislusnou
charakteristickou trojici znacit (A, v, v.)e..

Zaméime se na dalsi tvary formule (1.1), pokud Lévyho mira spliuje podminku:

/ |z| v(dz) < oo,
|z|>1

pak je mozné uvazovat usekavaci funkei ¢(z) = 1 a charakteristicky exponent v Lévyho-
Khintchinové reprezentaci lze prepsat na:

Napiiklad Paul Lévy, ¢i Alexander Khintchin uzivali funkci ¢(z) = Rovneéz lze

W(z) = —%(Az, z) +i{v, 2) +/ (=™ —1 — (z,2)) v(dz).

]Rd

Potom nazyvame v, stred procesu X, nebot lze ukdzat, ze E X, = yt.
Splnuje-li Lévyho mira podminku:

/|<1 |z| v(dx) < oo, (1.4)

muzeme uvazovat nulovou usekévaci funkei a vyraz (1.1) bude tvaru:
) = oxp | —5 (A2, 2) +il30,2) + [ (59 ~1)o(da)
R?

Véta 1.1.9. Necht je X = (XU, ..., XD) Lévyho proces s charakteristickou trojici
(A,v,7), potom jsou XYW j=1,...,d rovnéz Lévyho procesy a jejich charakteris-
tické trojice jsou (G, p, 3):

G = Ajj;, p({0}) =0, p(B) = v(B x R¥™), VB € B(R\{0}),

6=v+/d 2 (Tjay <1 — Toj<t) v(d),
R
kde x = (xq, ..., xaq).

Diikaz. Diikaz se provede pifmym porovnanim charakteristickych funkef X a X0,
odkud je zfejmé, ze XU) je Lévyho proces a jeho charakteristickd trojice méa vyse
uvedeny tvar. Il

Definice 1.1.10. Lévyho proces {X;, t > 0} s Lévyho mirou v oznac¢ujeme za proces
s nekonecnou aktivitou, jestlize v(R%) = oco.

Jednim ze zdkladnich Lévyho procesu je sloZeny Poissonuv proces, uvadime jeho
definici a zdkladni charakterizaci (viz. tvrzeni nize).
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Definice 1.1.11. (SloZeny Poissontv proces) Budte Y; nezavislé stejné rozdélené
nahodné veliciny s rozdélenim o a bud {N;, t > 0} Poissonuv proces s intenzitou
A > 0, nezavisly s {Y;, i € N}, potom proces definovany:

Nt
Xy = g Y;
i=1
nazveme slozeny Poissonuv proces s intenzitou A a rozdélenim skoku o.

Je ziejmé, ze pokud vezmeme o = 4y, kde 0, je Diracova mira v bodé 1, pak je
tento slozeny Poissonuv proces zaroven Poissonovym procesem.

Casto se také pod pojmem slozeny Poissontiv proces uvazuje i proces obohaceny
driftem , tedy proces X, = vt + X;. My v8ak déle v tomto textu drift neuvazujeme.

Tvrzeni 1.1.12. Proces {X;, t > 0} je sloZeny Poissoniv proces pravé tehdy, kdyz
je to Lévyho proces a jeho trajektorie jsou po cdstech konstantni.

Diikaz. Dukaz je mozné nalézt v [1], Proposition 3.3. O

Pro uplnost spocitejme charakteristickou funkci slozeného Poissonova procesu.
Bud tedy X, sloZeny Poissontiv proces s intenzitou A > 0 a bud o jeho rozdéleni
skoku, potom:

E =X — E[E [ | N]] = (PN, = n] - E oeXia )

n=0

_ Z M = exp[At(a(z) — 1)]

_ :; [At /R (et —1)a(dx)1 |

Dostali jsme tak charakteristickou trojici:

(0,00 / |S1x)\a(dx)> . (15)

Véta 1.1.13. (de Finetti) Funkce f je charakteristickou funkci nekonecné délitelného
rozdéleni prdavé tehdy, kdyz ji lze napsat ve tvaru:

f(z) = lim exp{pn(gn(z) =1}, (1.6)

pricemz g, je posloupnost charakteristickych funkci a p, je néjakd posloupnosti klad-
nych cisel.

11



Dikaz. ,,=“ Je-li f charakteristicka funkce nekone¢né délitelného rozdéleni, pak je
dle Poznamky 1.1.3 také f¢, Va > 0 charakteristickou funkci nekonecné délitelného
rozdéleni. Ze znalosti f* = e*°8/ dostdvame:

F() = Iim exp (facjl).

Tim mame funkci f napsanou v pozadovaném tvaru.

,,<="“: Staci si uvédomit, ze slozeny Poissonuv proces, ktery mé nekonecné délitelné
trajektorie, ma charakteristickou funkci ve tvaru (1.6) a ze limita nekonecéné délitel-
nych charakteristickych funkci je opét charakteristicka funkce nekoneéné délitelného
rozdéleni, viz Poznamky 1.1.3. [

1.2 Subordinatory

Definice 1.2.1. (Subordindtor) Bud d = 1, Lévyho proces {X;, ¢ > 0} na R se
nazyva rostouct, jestlize X;(w) je neklesajici funkce ¢ s.j.. Takovému procesu se rovnéz
iiké subordindtor. Lévyho proces, jehoz slozky jsou pouze subordinatory, oznacujeme
jako (vicerozmérnyj) subordindtor.

Véta 1.2.2. Necht {X;, t > 0} je Lévyho proces na R s charakteristickou trojici
(A,v,7), pak jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:

1. {X;, t > 0} ma s.j. neklesagici trajektorie.
2. X; >0 s.3. pro néjaké t > 0.
3. Xy >0 s.5. pro kazdé t > 0.

4. A=0, v((—00,0]) =0, [;"(z A 1)v(dz) < oo ay —f| zv(dx) > 0.

z|<1
Diikaz. Viz [1], Proposition 3.10. O

Poznamka 1.2.3. Bud {X,, t > 0} subordindtor, potom je jeho Laplaceova trans-
formace nasledujict:

E[e="%] = exp {t ( /m,oo)(e_w 1) u(da) — W)] |

Véta 1.2.4. Lévyho proces s charakteristickou trojici (A, v,~y) md konec¢nou variaci
prave tehdy, kdyz plati:

A=0, / |z| v(dz) < oo.
o<1
Dikaz. Dikaz viz [11]. O
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Disledek 1.2.5. Subordindtor sice muze mit nekonecnou aktivitu, ale musi mit
konecnou variaci.

Jeden z nami zkoumanych subordinatort je tzv. Gamma proces. Definujeme tento
proces a poté uréime jeho charakteristickou trojici.

Definice 1.2.6. (Gamma proces) Uvazujme Lévyho proces { X}, ¢ > 0} naR. Paklize
mé pu = Px, Gamma rozdéleni — I'(«, p), které je dano hustotou:

L'(p)

kde T'(+) je gamma fukce. Potom proces {X;, t > 0} nazyvame Gamma proces.

flz) = Pl e I(0,00)(2), @ >0, p >0, (1.7)

Priklad 1.2.7. Uréime charakteristickou trojici Gamma procesu. Rozdéleni I'(a, p)
mé charakteristickou funkci:

logaritmus na pravé strané rozepiseme postupné pomoci dvou integralu:
m u d u o0
log (1 v —) - / Yy _ / / o~ (O+7 4z dy
a o aty o Jo
oo u o e—ogx
= / / e Wdy e dx = —/ (e —1) dz.
o Jo 0 z

Po dosazeni u = —iz dostaneme potiebny tvar charakteristické funkce:
o . e—O((IJ
i(z) = exp {p/ (e —1) dx} :
0 x

1

Jiz je vidét, ze reprezentace (1.1) je A =0, v(dz) = pr™" e * Loy (x)dz a v = 0.

Definice 1.2.8. (Inversni Gaussuv proces) Méjme Lévyho proces {X;, t > 0} na R
takovy, ze rozdéleni X je dano hustotou:

0”4 1/6*
f(z) = E z eXp |~y . +n°x )| Loeo)(x), 6 > 0,17 >0. (1.8)

Potom proces {X;, t > 0} nazyvame inversni Gaussiuv proces.

Piiklad 1.2.9. Uvedeme opét charakteristickou funkci inversniho Gaussova procesu
a jeho Lévyho miru. Mé-li X rozdéleni dané hustotou (1.8) potom:

E e = @ exp (5(77 —\/n? - 2it)> .

Jeho Lévyho mira ma tvar:

J 1
v(de) = Nors 2732 exp (—5772:10) I0,00) () da.
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1.3 Lévyho-Itoova véta a existence momentu

Definujme Poissonovu nahodnou miru, formulujeme Lévyho-Itoovu vétu, nasledné
uvedeme vysledky, které se tykaji momentu Lévyho procesu.

Definice 1.3.1. (Poissonova ndhodnd mira) Bud (O, BB, p) o-kone¢ny méfitelny pro-
stor. Bud {N(B),B € B} rodina ndhodnych veli¢cin definovanych na pravdépo-
dobnostnim prostoru (2, A, P), které nabyvaji jen nezdpornych celoc¢iselnych hodnot
a nekonecna. Tuto rodinu nazyvame Poissonova ndhodnd mira na © s mirou inten-
zity p, jestlize jsou splnény nasledujici podminky:

e Pro kazdou B € B ma N(B) Poissonovo rozdéleni se stfedni hodnotou p(B).

e Pro kazdé n € N a vsechny po dvou disjunktni mnoziny B; € B, i =1, ..., n,
jsou N(B;), i =1, ..., n nezavislé.

e Pro kazdé w € Q2 je N(-,w) mira na ©.

Definice 1.3.2. (Mira skoku procesu) Pro Lévyho proces {X;, t > 0} definujeme
Jx (ndhodnou) miru skoku procesu nasledovné:

Jx(B) = #{(t,X, — X; ) € B, X, — X;_ # 0}, B € B([0,00) x RY).

Jinymi slovy pro kazdy interval [a,b] a kazdou méfitelnou mnozinu M C R? dava
Jx([a,b] x M) pocet skoku procesu X mezi ¢asy a a b, které padnou do M.

Véta 1.3.3. (Lévyho-Itéova dekompozice) Necht {Xy, t > 0} je Lévyho proces na
R? s Lévyho mirou v. Potom plati:

1. v je Radonova mira na R*\{0} spliujici [pq(|z| A 1) v(dz) < occ.

2. Mira skoki Jx je Poissonovou ndhdnou mirou na B([0,00] x RY) s mirou in-
tenzity dt v(dx).

3. Proces X, lze rozepsat:

Xt:7t+Bt+X§+lir%55§, (1.9)
kde v € RY, {B,, t > 0} je Browntiv pohyb a
X = / xJx(ds x dz),
|z|>1, s€[0,1]

X: = / x (Jx(ds x dz) — v(dz)ds).
e<|z|<1, s€[0,t]

Navic jsou jednotlivé procesy v (1.9) nezdvislé. Konvergence )N(f je s.j. stejnomernd
na kazdém intervalu [0,T.
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Diikaz. Dukaz viz [1], Proposition 3.7. O

Poznamka 1.3.4. Lévyho-Itouv rozklad ndm dava moznost oddélit pozorovani
zavislosti slozek Lévyho procesu na Brownovskou ¢ast By, kterd je popsana matici
A a na skokovou slozku, jez je urc¢ena Lévyho mirou.

Dalsimi dilezitymi vysledky je existence momenti Lévyho procesu. Ze kone¢nost
momentu nezavisi na t > 0 je zfejmé jiz z tvaru charakteristického exponentu viz
vzorec (1.3).

Véta 1.3.5. (Momenty) Bud {X,, t > 0} Lévyho proces na R* a bud’ v jeho Lévyho
mira. Potom pro kaZdét >0, a >0aj=1,...,d plati:

ElX:* <00 & |z|* v(dz) < oo,
lz[>1

E ]Xt(j)]a <oo & |z;|*v(dz) < oo,
j[>1

kde Xt(j), j=1,...,d znacime j-tou slozku {X;, t > 0} Lévyho procesu na R?.
Diikaz. Dukaz vyplyva z [11], Theorem 25.4 a Proposition 25.4. [

1.4 Bodové procesy

Zde uvadime zékladni teorii tykajici se bodovych procesu.

Definice 1.4.1. (Bodovy proces) Bud M mnozina vsech mér na (E, B(F)), pricemz
(E,d) je tiplny separabiln{ lokédlné kompaktni metricky prostor. Necht:

N={peM: uB) e NyU{0,c0} pro VB € B}}

je mnozina vSech lokalné konec¢nych meér, které nabyvaji pouze konecnych celoc¢i-
selnych hodnot a nekone¢na. Na nich zavedeme o-algebru:

mZU{{ILLGNI M(B):m},BEBoamGNO}v

kde symbolem B, rozumime omezené borelovské mnoziny. Potom métitelné zobrazeni
D (Q,AP) — (N, M) nazveme bodovy proces.

Bude nam stacit omezeni na tzv. jednoduché bodové procesy, tj. P[® € N*] =1,
kde:
N ={peN:u{z}) <1, proVr € E}.

Definice 1.4.2. Prazdnymi pravdépodobnostmi bodového procesu ® rozumime:
P[®(B) = 0], B € B,.
Rozdéleni bodového procesu @ je nasledujici pravdépodobnostni mira:

IHU)=PPeclU]|=P{lwe: &w)eU}, UecN
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Definice 1.4.3. Nechf E = R?, pak fekneme, ze bodovy proces ® je staciondrni,
jestlize je jeho rozdéleni invariantni vuéi posunuti.

Tvrzeni 1.4.4. Rozdéleni bodového procesu je dano prdzdnymi pravdépobodnostmi.

Diikaz. Dukaz viz [9]. O

Definice 1.4.5. Bodovy proces ® je Poissontuv bodovy proces s mirou intenzity pu,
jestlize p je difisni mira (tj. u({x}) =0, Vx € E) a jestlize plati:

1. Pro kazdou B € B, ma ®(B) Poissonovo rozdéleni s parametrem pu(B).

2. Pro kazdé n € N, By, ..., B, € B, po dvou disjunktni jsou nahodné veli¢iny
O(By), ..., ®(B,) nezavislé.

Definice 1.4.6. Necht je ® Poissonuv bodovy proces s mirou intenzity u (difdsni
mira), existuje-li jeji hustota A(-) vzhledem k Lebesgueové mite (znacime Leb), pak
ji nazyvame funkce intenzity.

Definice 1.4.7. (Hustota procesu) Necht ® je Poissontiv bodovy proces s mirou
intenzity u, u(E) € (0,00), oznacme jeho rozdéleni II, potom bodovy proces ¥ m4
hustotu f vzhledem k Poissonovu procesu ®, jestlize:

PV € U] = / F(@)I(dz), U e M.

Priklad 1.4.8. Je-li II rozdéleni Poissonova bodového procesu na mnoziné B €
B,(R%) s funkef intenzity rovnou 1 na B, bud Y (t) nezéporna omezena borelovsky
méritelna funkce na B, potom bodovy proces ® s hustotou:

f(z) = ebB exp (— /B Y(t)dt) [[Y©), veen (1.10)

tex

vudi II, je Poissonuv bodovy proces s funkci intenzity Y.
Pro homogenni Poissonuv proces se tvar hustoty f zjednodusi. Je-li &« > 0 kon-
stantni intenzita Poissonova procesu na B, potom plati:

f(.l‘) _ e(lfa) Leb(B) acard(z) ] (111)

Definice 1.4.9. (Coxiiv proces) Bud' A o-konecna difiisnf nahodna mira na R?. Bud
® bodovy proces, ktery je podminéné pri A = p Poissonovym bodovym procesem
s mirou intenzity p. Pak tento tzv. dvojné stochasticky proces nazyvame Cozuv bodovy
proces s Tidici mirou A. Ma-li A hustotu A vzhledem k Lebesgueové mite, pak A
nazyvame fidici funkce intenzity. Potom se pro ® téz uziva nazev Cozuv bodovy
proces Tizeny .

Vicerozmeérny Coxuv proces ® = (®q, ..., ®,) definujeme tak, ze jeho slozky
®; i =1,...,n jsou Coxovy procesy s ridicimi intenzitami Ay, ..., A,, pficemz
podminéné pii danych Ay, ..., A, jsou @4, ..., ®, nezavislé Poissonovy bodové pro-
cesy. Pokud ma A; hustotu \; vzhledem k Lebesgueové mite, potom opét mluvime
o ® jako o Cozové procesu s ridici funkci intenzity X = (A1, ..., An)-
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Definice 1.4.10. (Kiizova korelacni funkce) Pro & vicerozmérny Coxuv proces
s fidici intenzitou A definujeme g, kriZovou korelacni funkci slozek j a k predpisem:

E[A; (@) Ak (y)]
E[A; ()] E[As(y)]

gin(w,y) = z,y€ b, (1.12)

1.5 Procesy OU typu a OUCP

Definice 1.5.1. Procesem Ornsteinova-Uhlenbeckova typu budeme nazyvat proces
Y ={Y,, t > 0}, ktery spliauje stochastickou diferencidlni rovnici:

dY; = —Ydt +dX, t >0, v >0, (1.13)
kde X je Lévyho proces na R.

Reseni rovnice (1.13) lze za dodateénych piedpokladi vyjadiit explicitné. My
budeme piimo predpoklddat, ze X je subordindtor a P[Y; > 0] = 1. Pro obecnéjsi
piistup odkazujeme Ctendre na [11], kap. 17, str. 104 — 114.

Ekvivalentné s (1.13) také definujeme proces Y jako:

t
Y, =Y, e—7t+/ e AN, t >0, v > 0. (1.14)
0

Definice 1.5.2. (OUCP) Necht je {Y;, ¢ > 0} nezéporny s.j. lokélné integrova-
telny proces OU typu, potom Coxuv bodovy proces ® na R fizeny procesem Y;
oznacujeme OUCP — Ornstein-Uhlenbeck Cox Process a Lévyho proces {X;, t > 0}
byvé oznacovéan jako (BDLP) — Background driving Lévy Process.

Je-li Y = (YW, ..., Y@) fegeni rovnice (1.13), ovéem pro subordindtor X na
RY, necht je ® = (¥, ..., ®;) Coxiiv proces fizeny procesem Y tak, ze podminéné
pii daném Y jsou @4, ..., &, nezavislé Poissonovy procesy, pak ® oznacujeme jako

d-rozmérny OUCP (fizeny procesem Y).

P#iklad 1.5.3. Uvazujme j-tou a k-tou slozku X7, X¥) BDLP procesu, resp. Y,
Yt(k) OU procesu. Tvar kiizové korelacni funkce pro vicerozmérny OUCP je odvozen
dvojim zpusobem — v préci [4] a ¢lanku [5] a je nasledujici:

]jk (e*’}’(tk*tj) + e*W(thrtk))

2[; (1 — e %) +s; e ][I (1 — e ) + s e 7]

gik(tj, ty) =1+

kde Yo = (s1, ..., sn), I; = Eij) je stfedni hodnota j-té slozky a Ij, = [o» ;25 v(dx),
pticemz x = (1, ..., z4) a v je Lévyho mira procesu X.
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Kapitola 2

Modelovani zavislosti slozek
Lévyho procesu

2.1 Uvod do kopuli

V této casti zavedeme pojem kopule a uvedeme zdkladni vlastnoti kopuli a jejich
piiklady, které budeme pouzivat v dalsi ¢asti. Budeme znacit R’ = [—00, 004, pro
a,b € R’ budeme psat a < b, jestlize ap < by, k = 1, ..., d a interval (a,b] =
(Cll, bl] X X (ad, bd]

Definice 2.1.1. Pro funkci G definujeme G-objem intervalu (a, b] nésledujicim zpu-
sobem. Bud A C Rd, G:A— R, abc A pronéz plati a < b a (a,b] C A,
pak:
Va((a,b]) = >, (—nFEn=adGe).
z€{a1, b1} xx{aq,ba}
Pro d = 1 je Vi((a,b]) = G(b) — G(a) a pro d = 2 je Vi((a,b]) = G(by,by) —
G(a, be) — G(by, a2) + G(ay, as), takze je-li G(z) = H?Zl x;, je G-objem roven Lebe-

sgueoveé mire.

Definice 2.1.2. Funkce G : A — R se nazyvé d-rostouci, paklize A C R’ a pro
kazdy interval (a,b] C A je Vi((a,b]) > 0.

Kdyz pro kazdé k =1, ..., d plati inf A; € A;, tak funkci G : A; x --- x Ag — R
nazyvame uzemnénd, jestlize G(xy, ..., xq4) = 0 kdykoli zy = inf A, pro alepon jedno
k=1,.... d

Je-li b; maximum i-té slozky A, potom funkci G; : A; — R definovanou G;(x) =
G(by, ..., bi—1, x, bit1, ..., bg) nazyvame margindlni funkce k funkci G.

Definice 2.1.3. (Kopule) d-rozmérnd kopule je funkce C' : [0, 1]¢ — [0, 1] takova, ze:

e ( je uzemnénd d-rostouci.

18



e Marginély kopule C' jsou identity, tj. Cx(z) = z, k = 1, ..., n, pro kazdé
z € [0,1].

Véta 2.1.4. (Sklarova) Pro d-rozmérnou distribucni funkci G, jejiz margindly jsou
Gy, ..., Gy existuje d-rozmeérnd kopule C', kterd pro vsechna x € R’ splnuje rovnost:

G(z1, ..., xq) = C(G1(z1), ..., Ga(zq)). (2.1)

Pokud jsou Gy, ..., Ggq spojité, potom je kopule C' jednoznacné urcena.
Naopak je-li C' d-rozmérnd kopule a G, ..., Gq distribucni funkce, potom je
funkce G definovand vijrazem (2.1) d-rozmérnd distribucni funkce s margindlnimsi

funkcemi G, ..., Gq.
Diikaz. Dukaz viz [7], Theorem 2.10.9. O

Kopule tedy urcuji zavislost mezi sdruzenym rozdélenim a jeho marginalnimi
rozdélenimi. Nasledujici priklad ukazuje jakymi funkcemi jsou kopule ohraniceny.

Priiklad 2.1.5. Definujme funkce:

M(zy, ..., xq) = min(zy, ..., z4),
d
H(xy, ..., xq) = H:z:i,
i=1
d
Wi(zy, ..., xq) = max (1 —d+2xi, 0) ,
i=1
kde z = (z1, ..., xq) € R% Lze dokézat, ze funkce M a IT jsou kopule. Funkce

W neni kopule pro d > 2. Sdruzené rozdéleni ma kopuli II pravé tehdy, kdyz mé
nezavisla margindlni rozdéleni.
Déle pro kazdou d-rozmérnou kopuli C' plati:

W(z) < C(z) < M(x) pro z € R%.

O kopuli M (resp. o funkci W) hovotime jako o horni (resp. dolni) Fréchetove-Hoeff-
dingové mezi.

Na zaver této podkapitoly uvedeme piiklady dvojrozmeérnych kopuli, o kterych
jesté budeme mluvit v podkapitole nasledujici.

Priklad 2.1.6. Nasledujici tii funkce spliiuji definici 2-rozmérné kopule:

1. Claytonova rodina kopuli:

SN

, 0 €[—1,00)\ {0}, (2.2)
jeji limitni chovani je C_y =W, Cy =11, Co, = M.

Co(x1,22) = [max (7% + 257 —1,0)]
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2. Aliho-Mikhailova-Hagova rodina kopuli:

Colen,22) = 753 fl:f)u — P, (2.3)

jeji limitni chovani je Cy = II.
3. Gumbelova-Hougaardova rodina kopuli:

Cy(x1,m9) = €xp { [(—logz1)? + (—log l’g)e]é} , 0 €[1,00), (2.4)

jeji limitni chovani je Cy = I, C\x = M.

2.2 Lévyho kopule

Strukturu zavislosti slozek vicerozmérnych Lévyho procesu lze diky Lévyho-Itdove
dekomposici redukovat na varian¢ni matici a Lévyho miru. Zavislost v Lévyho mite
lze reprezentovat tzv. Lévyho kopuli. Nejprve vylozime teorii pro Lévyho procesy
s kladnymi skoky a posléze uvedeme mozné zobecnéni pro obecné Lévyho procesy.

Definice 2.2.1. (Zbytkovy integréal) Je-li X subordinator na R? s Lévyho mirou v,
potom d-rozmérngj zbytkovyj integrdl, nebo téz tail integrdl je funkce U : [0, 00]¢ — R
definovana predpisem:

Ux) = / v(d€), pro x = (zy, ..., 24) € [0,00)"
[£1,00) X+ X [24,00)

Jeho margindly, nebo téz zbytkové integrdly j-té slozky subordinatoru definujeme
nasledovné:

Up(zn) = U0, ..., 0, 2,0, ..., 0), k=1,...,d.
Poznamka 2.2.2. d-rozmérné zbytkové integraly maji nasledujici vlastnosti:
e (—1)4U je d-rostouci.
o U(xy, ..., zq) =0 prave tehdy, kdyz alepon jeden z argumentu x; = co.
o U(xy, ..., xq) je koneény véude kromé z = (0, ..., 0) € R%
Definice 2.2.3. Funkce F : [0, 00]? — [0, 00] je Lévyho kopule subordindgtoru, jestlize:
o F(xy, ..., xq) <oopro (ry,...,xq) # (00, ..., 00).

e F' je uzemnénd, tj. F(xy, ..., x4) = 0 kdykoli uy = 0 pro alespon jedno k €

... d.

e [ je d-rostouci.
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e Margindly kopule F jsou rovny Fy(xy) = x, pro k € {1, ..., d}, zx € [0,00].

V literatute se témto Lévyho kopulim rovnéz tika Lévyho kopule procest s kladnymi
skoky.

Nésledujici véta udava podobnou vlastnost pro Lévyho kopule, se kterou jsme se
setkali ve Sklarové vété 2.1.4 pro obycejné kopule.

Veéta 2.2.4. Necht je v Lévyho mira na Ri se zbytkovym integrdlem U a bud'te
Vi, ..., Vg margindlni Lévyho miry. Potom existuje F Lévyho kopule subordindtoru
takovad, Ze:

Uz, ..., zq) = F(U(z1), ..., Us(zq)), pro (x4, ..., z4) € [0, 0], (2.5)

kde Uy, ..., Uy jsou zbytkové integrdaly Lévyho mér vy, ..., vy. Tato Lévyho kopule
je jednoznacné urcéena na Hle Ran U;.

Naopak je-li F' Lévyho kopule subordindtoru a jsou-li vy, ..., vqg Lévyho miry na
(0,00) se zbytkovymi integraly Uy, ..., Uy, potom je U definované vygrazem (2.5)
zbytkovy integrdal Lévyho miry na Ri s marginalnimi Lévyho meérami vy, ..., V4.

Diikaz. Uvedeme dukaz pro d = 2. Dukaz pro obecnou dimensi je uveden v [3],
Theorem 3.6, str. 6 — 9.

Predpokladejme, ze jsou U; a U, spojité. Vyberme inverse Ul(fl) a U2(71) tak, ze
U 0) = USM(0) = 00 a U5 (00) = US Y (00) = 0. Polozme:

F(x1,22) = UUT ™ (21), UV (1)), @1, 25 € [0, 00),
potom neni obtizné ovérit, ze 2 je Lévyho kopule a ze spliuje (2.5).

Kdyby existovala jina takova Lévyho kopule F , pak pro kazdé xq, xs € [0, 0]
je F(Ui(x1), Us(x2)) = F(Uy(x1), Us(x)). Ze spojitosti Uy a Us dostaneme, 7e pro
kazdé w1, x5 € [0,00] je i ﬁ(xl,xg) = ﬁ(xl,zg). Opacné tvrzeni plyne z piimého
ovéfeni (2.5). O

Nésledujici dva priklady uvadéji jakousi obdobu Piikladu 2.1.5 pro Lévyho ko-
pule. Podrobnéjsi dikazy vyslovenych faktu jsou opét k nalezeni v [1].

Piiklad 2.2.5. (Nezdvislost) Bud X = (XM, ..., X@) subordinator na R?, jehoz
Lévyho mira je v, pak jsou jeho slozky nezavislé pravée tehdy, kdyz:

v(B) = vj(B;), kde By ={z € R: (0, ..., 0,2;,0, ..., 0) € B}, B € BR".
j=1
Z toho plyne i rovnost pro marginalnich zbytkové integraly:
Uy, ..., xq) = Z Uj(z;) L0, © = (z1, ..., zq) € 0,00,
j=1
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kde x_; znac¢i vektor (z1, ..., £j_1,%j41, ..., Z4) a rovnost x_; = 0 chdpeme jako

z_; = (0, ..., 0). Zbytkové integrély slozek jsou spojité. Nésledné podle vzorce (2.5)
d—1

vyjadiime i Lévyho kopuli F', :

d
FJ_(:Ul ceey .de) = ij Hx,j:ooa T e [0, OO]d. (26)

Jj=1

Piiklad 2.2.6. (Kompletni zavislost) Necht X = (XM ... X@) je subordinitor
na R? s Lévyho mirou v. Jsou-li skoky procesu kompletné zavislé (tzn. trajektorii
XU) 1ze zrekonstruovat z trajektorii X (=7)), pak je Lévyho kopule subordindtoru ve
tvaru:

Fy(zy ..., xq) = min(zy, ..., zq), v € [0, 00]?. (2.7)

Naopak je-li Lévyho kopule subordindtoru X déna (2.7) a jsou-li zbytkové integraly
slozek X spojité, pak jsou skoky procesu X kompletné zavislé.

Déle uvedeme mozné metody jak konstruovat Lévyho kopule. Pro jednoduchost
se omezime na d = 2. Pro vyssi dimense odkazujeme ¢tenafe na [3].

Tvrzeni 2.2.7. Bud C dvojrozmérnd kopule a bud f rostouci konvexni funkce,

f:10,1] — [0,00], f(0) =0, f(1) = co. Potom:

F(ay,29) = f(C(FH (1), 7 (22))) (2.8)
definuje dvojrozmeérnou Lévyho kopuli subordindtoru.
Diikaz. Viz [1], Proposition 5.5. O

Tvrzeni 2.2.8. Bud ¢ rostouci konvexni funkce takovd, Ze ¢ : [0,00] — [0, 0],
#(0) = 00 a ¢(o0) =0 Potom:

F(ai,a2) = ¢ (p(a1) + o(a2)) (2.9)
definuje dvojrozmernou Lévyho kopuli subordindtoru.
Diikaz. Dukaz viz [1], Proposition 5.6. [

Piiklad 2.2.9. (Claytonova rodina Lévyho kopuli) Kdyz ve Tvrzeni 2.2.8 uvazujeme
funkei ¢(x) = 279 pro 6 > 0, potom obdrzime po dosazeni do vzorce (2.9) paramet-
rickou tiidu Lévyho kopuli subordinatoru:

Fo(zy,20) = (27% + 23%) 7%, 21, 20 € R, (2.10)

kterd nam piipomind obycejnou Claytonovu rodinu kopuli, viz (2.2). Jeji limitn{
chovéni je obdobné, Fy — F'| pro  — 0 a Fy — F) pro 6 — oo.
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Poznamka 2.2.10. Zaslouzi si pozornost, ze kopule Fy v pfedchozim piikladu jsou
nazyvany v [1] a [3] Claytonova rodina Lévyho kopuli, ackoli z této rodiny nevznikla.
Vlastné s ni ma spole¢ného jen to, ze se ji podoba ve vyjadieni vzorcem a ma podobné
limitni chovani.

V nésledujicich dvou ptikladech jsme se snazili uzit Tvrzeni 2.2.7 na vyse uvedené
kopule, ¢imz jsme ziskali nové rodiny Lévyho kopuli.

Piiklad 2.2.11. Zkusme vzit ve Tvrzeni 2.2.7 za funkci f funkei f(z) = —log(1—x),
potom jeji inverse je rovna f(~1(x) = 1 — e~®. Tato funkce spliiuje predpoklady
receného tvrzeni a tedy muzeme zkousSet brat néjaké znamé kopule a pocitat dle
vzorce (2.8) Lévyho kopule subordindtoru:

1. Je-li Cy Aliho-Mikhailova-Haqova rodina kopuli, viz (2.3), ziskdme néasledujici
rodinu Lévyho kopuli:

el 4 e -0 —1
eritz2 — f)

Fy(x1,25) = —log l ] L 0e[-1,1). (2.11)

2. Pro Cy Gumbelovu-Hougaardovu rodinu kopuli, viz (2.4), obdrzime:
Fywr,z2) = —log {1 —exp |~ ([=log(1 — ™)’ + [~ log(1 — e™=)]")?| }
0 € [1,00).

Limitni chovani neni tak pékné jako u Lévyho kopule v Ptikladu 2.2.9, ale
limg_ oo Fp(1,22) = 00.

3. Pro Cy Claytonovu tiidu obycejnych kopuli, viz. (2.2) dostaneme:

=

Fy(x1,25) = —log {1 — max [07 (1— e—xl)—e T (1- e_m)_e}_
0 & [~1,00)\ {0},

3

pro # — oo dostaneme totéz co v predchozim pripadé, tj. F,, = oc.

Piiklad 2.2.12. Nyni uzijeme ve Tvrzeni 2.2.7 funkci f(z) = %. Jeji inverse je

fED(z) = 7. Budeme zkouSet brat zndmé kopule a spocitdme dle vzorce (2.8)
Lévyho kopule subordinatoru:

1. Je-li Cy Aliho-Mikhailova-Haqova rodina kopuli, viz (2.3), médme nésledujici
rodinu Lévyho kopuli:
12

F@(lL‘l,ZL‘Q) = 1 9—|—:L‘1 +$27 VRS [—1,1) (212)
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2. Pro Cy Gumbelovu-Hougaardovu rodinu kopuli, viz (2.4), obdrzime:

1
0 kK
exp [(—log 1ﬁ;1> + (—log 11%) } —1

3. Pro Cy Claytonovu tfidu obyé¢ejnych kopuli, viz. (2.2) dostaneme:

Fy(z1,22) =

Fylay, a2) = ! 0 e[-1,00)\ {0},

1
0 0 7
max [0, <x;—jl> + (”i—?) — 1} -1

Pro uplnost jesté uvadime definici Lévyho kopule pro obecny proces.

Definice 2.2.13. (Lévyho kopule pro obecny Lévyho proces) Funkce F : R =R
se nazyva Lévyho kopule, jestlize jsou splnény nasledujici podminky:

1. F(xy, ..., xq) # 00, pro (z1, ..., xq) # (00, ..., 00).

2. F(zy, ..., xq) = 0 jestlize 2; = 0 pro alespon jedno i € {1, ..., d}.

3. Funkce F' je d-rostouci.

4. Funkce F mé rovnomérné marginaly, tj. F{}(z) =z pro 2 € R.
Poznamky 2.2.14.

e Srovnanim predchozi definice s definici Lévyho kopule subordinatoru zjistime,
ze Lévyho kopule pro subordindtor dodefinované na R? \Ri nulou jsou zaroven
Lévyho kopule z predchozi definice.

e V ¢ldnku [3] (Theorem 5.3) je rozebirdno, jak z 2¢ Lévyho kopuli pro subor-
dindtory sestrojit Lévyho kopuli pro obecny Lévyho proces na R?, coz sice
muze byt komplikované, ale nami zkoumané Lévyho kopule subordinatoru tak
neztraceji na obecnosti.

V zavéru podkapitoly uvedeme piiklad mozného zobecnéni Claytonovy rodiny
Lévyho kopuli (viz [3]).

Priklad 2.2.15. Necht § > 0 an € (0,1), potom je funkce:

ES

d _
Fg,n(xl ceey xd) = 227d (Z ‘l’j|9> (77 H{xl ..... zq>0} —(1 — 77) H{zl ..... Id<0})
j=1

dvouparametricka rodina Lévyho kopuli.
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2.3 Krizova korelac¢ni funkce

V této sekci nas bude blize zajimat prubéh kiizové korelacni funkce. Nebudeme
vsak uvazovat primo kiizovou korela¢ni funkci pro Coxuv bodovy proces, jak byla
definovéna v (1.12), nebot muze byt omezujici podminka na nezdpornost intenzit
Aj. Definujeme ji tedy pro Lévyho proces, ktery ma konec¢ny druhy moment. Tato
funkce modeluje zavislost mezi slozkami. V piipadé subordinatoru dostava kiizova
korelacni funkce smysl i pro Coxuv proces.

Definice 2.3.1. (Kifzov4 korelacni funkce) Bud X = (XM, ..., X@) Lévyho pro-
ces na R Za piedpokladu E|X;|> < co, Vt > 0 (obecné staci E|Xt(j])Xt(f)\ < 00
pro Vt;, t; > 0) definujeme funkei g,y : ]R%r — R, kterou nazveme kriZovd korelacni
funkce j-té a k-té slozky Lévyho procesu X:
i) v (k
XX
' i
E[X B[]

lk

g;‘k(tj,tk) = , Ly, Ty € R, . (213)

Tvrzeni 2.3.2. Nech! X je Lévyho proces na R? s charakteristickou trojici (A, v,7y)
pro ktery plati:

/ |z;| v(dz) < oo.
lz|>1

Pak pro libovolné t > 0 plati:
EXY = ty; + t/ z; v(dx).
|z|>1

Diikaz. Dukaz se provede derivovanim charakteristické funkce, ktera se rozepise
podle Lévyho-Khintchinovy véty. Plny dukaz je uveden v praci [4], Tvrzeni 4.2.2. [

Tvrzeni 2.3.3. Méjme X Lévyho proces na R? s charakteristickou trojici (A, v, ),
pro jehoZ j-tou a k-tou slozku plati:

/ |z;|v(de) < oo a / |z v(de) < oo.
|z[>1 lz|>1
Plati-li navic:

/ |zjx,| v(de) < oo,
Rd

pak pro libovolné t > 0 plati rovnost:

X XP) = EXOTEXO] + 145 +1 /

i v(dz) < 0.
R

Diikaz. Dukaz probihda podobné jako v predchozim tvrzeni. Podrobnosti jsou opét
viz [4], Tvrzeni 4.2.3. O
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Oznaceni 2.3.4. Pro pfehlednost budeme znacit [;, respektive [, vyrazy v pied-
chozich dvou tvrzenich:

Iy =+ / zjv(dz), (2.14)
|z|>1

L, = Aji + /d zxy v(de). (2.15)
R

Diky Lévyho-Itoové vété muzeme pti zkoumani zavislosti mezi slozkami u vsech
Lévyho procesu predpokladat, ze je Gaussova varianéni matice nulova. Protoze se
déle zabyvame jen subordinatory, slouzi dalsi Lemma k lepsimu vyjadieni kiizové
korelacni funkce.

Lemma 2.3.5. Bud X = (XU, ..., X@) Lévyho proces na R?, pricemz jeho slozky
X6 q X% jsou subordindtory. Necht md X konecny druhy moment a necht je matice
v Lévyho-Khintchinové reprezentaci nulova. Potom pro T > 0 a omezené méritelné
funkce f, g plati:

T T
@ _ 7
B[ rmax? =1 [ o

T T T T T
B [ swax? [Cgwax® = n [ roa [Cgwas [ sogoa
0 0 0 0 0
kde I; a Iy, jsou definoviny jako v (2.14), resp. (2.15) a A, =0.

Diikaz. Procesy X, X jsou subordindtory, a tak maji koneénou variaci. Proto
jsou jednotlivé integraly pii pevném w € €) Lebesgueovy-Stieljesovy, dal se postupuje
tzv. standardnim postupem teorie miry. Dukaz je mozné nalézt v [4], Lemma 2.2.3.

O

Diisledek 2.3.6. Uvazujeme-li v predchozim lemmatu funkce f(x) = o, (x), resp.
g(x) = To 4, () dostaneme:

T T T
]EXt(J?)Xt(f) = LI, / Lo, (t) dt / Tjo ) (1) At + Ly, / Tjo,t;nt) () dt
0 0 0

= ]jlktjtk + Ijk(tj A tk), pI"O\V/tj,tk; e R,
Po dosazeni do krizové korelacni funkce ziskame tvar:

j k
gin(ti, ty) = ]E[Xt(j)Xt(k)] o LIt ty +Ijk(tj Atg) 14 i ' ti At
e\l Uk E[X(j)]E[X(k)] LiIt g LI, ity )

t; tr

také pro Vt;, t, € Ry,
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Jak jsme jiz poznamenali v (1.4), plati-li flz\<1 |z| v(dz) < o0, 1ze pouzit nulovou
usekavaci funkei a prislusny Lévyho proces X ma charakteristickou trojici (0, v, y)o-
Potom plati prevodni vztah:

'yo—fy—/ zv(dx).
lz|<1

Tim zjednodusime vypocty I; definovanych v (2.14), nebot:

I, = fyj—i—/ z; v(de) —’yo,j+/ T u(dx)+/ xj v(de)
|z|>1 |z <1 |z|>1
= 707j+/ zjv(dx).
RQ

Véta 2.3.7. Necht X je Lévyho proces na R* s Lévyho mirou v, kterd md hustotu
p vici Lebesqueoveé mive a jeji slozky vy, va maji hustoty p1, pa. Necht U je zbytkovs
integrdl, ktery je C*(R*,R). Potom existuje F Lévyho kopule, kterd je C*(R* R)
a navic plati:

O*F
0y10y

p1(x1)pa(z2), (2.16)

y1=U1(x1), y2=U2(x2)

p(:L’l,IL‘g) =

kde Uy, Uy jsou zbytkové integrdly vy, vs.

Dukaz. Dukaz véty je zalozen na derivovéani Vyrazu (2 5) ve Vétée 2.2.4. Staci si
uvédomit, ze U(zy,za) = [ [ p(y1, y2)dyidys, U f pi(y)dy, j = 1,2.
Po dosazeni do vyrazu:

U(zy,x9) = F(Uy (1), Uz(2))

a po jeho nasledném dvojnasobném zderivovani obdrzime dokazovanou skutec¢nost.
[

Predchozi vétu budeme uzivat ke zkoumaéani prubéhu kiizové korelacni funkce,
budeme to provadét nasledujicim zpusobem. Vezmeme néjakou parametrickou ro-
dinu Lévyho kopuli, zvolime p;, po hustoty slozek dvourozmérného subordinatoru,
dosadime do vzorce (2.16) a budeme sledovat priubeh kifzové korelacni funkce gia(+, -).

Nejprve tedy spocteme druhé derivace u pouzitych Lévyho kopuli pro subor-
dinéatory.

Priiklad 2.3.8. Uvazujeme-li Claytonovu rodinu Lévyho kopuli pro subordinatory,
pak ma jeji druhd derivace po tpravé tvar:

1

9*Fy (x 79+x*9)_§
1 6 0—1 9 1 1 2 )
axlaxg(‘”““) (1+6)a)" 2 (2§ + 29)?
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Priklad 2.3.9. Uvazujeme-li Aliho-MikHailovu-Haqovu Lévyho kopuli viz (2.11), je
jeji druhd derivace tvaru:

0?Fy
011019
e2@14e2) (21 4 @272 4 e™1+22) 4 20(0 + 1)(e® + e™2) — §(02 + 0 + 1)
(e2mtez 4 emit2e2 —f(ev1 4 e72) — (§ + 1) em1t?2 +0(0 + 1))2

($1’$2) — edf1+$2 .

Priklad 2.3.10. Uvazujeme-li Aliho-MikHailovu-Haqgovu Lévyho kopuli z Ptikladu
2.2.12, potom je jeji druhé derivace:

82F9 (1—6)(1—9+£C1+SC2)+2ZC11'2
(1, 22) = 3
83&189&2 (1 —0 + 21+ .CIZ'Q)

Ptistoupime tedy k vybranym subordinatorim, které jsme jiz zminovali v ptikla-
dech v prvni kapitole. Budou to slozeny Poissontuv proces, Gamma proces a Inversni
Gaussuv proces. Pro jednoduchost uvazujeme dvojrozmérné procesy takové, ze jejich
marginaly jsou vzdy stejného typu. Nebudeme tedy vyse uvedené procesy ,,michat”.

Diky Lévy-Itooveé vété budeme uvazovat v Lévyho charakteristické trojici procesy
s nulovou variancéni matici A = 0 a nulovym driftem o ;, 7 = 1, 2. Pfipomerime, ze
ktizova korela¢ni funkce bude tvaru:

Ly ti Nty

gia(ti,te) =14+ —

DA% eR,, 2.17
LI, tity b - ( )

kde diky zjednodusujicim predpokladum na zacatku této sekce je:

]j = /2 xjp(xl,xg)dxldxg, ] = ]_, 2, 112 = /2 T1T2 p(Il,ZL'Q)de'leEQ.
R R

2.3.1 Slozeny Poissontv proces

Uvazujeme-li slozky subordinatoru slozené Poissonovy procesy, bude, jak jsme jiz
mohli vidét v (1.5), pro jejich Lévyho miry platit v;(dz) = A\jo;(dx), A\; > 0,7 =1, 2,
kde o; je rozdéleni skoku. Pokud maji obé slozky hustotu vzhledem k Lebesgueové
mife, znacme je g1 a go, pak tedy pro pi, po hustoty Lévyho miry vzhledem k Lebe-
sgueové mite plati:
pi(@) = XNjg;(x), j=1,2

Abychom vubec hovorili o subordinatoru, musi byt nosi¢ miry ¢ podmnozinou
kladné realné osy. Jinymi slovy, nesmi dochézet k zapornym skokum.

Vyjadrime zbytkové integraly:

Uj(x;) = Nj(1 = Gyi(zy)), 7 =1, 2,

kde G je distribuéni funkce rozdéleni skoku slozeného Poissonova procesu.
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Obecné dostaneme po dosazeni do vzorce (2.16) pii uziti Claytonovy rodiny Lé-
vyho kopuli (2.10) vyjadieni pro sdruzenou Lévyho hustotu:

po(r1,22) = (1+0)A7H1 = Gi(21)" A1 (1 = Ga(2))"
1= Galm) T+ A (L = Gala) )
(A1 = Gr(21))? + M(1 — Ga(x2))?)?

: )\191(331))\292(332)-

Nyni navic uvazujme, ze X1, X@ jsou dva slozené Poissonovy procesy s ex-
ponencialné rozdélenymi skoky. Necht jsou shodné i parametry A\; = Ay = A > 0
Poissonovych procest a a; = as = a > 0 parametry exponencidlnich rozdéleni
skoku. Potom pro zbytkové integraly plati:

Uj(ﬂ?j) = )\ e_a’”j, ] = 1, 2
a pro hustotu Lévyho miry sdruzeného procesu vzhledem k Lebesgueové mite plati:
1. Pro Claytonovu rodinu Lévyho kopuli dostavame hustotu:

(ea9961 + ea@mz)—%
(e—a9$1 + e—a9x2)2

= Oz2>\(9 + 1) e0(z1+z2) .(eaexl + eaem)—é_z'

po(z1,22) = A0+ 1) e oflmtea).

2. Pii uziti Aliho-Mikhailovy-Haqovy rodiny Lévyho kopuli z ptrikladu 2.2.12 do-
staneme:
(1 — 0+ Ae™o™1 4 ema2)) 4 2)\2 e~ @1te2)

pg([Bl,.CEg) = (1 - 9) ' (1 — 9+ )\(efam + eaxz))?»

Déle potfebujeme pocitat I15 resp. I a Iy, které byly definovany v (2.15), resp.
(2.14). Ale tyto vzorce nelze vyjadiit v néjakém piijatelném tvaru, ani pouziti special-
nich funkci nevede ke zjednoduseni. Nicméné lze numericky spocitat hodnoty funkce
g12, které ovsem nyni zavisi na tfech proménnych a sice na casech t, t5 a na para-
metru 6, ktery nam pribyl jako parametr rodiny Lévyho kopuli.

Limitni vlastnosti popisované v Piikladu 2.2.9 se promitnou v prubéhu funkce g
pii pevnych ¢asech tq,t5. To rozebereme v zavéru kapitoly.

2.3.2 Gamma proces

Zde budeme postupovat podobné jako v predchozim ptipadé, volime tedy za slozky
dvojrozmérného subordinatoru Gamma procesy. Omezime se na to, ze obé slozky
budou se stejnymi parametry o > 0, p > 0, které jsou uvedeny ve vyjadreni hustoty
(1.7), cinime tak proto, ze vétSina vzorcu, které zde uvadime, je i tak pomérné
slozitd a bez tohoto omezeni by jesté imérné narostla. Toto omezeni neni prilis
svazujici a numerické vypocty, které jsme provadéli v programu [13], by probihaly
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stejné. Limitni vlastnosti kiizové korela¢ni funkce by zustaly zachovany, ztratila by
se symetrie a konvergence rozebirana v zaveru by byla ruzné rychld.

Zopakujme, ze hustota Lévyho miry vzhledem k Lebesgueové mite, kterou jsme
odvodili v Prikladu 1.2.6 ma tvar:

p(x) =pr~" e a0 (z), p>0, a>0.

Spocitame zbytkové integraly pro slozky j =1, 2:

Uj(xj):/ yj(dx):/ Pe " 4.

. . X
J J

Znaceni 2.3.11. Zavedme integralni funkci pro z > 0 a ¢ > 1:

Eq(z):/ °_ de

xrd

Budeme o ni mluvit jako o lomené integrdlné-exponencidlni funkci radu q.

Méame tedy U;(z;) = pEi(ax;), j =1, 2. Pouzili jsme opét vyse uvedené Lévyho
kopule k modelovani priubéhu kiizové korelacni funkce gy5. Zde jsou vyjadieny jejich
sdruzené Lévyho hustoty vzhledem k Lebesgueové mite:

1. Pro Aliho-Mikhailovu-Haqovu rodinu Lévyho kopuli z prikladu 2.2.12 dosta-
neme:

pz e—a(mﬂcg)(l _ 9)
L1X2
(1 =60+ pEi(az1) + pEi(axs)) + 2B (ax) B (o)
(1 -0+ Ei(ax) + Ei(axg))? '

Pe(Il,%) =

2. Pro Claytonovu rodinu Lévyho kopuli obdrzime:

po(r1,22) = p(1+0) e (@1tw2) El(OZl'l)g_lEl(OZZL’Q)O_l

(E1 (01331)79 + E1 (041132)79)7
(Ey(az)? + Ey(ax,)?)”

S

2.3.3 Inversni (Gaussuv proces

Zde budeme volit za slozky dvojrozmérného subordinatoru Inversni Gaussuv proces.
Opét budeme uvazovat obé slozky se stejnymi parametry:
2 4]
04:77—>0 a p=—2>0,

V2r

jak jsme uvedli v Piikladu 1.2.9.
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Hustota Lévyho miry vzhledem k Lebesgueové mife je zde:

p(r) =pr~2 e o7 L(o,00)(2), p >0, a > 0.

Zbytkové integraly jsou pro slozky j =1, 2:

Uj(z;) = / vi(de) = / dz = pE%(axj).

3
. . 2
J J x

Vzorce pro hustoty pg zde nebudeme uvadét, jsou témeér shodné se vzorci v sekei

o Gamma procesu, jen s rozdilem, ze misto F; je uzita funkce Fs. Snad jen pozna-

menejme, ze funkce E's lze vyjadiit pomoci distribuéni funkce normalniho rozdéleni:
2

2 e vE
Es(z) = ° 2\/Z+4/ e da.
0

VE

Aliho-Mikhailova-Haqova rodina Lévyho kopuli

Zde predkladame vysledky tykajici se prubéhu kiizové korelaéni funkce pro Aliho-
Mikhailovu-Haqovu rodinu Lévyho kopuli. Na nasledujicich obrazcich je zobrazen
prubéh této funkce, pricemz slozky 2-rozmérného Lévyho procesu jsou Inversni Gaus-
sovy procesy s parametry o = 2, p = 1. Pro Gamma proces i pro slozeny Poissonuv
proces jsme dostali obdobné prubéhy. Parametr § € [—1,1) nemd zadny podstatny
vliv na limitni chovani funkce gy a ma pomérné maly vliv (oproti casové proménné)
na hodnotu funkce gy, coz je k nahlédnuti hlavné na Obr. 2.3.3 b).

Jiz ze vzorce (2.17) vyplyvéa chovani gg(t1,t2) — oo prot; — 0, j = 1,2
a go(t1,t2) = 1 prot; —» oo, j=1,2.

50 e

1135

1251
1130

1.20F 11250
115} 11201

1115

1101
1110+

1.051
1105+

1.00 . . . I Lot I I I L g
0 1 2 3 4 5 -1.0 -05 0.0 05 10

a) b)

Obrazek 2.1: a) Prubéh gy(t,t) jako funkce proménné ¢ pii pevné hodnoté parametru
0 = 0.5. b) Prubéh gy(1,1) jako funkce proménné 6 pii pevném case t = 1. Kde
slozky 2-rozmérného Lévyho procesu jsou Inversni Gaussovy procesy s parametry
a=2,p=1.
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G[t,t,0
{t16] 11

115

- | Git1,12,05/-10
-1 105F

1.0 1.00

Obrazek 2.2: a) Prubeéh gy(t, t) jako funkce proménnych ¢ a . b) Priubéh gy (1, t2) jako
funkce dvou proménnych ¢; a ty pfi pevném parametru 6 = 0.5. Slozky 2-rozmérného
Lévyho procesu jsou Inversni Gaussovy procesy s parametry a = 2, p = 1.

Claytonova rodina Lévyho kopuli

Zde jsou vysledky ohledné prubéhu kiizové korela¢ni funkce pro Claytonovu rodinu
Lévyho kopuli. Na nésledujicich obrazcich je opét zobrazen prubéh zkoumané kiizové
korela¢ni funkce, kde slozky subordinatoru jsou Inversni Gaussovy procesy s para-
metry a = 3, p = 1. Pro Gamma proces i pro slozeny Poissonuv proces jsme rovnéz
obdrzeli podobné chovani. Tentokrat ma ovSem parametr 6 uzitecny vliv na limitni
chovani funkce gg, nebot gg(ty,t2) — 1 pro 6 — 0 a gg(t1,t2) — oo pro § — oo,
coz plyne z vlastnosti Claytonovy rodiny Lévyho kopuli, o kterych jsme jiz mluvili
v Prikladu 2.2.9.

Pro casové proménné plati stejné chovani jako v predchozim piipadé, je tedy
go(ti,t2) oo prot; —0,5=1,2agy(ti,ta) = 1 prot; — oo, j=1,2.

Gltt,2]

1350 GI1,16]
130f 115}
1251
1200 110}
1151
1100 105}
1051

L L L L T 0

0 1 2 3 4 5 1 2 3 4
a) b)

Obrézek 2.3: a) Prubeéh gy(t,t) jako funkce proménné ¢ pii pevné hodnoté parametru
6 = 2. b) Prubéh gy(1, 1) jako funkce proménné € pii pevném case t = 1. Kde slozky
2-rozmérného Lévyho procesu jsou Inversni Gaussovy procesy s parametry a = 3,
p=1
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Obrazek 2.4: a) Prubeéh gy(t, t) jako funkce proménnych ¢ a . b) Pribéh gy (1, t2) jako
funkce dvou proménnych ¢; a ty pii pevném parametru ¢ = 2. Slozky 2-rozmérného
Lévyho procesu jsou Inversni Gaussovy procesy s parametry a = 3, p = 1.

Zaveér

Pro vSechny tifi zkoumané 2-rozmérné subordindtory jsme obdrzeli vysledky lisici
se jen v hodnotach, nikoli vSsak v tvarech grafii. Jen limitni chovani Claytonovy
rodiny Lévyho kopuli bylo odlisné od zbylych rodin. Kromé diskutovanych Aliho-
Mikhailovych-Haqovych rodin Lévyho kopuli (2.11) a (2.12) jsme pomoci programu
Mathematica [13] vyjadfili za pomoci specidlnich funkei i Lévyho hustoty pro obé
Gumbelovy-Hougaardovy rodiny Lévyho kopuli uvedenych v Piikladech 2.2.11, resp.
2.2.12. Dostali jsme opét podobné prubéhy grafu jako jsou na Obr. 2.1 — 2.4.

33



Kapitola 3

Simulace vicerozmérnych Lévyho
procesu

V této kapitole se budeme zabyvat simulaci zkoumanych dvojrozmérnych subor-
dinatoru, které budou mit danou Lévyho kopuli.

3.1 Reprezentace subordinatoru

Zavedeme potiebnou teorii k simulaci subordinatort, zminime se i o jednorozmérnych
pripadech, protoze jsou-li slozky vicerozmérného subordinatoru nezavislé, bereme za
simulaci dvé nezavislé realizace jednorozmérnych ptipadu.

Véta 3.1.1. (Rosinski) Necht jsou {V;}is1, {Ui}is1, {Titis1 nezdvislé posloupnosti
nahodnyjch velicin. Pricemz {V;}i>1 je posloupnost i.i.d ndhodnych veli¢in s hodno-
tami v méritelném prostoru (S,S), {U;}i>1 je posloupnost i.i.d. nahodnijch velicin
s rovnomeérnym rozdélenim na intervalu [0,1] a posloupnost {I';}i>1 jsou okamziky
skokii Poissonova procesu s intenzitou 1. Necht je H : (0,00) x S — R* méritelnd
funkce, definujeme miry na R%:

o(r,B) = P[H(r,V;) € B] pror >0, B € B(RY),
v(B) = /0 o(r, B)dr.

Nakonec jesté polozme:

A(s) = / / zo(r,dx)dr pros > 0.
0 J|z|<1

Potom plati nasledugici dve podminky:

1. Je-li v Lévyho mira na R? a limita v = lim,_ o A(s) existuje na celém R,
potom Tada:

> HTL V) Iy
i1
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konverguje s.j. stejnomérné pro t € [0,1] k Lévyho procesu s charakteristickou
trogict (0, v, 7).

2. Je-li v Lévyho mira na R? a pro kazdé v € S je funkce:
r— |H(r,v)|

nerostouct, pak tada y .o (H(T;, Vi) Ly,<t —t(A(i) — A(i — 1))) konverguge s.j.

1=

steynomeérné pro t € [0,1] k Lévyho procesu s charakteristicou trojici (0,v,0).
Diikaz. Dukaz je uveden v praci [10]. O

Poznamka 3.1.2. Pokud chceme simulovat subordinator nikoli na intervalu [0, 1],

ale na intervalu [0,7], T € (0,00), nahradime v Rosinského vété I'; za FT a po-

sloupnost {U;};<1 volime jako posloupnost i.i.d. ndhodnych veli¢in s rovnomérnym
rozdélenim na intervalu [0, 7.

Véta 3.1.3. (Reprezentace subordindtoru) Necht {X;, t > 0} je subordindtor na
R s Lévyho mirou v se zbytkovym integrdalem U(x) = [°v(d€). Necht {T';}i>1 jsou
casy skoku Poissonova procesu s intenzitou 1, {V;}i>1 je posloupnost i.i.d. ndhodnych
velicin s rovnomérnygm rozdélenim na intervalu [0,1] a necht jsou tyto dvé posloup-
nosti nezavislé. Potom lze proces { Xy, t € [0,1]} reprezentovat jako:

{Xi, te[0,1]} £ {X,, t € [0,1]},

kde: .
X, =Y UCO(T) Iy, (3.1)
=1

pricemz UV je zobecnénd inverse definovand:
USY(y) =inf{z >0: U(z) <y}
Rada (3.1) konverguje s.j. stejnomérné pro t € [0,1].
Diikaz. Viz [1], Proposition 6.3. O

Na této véte je zalozen néasledujici algoritmus pro generovani 1-rozmérného subor-
dinatoru.

Algoritmus 3.1.4. (Simulace 1-rozmérného subordindtoru) Nejprve pevné zvolime
7 > 0, které urcuje, ze skoky mensi nez U (_1)(7') budou useknuty. Déle dosad’ k := 0.
Dokud plati Zle T; < 7 opakujme:

o k:=k—+1,

e Simulujeme T} ~ Exp(1),
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e Simulujeme V} rovnomérné na [0, 1].

Za samotnou realizaci subordindtoru potom prohlasime:

k i
Xp =) Ty UTV(I), kde Ty = ) " T;.
i=1 j=1

Poznamka 3.1.5. Otazku chyby aproximace Gamma procesu fesi [4], viz Tvrzeni
3.4.4. Tato chyba exponencidlné klesd s rostoucim 7 (ve smyslu stfedni hodnoty).

Déle se jiz vénujme simulaci dvojrozmérnych subordinatoru.

Véta 3.1.6. Bud {X;, t > 0} dvojrozmérny subordindtor s margindlnimi zbytkovymi
integrdly U, a U, necht F je jeho Lévyho kopule. Je-li F spojitd na [0,00]* potom
lze proces { Xy, t € [0,1]} reprezentovat jako:

(X, te 0.1} £ (X, = (X", X)), t € [0,1]},

kde
X = Y o) e (vi). (3.2)
=1
X = ZU“ T'®) Iy (Vi), (3.3)

pricemz {V;}i>1 je posloupnost i.i.d. nahodngch velicin rovnomérné rozdélenych na
[0, 1] nezdvisld s ostatnimi posloupnostmi, {Fgl)}izl je posloupnost casu skoki Pois-
sonova procesu s intenzitou 1, {F,(;Q)}izl md podminéné pri {Fgl)}izl rozdéleni s dis-

tribucni funkct —(x y)|m:F(1) (jako funkce y). Navic fady (3.2), (3.3) konverguji s.j.

stejnomérné pro t € [0, 1].
Diikaz. Dukaz viz [1], Theorem 6.3. O

Opét formulujeme algoritmus, dle kterého simulujeme dvojrozmérny subordinator
s danou Lévyho kopuli.

Algoritmus 3.1.7. (Simulace 2-rozmérného subordinatoru) Zvolme pevné 7 > 0,
to opét urcuje, které skoky budou useknuty, sice ty mensi nez U~ (7). Zvolime

pocatecni parametry k := 0, Fél) := 0. Dokud plati F,(;) < 7 opakujme:
e k:=k+1,
e Simulujeme T} ~ Exp(1),

o 1) =TV 4+ 1.
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(2)

e Simulujeme I'}” z distribuc¢ni funkce Fi(y) = 8F(z)

Oox _
z=I),
e Simulujeme V} z rovnomérného rozdéleni na [0, 1].

Za samotnou realizaci dvojrozmérného subordinatoru potom prohlésime:

X = Zﬂm o),

x? = ZHVN Uy ().

Poznamka 3.1.8. Na tomto misté je tieba upozornit na to, ze Véta 3.1.6 neplati pro
F| Lévyho kopuli pro nezévislé slozky (viz (2.6)). Je to zptusobeno tim, ze nenf splnén
predpoklad spojitosti na celém [0, 00]?. Lévyho kopule F| (z,y) = 2 1j—co +y Licoo
je totiz spojitd jen na [0,00)%. Tato skuteénost neni Zaddnym omezenim, protoZze
nezavislé subordinatory lze simulovat piimo pomoci Véty 3.1.3 (resp. Algoritmu

3.1.4).

Piiklad 3.1.9. Uvazujme Claytonovu-Lévyho rodinu kopuli (2.10), pak podminéné
rozdéleni potiebné v Algoritmu 3.1.7 spoc¢teme snadno:

0+1

6]

Rovnéz i inversi této funkce neni tézké vyjadrit:

Flyle) = 200

D=

FE(yle) = (y=o7 1)

Piiklad 3.1.10. Cinme stejné jako v predchozim pifkladu, ale uvazujme Aliho-Mik-
hailovu-Haqgovu rodinu kopuli (2.12):

0Fy(z,y) _ y(d—0+y)
oz (1—-0+y+zx)3

Fylr) =

Tato funkce invertovat tak snadno nejde, pfi invertovani narazime na kvadratic-
kou rovnici. Jeden z jejich kofenu je zaporny, tedy nevyhovuje, a tak dostaneme
nasledujici vyraz:

FEY(yla) = - (9 1= 20y + 291+ 2) + /(1 — 0)2 + day(1— 0 + x)) ,

2(1 —y)

Nyni popiSeme simulaci vybranych dvojrozmérnych subordinator.
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3.1.1 Slozeny Poissonuv proces

Jak jsme jiz zminili, je u slozeného Poissonova procesu zbytkovy integral tvaru
Uj(x) = A\j(1 — Gj(x)), kde x € Ry, j = 1, 2. Vezmeme-li distribuén{ funkei skokd,
ktera je kladna jen na kladné ose, kterd je navic spojita, pak lze pocitat snadno
jeji inversi, ktera vychazi U;_l)(x) = Gg-_l)(l — f—]) Napriiklad pro exponencidlni

rozdéleni s parametrem «;, (s distribucni funkei Gj(z) =1 — e~%%), dostame:

- 1 x
Uj( 1)(3;) =—— lOg ()\—> : ]I[O’l](l’), T e R+ .

Q j

3.1.2 Gamma proces

V pripadé Gamma procesu jiz neni tak snadné invertovat zbytkové integraly. To
jsme provadéli numericky v programu Mathematica [13]. Musime upozornit na to,
ze zbytkové integraly rostou u nuly velmi rychle a proto je vypocet jejich inverse pro
vetsi hodnoty nepfesny, proto doporucujeme uzit silné markovské vlastnosti Lévyho
procesu a pii simulaci na del$im intervalu proces napojovat.

Musime pfipomenout, ze Gamma proces patii mezi procesy s nekonecnou ak-
tivitou, které maji spocetné nekonééné mnoho skoku na intervalu [0,00) a tato
mnozina je hustd, takze predstava po ¢astech konstatniho procesu, jak je zobra-
zeno na obrazcich nize, neni spravna. Trajektorie, které jsou zobrazeny na obrézcich
nize, jsou ve skutecnosti jen aproximace trajektorii tohoto procesu.

3.1.3 Inversni Gaussiv proces

Rovnéz pro Inversni Gaussuv proces jsme museli zbytkové integraly invertovat nume-
ricky. Jednd se opét o proces s nekonecnou aktivitou, plati zde tedy stejné upozornéni
jako jsme uvedli v piipadé Gamma procesu.

Protoze predchozi ptiklady jsou podobné, uvadime jen realizace 2-rozmérného
subordindtoru, jehoz slozky jsou Inversni Gaussovy procesy s parametry o = %,
p = 2. Na Obr. 3.1.3 a) — d) jsou realizace Fe¢eného subordindtoru s riznou mirou
zavislosti, kterou udava parametr 6 Claytonovy rodiny Lévyho kopuli. Volili jsme

celkem Ctyfi ruzné hodnoty parametru 6.
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Obrazek 3.1: Simulace 2-rozmérného subordinatoru, jehoz slozky jsou Inversni Gaus-
sovy procesy s parametry o = 0.5, p = 2 se strukturou zavislosti je popsanou Clay-
tonovou rodinou Lévyho kopuli. a) § = 0.5, b) § =1,¢c) § =5, d) 0 = 20.

Zavér

7 uvedenych Lévyho kopuli se ndm podarilo k simulovani dvojrozmérnych Lévyho
procesu uzit Claytonovu rodinu Lévyho kopuli (viz (2.10)) a Aliho-Mikhailovu-
Haqovu rodinu Lévyho kopuli (viz (2.12)). Zatimco o limitnim chovéni v druhém
pripadé nelze hovorit, tak v prvnim piipadé je z obrazku patrné, ze pro vétsi 0 maji
slozky Lévyho procesu tendenci byti témér totoznymi. Je tedy patrna konvergence,
kterou jsme mohli vidét v Pitkladu 2.2.9 a sice Fy — Fj pro 6 — oo.
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Kapitola 4
Statistika OUCP

Nyni néds bude zajimat odhad parametri Gamma-Ornsteinova-Uhlenbeckova pro-
cesu, ktery je tidici intensitou pozorovaného Coxova procesu. Ptistup aproximace
vérohodnosti pouzitim method MCMC je uveden v [6] a rovnéz je o ném pojednano
v ¢lanku [5].

4.1 Popis modelu

Gamma-Ornsteinuv-Uhlenbeckuv proces (GOU) je proces OU typu, pro ktery je
BDLP Lévyho proces X v (1.13), resp. v (1.14) slozeny Poissonuv proces s intenzitou
a > 0, jehoz rozdéleni skokt je exponenciédlni s parametrem v, tedy s hustotou g(z) =
vexp(—v) [ ) (7). Je-li X = {t;,2;}7_;, kde t; jsou casy skoki, z; jejich velikost
a n je proménny pocet bodu na [0, 7], potom lze GOU proces Y = {Y;, t € [0,T]}
prepsat do tvaru:

Y, =Y, e "+ Z zj €77 kde v > 0. (4.1)

0<tj<~t

Déle uvazujeme, ze Yy = yo je pevné znamé. Proces Y; mame tedy uréen hodno-
tami yo, v a {t;, z;}7,. Oznacme jesté & Coxuv proces, jehoz BDLP je V;.

Nasim cilem je z danych dat, tedy z realizace procesu ® = {®, t € [0, T}, odhadnout
neznamy parametr = (a, v) tidictho GOU procesu Yy = {Y;, t € [0,T]}, pficemz
za znamé povazujeme parametry 7y a yo.

Ridici proces Y je v tomto pifpadé uréen kétovanym bodovym procesem {ti, zi}1 1,
kde t; resp. z; jsou okamziky resp. velikosti skoku. Tento proces neni pozorovan,
povazujeme jej za chybéjici data. Je-li f(p) = hec—(:’) hustota bodového procesu
vzhledem k jednotkovému Poissonovu procesu, kde ¢y je nezndméa normujici kon-

stanta zavisld na parametru 6, pak je ([6], str. 142):

c ho(P)
7 B [h:o(@)] | .
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tato metoda se nazyva importance sampling.
Pro dvojici bodovych procesu (®,Y) je ve vyrazu pro podminénou hustotu:

fo(yle) = fo(@) foly, »)

marginalni hustota fy(p) normujici konstantou, tedy ([6], str. 152) lze aproximovat
podle (4.2):

fole) Jolp, Y) Jolp, Y
f%(%p) =B |:f90(%07 Y)‘ :| Z f90 ©, Ym ’

kde Y1, ..., Y! je vybeér z rozdéleni fy, (- | p) generovany metodou MCMC. Toto je
vyraz pro vérohodnostni pomér Coxova procesu pti chybéjicich datech. Maximali-
zaci vérohodnosti provedeme Newtonovym-Raphsonovym algoritmem, tim ziskame
hledané odhady parametru.

Oznacme 14, ..., 7, realizaci Coxova procesu ®. K vyjadieni podminéné hustoty
rozdéleni Yy | ® pouzijeme Bayesovu vétu, podle které plati pro hustoty:

folyle) = f({ti, zi}i | (75)7%0) o< f({ts, zikisa) - F ()5 [ {Es zi3im0) -

Snadno totiz vyjaditme f({t;, z;i}i=;) a f((75)72, | {ti zi}ie,)-
Prvni z uvedenych hustot (slozeny Poissonuv proces) vyjadiime dle (1.11) uva-
zenim, ze rozdéleni velikosti skokt je exponencialni. Dostaneme vyraz:

F({ti 1) = 17 ()" exp (—-vjijzj)-
j=1

Druhou z uvedenych hustot vyjadiime z (1.10) na zakladé faktu, ze Coxuv proces
podminéné pii dané intenzité Y; = y; je Poissonuv proces (nehomogenni):

fwwnwmwww%m(/ym)ﬂ%.

Upravime integral fOT yy dt podle (4.1):

T T
/ yedt = / yo e D e |t
0 0

tj<’yt

—’YT 1

AL M S )

t; <~T

elti—T _ 1)

Celkem tedy dostavame sdruzenou hustotu:

Jolp,y) = f((T])j 1t zitie) = e(Q_OC)T(aV)n eXp (—VZZ])

j=1

tJ —~T _ 1

H Ur, - (4.3)

e T -1
) i i o G
v t; <~+T
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4.2 Uzité algoritmy

Popiseme pouzité algoritmy a vyjadiime potiebné pomeéry, ¢i pomocné proménné.
Podrobny popis algoritmu je v [6], nebo téz v [8].

4.2.1 Metropolistiv-Hastingstuv algoritmus

Pouzivame jednu z method MCMC (Markov Chain Monte Carlo), pomoci téchto
algoritmu lze generovat markovsky fetézec se stavovym prostorem (S,S). Chceme,
aby tento fetézec konvergoval k limitnimu cilovému rozdéleni ¥. Jsou-li YO, Y1, ...
iterace Tetézce s rozdélenimi Pyo, Py1, .... Chceme, aby byla splnéna konvergence
||Py: — V|| — 0 pro i — oo, za normu na prostoru pravdépodobnostnich mér se voli
napitklad ||| = sup 4.5 p(A).

Nyni pfistupme k Metropolisovu-Hastingsovu algoritmu rozend a zaniku (MHBD).
Bud' II rozdéleni Poissonova bodového procesu s funkef intenzity rovnou 1 na mnoziné
B € By(R%). Bud déle ¥ cilové rodéleni bodového procesu, s hustotou f vici II.
Stavovy prostor zde bude (N5, MN).

Pro aktudlni konfiguraci bodu ¢ € N5 v kazdé iteraci s pravdépodobnosti p(y)
se zkousi pridani nového bodu £ a s doplnkovou pravdépodobnosti 1 —p(¢) se zkousi
néjaky bod 1 odebrat. Pro pfiddni bodu se generuje £ z nédvrhové hustoty ¢,(¢, -).
Pti odebirdni je generovan bod n z ndvrhové hustoty gq(¢p, ).

Navrh pridani bodu & ke konfiguraci ¢ prijimame s pravdépodobnosti:

ab(@) 5) =1A /rb(gp7 5)7
kde 74(-, ) je tzv. Metropolisiuv-Hastingsuv pomér:

fleUu&)(1—pleUl))qalpUE,§)
fl@)p(@)a(w,§) '

Ptijeti navrhu k odebrani bodu 7 z konfigurace ¢ ma pravdépodobnost:

Tb(@? 5) =

aq(p,n) =1Ara(e,n)
s Metropolisovym-Hastingsovym pomérem:

fle\n)ple \ na(e \ n,n)
f@)(d =ple))gale,n)

Nésledujici algoritmus vSe shrnuje.

Td(QO, 77) =

Algoritmus 4.2.1. (MHBD) Necht Y? je dany zacétek retézce. Zvolme [ € N pocet
iteraci a pii daném Y* =y, k=0, 1, 2, ..., [, generujeme Y**! nasledovné:

1. Generujme UJ a U} z rovnomérného rozdéleni na intervalu [0, 1].
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2. Kdyz plati UF < p(y), generujme £ z navrhové hustoty q,(y, -) a polozme:

YkJrl — Yy Ug pOkUd U2k S rb(yaf)
' Y jinak.

3. Pokud U > p(y), pak

(a) Je-li y =0, polozme YH*1 1=y,
(b) Je-li y # 0, generujme 1 z nédvrhové hustoty ¢,(y, -) a polozme:

yhtt . Jy \n pokud Uy < raly,m)
' Y jinak.

Necht je iterace markovského fetézce Y* ddna {t;, z;}*,, ndvrhovou hustotu pro
ptiddni bodu budeme uvazovat rovnomérnou, tj. qy({t;, 2}, ") = T% Rovnomérne
budeme volit i dvojici (¢4, z;) pii odebirdni, tj. ga({t;, z;}1—y, -) = . Pravdépodobnost
pro pridani a ubrani bodu volime stejnou, tedy p = %

Metropolisuv-Hastingsuv pomér pro pridani bodu je:

n T
ro({ti ziticts {tnt1s 2na}) = ] av exp (—Vzni1)
Zn+1 t —~T e YTj,n-I—l
"exp | — 1— e+t ) —
( /y ( ) E YTj,n

kde souc¢in na pravé je tvaru:

m —YT; n+1 t —T;

H Yeins1  Yoe o +2 501 % €T <y
- — T n b —~Ts .

ey Yoin yoe’Y]_‘_Zj:leeJ R

J

. o . . , Y
Vypocet uvedeného soucinu muze usnadnit fakt, ze plati —?

=1 Tyl > VT
proVj=1,...,m.
Metropolisuv-Hastingsuv pomér pro ubrani bodu bude vypadat podobné:

. n ez 2 N KU
ra({ti, zitiz1, {te, 2}) = exp (7]9 (1— e 7T)) 11 :

Tav 1t Yo

T ,m—1

Y'rj ,n

Opét lze tento soucin pro urcita t, zjednodusit, plati:
Vi=1,...,m

= 1<%t > y1; pro
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4.2.2 Newtonuv-Raphsontiv algoritmus

Necht je 6 vektor odhadovanych parametru, v nasem piipadé 6 = (a, v), pak metoda
zalozend na maximélni vérohodnosti a MCMC, viz [6] kap. 8, vyusti v Newtonuv-
Raphsontuv algoritmus probihajici dle nésledujictho schématu:

00D = 00) ugy (07 - g (0D) T P =1,2, .. (4.4)

pricemz ¢ = {7;}7., jsou jiz zminénd pozorovand data OUCP procesu, t = 00 =

(v, v9) je pevny pocéatecni parametr, ktery byl rovnéz vstupnim parametrem pro ge-

nerovani markovského fetézce YO, Y1 ... Y!=! kde [ je pocet iteraci. Kdyz oznacime

fo(e,y) hustotu (4.3), pak byl feceny markovsky fetézec generovan z hustoty fy, (¢, v).
Symboly g, 1., @ Jo1,e jsou aproximace nasledujicich funket:

u(f) =Eq [Vo,,(Y) [ © = ¢
je tzv. skorovad funkce a

110 =~ o | 252 0 — o] — vary 15,,1) | @ = 1,

je tzv. pozorovand Fisherova informace. Znac¢ime ¢ transpozici a

Olog folery)

Vooly) = =250

Odhady téchto funkci na zakladé vygenerovaného MCMC fetézce se provadi jako
pro statistiku k(Y):

-1
Ep 00,1, k( E k(Y7 )wg go1.,(Y7),
Jj=0

pricemz wy g, 1.,(+) je vdhovd funkce:

-1 -1
f 9 @7 YJ
ym )
w9,907la<ﬂ( ) f@o (SO, Ym 90 80, Yj

M

Jj=0

Dle tohoto ptistupu jsou odhady u(6) a j(6):

Ugo 1, (0 ZVM Nwe gy 1.0(Y7),

J60,1.6( + Vo, o (Y) Vo, o (Y7) | wog0.,,(Y7) .

-1 v, SD
80’
i=0

J

44



Vse nyni vyjadiime pro nas piipad GOU procesu. Dostavame vektor Vjy ,(-):

. n; on;
Vo o(Y7) = <_T+ EJ’ 7j N Z%) ’
i=1

kde n; pocet bodu ¢ldnku Y7 = {ti, zi}Z’zl MCMC fetézce.

Dale odvodime matici Wg@"f(')'
Wy oY) [~ 0
96" 0 , -3

Jesté upravime vzorec pro wg gy 1., (-):

(&) e (- A)
w9,907l#’(y]) - 0<0 n ’ ) .

-1 k
o (22) " exo (0 — ) Sty 2

Vsechny rozepsané odhady se dosadi do vzorce (4.4) a dostaneme odhad 0= '),
kde s je pocet iteraci.

4.3 Vysledky odhadu

Vyse popsané algoritmy jsme realizovali v programu R (viz [12]). Program se sklada
ze tT1 ¢asti. V prvni ¢asti simulujeme Coxuv proces, ktery je pro nés posléze pevnymi
daty. Simulovali jsme ho na intervalu [0, 50]. Parametry jsme volili nésledovné o =
2.5, v = 0.7, v = 2. Pocateéni hodnotu intenzity 1y, jsme vygenerovali z Gamma
rozdéleni — I'(v, «):

> YO
[1] 1.508918

a nasledné uvazovali jako pevny parametr. Vykresleni Coxova procesu ®; (body na
x-ové soutadnici) a tidici intenzity Y; je na Obr. 4.1.

V druhé c¢ésti jsme generovali MCMC fetézec se vstupnimi parametry oy =
2.3, vgp = 0.8, v = 2. Provedli jsme celkem 1005001 iteraci, z nich jsme prvnich
5000 spalili a pak jsme ukladali jen kazdou 1000 iteraci. V prubéhu jsme sledovali
prumérnou pravdépodobnost zrozeni a zaniku v MHBD algoritmu a ¢inili si pro
kontrolu prubézny odhad parametri o a vy. Zde je vypis programu R:

> print(nb/iter) # prumerna pst prijeti navrhu zrozeni
[1] 0.3493210
> print(nd/iter) # prumerna pst prijeti navrhu zaniku
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Ridici intenzita Coxova procesu

o @ @O0 OO0 O w0 O O 0 OO @ O OM® 0OOQXID G O O O
I I I I I I

0 10 20 30 40 50

Obrazek 4.1: Coxuv bodovy proces na [0, 50] (pozorovand data) a jeho fidici intensita.

[1] 0.3494474

> mean(dZZ) #odhad parametru nu0
[1] 0.7752284

> mean(dMC)/TT  #odhad parametru alphaO
[1] 2.332887

Vykresleni téchto priubéznych odhadu je na Obr. 4.3:

Treti ¢dst programu obsahuje Newtonuv-Raphsonuv algoritmus. Po 25 iteracich
doséhl odhadovany parametr hodnoty 6 = (2.5494, 0.5078).

Totéz jsme provedli jeSté pro pocatecni parametry ag = 2.7, vy = 0.6, v = 2.
Opét jsme generovali MCMC fetézec se vstupnimi parametry a provedli jsme celkem
1005001 iteraci, z nich jsme prvnich 5000 spalili a ukladali jen kazdou 1000 ite-
raci. Zde jsou obdobné prubéhy sledovanych prumeérnych pravdépodobnosti zrozeni
a zaniku v MHBD algoritmu a prubéznych odhadu parametru aq a vy jako vyse:

> print(nb/iter) # prumerna pst prijeti navrhu rozeni
[1] 0.3387778

> print(nd/iter) # prumerna pst prijeti navrhu zaniku
[1] 0.3389529

> mean(dZZ) #odhad parametru nu0
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Prubeh MCMC retezce alpha0 Prubeh MCMC retezce nu0
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Obrazek 4.2: Odhady parametru o a vy pocitané v prubéhu MCMC fetézce.

[1] 0.6743962
> mean(dMC) /TT  #odhad parametru alphaO
[1] 2.853167

Zde po 25 iteracich dosahl odhadovany parametr hodnoty 6 = (2.5032, 0.6796).

Nase odhady parametru «, v jsou pomérné uspokojivé, ale muze se stat, ze New-
tonuv-Raphsonuv algoritmus neddva dobré vysledky. Pak existuji modifikace této
metody, ve kterych se autofi snazi dosdhnout lepsich vysledku napt. pomoci trust
region viz [2].
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