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2.3 Kř́ıžová korelačńı funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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př́ıstup založený na Bayesově větě a metodě Markov chain Monte Carlo s následným
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Úvod

O Lévyho procesech bylo dř́ıve hovořeno jako o jedné ze tř́ıd proces̊u s nezávislými
př́ır̊ustky. Dnes nesou jméno Paula Pierra Lévyho (1886 – 1971) – francouzského
matematika, který p̊usobil v oblasti teorie pravděpodobnosti.

Lévyho procesy jsou v posledńıch letech stále v́ıce už́ıvány ve světě finančńıch
model̊u a pojǐst’ovnictv́ı. Předevš́ım negaussovské a skokové Lévyho procesy maj́ı
využit́ı v oblasti stochastické diferenciálńı geometrie a kvantové teorie. Daľśı aplikace
jsou např́ıklad v telekomunikaćıch, seismologii nebo meteorologii. Nejznáměǰśımi př́ı-
klady Lévyho proces̊u jsou Wiener̊uv proces a Poisson̊uv proces, často už́ıvané jsou
též subordinátory a stabilńı procesy.

Ve finančńı sféře jsou použ́ıvány v́ıcerozměrné procesy a je zkoumána struktura
závislosti jejich složek. U tohoto tématu se nedávno objevil pojem Lévyho kopule
(viz [1] a [3]), který je jakousi analogíı ke kopuĺım, které jsou užitečným nástrojem
mnohorozměrné statistiky.

V práci se zabýváme modelováńım závislosti ve v́ıceroměrných Lévyho procesech.
Dáváme př́ıklad několika nových parametrických rodin Lévyho kopuĺı a zabýváme se
pr̊uběhem kř́ıžové korelačńı funkce. Také se snaž́ıme za pomoćı Lévyho kopuĺı ukázat
možnost simulovat pr̊uběh v́ıcerozměrných Lévyho proces̊u (viz [1]).

Pojem kř́ıžové korelačńı funkce bývá často spojen s bodovými procesy, zde spe-
ciálně Coxovými procesy ř́ızenými procesy Ornsteinova-Uhlenbeckova typu (OUCP).
Odvozováńım kř́ıžové korelačńı funkce pro v́ıcerozměrné OUCP se zabývá podrobně
[4]. Na popud článku [5] se též zabýváme problémem odhadu parametr̊u Gamma-
Ornsteinova-Uhlenbeckova procesu (GOU). K tomu už́ıváme př́ıstup, který je založen
na Bayesově větě a metodě Markov chain Monte Carlo (MCMC) a užit́ı Newtonova-
Raphsonova algoritmu.

Vlastńı práce je členěna do čtyř kapitol. V prvńı kapitole uvád́ıme základńı teorii
z oblasti Lévyho proces̊u, subordinátor̊u, bodových proces̊u a proces̊u OU typu.

Ve druhé kapitole se zabýváme modelováńım v́ıcerozměrných Lévyho proces̊u,
naš́ım ćılem je zkoumat pr̊uběh kř́ıžové korelačńı funkce. Nejprve definujeme pojmy
kopule a Lévyho kopule a uvád́ıme jejich vlastnosti. Dále předkládáme př́ıklady pa-
rametrických rodin Lévyho kopuĺı a na základě jejich struktury rozeb́ıráme pr̊uběh
kř́ıžové korelačńı funkce pro vybrané subordinátory.

Třet́ı kapitola dává návod k simulaci v́ıcerozměrných Lévyho proces̊u. Jedná se
o aplikaci algoritmů popsaných v [1], k tomu použ́ıváme rodiny Lévyho kopuĺı, které
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jsme popsali v předchoźı kapitole.
Čtvrtá kapitola je věnována problému odhadu parametr̊u procesu GOU, který

je ř́ıd́ıćım procesem pro pozorovaný Cox̊uv proces (viz [5]). Jedná se o použit́ı
věrohodnostńıho př́ıstupu metody MCMC a Newtonova-Raphsonova algoritmu, jak
je navrženo v [6].

K práci je připojen (v př́ıloze na CD) zdrojový kód v jazyce R [12], který je
vysvětlen ve čtvrté kapitole.

Původńı výsledky jsou obsaženy zejména ve druhé kapitole, kde je uvažováno
širš́ı spektrum Lévyho kopuĺı než v dostupné literatuře. Kapitoly tři a čtyři obsahuj́ı
náročné realizace výpočetńıch postup̊u dř́ıve publikovaných.
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Kapitola 1

Základńı teorie

V této kapitole uvedeme teorii potřebnou k daľśımu výkladu. Jedná se o základńı
vlastnosti Lévyho procesu. Pro daľśı vlastnosti, např́ıklad subordinaci, silnou mar-
kovskou vlastnost, či potenciálńı teorii Lévyho proces̊u, odkazujeme čtenáře na mo-
nografii [11]. Dále uvád́ıme potřebné základy z oblasti bodových proces̊u, které je
možné nalézt např. v [9].

1.1 Lévyho procesy

Definice 1.1.1. (Lévyho proces) Bud’ (Ω,F ,P) pravděpodobnostńı prostor, potom
stochastický proces {Xt, t ≥ 0} s hodnotami v Rd nazýváme Lévyho proces, jestliže
splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

1. X0 ≡ 0.

2. (Vlastnost nezávislosti př́ır̊ustk̊u): Pro každé n ∈ N, 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tn
jsou náhodné veličiny Xt0 , Xt1 −Xt0 , . . . , Xtn −Xtn−1 nezávislé.

3. (Časová homogenita, neboli Stacionarita př́ır̊ustk̊u): Pro každé h ≥ 0 rozděleńı

Xt+h −Xt nezáviśı na t ∈ R+, tedy Xt+h −Xt
d
=Xh.

4. (Stochastická spojitost): Pro každé t ≥ 0 a ε > 0 plat́ı lim
s→t
P[|Xs−Xt| > ε] = 0.

5. (Regulovatelnost trajektoríı): Pro každé ω ∈ Ω je Xt(ω) zprava spojitá funkce
pro t ≥ 0 a má limity zleva pro t > 0.

Zde je třeba upozornit na to, že stač́ı, aby vlastnosti (1) a (5) platily skoro jistě.
V některé literatuře jsou takto Lévyho procesy definovány. Plat́ı ovšem tvrzeńı, že
existuje spojitá modifikace s regulovatelnými trajektoriemi (viz. [11], Theorem 11.5).

Definice 1.1.2. (Nekonečně dělitelné rozděleńı) Náhodná veličina Y má nekonečně
dělitelné rozděleńı, jestliže pro každé n ≥ 2 existuj́ı nezávislé stejně rozdělené náhodné
veličiny Y1, . . . , Yn takové, že Y1 + · · ·+ Yn má stejné rozděleńı jako Y .
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Poznámky 1.1.3. Vlastnosti nekonečně dělitelných charakteristických funkćı:

• f1, f2 jsou charakteristické funkce nekonečně dělitelného rozděleńı, potom f1f2,
|f1|, fα

1 , ∀α > 0 jsou charakteristické funkce nekonečně dělitelných rozděleńı.
Dále plat́ı, že f1(t) 6= 0, ∀t.

• Limita charakteristických funkćı nekonečně dělitelného rozděleńı je také cha-
rakteristická funkce nekonečně dělitelného rozděleńı.

Důkazy předchoźı výrok̊u lze naj́ıt v [11] kap. 7. Dále budeme pro charakteristic-
kou funkci rozděleńı µ už́ıvat značeńı µ̂.

Definice 1.1.4. (Obecná konvolučńı mocnina) Necht’ je µ nekonečně dělitelné roz-
děleńı na Rd, pak lze pro každé t ∈ R+ definovat t-tou konvolučńı mocninu µ∗t.

Je-li µ nekonečně dělitelné, pak je také pro n přirozené µ
1
n nekonečně dělitelné a

plat́ı µ̂(z)
1
n = (µ̂(z)

1
nk )k pro každé k ∈ N, z ∈ C. Tud́ıž je dle prvńıho bodu předchoźı

poznámky pro všechna přirozená č́ıslam a n rozděleńı µ
m
n rovněž nekonečně dělitelné.

Pro iracionálńı t > 0 lze sestrojit posloupnost {rn}∞n=1, rn ∈ Q, rn → t. Potom
µ̂(z)rn → µ̂(z)t, z ∈ C pro n→∞. Limita µ̂(z)t je nekonečně dělitelná dle druhého
bodu předchoźı poznámky a µ̂t je charakteristická funkce t-té konvolučńı mocniny
rozděleńı µ.

Následuj́ıćı věta ř́ıká, že rozděleńı Lévyho procesu {Xt, t ≥ 0} je určeno rozděle-
ńım Xs pro nějaké konkrétńı s ≥ 0.

Věta 1.1.5. Je-li {Xt, t ≥ 0} Lévyho proces na Rd, potom pro každé t ≥ 0 je PXt

nekonečně dělitelné rozděleńı na Rd a označ́ıme-li PX1 = µ, potom PXt = µ∗t. Naopak
je-li µ nekonečně dělitelné rozděleńı na Rd, pak existuje Lévyho proces {Xt, t ≥ 0}
takový, že PX1 = µ.

D̊ukaz. Prvńı část tvrzeńı neńı těžké ukázat. Bud’ {Xt, t ≥ 0} Lévyho proces, pro
libovolné n ≥ 2 a polož́ıme tk = kt

n
, k = 0, 1, . . . . Pak plat́ı, že

Xt = (Xt1 −Xt0) + · · ·+ (Xtn −Xtn−1).

Uzávorkované členy jsou nezávislé. Označme µ = PXt a µn = PXtk
−Xtk−1

. Mı́ra µn

nezáviśı na k z vlastnosti časové homogenity, a tud́ıž µ = µ∗nn . Č́ımž dostáváme
nekonečnou dělitelnost pro racionálńı t. Pro iracionálńım t zvoĺıme rn posloupnost

racionálńıch č́ısel rn → t. Potom máme Xrn

P→ Xt a proto i PXrn

w→ PXt . Opačná
implikace je obt́ıžněǰśı, lze ji nalézt v [11], Theorem 7.10.

Věta 1.1.6. (Lévyho-Khintchinova reprezentace) Je-li µ nekonečně dělitelné roz-
děleńı na Rd, potom

µ̂(z) = exp

[
−1

2
〈Az, z〉+ i〈γ, z〉+

∫

Rd

( ei〈z,x〉−1− i〈z, x〉 ID(x)) ν(dx)

]
, z ∈ Rd,

(1.1)
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kde µ̂ znač́ı charakteristickou funkci rozděleńı µ, 〈·, ·〉 je skalárńı součin v Rd, γ ∈ Rd,
D = {x ∈ Rd : |x| ≤ 1} je jednotková koule. A je symetrická pozitivně semidefinitńı
matice typu d× d a ν je mı́ra na Rd splňuj́ıćı:

ν({0}) = 0 a

∫

Rd

(|x|2 ∧ 1) ν(dx) <∞. (1.2)

Tato reprezentace jednoznačně určuje A, ν a γ. Naopak pro A symetrickou po-
zitivně semidefinitńı matici, mı́ru ν splňuj́ıćı (1.2) a γ ∈ Rd, existuje nekonečně
dělitelné rozděleńı µ, jehož charakteristická funkce je dána vzorcem (1.1).

D̊ukaz. Důkaz viz [11], Theorem 8.1.

Definice 1.1.7. Trojici (A, ν, γ) z Lévyho-Khintchinovy věty nazýváme (Lévyho)
charakteristická trojice, mı́ru ν nazýváme Lévyho mı́ra rozděleńı µ. Charakteristickou
trojićı Lévyho procesu {Xt, t ≥ 0} mı́ńıme charakteristickou trojici rozděleńı X1.

Matice A bývá označována jako Gaussova variančńı matice, nebot’ je známý tvar
charakteristické funkce d-rozměrného normálńıho rozděleńı ρ se středńı hodnotou γ
a variačńı matićı A:

ρ̂(z) = exp

[
−1

2
〈Az, z〉+ i〈γ, z〉

]
.

Dále pǐsme ψ(z) = log(µ̂(z)). Tato funkce je označována jako charakteristický
exponent rozděleńı µ. Potom z věty 1.1.5 vyplývá, že

log P̂Xt(z) = t log P̂X1 = tψ(z). (1.3)

Poznámky 1.1.8. V Lévyho-Khintchinově větě hraje d̊uležitou roli tzv. usekávaćı
funkce ID. Ta je v integrálu na pravé straně (1.1) proto, aby konvergoval, nebot’ mı́ra
ν může být neomezená mimo libovolné okoĺı nuly a samotný integrad se chová:

ei〈z,x〉−1− i〈z, x〉 ID(x) = O(|x|2) pro |x| → 0, z ∈ Rd .

Můžeme tedy za usekávaćı funkci brát c(x) : Rd → R, která je omezená měřitelná
a splňuje:

c(x) = 1 + o(|x|) pro |x| → 0, c(x) = O
(|x|−1

)
pro |x| → ∞.

Pro takovouto funkci lze výraz (1.1) přepsat na:

µ̂(z) = exp

[
−1

2
〈Az, z〉+ i〈γc, z〉+

∫

Rd

( ei〈z,x〉−1− i〈z, x〉c(x)) ν(dx)
]
, z ∈ Rd .

Přičemž γc je definováno:

γc = γ +

∫

Rd

(c(x)− ID) ν(dx).
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Např́ıklad Paul Lévy, či Alexander Khintchin už́ıvali funkci c(x) = 1
1+|x|2 . Rovněž lze

pro pevné ε > 0 už́ıt funkci c(x) = I[−ε, ε](x). Je dobré si také uvědomit, že Lévyho
mı́ra ν ani Gaussova matice A nezáviśı na volbě usekávaćı funkce c(x).

Pokud budeme dále v textu už́ıvat usekávaćı funkci c(x), budeme př́ıslušnou
charakteristickou trojici značit (A, ν, γc)c.

Zaměřme se na daľśı tvary formule (1.1), pokud Lévyho mı́ra splňuje podmı́nku:

∫

|x|>1

|x| ν(dx) <∞,

pak je možné uvažovat usekávaćı funkci c(x) ≡ 1 a charakteristický exponent v Lévyho-
Khintchinově reprezentaci lze přepsat na:

ψ(z) = −1

2
〈Az, z〉+ i〈γ1, z〉+

∫

Rd

( ei〈z,x〉−1− 〈z, x〉) ν(dx).

Potom nazýváme γ1 střed procesu Xt, nebot’ lze ukázat, že EXt = γ1t.
Splňuje-li Lévyho mı́ra podmı́nku:

∫

|x|≤1

|x| ν(dx) <∞, (1.4)

můžeme uvažovat nulovou usekávaćı funkci a výraz (1.1) bude tvaru:

µ̂(z) = exp

[
−1

2
〈Az, z〉+ i〈γ0, z〉+

∫

Rd

( e〈z,x〉−1) ν(dx)

]
.

Věta 1.1.9. Necht’ je X = (X(1), . . . , X(d)) Lévyho proces s charakteristickou trojićı
(A, ν, γ), potom jsou X(j), j = 1, . . . , d rovněž Lévyho procesy a jejich charakteris-
tické trojice jsou (G, ρ, β):

G = Ajj, ρ({0}) = 0, ρ(B) = ν(B × Rd−1), ∀B ∈ B(R \{0}),

β = γ +

∫

Rd

xj

(
I|xj |≤1− I|x|≤1

)
ν(dx),

kde x = (x1, . . . , xd).

D̊ukaz. Důkaz se provede př́ımým porovnáńım charakteristických funkćı X a X(j),
odkud je zřejmé, že X(j) je Lévyho proces a jeho charakteristická trojice má výše
uvedený tvar.

Definice 1.1.10. Lévyho proces {Xt, t ≥ 0} s Lévyho mı́rou ν označujeme za proces
s nekonečnou aktivitou, jestliže ν(Rd) = ∞.

Jedńım ze základńıch Lévyho proces̊u je složený Poisson̊uv proces, uvád́ıme jeho
definici a základńı charakterizaci (viz. tvrzeńı ńıže).
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Definice 1.1.11. (Složený Poisson̊uv proces) Bud’te Yi nezávislé stejně rozdělené
náhodné veličiny s rozděleńım σ a bud’ {Nt, t ≥ 0} Poisson̊uv proces s intenzitou
λ > 0, nezávislý s {Yi, i ∈ N}, potom proces definovaný:

Xt =
Nt∑
i=1

Yi

nazveme složený Poisson̊uv proces s intenzitou λ a rozděleńım skok̊u σ.

Je zřejmé, že pokud vezmeme σ = δ1, kde δ1 je Diracova mı́ra v bodě 1, pak je
tento složený Poisson̊uv proces zároveň Poissonovým procesem.

Často se také pod pojmem složený Poisson̊uv proces uvažuje i proces obohacený
driftem γ, tedy proces X ′

t = γt+Xt. My však dále v tomto textu drift neuvažujeme.

Tvrzeńı 1.1.12. Proces {Xt, t ≥ 0} je složený Poisson̊uv proces právě tehdy, když
je to Lévyho proces a jeho trajektorie jsou po částech konstantńı.

D̊ukaz. Důkaz je možné nalézt v [1], Proposition 3.3.

Pro úplnost spoč́ıtejme charakteristickou funkci složeného Poissonova procesu.
Bud’ tedy Xt složený Poisson̊uv proces s intenzitou λ > 0 a bud’ σ jeho rozděleńı
skok̊u, potom:

E ei〈z,Xt〉 = E
[
E

[
ei〈z,Xt〉 | Nt

]]
=

∞∑
n=0

(
P[Nt = n] · E ei〈z,

Pn
k=1 Yk〉

)

=
∞∑

n=0

e−λt(λtσ̂(z))n

n!
= exp[λt(σ̂(z)− 1)]

= exp

[
λt

∫

Rd

( ei〈z,x〉−1)σ(dx)

]
.

Dostali jsme tak charakteristickou trojici:

(
0, λσ,

∫

|x|≤1

xλσ(dx)

)
. (1.5)

Věta 1.1.13. (de Finetti) Funkce f je charakteristickou funkćı nekonečně dělitelného
rozděleńı právě tehdy, když ji lze napsat ve tvaru:

f(x) = lim
n→∞

exp{pn(gn(x)− 1)}, (1.6)

přičemž gn je posloupnost charakteristických funkćı a pn je nějaká posloupnosti klad-
ných č́ısel.
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D̊ukaz. ,,⇒“: Je-li f charakteristická funkce nekonečně dělitelného rozděleńı, pak je
dle Poznámky 1.1.3 také fα, ∀α > 0 charakteristickou funkćı nekonečně dělitelného
rozděleńı. Ze znalosti fα = eα log f dostáváme:

f(x) = lim
α→0

exp

(
fα − 1

α

)
.

T́ım máme funkci f napsanou v požadovaném tvaru.
,,⇐“: Stač́ı si uvědomit, že složený Poisson̊uv proces, který má nekonečně dělitelné
trajektorie, má charakteristickou funkci ve tvaru (1.6) a že limita nekonečně dělitel-
ných charakteristických funkćı je opět charakteristická funkce nekonečně dělitelného
rozděleńı, viz Poznámky 1.1.3.

1.2 Subordinátory

Definice 1.2.1. (Subordinátor) Bud’ d = 1, Lévyho proces {Xt, t ≥ 0} na R se
nazývá rostoućı, jestližeXt(ω) je neklesaj́ıćı funkce t s.j.. Takovému procesu se rovněž
ř́ıká subordinátor. Lévyho proces, jehož složky jsou pouze subordinátory, označujeme
jako (v́ıcerozměrný) subordinátor.

Věta 1.2.2. Necht’ {Xt, t ≥ 0} je Lévyho proces na R s charakteristickou trojićı
(A, ν, γ), pak jsou následuj́ıćı podmı́nky ekvivalentńı:

1. {Xt, t ≥ 0} má s.j. neklesaj́ıćı trajektorie.

2. Xt ≥ 0 s.j. pro nějaké t > 0.

3. Xt ≥ 0 s.j. pro každé t > 0.

4. A = 0, ν((−∞, 0]) = 0,
∫∞
0

(x ∧ 1) ν(dx) <∞ a γ − ∫
|x|≤1

x ν(dx) ≥ 0.

D̊ukaz. Viz [1], Proposition 3.10.

Poznámka 1.2.3. Bud’ {Xt, t ≥ 0} subordinátor, potom je jeho Laplaceova trans-
formace následuj́ıćı:

E
[
e−uXt

]
= exp

[
t

(∫

(0,∞)

( e−ux− 1) ν(dx)− γ0u

)]
.

Věta 1.2.4. Lévyho proces s charakteristickou trojićı (A, ν, γ) má konečnou variaci
právě tehdy, když plat́ı:

A = 0,

∫

|x|≤1

|x| ν(dx) <∞.

D̊ukaz. Důkaz viz [11].
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Důsledek 1.2.5. Subordinátor sice m̊uže mı́t nekonečnou aktivitu, ale muśı mı́t
konečnou variaci.

Jeden z námi zkoumaných subordinátor̊u je tzv. Gamma proces. Definujeme tento
proces a poté urč́ıme jeho charakteristickou trojici.

Definice 1.2.6. (Gamma proces) Uvažujme Lévyho proces {Xt, t ≥ 0} na R. Pakliže
má µ = PX1 Gamma rozděleńı – Γ(α, p), které je dáno hustotou:

f(x) =
αp

Γ(p)
xp−1 e−αx I(0,∞)(x), α > 0, p > 0, (1.7)

kde Γ(·) je gamma fukce. Potom proces {Xt, t ≥ 0} nazýváme Gamma proces.

Př́ıklad 1.2.7. Urč́ıme charakteristickou trojici Gamma procesu. Rozděleńı Γ(α, p)
má charakteristickou funkci:

µ̂(z) =

(
1− iz

α

)−p

= exp

[
−p log

(
1− iz

α

)]
,

logaritmus na pravé straně rozeṕı̌seme postupně pomoćı dvou integrál̊u:

log
(
1 +

u

α

)
=

∫ u

0

dy

α + y
=

∫ u

0

∫ ∞

0

e−(α+y)x dx dy

=

∫ ∞

0

∫ u

0

e−xy dy e−αx dx = −
∫ ∞

0

( e−ux− 1)
e−αx

x
dx.

Po dosazeńı u = −iz dostaneme potřebný tvar charakteristické funkce:

µ̂(z) = exp

[
p

∫ ∞

0

( eizx− 1)
e−αx

x
dx

]
.

Již je vidět, že reprezentace (1.1) je A = 0, ν(dx) = px−1 e−αx I(0,∞)(x) dx a γ = 0.

Definice 1.2.8. (Inversńı Gauss̊uv proces) Mějme Lévyho proces {Xt, t ≥ 0} na R
takový, že rozděleńı X1 je dáno hustotou:

f(x) =
δ eηδ

√
2π

x−3/2 exp

[
−1

2

(
δ2

x
+ η2x

)]
I(0,∞)(x), δ > 0, η ≥ 0. (1.8)

Potom proces {Xt, t ≥ 0} nazýváme inversńı Gauss̊uv proces.

Př́ıklad 1.2.9. Uvedeme opět charakteristickou funkci inversńıho Gaussova procesu
a jeho Lévyho mı́ru. Má-li X1 rozděleńı dané hustotou (1.8) potom:

E eitX1 =

√
2π

δ
exp

(
δ(η −

√
η2 − 2it)

)
.

Jeho Lévyho mı́ra má tvar:

ν(dx) =
δ√
2π

x−3/2 exp

(
−1

2
η2x

)
I(0,∞)(x) dx.
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1.3 Lévyho-Itôova věta a existence moment̊u

Definujme Poissonovu náhodnou mı́ru, formulujeme Lévyho-Itôovu větu, následně
uvedeme výsledky, které se týkaj́ı moment̊u Lévyho proces̊u.

Definice 1.3.1. (Poissonova náhodná mı́ra) Bud’ (Θ,B, ρ) σ-konečný měřitelný pro-
stor. Bud’ {N(B), B ∈ B} rodina náhodných veličin definovaných na pravděpo-
dobnostńım prostoru (Ω,A,P), které nabývaj́ı jen nezáporných celoč́ıselných hodnot
a nekonečna. Tuto rodinu nazýváme Poissonova náhodná mı́ra na Θ s mı́rou inten-
zity ρ, jestliže jsou splněny následuj́ıćı podmı́nky:

• Pro každou B ∈ B má N(B) Poissonovo rozděleńı se středńı hodnotou ρ(B).

• Pro každé n ∈ N a všechny po dvou disjunktńı množiny Bi ∈ B, i = 1, . . . , n,
jsou N(Bi), i = 1, . . . , n nezávislé.

• Pro každé ω ∈ Ω je N(·, ω) mı́ra na Θ.

Definice 1.3.2. (Mı́ra skok̊u procesu) Pro Lévyho proces {Xt, t ≥ 0} definujeme
JX (náhodnou) mı́ru skok̊u procesu následovně:

JX(B) = #{(t,Xt −Xt−) ∈ B, Xt −Xt− 6= 0}, B ∈ B([0,∞)× Rd).

Jinými slovy pro každý interval [a, b] a každou měřitelnou množinu M ⊂ Rd dává
JX([a, b]×M) počet skok̊u procesu X mezi časy a a b, které padnou do M .

Věta 1.3.3. (Lévyho-Itôova dekompozice) Necht’ {Xt, t ≥ 0} je Lévyho proces na
Rd s Lévyho mı́rou ν. Potom plat́ı:

1. ν je Radonova mı́ra na Rd \{0} splňuj́ıćı
∫
Rd(|x| ∧ 1) ν(dx) <∞.

2. Mı́ra skok̊u JX je Poissonovou náhdnou mı́rou na B([0,∞] × Rd) s mı́rou in-
tenzity dt ν(dx).

3. Proces Xt lze rozepsat:

Xt = γt+Bt +X l
t + lim

ε→0
X̃ε

t , (1.9)

kde γ ∈ Rd, {Bt, t ≥ 0} je Brown̊uv pohyb a

X l
t =

∫

|x|≥1, s∈[0,t]

xJX(ds× dx),

X̃ε
t =

∫

ε≤|x|<1, s∈[0,t]

x (JX(ds× dx)− ν(dx) ds).

Nav́ıc jsou jednotlivé procesy v (1.9) nezávislé. Konvergence X̃ε
t je s.j. stejnoměrná

na každém intervalu [0, T ].
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D̊ukaz. Důkaz viz [1], Proposition 3.7.

Poznámka 1.3.4. Lévyho-Itô̊uv rozklad nám dává možnost oddělit pozorováńı
závislosti složek Lévyho procesu na Brownovskou část Bt, která je popsána matićı
A a na skokovou složku, jež je určena Lévyho mı́rou.

Daľśımi d̊uležitými výsledky je existence moment̊u Lévyho procesu. Že konečnost
moment̊u nezáviśı na t > 0 je zřejmé již z tvaru charakteristického exponentu viz
vzorec (1.3).

Věta 1.3.5. (Momenty) Bud’ {Xt, t ≥ 0} Lévyho proces na Rd a bud’ ν jeho Lévyho
mı́ra. Potom pro každé t > 0, α > 0 a j = 1, . . . , d plat́ı:

E |Xt|α <∞ ⇔
∫

|x|≥1

|x|α ν(dx) <∞,

E |X(j)
t |α <∞ ⇔

∫

|x|≥1

|xj|α ν(dx) <∞,

kde X
(j)
t , j = 1, . . . , d znač́ıme j-tou složku {Xt, t ≥ 0} Lévyho procesu na Rd.

D̊ukaz. Důkaz vyplývá z [11], Theorem 25.4 a Proposition 25.4.

1.4 Bodové procesy

Zde uvád́ıme základńı teorii týkaj́ıćı se bodových proces̊u.

Definice 1.4.1. (Bodový proces) Bud’ M množina všech měr na (E,B(E)), přičemž
(E, d) je úplný separabilńı lokálně kompaktńı metrický prostor. Necht’:

N = {µ ∈M : µ(B) ∈ N0 ∪{0,∞} pro ∀B ∈ B}}
je množina všech lokálně konečných měr, které nabývaj́ı pouze konečných celoč́ı-
selných hodnot a nekonečna. Na nich zavedeme σ-algebru:

N = σ {{µ ∈ N : µ(B) = m} , B ∈ Bo, m ∈ N0} ,
kde symbolem Bo rozumı́me omezené borelovské množiny. Potom měřitelné zobrazeńı
Φ : (Ω,A,P) → (N ,N) nazveme bodový proces.

Bude nám stačit omezeńı na tzv. jednoduché bodové procesy, tj. P[Φ ∈ N ∗] = 1,
kde:

N ∗ = {µ ∈ N : µ({x}) ≤ 1, pro ∀x ∈ E} .
Definice 1.4.2. Prázdnými pravděpodobnostmi bodového procesu Φ rozumı́me:

P[Φ(B) = 0], B ∈ Bo.

Rozděleńı bodového procesu Φ je následuj́ıćı pravděpodobnostńı mı́ra:

Π(U) = P[Φ ∈ U ] = P{ω ∈ Ω : Φ(ω) ∈ U}, U ∈ N.
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Definice 1.4.3. Necht’ E = Rd, pak řekneme, že bodový proces Φ je stacionárńı,
jestliže je jeho rozděleńı invariantńı v̊uči posunut́ı.

Tvrzeńı 1.4.4. Rozděleńı bodového procesu je dáno prázdnými pravděpobodnostmi.

D̊ukaz. Důkaz viz [9].

Definice 1.4.5. Bodový proces Φ je Poisson̊uv bodový proces s mı́rou intenzity µ,
jestliže µ je difúsńı mı́ra (tj. µ({x}) = 0, ∀x ∈ E) a jestliže plat́ı:

1. Pro každou B ∈ Bo má Φ(B) Poissonovo rozděleńı s parametrem µ(B).

2. Pro každé n ∈ N, B1, . . . , Bn ∈ Bo po dvou disjunktńı jsou náhodné veličiny
Φ(B1), . . . , Φ(Bn) nezávislé.

Definice 1.4.6. Necht’ je Φ Poisson̊uv bodový proces s mı́rou intenzity µ (difúsńı
mı́ra), existuje-li jej́ı hustota λ(·) vzhledem k Lebesgueově mı́̌re (znač́ıme Leb), pak
ji nazýváme funkce intenzity.

Definice 1.4.7. (Hustota procesu) Necht’ Φ je Poisson̊uv bodový proces s mı́rou
intenzity µ, µ(E) ∈ (0,∞), označme jeho rozděleńı Π, potom bodový proces Ψ má
hustotu f vzhledem k Poissonovu procesu Φ, jestliže:

P[Ψ ∈ U ] =

∫

U

f(x)Π(dx), U ∈ N.

Př́ıklad 1.4.8. Je-li Π rozděleńı Poissonova bodového procesu na množině B ∈
Bo(Rd) s funkćı intenzity rovnou 1 na B, bud’ Y (t) nezáporná omezená borelovsky
měřitelná funkce na B, potom bodový proces Φ s hustotou:

f(x) = eLeb(B) exp

(
−

∫

B

Y (t)dt

) ∏

ξ∈x

Y (ξ), ∀x ∈ N (1.10)

v̊uči Π, je Poisson̊uv bodový proces s funkćı intenzity Y .
Pro homogenńı Poisson̊uv proces se tvar hustoty f zjednoduš́ı. Je-li α > 0 kon-

stantńı intenzita Poissonova procesu na B, potom plat́ı:

f(x) = e(1−α) Leb(B) αcard(x) . (1.11)

Definice 1.4.9. (Cox̊uv proces) Bud’ Λ σ-konečná difúsńı náhodná mı́ra na Rd. Bud’

Φ bodový proces, který je podmı́něně při Λ = µ Poissonovým bodovým procesem
s mı́rou intenzity µ. Pak tento tzv. dvojně stochastický proces nazýváme Cox̊uv bodový
proces s ř́ıd́ıćı mı́rou Λ. Má-li Λ hustotu λ vzhledem k Lebesgueově mı́̌re, pak λ
nazýváme ř́ıd́ıćı funkce intenzity. Potom se pro Φ též už́ıvá název Cox̊uv bodový
proces ř́ızený λ.

Vı́cerozměrný Cox̊uv proces Φ = (Φ1, . . . , Φn) definujeme tak, že jeho složky
Φi, i = 1, . . . , n jsou Coxovy procesy s ř́ıd́ıćımi intenzitami Λ1, . . . , Λn, přičemž
podmı́něně při daných Λ1, . . . , Λn jsou Φ1, . . . , Φn nezávislé Poissonovy bodové pro-
cesy. Pokud má Λi hustotu λi vzhledem k Lebesgueově mı́̌re, potom opět mluv́ıme
o Φ jako o Coxově procesu s ř́ıd́ıćı funkćı intenzity λ = (λ1, . . . , λn).
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Definice 1.4.10. (Kř́ıžová korelačńı funkce) Pro Φ v́ıcerozměrný Cox̊uv proces
s ř́ıd́ıćı intenzitou λ definujeme gjk kř́ı̌zovou korelačńı funkci složek j a k předpisem:

gjk(x, y) =
E[λj(x)λk(y)]

E[λj(x)]E[λk(y)]
, x, y ∈ E. (1.12)

1.5 Procesy OU typu a OUCP

Definice 1.5.1. Procesem Ornsteinova-Uhlenbeckova typu budeme nazývat proces
Y = {Yt, t ≥ 0}, který splňuje stochastickou diferenciálńı rovnici:

dYt = −γYtdt+ dXγt, t ≥ 0, γ > 0, (1.13)

kde X je Lévyho proces na R.

Řešeńı rovnice (1.13) lze za dodatečných předpoklad̊u vyjádřit explicitně. My
budeme př́ımo předpokládat, že X je subordinátor a P[Y0 ≥ 0] = 1. Pro obecněǰśı
př́ıstup odkazujeme čtenáře na [11], kap. 17, str. 104 – 114.

Ekvivalentně s (1.13) také definujeme proces Y jako:

Yt = Y0 e−γt +

∫ t

0

e−γ(t−s) dXγs, t ≥ 0, γ > 0. (1.14)

Definice 1.5.2. (OUCP) Necht’ je {Yt, t > 0} nezáporný s.j. lokálně integrova-
telný proces OU typu, potom Cox̊uv bodový proces Φ na R ř́ızený procesem Yt

označujeme OUCP – Ornstein-Uhlenbeck Cox Process a Lévyho proces {Xt, t ≥ 0}
bývá označován jako (BDLP) – Background driving Lévy Process.

Je-li Y = (Y (1), . . . , Y (d)) řešeńı rovnice (1.13), ovšem pro subordinátor X na
Rd, necht’ je Φ = (Φ1, . . . , Φd) Cox̊uv proces ř́ızený procesem Y tak, že podmı́něně
při daném Y jsou Φ1, . . . , Φd nezávislé Poissonovy procesy, pak Φ označujeme jako
d-rozměrný OUCP (ř́ızený procesem Y).

Př́ıklad 1.5.3. Uvažujme j-tou a k-tou složku X
(j)
t , X

(k)
t BDLP procesu, resp. Y

(j)
t ,

Y
(k)
t OU procesu. Tvar kř́ıžové korelačńı funkce pro v́ıcerozměrný OUCP je odvozen

dvoj́ım zp̊usobem – v práci [4] a článku [5] a je následuj́ıćı:

gjk(tj, tk) = 1 +
Ijk

(
e−γ(tk−tj) + e−γ(tj+tk)

)

2 [Ij (1− e−γtj) + sj e−γtj ] [Ik (1− e−γtk) + sk e−γtk ]
,

kde Y0 = (s1, . . . , sn), Ij = EX(j)
1 je středńı hodnota j-té složky a Ijk =

∫
R2 xjxk ν(dx),

přičemž x = (x1, . . . , xd) a ν je Lévyho mı́ra procesu X.
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Kapitola 2

Modelováńı závislosti složek
Lévyho procesu

2.1 Úvod do kopuĺı

V této části zavedeme pojem kopule a uvedeme základńı vlastnoti kopuĺı a jejich

př́ıklady, které budeme použ́ıvat v daľśı části. Budeme značit Rd
= [−∞,∞]d, pro

a, b ∈ Rd
budeme psát a ≤ b, jestliže ak ≤ bk, k = 1, . . . , d a interval (a, b] =

(a1, b1] × · · · × (ad, bd].

Definice 2.1.1. Pro funkci G definujeme G-objem intervalu (a, b] následuj́ıćım zp̊u-

sobem. Bud’ A ⊂ Rd
, G : A → R, a, b ∈ A, pro něž plat́ı a ≤ b a (a, b] ⊂ A,

pak:

VG((a, b]) =
∑

x∈{a1, b1}×···×{ad, bd}
(−1)#{k: xk=ak}G(x).

Pro d = 1 je VG((a, b]) = G(b) − G(a) a pro d = 2 je VG((a, b]) = G(b1, b2) −
G(a1, b2)−G(b1, a2) +G(a1, a2), takže je-li G(x) =

∏d
i=1 xi, je G-objem roven Lebe-

sgueově mı́̌re.

Definice 2.1.2. Funkce G : A → R se nazývá d-rostoućı, pakliže A ⊂ Rd
a pro

každý interval (a, b] ⊂ A je VG((a, b]) ≥ 0.
Když pro každé k = 1, . . . , d plat́ı inf Ai ∈ Ai, tak funkci G : A1× · · · ×Ad → R

nazýváme uzemněná, jestliže G(x1, . . . , xd) = 0 kdykoli xk = inf Ak pro alepoň jedno
k = 1, . . . , d.

Je-li bi maximum i-té složky A, potom funkci Gi : Ai → R definovanou Gi(x) =
G(b1, . . . , bi−1, x, bi+1, . . . , bd) nazýváme marginálńı funkce k funkci G.

Definice 2.1.3. (Kopule) d-rozměrná kopule je funkce C : [0, 1]d → [0, 1] taková, že:

• C je uzemněná d-rostoućı.
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• Marginály kopule C jsou identity, tj. Ck(x) = x, k = 1, . . . , n, pro každé
x ∈ [0, 1].

Věta 2.1.4. (Sklarova) Pro d-rozměrnou distribučńı funkci G, jej́ı̌z marginály jsou

G1, . . . , Gd existuje d-rozměrná kopule C, která pro všechna x ∈ Rd
splňuje rovnost:

G(x1, . . . , xd) = C(G1(x1), . . . , Gd(xd)). (2.1)

Pokud jsou G1, . . . , Gd spojité, potom je kopule C jednoznačně určena.
Naopak je-li C d-rozměrná kopule a G1, . . . , Gd distribučńı funkce, potom je

funkce G definovaná výrazem (2.1) d-rozměrná distribučńı funkce s marginálńımi
funkcemi G1, . . . , Gd.

D̊ukaz. Důkaz viz [7], Theorem 2.10.9.

Kopule tedy určuj́ı závislost mezi sdruženým rozděleńım a jeho marginálńımi
rozděleńımi. Následuj́ıćı př́ıklad ukazuje jakými funkcemi jsou kopule ohraničeny.

Př́ıklad 2.1.5. Definujme funkce:

M(x1, . . . , xd) = min(x1, . . . , xd),

Π(x1, . . . , xd) =
d∏

i=1

xi,

W (x1, . . . , xd) = max

(
1− d+

d∑
i=1

xi, 0

)
,

kde x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd. Lze dokázat, že funkce M a Π jsou kopule. Funkce
W neńı kopule pro d > 2. Sdružené rozděleńı má kopuli Π právě tehdy, když má
nezávislá marginálńı rozděleńı.

Dále pro každou d-rozměrnou kopuli C plat́ı:

W (x) ≤ C(x) ≤M(x) pro x ∈ Rd .

O kopuli M (resp. o funkci W ) hovoř́ıme jako o horńı (resp. dolńı) Fréchetově-Hoeff-
dingově mezi.

Na závěr této podkapitoly uvedeme př́ıklady dvojrozměrných kopuĺı, o kterých
ještě budeme mluvit v podkapitole následuj́ıćı.

Př́ıklad 2.1.6. Následuj́ıćı tři funkce splňuj́ı definici 2-rozměrné kopule:

1. Claytonova rodina kopuĺı:

Cθ(x1, x2) =
[
max

(
x−θ

1 + x−θ
2 − 1, 0

)]− 1
θ , θ ∈ [−1,∞) \ {0}, (2.2)

jej́ı limitńı chováńı je C−1 = W , C0 = Π, C∞ = M .
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2. Aliho-Mikhailova-Haqova rodina kopuĺı:

Cθ(x1, x2) =
x1x2

1− θ(1− x1)(1− x2)
, θ ∈ [−1, 1), (2.3)

jej́ı limitńı chováńı je C0 = Π.

3. Gumbelova-Hougaardova rodina kopuĺı:

Cθ(x1, x2) = exp
{[

(− log x1)
θ + (− log x2)

θ
] 1

θ

}
, θ ∈ [1,∞), (2.4)

jej́ı limitńı chováńı je C1 = Π, C∞ = M .

2.2 Lévyho kopule

Strukturu závislosti složek v́ıcerozměrných Lévyho proces̊u lze d́ıky Lévyho-Itôově
dekomposici redukovat na variančńı matici a Lévyho mı́ru. Závislost v Lévyho mı́̌re
lze reprezentovat tzv. Lévyho kopuĺı. Nejprve vylož́ıme teorii pro Lévyho procesy
s kladnými skoky a posléze uvedeme možné zobecněńı pro obecné Lévyho procesy.

Definice 2.2.1. (Zbytkový integrál) Je-li X subordinátor na Rd s Lévyho mı́rou ν,
potom d-rozměrný zbytkový integrál, nebo též tail integrál je funkce U : [0,∞]d → R
definovaná předpisem:

U(x) =

∫

[x1,∞)×···×[xd,∞)

ν(dξ), pro x = (x1, . . . , xd) ∈ [0,∞)d.

Jeho marginály, nebo též zbytkové integrály j-té složky subordinátoru definujeme
následovně:

Uk(xk) = U(0, . . . , 0, xk, 0, . . . , 0), k = 1, . . . , d.

Poznámka 2.2.2. d-rozměrné zbytkové integrály maj́ı následuj́ıćı vlastnosti:

• (−1)dU je d-rostoućı.

• U(x1, . . . , xd) = 0 právě tehdy, když alepoň jeden z argument̊u xk = ∞.

• U(x1, . . . , xd) je konečný všude kromě x = (0, . . . , 0) ∈ Rd.

Definice 2.2.3. Funkce F : [0,∞]d → [0,∞] je Lévyho kopule subordinátoru, jestliže:

• F (x1, . . . , xd) <∞ pro (x1, . . . , xd) 6= (∞, . . . , ∞).

• F je uzemněná, tj. F (x1, . . . , xd) = 0 kdykoli uk = 0 pro alespoň jedno k ∈
{1, . . . , d}.

• F je d-rostoućı.
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• Marginály kopule F jsou rovny Fk(xk) = xk pro k ∈ {1, . . . , d}, xk ∈ [0,∞].

V literatuře se těmto Lévyho kopuĺım rovněž ř́ıká Lévyho kopule proces̊u s kladnými
skoky.

Následuj́ıćı věta udává podobnou vlastnost pro Lévyho kopule, se kterou jsme se
setkali ve Sklarově větě 2.1.4 pro obyčejné kopule.

Věta 2.2.4. Necht’ je ν Lévyho mı́ra na Rd
+ se zbytkovým integrálem U a bud’te

ν1, . . . , νd marginálńı Lévyho mı́ry. Potom existuje F Lévyho kopule subordinátoru
taková, že:

U(x1, . . . , xd) = F (U1(x1), . . . , Ud(xd)), pro (x1, . . . , xd) ∈ [0,∞]d, (2.5)

kde U1, . . . , Ud jsou zbytkové integrály Lévyho měr ν1, . . . , νd. Tato Lévyho kopule
je jednoznačně určena na

∏d
i=1 RanUi.

Naopak je-li F Lévyho kopule subordinátoru a jsou-li ν1, . . . , νd Lévyho mı́ry na
(0,∞) se zbytkovými integrály U1, . . . , Ud, potom je U definované výrazem (2.5)
zbytkový integrál Lévyho mı́ry na Rd

+ s marginálńımi Lévyho měrami ν1, . . . , νd.

D̊ukaz. Uvedeme d̊ukaz pro d = 2. Důkaz pro obecnou dimensi je uveden v [3],
Theorem 3.6, str. 6 – 9.

Předpokládejme, že jsou U1 a U2 spojité. Vyberme inverse U
(−1)
1 a U

(−1)
2 tak, že

U
(−1)
1 (0) = U

(−1)
2 (0) = ∞ a U

(−1)
1 (∞) = U

(−1)
2 (∞) = 0. Položme:

F̂ (x1, x2) = U(U
(−1)
1 (x1), U

(−1)
2 (x2)), x1, x2 ∈ [0,∞],

potom neńı obt́ıžné ověřit, že F̂ je Lévyho kopule a že splňuje (2.5).

Kdyby existovala jiná taková Lévyho kopule F̃ , pak pro každé x1, x2 ∈ [0,∞]

je F̂ (U1(x1), U2(x2)) = F̃ (U1(x1), U2(x2)). Ze spojitosti U1 a U2 dostaneme, že pro

každé x1, x2 ∈ [0,∞] je i F̂ (x1, x2) = F̃ (x1, x2). Opačné tvrzeńı plyne z př́ımého
ověřeńı (2.5).

Následuj́ıćı dva př́ıklady uváděj́ı jakousi obdobu Př́ıkladu 2.1.5 pro Lévyho ko-
pule. Podrobněǰśı d̊ukazy vyslovených fakt̊u jsou opět k nalezeńı v [1].

Př́ıklad 2.2.5. (Nezávislost) Bud’ X = (X(1), . . . , X(d)) subordinátor na Rd, jehož
Lévyho mı́ra je ν, pak jsou jeho složky nezávislé právě tehdy, když:

ν(B) =
d∑

j=1

νj(Bj), kde Bj = {x ∈ R : (0, . . . , 0, xj, 0, . . . , 0) ∈ B}, B ∈ B(Rd).

Z toho plyne i rovnost pro marginálńıch zbytkové integrály:

U(x1, . . . , xd) =
d∑

j=1

Uj(xj) Ix−j=0, x = (x1, . . . , xd) ∈ [0,∞]d,
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kde x−j znač́ı vektor (x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xd) a rovnost x−j = 0 chápeme jako
x−j = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

d−1

). Zbytkové integrály složek jsou spojité. Následně podle vzorce (2.5)

vyjádř́ıme i Lévyho kopuli F⊥:

F⊥(x1 . . . , xd) =
d∑

j=1

xj Ix−j=∞, x ∈ [0,∞]d. (2.6)

Př́ıklad 2.2.6. (Kompletńı závislost) Necht’ X = (X(1), . . . , X(d)) je subordinátor
na Rd s Lévyho mı́rou ν. Jsou-li skoky procesu kompletně závislé (tzn. trajektorii
X(j) lze zrekonstruovat z trajektoríı X(−j)), pak je Lévyho kopule subordinátoru ve
tvaru:

F‖(x1 . . . , xd) = min(x1, . . . , xd), x ∈ [0,∞]d. (2.7)

Naopak je-li Lévyho kopule subordinátoru X dána (2.7) a jsou-li zbytkové integrály
složek X spojité, pak jsou skoky procesu X kompletně závislé.

Dále uvedeme možné metody jak konstruovat Lévyho kopule. Pro jednoduchost
se omeźıme na d = 2. Pro vyšš́ı dimense odkazujeme čtenáře na [3].

Tvrzeńı 2.2.7. Bud’ C dvojrozměrná kopule a bud’ f rostoućı konvexńı funkce,
f : [0, 1] → [0,∞], f(0) = 0, f(1) = ∞. Potom:

F (x1, x2) = f
(
C

(
f−1(x1), f

−1(x2)
))

(2.8)

definuje dvojrozměrnou Lévyho kopuli subordinátoru.

D̊ukaz. Viz [1], Proposition 5.5.

Tvrzeńı 2.2.8. Bud’ φ rostoućı konvexńı funkce taková, že φ : [0,∞] → [0,∞],
φ(0) = ∞ a φ(∞) = 0 Potom:

F (x1, x2) = φ−1(φ(x1) + φ(x2)) (2.9)

definuje dvojrozměrnou Lévyho kopuli subordinátoru.

D̊ukaz. Důkaz viz [1], Proposition 5.6.

Př́ıklad 2.2.9. (Claytonova rodina Lévyho kopuĺı) Když ve Tvrzeńı 2.2.8 uvažujeme
funkci φ(x) = x−θ pro θ > 0, potom obdrž́ıme po dosazeńı do vzorce (2.9) paramet-
rickou tř́ıdu Lévyho kopuĺı subordinátoru:

Fθ(x1, x2) = (x−θ
1 + x−θ

2 )−
1
θ , x1, x2 ∈ R+, (2.10)

která nám připomı́ná obyčejnou Claytonovu rodinu kopuĺı, viz (2.2). Jej́ı limitńı
chováńı je obdobné, Fθ → F⊥ pro θ → 0 a Fθ → F‖ pro θ →∞.
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Poznámka 2.2.10. Zaslouž́ı si pozornost, že kopule Fθ v předchoźım př́ıkladu jsou
nazývány v [1] a [3] Claytonova rodina Lévyho kopuĺı, ačkoli z této rodiny nevznikla.
Vlastně s ńı má společného jen to, že se j́ı podobá ve vyjádřeńı vzorcem a má podobné
limitńı chováńı.

V následuj́ıćıch dvou př́ıkladech jsme se snažili už́ıt Tvrzeńı 2.2.7 na výše uvedené
kopule, č́ımž jsme źıskali nové rodiny Lévyho kopuĺı.

Př́ıklad 2.2.11. Zkusme vźıt ve Tvrzeńı 2.2.7 za funkci f funkci f(x) = − log(1−x),
potom jej́ı inverse je rovna f (−1)(x) = 1 − e−x. Tato funkce splňuje předpoklady
řečeného tvrzeńı a tedy můžeme zkoušet brát nějaké známé kopule a poč́ıtat dle
vzorce (2.8) Lévyho kopule subordinátor̊u:

1. Je-li Cθ Aliho-Mikhailova-Haqova rodina kopuĺı, viz (2.3), źıskáme následuj́ıćı
rodinu Lévyho kopuĺı:

Fθ(x1, x2) = − log

[
ex1 + ex2 −θ − 1

ex1+x2 − θ
]
, θ ∈ [−1, 1). (2.11)

2. Pro Cθ Gumbelovu-Hougaardovu rodinu kopuĺı, viz (2.4), obdrž́ıme:

Fθ(x1, x2) = − log
{

1− exp
[
− (

[− log(1− e−x1)]θ + [− log(1− e−x2)]θ
) 1

θ

]}
,

θ ∈ [1,∞).

Limitńı chováńı neńı tak pěkné jako u Lévyho kopule v Př́ıkladu 2.2.9, ale
limθ→∞ Fθ(x1, x2) = ∞.

3. Pro Cθ Claytonovu tř́ıdu obyčejných kopuĺı, viz. (2.2) dostaneme:

Fθ(x1, x2) = − log
{

1−max
[
0, (1− e−x1)−θ + (1− e−x2)−θ

]− 1
θ

}
,

θ ∈ [−1,∞) \ {0},

pro θ →∞ dostaneme totéž co v předchoźım př́ıpadě, tj. F∞ = ∞.

Př́ıklad 2.2.12. Nyńı užijeme ve Tvrzeńı 2.2.7 funkci f(x) = x
1−x

. Jej́ı inverse je

f (−1)(x) = x
1+x

. Budeme zkoušet brát známé kopule a spoč́ıtáme dle vzorce (2.8)
Lévyho kopule subordinátor̊u:

1. Je-li Cθ Aliho-Mikhailova-Haqova rodina kopuĺı, viz (2.3), máme následuj́ıćı
rodinu Lévyho kopuĺı:

Fθ(x1, x2) =
x1x2

1− θ + x1 + x2

, θ ∈ [−1, 1). (2.12)
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2. Pro Cθ Gumbelovu-Hougaardovu rodinu kopuĺı, viz (2.4), obdrž́ıme:

Fθ(x1, x2) =
1

exp

{[(
− log x1

1+x1

)θ

+
(
− log x2

1+x2

)θ
] 1

θ

}
− 1

, θ ∈ [1,∞).

3. Pro Cθ Claytonovu tř́ıdu obyčejných kopuĺı, viz. (2.2) dostaneme:

Fθ(x1, x2) =
1

max

[
0,

(
x1+1

x1

)θ

+
(

x2+1
x2

)θ

− 1

] 1
θ

− 1

, θ ∈ [−1,∞) \ {0}.

Pro úplnost ještě uvád́ıme definici Lévyho kopule pro obecný proces.

Definice 2.2.13. (Lévyho kopule pro obecný Lévyho proces) Funkce F : Rd → R
se nazývá Lévyho kopule, jestliže jsou splněny následuj́ıćı podmı́nky:

1. F (x1, . . . , xd) 6= ∞, pro (x1, . . . , xd) 6= (∞, . . . , ∞).

2. F (x1, . . . , xd) = 0 jestliže xi = 0 pro alespoň jedno i ∈ {1, . . . , d}.
3. Funkce F je d-rostoućı.

4. Funkce F má rovnoměrné marginály, tj. F {i}(x) = x pro x ∈ R.

Poznámky 2.2.14.

• Srovnáńım předchoźı definice s definićı Lévyho kopule subordinátoru zjist́ıme,
že Lévyho kopule pro subordinátor dodefinované na Rd \Rd

+ nulou jsou zároveň
Lévyho kopule z předchoźı definice.

• V článku [3] (Theorem 5.3) je rozeb́ıráno, jak z 2d Lévyho kopuĺı pro subor-
dinátory sestrojit Lévyho kopuli pro obecný Lévyho proces na Rd, což sice
může být komplikované, ale námi zkoumané Lévyho kopule subordinátor̊u tak
neztrácej́ı na obecnosti.

V závěru podkapitoly uvedeme př́ıklad možného zobecněńı Claytonovy rodiny
Lévyho kopuĺı (viz [3]).

Př́ıklad 2.2.15. Necht’ θ > 0 a η ∈ (0, 1), potom je funkce:

Fθ,η(x1 . . . , xd) = 22−d

(
d∑

j=1

|xj|−θ

)− 1
θ (
η I{x1·····xd≥0}−(1− η) I{x1·····xd<0}

)

dvouparametrická rodina Lévyho kopuĺı.
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2.3 Kř́ıžová korelačńı funkce

V této sekci nás bude bĺıže zaj́ımat pr̊uběh kř́ıžové korelačńı funkce. Nebudeme
však uvažovat př́ımo kř́ıžovou korelačńı funkci pro Cox̊uv bodový proces, jak byla
definována v (1.12), nebot’ může být omezuj́ıćı podmı́nka na nezápornost intenzit
λj. Definujeme ji tedy pro Lévyho proces, který má konečný druhý moment. Tato
funkce modeluje závislost mezi složkami. V př́ıpadě subordinátoru dostává kř́ıžová
korelačńı funkce smysl i pro Cox̊uv proces.

Definice 2.3.1. (Kř́ıžová korelačńı funkce) Bud’ X = (X(1), . . . , X(d)) Lévyho pro-

ces na Rd. Za předpokladu E |Xt|2 < ∞, ∀t > 0 (obecně stač́ı E |X(j)
tj X

(k)
tk
| < ∞

pro ∀tj, tk > 0) definujeme funkci gjk : R2
+ → R, kterou nazveme kř́ı̌zová korelačńı

funkce j-té a k-té složky Lévyho procesu X:

gjk(tj, tk) =
E[X

(j)
tj X

(k)
tk

]

E[X
(j)
tj ]E[X

(k)
tk

]
, tj, tk ∈ R+ . (2.13)

Tvrzeńı 2.3.2. Necht’ X je Lévyho proces na Rd s charakteristickou trojićı (A, ν, γ)
pro který plat́ı: ∫

|x|>1

|xj| ν(dx) <∞.

Pak pro libovolné t > 0 plat́ı:

EX(j)
t = tγj + t

∫

|x|>1

xj ν(dx).

D̊ukaz. Důkaz se provede derivováńım charakteristické funkce, která se rozeṕı̌se
podle Lévyho-Khintchinovy věty. Plný d̊ukaz je uveden v práci [4], Tvrzeńı 4.2.2.

Tvrzeńı 2.3.3. Mějme X Lévyho proces na Rd s charakteristickou trojićı (A, ν, γ),
pro jehož j-tou a k-tou složku plat́ı:

∫

|x|>1

|xj| ν(dx) <∞ a

∫

|x|>1

|xk| ν(dx) <∞.

Plat́ı-li nav́ıc: ∫

Rd

|xjxk| ν(dx) <∞,

pak pro libovolné t > 0 plat́ı rovnost:

E[X
(j)
tj X

(k)
tk

] = E[X
(j)
tj ]E[X

(k)
tk

] + tAjk + t

∫

Rd

xjxk ν(dx) <∞.

D̊ukaz. Důkaz prob́ıhá podobně jako v předchoźım tvrzeńı. Podrobnosti jsou opět
viz [4], Tvrzeńı 4.2.3.
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Označeńı 2.3.4. Pro přehlednost budeme značit Ij, respektive Ijk výrazy v před-
choźıch dvou tvrzeńıch:

Ij = γj +

∫

|x|>1

xj ν(dx), (2.14)

Ijk = Ajk +

∫

Rd

xjxk ν(dx). (2.15)

Dı́ky Lévyho-Itôově větě můžeme při zkoumáńı závislosti mezi složkami u všech
Lévyho proces̊u předpokládat, že je Gaussova variančńı matice nulová. Protože se
dále zabýváme jen subordinátory, slouž́ı daľśı Lemma k lepš́ımu vyjádřeńı kř́ıžové
korelačńı funkce.

Lemma 2.3.5. Bud’ X = (X(1), . . . , X(d)) Lévyho proces na Rd, přičemž jeho složky
X(j) a X(k) jsou subordinátory. Necht’ má X konečný druhý moment a necht’ je matice
v Lévyho-Khintchinově reprezentaci nulová. Potom pro T > 0 a omezené měřitelné
funkce f, g plat́ı:

E
∫ T

0

f(t)dX
(j)
t = Ij

∫ T

0

f(t) dt,

E
∫ T

0

f(t)dX
(j)
t

∫ T

0

g(t)dX
(k)
t = IjIk

∫ T

0

f(t) dt

∫ T

0

g(t) dt+ Ijk

∫ T

0

f(t)g(t)dt,

kde Ij a Ijk jsou definovány jako v (2.14), resp. (2.15) a Ajk=0.

D̊ukaz. Procesy X(j), X(k) jsou subordinátory, a tak maj́ı konečnou variaci. Proto
jsou jednotlivé integrály při pevném ω ∈ Ω Lebesgueovy-Stieljesovy, dál se postupuje
tzv. standardńım postupem teorie mı́ry. Důkaz je možné nalézt v [4], Lemma 2.2.3.

Důsledek 2.3.6. Uvažujeme-li v předchoźım lemmatu funkce f(x) = I[0,tj ](x), resp.
g(x) = I[0,tk](x) dostaneme:

EX(j)
tj X

(k)
tk

= IjIk

∫ T

0

I[0,tj ](t) dt

∫ T

0

I[0,tk](t) dt+ Ijk

∫ T

0

I[0,tj∧tk](t) dt

= IjIktjtk + Ijk(tj ∧ tk), pro∀ tj, tk ∈ R+

Po dosazeńı do kř́ı̌zové korelačńı funkce źıskáme tvar:

gjk(tj, tk) =
E[X

(j)
tj X

(k)
tk

]

E[X
(j)
tj ]E[X

(k)
tk

]
=
IjIktjtk + Ijk(tj ∧ tk)

IjIktjtk
= 1 +

Ijk
IjIk

· tj ∧ tk
tjtk

,

také pro ∀ tj, tk ∈ R+.
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Jak jsme již poznamenali v (1.4), plat́ı-li
∫
|x|≤1

|x| ν(dx) <∞, lze použ́ıt nulovou

usekávaćı funkci a př́ıslušný Lévyho proces X má charakteristickou trojici (0, ν, γ0)0.
Potom plat́ı převodńı vztah:

γ0 = γ −
∫

|x|≤1

x ν(dx).

T́ım zjednoduš́ıme výpočty Ij definovaných v (2.14), nebot’:

Ij = γj +

∫

|x|>1

xj ν(dx) = γ0, j +

∫

|x|≤1

xj ν(dx) +

∫

|x|>1

xj ν(dx)

= γ0, j +

∫

R2

xj ν(dx).

Věta 2.3.7. Necht’ X je Lévyho proces na R2 s Lévyho mı́rou ν, která má hustotu
ρ v̊uči Lebesgueově mı́ře a jej́ı složky ν1, ν2 maj́ı hustoty ρ1, ρ2. Necht’ U je zbytkový
integrál, který je C2(R2,R). Potom existuje F Lévyho kopule, která je C2(R2,R)
a nav́ıc plat́ı:

ρ(x1, x2) =
∂2F

∂y1∂y2

∣∣∣∣
y1=U1(x1), y2=U2(x2)

ρ1(x1)ρ2(x2), (2.16)

kde U1, U2 jsou zbytkové integrály ν1, ν2.

D̊ukaz. Důkaz věty je založen na derivováńı výrazu (2.5) ve Větě 2.2.4. Stač́ı si
uvědomit, že U(x1, x2) =

∫∞
x1

∫∞
x2
ρ(y1, y2)dy1dy2, Uj(xj) =

∫∞
xj
ρj(y)dy, j = 1, 2.

Po dosazeńı do výrazu:

U(x1, x2) = F (U1(x1), U2(x2))

a po jeho následném dvojnásobném zderivováńı obdrž́ıme dokazovanou skutečnost.

Předchoźı větu budeme už́ıvat ke zkoumáńı pr̊uběhu kř́ıžové korelačńı funkce,
budeme to provádět následuj́ıćım zp̊usobem. Vezmeme nějakou parametrickou ro-
dinu Lévyho kopuĺı, zvoĺıme ρ1, ρ2 hustoty složek dvourozměrného subordinátoru,
dosad́ıme do vzorce (2.16) a budeme sledovat pr̊uběh kř́ıžové korelačńı funkce g12(·, ·).

Nejprve tedy spočteme druhé derivace u použitých Lévyho kopuĺı pro subor-
dinátory.

Př́ıklad 2.3.8. Uvažujeme-li Claytonovu rodinu Lévyho kopuĺı pro subordinátory,
pak má jej́ı druhá derivace po úpravě tvar:

∂2Fθ

∂x1∂x2

(x1, x2) = (1 + θ)xθ−1
1 xθ−1

2

(x−θ
1 + x−θ

2 )−
1
θ

(xθ
1 + xθ

2)
2

.
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Př́ıklad 2.3.9. Uvažujeme-li Aliho-MikHailovu-Haqovu Lévyho kopuli viz (2.11), je
jej́ı druhá derivace tvaru:

∂2Fθ

∂x1∂x2

(x1, x2) = ex1+x2 ·
e2(x1+x2)−θ( e2x1 + e2x2 + ex1+x2) + 2θ(θ + 1)( ex1 + ex2)− θ(θ2 + θ + 1)

( e2x1+x2 + ex1+2x2 −θ( ex1 + ex2)− (θ + 1) ex1+x2 +θ(θ + 1))2
.

Př́ıklad 2.3.10. Uvažujeme-li Aliho-MikHailovu-Haqovu Lévyho kopuli z Př́ıkladu
2.2.12, potom je jej́ı druhá derivace:

∂2Fθ

∂x1∂x2

(x1, x2) =
(1− θ)(1− θ + x1 + x2) + 2x1x2

(1− θ + x1 + x2)3

Přistouṕıme tedy k vybraným subordinátor̊um, které jsme již zmiňovali v př́ıkla-
dech v prvńı kapitole. Budou to složený Poisson̊uv proces, Gamma proces a Inversńı
Gauss̊uv proces. Pro jednoduchost uvažujeme dvojrozměrné procesy takové, že jejich
marginály jsou vždy stejného typu. Nebudeme tedy výše uvedené procesy ,,mı́chat”.

Dı́ky Lévy-Itôově větě budeme uvažovat v Lévyho charakteristické trojici procesy
s nulovou variančńı mat́ıćı A = 0 a nulovým driftem γ0,j, j = 1, 2. Připomeňme, že
kř́ıžová korelačńı funkce bude tvaru:

g12(t1, t2) = 1 +
I12

I1I2
· t1 ∧ t2
t1t2

, t1, t2 ∈ R+, (2.17)

kde d́ıky zjednodušuj́ıćım předpoklad̊um na začátku této sekce je:

Ij =

∫

R2

xjρ(x1, x2)dx1dx2, j = 1, 2, I12 =

∫

R2

x1x2 ρ(x1, x2)dx1dx2.

2.3.1 Složený Poisson̊uv proces

Uvažujeme-li složky subordinátoru složené Poissonovy procesy, bude, jak jsme již
mohli vidět v (1.5), pro jejich Lévyho mı́ry platit νj(dx) = λjσj(dx), λj > 0, j = 1, 2,
kde σj je rozděleńı skok̊u. Pokud maj́ı obě složky hustotu vzhledem k Lebesgueově
mı́̌re, značme je g1 a g2, pak tedy pro ρ1, ρ2 hustoty Lévyho mı́ry vzhledem k Lebe-
sgueově mı́̌re plat́ı:

ρj(x) = λjgj(x), j = 1, 2.

Abychom v̊ubec hovořili o subordinátoru, muśı být nosič mı́ry σ podmnožinou
kladné reálné osy. Jinými slovy, nesmı́ docházet k záporným skok̊um.

Vyjádř́ıme zbytkové integrály:

Uj(xj) = λj(1−Gj(xj)), j = 1, 2,

kde Gj je distribučńı funkce rozděleńı skok̊u složeného Poissonova procesu.
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Obecně dostaneme po dosazeńı do vzorce (2.16) při užit́ı Claytonovy rodiny Lé-
vyho kopuĺı (2.10) vyjádřeńı pro sdruženou Lévyho hustotu:

ρθ(x1, x2) = (1 + θ)λθ−1
1 (1−G1(x1))

θ−1λθ−1
2 (1−G2(x2))

θ−1

· (λ
−θ
1 (1−G1(x1))

−θ + λ−θ
2 (1−G2(x2))

−θ)−
1
θ

(λθ
1(1−G1(x1))θ + λθ

2(1−G2(x2))θ)2
· λ1g1(x1)λ2g2(x2).

Nyńı nav́ıc uvažujme, že X(1), X(2) jsou dva složené Poissonovy procesy s ex-
ponenciálně rozdělenými skoky. Necht’ jsou shodné i parametry λ1 = λ2 = λ > 0
Poissonových proces̊u a α1 = α2 = α > 0 parametry exponenciálńıch rozděleńı
skok̊u. Potom pro zbytkové integrály plat́ı:

Uj(xj) = λ e−αxj , j = 1, 2

a pro hustotu Lévyho mı́ry sdruženého procesu vzhledem k Lebesgueově mı́̌re plat́ı:

1. Pro Claytonovu rodinu Lévyho kopuĺı dostáváme hustotu:

ρθ(x1, x2) = α2λ(θ + 1) e−αθ(x1+x2) · ( eαθx1 + eαθx2)−
1
θ

( e−αθx1 + e−αθx2)2

= α2λ(θ + 1) eαθ(x1+x2) ·( eαθx1 + eαθx2)−
1
θ
−2 .

2. Při užit́ı Aliho-Mikhailovy-Haqovy rodiny Lévyho kopuĺı z př́ıkladu 2.2.12 do-
staneme:

ρθ(x1, x2) = (1− θ) · (1− θ + λ( e−αx1 + e−αx2)) + 2λ2 e−α(x1+x2)

(1− θ + λ( e−αx1 + eαx2))3
.

Dále potřebujeme poč́ıtat I12 resp. I1 a I2, které byly definovány v (2.15), resp.
(2.14). Ale tyto vzorce nelze vyjádřit v nějakém přijatelném tvaru, ani použit́ı speciál-
ńıch funkćı nevede ke zjednodušeńı. Nicméně lze numericky spoč́ıtat hodnoty funkce
g12, které ovšem nyńı záviśı na třech proměnných a sice na časech t1, t2 a na para-
metru θ, který nám přibyl jako parametr rodiny Lévyho kopuĺı.

Limitńı vlastnosti popisované v Př́ıkladu 2.2.9 se promı́tnou v pr̊uběhu funkce g
při pevných časech t1, t2. To rozebereme v závěru kapitoly.

2.3.2 Gamma proces

Zde budeme postupovat podobně jako v předchoźım př́ıpadě, voĺıme tedy za složky
dvojrozměrného subordinátoru Gamma procesy. Omeźıme se na to, že obě složky
budou se stejnými parametry α > 0, p > 0, které jsou uvedeny ve vyjádřeńı hustoty
(1.7), čińıme tak proto, že většina vzorc̊u, které zde uvád́ıme, je i tak poměrně
složitá a bez tohoto omezeńı by ještě úměrně narostla. Toto omezeńı neńı př́ılǐs
svazuj́ıćı a numerické výpočty, které jsme prováděli v programu [13], by prob́ıhaly
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stejně. Limitńı vlastnosti kř́ıžové korelačńı funkce by z̊ustaly zachovány, ztratila by
se symetrie a konvergence rozeb́ıraná v záveru by byla r̊uzně rychlá.

Zopakujme, že hustota Lévyho mı́ry vzhledem k Lebesgueově mı́̌re, kterou jsme
odvodili v Př́ıkladu 1.2.6 má tvar:

ρ(x) = px−1 e−αx I(0,∞)(x), p > 0, α > 0.

Spoč́ıtáme zbytkové integrály pro složky j = 1, 2:

Uj(xj) =

∫ ∞

xj

νj(dx) =

∫ ∞

xj

p e−αx

x
dx.

Značeńı 2.3.11. Zaved’me integrálńı funkci pro z > 0 a q ≥ 1:

Eq(z) =

∫ ∞

z

e−x

xq
dx.

Budeme o ńı mluvit jako o lomené integrálně-exponenciálńı funkci řádu q.

Máme tedy Uj(xj) = pE1(αxj), j = 1, 2. Použili jsme opět výše uvedené Lévyho
kopule k modelováńı pr̊uběhu kř́ıžové korelačńı funkce g12. Zde jsou vyjádřeny jejich
sdružené Lévyho hustoty vzhledem k Lebesgueově mı́̌re:

1. Pro Aliho-Mikhailovu-Haqovu rodinu Lévyho kopuĺı z př́ıkladu 2.2.12 dosta-
neme:

ρθ(x1, x2) =
p2 e−α(x1+x2)(1− θ)

x1x2

· (1− θ + pE1(αx1) + pE1(αx2)) + 2E1(αx1)E1(αx2)

(1− θ + E1(αx1) + E1(αx2))3
.

2. Pro Claytonovu rodinu Lévyho kopuĺı obdrž́ıme:

ρθ(x1, x2) = p(1 + θ) e−α(x1+x2)E1(αx1)
θ−1E1(αx2)

θ−1

·
(
E1(αx1)

−θ + E1(αx2)
−θ

)− 1
θ

(E1(αx1)θ + E1(αx2)θ)2 .

2.3.3 Inversńı Gauss̊uv proces

Zde budeme volit za složky dvojrozměrného subordinátoru Inversńı Gauss̊uv proces.
Opět budeme uvažovat obě složky se stejnými parametry:

α =
η2

2
> 0 a p =

δ√
2π

> 0 ,

jak jsme uvedli v Př́ıkladu 1.2.9.
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Hustota Lévyho mı́ry vzhledem k Lebesgueově mı́̌re je zde:

ρ(x) = px−
3
2 e−αx I(0,∞)(x), p > 0, α > 0.

Zbytkové integrály jsou pro složky j = 1, 2:

Uj(xj) =

∫ ∞

xj

νj(dx) =

∫ ∞

xj

p e−αx

x
3
2

dx = pE 3
2
(αxj).

Vzorce pro hustoty ρθ zde nebudeme uvádět, jsou téměř shodné se vzorci v sekci
o Gamma procesu, jen s rozd́ılem, že mı́sto E1 je užita funkce E 3

2
. Snad jen pozna-

menejme, že funkce E 3
2

lze vyjádřit pomoćı distribučńı funkce normálńıho rozděleńı:

E 3
2
(z) =

2 e−z

√
z
− 2

√
z + 4

∫ √
z

0

e−x2

dx.

Aliho-Mikhailova-Haqova rodina Lévyho kopuĺı

Zde předkládáme výsledky týkaj́ıćı se pr̊uběhu kř́ıžové korelačńı funkce pro Aliho-
Mikhailovu-Haqovu rodinu Lévyho kopuĺı. Na následuj́ıćıch obrázćıch je zobrazen
pr̊uběh této funkce, přičemž složky 2-rozměrného Lévyho procesu jsou Inversńı Gaus-
sovy procesy s parametry α = 2, p = 1. Pro Gamma proces i pro složený Poisson̊uv
proces jsme dostali obdobné pr̊uběhy. Parametr θ ∈ [−1, 1) nemá žádný podstatný
vliv na limitńı chováńı funkce gθ a má poměrně malý vliv (oproti časové proměnné)
na hodnotu funkce gθ, což je k nahlédnut́ı hlavně na Obr. 2.3.3 b).

Již ze vzorce (2.17) vyplývá chováńı gθ(t1, t2) → ∞ pro tj → 0, j = 1, 2
a gθ(t1, t2) → 1 pro tj →∞, j = 1, 2.
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Obrázek 2.1: a) Pr̊uběh gθ(t, t) jako funkce proměnné t při pevné hodnotě parametru
θ = 0.5. b) Pr̊uběh gθ(1, 1) jako funkce proměnné θ při pevném čase t = 1. Kde
složky 2-rozměrného Lévyho procesu jsou Inversńı Gaussovy procesy s parametry
α = 2, p = 1.
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Obrázek 2.2: a) Pr̊uběh gθ(t, t) jako funkce proměnných t a θ. b) Pr̊uběh gθ(t1, t2) jako
funkce dvou proměnných t1 a t2 při pevném parametru θ = 0.5. Složky 2-rozměrného
Lévyho procesu jsou Inversńı Gaussovy procesy s parametry α = 2, p = 1.

Claytonova rodina Lévyho kopuĺı

Zde jsou výsledky ohledně pr̊uběhu kř́ıžové korelačńı funkce pro Claytonovu rodinu
Lévyho kopuĺı. Na následuj́ıćıch obrázćıch je opět zobrazen pr̊uběh zkoumané kř́ıžové
korelačńı funkce, kde složky subordinátoru jsou Inversńı Gaussovy procesy s para-
metry α = 3, p = 1. Pro Gamma proces i pro složený Poisson̊uv proces jsme rovněž
obdrželi podobné chováńı. Tentokrát má ovšem parametr θ užitečný vliv na limitńı
chováńı funkce gθ, nebot’ gθ(t1, t2) → 1 pro θ → 0 a gθ(t1, t2) → ∞ pro θ → ∞,
což plyne z vlastnost́ı Claytonovy rodiny Lévyho kopuĺı, o kterých jsme již mluvili
v Př́ıkladu 2.2.9.

Pro časové proměnné plat́ı stejné chováńı jako v předchoźım př́ıpadě, je tedy
gθ(t1, t2) →∞ pro tj → 0, j = 1, 2 a gθ(t1, t2) → 1 pro tj →∞, j = 1, 2.
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Obrázek 2.3: a) Pr̊uběh gθ(t, t) jako funkce proměnné t při pevné hodnotě parametru
θ = 2. b) Pr̊uběh gθ(1, 1) jako funkce proměnné θ při pevném čase t = 1. Kde složky
2-rozměrného Lévyho procesu jsou Inversńı Gaussovy procesy s parametry α = 3,
p = 1.
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Obrázek 2.4: a) Pr̊uběh gθ(t, t) jako funkce proměnných t a θ. b) Pr̊uběh gθ(t1, t2) jako
funkce dvou proměnných t1 a t2 při pevném parametru θ = 2. Složky 2-rozměrného
Lévyho procesu jsou Inversńı Gaussovy procesy s parametry α = 3, p = 1.

Závěr

Pro všechny tři zkoumané 2-rozměrné subordinátory jsme obdrželi výsledky lǐśıćı
se jen v hodnotách, nikoli však v tvarech graf̊u. Jen limitńı chováńı Claytonovy
rodiny Lévyho kopuĺı bylo odlǐsné od zbylých rodin. Kromě diskutovaných Aliho-
Mikhailových-Haqových rodin Lévyho kopuĺı (2.11) a (2.12) jsme pomoćı programu
Mathematica [13] vyjádřili za pomoćı speciálńıch funkćı i Lévyho hustoty pro obě
Gumbelovy-Hougaardovy rodiny Lévyho kopuĺı uvedených v Př́ıkladech 2.2.11, resp.
2.2.12. Dostali jsme opět podobné pr̊uběhy graf̊u jako jsou na Obr. 2.1 – 2.4.
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Kapitola 3

Simulace v́ıcerozměrných Lévyho
proces̊u

V této kapitole se budeme zabývat simulaćı zkoumaných dvojrozměrných subor-
dinátor̊u, které budou mı́t danou Lévyho kopuli.

3.1 Reprezentace subordinátoru

Zavedeme potřebnou teorii k simulaci subordinátor̊u, zmı́ńıme se i o jednorozměrných
př́ıpadech, protože jsou-li složky v́ıcerozměrného subordinátoru nezávislé, bereme za
simulaci dvě nezávislé realizace jednorozměrných př́ıpad̊u.

Věta 3.1.1. (Rosiński) Necht’ jsou {Vi}i≥1, {Ui}i≥1, {Γi}i≥1 nezávislé posloupnosti
náhodných veličin. Přičemž {Vi}i≥1 je posloupnost i.i.d náhodných veličin s hodno-
tami v měřitelném prostoru (S,S), {Ui}i≥1 je posloupnost i.i.d. náhodných veličin
s rovnoměrným rozděleńım na intervalu [0, 1] a posloupnost {Γi}i≥1 jsou okamžiky
skok̊u Poissonova procesu s intenzitou 1. Necht’ je H : (0,∞) × S → Rd měřitelná
funkce, definujeme mı́ry na Rd:

σ(r,B) = P[H(r, Vi) ∈ B] pro r > 0, B ∈ B(Rd),

ν(B) =

∫ ∞

0

σ(r, B)dr.

Nakonec ještě položme:

A(s) =

∫ s

0

∫

|x|≤1

xσ(r, dx)dr pro s ≥ 0.

Potom plat́ı následuj́ıćı dvě podmı́nky:

1. Je-li ν Lévyho mı́ra na Rd a limita γ = lims→∞A(s) existuje na celém Rd,
potom řada:

∞∑
i=1

H(Γi, Vi) IUi≤t
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konverguje s.j. stejnoměrně pro t ∈ [0, 1] k Lévyho procesu s charakteristickou
trojićı (0, ν, γ).

2. Je-li ν Lévyho mı́ra na Rd a pro každé v ∈ S je funkce:

r 7→ |H(r, v)|

nerostoućı, pak řada
∑∞

i=1(H(Γi, Vi) IUi≤t−t(A(i) − A(i − 1))) konverguje s.j.
stejnoměrně pro t ∈ [0, 1] k Lévyho procesu s charakteristicou trojićı (0, ν, 0).

D̊ukaz. Důkaz je uveden v práci [10].

Poznámka 3.1.2. Pokud chceme simulovat subordinátor nikoli na intervalu [0, 1],
ale na intervalu [0, T ], T ∈ (0,∞), nahrad́ıme v Rosinského větě Γi za Γi

T
a po-

sloupnost {Ui}i≤1 voĺıme jako posloupnost i.i.d. náhodných veličin s rovnoměrným
rozděleńım na intervalu [0, T ].

Věta 3.1.3. (Reprezentace subordinátoru) Necht’ {Xt, t ≥ 0} je subordinátor na
R s Lévyho mı́rou ν se zbytkovým integrálem U(x) =

∫∞
x
ν(dξ). Necht’ {Γi}i≥1 jsou

časy skok̊u Poissonova procesu s intenzitou 1, {Vi}i≥1 je posloupnost i.i.d. náhodných
veličin s rovnoměrným rozděleńım na intervalu [0, 1] a necht’ jsou tyto dvě posloup-
nosti nezávislé. Potom lze proces {Xt, t ∈ [0, 1]} reprezentovat jako:

{Xt, t ∈ [0, 1]} L
= {X̃t, t ∈ [0, 1]},

kde:

X̃t =
∞∑
i=1

U (−1)(Γi) IVi≤t, (3.1)

přičemž U (−1) je zobecněná inverse definovaná:

U (−1)(y) = inf{x > 0 : U(x) < y}.

Řada (3.1) konverguje s.j. stejnoměrně pro t ∈ [0, 1].

D̊ukaz. Viz [1], Proposition 6.3.

Na této větě je založen následuj́ıćı algoritmus pro generováńı 1-rozměrného subor-
dinátoru.

Algoritmus 3.1.4. (Simulace 1-rozměrného subordinátoru) Nejprve pevně zvoĺıme
τ > 0, které určuje, že skoky menš́ı než U (−1)(τ) budou useknuty. Dále dosad’ k := 0.
Dokud plat́ı

∑k
i=1 Ti < τ opakujme:

• k := k + 1,

• Simulujeme Tk ∼ Exp(1),
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• Simulujeme Vk rovnoměrně na [0, 1].

Za samotnou realizaci subordinátoru potom prohláśıme:

Xt =
k∑

i=1

IVi≤t U
(−1)(Γi), kde Γi =

i∑
j=1

Tj.

Poznámka 3.1.5. Otázku chyby aproximace Gamma procesu řeš́ı [4], viz Tvrzeńı
3.4.4. Tato chyba exponenciálně klesá s rostoućım τ (ve smyslu středńı hodnoty).

Dále se již věnujme simulaci dvojrozměrných subordinátor̊u.

Věta 3.1.6. Bud’ {Xt, t ≥ 0} dvojrozměrný subordinátor s marginálńımi zbytkovými
integrály U1 a U2, necht’ F je jeho Lévyho kopule. Je-li F spojitá na [0,∞]2 potom
lze proces {Xt, t ∈ [0, 1]} reprezentovat jako:

{Xt, t ∈ [0, 1]} L
= {X̃t = (X̃

(1)
t , X̃

(2)
t ), t ∈ [0, 1]},

kde

X̃
(1)
t =

∞∑
i=1

U
(−1)
1 (Γ

(1)
i ) I[0,t](Vi), (3.2)

X̃
(2)
t =

∞∑
i=1

U
(−1)
2 (Γ

(2)
i ) I[0,t](Vi), (3.3)

přičemž {Vi}i≥1 je posloupnost i.i.d. náhodných veličin rovnoměrně rozdělených na

[0, 1] nezávislá s ostatńımi posloupnostmi, {Γ(1)
i }i≥1 je posloupnost čas̊u skok̊u Pois-

sonova procesu s intenzitou 1, {Γ(2)
i }i≥1 má podmı́něně při {Γ(1)

i }i≥1 rozděleńı s dis-
tribučńı funkćı ∂F

∂x
(x, y)

∣∣
x=Γ

(1)
i

(jako funkce y). Nav́ıc řady (3.2), (3.3) konverguj́ı s.j.

stejnoměrně pro t ∈ [0, 1].

D̊ukaz. Důkaz viz [1], Theorem 6.3.

Opět formulujeme algoritmus, dle kterého simulujeme dvojrozměrný subordinátor
s danou Lévyho kopuĺı.

Algoritmus 3.1.7. (Simulace 2-rozměrného subordinátoru) Zvolme pevně τ > 0,
to opět určuje, které skoky budou useknuty, sice ty menš́ı než U (−1)(τ). Zvoĺıme

počátečńı parametry k := 0, Γ
(1)
0 := 0. Dokud plat́ı Γ

(1)
k < τ opakujme:

• k := k + 1,

• Simulujeme Tk ∼ Exp(1),

• Γ
(1)
k+1 := Γ

(1)
k + Tk.
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• Simulujeme Γ
(2)
k z distribučńı funkce F1(y) = ∂F (x,y)

∂x

∣∣∣
x=Γ

(1)
k

.

• Simulujeme Vk z rovnoměrného rozděleńı na [0, 1].

Za samotnou realizaci dvojrozměrného subordinátoru potom prohláśıme:

X
(1)
t =

k∑
i=1

IVi≤t U
(−1)
1 (Γ

(1)
i ),

X
(2)
t =

k∑
i=1

IVi≤t U
(−1)
2 (Γ

(2)
i ).

Poznámka 3.1.8. Na tomto mı́stě je třeba upozornit na to, že Věta 3.1.6 neplat́ı pro
F⊥ Lévyho kopuli pro nezávislé složky (viz (2.6)). Je to zp̊usobeno t́ım, že neńı splněn
předpoklad spojitosti na celém [0,∞]2. Lévyho kopule F⊥(x, y) = x Iy=∞ +y Ix=∞
je totiž spojitá jen na [0,∞)2. Tato skutečnost neńı žádným omezeńım, protože
nezávislé subordinátory lze simulovat př́ımo pomoćı Věty 3.1.3 (resp. Algoritmu
3.1.4).

Př́ıklad 3.1.9. Uvažujme Claytonovu-Lévyho rodinu kopuĺı (2.10), pak podmı́něné
rozděleńı potřebné v Algoritmu 3.1.7 spočteme snadno:

F (y|x) =
∂Fθ(x, y)

∂x
=

[
1 +

(
x

y

)θ
] θ+1

θ

.

Rovněž i inversi této funkce neńı těžké vyjádřit:

F (−1)(y|x) = x
(
y−

θ
θ+1 − 1

)− 1
θ
.

Př́ıklad 3.1.10. Čiňme stejně jako v předchoźım př́ıkladu, ale uvažujme Aliho-Mik-
hailovu-Haqovu rodinu kopuĺı (2.12):

F (y|x) =
∂Fθ(x, y)

∂x
=

y(1− θ + y)

(1− θ + y + x)3
.

Tato funkce invertovat tak snadno nejde, při invertováńı naraźıme na kvadratic-
kou rovnici. Jeden z jej́ıch kořen̊u je záporný, tedy nevyhovuje, a tak dostaneme
následuj́ıćı výraz:

F (−1)(y|x) =
1

2(1− y)
·
(
θ − 1− 2θy + 2y(1 + x) +

√
(1− θ)2 + 4xy(1− θ + x)

)
,

Nyńı poṕı̌seme simulaci vybraných dvojrozměrných subordinátor̊u.
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3.1.1 Složený Poisson̊uv proces

Jak jsme již zmı́nili, je u složeného Poissonova procesu zbytkový integrál tvaru
Uj(x) = λj(1 − Gj(x)), kde x ∈ R+, j = 1, 2. Vezmeme-li distribučńı funkci skok̊u,
která je kladná jen na kladné ose, která je nav́ıc spojitá, pak lze poč́ıtat snadno
jej́ı inversi, která vycháźı U

(−1)
j (x) = G

(−1)
j (1 − x

λj
). Např́ıklad pro exponenciálńı

rozděleńı s parametrem αj, (s distribučńı funkćı Gj(x) = 1− e−αjx), dostame:

U
(−1)
j (x) = − 1

αj

log

(
x

λj

)
· I[0,1](x), x ∈ R+ .

3.1.2 Gamma proces

V př́ıpadě Gamma procesu již neńı tak snadné invertovat zbytkové integrály. To
jsme prováděli numericky v programu Mathematica [13]. Muśıme upozornit na to,
že zbytkové integrály rostou u nuly velmi rychle a proto je výpočet jejich inverse pro
vetš́ı hodnoty nepřesný, proto doporučujeme už́ıt silné markovské vlastnosti Lévyho
proces̊u a při simulaci na deľśım intervalu proces napojovat.

Muśıme připomenout, že Gamma proces patř́ı mezi procesy s nekonečnou ak-
tivitou, které maj́ı spočetně nekoněčně mnoho skok̊u na intervalu [0,∞) a tato
množina je hustá, takže představa po částech konstatńıho procesu, jak je zobra-
zeno na obrázćıch ńıže, neńı správná. Trajektorie, které jsou zobrazeny na obrázćıch
ńıže, jsou ve skutečnosti jen aproximace trajektoríı tohoto procesu.

3.1.3 Inversńı Gauss̊uv proces

Rovněž pro Inversńı Gauss̊uv proces jsme museli zbytkové integrály invertovat nume-
ricky. Jedná se opět o proces s nekonečnou aktivitou, plat́ı zde tedy stejné upozorněńı
jako jsme uvedli v př́ıpadě Gamma procesu.

Protože předchoźı př́ıklady jsou podobné, uvád́ıme jen realizace 2-rozměrného
subordinátoru, jehož složky jsou Inversńı Gaussovy procesy s parametry α = 1

2
,

p = 2. Na Obr. 3.1.3 a) – d) jsou realizace řečeného subordinátoru s r̊uznou mı́rou
závislosti, kterou udává parametr θ Claytonovy rodiny Lévyho kopuĺı. Volili jsme
celkem čtyři r̊uzné hodnoty parametru θ.
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Obrázek 3.1: Simulace 2-rozměrného subordinátoru, jehož složky jsou Inversńı Gaus-
sovy procesy s parametry α = 0.5, p = 2 se strukturou závislosti je popsánou Clay-
tonovou rodinou Lévyho kopuĺı. a) θ = 0.5, b) θ = 1, c) θ = 5, d) θ = 20.

Závěr

Z uvedených Lévyho kopuĺı se nám podařilo k simulováńı dvojrozměrných Lévyho
proces̊u už́ıt Claytonovu rodinu Lévyho kopuĺı (viz (2.10)) a Aliho-Mikhailovu-
Haqovu rodinu Lévyho kopuĺı (viz (2.12)). Zat́ımco o limitńım chováńı v druhém
př́ıpadě nelze hovořit, tak v prvńım př́ıpadě je z obrázk̊u patrné, že pro větš́ı θ maj́ı
složky Lévyho procesu tendenci býti téměř totožnými. Je tedy patrná konvergence,
kterou jsme mohli vidět v Př́ıkladu 2.2.9 a sice Fθ → F‖ pro θ →∞.
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Kapitola 4

Statistika OUCP

Nyńı nás bude zaj́ımat odhad parametr̊u Gamma-Ornsteinova-Uhlenbeckova pro-
cesu, který je ř́ıd́ıćı intensitou pozorovaného Coxova procesu. Př́ıstup aproximace
věrohodnosti použit́ım method MCMC je uveden v [6] a rovněž je o něm pojednáno
v článku [5].

4.1 Popis modelu

Gamma-Ornstein̊uv-Uhlenbeck̊uv proces (GOU) je proces OU typu, pro který je
BDLP Lévyho proces X v (1.13), resp. v (1.14) složený Poisson̊uv proces s intenzitou
α > 0, jehož rozděleńı skok̊u je exponenciálńı s parametrem ν, tedy s hustotou g(x) =
ν exp(−νx) I[0,∞)(x). Je-li X = {tj, zj}n

j=1, kde tj jsou časy skok̊u, zj jejich velikost
a n je proměnný počet bod̊u na [0, T ], potom lze GOU proces Y = {Yt, t ∈ [0, T ]}
přepsat do tvaru:

Yt = Y0 e−γt +
∑

0<tj≤γt

zj etj−γt, kde γ > 0. (4.1)

Dále uvažujeme, že Y0 = y0 je pevné známé. Proces Yt máme tedy určen hodno-
tami y0, γ a {ti, zi}n

i=1. Označme ještě Φ Cox̊uv proces, jehož BDLP je Yt.

Naš́ım ćılem je z daných dat, tedy z realizace procesu Φ = {Φt, t ∈ [0, T ]}, odhadnout
neznámý parametr θ = (α, ν) ř́ıd́ıćıho GOU procesu Yθ = {Yt, t ∈ [0, T ]}, přičemž
za známé považujeme parametry γ a y0.

Řı́d́ıćı proces Y je v tomto př́ıpadě určen kótovaným bodovým procesem {ti, zi}n
i=1,

kde ti resp. zi jsou okamžiky resp. velikosti skok̊u. Tento proces neńı pozorován,
považujeme jej za chyběj́ıćı data. Je-li f(ϕ) = hθ(ϕ)

cθ
hustota bodového procesu Φ

vzhledem k jednotkovému Poissonovu procesu, kde cθ je neznámá normuj́ıćı kon-
stanta závislá na parametru θ, pak je ([6], str. 142):

cθ
cθ0

= Eθ0

[
hθ(Φ)

hθ0(Φ)

]
, (4.2)

40



tato metoda se nazývá importance sampling.
Pro dvojici bodových proces̊u (Φ, Y ) je ve výrazu pro podmı́něnou hustotu:

fθ(y|ϕ) = fθ(ϕ)fθ(y, ϕ)

marginálńı hustota fθ(ϕ) normuj́ıćı konstantou, tedy ([6], str. 152) lze aproximovat
podle (4.2):

fθ(ϕ)

fθ0(ϕ)
= Eθ0

[
fθ(ϕ, Y )

fθ0(ϕ, Y )

∣∣∣∣ Φ = ϕ

]
≈ 1

n

l∑
m=1

fθ(ϕ, Y
m)

fθ0(ϕ, Y
m)

,

kde Y 1, . . . , Y l je výběr z rozděleńı fθ0(· | ϕ) generovaný metodou MCMC. Toto je
výraz pro věrohodnostńı poměr Coxova procesu při chyběj́ıćıch datech. Maximali-
zaci věrohodnosti provedeme Newtonovým-Raphsonovým algoritmem, t́ım źıskáme
hledané odhady parametr̊u.

Označme τ1, . . . , τm realizaci Coxova procesu Φ. K vyjádřeńı podmı́něné hustoty
rozděleńı Yθ | Φ použijeme Bayesovu větu, podle které plat́ı pro hustoty:

fθ(y|ϕ) = f({ti, zi}n
i=1 | (τj)m

j=1) ∝ f({ti, zi}n
i=1) · f((τj)

m
j=1 | {ti, zi}n

i=1) .

Snadno totiž vyjádř́ıme f({ti, zi}n
i=1) a f((τj)

m
j=1 | {ti, zi}n

i=1).
Prvńı z uvedených hustot (složený Poisson̊uv proces) vyjádř́ıme dle (1.11) uvá-

žeńım, že rozděleńı velikosti skok̊u je exponenciálńı. Dostaneme výraz:

f({ti, zi}n
i=1) = e(1−α)T (αν)n exp

(
−ν

n∑
j=1

zj

)
.

Druhou z uvedených hustot vyjádř́ıme z (1.10) na základě faktu, že Cox̊uv proces
podmı́něně při dané intenzitě Yt = yt je Poisson̊uv proces (nehomogenńı):

f((τj)
m
j=1 | {ti, zi}n

i=1) = eT exp

(
−

∫ T

0

ytdt

)
·

m∏
j=1

yτj
.

Uprav́ıme integrál
∫ T

0
yt dt podle (4.1):

∫ T

0

yt dt =

∫ T

0


y0 e−γt +

∑
tj≤γt

zj etj−γt


 dt

= −y0
e−γT −1

γ
−

∑
tj≤γT

zj( etj−γT −1)

γ

Celkem tedy dostáváme sdruženou hustotu:

fθ(ϕ, y) = f((τj)
m
j=1, {ti, zi}n

i=1) = e(2−α)T (αν)n exp

(
−ν

n∑
j=1

zj

)

· exp


y0

e−γT −1

γ
+

∑
tj≤γT

zj
( etj−γT −1)

γ


 ·

m∏
j=1

yτj
. (4.3)
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4.2 Užité algoritmy

Poṕı̌seme použité algoritmy a vyjádř́ıme potřebné poměry, či pomocné proměnné.
Podrobný popis algoritmů je v [6], nebo též v [8].

4.2.1 Metropolis̊uv-Hastings̊uv algoritmus

Použ́ıváme jednu z method MCMC (Markov Chain Monte Carlo), pomoćı těchto
algoritmů lze generovat markovský řetězec se stavovým prostorem (S,S). Chceme,
aby tento řetězec konvergoval k limitńımu ćılovému rozděleńı Ψ. Jsou-li Y 0, Y 1, . . .
iterace řetězce s rozděleńımi PY 0 , PY 1 , . . . . Chceme, aby byla splněna konvergence
||PY i −Ψ|| → 0 pro i→∞, za normu na prostoru pravděpodobnostńıch měr se voĺı
např́ıklad ||ρ|| = supA∈S ρ(A).

Nyńı přistupme k Metropolisovu-Hastingsovu algoritmu rozeńı a zániku (MHBD).
Bud’ Π rozděleńı Poissonova bodového procesu s funkćı intenzity rovnou 1 na množině
B ∈ B0(Rd). Bud’ dále Ψ ćılové roděleńı bodového procesu, s hustotou f v̊uči Π.
Stavový prostor zde bude (N|B ,N).

Pro aktuálńı konfiguraci bod̊u ϕ ∈ N|B v každé iteraci s pravděpodobnost́ı p(ϕ)
se zkouš́ı přidáńı nového bodu ξ a s doplňkovou pravděpodobnost́ı 1−p(ϕ) se zkouš́ı
nějaký bod η odebrat. Pro přidáńı bodu se generuje ξ z návrhové hustoty qb(ϕ, ·).
Při odeb́ıráńı je generován bod η z návrhové hustoty qd(ϕ, ·).

Návrh přidáńı bodu ξ ke konfiguraci ϕ přij́ımáme s pravděpodobnost́ı:

αb(ϕ, ξ) = 1 ∧ rb(ϕ, ξ),

kde rb(·, ·) je tzv. Metropolis̊uv-Hastings̊uv poměr:

rb(ϕ, ξ) =
f(ϕ ∪ ξ)(1− p(ϕ ∪ ξ))qd(ϕ ∪ ξ, ξ)

f(ϕ)p(ϕ)qb(ϕ, ξ)
.

Přijet́ı návrhu k odebráńı bodu η z konfigurace ϕ má pravděpodobnost:

αd(ϕ, η) = 1 ∧ rd(ϕ, η)

s Metropolisovým-Hastingsovým poměrem:

rd(ϕ, η) =
f(ϕ \ η)p(ϕ \ η)qb(ϕ \ η, η)
f(ϕ)(1− p(ϕ))qd(ϕ, η)

.

Následuj́ıćı algoritmus vše shrnuje.

Algoritmus 4.2.1. (MHBD) Necht’ Y 0 je daný začátek řetězce. Zvolme l ∈ N počet
iteraćı a při daném Y k = y, k = 0, 1, 2, . . . , l, generujeme Y k+1 následovně:

1. Generujme Uk
1 a Uk

2 z rovnoměrného rozděleńı na intervalu [0, 1].
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2. Když plat́ı Uk
1 ≤ p(y), generujme ξ z návrhové hustoty qb(y, ·) a položme:

Y k+1 :=

{
y ∪ ξ pokud Uk

2 ≤ rb(y, ξ)

y jinak.

3. Pokud Uk
1 > p(y), pak

(a) Je-li y = ∅, položme Y k+1 := y.

(b) Je-li y 6= ∅, generujme η z návrhové hustoty qb(y, ·) a položme:

Y k+1 :=

{
y \ η pokud Uk

2 ≤ rd(y, η)

y jinak.

Necht’ je iterace markovského řetězce Y k dána {ti, zi}n
i=1, návrhovou hustotu pro

přidáńı bodu budeme uvažovat rovnoměrnou, tj. qb({ti, zi}n
i=1, ·) = 1

Tγ
. Rovnoměrně

budeme volit i dvojici (tk, zk) při odeb́ıráńı, tj. qd({ti, zi}n
i=1, ·) = 1

n
. Pravděpodobnost

pro přidáńı a ubráńı bodu voĺıme stejnou, tedy p = 1
2
.

Metropolis̊uv-Hastings̊uv poměr pro přidáńı bodu je:

rb({ti, zi}n
i=1, {tn+1, zn+1}) =

Tγ

n+ 1
αν exp (−νzn+1)

· exp

(
−zn+1

γ

(
1− etn+1−γT

)) ·
m∏

j=1

Yτj ,n+1

Yτj ,n

,

kde součin na pravé je tvaru:

m∏
j=1

Yτj ,n+1

Yτj ,n

=
y0 e−γτj +

∑n+1
j=1 zj etj−γτj Itj≤γτj

y0 e−γτj +
∑n

j=1 zj etj−γτj Itj≤γτj

.

Výpočet uvedeného součinu může usnadnit fakt, že plat́ı
Yτj ,n+1

Yτj ,n
= 1 ⇔ tn+1 > γτj

pro ∀j = 1, . . . , m.
Metropolis̊uv-Hastings̊uv poměr pro ubráńı bodu bude vypadat podobně:

rd({ti, zi}n
i=1, {tk, zk}) =

n eνzk

Tγαν
exp

(
zk

γ

(
1− etk−γT

)) ·
m∏

j=1

Yτj ,n−1

Yτj ,n

.

Opět lze tento součin pro určitá tk zjednodušit, plat́ı:
Yτj ,n−1

Yτj ,n
= 1 ⇔ tk > γτj pro

∀j = 1, . . . , m.
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4.2.2 Newton̊uv-Raphson̊uv algoritmus

Necht’ je θ vektor odhadovaných parametr̊u, v našem př́ıpadě θ = (α, ν), pak metoda
založená na maximálńı věrohodnosti a MCMC, viz [6] kap. 8, vyúst́ı v Newton̊uv-
Raphson̊uv algoritmus prob́ıhaj́ıćı dle následuj́ıćıho schématu:

θ(r+1) := θ(r) + uθ0,l,ϕ(θ(r)) · jθ0,l,ϕ(θ(r))−1, r = 1, 2, . . . , (4.4)

přičemž ϕ = {τj}m
j=1 jsou již zmı́něná pozorovaná data OUCP procesu, θ0 = θ(0) =

(α0, ν0) je pevný počátečńı parametr, který byl rovněž vstupńım parametrem pro ge-
nerováńı markovského řetězce Y 0, Y 1 . . . Y l−1, kde l je počet iteraćı. Když označ́ıme
fθ(ϕ, y) hustotu (4.3), pak byl řečený markovský řetězec generován z hustoty fθ0(ϕ, y).

Symboly uθ0,l,ϕ a jθ0,l,ϕ jsou aproximace následuj́ıćıch funkćı:

u(θ) = Eθ [Vθ, ϕ(Y ) | Φ = ϕ]

je tzv. skórová funkce a

j(θ) = −Eθ

[
∂Vθ, ϕ(Y )

∂θ′

∣∣∣∣ Φ = ϕ

]
− Varθ [Vθ, ϕ(Y ) | Φ = ϕ] ,

je tzv. pozorovaná Fisherova informace. Znač́ıme θ′ transpozici a

Vθ, ϕ(y) =
∂ log fθ(ϕ, y)

∂θ
.

Odhady těchto funkćı na základě vygenerovaného MCMC řetězce se provád́ı jako
pro statistiku k(Y ):

Eθ,θ0,l,ϕ k(Y ) =
l−1∑
j=0

k(Y j)wθ,θ0,l,ϕ(Y j),

přičemž wθ,θ0,l,ϕ(·) je váhová funkce:

wθ,θ0,l,ϕ(Y m) =
fθ(ϕ, Y

m)

fθ0(ϕ, Y
m)
·
(

l−1∑
j=0

fθ(ϕ, Y
j)

fθ0(ϕ, Y
j)

)−1

.

Dle tohoto př́ıstupu jsou odhady u(θ) a j(θ):

uθ0,l,ϕ(θ) =
l−1∑
j=0

Vθ, ϕ(Y j)wθ,θ0,l,ϕ(Y j),

jθ0,l,ϕ(θ) = −
l−1∑
j=0

[
∂Vθ, ϕ(Y j)

∂θ′
+ Vθ, ϕ(Y j)′Vθ, ϕ(Y j)

]
wθ,θ0,l,ϕ(Y j) .
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Vše nyńı vyjádř́ıme pro náš př́ıpad GOU procesu. Dostáváme vektor Vθ, ϕ(·):

Vθ, ϕ(Y j) =

(
−T +

nj

α
,
nj

ν
−

nj∑
i=1

zi

)
,

kde nj počet bod̊u článku Y j =
{
tjk, z

j
k

}nj

k=1
MCMC řetězce.

Dále odvod́ıme matici
∂Vθ, ϕ(·)

∂θ′ :

∂Vθ, ϕ(Y j)

∂θ′
=


 − nj

α2 , 0

0 , −nj

ν2


 .

Ještě uprav́ıme vzorec pro wθ,θ0,l,ϕ(·):

wθ,θ0,l,ϕ(Y j) =

(
αν

α0ν0

)nj

exp
(
(ν0 − ν)

∑ni

j=1 z
i
j

)

∑l−1
k=0

(
αν

α0ν0

)nk

exp
(
(ν0 − ν)

∑nk

j=1 z
k
j

) .

Všechny rozepsané odhady se dosad́ı do vzorce (4.4) a dostaneme odhad θ̂ := θ(s),
kde s je počet iteraćı.

4.3 Výsledky odhad̊u

Výše popsané algoritmy jsme realizovali v programu R (viz [12]). Program se skládá
ze tř́ı část́ı. V prvńı části simulujeme Cox̊uv proces, který je pro nás posléze pevnými
daty. Simulovali jsme ho na intervalu [0, 50]. Parametry jsme volili následovně α =
2.5, ν = 0.7, γ = 2. Počátečńı hodnotu intenzity y0 jsme vygenerovali z Gamma
rozděleńı – Γ(ν, α):

> Y0

[1] 1.508918

a následně uvažovali jako pevný parametr. Vykresleńı Coxova procesu Φt (body na
x-ové souřadnici) a ř́ıd́ıćı intenzity Yt je na Obr. 4.1.

V druhé části jsme generovali MCMC řetězec se vstupńımi parametry α0 =
2.3, ν0 = 0.8, γ = 2. Provedli jsme celkem 1005001 iteraćı, z nich jsme prvńıch
5000 spálili a pak jsme ukládali jen každou 1000 iteraci. V pr̊uběhu jsme sledovali
pr̊uměrnou pravděpodobnost zrozeńı a zániku v MHBD algoritmu a činili si pro
kontrolu pr̊uběžný odhad parametr̊u α0 a ν0. Zde je výpis programu R:

> print(nb/iter) # prumerna pst prijeti navrhu zrozeni

[1] 0.3493210

> print(nd/iter) # prumerna pst prijeti navrhu zaniku
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Obrázek 4.1: Cox̊uv bodový proces na [0, 50] (pozorovaná data) a jeho ř́ıd́ıćı intensita.

[1] 0.3494474

> mean(dZZ) #odhad parametru nu0

[1] 0.7752284

> mean(dMC)/TT #odhad parametru alpha0

[1] 2.332887

Vykresleńı těchto pr̊uběžných odhad̊u je na Obr. 4.3:
Třet́ı část programu obsahuje Newton̊uv-Raphson̊uv algoritmus. Po 25 iteraćıch

dosáhl odhadovaný parametr hodnoty θ̂ = (2.5494, 0.5078).
Totéž jsme provedli ještě pro počátečńı parametry α0 = 2.7, ν0 = 0.6, γ = 2.

Opět jsme generovali MCMC řetězec se vstupńımi parametry a provedli jsme celkem
1005001 iteraćı, z nich jsme prvńıch 5000 spálili a ukládali jen každou 1000 ite-
raci. Zde jsou obdobné pr̊uběhy sledovaných pr̊uměrných pravděpodobnost́ı zrozeńı
a zániku v MHBD algoritmu a pr̊uběžných odhad̊u parametr̊u α0 a ν0 jako výše:

> print(nb/iter) # prumerna pst prijeti navrhu rozeni

[1] 0.3387778

> print(nd/iter) # prumerna pst prijeti navrhu zaniku

[1] 0.3389529

> mean(dZZ) #odhad parametru nu0
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Obrázek 4.2: Odhady parametr̊u α0 a ν0 poč́ıtané v pr̊uběhu MCMC řetězce.

[1] 0.6743962

> mean(dMC)/TT #odhad parametru alpha0

[1] 2.853167

Zde po 25 iteraćıch dosáhl odhadovaný parametr hodnoty θ̂ = (2.5032, 0.6796).

Naše odhady parametr̊u α, ν jsou poměrně uspokojivé, ale může se stát, že New-
ton̊uv-Raphson̊uv algoritmus nedává dobré výsledky. Pak existuj́ı modifikace této
metody, ve kterých se autoři snaž́ı dosáhnout lepš́ıch výsledk̊u např. pomoćı trust
region viz [2].
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