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Abstrakt:

Po tvodnim vykladu obsahujicim zékladni pojmy a vysledky teorie grup nasleduje partie
o Sylowovych podgrupach, mj. formulace a dikazy tii Sylowovych vét, které jsou zékladnim
nastrojem k popisu struktury zejména nekomutativnich grup.

Dalsi vyklad je sméfovan k popisu vSech kone¢nych grup az do fadu 15 véetné. V zasadé
existuji dva odliSné pfistupy k charakterizaci téchto grup — na jedné strané se lze zaméfit
praveé na tyto konkrétni grupy, na stran¢ druhé lze popsat grupy, jejichZ fad je napt. mocninou
prvocisla, aziskané vysledky pouzit v daném ptipad¢é. Tato prace se snazi o rozumny
kompromis mezi obéma ptistupy, tj. o jakousi zlatou stfedni cestu mezi ptiliSnou specifi¢nosti
a komplikovanosti. V disledku toho pojednani zahrnuje 1 popis vSech konecnych Abelovych
grup. Vyklad je prostoupen demonstrativnimi ptiklady, pficemz je kladen diiraz na nalezeni
ptikladd grup i1 z oblasti mimo ¢istou matematiku.
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Abstract:

The first part of the thesis presents elementary facts and results of the theory of groups. The
second part explains Sylow's subgroups theory containing, among others, formulations and
proofs of the three Sylow's theorems which are important tools in analysing the structure of
mainly nonabelian groups.

The goal of the following part is to describe the structure of all finite groups up to order 15.
Basically, there are two possible approaches to the characterization of these groups — one can
either focus just on these particular groups or describe groups with order of e.g. prime power
and then use the results to solve the task.

The author of this thesis chooses reasonable middle ground between overly specific approach
and one too complicated. As a result of this choice, the description of all finite abelian groups
is included. The theory is illustrated with some demonstrative examples, with emphasis on
those outside of ,,the pure matematics*.
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,,Basnici jsou tu od toho, aby ddvali jedné véct mnoho jmen.

U matematiki je tomu naopak.
(anonym)



Uvod
Hlavnim cilem této prace je popsat strukturu vSech kone¢nych grup do fadu 15 vcetné.

Zamérné byl zvolen styl vykladu, ktery se pon€kud odklani od tradi¢niho matematického
postupu definice, véta, dikaz. Domnivam se, ze tento zvoleny zpiisob poskytuje vétsi prostor
pro uvedeni souvislosti, nadto reflektuje autorem studovany obor — ucitelstvi matematiky.

Préce je rozdélena do osmi hlavnich kapitol, které se dale d€li na ¢asti.

Prvni kapitola obsahuje zadkladni pojmy a vysledky teorie grup, které jsou potieba pro
porozumeéni dalS$im pasazim. Po tvodnim piehledu elementarnich pojmii nasleduje definice
nekomutativni 1 komutativni grupy spolu s jejich piiklady, dale vysvétleni grupového
homomorfismu, resp. izomorfismu. Na definici grupy navazuje popis podgrupy, a to vcetné
tzv. alternativniho kritéria pro podgrupy. Vyklad je opét doprovazen ptiklady. Pfi hlubSim
zkoumani podgrup dospivame ke tftidam grupy podle podgrupy, Lagrangeové véteé a nasledné
1 k normdlnim podgrupdm a faktorizaci podle normalnich podgrup. Prace obsahuje téz
osvétleni problematiky konjugovanych podgrup, néasledované prvnim dil¢im vysledkem
analyzy struktury grup malych fadi — popisem cyklickych grup. V zavéru prvni kapitoly jsou
popsany zakladni vlastnosti homomorfismu a je také definovan direktni soucin grup.

Nasledujici kapitola popisuje strukturu vsech kone¢nych komutativnich grup — nejprve je
zaveden pojem p-primarni komponenta, nasledné¢ ukédzeme, ze kazdou komutativni grupu lze
vyjadiit jako direktni soucin jistych p-primarnich komponent. Opét je kladen diraz na grupy
fadu maximalné 15.

Tteti kapitola zobeciiuje pojem p-primarni komponenty, zavedeny ve druhé kapitole, a zavadi
Sylowovy podgrupy.

Kapitola ctvrta obsahuje formulace a diikkazy tfi Sylowovych vét, které jsou zékladnim
nastrojem k popisu struktury zejména nekomutativnich grup. Prvni Sylowova véta je jakousi
obracenou verzi Lagrangeovy véty — garantuje existenci podgrup jistych fada. Druhd
Sylowova véta ukazuje, ze vSechny Sylowovy p-podgrupy dané grupy jsou izomorfni.
Kone¢né treti Sylowova véta vypovida o poctu Sylowovych p-podgrup.

Pata kapitola se zabyva klasifikaci doposud neprobranych grup fadu maximalné 15. Nejprve
jsou probrany grupy fadu p* resp. pq, resp. 2p. Po nich pfichazi na fadu charakteristika
zbyvajicich rada, konkrétné fada 8 a 12.

Nasledujici kapitola je jakymsi atlasem vSech grup az do fadu 15 vcetné. Uvedena je celd fada
informaci. Pfedné¢ je to nazev grupy, doplnény popisem a zpravidla i ptiklady. Dale u vétSiny
grup nalezneme hned tfi rizné zplsoby popisu vnitini struktury. NejzndméjSim je ziejmé
popis formou tzv. Cayleyho tabulek, z nich lze snadno vycist, jak je definovéna grupova
operace. Krom¢ téchto tabulek zde nalezneme i grafy cykl, které graficky znédzornuji
cyklické podgrupy dané grupy a jejich vzajemné vztahy. Posledni informaci o grupach jsou
Hasseovy diagramy, ty zachycuji veskeré podgrupy dané grupy a jejich vzdjemnou inkluzi,
znaCenim navazuji na Cayleyho tabulky. Hlavnim rozdilem mezi Hasseovymi diagramy
a grafy cykll je ,,volba zékladnich elementi* — zatimco u Hasseovych diagramt je zékladnim
elementem podgrupa, u grafu cykli je to prvek grupy.

V ptedposledni kapitole jsou informativné zminény grupy fadi 16 az 20, Ctenaf je pfitom
upozornén na grupy, jejichz konstrukce je analogické konstrukci nékteré z grup mensiho radu.



Kapitola je uzaviena piehlednou tabulkou s pocty komutativnich a nekomutativnich grup
jednotlivych tadu.

Posledni kapitola uvadi ptiklady oblasti, ve kterych se ¢tendi miize setkat s konceptem grupy.
Stru¢né jsou zminény grupy geometrickych transformaci (véetné zminky o tzv. Erlangenském
programu), grupa cest v bludisti, Galoisova grupa permutaci kofenli polynomu. Nasleduje
uziti grup pii feSeni hlavolami, zminéna je Rubikova kostka a ,,patnactka®. Poslednim
tématem jsou krystalografické grupy spolu s jednodussimi analogiemi — Friezovymi grupami
a tzv. wallpaper grupami.



Zaklady teorie grup

1 Elementarni pojmy

Mnozinou rozumime souhrn objektl, kterym fikdme prvky. Kazdy prvek se v mnoziné mtize
vyskytovat nejvyse jednou. Nalezi-li prvek a mnoziné¢ M, zapisujeme tento fakt a € M,
v opaném piipad¢ uzijeme zapisu a € M. Mnozina neobsahujici zadny prvek se nazyva
prazdnd mnoZina, znacime ji © . Je-li kazdy prvek mnoZiny M soucasné i prvkem mnoZiny
N, tekneme, ze mnozina M je podmnoZinou mnoziny N, zna¢ime M S N . Prazdna mnozina
je ziejm& podmnozinou kazdé mnoziny. Mnozina je ziejmé¢ podmnozinou sebe sama,
hovoiime o nevlastni podmnozingé. Je-li M S N azaroveh N S M, mluvime o rovnosti
mnozin apiSeme M = N. Prinikem mnozin M, N rozumime mnozinu prvki, které se
vyskytuji soucasn¢€ v obou mnozinach, piSeme M N N . Je-li prunikem dvou mnozin prazdna
mnozina, hovofime o nich jako o mnozinach disjunktnich. Sjednocenim mnozin M, N je
mnozina, obsahujici prvky, které se vyskytuji alespon v jedné z danych mnozin, oznacujeme

MUN.

Rozkladem mnoziny rozumime tiidu vesmés disjunktnich mnozin, jejichz sjednocenim je
puvodni mnozina.
Kartézskym sou¢inem mnozin M, N nazveme mnozinu

MXN={(m,n);meM,neN]} .

Relaci (bindrni relaci) na mnoziné M rozumime podmnozinu kartézského souc¢inu M X M .
Relaci R na mnoziné M nazveme

reflexivni, pokud
YaeM:(a, a)ER,
symetrickou, pokud
Ya,beM:(a,b)eR - (b, a) ER,

tranzitivni, jestlize

VYa,b,ceR:(a,b)e RA(b,c)€ER - (a,c)ER,
kone¢né antisymetrickou, kdyz

Ya,beER:(a,))ERAN(b,a)ER—>a=h,

Relace, kterd je reflexivni, symetricka a tranzitivni se nazyva ekvivalence.

Relace ekvivalence ndm muze poslouzit k definovani rozkladu dané mnoziny M — pokud
utvofime tiidu jejich podmnozin tak, Zze do stejné podmnoziny zatadime prvky, které jsou
v ekvivalenci, ziskame rozklad mnoziny M.

Z reflexivity je ziejmé, ze kazdy prvek se musi v né¢jaké mnozin€ rozkladu vyskytovat, tedy
po sjednoceni musime ziskat celou pivodni mnozinu M. Ukazme, ze tfidy rozkladu jsou
navzajem disjunktni, jinak feceno — maji-li dvé mnoziny

M,={xeM;(x,a)eR}|, M,={xe€ M;(x, b) € R}
neprazdny prunik, jsou totozné. Vskutku, je-li
xXeEM, NM,,



je (a, b)€R.Jeli yeM,, je y €M,.Dokézali jsme tedy inkluzi
M, =M, .
Analogicky se dokaze i inkluze opacna, dohromady mizeme vyvodit, ze M, =M, .
Binarni operaci na neprazdné mnoziné M rozumime zobrazeni
fiMXM-—>M,

které kazdé usporadané dvojici (a, b) € M pritfazuje pravé jeden prvek ¢ € M. Tento fakt
zapisujeme ve tvaru f (a, b) = ¢ , ptipadné afb = c.
Mnoziny ptirozenych, celych, racionalnich a redlnych ¢isel oznacujeme po fadé

N, Z, Q, R.

2 Grupa

V této kapitole uvedeme definici grupy. Tento pojem patii k zakladiim algebry, jednad se
o ptirozené zobecnéni struktur, které potkavame kolem sebe, a to nejen v mnoha odvétvich
matematiky (geometrie, analyza, algebra), ale i tam, kde bychom to viibec necekali, napf.
v hudbé ¢i pfi skladani Rubikovy kostky.

Grupou rozumime mnozinu G spolu s definovanou binarni operaci ,,, kterd ma tyto
vlastnosti:

1. Ya,b,ceG:(a-b)-c=a-(b-c) (asociativita)

2. de€GVaeG:a-e=e-a=a (existence neutralniho prvku)

3. YaeG3beG:a-b=>b-a= e (existence inverznich prvki).
Ptedchozi tfi pozadavky nazyvame axiomy grupy.

Poznamka: Samoziejmé¢ se miizeme setkat isjinym znaCenim dané operace, nejcastéji se
ovSem uziva tento tzv. multiplikativni zdpis, my zde navic nadale budeme pouzivat i tradi¢ni
zkraceny multiplikativni zapis, tj. zcela bez oznaCeni operace.

Prvni axiom ftikd, Ze nezalezi na uzdvorkovani, ale pouze na potadi ¢initeli, druhy zarucuje
existenci tzv. neutrdlniho prvku, tj. prvku, kterym lze vynasobit libovolny prvek grupy beze
zmény vysledku. Kone¢né, treti axiom tvrdi, Ze pro kazdy prvek existuje takovy prvek (tzv.
prvek inverzni), Ze po jejich vzijemném vynéasobeni vyjde prvek neutralni, zminovany
v axiomu €. 2.

Poznamka: Abychom byli pfesni, musime pfipustit, ze tento systém pravidel nespliiuje jeden
z pozadavkii mnohdy na axiomy kladenych — totiz pozadavek minimélnosti mnoziny
pozadavki. D4 se ukézat, ze misto druhého a tietiho pozadavku staci trvat na existenci levého
neutralniho a levych inverznich prvkd, tj. na systému axiomu

1" Va,b,ceG:(a-b)-c=a-(b-c)
2. deeGVaeG:e-a=a
3. VaeGIbeG:b-a=e.

Existenci pravého jednotkového prvku a pravych inverznich prvki lze dokazat z této mnoziny
axiom.



Z puvodnich axiomu sice vyplyva existence neutralniho prvku, ovSem ne jeho jednoznacnost.
Tu lze ovSem snadno dokazat — necht’ e, e’ jsou dva neutralni prvky, pak ee’ = e’, nebot e
je neutralni, zaroven vSak i ee ' = e, nebot ¢' je neutralni, tedy e = ee’ =e .

Stejné snadno lze ukazat, Ze ke kazdému prvku existuje maximdlné jeden inverzni prvek
(spolu s 3. axiomem tedy ziskdvame, ze ke kazdému prvku existuje pravé jeden inverzni
prvek) — necht’ b, ¢ jsou dva inverzni prvky k prvku a, tedy plati ba = ab = e a zaroven
ca = ac = e . Pak zfejmé

b=be=b(ac)=(ba)c=ec=c,

tedy b =c (plyne zdefinice jednotkového prvku a asociativity grupové operace). Prvek
inverzni k prvku a budeme nadale znadit a™'.

Grupou tedy rozumime neprazdnou mnozinu spolu s bindrni operaci na ni definovanou,
piicemz pozadujeme asociativitu této operace, existenci (pravé jednoho) neutralniho prvku
a dale ke kazdému prvku existenci (pravé jednoho) prvku inverzniho.

Pokud kromé vySe zminénych axiomu plati navic
Y a,be G: ab = ba (komutativita),

hovotime o komutativni, t€z Abelove grupé. Komutativni grupy vétSinou uvazujeme jako
aditivni, grupovou operaci tedy oznacujeme jako ,+*, hovofime o neutrdlnim prvku
a o opacnych prvcich.

Je-li n €N pocet prvkl grupy G, fekneme, ze G je konecna a Cislo n prohlasime jejim
fadem, v opaéném piipad¢ fekneme, Ze G je nekonecnd. V této praci se budeme zabyvat
zejména grupami do fadu 15 vcetné, tedy grupami majicimi maximalné 15 prvka. Pokusime
se nalézt vSechny existujici grupy az do tohoto fadu. Je zfejmé, ze grupu lze zadat tak, ze
vSechny prvky mnoZiny oznacime symboly a poté definujeme binarni operaci (fikejme ji
nadale nasobeni), ktera bude odpovidat danym axiomtim. Snadno nahlédneme, Ze nezalezi na
tom, jak prvky oznacime, zda 1, 2, 3, «, B,y ¢i 4, B, C — dilezité je, jakym zplsobem
definujeme onu operaci.

Jednou z moznosti, jak to provést, je pouzit tzv. Cayleyho tabulku, kterd bude v zahlavi
obsahovat symboly odpovidajici jednotlivym prvkim a uvnitf odpovidajici souciny. Tedy
budeme-li hledat n¢jakou grupu o tfech prvcich, sta¢i do nasledujici tabulky doplnit souciny
odpovidajicich prvki (e znaci jednotkovy prvek):

elalb
e|?|?|?
al?|?|?
b|?(?]?

Tabulka 1: Cayleyho tabulka, pred vyplnénim

Na prvni pohled bychom mohli o¢ekavat az 3° (19 683) moznosti, jak tabulku vyplnit. Ale jiz
pohled na druhy axiom (existence neutrdlniho prvku) ndm ukaze, ze v prvnim tadku, resp.
sloupci, se musi zahlavi opakovat:

elalb
elela|b
ala|?|?
b\b|?|?

Tabulka 2: Cayleyho tabulka, nasobenti jednotkovym prvkem
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Poznamka: Samoziejmé lze za jednotkovy prvek zvolit kterykoliv ze zbyvajicich dvou,
nicméné¢ potom sta¢i v nové tabulce pfeznacCit a presunout sloupce atadky a dostaneme
tabulku stavajici.

Nyni se ndm pocet moznosti zmensil na 3* (81). K dalsimu z(Zeni poétu moznosti mizeme
s uspéchem uzit vétu, ktera nam tika, ze grupova operace je tzv. operace s kracenim, tj.

Ya,b,c€G:lab=ac—>b=c|Alba=ca—b=c|.
DokaZzme pouze prvni ¢ast (viz [3], str. 20): necht’ ab = bc , pak
b=eb=(a"a)b=a '(ab)=a '(ac)=(a'a)c=ec=c,
druha ¢ast se dokdze analogicky (vyuziva se existence inverzniho prvku a asociativity).

Podivejme se nyni, co ndm tato véta poskytuje pfi dopliovani tabulky. Pokud bychom chtéli
napft. do prvniho fadku s otazniky zapsat jeden symbol — napft. ,,b““ dvakrat, znamenalo by to,
ze jednak aa = b ataké ab = b, to by ovSem na zakladé ptedchozi véty znamenalo (nebot’
aa =ab), ze a = b, coz je spor, nebot’ prvky jsou navzajem razné. Vidime tedy, ze prvky
se v fadcich (snadno nahlédneme, Ze téZ ve sloupcich) nesmi opakovat, z toho plyne, Ze
v kazdém tadku 1 sloupci se musi vyskytovat vSechny!

To ndm jiz redukuje poc¢et moznosti pouze na jednu:

b

QISR

b
e
a

N
SRR

Tabulka 3: Cayleyho tabulka, vyplnéna

Zatim jsme naSli pouze strukturu ,,podezielou z grupy®, jest¢ je nutné ukazat, ze plati
asociativita nami vytvorené operace. Ta skutecné plati, a miiZzeme tedy prohlasit, Ze jsme nasli
jedinou existujici grupu stupné tfi (aZ na izomorfizmus).

Pozndmka: Ctenafe mozna zarazi, Ze jsme neukazovali existenci inverznich prvk, ta je viak
vidét z tabulky. Obecné¢ se da ukazat, Ze asociativita spole¢né s kracenim (a konecnosti)
postacuje, aby dana struktura byla grupou (viz [1], str. 3).

Na prvni pohled vypadd piedchdzejici postup schiidné pro hledani grup daného fadu,
nezapomenime ovSem, ze jsme hledali grupu pouze o tfech prvcich. Pro vySsi pocet prvka
tento postup neni prili§ efektivni hlavné kvili obtiznému ovéfovani asociativity. Samoziejme
bychom mohli pro ovéieni pouzit pocitace, to bychom se vSak ochudili o pohled na vnitini
strukturu grup a na jejich zajimavé vlastnosti.

Podivejme se nyni na n¢kolik ptiklad grup, konecnych i nekone¢nych.

3 Priklady grup

Mnozina Z celych Cisel spolu s operaci séitani tvofi grupu — s¢itani celych cisel je ziejmé
asociativni, sami tuto vlastnost pii pocitani zpaméti jisté vyuzivate; neutrdlnim prvkem je
¢islo 0, nebot’ 0 pfictena k libovolnému ¢islu da opét toto Cislo; k libovolnému cislu a existuje
opaéné &islo —a, nebot’ a + (—a) =0 .

Stejné tak mnoziny @, IR spolu s operaci s¢itani tvofi grupu.
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Mnozina Z spolu s operaci nasobeni ovSem grupu netvofi — asociativita sice opét plati,
dokonce existuje 1 neutralni prvek (¢islo 1), ale prvky inverzni existuji pouze k ¢islim 1 a —1.
Mnoziny Q, IR po vylouceni nuly spolu snasobenim jiz grupu tvofi, nebot’ v téchto
mnozinach jiz ke kazdému prvku nalezneme prvek inverzni.
Mnozina

[....,=9,-6,-3,0,3,6,9,... |
vSech celych ¢isel délitelnych tfemi (obecné libovolnym piirozenym cCislem) spolu s operaci
scitani tvofi grupu.
Mnozina vSech vektori (vektorem rozumime mnozinu vSech orientovanych usecek stejného
sméru a velikosti) v roviné spolu s operaci skladani vektort tvofi grupu — skute¢né, skladani

vektorti je asociativni (sta¢i od vektorii piejit k soufadnicim), neutrdlnim prvkem je nulovy
vektor a prvkem inverznim k danému vektoru je vektor opacny.
U nasledujicich ptikladi kone¢nych grup miizeme vyuzit jiz zminované Cayleyho tabulky:
Mnozina

Z,=1{0,1,2,3,4,5|

spolu se s¢itanim modulo 6 (zbytek po déleni Sesti) tvoii grupu

+10/1/2/3/4|5
00012345
111/213/4/5]0
2123|4501
31314 5/0/1|2
4145|011 2|3
5/5/0/12/3/4

Tabulka 4: Grupa zbytkovych tiid modulo 6

Pov§imnéme si na tomto misté faktu, ze kromé toho, Ze neutralni prvek (zde Cislo 0) se musi
vyskytovat v kazdém tadku 1 sloupci (plyne mj. z toho, Ze ke kazdému prvku musi existovat
prvek inverzni), musi byt tento navic rozmistén symetricky podle hlavni diagonaly, nebot’
zrovnosti a+ b =0 plyne b +a =0. Ukomutativnich grup je podle hlavni diagonaly
symetricka celé tabulka.

Také mnozina komplexnich &isel {1, —1, i, —i} spolu s nisobenim tvoii grupu
* o1 @i
=i
1|1 1—i| i
i il—il-1] 1
—i|—i i 1]-1

—_

—_
|

—_

Tabulka 5: Grupa {1, —1, i, —i}

Velice zajimavou grupou je rozsifeni pfedchozi grupy, na jehoz zéklad¢ Ize definovat
roz§iteni komplexnich ¢isel, tzv. kvaterniony. K prvkiim ptedchozi grupy ptidame prvky

Jj,—Jj, k,—k
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a definujeme (analogicky jako u imagindrni jednotky 7)
JE) =k ==k =1
Pro vzajemné vztahy mezi prvky zavedeme nasobeni ndsledovné:
j=k, jk=i ki=j, kj=—i, ji=—k,ik=—].

Permutaci na mnozin¢ M nazveme libovolnou bijekci na této mnozing. Zapisujeme ji obvykle
ve tvaru

Pa) Pla) ... Pla)

n

pP=

Jelikoz skladani zobrazeni je asociativni, slozenim bijekci je opét bijekce, permutace

F=|®% @ - q,
a a, ... a,
je neutralnim prvkem a permutace
pl= P(a,) Pl(a,) P(a,)
a, a, a,

je inverzni k permutaci P, tvofi vSechny permutace n-prvkové mnoziny spolu s operaci
skladani zobrazeni grupu. Tuto grupu nazyvame symetrickd grupa stupné n, znalime S,.
Transpozici rozumime permutaci, kterd pouze ,,prohazuje* dva prvky, tedy permutaci tvaru

1 J n

P =

a a, ... a, ... a, ... a
a a, .. a; .. a, ... a,
Lze ukézat, Ze kazdou permutaci lze slozit z transpozic. Dle toho, zde l1ze permutace sloZit
z lichého, resp. sudého poctu transpozic, nazveme ji lichou, resp. sudou permutaci. Ziejmé
slozenim dvou sudych permutaci je opét sudd permutace, identickd permutace je suda.
Inverzni permutace k sudé permutaci je také suda, nebot’ jejich slozenim ma vzniknout suda
identicka permutace. Ukazali jsme tedy, ze sudé permutace tvoii podgrupu grupy S,. Zvolime-
li pevné libovolnou lichou permutaci Q, pak zobrazeni

f:P—> PO, PeS,
je bijekci, ktera zobrazuje sudé permutace na liché a naopak. Z toho vyplyva, Ze pocty sudych
a lichych permutaci jsou stejné. Jelikoz neni permutace nic jiného nez zména potadi prvka,
!
obsahuje grupa S, pravé n! prvkd. Podgrupa sudych permutaci obsahuje tedy r prvka

2
(pro n > 1). Této podgrupé fikame alternujici grupa stupné n, znacime ji 4,.

Permutace jsou dulezité mj. i proto, Ze ke kazdé konecné grupé lze nalézt izomorfni podgrupu
n¢jaké symetrické grupy (tvrdi to tzv. Cayleyova véta).
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Jako posledni ptiklad uved'me tzv. grupu zakrytovych pohybii rovnostranného trojuhelniku:

Existuje Sest zdkladnich pohybi, kterymi mizeme pfemistit rovnostranny trojihelnik 4BC na
sebe:

e Identita

e Rotace podle stfedu o 120° po sméru hodinovych rucicek

e Rotace podle stiedu o 120° proti sméru hodinovych rucicek
e Osova soumérnost podle osy prochézejici vrcholem C

e Osova soumérnost podle osy prochazejici vrcholem B

e Osova soumérnost podle osy prochdzejici vrcholem 4

Vezmeme-li tyto pohyby za prvky mnoziny a jako operaci pouzijeme skladani téchto pohybii,
ziskame grupu — skladani operaci je asociativni, identita je neutrdlnim prvkem a zaroven je
sama k sobé inverzni, rotace jsou inverzni k sobé navzajem a soumérnosti jsou inverzni samy
k sobé.

Pokud oznacime pohyby postupné /, R, L, C, B, A4, ziskdme nésledujici Cayleyho tabulku:

I|L|R|4B|C
I|\I|L|R|A|B|C
LIL\R|I B|C|4
R R|I|L|\C|4|B
AA|C|B|I|R|L
B|B|A|C|L I R
C C|B|AR|L|I
Tabulka 6: Grupa zdkrytovych pohybii trojuhelniku
4 Grupovy homomorfismus
Vratme se jesté kpiikladu zpredchozi &asti, totiz ke grupé (1, —1,i, —i} spolu

s nasobenim, a porovnejme ji s grupou s¢itani modulo 4:

Tabulka 7: Grupa {1, —1, i, —i}
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W= ||+
W= OO

S| W DN = | =
—_ O W NN
N [—= | O W | W

Tabulka 8: Grupa Z,

Na prvni pohled tabulky ptili§ podobné nevypadaji, sta¢i ovSem permutovat fadky a sloupce
prvni tabulky, abychom spatfili analogii:

¥ 1) Q| =1] =i
1 1] i|-1] —i
ifi-1 -1
11| - 1] i
—i|—i| 1] i|-1

Tabulka 9: Grupa {1, —1, i, —i} po permutovani Fadkii

Nyni jiz vidime, Ze fadky v obou tabulkdch vypadaji podobné — nasledujici fadek vznika
z pfedchoziho pfemisténim prvniho prvku na konec. Jinymi slovy, mizeme ztotoZznit prvky
Oal, 1ai 2 a-1, 3 a—i. Rozdil mezi grupami je tedy de facto pouze v oznaceni prvkl
a operaci, jejich struktura je stejna. Pokusme se toto pozorovani zformalizovat.

«

Necht je dana grupa G s operaci ,,** a grupa H s operaci ,,0*. Zobrazeni f:G — H

nazveme homomorfismus, pokud plati
Vg, 8 €G: flg)eflg)=r(g*g)

Specialne, je-li toto zobrazeni prosté, resp. na, nazveme jej monomorfismus, resp.
epimorfismus. Zobrazeni, které je soucasné prosté a na nazveme izomorfismus.

Zhruba feCeno, izomorfismus znamena ,,pfejmenovani prvka a operace®. Pokud se budeme
drzet naseho piikladu, miizeme zavést zobrazeni

f: {0: 19233}_){1’_13i: _i}: f(O): l,f(l):i, f(z):_laf(3):_i-
Toto zobrazeni je zifejmé prosté ana, z Cayleyho tabulek je vidét, Ze spliuje podminku
kladenou na homomorfismus, jedna se tedy o izomorfismus. Fakt, ze grupa G je izomorfni
s grupou H, zna¢ime
G~H.
Dal$im zajimavym ptikladem homomorfismu je logaritmus. Protoze plati
Vx, y€(0, »): log(xy) = log(x) +log(y),

je toto zobrazeni homomorfismem grupy nezdpornych realnych ¢isel spolu s operaci ndsobeni
do grupy realnych cisel spolu s operaci s¢itani. Tento homomorfismus je navic prosty a na
(z definice logaritmu), jedna se tedy dokonce o izomorfismus (viz [4], str. 50) .

Cilem nasi prace samoziejm¢ neni najit vSechny konecéné grupy do fadu 15, nebot’ téch je
nekone¢né mnoho, bude nds zajimat pouze vnitini struktura téchto grup, tudiz budeme hledat
konecné grupy do fadu 15 ,,az na izomorfismus*.
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5 Podgrupa

DalSim pojmem, ktery pfi zkoumani grup vyvstane, je pojem podgrupy. Staci se podivat na
levy horni roh jedné z ptedchozich tabulek:

1
L
RIRT|L

N~~~
SNMGIE
~ (==X

Tabulka 10: Podgrupa grupy zakrytovych pohybii trojuhelniku

Spliuje tato ¢ast tabulky pozadavky na grupu? Vidime, ze tabulka obsahuje pouze prvky 7, L,
R, operace skladani je tedy korektné definovdna. Asociativita platila jiz v plivodni tabulce,
omezime-li se pouze na nékolik prvkl z ni, bude platit tim spiSe. Neutralnim prvkem je opét
identita, rotace jsou opét inverzni samy k sob& — tedy podmnozina (I, L, R} phvodni
mnoziny je opét grupou. A to neni vSe! Pokud vybereme pouze identitu spolu s libovolnou
soumérnosti, ziskdme op¢t podgrupu, jak ukazuje nasledujici tabulka:

Ay

JADAY:
AAlT

Tabulka 11: Podgrupa grupy zakrytovych pohybii trojuhelniku

Takovouto ,,grupu uvniti grupy* nazveme podgrupou:

Podmnozinu H grupy G nazveme podgrupou grupy G, pokud tvori grupu vzhledem k operaci
definované v grupé G.

Jak jiz bylo feCeno vySe, pfi oveéfovani, zda je dand podmnozina podgrupou, neni nutné
ovétovat prvni z axiomtl grupy, ten je zarucen asociativitou v ptvodni grupé.

Pokud si pozorn¢ prohlédneme piiklady grup z predesié kapitoly, najdeme jisté dalsi ptiklady
podgrup — napt. zgrupy {1, —1,i, —i}], miZeme vytvofit podgrupu {1, —1}, vektrory
v roving 1ze omezit pouze na vektory stejného sméru a konecné z grupy Z, miizeme vybrat
pouze suda Cisla:

AN O+
AN || O
S|
NS T N SN N N

Tabulka 12: Podgrupa grupy Z,

Poznamka: Samoziejmé muzeme za podgrupu zvolit idva extrémni pfipady — grupu
obsahujici pouze neutralni prvek acelou plvodni grupu. V prvnim pfipadé hovoiime
o trividlni podgrupé (ostatni grupy jsou netrividlni), v druhém piipadé hovoiime o nevlastni
podgrupé (ostatni jsou vlastni).

Alternativni zptisob, jak rozpoznat, zda je dand podmnozina grupy jeji podgrupou, piinasi
nasledujici véta, nadale ji budeme oznacovat jako alternativni kritérium pro podgrupy:
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Neprazdna podmnozina H grupy G je podgrupou prave tehdy, kdyz s kazdymi dvema prvky
a, b obsahuje i prvek ab™.

Implikace zleva doprava je zfejma, nebot’ grupa musi obsahovat inverzni prvky i souciny
prvkl. Zbyva ukézat, ze plati-li pravad strana tvrzeni, pak mnoZina k danym prvkim a, b

obsahuje i prvky ab a a™' a navic obsahuje jednotku e. Jednotkovy prvek mnoZina obsahuje,
nebot’

o
e=aa

(v8imnéte si, ze zde vyuzivime neprazdnost podgrupy H), inverzni prvek a' lze vyjadfit
jako @' = ea”' . Obsahuje-li mnozina prvek b, musi tedy obsahovat i prvek 5 a kone&né
tedy 1 prvek

ab=a(b')",
coz mé¢lo byt dokazano.
Ukazme déle zpusob, jak z danych podgrup grupy vytvaiet podgrupy nové.

Ptedné plati, Ze prinik podgrup grupy je opét podgrupa — prinik je jisté neprazdny, nebot’
vSechny podgrupy dané grupy musi obsahovat jeji neutralni prvek. Pokud prinik obsahuje
prvky a, b, obsahuji tyto prvky i v8echny podgrupy, samoziejmé i spolu s prvkem ab'. Tento
prvek musi byt tudiz obsazen i v priiniku, z ¢ehoz lze vyvodit, ze prinik sdm je podgrupou
puvodni grupy. Prinik grup 4, B budeme znacit 4 N B .

Vratme se jesté ke grupé Z, — vybrali jsme z ni podgrupu s prvky 0, 2, a 4, oznac¢me ji H.
PovSimnéme si, Ze zbylé prvky muzeme ziskat tak, ze kazdy prvek podgrupy zvétSime
o jednicku, tedy napft. jako mnozinu

H+1=(h+1;heH}.
Vytvoirme nyni vS§echny mozné takovéto mnoziny:
H+0=H+2=H+4={0,2,4}); H+1=H+3=H+5=[1,3,5}.

Dutlezité pro nas bude zejména nasledujici pozorovani — obé mnoziny maji stejny pocet prvki,
jsou disjunktni, jejich sjednocenim je pivodni mnoZina a navic odecteme-li od sebe dva
libovolné prvky z mnoziny {1, 3, 5} , bude rozdil téchto prvki lezet v podgrupé H.

Podivejme se pro ilustraci jedté na grupu {1, —1, i, —i} , z niZ jsme vybrali podgrupu
H={1, —1}.
Zde bylo grupovou operaci nasobeni, budeme tedy tvofit mnoziny Ha={ha; heH | .
Vysledek je nasledujici:
H-1=H-(-1)={1,-1};H-i=H-(—i)=1{i, —i},
coz je, jak vidime, analogické piedchozimu ptikladu.

Zkusme se zamgéiit jeSt¢ na dvouprvkovou podgrupu grupy zakrytovych pohybt
rovnoramenného trojithelniku, tedy na podgrupu H = {I, A} . Pro zménu budeme tentokrat
nasobit zleva:

|-H=A-H=|I,A);L-H=B-H=I[L,B;R-H=C-H=|(R, C).

Nyni jsme ziskali dokonce tfi mnoziny, plati pro né ovSem to samé, co v predchozich
ptikladech.
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V tomto ptipad¢ plati
R-C'=R-C=B,

coz ovSem neni prvek podgrupy H. To je v potadku, protoze jsme zaménili nasobeni zprava
za nasobeni zleva, je nutné nasobit v obraceném poradi, tedy

R' -C=L-C=4d,ptipadné ¢' .R=C-R=4.

Ptedchozi uvahy nas ptivadéji k dalsSimu dulezitému pojmu — k levé, resp. pravé tiidé grupy
podle podgrupy.

1

6 Tridy grupy podle podgrupy

Necht je dana konecna grupa G spolu s podgrupou H. Necht dale je a libovolny prvek grupy
G. Mnozinu aH = {ah; h€ H} , resp. Ha ={ha,; h € H| nazveme leva, resp. prava tiida
grupy G podle podgrupy H.

Nyni dokdzeme, co jsme vypozorovali v piedeslych ptikladech:
1. VSechny ruzné levé tiidy jsou navzajem disjunktni a jejich sjednoceni tvoii ptivodni
grupu — fekneme, ze tfidy tvoii rozklad grupy G. Totéz plati 1 pro pravé tridy.
2. VSechny tfidy maji stejny pocet prvka.
3. Prvky a, b patii do stejné levé (resp. pravé) tiidy pravé tehdy, pokud a«~'b € H, resp.
ab'€H.
Dukaz provedeme pouze pro pravé tfidy, ditkaz pro levé tiidy je analogicky.

Ukazme nejprve, ze sjednocenti tiid tvofi celou ptivodni grupu — vskutku, jelikoz jednotkovy
prvek e se nutné nachazi v podgrupé H, libovolny prvek a € G se jisté nachazi ve tiidé Ha,
nebot’ jej lze vyjadrit jako ea. JelikoZ se tedy tento prvek nachazi v jedné z tfid, bude se
nachézet 1 v jejich sjednoceni.

Déle dokazme, ze dvé riizné pravé tiidy jsou navzajem disjunktni, jinak feCeno — maji-li dvé
tiidy neprazdny prinik, jsou totozné. Necht jsou dany dvé tiidy, Ha a Hb, dale pak prvek

c €(HanN Hb) .
Necht je x libovolny prvek z Ha, tedy
x=ha;h €H,
z ¢ €(Ha N Hb) ovsem plyne
c=hya=hb;h, hy€H,
po vynasobeni druhé rovnosti zleva prvkem %, ziskavame a = h,' h;b , tedy
x =ha=hhy hyb=(hhy hy)b=hb; h,€H.

Z toho je jiz ziejmé, ze prvek x musi lezet i v mnoziné Hb, tedy Ha S Hb . Analogicky lze
ukazat druhou inkluzi, tedy Ha = Hb , coZ jsme chtéli ukazat.

Ttidy maji stejny pocet prvkil — predné je jisté jedna ze tfid rovna samotné grupé H, nebot’
H = He.
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Ukazme, Ze pokud

h,#h, (h, h,e H),
pak také h,a # h,a , neboli

h,a=hya— h =h,

pro libovolny prvek a z grupy G. Sta¢i ovSem prvni nerovnost zprava vynasobit ™' a okamzité
vidime, Ze tvrzeni plati. Tedy rtizné prvky grupy H jsou zobrazovany na rizné prvky ttidy Ha,
coz (v ptipadé koneénosti grupy G) zaruéuje, ze |H|=|Ha .

Tteti tvrzeni je ekvivalence, nejprve ukazme implikaci zleva doprava:
Necht prvky a, b patii oba do stejné tfidy ekvivalence xH, jdou tedy vyjadfit ve tvaru
a=xh,, b= xh,, potom viak
a'b=(xh)"'"xhy,=h'x"'xh,=h,'h,€ H.
Obracend, necht a 'b € H, tedy a 'b = h,. Pokud napt. prvek alezi ve tfidé xH, pak
ziejme
a=xh,.
Nasledkem toho ovSem i
b=ah, = (xhy)h, = x(h,h) =xh, € xH .
Dokazali jsme, ze prvky a, b patii do stejné tfidy ekvivalence xH pravé tehdy, kdyz plati
a'beH.

Poétu levych (a jak je ziejmé z toho, ze |aH| =|H| = |Hal , i pravych) t¥id kone¢né grupy G
podle podgrupy H budeme fikat index podgrupy H v grupé G, zna¢ime [G: H| .

Predchézeji ivahy nas ptivadéji k velice uzitecné vété (Lagrange):

Necht je dana konecna grupa G a jeji podgrupa H. Potom rad (pocet prvkii) podgrupy H deéli
rad grupy G, presnéji |G|=|G:H|-|H]| .

Dikaz vyplyva z toho, ze grupa je disjunktnim sjednocenim mnoZin, které maji stejny pocet
prvka jako podgrupa H.

Poznamenejme, Ze pozadavek na tad, plynouci z Lagrangeovy véty, je obecné pouze nutnou
podminkou pro existenci podgrupy, tj. ne pro kazdé ¢islo d€lici fad grupy existuje podgrupa
daného fadu. Postacujici podminku nam poskytnou Sylowovy véty, ke kterym se dale
dostaneme.

7 Normalni podgrupa
Pii vySetfovani levych tfid grupy zékrytovych pohybl rovnostranného trojihelniku dle
podgrupy
H={I, 4}

jsme ziskali rozklad

I-H=A-H={I1,A};L-H=B-H={L,B};R-H=C-H={R, C}.
Pokud bychom zkusili udélat rozklad na pravé tiidy, ziskdme nasledujici:

H-I=H -A=[I,A};H-L=H-C={L,C|;H-R=H-B=|(R, B}.
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Jak vidime, rozklady na levé a pravé tiidy dle stejné podgrupy se obecné nemusi shodovat.
Pro nas by samoziejmé bylo vyhodnéjsi, kdyby ndm podgrupa jednoznacné urcila rozklad bez
ohledu na to, zda ndsobime zleva ¢i zprava. Jaké pozadavky musi tedy podgrupa spliovat,
aby aH = Ha pro kazdy prvek a € G ? Pokud ma prvek x lezet zaroven v obou tiidach,
musi platit, Ze

x =ah, = h,a, tedy

h=a 'la;a€G;h, heH.
Obraceng, pokud plati a 'hya € H, tak ah, = h,a atedy aH = Ha. Nyni jiz mizeme
definovat normalni (dle [2], str. 80 téZ invariantni) podgrupu:
Podgrupu H grupy G nazveme normalni podgrupou grupy G, pokud plati:

YaeG VYheH  a'hae H.
Je-li H normalni podgrupou grupy G, piseme H<G.
Snadno se ukdze, Ze lze pouzit i definici

YaeG,YheH;aha 'e H
(sta8i a”'ha prepsat ve tvaru (a ')h(a™')™").

Ziejmé trivialni i nevlastni podgrupa jsou normalni, navic kazda podgrupa komutativni grupy
je normalni, nebot’

aha '=aa'h=heH.

Dospéli jsme tedy k zavéru, Ze rozklad podle specidlni, tzv. normdlni podgrupy je stejny, at
zvolime levé ¢i pravé tiidy. Pro ilustraci si vezméme mnozinu celych ¢isel spolu se s¢itdnim
a jeji podgrupu

3Z=1{3z;,z€Z}.

(Grupa 1 podgrupa jsou samoziejmé nekone¢né, ale dle autora tento ptiklad dobie vystihuje
dtvod rozkladu mnoziny na tfidy, proto byl zafazen.) Protoze grupa Z je komutativni, jeji
podgrupa 3Z je normalni. Tato podgrupa nam mnozinu celych ¢isel rozlozi na tii disjunktni
podmnoziny

3Z={..,-9,-6,-3,0,3,6,9,...;3Z +1=1..., —8,—-5,—-2,1,4,7, 10, ...)
3Z+2=[...,-7,—4,-1,2,5 8 11,...} .

Pov§Simnéme si nasledujiciho — pokud budeme scitat dva prvky zriznych podmnozin,
nezalezi, jak konkrétn¢ tyto prvky zvolime, vysledek se vzdy bude nachazet ve stejné
mnozing, napf.
-5+8=3€3Z,10-1=9€37Z, ...
Nabizi se tedy myslenka zavést ptimo ,,s¢itdni podmnozin®, tedy de facto od mnoziny celych
cisel prejit k tiiprvkové mnoziné
3Z2,3Z+1,3Z+2}.

Ukaze se, ze takovéto ,,s¢itdni podmnoZin“ ma vlastnosti grupové operace.
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8 Faktorizace podle normalni podgrupy

Necht je tedy dana grupa G a jeji normalni podgrupa H. Pfi rozkladu ziskdme tfidy tvaru aH,
které bychom radi povazovali za prvky nové grupy. K tomu ovSem musime nejprve definovat
operaci nasobeni tfid. Podivame-li se na ptfedchozi ptiklad, zjistime, Ze ucelné bude vzit za
soucin ttid aH a bH tiidu, ve které lezi soucin prvki ab, tedy tiidu abH.

Aby toto nové nasobeni bylo korektné definovano, musi byt zaruceno, Ze zvolime-li jiné
reprezentanty tiid, dostaneme stejny vysledek, jinak fe¢eno, pokud

aH=a,H, bH =b,H,
pak musi platit (a,b,) H = (a,b,)H . To viak vskutku plati: jestlize
a,H=a,H, b)H=>bH,
pak a;'a,, b;'b, € H ; chceme ukazat, ze (a,b,) ' a,b, € H, po upravé dostaneme
(ab)) " ayby=by'(a; ay)by = by hyby = by hy(b,by' )by = (] kb)) (b by) = hyhs € H
- vSimnéme si, Ze v poslednim kroku potfebujeme, aby dana podgrupa byla normalni, pak
totiz prvek b, h, b, lezi v grupd H.

Nyni jiz vime, Ze operace ndsobeni tfid je korektné definovéana, dale je tieba ovéfit axiomy
grupy. Uzavienost je zifejmd, jelikoz nasobeni tfid neni ni¢im jinym nez nasobenim
reprezentantd, plati asociativita, neutralnim prvkem je tfida eH = H, tedy puvodni podgrupa,
inverznim prvkem ke t¥idé€ aH je tiida a 'H.

Takto definovanou grupu budeme nazyvat faktorova grupa grupy G podle normélni podgrupy
H, znaéime G/H.

Naznacené dé€leni v oznaceni evokuje jednak fakt, ze grupa G je podgrupou opravdu
,rozdélena®“ na jednotlivé tfidy, jednak u konecnych grup vypovida io poctu prvkit nové
grupy, ktery je roven cCislu

GiAH] .

9 Transformace, konjugované podgrupy
V definici normalni podgrupy jsme hovofili o podmince
YacGVheH:a'haceH.

Jinak feceno, pozadovali jsme, aby poté, co na prvek podgrupy zprava, resp. zleva
»aplikujeme® libovolny prvek grupy, resp. jeho inverzi, vysledek stale nalezel do ptvodni
grupy. Tento koncept nyni zobecnéme:

Transformaci prvku b prvkem a rozumime prvek b= a 'ba. Dva prvky grupy nazveme
konjugovanymi, je-li jeden z nich transformaci druhého (libovolnym prvkem grupy).
Transformaci podgrupy H grupy G prvkem rozumime mnoZinu H®= (g 'hg; h € H} .

Je patrné, Ze kazdy prvek je konjugovan sam se sebou (a°=a). Dale je relace
konjugovanosti symetricka, nebot’ z a = b”, tj. plyne

-1

b=xax ' ,t. b=a" .

21



Koneéné ukaZzme tranzitivitu — z rovnosti
—1 —1
a=x,bx,b=x, cx,
odvodime

1

S | . -1 X
a=x; Xy cx,x; =(x,%,) cx,x;,=c¢""".

Relace konjugovanosti je tedy ekvivalence, kterd ndm danou grupu rozd€li na mnoziny

vzéjemné konjugovanych prvkd.

Vratme se k ptikladu se zdkrytovymi pohyby rovnostranného trojuhelniku. Zjistili jsme, Ze

podmnozina H = {I, A} je podgrupou nasi grupy. Zkusme vytvoiit konjugované mnoziny:

H'=H'=H, H =H"=[I,C}, H=H"=(I, B} .
PovSimnéme si nasledujiciho — nejen Zze ndm po transformaci vySla mnozina se shodnym
poctem prvki, tato mnozina je (spolu s piivodni operaci) podgrupou ptivodni grupy! Ukazme,

ze jev pozorovany na tomto piikladu plati obecné a nadto jsou vSechny ziskané podgrupy
izomorfni:

Necht’ je dana grupa G a jeji podgrupa H. Pfedné je mnozina H“; a € G jisté podgrupou,
nebot’ s kazdymi dvéma prvky b, = a 'ha,b,=a ha obsahuje H* také prvek b,b;',
nebot’

bb,' =a 'haa Yha=a'(hh)a=a " "hya; h,€ H.

Jsou-li prvky a_lhla a a 'hya totozné, pak jsou nutnd totozné iprvky h, ah, (plyne
z moznosti kraceni). Rlznym prvkiam jsou tedy pfi transformaci grupy pfifazeny riizné prvky,
tudiz jejich pocet musi byt stejny. Zbyva ukazat, Ze definované zobrazeni je izomorfizmus.
To, ze dané zobrazeni je prosté, jsme prave ukazali, Ze je to zobrazeni na je zifejmé.

ProtoZe navic plati

a 'hhya=a 'haa "ha,
jedna se skute¢né€ o izomorfizmus.
Transformaci podgrupy vznikne opét podgrupa, ato podgrupa izomorfni s piivodni
podgrupou.
Nyni, kdyZz vime, Ze zpodgrupy ziskdme transformaci opct podgrupu, miZeme zavést
nasledujici definici:
Rekneme, e podgrupy H, H, jsou (vzdjemné) konjugované, vznikne-li jedna z nich
transformact druhé.

MiiZzeme si dovolit napsat ,,vzdjemné*, nebot’ se snadno ovéfi, ze pokud je H, transformaci H,
prvkem q, tak je H; transformaci H, prvkem a ', protoze

(@)Y (@ ha)(a")=h.

Vratime-li se k definici normalni podgrupy, zjistime, ze pii jeji transformaci libovolnym
prvkem ziskdme opét tu samou podgrupu. U obecné podgrupy to samoziejmé pro libovolny
prvek nenastane, ukdZzeme ovSem, ze prvky, které podgrupu transformuji na sebe samu, tvoti
podgrupu:
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Necht’ je dana podgrupa H grupy G. Pokud H® = H, pak ke kazdému prvku % € H nutné
existuje h, € H,7%e a 'hya=h,tedy
hy=aha'=(a") " ha",
z ¢ehoz vyplyva, ze
H )'cH.
Naopak, je-li 7 € H , 1ze jej vyjadfit jako
h=ala " 'ha)a' =(a") " "hya™",
z &ehoz vyplyva obracena inkluze. Spojenim obou inkluzi ziskavame tvrzeni, ze z H' = H
plyne H“'= H (viz [5], str. 97).
Tohoto pomocného tvrzeni nyni vyuzijeme k dokonceni diikazu — plati-1i
H=H, H" = H,paki
HY = {(ab™ ' h(ab™);he H) = (bla 'ha)b ™ he H) = (H)" '=H,
tedy dle alternativniho kritéria pro podgrupy tvoii mnozina N(H)={a € G; H" = H}
podgrupu grupy G. Tuto grupu nazveme normalizdatorem podgrupy H.
Normalizatorem normalni podgrupy je tedy ziejmé celd ptivodni grupa. Obecné plati inkluze
H<N(H),

vyplyva to z uzavienosti grupové operace. Nadto plati i H<IN(H). Lze fici, Ze normalizator
grupy H v grupé G je nejvétsi podgrupa K grupy G takova, ze HK.

Pokud si pozorn¢ prohlédneme naznaceny dikaz, zjistime, Ze jsme vlastné nikde nevyuzivali
ptedpokladu, Z7e mmnozina H je podgrupou grupy G. Lze tedy stejné tak hovofit
o normalizatoru podmnozZiny H, resp. o normalizatoru prvku x, piSeme
N(x)={a€G; x"=x}.
To, ze H® = H samoziejm¢ jeSté neznamend, ze by se kazdy prvek zobrazil sdm na sebe.
Pokud toto budeme pozadovat, obdrzime mnoZzinu
CH)={a€eG;YheH:h'=h},

kterou nazveme centralizatorem podgrupy H, specialné, pokud G = H , hovoifime o centru
grupy G. Ziejmé je centralizator podmnozinou odpovidajiciho normalizatoru, analogicky jako
v ptipad¢ normalizatoru se ukéze, ze je dokonce podgrupou.

Jiz jsme zminili, Ze relace konjugovanosti prvkl grupy je ekvivalenci, kterd grupu rozd¢€li na
tiidy vzajemné konjugovanych prvka. Ukazme nyni na dvou piikladech, jak budou tyto tfidy
vypadat:

Jako prvni piiklad pouzZijeme grupu scitani modulo 6, tedy grupu Z,. Snadno nahlédneme,
ze tato grupa se nam rozpadne na Sest jednoprvkovych tfid, nebot’

Ya, beG;—-b+a+b=a+(-b)+b=a+0=a.
Je téZ patrné, Ze tento trivialni pfipad nastal proto, Ze grupa Z, je Abelovska. Zkusme nyni

vySetfovat grupu zakrytovych pohybl rovnostranného trojuhelniku, o niz vime, Ze neni
komutativni. Ziskame nasledujici rozklad:

G,=1{1},{4, B, C|, L, R} .
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Vidime, Ze neutrdlni prvek je konjugovan pouze sdm se sebou — to ovSem neni piekvapivé,
nebot’ ziejmée plati

YaeG,e'=a'ea=a'a=e.
Obecnéji, pokud je n&jaky prvek grupy konjugovan pouze sdm se sebou, musi platit
VxeG:a" =a,tedy VxeG; x 'ax=a,resp. Vxe€G; ax = xa.

Snadno nahlédneme, Ze posledni rovnost neni nic jiného, nez podminka, aby prvek a pattil do
centra grupy G. Lze tedy fici, ze do centra grupy patii pravé prvky, které jsou konjugovany
pouze samy se sebou.

Ukazme nyni dal$i zajimavou vlastnost, které jsme si mohli pov§imnout u piikladu — pocty
prvki tiid konjugovanych prvkl déli fad grupy. Pii dikazu vyuZzijeme pojmu normalizétor
prvku:

Necht je dan libovolny prvek a grupy G, jeho normalizatorem je podgrupa N (a) piivodni
grupy. Podivejme se, kdy budou dva prvky vzniklé transformaci prvku a shodné (viz [6],
str. 14):

la(xy—l) o aq= axyfl o

a'=d ox'ax=ylayeoa=(xaxy 'ea=(x")
o xy'e€N(@)ex=Na)y.

Vidime tedy, Ze transformované prvky jsou shodné pravé tehdy, kdyZ transformujici prvky
lezi ve stejné pravé tiidé rozkladu dle ptisluSného normalizatoru. Jinymi slovy — pocet
navzajem riznych konjugovanych prvki s prvkem a je roven indexu normalizatoru N (a)
v grupé€ G, coz je Cislo, které (dle Lagrangeovy véty) déli fad grupy G.
Na zaklad¢€ zjisténych poznatki l1ze vyvodit néasledujici (tzv. t#idova rovnice):
Rad koneéné grupy G lze psat ve tvaru souétu

IGl=1+x,+x,+...+x,;r€N,
kde vSechny sc¢itance odpovidaji poctu prvki ve tfidach vzajemné konjugovanych prvki (¢islo
1 reprezentuje tifidu obsahujici pouze neutrdlni prvek). Tyto s€itance deli fad grupy, nebot’
odpovidaji téz indexiim jistych podgrup (normalizatora) (viz [7], str. 80).
Alternativné lze tad vyjadrit téz ve tvaru

Gl=c+x +x,+...+ x5 €N,
kde ¢islo ¢ odpovida tadu centra, tedy poctu jednoprvkovych tiid rozkladu na vzajemné
konjugované prvky.
U piedchoziho ptikladu se obé tyto rovnice konkretizujina 6 =1+ 2 + 3.

Ukézali jsme, Ze pocet prvki konjugovanych s danym prvkem je roven indexu normalizatoru
daného prvku, toto tvrzeni vSak plati i v obecnéjsi podobé — je-1i dana podgrupa H grupy G,
pak pocet podgrup konjugovanych s podgrupou H je roven indexu normalizitoru podgrupy H
v grupé G.

10 Cyklicka grupa

Vratme se jeSt€¢ k piikladu se zakrytovymi zobrazenimi rovnostranné¢ho trojuhelniku.
Podivejme se, co se stane, vybereme-li néjaky prvek spolu sjeho mocninami. Zvolme
napiiklad rotaci proti sméru hodinovych rucicek, v piikladu oznacenou R, atvoime jeji
mocniny:
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R'=R,RPR=R-R=L, R=1,(R"=R'"=R).
Ziskali jsme mnozinu (R, L, I}, coz, jak jsme ukazali dfive, je podgrupa ptivodni grupy!
Pokud bychom zvolili napt. prvek 4, dostali bychom mnozinu {4, 4°= I}, coz je také
podgrupa pavodni grupy.

Do tfetice, zvolme Cislo 5 grupy Z, s operaci sCitdni modulo 6, ziskavame:
5,54+5=45+5+5=3,5+5+5+5=2,5+5+5+5+5=1,

tedy opét podgrupu (byt nevlastni) plivodni grupy.

To nas vede k nasledujici domnénce, kterou zformulujeme jako vétu a posléze dokazeme:

Necht' G je konecénd grupa, a jeji libovolny prvek. Potom mnozina H = (d'; i € N} mocnin
prvku a tvori podgrupu grupy G.

K ditkazu pouzZijeme vétu o alternativnim kritériu pro podgrupy, tedy ukédZeme, Ze mnozina H
s prvky a, b obsahuje i prvek ab™'. Skladanim mocnin prvku a nam samoziejmé opét vyjdou
mocniny prvku a, jedinym problémem je ukdzat, zda se v mnoziné budou vyskytovat také
inverzni prvky. Ukazme existenci prvku a' — je-li a = e je tvrzeni ziejmé, v opainém
piipadé (vzhledem ke koneCnosti grupy G) existuji dvé rizna kladnd cisla r, s takova,
7¢ a’ =a’.Necht r > s . Pak

r— r—s—1 -1

a ‘=e, a =a ,

tedy jednotkovy prvek, resp. prvek a' se daji vyjadfit jako kladnd, resp. nezdporna mocnina
prvku a.

Takovouto podgrupu (obecné i grupu), utvofenou pouze z mocnin jednoho jejiho prvku,
nazveme cyklickou podgrupou grupy, onen prvek nazveme generdatorem cyklické podgrupy.

Z dosavadnich poznatkli mizeme vyvodit zavér, ktery bude prvnim vyznamnym krokem pfi
nasi klasifikaci grup malych rada:

Kazda grupa prvociselného radu je cyklicka.

K diikazu pouzijeme hlavné Lagrangeovu vétu. Necht je dana kone¢na grupa G, |G|> 1.
Vezméme libovolny prvek a # e, a zkoumejme fad podgrupy timto prvkem generované
(oznaéme ji H). Jelikoz dle Lagrangeovy véty musi |H| délit |G|, pak (s pfihlédnutim
ktomu Ze |G|je prvoéislo) nutng bud |H|=1, nebo |H|=]|G|. Prvni moZnost oviem
muzeme vyloucit, nebot’ podgrupa H jist¢ obsahuje alesponl dva prvky (a, e), tedy libovolny
prvek (rizny od jednotkového) generuje celou grupu G.

Jak tedy konkrétné¢ vypada konecna grupa prvociselného tadu p? Vezméme néjaky
nejednotkovy prvek a tvofme jeho mocniny. Prvky

2 -2 -1
a,a,...,a" ", a’

musi byt navzajem rizné a také rizné od e (jinak bychom se pfi generovani prvki ,,zacyklili
a prvek a by nemohl generovat celou grupu). Chybi ndm jest¢ jednotkovy prvek, musi tedy
platit e = a”. Poznamenejme je$té, Ze tyto grupy nemaji zadné podgrupy kromé podgrupy
trivialni a nevlastni.

Zobecnéme nyni naSe pozorovani na cyklické grupy libovolného kone¢ného tadu, tedy na
grupy s prvky

2 “2 i
a,a,...,a “,d" ;neIN.
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Takovéto grupy samoziejm¢ mohou mit netrivialni podgrupu, ta ovSem musi byt opét
cyklickd — podgrupa H cyklické grupy ziejm& musi obsahovat pouze mocniny prvku a.
Oznacme nejmensi z té&chto mocnin k. Kazdy prvek podgrupy H lze vyjadfit ve tvaru g™ .
Toto mocninu mizeme piepsat jako

a"=d%a’;0<qg<k,peN,geN,.
Jelikoz a”, &' jsou prvky podgrupy, musi platit i vztah ¢e€ H. Z nerovnosti 0 < g < k
vyplyva ¢ = 0, a tedy kazdy prvek podgrupy H lze vyjadfit ve tvaru a*.

I pro cyklické grupy samoziejmé plati Lagrangeova véta, tedy fady pripadnych (ted’ uz vime,
ze cyklickych) podgrup musi délit fad grupy ptivodni. Tedy Lagrangeova véta nam dava
jakousi nutnou podminku pro podgrupy. Ukazme, ze v ptipadé cyklickych grup je tato
podminka 1 postacujici, tj. ze pokud m d¢€li fad grupy n, pak grupa nutné obsahuje (cyklickou)
podgrupu fadu m. Nadto ukazme, Ze tato podgrupa je prave jedna.

Opravdu — pokud m|n, tak n=mk, aprvky e, a*, ..., a™ V" tvoii grupu o m prvcich

(plyne z toho, Ze

amk — an —e. akr . aks — ak(r+s)’ (akr)—l — ak(m—r) )

Necht' ¢', ¢t > k, tvofi také grupu om prvcich, pak zieimé o™ =1, tedy tm = xn.
Vezmeme-li v Givahu téZ rovnost km = n, pak po vydé€leni poslednich dvou rovnic vychazi,
7e t je nasobkem k. To ale znamena, Ze podgrupa generovana a' je podgrupou podgrupy
generované g . z rovnosti poétu prvki plyne, Ze grupy musi byt totozné.

Pti pocitani s prvky cyklické grupy ned€lame v podstaté nic jiného, nez scitani a odc¢itani
exponentll, pficemz n prohlaSujeme rovné 0. Proto miiZeme od grupy s prvky

i

a;i=1,...,n,
snadno piejit k jiz zmifiované grupé& Z, spolu s operaci s¢itani modulo n. Piesné& feceno,
zavadime izomorfizmus
fra —i.
Kone¢né dodejme, ze cyklické grupy jsou komutativni, nebot’

m n_ (m+n)_ (n+m) _ n m
a-a =a =a =a -a
Co se tyce naseho ukolu (klasifikace grup do fadu 15), podatilo se ndm odhalit strukturu grup
rada 2, 3, 5, 7, 11 a 13. Tu samoziejmé mizZeme vyjadiit pomoci Cayleyho tabulek, ptipadné
lze vyuzit tzv. grafy cyklii.

+/0[1|2/34
0012134
1112/3/4/0
2|21314/0/1
31314012
4/4/0/1|23

Tabulka 13: Cyklicka grupa Zs, Cayleyho tabulka
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Obrazek 1: Cyklicka grupa Zs , graf cyklu

Graf cykll grupy, jak uz ndzev napovida, zachycuje primarné¢ cyklické podgrupy v dané grupé
obsazené. Vrcholy grafu odpovidaji prvkim grupy, cykly sestavaji z po sob¢ nasledujicich
mocnin jednoho prvku, zde tedy z prvka

Nésobnd hrana udvouprvkového cyklu se neznaci, neutrdlni prvek je zvyraznén.
Poznamenejme, Ze v tomto ptipadé graf samoziejmé obsahuje pouze jeden cyklus.

11 Vlastnosti homomorfismu

Rekli jsme jiz, Ze homomorfismus je takové zobrazeni jedné grupy do druhé, které zachovava
definované operace. TéZ mizeme fict, ze zachovava grupovou strukturu (ostatné slovo
homomorfismus pochazi ze slov ,stejna struktura® [W2]). Ukazali jsme ptiklad
homomorfismu (dokonce izomorfismu) grupy Z, spolu se s¢itanim na grupu {1, —1, i, —i}
spolu s ndsobenim:

f:00,1,2,3) = (1, =14, =i}, f(0)= 1, f(1)=i, f(2)=—1, f(3)=—i.

Jak vidime, neutralni prvek prvni grupy se zobrazil na neutralni prvek grupy druhé. Plati to
obecné, nebot’ zfejmée

fle)= flee)= fle)fle),

a dale miizeme psat

e'=fle)(fle)) = fle)fle)(f(e)) = fle)e'= fle),

kde e’ je neutralni prvek druhé grupy (viz [3], str. 29). Kromé toho se prvky vzajemné
inverzni zobrazily na prvky vzdjemn¢ inverzni

(2+2=0A(=1)-(=1)=1;14+3=0Ai-(=i)=1).
I tento jev nastava obecné¢, nebot’

fla)fla)=flaa")=f(e)=e' atedy f(a')=(f(a))".

Ukazali jsme, ze neutralni prvek se zobrazi opét na neutrdlni prvek, to ovsem neznamena, ze
na neutradlni prvek se nemohou zobrazit ijiné prvky. Dokonce muzeme definovat
homomorfismus, ktery vSechny prvky jedné grupy zobrazi na neutrdlni prvek grupy druhé.
Mnoziné prvki, které se zobrazi na neutralni prvek, fikame jadro homomorfismu, mnoziné
obrazil v§ech prvki fikdme obraz homomorfismu.
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Necht jsou dany grupy G, H a homomorfismus f: G — H. MnoZinu
Ker f =la€G; fla)=e'}
nazveme jadrem homomorfismu, mnozinu
Imf=1f(a);a€q)
obrazem homomorfismu.

Jak nyni ukdzeme, jadro homomorfismu, resp. obraz homomorfismu, je normalni podgrupou,
resp. podgrupou, odpovidajici grupy.
Dle alternativniho kritéria pro podgrupy je jadro homomorfismu podgrupou — jisté
e € Ker f,
tedy jadro je neprazdné, navic je-li f(a)= f(b) =e', pak

flab)=f(a)(f(b)) '=e'(e') " =e"€Kerf.

k tomu pro libovolny prvek g plivodni grupy a prvek a jaddra homomorfismu plati

flglag)=f(g")fla)fg)=s(g e f(g)=(f(g)) flg)=e'€Kerf,
tudiz jadro homomorfismu je normalni podgrupou.
Co se tyce obrazu homomorfismu, je také neprazdny, nebot plivodni grupa je neprazdna.
Pokud plati a’, b' € Im f existuji v ptvodni grupé prvky a, b takové, ze
fla)=a', f(b)=b",

Pak musi byt v této grupé i prvek ab ™', jehoZ obrazem je

flab)=fla) f(67) = fla)(f (b)) =a' (b)) €lmf.

To dokazuje, ze obraz homomorfismu je podgrupou.

12 Direktni soucin

Zatim umime v dané grupé nalézt podgrupy a v ptipad¢, ze se jednd o podgrupy normalni,
dokazeme vytvotit faktorovou grupu grupy. Pfirozenym pozadavkem je opacny postup, tj.
tvorba ,,vétsi“ grupy z,,men$ich® grup. K tomu zavedeme operaci direktniho soucinu grup
(viz [6], str. 32-34). Jsou-li dany dvé grupy, 4 a B, a chceme-li pomoci nich vytvofit grupu
vysS§iho fadu, pfimo se nabizi vzit za novou mnozinu prvka kartézsky soucin mnoziny prvka
grupy A4 s mnozinou prvki grupy B. Oznadime-li fady uvazovanych grup postupné p, ¢,
ziskdme mnoZzinu

G=AXB={(a,b);ac€ A, be B,

majici pg prvk.

Zkusme dale definovat na mnoziné téchto uspofadanych dvojic nasledujici nasobeni
(poznamenejme, Ze a,a,, resp. bi1b, jsou souciny definované v grupé€ 4, resp. B):

Va,, a,€A4 b, b,eB: (ay, b))la,, b)) =(a,a,, byb,).

Pravé definovand mnozina spolu s danym ndsobenim tvoii grupu — mnozina je ziejme
neprazdnd, asociativita plyne z asociativity v dil¢ich grupach, neutralnim prvkem je prvek
(1, 1), prvkem inverznim k prvku (a, b) prvek (a',b™"). Pokud ztotoznime prvky grupy

A s prvky tvaru (a, 1), mizeme fici, Ze grupa G obsahuje piivodni podgrupu 4, analogickou
uvahu lze samoziejmé provést pro prvky grupy B a uspotfadané dvojice (1, b). Obé podgrupy
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jsou navic ve vytvorené grupé¢ G normalni — mame ukézat, Ze

YceAXB, Yaed;a € A,tedy
Y (a,,b)€EAXB,Yae A4;(a,, b) '(a, 1)(a,, b))EA.

Posledni vyraz je po Gpraveé roven
(afl, b;l)(a» 1)(a;, b)) = (a;laal, 1),

coz je zjevné prvek grupy A. Ukézali jsme, Ze grupa 4 je normalni podgrupou grupy G, tutéz
vlastnost Ize ukazat i pro grupu B. Dodejme jesté, ze prunikem grup 4, B je prave neutralni
prvek (1, 1).
Umime tedy vytvofit direktni soucin grup, lze vSak postupovat obracené, tj. danou grupu
rozlozit v direktni soucin dvou jejich podgrup? Obecné samoziejmé ne, ukazuje se vsak, ze
praveé popsané vlastnosti podgrup jsou nutné a postacujici pro vytvoreni direktniho rozkladu,
jak udava nasledujici véta:
Grupa G je izomorfni direktnimu soucinu dvou svych podgrup A, B prave tehdy, kdyz

1. A, Bjsou normalniv G

2. AnB=1

3. A-B={ab:a€ A, beEB|=G

Implikace zleva doprava je ziejma z definice direktniho soucinu, ukazme implikaci opacnou.
Jiz na pocatku feknéme, Ze bychom chtéli definovat izomorfismus f: G — 4 - B. K tomu
uvazme prvek a'b'ab. Ten lze vyjadfit ve tvaru (a'b'a)b, resp. a'(b'ab), z Eehoz lze
vzhledem k normalité podgrup 4, resp. B vyvodit, Ze lezi v priniku. ProtoZze vSak je prinik
trivialni, plati ¢~ ' 'ab = 1, neboli ab = ba . Zatim vime, Ze libovolny prvek grupy G lze
vyjadrit ve tvaru
g=xX...x; X, €EAUB.

Dle pravé dokazaného lze ovSem koeficienty pieskladat do tvaru, kde nejdiive bude soucin
prvki podgrupy 4 nasledovan soucinem prvka podgrupy B, formalné

g=a,...a,b ...ba,€A4,beB,
Jelikoz soucin prvkl grupy lezi v grupé, Ize posledni rovnost piepsat jako
g=ab;ac€ A, beB.
Kazdy prvek grupy lze tedy vyjadiit ve tvaru soucinu prvkd podgrup, abychom mohli
definovat zobrazeni, potiebujeme téZ jednoznalnost vyjadieni. Necht a, b, = a,b,,
ili a,' a, = b,b;' . Tato rovnost nefika nic jiného, nez Ze uréity prvek lze vyjadfit jak
pomoci prvka podgrupy A4, tak pomoci prvki druhé podgrupy, lezi tedy v priniku.
Z trividlnosti priniku vyplyva a, a, =b,b;' =1, z&hoz plyne a, =a,, b, = b, . Kazdy
prvek grupy G lze tedy jedinym zptisobem vyjadiit jako soudin ab, zobrazeni f: g — (a, b)
je tedy vzajemné jednoznacné. Je tieba ukdzat, Ze ,,zobrazeni zachovava operaci®, abychom
ukazali, Ze se jedné o izomorfismus. Pro libovolné prvky g, = a,b,, g,= a,b, plati:
f(g,g,) = fla,ba,b,)= f(a,a,bb,) = (a,a,, bb,),
f(g1)f(g2) = f(albl)f(azbZ) = (ap b1>(“2) bz) = (a1a2’ b1b2> .
Vidime, ze f(g,g,)= f(g,) f(g,) a grupa G je tedy vskutku izomorfni direktnimu soucinu
podgrup A4, B, coz mélo byt dokéazéano.
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Abelovy grupy

Abelovy grupy jsou specialnim ptipadem grup, je na né¢ kromé zdkladnich tfi axiomi kladen
také pozadavek na komutativitu grupové operace. Vlivem komutativity ztraci n¢které z diive
definovanych pojmt informacni hodnotu — naptiklad kazdd podgrupa komutativni grupy je
normalni, centrem grupy je celd grupa a rozkladem na vzéjemné konjugované prvky ziskame
tfidu jednoprvkovych mnozin.

Na druhou stranu lze definovat celou fadu pojmt novych, jako linearni zavislost/nezavislost ¢i
bazi grupy. Na jejich zéklad¢ je moZno exaktné popsat strukturu vSech konecnych (resp.
konecné generovanych) Abelovych grup. Ukazuje se, Ze pomoci jiz definovaného direktniho
soucinu lze grupu rozlozit na ,,atomické* casti, podobné jako pfirozenad Cisla rozkladame
v soucin jejich zakladnich stavebnich prvki — prvocisel.

Linearni kombinaci prvkl g, &,, ---, &, rozumime vyraz
e, € e,
818 -8 -
Rekneme, Ze mnoZina {gl, gy .- ,g,,} € G je linedrné nezavisla, pokud plati

gigy...gr=1=>Vi<i<n;gi=1.

Line4rné nezévislou mnoZinu prvkil grupy G, z niz Ize linedrni kombinaci ziskat libovolny
prvek grupy G, nazveme bdzi grupy G. Bazi grupy lze chéapat jednak jako nejmensi moznou
mnozinu generatord grupy, jednak jako nejvétsi moznou linedrné nezavislou podmnozinu.

Je otazkou, jakym zpisobem danou grupu rozkladat na casti. Jako analogie prvocisel se
nabizeji podgrupy, jejichz fad je prvocislem. Jiz bylo ukdzano, Ze se jedna o grupy cyklicke,
tato analogie by vSak byla pfili§ omezujici a nedokéazali bychom popsat vSechny komutativni
grupy.

Dalsi moznosti je utvofit podgrupy z prvki, jejichz tad (tj. fdd podgrupy jimi generované) je
roven danému prvocislu. I tento koncept je ovsem pftili§ omezujici.

S uspéchem lze pouzit teprve zobecnéni pfedchozi mnoziny — mnozinu vSech prvkd, jejichz
fad je libovolnou mocninou daného prvocisla p. (Pfesné feceno, pii pouziti tohoto zobecnéni
nedostaneme atomické ¢asti, pro prvni ndhled do struktury abelovskych grup se vSak velmi
dobfe hodi.) Predn¢ ukazme, Ze takto definovand mnozina tvoii podgrupu H plivodni grupy
G — neutralni prvek do této mnoziny patii, nebot’ trivialni podgrupa je fadu 1, tedy p°. Je-li
dale a € H, plati a” =1 . Protoze

(@) =(a")" =1,

obsahuje dand mnozina s kazdym prvkem i prvek inverzni. Konecné, predpokladejme, ze
a,b € H, tedy

a’ =1,b"=1.
Ozna¢ime-li s v&tsi z &isel &, m, plati jists (ab)’ = 1, z &ehoZ plyne zavér ab € H . Tato
podmnozina je tedy (spolu s indukovanou operaci) podgrupou grupy G. PovSimnéme si, Ze pii

dikazu pftislusnosti sou¢inu prvkil @, b do grupy jsme micky ptredpokladali platnost
komutativity, nebot’ pak

(ab) =a’ b” =1.
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Jak uvidime dale, v ptipadé grup neabelovskych je situace odlisna, vSechny prvky, jejichz fad
je mocninou dané¢ho prvocisla, obecné podgrupu netvoii.

Dodejme jesté, ze pokud prvocislo p nedéli fad grupy, ziskame (jak vyplyva z Lagrangeovy
véty) trividlni podgrupu.

Takto definovanou podgrupu grupy G nazveme p-primdrni komponentou, zna¢ime S(p).
Jak posléze ukazeme, kazdou komutativni grupu tadu n = p{'p3 ... p, lze rozlozit
v direktni soucin jejich primarnich komponent

S(p) X S(py) x...xS(p,).
Prozatim je patrnd pouze inkluze
S(p) X S(p,)x...xXS(p,)=G.

Fakt, ze soucin primarnich komponent je direktni, plyne z nesoudé€lnosti prvocisel. K ditkkazu
obracené inkluze budeme pottebovat pomocné tvrzeni (viz [6], str. 39):

Necht je dana grupa G a jeji prvek a radu mn, kde m, n jsou nesoudélna cisla. Pak Ize tento
prvek jednoznacné vyjadrit ve tvaru a = bc = cb, kde b je radu m a c je radu n. Prvky b, c
Jjsou pritom mocninami prvku a.

Cisla jsou m, n nesoudéIna, jejich nejvétsim spoleénym délitelem je tedy &islo 1. Z Euklidova
algoritmu pro hledani nejvétsiho spole¢ného délitele vyplyva, Ze existuji cela Cisla u,
v takova, Ze

um+vn=1.

Potom ovSem ziejmé plati

um+vn __ um _vn
=a a

1
a=a =a

Ozna¢me a™ = ¢, a” =b (na prvni pohled by bylo lepsi oznaceni obracené, jak se vSak

v

zahy ukaze, vyhodnéjsi je zvolit toto znaceni). Vidime nyni, ze a = bc = cb , nadto
bm vnm v(mn) mn u(mn)

n U
=da =a =e,c =a =da =e.

Z poslednich rovnosti vyplyva, Ze tad prvku b déli Cislo m, analogicky fad prvku c déli n,
ozna¢me tyto fady postupné m,, n; . Potom vSak

a™" = (bc)""=b""c"" =
To vS8ak znamend, Ze fad prvku a, ktery je dle piredpokladii roven mn, déli mn,, tedy
m =m, n =n.
Ukézali jsme tedy, Ze b je fadu m a c je fadu n. Zbyva ukéazat jednoznacnost reprezentace.

Necht' tedy @ = bc = b c,, kde prvky b, b, jsou fadu m, prvky c, ¢, jsou fadu n. Upravme
rovnost na tvar

bi'lb=c,c ' =w.
Z b'b=w vyplyva w" =e,z ¢,c' =w vyplyva w" = e . ProtoZe jsou m, n nesoudélna,
jenutng w=e, tedy b =b,, ¢ = ¢, , coz mélo byt dok4zano.

Dodejme jeste, ze predchozi vétu lze zobecnit na nekomutativni grupy a také na ptipad, kdy
rad prvku je soucinem vice vesmés nesoudélnych ¢isel:
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Necht je dana grupa G a jeji prvek a radu n\n,...n., kde n; jsou vesmeés nesoudélna cisla.
Pak Ize tento prvek jednoznacné vyjadrit ve tvaru a,a,...a,, kde a; je radu n;. Prvky a;
Jjsou pritom mocninami prvku a.

Nyni je Cas vratit se k rozkladu komutativnich grup na direktni soucin primarnich komponent.
Necht’ je dana koneéna komutativni grupa G a jeji libovolny prvek a fadu pi' p5... p., kde p;
jsou navzajem rizna prvocisla. Z ptedchozi véty plyne, ze
a=aa,...a,, piicemz a; jetadu p;.
Disledkem toho @; € S(p;) . S pouzitim predchozich vysledkt dostavame
S(p) X S(p,)x...xXS(p,)=G.

Zjistili jsme tedy, ze kazdd kone¢nda komutativni grupa je direktnim soucinem svych
primarnich komponent. Prozkoumejme nyni, jakou maji tyto komponenty strukturu, pokusme
se je tedy dale rozlozit.

Necht' je ddna p-primarni komponenta S(p) grupy G. Pfipomefime, 7e vSechny prvky
podgrupy S(p) maji ¥4d rovny mocniné prvocisla p. Podivejme se nejprve na specidlni
piipad, na cyklickou p-primarni komponentu.

Chceme-li rozlozit obecnou cyklickou grupu na direktni soucin dvou jejich podgrup, je tfeba
nalézt normalni podgrupy s trividlnim pranikem, jejichz sjednocenim je cela ptivodni grupa.
Jak vime, podgrupy cyklické grupy jsou rovnéz cyklické, nadto pro kazdé ¢islo m délici rad
cyklické grupy n existuje pravé jedna cyklickd podgrupa fadu m. Konkrétné, je-li cyklicka
grupa slozena z prvkl

n—2 n—

2 1
a,a,...,a ,a ;n€N,

pak pro kazdé m, kde mk = n, obsahuje podgrupa fadu m pravé mocniny prvku a*. Pro rozklad
na direktni soucin podgrup fadu », s musi mit pivodni grupa fad rs. Pokud ma byt prinik
téchto dvou podgrup trividlni, je zfejmé nutné, aby nejmensi spole¢ny nasobek ¢isel r, s byl
roven rs, to ovSem nastane pravé tehdy, jsou-li 7, s nesoudélna. Ukazali jsme tedy, ze pokud
1ze obecnou cyklickou grupu rozlozit na direktni soucin dvou jejich podgrup, jsou fady téchto
podgrup navzajem nesoudéIné.

Vratime-li se nyni k cyklickym primarnim komponentdm, zjis§tujeme nésledujici — fady vSech
netrivialnich podgrup jsou mocninou dané¢ho prvocisla, tedy jsou timto prvocislem délitelné,
tedy jsou soudélné. Cyklicka primarni komponenta je tudiz nerozlozitelna, tzv. direktné
ireducibilni.

Zbyva prozkoumat piipad necyklickych primarnich komponent. Rady v§ech prvki p-priméarni
komponenty S(p) jsou rovny mocniné daného prvoéisla p. Zvolme jeden z prvka

maximalniho tadu, grupu jim generovanou ozna¢me H. Ddle naleznéme maximalni podgrupu
K grupy S(p) takovou, Ze

HNK=lel.
Grupa S(p) je direktnim soudinem téchto podgrup, tedy

S(p)=H XK.
Ditikaz tohoto tvrzeni 1ze nalézt napt. v [5], str. 133—134.

Necyklickou primarni komponentu Ize tedy rozlozit v direktni soucin dvou podgrup ostie
mensich fada, pfi¢emz minimalné jedna z téchto podgrup bude cyklicka. Opakovanim tohoto
postupu Ize kazdou primarni komponentu vyjadrit jako direktni soucin cyklickych podgrup.
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Jelikoz ta4d kazdé ztéchto cyklickych grup je mocninou prvocisla p, je diky definici
direktniho soucinu i fad primarni komponenty roven mocniné prvocisla p.

Necht’ je dana grupa G tfadu

n=p'py..pii€N.
Ukézali jsme jiz, Ze tuto grupu lze rozlozit na direktni soucin jejich priméarnich komponent.
Vzhledem k vysledkim z pfedchoziho odstavce se jednd pravé oty podgrupy, které
odpovidaji prvoisliim nachézejicim se v rozkladu &isla n. Cinitele p; ve faktorizaci &isla n
Ize ziskat pouze jako délitele ¥adu odpovidajici primarni komponenty S(p j) , tedy primarni
komponenta S( p‘,) jefadu p? . Sama je direktnim souc¢inem cyklickych podgrup fada

e e, e
P, Pj o D
pficemz plati
ejl+ejz+...+ejk=ej.

Z definice direktniho soucinu vyplyva, ze jsou-li zadany tady cyklickych podgrup

e/\ e,‘ eh
pj’pj""’pj »

je tim (aZ na izomorfismus) uréena odpovidajici primarni komponenta S(p;). Danym fadiim
fikame invarianty podgrupy S(p j) . Nékdy hovotime téZ o invariantech grupy, ¢imz mame
na mysli fady cyklickych podgrup z rozkladu celé grupy.

Plati vSak 1 obracené tvrzeni — pokud danou primarni komponentu rozloZime v direktni soucin
cyklickych podgrup, ziskame vzdy stejny pocet Ciniteldi, navic fady podgrup budou stejné,
samoziejme az na potadi (viz napt. [6], str. 41).

Vidime, ze komutativni grupa je (aZ na izomorfismus) urcena svymi invarianty. MiZeme tedy
Jjiz ptistoupit ke klasifikaci Abelovych grup do fadu patnéct, pro piehlednost vynechejme jiz
klasifikované grupy prvociselného tadu:

Rad Grupy
4 Z, Z,XZ,
6 Z,xXZ,
8 Z,Z,XZ, Z,XZ,XZ,
9 Z, Z,xZ,
10 Z,X Zj
12 Z,XZ, Z,XZ, X Z,
14 Z,xZ,
15 Z, X Z,

Jelikoz cyklické grupy jsou, jak jsme jiz diive ukézali, komutativni, musi platit rovnosti
Z,XZy,=Z¢, Z,XZ;=Z,y, Z,XZ,=Z,,.
Nabizi se hypotéza, ze pro navzajem ruzna prvocisla p, g plati
zZ,x7Z,=2Z,,.
Vskutku, necht’ jsou dany prvky a € Z ,, b € Z . Plati tedy
a’=e, bl =¢.

Oznaéme c¢ = ab, pak ziejmé ¢ = e, ukazme dale, ze ¢islo pg je navic vhledem k této
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vlastnosti minimdalni. ProtoZe mocniny prvku c tvoii cyklickou podgrupu, ptichazi v ivahu
pouze ¢isla p nebo ¢g. Kdyby ovsem platilo ¢” = ¢, pak bychom déle ziskali

e=c’"=(ab)’=a’b"=eb” =b".
To je ovSem spor s piedpokladem b? = e. Analogicky se vyvrati i druha moznost.

Ukazali jsme tedy, Ze grupa, jejimiz invarianty jsou dvé vzajemné rGzna prvocisla, je
cyklickd. Tvrzeni se snadno roz$ifi ina libovolny kone¢ny pocet vesmés raznych
prvociselnych invariantt.

Zbyva otazka, kterd z grup tadu 12 je cyklickd, diky tomu, Ze nejmensim spoleCnym
nasobkem Cisel 3 a4 je 12 je to grupa Z; X Z, .
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Sylowovy podgrupy

Pfipomefime na tomto misté¢ mySlenku primarnich komponent, jak jsme ji zavedli v oddile
o komutativnich grupach — zde vsechny prvky, jejichz fad byl mocninou daného prvocisla p,
tvorily grupu, tuto grupu jsme nazvali p-primarni komponentou a oznaéili jsme ji S(p) . Pfi
dikazu jsme ovSem vyuzili komutativity, tudiz nelze ptedpokladat, ze i v piipadé obecné
grupy budou vSechny prvky splitujici danou podminku tvofit grupu. Koncept primarnich
komponent tedy budeme muset zobecnit.

P-podgrupou (obecné i p-grupou) rozumime podgrupu (resp. grupu), jejiz kazdy prvek ma
rad rovny néjaké mocniné prvocisla p. Sylowovou p-podgrupou dané grupy G rozumime
maximalni p-podgrupu dané grupy G.

Vsimnéme si, ze Sylowova p-podgrupa existuje pro kazdou kone¢nou grupu G a pro
libovolné prvocislo p, nebot’ pfinegjmensim trividlni podgrupa je p-podgrupou. Pokud se
podivame na definici p-primarni komponenty u komutativnich grup, zjistime, Ze i1 p-primarni
komponenta je vlastn€ Sylowovou p-podgrupou, nebot’ tvofi-li mnozina vsech prvka fadu p”
podgrupu, je tato podgrupa ziejmé Sylowovou (maximalni) p-podgrupou. Proto n€kteti autofi
pouzivaji pojem Sylowova podgrupa i v ptipadé¢ Abelovych grup.

Na rozdil od pfipadu komutativnich grup muize obecné existovat vice maximalnich p-podgrup
dané grupy G. Rady Sylowovych podgrup popisuje prvni Sylowova véta, o jejich struktufe,
resp. poctu vypovidaji druha, resp. tfeti Sylowova véta.
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Sylowovy véty

V této Casti uvedeme tii zdkladni véty, které jsou diilezité pro studium stavby grup. Jedna se
o tzv. Sylowovy vety.

Jak jsme jiz zdiiraznili v pasazi o Lagrangeove véte, fakt, ze Cislo m déli fad grupy G, jesté
nezarucuje existenci podgrupy fadu m. Ukazuje se ovSem, Ze omezime-li se na prvocisio p
(ptipadné na jeho mocninu p*) délici ¥ad grupy G, existence podgrupy fadu p (resp. p) je
zarucena. MliZeme tedy vyslovit nasledujici velmi dileZité tvrzeni, zvané 1. Sylowova véta:
Necht je dano prvocislo p a necht jeho mocnina p*; k € N déli 7ad grupy G. Potom grupa G
obsahuje podgrupu radu p*.

Diikaz proved'me indukci dle fadu grupy G, oznaéme jej n, vyuzijeme zejména Lagrangeovy
véty a ttidové rovnice. Rozdélime jej do dvou vétvi v zavislosti na tom, zda p dé€li fad centra
grupy.

Pfipomenime, Ze centrem grupy G rozumime mnozinu
C(G)=laeG;VgeG: g'=g]|.

Plati tedy Vx, y€ C(G): y 'xy=x, po Gpravé xy = yx. Vidime, 7e prvky centra
komutuji, neboli centrum je nejen grupou, ale dokonce Abelovskou grupou. Nadto ukazme, ze
centrum je i normalni podgrupou ptivodni grupy — pro centrum grupy plati

VxeGVaeC(G):x"=x,tedy VxeGVaeC(G):a 'xa=x.
Posledni rovnost Ize ptepsat do tvaru
YV xeGVY aeC(G): a=x'ax,coZneni nic jiného nez ¥V xeGV acC(G): a*=a.

Vidime, ze prvky centra se po transformaci libovolnym prvkem zobrazi na sebe, coz je
podminka ,,silnéjsi*, nez zobrazeni normalni podgrupy na sebe. Ukazali jsme, Ze centrum je
normalni abelovskou podgrupou ptivodni grupy.

Pro n =1 je platnost vyroku zfejma, predpokladejme tedy, ze n > 1.

Necht' nejprve prvoéislo p déli ¥ad centra C(G) grupy G. Protoze je dle pravé dokazaného
centrum abelovskou grupou, nutné¢ obsahuje (jak je ukdzano v pasdzi o komutativnich
grupach) cyklickou podgrupu fadu p, ozna¢me ji P . Snadno se ukaze, ze podgrupa centra je
rovnéz normalni podgrupou grupy piivodni, mizeme tedy vytvofit faktorovou grupu ptivodni
grupy dle této cyklické podgrupy. Tato grupa — ozna¢me ji G/P — je fadu n/p. Predpokladali
jsme, ze fad pavodni grupy je délitelny p* , fad faktorové grupy je proto délitelny
Cislem pk ~ . Protoze je faktorova grupa ostfe mensiho fadu neZ grupa pavodni (fad centra je
délitelny prvocislem, je tedy vétsi nez jedna), s vyuzitim indukéniho kroku lze tvrdit, Ze
faktorova grupa obsahuje podgrupu fadu p“~'. V pivodni grupé G oviem této podgrupé
odpovida podgrupa fadu p* ' p = p’, coz mélo byt dokazéano.

Pokud prvocislo p fad centra grupy ¢ nedéli, postupujme nasledovné — pomoci ttidové rovnice
Ize tad grupy G vyjadrit ve tvaru

Gl=c+x,+x,+...+x,;9g €N
1 2 qq s

kde c je rad centra.
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Z toho, ze p nedéli c plyne, Zze p nemize délit vSechny s¢itance X;; 1 <i < g, nebot by se
prava strana rovnice dala pfepsat do tvaru
c+pn;neN, pfc.

Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze p nedéli x, . Jak jsme ovSem dfive ukazali, ¢islo
x1 odpovida indexu jisté podgrupy H (konkrétné¢ normalizatoru nékterého z prvka dané tridy
ekvivalence), jejiz fad oznaéime h. Zbytek dilkazu je trividlni — protoze 7 = xh
apfx, p"| n, musi platit, ze pk | h . Dle ptedpokladti tedy grupa H (a s ni i ptivodni grupa
G) obsahuje podgrupu fadu p*, ¢imz je dikaz hotov (viz [9], str. 158-159).

O vzigjemném vztahu Sylowovych podgrup vypovida druhd Sylowova véta (viz [6],
str. 45-46):

Vsechny Sylowovy p-podgrupy dané konecné grupy jsou vzdajemné konjugované, tudiz
izomorfni.

Diive nez za¢neme s dikazem druhé Sylowovy véty, zavedeme nejprve pojem tiidy grupy
podle dvou jejich podgrup. Pfipomenime teorii tfid grupy podle jedné jeji podgrupy. Necht je
dana grupa G a jeji podgrupa H. Levou tfidou grupy G podle podle podgrupy H rozumime
libovolnou mnoZzinu tvaru

aH ={ah: h € H| kde a € G je pevné zvoleny prvek.

Ukézali jsme, ze kazdé dvé takto utvorené tiidy jsou bud’ totoZzné nebo disjunktni, nadto maji
vSechny tyto tfidy stejny pocet prvkil jako podgrupa H. Z toho jiz vyplyva, Ze pocet vzajemné
riznych tfid je roven &islu |G:|H| (atedy poéet prvki podgrupy H nutné déli pocet prvki
grupy G, jak tvrdi Lagrangeova véta).

M¢gjme nyni dany dvé podgrupy H, K grupy G a utvoime tfidy tvaru
HaK = {hak: he H, k € K} ,kde a € G je pevné zvoleny prvek.

Opét plati, Ze kazdé dvé takto utvotené tfidy jsou totoZné nebo disjunktni — pfedpokladejme,
ze ttidy HaK , HDK nejsou disjunktni, tedy

dgeG:g=hak, = hbk, .
Potom vSak libovolny prvek ze tfidy HaK lze piepsat jako
hak = h(h'h)a(k k;"Vk=hh' (hyak)k;"k = hh{'(hbk,)k;"k =(hh; " h)b(k,k{"k) .
Vzhledem k tomu, Ze plati
hh'€ H, kki'k €K
jsme praveé ukazali inkluzi HaK S HbK , opa¢na inkluze se ukaze analogicky.

Ttida HaK ztejmé obsahuje ty pravé tiidy grupy G podle podgrupy H, které lze vyjadiit ve
tvaru

Hak , k € K.
Stejné tak obsahuje ty levé ttidy (grupy G) podle podgrupy K, které lze vyjadiit jako
haK, he H.
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Pocty téchto pravych, resp. levych tiid ukazuje nasledujici véta.

Necht je dana grupa G a dvé jeji podgrupy H, K a necht’ x je libovolny pevné zvoleny prvek
grupy G. Pak pocet pravych trid grupy G podle podgrupy H, resp. pocet levych trid grupy G
podle podgrupy K, obsazenych ve tridé HxK je roven

[K:K N x"Hx|, resp. [x"Hx:K N x " Hx].
Dukaz této vety lze nalézt napt. v [6], str. 15.
Ptistupme nyni jiz k diikazu druhé Sylowovy véty.
Necht' P, P, jsou dv& Sylowovy p-podgrupy grupy G. Rozlozime grupu G na tiidy podle
téchto dvou podgrup, tedy
G=P,xP,+Px,P,+...+PxP,.
Oznaéme b; poéet levych tiid grupy G podle podgrupy P, které jsou obsazeny ve tfidé
P xP,.
Podle ptedchozi véty plati
by=[x;"P,x;:x;'P,x,N P,|.

Jelikoz konjugovana podgrupa P ma stejny pocet prvkil jako piivodni podgrupa P; a prinik
podgrup je opét podgrupou, musi byt (s pfihlédnutim k tomu, ze P, P, jsou Sylowovy
p-podgrupy) b, =1, resp. b,= p";n €N.

Vzhledem k faktu, Ze tfidy P, x, P, tvofi rozklad, je
by+by,+...+b,=[G:P,] .

Protoze je podgrupa P, Sylowova, tedy maximalni p-podgrupa, nutné plati p {[G:P,].
V diisledku toho tedy pro néktery ze séitanctl z posledni rovnosti plati b, = 1. To vsak
znamena, ze

Py = P,, coz mélo byt dokdzano.

Jak jiz bylo feceno, tfeti Sylowova véta vypovida o poctu Sylowovych p-podgrup dané grupy:
Pocet Sylowovych p-podgrup dané konecné grupy G deli jeji 7ad a nadto jej lze vyjadrit ve
tvaru kp + 1, k € IN, .

Tvrzeni je ziejmé pro piipad jedné podgrupy, piedpokladejme tedy, ze Sy, S, ..., S, jsou
véechny Sylowovy p-podgrupy dané grupy G (r =1). Jiz vime, Ze kazdé dvé z téchto
podgrup jsou konjugovang, tedy

VOo<i<rV0<,<rdgeG:S=5,.

Omezime-li se oviem pouze na ,.konjugujici® prvky z mnoziny S, zfejmé jiz nemusi platit,
7e kazdé dvé grupy jsou konjugované. Diky tomu, ze S, je podgrupa, bude i takto omezena
konjugovanost ekvivalenci, tedy tfida Sylowovych p-podgrup

Sy, S, ... S

se rozlozi na tfidy Sylowovych podgrup vzajemné konjugovanych prvky z Sy. Uvazujme nyni
normalizator K; grupy S;. Pfedné tento normalizator obsahuje grupu S, navic plati S;<K..
Ukazme, Ze S; je jedind Sylowova p-podgrupa obsazend v normalizatoru K; (viz [W8]).
Vskutku, necht navic S;SK,, i#j. Pak jsou obé& podgrupy S; S; Sylowovymi
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p-podgrupami v grupé¢ Ki(!). Podle druhé Sylowovy véty jsou tyto podgrupy konjugované
v K, tedy

Sk=5 o kek,.

Podgrupa S; je vSak normalni podgrupou svého normalizédtoru K, tedy

VkeK,;: S =S,.
Ziskavame tedy i = j, coz je spor. Normalizator K; obsahuje tedy jedinou Sylowovu
p-podgrupu, podgrupu S;. Tedy

KnS, 8, i#0
(vSimnéte si ostré inkluze). Index normalizatoru K; v grupé S, je tedy vétsi nez jedna, tedy je
roven mocnin¢ prvocisla p. Tomuto indexu vSak odpovida 1 pocet podgrup konjugovanych

s podgrupou S; pifi pouziti ,.konjugujicich® prvki z grupy So. Celkovy pocet podgrup lze
pomoci tohoto rozkladu na tiidy zapsat ve tvaru

1+ p*+p=+...+p%, e>0.

Tento vyraz lze prepsat do tvaru

e — 1

1+ pp" "+ p '+ +p" N=1+kp.
Zbyva ukézat, ze poCet Sylowovych p-podgrup déli tad grupy G. To vSak plyne ihned

z rovnosti tohoto poctu a indexu normalizatoru podgrupy So.
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Struktura grup fadua p?, pq, 2p, 8 a 12

1 Grupy fadu p?

Nez zaCneme se studiem grup, jejichz fad je druhou mocninou prvocisla, ukazme nejprve
platnost jedné diilezité pomocné véty:

Centrum libovolné konecné p-grupy je netrivialni.
Necht’ je dana konecnd p-grupa G. Pocet jejich prvki Ize dle tfidové rovnice vyjadrit ve tvaru
pi=14+x+x,+...+x,;reN,

kde scitance odpovidaji tfidam vzajemné konjugovanych prvka (Cislo jedna reprezentuje
neutralni prvek, ktery je konjugovan pouze sam se sebou). Jak vime, mohutnosti tfid jsou
rovny indextm jistych normalizatort, tedy déli fad grupy. VSechny scitance musi byt tudiz
rovny mocnin¢ p, piipadné jedné. Kdyby ovSem kazdé x; bylo mocninou p, prava strana
ttidové rovnice by nebyla dé€litelna p, coz je spor. Nutné tedy existuje prvek rizny od
neutralniho, konjugovany pouze sdm se sebou. Centrum grupy obsahuje i tento prvek, neni
proto trividlni.

Déle ukazeme, ze grupa fadu p*je nutné Abelovska.
Pfipomenime definici normalizatoru prvku x grupy G:
N(x)={a€eG; x"=x}.

Rovnost x“ = x lze piepsat do tvaru xa = ax, znéj je zfejmé, ze normalizatorem prvku
rozumime mnozinu prvki, které s timto prvkem komutuji. ProtoZe centrum je mnoZina prvki,
které komutuji se v§emi prvky grupy, ziejmé C(G) < N(x). Navic jisté i x € N(x) . Je-li x
prvkem centra grupy, znamena to, ze komutuje se viemi prvky grupy, atedy N(x)=G .
Neni-li x prvkem centra grupy, pak z pfedchoziho vyplyva |C(G) <|N(x)| . Centrum grupy
je oviem netrividlni, tedy jeho mohutnost je miniméaln& p. Pak oviem |N (x)|= p°, ¢ili
opét N(x)= G . Ukazali jsme, Ze kazdy prvek dané grupy komutuje se viemi prvky grupy,
coz mélo byt dokézéano.

Cilem prace je popis grup do fadu patnict, této kapitoly se tedy tykaji pouze fady ctyii
a devét.

U grupy tadu cCtyfi pfipadaji v uvahu invarianty 4, resp. 2, 2. Jim odpovidaji cyklicka
grupa Z,, resp. direktni soucet cyklickych grup Z, X Z, .

Analogicky ziskdme v ptipadé deviti prvkti moznosti Z, , resp. Z; X Z;.

2 Grupy rfadu pq
Do tohoto oddilu spadaji grupy tadu 6, 10, 14 a 15, postupujme vsak obecné.

Necht je tedy dana grupa G fadu pg; p > g (p, g jsou prvocisla). Dle tieti Sylowovy véty
déli pocet Sylowovych p-podgrup Cislo pg, navic jej lze vyjadiit ve tvaru n = kp + 1. Pocet
té&chto podgrup nemflize byt roven p ani pg, nebot p tkp + 1. Protoze p > q, ziejmé
nemize byt pocet podgrup roven ani prvocislu g. Grupa G tedy obsahuje pouze jednu
Sylowovu p-podgrupu, ktera je tudiz normalni (nebot” je konjugovana pouze sama se sebou).
Pocet Sylowovych g-podgrup opét déli pg, nadto je tvaru kq + 1. Analogicky jako
v predchozim pfipad¢ mizeme vyloucit pocty pg, q.
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Pokud je ipocet Sylowovych g-podgrup roven jedné, obsahuje grupa G dvé normadlni
podgrupy s trividlnim prinikem. Jelikoz sjednocenim téchto grup je celd grupa G,
plati G = S(p) X S(g) . Ozna¢me generatory direktnich s¢itanci po fadé a, b.

Ziejmé a” = b’ = e . Oznacime-li ¢ = ab , vidime, Ze
™ =(ab)" = a™b" = (a")! (b)) =e.
Kdyby platilo ¢’ =e, muselo by nutné platit e = (ab)’ = a’b? = a’, coz je spor, nebot’
a generuje grupu fadu p, p > g . Neplati ovS§em ani ¢” = e . V tom piipad€ by totiz platilo
e=(ab)’'=a"b"=b".

Zvolime-li nyni Cislo » tak, ze p=kq+r, k€Z,reZ, r > 0 (zbytek po celodiselném
déleni), ziskAvame rovnost b" = e, coz je opét spor (vzhledem k nerovnosti » < q ).

Prvek c je tedy tadu pg, z ¢ehoz vyplyva, ze generuje grupu G, ktera je proto cyklicka (tedy
komutativni).

Opomnéli jsme zatim moznost kg + 1 = p, ktera miZe nastat u grup fadu 6, 10 a 14. Tuto
moznost v§ak probereme v nasledujici ¢asti.

Hlavnim vysledkem tohoto oddilu je tvrzeni, Ze grupa fadu pg, kde p>qgaqgtp—1, je
cyklicka.

3 Grupy rfadu 2p
PopiSme dale strukturu grup fadu 2p, kde p je prvocislo vétsi nez 2.
Necht’ je dana grupa G tadu 2p. Pokud existuje prvek tadu 2p, jedna se o cyklickou grupu.

Ptredpokladejme, ze zadny z prvkl neni fadu 2p. Z prvni Sylowovy véty vyplyva, Ze existuje
podgrupa tadu p. Ta je ziejmé cyklickd, analogicky jako v pfedchozi Casti se ukaze, Ze je
normalni; ozna¢me generator této podgrupy a a podgrupu samotnou H.

Zvolme nyni prvek b & H. Zpasaze o tiidach grupy vyplyva, ze mnoziny H a bH jsou
disjunktni, navic

G=HUDbH.

Ukazme, 7¢ b° = e: kdyby platilo b° € bH , ziskali bychom jednoduchou upravou b € H
coz je spor s volbou b. Pokud by déle platila rovnost

b2=a[,1<i<p,

pak, s pfihlédnutim k tomu, Ze prvek &' je fadu p, by fad prvku b byl roven 2p, coZ je spor
s acykli¢nosti grupy.

Zatim jsme tedy ziskali mnozinu

le,a, da’,...,a" ', b, ba,..,6ba""".
Pokud pro mnozinu Hb provedeme analogickou tivahu jako pro bH, ziskdme rovnost
Hb = bH

coz znamena, 7ze ab = ba' . Tedy

.2

a=ae=ab’ = (ab)b=>bad'b=>ba""'(ab)=ba' 'ba'=..=d .
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Z pravé obdrzené rovnosti vyplyva a' '=e adile také p|i® = 1. Pro idostavame dvé
moznosti, i =kp+ 1 ai=kp—1.

V prvnim pfipadé musi platit ab = ba , (ab)’ = b” = b (nebot’ p je liché), tedy ab je Fadu 2p
a generuje celou grupu, kterd je tudiz cyklicka.

Z druhého ptipadu ziskdvame rovnost ab = ba ' .

grupova operace.

Tim je jiz jednozna¢né definovéana

Neni obtizné si predstavit cyklickou grupu fadu 2p — zvolime-li napt. p =3, lze jako ptiklad
pouzit grupu vSech zakrytovych rotaci pravidelného Sestitthelniku, pfipadné grupu Z,. Ale
co druhy ptipad?

Pokud se zamyslime nad naznaCenou strukturou hledané grupy, pak zjistime, Ze obsahuje
v podstaté p ,,otoéeni” (prvky e, a, ..., a”~ ') ap ,otoéeni transformovanych prvkem b*.
Navic tento prvek b dava pii umocnéni prvek neutralni. Ovsem piesn¢ takto 1ze nahlizet (stale
plati p =3) na grupu zakrytovych pohybti rovnostranného trojihelniku (zminovanou
v uvodu)! Prohlasme libovolnou z osovych symetrii trojuhelniku za prvek b, pak lze veskeré
zakrytové pohyby popsat takto — jedna se bud’ o otoCeni, ¢ili pohyb, pfi kterém se neméni
orientace vrcholli, nebo o0 osovou symetrii sloZzenou s otocenim, ¢ili nepfimy zékrytovy
pohyb. Platnost ab = ba™' plyne z vlastnosti osové symetrie, ktera ,,méni orientaci tthli“ (jak
je trefnd uvedeno v [W5], rovnost b 'ab =a ' vyjadiuje, Ze rotace v zrcadle vypada jako
rotace inverzni).

JelikoZ osovou symetrii sloZenou s otocenim 1ze nahradit vhodnou (jinou) symetrii, 1ze se na
tuto grupu divat jako na grupu tii otoceni a tfi osovych symetrii. Obecné pro libovolné¢ p = 3
muzeme takto vytvofit grupu symetrii pravidelného p-uhelniku, kterd bude obsahovat p
otoceni a p osovych symetrii, tedy celkem 2p prvk.

Snadno nahlédneme, Ze stejnou grupu zékrytovych pohybt ma 1 jisty dvojjehlan (tedy téleso,
které vznikne ,,slepenim* dvou shodnych pravidelnych p-bokych jehlanli podstavami k sob¢).
Pokud budeme rovnostranny trojuhelnik chapat jako degenerovany ptipad trojrozmérného
télesa s nulovou vyskou, lze jej povazovat za jakysi ,,dvojstén — diedr. Proto se tato grupa
Casto nazyva grupa diedrickd ¢i dihedralni, znac¢ime D,, resp. D,, dle toho, zda chceme spiSe
postihnout pocet prvkil grupy ¢i pocet stran ,,diedru. Navic zdkrytovy pohyb odpovidajici
osové symetrii nelze v rovin€ proveést, proto timto nazvem vlastné ospravedliiujeme pouZiti
osovych symetrii. V této praci se nadale budeme drzet druhého typu znaceni (nebot” klademe
vEtsi diraz na algebraicky charakter, nikoliv na charakter geometricky).

Nyni nam ke klasifikaci zbyvaji grupy fadi 8 a 12. Protoze obecné tivahy na téma grup fada
p’,resp. pqr by byly zbyteén& komplikované, zaméfime se rovnou na tyto Fady.

4 Grupy rfadu 8

Vsechny Abelovské grupy tadu 8 jsou, jak jsme jiz ukazali, izomorfni s jednou z grup
Zy, Z,XZ,, Z,XZ, X Z,

zaméfme se proto pouze na grupy neabelovskeé.

Pti klasifikaci vyuzijeme nasledujici pomocné véty:

Pokud je 7ad vsech prvkii grupy krome neutralniho roven dvéma, je grupa abelovska.

Je-li fad grupy roven dvéma, jedna se o cyklickou grupu Z,, kterd je zifejmé abelovska.
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V opacném piipadé zvolme prvky a, b € G ruzné od prvku neutralniho. Tedy
a*=b =e,ddle a=a ', b=b".
Z rovnosti
(ab)’ = (ab)(ab) = a(ba)b ,ba=a'b ' = ab
jiz vyplyva dokazovana komutativita.
Nyni se jiz vratme k nasemu problému — klasifikaci nekomutativnich grup fadu 8.

V dasledku Lagrangeovy véty maji ve zkoumanych grupach vsSechny prvky kromé
neutralniho tad 2, 4 ¢i 8. Praveé jsme ukézali, ze piipad, kdy maji vSechny prvky fad 2
mizeme vyloucit. JelikoZ prvek fadu 8 by znamenal, Ze grupa je cyklicka, tudiz komutativni,
grupa musi nutn¢ obsahovat prvek fadu 4, oznacme jej a. OznaCme dale b jeden z prvki
negenerovanych prvkem b. Prvky

{e, a,a>,a,b,ab,ab, a3b]
jsou pii splnéni pozadavkl na prvky a, b vzdjemné rizné. Mocnina prvku b musi byt rovna
nékterému z prvkidl e, a, a’, @, jinak bychom po vykraceni prvkem b ukézali, Ze je tento
prvek generovan prvkem a. Pokud by dale platilo
b’ = a , resp. b =a’,
tad prvku 4 by byl roven 8, coz je spor. Zbyvaji tudiz moznosti
b>’=e,resp. b’=a’.
V prvnim ptipad€ zjistime, Ze ba je rovno jednomu z prvki ab, a’b, a’b. Piitom prvni
moznost dava komutativni grupu. Z druhé moznosti postupné vyplyva
ba=a’b, b 'a’b=a, (b'a’bY =(b'a’b) (b 'a’b)=b"a'b=e,a"=e,
coz je spor, nebot’ prvek aje fadu 4. Jedinou moznosti je tedy ba = a’ b, z &ehoz déle
ziskavame
ba = a_lb, aba = b, ab = ba .
Naésobeni je tedy definovano rovnostmi a* = b>=e, ab =ba'. V piedchozi ¢asti jsme jiz

ukazali, ze se jednd o dihedralni grupu Ds, tedy grupu zékrytovych pohybt pravidelného
ctytbokého dvojjehlanu (resp. ¢tverce).

Analogicky jako v prvnim piipadé se i v ptipadé druhém ukéze ba = a’b . JelikoZ je toto
posledni zbyvajici grupa tadu 8, pak (s pfihlédnutim k tomu, Ze grupa kvaterniond je
nekomutativni a neizomorfni s Ds) se ziejmé jedna o grupu kvaterniont — Ize zvolit napf.
znaceni

a=1i, b= j, pak dostavame prvky
e=1,i, ii=—1,i=—i, j,ij=k, ij=—j,ij=—k.
Grupu kvaterniont znac¢ime Q.
Ukaézali jsme, ze kazda grupa fadu 8 je izomorfni s nékterou z grup
Z,, Z,XZ,, Z,XZ,XZ,, Dg, Q.
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5 Grupy radu 12

Driive nez zatneme s klasifikaci grupy fadu 12, vratme se jeste k popisu grupy kvaterniond.
Vychazeli jsme z mnoziny prvkl

le,a, a’,a’,b,ab, a’b, a’b},

pti¢emz dale platilo 5° = a”, ba = a”'b . Nabizi se nasledujici zobecnéni:
Vezméme mnozinu

le,a, a’,a’, a*, a’, b,ab, a’b, a’b, a*, a’b)
a analogicky jako u kvaternionti definujme 5°=a’, ba=a'b.
Obecngéji 1ze pro libovolné n € IN definovat grupu jako mnozinu

le,a, a’,...,a" ", b,ab, a’b, ..., a" 'b)
spolu s nasobenim > =a", ba=a 'b .
Lze ukazat, Ze tato struktura je skutecné grupou, zna¢ime ji Dic, anazyvame dicyklickou
grupou. Rad grupy Dic, je ziejmé 4n, dale O = Dic, .
S ptihlédnutim k dfive ukdzanému vidime, ze existuji pfinejmensim nasledujici grupy tadu 12
—komutativni Z; X Z, = Z,,, Z, X Z, X Z; anekomutativni D,,, 4,, Dic; . Jelikoz fady
prvkt grup D,,, A4, Dic; jsoupoiadé 1,2,2,2,2,2,2,2,3,3,6,6;1,2,2,2,3,3,3,3,3,
3,3,3;1,2,3,3,4,4, 4, 4, 4, 4, 6, 6; nejsou zadné¢ dvé z téchto grup izomorfni. Dale

ukazeme, Ze kazda grupa tadu 12 je izomorfni s jednou z grup pravé zminénych, tj. existuje
prave pét grup fadu 12 (viz [W6]).
Ptedpokladejme, Ze G je neabelovska grupa fadu 12. Oznacme s,, resp. s;3 pocet Sylowovych
2-podgrup, resp. 3-podgrup. Ze tieti Sylowovy véty vyplyva

5,112, s, =1 (mod 2),

témto podminkam vyhovuji s, =1, s, = 3 . Analogicky podminkam
54|12, s, =1 (mod 3)
vyhovuji sy =1, s; =4 . Probereme nyni postupné vSechny ¢tyfi mozné kombinace:

1. s,=1,s;=1:V tomto piipadé jsou ob& Sylowovy podgrupy normalni, navic jejich
prinik je trividlni a sjednocenim je plvodni grupa, tedy G = S(2) X S(3).
Viimnéme si déle nasledujiciho — grupa S(2) je fadu 4, grupa S(3) je fadu 3, jak
jsme jiz ukazali, jsou vSechny grupy téchto fadt komutativni, a tedy je komutativni
1 direktni soucin téchto grup. To je ovSem spor s volbou plivodni grupy.

2. s,=3,5=4: Také pro tuto moznost odvodime spor — vyslednd grupa by
obsahovala 8 prvka fadu 3, neutralni prvek a minimalné¢ 4 prvky, jejichz tad je
mocninou ¢isla 2, tedy celkem minimalné 13 prvk.

3. s,=1,s5;,=4: Pro tato &isla ziskavame nasledujici fakta — grupa G obsahuje
normalni podgrupu tadu 4 (ozna¢me ji K) a dalsi podgrupu H (kterd neni normalni).
Navic K N H ={e} atedy G = KH . Pokud plati tyto vztahy, fekneme, Zze G je
semidirektnim sou¢inem podgrup K a H, zna¢ime G = K X, H. Pokud by byla

K izomorfni s Z, , 1ze ukazat komutativitu vysledného semidirektniho sou¢inu a tedy
spor. Z dalSich vlastnosti semidirektniho soucinu vyplyvd existence jediné
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nekomutativni grupy tvaru
(Z, X Z,) X, H , konkrétné grupy A..

s, =3, s; =1: Podobné jako v pfedchozim odstavci je zde G = K X, H, kde K je
fadu 3 aH je tadu 4. Da se ukazat existence jediné¢ grupy tvaru Z; X, Z,,
resp. Z; X, (Z, X Z,) ajeji izomorfnost s grupou Dics, resp. Di».
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Seznam grup malych radu

V této Casti popiSeme strukturu vSech nalezenych grup do fadu 15 véetné. Uvedeme Cayleyho
tabulky, grafy cykll, Hasseovy diagramy zndzorfujici vztahy mezi podgrupami (popisy
podgrup vzdy nasleduji v potfadi shora dolti azleva doprava), dale charakterizaci grupy
a pfipadné zajimavosti.

1 Grupafadu 1
Z,=S=A4, =

Tabulka 14: Grupa Z,

Obsahuje pouze jediny prvek, ktery je samoziejmé prvkem neutrdlnim. Jedna se o grupu
komutativni, cyklickou, jedind podgrupa je podgrupa nevlastni. Nazyvana také trivialni
grupou.

2 Gruparadu 2
Z,=S8,=D,

Tabulka 15: Grupa Z,

Nejmensi netrivialni grupa, cyklicka, tudiz komutativni. Izomorfni napf. s podgrupou {7, 4}
grupy zékrytovych pohybii rovnoramenného trojuhelniku, resp. s podgrupou {—1, 1} grupy
komplexnich c¢isel [=1,1,1, —i}.
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3 Gruparadu 3
Z =4

o—0O

~ N

Tabulka 16: Grupa Z,

Komutativni, cyklickéd grupa, jedinou podgrupou je podgrupa trividlni. Izomorfni s podgrupou

1, L, R}

grupy zékrytovych pohybii rovnoramenného trojuhelniku, resp. s podgrupou (0, 2, 4}

grupy Z, .

4 Grupyradu4
Nejmensi tad, ktery jednozna¢né neurcuje strukturu grupy.

Z,

g
-

Tabulka 17: Grupa Z,

Cyklicka, komutativni grupa. Izomorfni s grupou komplexnich &isel (=1, 1, i, —i} .
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Z,XZ,=D, .

Tabulka 18: Kleinova 4-grupa

Nejmensi necyklicka grupa,
zakrytovych pohybii obdélniku.

5 Gruparadu 5
ZS

Tabulka 19: Grupa Z,
Cyklicka, komutativni grupa.

nazyvana téz

Kleinova ¢tyfgrupa.

Q
Q

S| S

S

o

SR
SR
o

SH

)
)
S

QU
O8
®

Izomortni

s grupou
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6 Grupy radu 6
Z =Z,XZ,

Q
Q

(AN A NSV Y
o

SR

SR
N
SR

9
o

N}
S
9}

QL

S
(O I T B Y
Q
>
o
QU

Tabulka 20: Grupa Z

Cyklicka, komutativni grupa.
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*

Al N | x|~

OIS N | N~ ~
s O~
N~ N OIS
~ [ R IN I A OO

Tabulka 21: Grupa S;

Nejmensi nekomutativni grupa. Izomorfni s grupou vSech permutaci 3prvkové mnoziny.

Poznamka: Znaceni prvka bylo zvoleno v souladu s piikladem, prezentovanym v této praci
(grupa zakrytovych pohybl rovnostranného trojuhelniku).
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7 Gruparadu?7
Z7

No o

—
Q
——

*lelalblc|d flg
elelalblc|d g
alalb|c|d|f|gle
b\blc|d flg el|a
clc/d|f|glelal|b
did|flgle b|c
flflgle alblc|d
glglelalb|c d|f

Tabulka 22: Grupa Z,
Cyklicka, komutativni grupa.
Poznamka: Cayleyho tabulky cyklickych grup jiz nadale uvadét nebudeme.

8 Grupy radu 8

Existuje celkem pét grup fadu 8, tii abelovské a dvé neabelovské. PovSimnéte si, ze oproti
niz§im tadim, kdy existovaly maximalné dvé vzajemné neizomorfni grupy stejného tadu, je
¢islo pét veelku znacnym ,,skokem®. Tento nartst souvisi s tim, Ze ¢islo 8 je mocninou ¢isla 2,
takovyto nartist nastava i u dalSich mocnin dvojky.

Napriklad software GAP, ktery je urCen mj. pro praci s grupami, obsahuje ve své knihovné
malych grup popis vSech grup do fadu 2 000 vcetné, ovSem az na tad 1 024, ktery je také
mocninou &isla 2 (1 024 = 2'%) . Jist& uhodnete, pro¢ je pravé tento fad vynechan — jenom
2-podgup tadu 1024 totiz existuje 49 487 365 422 (1) (viz [W9I]).

ZS

Cyklicka, komutativni grupa.
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Z,xZ,

Nejnazornéj$i bude oznacit prvky v souladu sjejich vznikem. Prvky dil¢ich podgrup
oznatime e, f, resp. e, a, b, ¢, elementy direktniho soucinu budou uspofadanymi

dvojicemi téchto prvki (tyto dvojice budeme zapisovat ,,bez odd¢€lovace*).

Z,=lec,ea,eb,ec|, Z,XZ,=|ee, eb, fe, fb}, Z,= lee, fa, eb, fc}
Z,=|ee, fe}, Z,= |ee, eb|, Z,= |ee, fb}

Z,XZ,

(e}

eda

eb

ec

fe

fa

fc

ee | ee

ea

eb

ec

fe

fa

fb
fb

fc

eb

ec

ee

fa

b

fc

fe

ec

ee

ea

/b

fc

fe

fa

fc

fe

fa

/b

ee

ea

eb

ec

ea

eb

ec

ee

eb

ec

ee

eda

ec

ee

ea

eb

Tabulka 23: Grupa Z, X Z,

Komutativni grupa.
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Z,XZ,xZ,

Prvky dil¢ich podgrup oznalime e, a, resp. e, b, resp. e,c. Ztéchto prvkll utvofime

usporadané trojice, opét je budeme zapisovat ,,bez odd€élovacua®.

Z,XZ,xXZ,
leee, aee, ebe, abel, |ece, aee, eec, aec}, |eee, ebe, eec, ebc)
leee, abe, eec, abcl, |eee, aec, ebe, abc|, |eee, ebc, aee, abc), {eee, abe, ebc, aec)
leee, aeel, {eee, ebe}, {eee, eecl, |eece, abel, |ece, aecl, |eece, ebc}, {eee, abc}
[eee]

* leee | aee | ebe | abe | eec |aec | ebc

abc

eee | eee | aee | ebe |abe | eec | aec | ebc

abc

aee | aee | eee | abe | ebe |aec | eec | abc

ebc

ebe | ebe |abe | ece | aee | ebc | abce | eec

aec

abe |abe | ebe | aee | eee |abc | ebc | aec

eec

eec | eec |aec | ebc |abc | eee | aee | ebe

abe

aec |aec | eec | aec | ebc | aee | eee | abe

ebe

ebc | ebc |abc | eec | aec | ebe | abe | eee

aee

abc |abc | ebc | aec | eec |abe | ebe | aee

eee

Tabulka 24: Grupa Z,X Z, X Z,

Komutativni grupa.
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D, %

Jak bylo ukazano, prvky této grupy lze vyjadiit ve tvaru e, a, a’, a’, b, ba, ba’, ba’ .

* e | a | & | ad ba | ba* | ba’

e e a | a | a | b | ba  bd| bad

a | a | a | a | e |ba| b | ba | bad
a | a | a | e | a ba|bd| b | ba
3 | e | a | & ba|ba| ba| b
ba  ba* | ba’| e | a | & | &

ba | ba | ba*> ba’ | b | @ | e | a | &
ba*> | ba® | ba’ | b | ba | @ | & | e | a
ba’ | ba® | b | ba | ba*| a | @& | @ | e

Tabulka 25: Grupa Dy

Nekomutativni grupa. Izomorfni s grupou zékrytovych pohybii ¢tverce, na mocniny prvku
a 1ze nahlizet jako na rotace, zbylé prvky reprezentuji osové soumernosti.
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0
(1,-1,i,—i}, {1,-1, j,—j}, (1,-1, k, —k|
[19_1}

{1}

O B AR A AR —k
L) 1 =1 i =i j| - —k
=1 =1 1| = i| 5| j| k| k
i il = -1 1 k| k| |
- —i| i| 1| -1 -k| k| j|
Jjljl = k| k| -1 i| —i

Tabulka 26: Grupa Q

Nekomutativni grupa. Nazyvana grupa kvaterniond. NejmenSi nekomutativni grupa, majici
pouze normalni podgrupy — tzv. Hamiltonovska grupa (jistym protipélem Hamiltonovské
podgrupy je jednoducha grupa, viz kapitola s ptiklady grup).

9 Grupyradu9
Z9

Cyklicka, tedy komutativni grupa.
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Z, XZ, +

Prvky dvou dil¢ich podgrup oznacime e, a, a?, resp. e, a, a*. Prvky vysledné grupy lze vyjadfit
jako usporadané dvojice prvki dil¢ich grup.

Z,XZ,
lee, ae, a’e}, |ee, eb, eb’}, |ee, ab, a’b’], lee, ab®, a’b)
(ee]

* ee | eb | eb® | ae | ab | ab® | de | a’b | a*P?

ee | ee | eb | eb* | ae | ab | ab® | a’e | a’b | a’b’
eb | eb | eb® | ee | ab | ab® | ae | a’b | a’b* | d’e
eb> | eb* | ee | eb | ab* | ae | ab | a’b* | d’e | a’b
ae | ae | ab | ab® | d’e | a’b | a’b* | ee | eb | eb’
ab | ab | ab®* | ae | a’b | a’b* | a’e | eb | eb® | ee
ab* | ab® | ae | ab | @’b* | d’e | a’b | eb* | ee | eb
a‘e | a’e | a’b | a’b* | ee | eb | eb® | ae | ab | ab®
ab | a’b | a’b* | a’e | eb | eb® | ee | ab | ab® | ae

ab* | a?b* | a*e | a*h | eb* | ee | eb | ab® | ae | ab

Tabulka 27: Grupa Z, X Z4

Necyklicka komutativni grupa.

10 Grupy Fadu 10
Z,=2Z,XZ,

Cyklicka grupa.
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Prvky této grupy lze vyjadiit ve tvaru e, a, a°, a’, a*, b, ba, ba’, ba’, ba" .

Z.=le,a,da,a, a")
le, b, (e, ba), le, ba’), e, ba’} e, ba®)
le]

*lela|d|d|d ba | ba* | ba® | ba'
e | e | a | a|a|ada| b | ba|ba* bda|bat
a|a|a|ad|a | e |ba*| b |ba|ba| ba
a || a | a|e | al|ba ba b |ba|bd
a|ad | a | e | al|a|ba* ba bat| b |ba
flat e | a | a | @ |ba|bd*|ba’|bat|ba’

ba |ba* |\ ba’|ba*| e | a | a* | d | a*
ba | ba ba* ba’ ba*| b | a*| e | a | d|ad
ba* ba* ba’ ba* b ba | ad | at| e | a | d
ba’ | ba’ ba* b |ba |ba*| a* | @ | at| e | a
ba*|ba’| b | ba |ba*|\ba’| a | a* | @ | a'| e

Tabulka 28: Grupa D

Nekomutativni grupa. [zomorfni s grupou zakrytovych pohybt pravidelného pétithelniku, na

mocniny prvku a lze nahlizet jako na rotace, zbylé prvky reprezentuji osové soumérnosti.

11  Grupa radu 11
ZII

Cyklicka, komutativni grupa.
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12 Grupy rfadu 12
z,=z,xz, {

! |
R i
——,

N

N

w

N NN N

—
Q
— D

Cyklicka, komutativni grupa.
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Z,XZ,xZ, I\
aN
PN

Prvky dil¢ich podgrup oznaéime e, f, resp. e, g, resp. e, a, a*. Z téchto prvkd utvotime
uspotadané trojice, opét je budeme zapisovat ,,bez oddélovact‘.

leee, fea, eea’, fge, eea, fga’)
leee, fee, ege, fge|

leee, egel, [eee, feel, (eee, fgel

Z,XZ,x Z,

[eee, eea, eea’, ege, ega, ega’}, [eee, eea, eea”, fee, fea, fea’)

leee, eea, eea’)

le]

* eee | eea | eea’ | ege | ega | ega’ | fee | fea | fea® | fge | fga | fga®
eee | eee | eea | eea’ | ege | ega | ega’ | fee | fea | fea® | fge | fga | fgd’
eea | eea | eea’ | eee | ega | ega’ | ege | fea | fea’® | fee | fga | fga® | fge
eea’ | eea’ | ece | eea | ega’ | ege | ega | fea* | fee | fea | fea* | fge | fea
ege | ege | ega | ega’ | eee | eea | eea’ | fge | fga | fga* | fee | fea | fea’
ega | ega | ega’ | ege | eea | eea’ | eee | fga | fga’ | fge | fea | fea’ | fee
ega® | ega® | eea’ | ega | eea’ | eece | eea | fga’ | fge | fga | fea’ | fee | fea
fee | fee | fea | fea® | fge | fea | fga’ | eee | eea | eea’ | ege | ega | ega’
fea | fea | fea® | fee | fga | fga® | fge | eea | eea’ | eee | ega | ega’ | ege
fea® | fea® | fee | fea | fga® | fge | fga | eea’ | ece | eea | ega’ | ege | ega
fee | fge | fga | fea® | fee | fea | fea’ | ege | ega | ega’ | eee | eea | eea’
fga | fga | fga® | fge | fea | fea® | fee | ega | ega® | ege | eea | eea’ | eee

fea® | fga® | fge | fga | fea® | fee | fea | ega® | ege | ega | eea’ | ece | eea

Tabulka 29: Grupa Z, X Z, X Z,

Komutativni grupa.
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D12 i

4

Prvky této grupy lze vyjadiit ve tvaru e, a, a°, a’, a*, @', b, ba, ba’, ba’, ba*, ba’ .

D,=le,a’, da* b, ba’, ba"}, Z,=e, a,d’, a’, a*, @'}, D,= e, a’, a’, ba, ba’, ba’}
Z,XZ,=le,d, b, bd’), Z,xZ,= e, a’, ba, ba'}, Z,x Z,=e, a’, ba’, ba’)
Z,=|e, a’, a')
le, b, [e, bal, |e, ba’], [e, {513}}, le, ba’], le, ba'}, (e, ba’)

e

* e | a | d | & a|a b | ba | ba* | ba’® | ba* | ba’

e e a | & | a | a | a&@ | b | bal|bd| bad| bat| ba’
a |la | & | & | a | a| e |ba®| b | ba|bad® ba’| bat
|l ad | ad | ad| | e a | ba*|ba’| b | ba | ba® | ba®

a | a a a e a | @& | ba® | ba* | ba® | b | ba | ba’

a |l a | a e | a | & | & | ba* | ba’ | bat | ba’| b | ba

a | a e a | @ | a at | ba | ba® | ba® | ba* | ba® | b

ba | ba | ba’ | ba’ | ba'* |\ ba’| b | & | e | a | & | @ | d
ba* | ba* | ba’ | ba* | ba’ | b |ba | a* | @ | e | a | & | &
ba’* | ba’ | ba* |ba’| b | ba |ba*| @ | a* | @ | e | a &
ba*| ba' | ba’ | b | ba | ba* | ba’| & | @ | at | & | e | a

ba’> | ba® | b | ba | ba® | ba’ | ba*| a | & | & | &t | & | e

Tabulka 30: Grupa D,

Nekomutativni grupa. [zomorfni s grupou zékrytovych pohybil pravidelného Sestiuhelniku, na
mocniny prvku a lze nahlizet jako na rotace, zbyl¢ prvky reprezentuji osové soumérnosti.
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Grupu lze vyjadrit jako podgrupu viech sudych permutaci symetrické grupy S, . Permutujme
prvky 1, 2,3, 4.

4,
1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}
(124), (142)], (1), (134), (143)], {(1
2)(34)}, {(1), ({13})(24)}, (1), (14)(23))

* @) (123) (132) (124) (142) (134) (143) (234) (243) | (12)(34) | (13)(24) | (14)(23)
1) @) (123) (132) (124) (142) (134) (143) (234) (243) | (12)(34) | (13)(24) | (14)(23)
(123) (123) (132) (1) 14)23) | (234 (124) | (12)(34) | (13)(24) | (143) (243) (142) (134)
(132) (132) (€)) (123) (134) | (13)(24) | (14)(23) | (243) (142) | (12)(34) | (143) (234) (124)
(124) (124) | (13)(24) | (243) (142) 1) (12)(34) | (123) (134) | (14)(23) | (234) (143) (132)
(142) (142) (143) | (14)(23) (1) (124) (234) | (13)24) | (12)(34) | (132) (134) (123) (243)
(134) (134) (234) | (12)(34) | (13)(24) | (132) (143) (1) (14)(23) | (124) (142) (243) (123)
(143) (143) | (14)(23) | (142) (243) | (12)(34) n (134) (123) | (13)24) | (132) (124) (234)
(234) (234) | (12)(34) | (134) (123) | (14)(23) | (13)(24) | (142) (243) (1) (124) (132) (143)
(243) (243) (124) | (13)(24) | (12)(34) | (143) (132) | (14)(23) (1) (234) (123) (134) (142)
(12)(34) | (12)(34) | (134) (234) (143) (243) (123) (124) (132) (142) (1) (14)(23) | (13)(24)
(13)(24) | (13)(24) | (243) (124) (132) (134) (142) (234) (143) (123) | (14)(23) 1) (12)(34)
(14)(23) | (14)(23) | (142) (142) (234) (123) (243) (132) (124) (134) | (13)(24) | (12)(34) (1)

Tabulka 31: Grupa A4

), (234), (243)]

Poznamka: Tabulka ¢astecné pievzata z [W10].

Nekomutativni grupa. Nazyvana alternujici grupa. Nejmensi grupa, kterd nemd podgrupy
vSech tadu délicich ad grupy (neexistuje podgrupa fadu 6). Tim je vyvracena platnost opacné
implikace k Lagrangeové vété. PovSimnéte si, Zze (v souladu s 1. Sylowovou vétou) grupa ma
podgrupy fadi 2, 3, resp. 4, nebot’ tyto fady jsou prvocisly, resp. mocninou prvocisla déliciho
rad grupy.
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W

Jak bylo ukézano, prvky této grupy lze vyjadfit ve tvaru

2 3 4 5 2 3 4 5
le,a,a",a’,a",a,b,ab,a"b,a’b,a'b, ab)

y ’ 2 3 -1
spolu s ndsobenim b" =a”, ba=a b.

Dic,
Z,=le,a,d, a, a, a’}

Z,=le,b,d,ab),Z,=e ab,a’, a'b), Z,=e, a’b,a’, a’b)

2 4
Z,=le,a",a"}
_ 3
Z,=le, a’
(
le}
* e a a | ad | ad | a ab | a*b | &b | a*b | @b
e e a |\ ad | at | a ab | a*b | &b | a*b | &b
a a @ | ad | at | a e | ab | &b | a’b | a*b |a’h | b
a | & ad | ad|a e a |a*b | ab | ab | ab | b | ab
a |\ ad | a | ]| e a @ |ab | ab|ab| b | ab | a&*b
a | at | e a a | & |ab|ah| b | ab | &b | a’b
5 Sl e a @ |\ ad | a |ab| b | ab | &b | ab | a‘b
ab | a'b|ab | a®b | ab | & | & | a e a | a
ab | ab | b | &b | a*b | &b |ad*bh| &t | & | & | a e a’
ab | a*b|ab | b |a’h|ah b | @ | at | & AP | a e
ab | ab | a*h | ab | b |ab|a'h| e @ | a | @ | a
atb | a*b | a*b | a*b | ab | b | a’h| a e @ | a | @ |
ab | a’h | a*b |\ ab | a*b| ab | b @ | a e @ | ad | a

Tabulka 32: Grupa Dic;

Nekomutativni grupa.
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13 Grupa radu 13

Cyklickad, komutativni grupa.

14 Grupy radu 14

Z,=2Z,XZ, /7
I |

Cyklicka, komutativni grupa.
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D 14 1 I

Prvky této grupy lze vyjadrit ve tvaru

5 6 2 3 4 5 6
a,a,b,ba, ba”, ba, ba’, ba’, ba’

le, b], le, bal, le, ba’], (e, ba’} (e, ba'}, (e, bd’], [e, ba®)

2

3

4

e,a,a,a,a,

* e la || d|ad|a]|a ba | ba® | ba® | ba' | ba® | ba®
e e |la|d|ad|a|a]|a| b ba|ba® ba’|ba*| ba’|ba’
ala | d & |a | d|a| e ba® b |ba|bd® ba’| ba'| ba’
al\ad|d a | a|a| e | a|baba® b |ba|ba’ ba’| bat
@ \ad|at d | a®| e | al|a|bat ba’ ba® b |ba|bad*| ba’
atla|a a® | e | a|d|a ba bat ba’|ba®| b | ba|bd
a@la | a e | al|ad|ad|a|ba* ba’ ba* ba’ ba®| b | ba
ala | e | a a|a|a|d|ba|ba’| ba’|bat ba’ ba®| b

ba | ba* ba’ | ba* | ba’ | ba®| e | a | a* | & | a* | @ | a
ba | ba |ba* | ba® | ba*|ba’|ba®| b | a® | e | a |d | d | a|d
ba’ ba’ | ba’ | ba* ba’ |ba®| b |ba | a | a®| e | a | d || a
ba’ | ba® | ba* ba’ | ba®| b |ba |bd*| a* | a&® | a® | e | a || d
ba*|ba* | ba’ ba®| b | ba |ba’ ba’ @ | a* | @ | a®| e | a | &
ba’ | ba’ | ba®| b | ba ba*|ba® bat| a* || at|d’|a® | e | a
ba®|ba®| b | ba |ba® ba’|ba* ba’| a | a* | a | at | a | a | e

Tabulka 33: Grupa D14

Nekomutativni grupa. Izomorfni s grupou zakrytovych pohybi pravidelného sedmiuhelniku,

na mocniny prvku a lze nahliZet jako na rotace, zbylé prvky reprezentuji osové soumérnosti.
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15 Grupa radu 15

s b s

Zys=2ZyXZs |

Cyklicka, komutativni grupa.
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Grupy vyssich radu

Préace vénujici se popisu grup malych add obvykle kon¢i u Cisla 15. Z ptedchoziho textu by
mél byt patrny diivod — fad 16 je roven mocniné ¢isla 2, proto existuje pomérné velky pocet
vzajemné neizomorfnich grup tohoto fadu. Konkrétné se jedna o5 grup komutativnich a 9
grup nekomutativnich. Nésleduje jejich strucny piehled (obrazky pievzaty z [WO]).

Nejprve se zameifme na abelovské grupy. Jedna se o direktni souiny

Z, . ZXZ,, Z,XZy Z, XLy X Zy, ZyX Zy X Zy X 2, -

7 A @ A AN
Lt

WP RN

b WLEA o i, e
e ,' . % | ,.._:\- X | I|I
& a7 ' & I| |I |I 1

Co se ty¢e nam ,,znamych* nekomutativnich grup, na prvnim mist€ je dihedralni grupa D,
nasleduji dicyklické grupa Dic, a direktni souciny Dihy, X Z, a Q X Z, .

et

b % M AN
o e, N v et
e e
g < W (RS

O semidirektnim soucinu grup jsme se zmifovali jiz v ¢asti o grupach fadu 12, timto
zptisobem jsou utvoteny grupy Z, X, Z, a (Z, X Z,) X, Z,.

e Lo AT
Sy i ll".x

Zbyvaji ti1 grupy — kvazidihedralni grupa, modularni grupa a grupa generovand tzv. Pauliho
maticemi.

ey e Y= =

PovSimnéte si, ze posledni dvé grupy maji stejny graf cykla jako grupy
ZS XZz,resp_ Z4>< sz Zz-

i
-

Z toho vyplyva, Ze zde graf cykll jednoznacné neurcuje grupu.

Stru¢né se pozastavime nad fady 17 az 20. Rady 17 a 19 jsou prvodisla, odpovidaji jim tedy
pouze grupy Z,,,resp. Z,, .

Existuje 5 vzdjemné neizomorfnich grup fadu 18, z toho 2 abelovské,
Z,XZ,XZ; a Z,XZ,.

Ze tii neabelovskych grup zminime dihedrélni grupu D;s.

U tadu 20 je situace analogicka — nalezneme zde komutativni grupy
Z,XZ,XZs a Z,X Z,,

téz tfi nekomutativni grupy, z nichZ je pro nas nejznameéjsi grupa D.
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w7

komutativnich, resp. nekomutativnich grup):

fad) 112 /34,5678 910 1112|1314/ 15/16/17/1819/20| %
k11121113 21, 1}21 11|51 21231
N/ OJ]O|O]|O]O]T]O} 21010 0/1/,0,9/0, 30323
i1y 1 17201121522 5 21114/ 1|5 5154

Tabulka 34: Pocty grup jednotlivych radii
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Priklady grup

V této kapitole ukaZzeme nckteré z oblasti, v nichz se mizeme setkat s grupami. Kazdé
z nasledujicich témat by jisté vydalo na samostatnou praci, zde se omezime pouze na hrubé
naznaceni problematiky.

1 Geometrické transformace

V tomto odvétvi geometrie lze nalézt celou fadu grup. Pfipomenime nejprve pojem afinita.
Necht’ je dan afinni prostor 4, dimenze n spolu se soustavou soufadnic. Afinitou tohoto
prostoru rozumime bijekei [ 4, = 4,

X, a; ap | | X b,
Fl¥2|= ay Ay o | [ %2 | 4 | D2
'xn anl an2 ann xn bn

Velmi zhruba feceno, afinita ,,zachovéava kolinearitu a délici pomér*. Lze ukazat, ze vSechny
afinity daného afinniho prostoru tvoii grupu — jednim z klicovych postieht pti dikazu je fakt,
ze pozadavek na vzajemnou jednoznacnost zobrazeni odpovida pozadavku na regulérnost
vyse uvedené matice.

Ptejdeme-li od afinniho prostoru k prostoru eukleidovskému, 1ze hovofit o vzdalenosti bodd.
Afinit€ daného eukleidovského prostoru, ktera zachovava vzdalenosti bodt, fikdme shodnost.
Zobrazeni f: E,— E, je shodnosti pravé tehdy, kdyz jemu piislusnd matice 4 je
ortogonalni, tj.

AAT =1

Opét se ukazuje, Ze vSechny shodnosti daného prostoru tvoii grupu. Protoze determinant
matice je roven determinantu matice transponované, musi platit det(4)==1. Pokud
det(A) =1, resp. det(A)=—1, hovoifime o pfimé, resp. nepiimé shodnosti. Piimé
shodnosti tvofi podgrupu grupy vsSech shodnosti, nepfimé nikoliv (nebot’ determinant
neutralniho prvku, tj. jednotkové matice, je roven jedné).

Zachovani vzdalenosti Ize vyjadrit ve tvaru
f(X) £ (V)= IxY|
Spokojime-li se se slabsi podminkou
F(X)f(Y)=k-|XY]; k>0
hovotime o podobnosti. Rovnost A4A" =1 je vtomto piipadé nahrazena rovnosti

AA" = k> I.1mnozina viech podobnosti daného eukleidovského prostoru spolu s operaci
skladani zobrazeni tvoii grupu.

Z dalsich grup transformaci uved’'me naptiklad grupu posunuti (translaci), grupu stejnolehlosti
s danym stiedem. Mnozina vSech stejnolehlosti grupu netvoii, ovSem mnozina vSech
stejnolehlosti a posunuti jiz ano, nazyvame ji grupa homotetii.

Piedchozi myslenky uvedl jiz F. Klein v roce 1872 ve své slavné piednédsce, tzv.
Erlangenskem programu, rozvedl ji vSak jesté¢ mnohem dale.

Cilem jeho prednasSky bylo zejména vymezeni a logické uspotadani jednotlivych geometrii.
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Pii zkoumani geometrii pfirozené vyvstava otazka, jak jednotlivé geometrie definovat, jak
vysvétlit, ¢im se zabyvaji. Lze naptiklad fici, ze eukleidovska geometrie se zabyva pouze témi
vlastnostmi utvarli, které se neméni pii ,,pohybech® téchto utvarli, vtomto pfipadé pfi
libovolné shodnosti. Grupa téchto pohybii davéa vzniknout ekvivalenci geometrickych utvart —
napf. dva trojuhelniky povazujeme v eukleidovské geometrii za ekvivalentni (shodné),
existuje-li pohyb (shodnost), kterym Ize pfenést jeden trojuhelnik na druhy.

Geometrii lze na zakladé pfedchozich tvah definovat jako teorii invariantd jisté grupy
transformaci. Touto definici je pfirozen€ vyfeSen 1druhy tkol Erlangenského programu —
geometrie lze usporadat podle vzajemné inkluze ptisluSnych grup transformaci.

Vime-li tedy, ze grupa shodnosti daného prostoru je podgrupou grupy podobnosti, 1ze fici, zZe
,podobnostni*“ geometrie je podmnozinou geometrie shodnosti. Na prvni pohled nelogické
obraceni inkluze vyplyva z definice geometrie. Jedna se teorii invarianti jisté grupy, zvolime-
li tudiZ nadgrupu této grupy, mnoZina invariantl se logicky zmensi (viz [11], str. 67-81).

2 Grupa uzavrenych cest

Pro popis této grupy vyuzijeme ptikladu uvedeného mj. v [7], str. 107-109, ktery se vénuje
otazkdm prichodu bludistém. Predstavme si bludisté¢ a Herakla stojiciho v libovolném misté
tohoto bludisté. Uvazujme nyni jeho vSechny mozné ,,prochazky* po bludisti vracejici se na
plvodni misto, nadale jim fikejme cesty. V prubchu cesty mize hrdina projit kazdym mistem
(v€etné mista vychoziho) vicekrat, mize se téz vracet po vlastnich stopach. Jak je jeho
zvykem, po cesté bude odvinovat nit (i po cesté¢ zpét po vlastnich stopach), aby oznacil,
kolikrat prosel danymi ¢astmi bludiste.

Pokusme se nyni vytvofit grupu, jejimiz prvky budou praveé vSechny cesty po daném bludisti
vracejici se do daného bodu. Jako grupova operace se nabizi ,,zfetézeni“ cest. Zietézenim
dvou cest vznikne opét cesta, neutralnim prvkem je cesta, pii které viibec neopustime vychozi
misto. Pfi hledani inverznich prvk ovSem nastavd problém — k zadné cesté, kterd opusti
vychozi misto, neexistuje cesta inverzni. Divod je zfejmy — hrdina nit neustale odvinuje,
pokud tedy opusti vychozi misto, nemliZe jiz nastat situace, ze zddna nit nebude odvinuta.

Jako pfirozenéjsi se jevi opétovné nit namotavat, vraci-li se hrdina zpét po svych stopach.
V tomto piipadé z cesty vyloucime useky, které sice hrdina proSel, ale vzapéti se po nich
vratil zpét, tedy useky, které po ukonceni cesty nejsou oznaceny niti. Pfi tomto zobecnéni jiz
lze ke kazdé cesté najit cestu inverzni — staci ,,projit ptivodni cestu v protismeru®. Takto
definované cesty spolu s operaci zietézeni cest tedy tvoii grupu.

3 Galoisova grupa
Uvazujme kvadratickou rovnici
x> +ax + b =0 ajeji koteny x,, x,.
Z rozkladu na soucin
X dax+b=(x—x)(x —x,)=x"—(x, + x,) + x, x, je ziejmé,
ze pro koeficienty a, b plati rovnosti

a=—(x,+x,),b=xx,-
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Pro nalezeni kofenti pouZivame vzorce

—a +Va* — 4b
2

Pti postupném dosazovani za koeficienty a, b do ptfedchoziho vyrazu ziskavdme rovnosti

X, X, =

@’ =(x + x,),

a’—4b=x] —2x,x, + x3,
va® —4b =% (x, — x,),
—a +Va’ — 4b

2

= Xx,, resp. x,.

Poznamenejme, Ze dva (rtizné) kofeny ziskdvame na zdklad¢ ,,odmocnéni rovnice.
Diilezitéjsi je pro nas vsak jiny fakt — prvni dva vyrazy neméni hodnotu pifi permutaci kotentl,
tato symetrie je narusena az odmocnénim. Pokud se nad problémem zamyslime, dospé&jeme
k zavéru, Ze symetrickd bude jist¢ libovolna algebraicka funkce utvofenda z koeficientt.
Ukolem fesitele kvadratické rovnice je tuto symetrii odstranit — hleddme totiz nesymetrické
vyrazy X, X,.

Zatim jsme uvazovali pouze algebraické vyrazy utvotené z koeficientii kvadratické rovnice

’ 2 2 ¥t v ’ . , .
(vyrazy a”, a” — 4b). (Samoziejm¢ se nemusime omezovat pouze na kvadratické rovnice,

lze hledat kofeny polynomu libovolného stupné.) Utvotené vyrazy, jak jiz bylo feceno,
neméni hodnotu pii /ibovolné permutaci kotent.

Uvazujme nyni polynom stupné n nad danym télesem 7 a jeho kofeny Xx;, X,, ..., X, . Necht
je déna algebraickd rovnice n proménnych s koeficienty ztélesa 7 anecht n-tice
Xy, X5, ..., X, je feSenim této rovnice. Zfejm¢ obecné neplati, Ze ilibovolna permutace
prvka Xx;, Xx,, ..., X, te$i danou rovnici. Vezméme tedy pouze ty permutace kofenti daného

polynomu, které tuto podminku spliuji pro kazdou algebraickou rovnici n proménnych
s koeficienty ztclesa 7. Lze ukazat, ze mnozina vSech téchto permutaci spolu s operaci
skladani permutaci tvoii grupu. Tuto grupu nazyvame Galoisovou grupou daného polynomu.

Na zakladé zkoumani Galoisovych grup lze mj. ukézat, Ze neexistuje obdoba vzorce pro
vypocet kotenti kvadratické rovnice pro rovnice patého ¢i vyssiho stupné (viz [W10]).

4 Hlavolamy

Velice zajimavou aplikaci teorie grup v praxi jsou riizné hiicky a hlavolamy, napf. patnactka,
spocivajici v fazeni patnacti ¢islovanych kamenti uvnitt ¢tvercové hraci plochy.

Pfi ivahach o této hiiCce vyuzijeme grupu permutaci 16 prvka (prazdné pole si mizeme
ptredstavit jako prvek s Cislem 16). Lze ukézat, ze ze zékladni pozice mizeme slozit prave
liché permutace s prazdnym polem na lichém mist¢, resp. sudé permutace s prazdnym polem
na sudém mist€. Druha pozice na nasledujicim obrazku je tedy feSitelnd, tfeti nikoliv.
Zminéna netesitelna pozice stoji za n€kdejsi popularitou této hiicky — na vyfeSeni této pozice
byla vypsana odména ve vysi $ 1000.
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Obrazek 2: Hra ,,patnact

Dale se zaméfime na tzv. Rubikovu kostku, ato v jeji zakladni podob¢. Jedna se o krychli,
sloZzenou z 27 mensich krychlicek. Ukolem feSitele je preskladat tyto krychlicky takovym
zpuisobem, aby vSechny stény Rubikovy kostky byly jednobarevné.

Tahem budeme rozumét jakoukoliv (i prazdnou) posloupnost operaci na Rubikové kostce,
tedy napft. ,,pooto¢ horni vrstvu 0 90° po sméru hodinovych rucicek, poté spodni vrstvu
o 180°“. Slozenim dvou taht P, Q rozumime jejich provedeni v tomto potadi. Lze ukazat, Ze
tahy na Rubikov¢ kostce spolu se skladanim tvofi grupu — neutralnim prvkem je ,,nulovy tah®,
sloZenim tahii vznika opét tah, konecné kazdy tah mizeme ,,anulovat® provedenim inverznich
operaci v opa¢ném poradi.

Obrazek 3: Rubikova kostka

Je tfeba rozliSovat mezi tahem a pozici — tah jsme prave definovali, pozici rozumime
vzajemnou polohu dil¢ich krychli¢ek. Zakladni pozici potom rozumime libovolnou pevné
zvolenou pozici, ve které je kostka povazovana za ,,vyieSenou* tj. vSechny stény krychle jsou
jednobarevné. Resitelnou pozici nazveme pozici, ze které miizeme posloupnosti tahi piejit do
zakladni pozice. Snadno se uvazi, ze feSitelné jsou pravé pozice, které lze vytvorit
posloupnosti tahil z pozice zékladni.

Pti dal§im zkoumani Rubikovy kostky lze jejich 26 krychli (neuvazujeme dale krychli skrytou
uvniti kostky) rozdélit do tii tfid. Prvni tfidu tvoifi rohové kosticky (8), druhou kosticky
hranové (12), treti kostiCky sténové (6). Ziejmé pfislusnost do dané tfidy nezélezi na
konkrétni pozici Rubikovy krychle, jinak fec¢eno, pii sklddani pouze ,,permutujeme* kosticky
v ramci jejich tiid.

Tteti zminéna tfida se od predchozich li§i — sténové kosticky se pii skladani kostky pouze
otaceji, jejich vzajemna poloha se neméni, na jejich zdklad¢ Ize tedy vybudovat ,,souradny
systém®.
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Odhlédneme-li od pfesné orientace kosticek, tedy budeme-li se zajimat pouze o jejich
vzajemnou polohu, 1ze jednotlivé operace i tahy vyjadfit pomoci permutaci. Ukazuje se, ze
kazda zékladni operace vytvari dva cykly délky 4 a ostatni cykly délky 1, tedy sudou
permutaci. Jelikoz skladanim sudych permutaci vznika opét sudd permutace, dospivame
k zavéru, Ze vSechny liché permutace na Rubikové kostce jsou nefesitelné.

Klicovou permutaci pii skladani Rubikovy kostky (stale odhlizime od piesné pozice kosticek)
je trojeyklus — libovolnou sudou permutaci lze slozit z trojcykla.

Po nalezeni dvou trojcykll (jednoho pro hranové, jednoho pro rohové kosticky) 1ze pomérné
snadno vytvaret trojcykly dalsi, vyuziva se pfi tom konjugovanych permutaci, které¢ provadéji
»analogické permutace, ovSem mezi jinymi kostiCkami‘.

Umime jiz tedy slozit Rubikovu kostku, zatim ovSem bez ohledu na orientaci dil¢ich
krychlicek. Spravného orientovani docilime analogickym postupem — postupujeme zvIast
u rohovych a hranovych kosticek, nalezneme zékladni postup pro zménu orientace kosti¢ek
a tento postup konjugujeme s vhodnymi permutacemi (viz [10]).

5 Kirystalografické grupy

Driive nez se dostaneme ke krystalografickym grupadm, uvedeme dvé jednodussi skupiny grup,
zalozené na podobném principu. Uvazujme nejprve vzory v rovin¢ periodicky se opakujici
v jednom smeéru s a zkoumejme grupy jejich symetrii, tzv. Friezovy grupy. Jiz z definice je
patrné, ze tyto grupy budou obsahovat translace o nasobek jisté minimalni vzdalenosti d ve
sméru s. Zdiraznéme, Ze uvazujeme pouze diskrétni grupy (tim vyluujeme napi. spojitou
grupu symetrii pfimky). Existuje 7 riznych typi téchto grup, popiSme dale jejich symetrie:

1. pouze translace, 2. translace a posunuta zrcadleni, 3. translace, posunutd zrcadleni a osova
soumernost dle osy rovnobézné se smérem s, 4. translace a osové soumérnosti dle os kolmych
na smer s, 5. translace a sttedové soumérnosti (= otoceni o ptimy uhel), 6. translace, posunuta
zrcadleni, stfedové soumérnosti a osové soumérnosti dle os kolmych na smér s, 7. translace,
posunuta zrcadleni, sttedové soumernosti, osové soumérnosti dle os kolmych na smér s, osova
soumeérnost dle osy rovnobézné se smérem s (viz [W11]).
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Obrazek 4: Friezovy grupy

Uvazujme dale rovinné vzory, periodicky se opakujici ve dvou smérech. Existuje 17 riznych
typli grup symetrii téchto vzoru, zde se spokojime s uvedenim ptikladii t€chto vzori.

i Tl

Obrazek 5: Grupy symetrii, 2D
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Rozsifenim pfedchoziho konceptu na tii dimenze ziskdvame jiz zminované krystalografické
grupy, grupy symetrii krystalu, kterych existuje celkem 230. Je vice zplsobi kategorizace
téchto grup. Kazdou z grup lze pfifadit do jedné ze sedmi tzv. krystalografickych soustav
(trojklonnd, jednoklonna, kosoctverecna, Cctvereénd, Sesterecnd, klencova, krychlova),
udavajicich vzdjemny vztah tif sméri opakovani vzorku. Uvazujeme-li i umisténi piipadnych
,»dalSich atomii* ve struktufe krystalu, ziskame roz¢lenéni na 14 tzv. Bravaisovych mrizek.

6 Jednoduché grupy

Jak jsme jiz ukdzali, ma-li grupa normalni podgrupu, miizeme ji touto podgrupou ,,vydeélit,
¢imz ziskame faktorovou grupu grupy podle normalni podgrupy. Pii této operaci vzdy nékolik
prvki vytvofi tfidu, prvek faktorové grupy. Pro hrubé piiblizeni Ize fici, ze faktorova grupa je
vlastné ,,pohled z dalky*, kdy nevidime detaily, pouze hrubou strukturu. Pokud tato moznost
,pohledu z dalky“ neexistuje, hovofime o jednoduché grupé. Jednoduchou grupou tedy
rozumime netrivialni grupu, jejiz jedinou normalni podgrupou je trividlni podgrupa.
Jednoduché grupy jsou jakymsi zdkladnim stavebnim blokem teorie grup, r. 1982 byla
dokoncena klasifikace v§ech kone¢nych jednoduchych grup.
Nejjednodussim ptikladem jednoduché grupy je cyklickd grupa prvociselného fadu — tato
grupa nemd zadné netrivialni podgrupy, tedy ani netrividlni normalni podgrupy. Lze ukazat,
ze cyklické grupy prvociselného fadu jsou jedinymi komutativnimi jednoduchymi grupami.
Nejmensi nekomutativni jednoduchou grupou je grupa 4s fadu 60.
Kazda jednoducha grupa nalezi minimalné do jedné z nésledujicich tiid:

e cyklicka grupa prvociselného fadu

e alternujici grupa stupné alespon 5

e grupa Lieova typu

e sporadicka grupa
Nejzajimavéjsi z téchto skupin jsou bezesporu sporadické grupy — jedna se o 26 grup, které
nepatii do zZadné z predchozich kategorii. AZ na 6 znich jsou vSechny obsazeny v nejvétsi
sporadické grupé, ktera se nazyva Monster group a je fadu ptiblizné 8- 10> .
Zajimavou knihou, zabyvajici se strukturou jednoduchych grup je kniha [12]. Slovu ,,atlas*
vnazvu odpovidd iformat této knihy — A3. Zachycuje mj. popisy nekomutativnich
jednoduchych grup, pocinaje jiz zmifiovanou grupou A4s a konce patnactistrankovym popisem
Monster group. V jednotlivych kategoriich postupovali autofi v popisu tak dlouho, nez zacaly
byt grupy pfili§ komplikované ¢i nudné. Lze souhlasit s jejich tvrzenim: ,,In doubtful cases,
our rule was to think how far the reasonable person would go, and then go a step further . V

tomto atlase nejsou z pochopitelnych diivodi uvedeny Cayleyho tabulky, ale informace typu
fad grupy, rizné zpisoby konstrukce, maximalni podgrupy atd.
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