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1. Uvod

Hollingtiv-Tannertv model je jednim z modela typu dravec korist. V této
kapitole definujeme Hollingtiv-Tannertav model [I] a jednotlivé typy modifikaci

21, [31, [.

Definice 1. Necht x, y jsou funkce zdvislé pouze na case, ndleZici do C*(R) a
plati z > 0 a y > 0. Hollinguv-Tanneriv model definujeme ndsledujici dvojici
diferencialnich rovnic:

CZ =rza(r) — H(z)y =rx (1 — ;) — H(z)y (1.1)
lei = syPy) = sy (1 - é) ) (1.2)

kde r, s, n, K> 0.
Jelikoz a(z) = (1 — 2), rikame Ze, x se vyviji logisticky (analogicky pro y).

Podle tvaru funkce H(x) rozdélujeme Hollingiv-Tanneriv model na typ I jestlize
H(x) = qu, typ II jestlize H(x) = qx/(x + a), typ III jestliZe
H(z) = qx?/(2* + a?) [5], kde a,q >0 aa < K.

Pozndmka. Clen —H(x)y v derivaci = vyjadiuje jak moc predator kofisti skodi.
Rozeberme si podrobnéji chovéni funkce H(z) v jednotlivych typech Hollingova-
Tannerova modelu.

1. H(z) = qx. H(z) je ¢ > 0 rostouci linearni funkce prochazejici pocatkem.
Cim vic je kotisti, tim vic ji predator skodi. Lze tedy tici, ze pfimo imérné.

2. H(x) = qz/(x + a). H(z) je pro a,qg > 0 rostouci hyperbolicka funkce pro-
chazejici pocatkem. Z rostoucnosti H(z) a lim, o, qz/(z 4+ a) = q vyplyva,
ze H(x) je omezend. Pro mald = H(x) roste rychleji nez pro velkd z.

3. H(z) = qx*/(2* + a?). H(z) je pro a,q > 0 rostouci funkce. Pobliz pocdtku
je konvexni, s rostoucim z se stane konkdvni. Z rostoucnosti H(z) a
lim, o qz?/(2% + a?)) = q vyplyva, Ze H(x) je omezena.

Biologicky vyznam:

z(t), y(t) je mnozstvi koristi/predatora

r je prirozeny potencial ristu koristi

s je prirozeny potencidl ristu predatora

K je kapacita prostiedi pro korist

n vyjadruje, jak moc je korist kvalitni jako strava pro predatora

H(z) vyjadiuje, jakym zptusobem predator ovliviiuje kofist

q je maximalni predace predatora

a vyjadruje, kolik predator musi snist koristi, aby predace dosahovala alespon
polovi¢ni hodnoty q

Poznamka. Predace vyjadiuje, kolik kotisti predator ulovi.



Déle miize byt model rozsiten o dalsi biologické déje, které se v prirodé vy-
skytuji, napt. alternativni potrava pro predatora nebo Alleeho efekt. Alternativni
potravou rozumime, ze predator se nespecializuje jen na jednu korist, ale lovi i
jinou kotist bud z divodu, Ze je pro néj bézné se stravovat i jinou koristi nebo
jeho typicka korist je na hrané vyhynuti, a tedy si ji predator tzv. ,Setii*. Alleeho
efekt je jev, kdy populace koristi 1épe prosperuje, kdyz roste hustota populace,
resp. populace se shlukuje. I kdyz mensi hustota populace je ptizniva diky vétsimu
prostoru nebo omezenym zdrojium potravy, nakonec je vyhodnéjsi se shlukovat,
protoze populace tak miize spolupracovat pri ziskani obzivy, 1épe se chranit pred
nepiiznivymi vlivy a ma vétsi variabilitu pfi rozmnozovani [1J.

Definice 2. Hollinguv-Tanneriuv model zahrnujici alternationi potravu preddtora
definujeme

Ccllzt/ - (1 B nxy—i- c> ’ (14)

kde ¢ > 0

Konstanta ¢ ma v modelu opravdu funkci alternativni potravy. Podivame-li se
na definici funkce a a vyznam konstanty K, tak zjistime, ze souc¢in nx ma vyznam
kapacity prostredi pro predatora. Prictenim konstanty c se kapacita prostredi pro
predatora zveétsi.

Definice 3. Hollingtiv-Tanneriv model s Alleeho efektem zavedeme ndsledovne

Cj; =rx (1 — ;;) (x—m)— H(z)y (1.5)

kde || < 1.

Nyni se pokusime vysvétlit viznam clenu (z — m). Kdyz = < m, tak funkce

x
re (1 — K) (x —m) je klesajici, a tedy derivace je zapornd. CoZ znamend, ze
x
populaci koristi se nedari. Naopak kdyz x > m, tak rx (1 — K) (x—m) je rostouci

x
funkce z, coz dava derivaci vyssi hodnotu. Pro x = m plati, ze rz <1 — K> (x —

m) = 0. Tedy to je predél, kdy kofist nehyne kvuli svému mnozstvi, ale neziskava
ani zadné vyhody.

Poznamka. Pro m nekladné oznacuje tento jev jako slaby, pro ostatni m jako
silny. V pripadé, ze m je nezaporné, tak m ma biologicky vyznam ve smyslu, jaky
musi byt minimalni mnozstvi kotisti, aby kofist mohla prosperovat, nékdy je to
oznacovano jako tzv. prah spolecnosti [6]. Déle se v této praci budeme zabyvat
jen m nezapornym.

Podminka || < 1 pIné reflektuje to, Ze pocet pozadovanych jedincii k prosperité
dané m nemuze byt vétsi nebo rovné kapacité prostredi.



2. Vybrané metody pro vysetreni
planarniho systému ODR

2.1 Poincarého zkompaktnéni pro systém s po-
lynomialni pravou stranou

Definice 4. Plandarni systém obycejnych diferencidlnich rovnic o dvou promeén-
nych s polynomidlni pravou stranou definujeme jako

dz

— =P

jlt (z,y)
Yy _

dt - R(Iay);

kde P(x,y) a R(z,y) jsou polynomy.

Motivace: V nékterych pripadech je potfeba vysetfovat chovani systému po-
blizZ nekonec¢na napt. kdyz chceme zjistit, zda feseni dojde do nekonecna nebo je
omezeneé.

Princip metody: Jak uz nazev metody napovidd, hlavni myslenkou je pre-
vedeni roviny xy na mnozinu, kterd je omezend, uzaviena a obsahujici body re-
prezentujici nekonecno.

Provedeme to pomoci projekce. Mé&jme sféru S v R? se stfedem v pocatku
soufadnic zyz s polomérem 1. Body (z, y) zobrazime na (z, y, 1), a tedy rovinu
xy prevedeme na rovinu v R® (oznacme ji k), kterd je tecnd ke kouli a dotyka
se ji v bodé (0,0,1). Necht A € k. Sestrojme tisecku spojujici (0,0,0) a A. Prunik
sféry a usecky oznac¢me jako bod C a jedna se o projekci A na sféru. Tento postup
aplikujeme na vsechny body roviny . Podarilo se ndm tedy rovinu x zprojektovat
na horni polovinu sféry, coz je omezena mnozina. Ptidame-li body reprezentujici
nekonecno, které tvori geograficky tzv. ,rovnik“, ziskime omezenou a uzavienou
mnozinu [7].

Dana projekce lze zapsat jako zobrazeni ) : k — S, kde

x? Y Y ?
Y V2 +y?+ 1 Va2 + 2+ 1 Va2 + 2 + 1
BOdy na horni polosféfe jSOll popsziny souradnicemi se tfemi slozkami. Jelikoz

puvodni systém mél dvé proménné, budeme pozadovat, aby vysledny transfor-
movany systém mel také dvé proménné. Zavedeme tedy zobrazeni v, které nam
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ti1 slozkové soutfadnice prevedou na dvouslozkové (napr. lze to prevést na sférické
soutadnice, kde r = 1). Zobrazeni 1) nelze volit libovolné. Je nutné, aby platilo, ze
Yo@: (z,y,1) = (u,v) je homeomorfismus, a tedy ptivodni a nové vznikly systém
diferencidlnich rovnic byly topologicky ekvivalentni (viz definice 6 v kapitole 3)
a také zobrazoval okoli ,rovniku‘.

Poznamka. Priklad s pouzitim Poincarého kompaktifikace lze vidét ve Vété 5 v
podkapitole 3.3.

2.2 Blow-up metoda

Motivace: Pri vysettovani singularnich bodi u nelinearniho systému obycej-
nych diferencidlnich rovnic typicky pouzivame vypocet vlastnich ¢éisel Jacobiho
matice systému ve stacionarnim bodé. Tento zptsob nam nedava zadnou infor-
maci, kdyz Jacobiho matice systému ve staciondrnim bodé je nulova matice. Blow-
up metoda je zpusob, ktery dokaze vyresit i pripady, kdy tento zpiisob nefunguje.

Princip metody: Transformujeme proménné pomoci zobrazeni, které neni
difeomorfismus. Pri transformaci vzniknou nové stacionarni body, jejichz stabilitu
vysetiime a dle toho rozhodneme o stabilité a chovani systému na okoli ptivod-
niho stacionarniho bodu.

Poznamka. Dikaz korektnosti metody pro rizné pripady lze najit v
[Seidenberg,1968], [Dumortier,1977] a [V andenFEssen,1979] viz [§].

Nyni si definujeme tfi typy blow-upu:
Definice 5. Polarni blow-up definujeme jako zobrazeni

(r:¢) = (rcos(¢),rsin(¢)) = (z,y),

kde r € R,¢ € [0,27).
Blow-up ve sméru x je zobrazeni

(‘T’Z) — (:L',:L‘Z) = (ZL“,y),

kde z je novd proménnd.
Blow-up ve sméru y je zobrazeni

(2.y) = (yzy) = (z.9),
kde z je novd proménnd.

Déle predpokladejme, ze bod (0,0) je stacionarni bod, pro ktery chceme pouzit
blow-up metodu. Podivejme se, jakym zptisobem funguje blow-up ve sméru z a y.

a) blow-up ve sméru z



Priklad: Méjme primky p,q definované p : y = ax, ¢ : y = bx , kde a,b € R
a BUNO a # b. Obé pifmky zjevné prochézi bodem (0,0). Pouzijeme-li zobra-
zeni (z,2) — (Z,22) = (x,y), tak pfimka p se pfevede do (Z,z) tz. T = z a
Tz =y = ar = z = a. Totéz pro primku q.

b) blow-up ve sméru y
Analogicky jako pro blow-up ve sméru z.

blow up ve
sméru x

—>

blow up ve
sméruy

—>

Il
w
™~

V pripadé blow-upu ve sméru x se pocatek rozlozi do osy z, kde plati x = 0.
V pripadé blow-upu ve sméru y se pocatek rozlozi do osy z, kde plati y = 0.

Pozndmka. Blow-up ve sméru x nedokaze transformovat primku x = 0, blow-up
ve sméru y nedokéaze transformovat primku y = 0.

Poznamka. Volba blow-upu ve sméru z nebo y neni vzdy libovolna. Nékdy je
potteba vzit blow-up ve sméru z, nékdy ve sméru y. V nékterych situacich je
potieba pouzit postupné oba dva.

Méjme realny polynomialni diferencialni systém ve tvaru:

§=Q(z.y) = Qu(z.y) + ...,
kde P(z,y), Q(z,y) jsou nesoudélné polynomy, P, (x,y), Qm(z,y) jsou homogenni
polynomy stupné m € N. Tecky znamenaji polynomy vyssiho stupné nez m v
proménnych z,y.Predpokladejme, ze (0,0) je staciondrnim bodem s nulovou Jaco-
biho matici, kdyz m > 0.

Prevedenim sytému do polarnich souradnic dostaneme

= R(O)r+ ...
6=F@O)+..,



kde R(0), F(0) jsou polynomy cos(f), sin(f). Tecky znamenaji polynomy vyssiho
stupné v proménné r. F'(0) lze v kartézskych soutadnicich zapsat jako F'(x,y) =
me - yP m:-

Po prevedeni do polarnich souradnich mohou nastat dvé moznosti tj. kdy F
je identicky rovné nule a naopak kdy F identicky rovné nule neni. Prvni ptipad
je komplikovanéjsi a nebudeme ho potiebovat, a proto se budeme déle zabyvat
jen druhym pripadem.

V blizkosti pocatku je r malé, a proto # ~ F(f). Jelikoz prava strana sys-
tému ODR je polynomidalni, tak vime, Ze feSeni bude mit pobliz poc¢atku derivaci
a Teseni se bude primykat pfimce urcené derivaci, proto chceme, aby F(0) =
F(z,y) = 0. Takové 6 je smér, z néhoz budou do staciondrniho bodu pfichazet
FeSeni.

Priklad. Pro systém urcete, kdy F(0) = F(z,y) = 0. Navrhnéte, jaky blow-up ve
sméru byste pouzili.

&= ax® — 2y + ...
i =1y*—axy+ ...,

kde a € R, tecky znamenaji polynomy vyssiho stupné v proménnych x,y.

Reseni: F(x,y) = 2y(3y —2ax) = 0 < 2 = 0,y € Rneboy = 0,7 € R
nebo z € R,y = (—2/3) - ax. Jelikoz blow-up ve sméru z nedokéze transformovat
primku, kdy x = 0 budeme potiebovat blow-up jak ve sméru z, tak ve sméru y.

Pozndmka. Konkrétni pouziti blow-up metody lze vidét v Tvrzeni 7 v podkapitole
3.4.



3. Kvalitativni analyza

Abychom védeéli, jak se Hollingtiv-Tannertav model vyviji pro rizné pocatecni
podminky, je potfeba provést jeho kvalitativni analyzu. V této kapitole popiseme
proces kvalitativni analyzy a ilustrativné to ukazeme na Hollingové-Tannerové
modelu IL.typu se silnym Alleeho efektem bez alternativni potravy pro predatora
v Q= {(xy);x >0,y > 0} viz [1]. V pripadé, ze se pro jiné modifikace modelu
bude postup lisit, explicitné to uvedeme.

3.1 Prevedni na topologicky ekvivalentni model

Definice 6. Topologické prostory X a Y nazveme topologicky ekvivalentni, jestliZe
mezi nimi ezistuje homeomorfismus.[9]

Véta 1. Systém (3)[2] je topologicky ekvivalentni se systémem
du

%zzf((u—l—A)(l—u)(u—M)—QU) (3.1)
W St A 3.2
W Stut Ao, (3.2

vQ, kde A:=a/K € (0,1), S:=5s/(rK), Q :=nq/(rK) a M :=m/K € (0,1).

Diikaz. Necht B = {(u,w);u > 0,0 > 0}. Zavedme zobrazeni ¢ : B x R —
Q x R, kde p(u,v,7) = (z,y,t) je definovano nasledovné x = Ku,y = nKv,dr =
rK - (dt/(u- (u+ a/K)). Dosazenim za z,y,dt a pouzitim oznaceni A,S,Q, M,
ziskavame tvar vysledného systému. Nyni chceme dokazat, ze ¢ je homeomorfis-
mus. Dokazme, Ze ¢ je difeomorfismus, a tedy musi byt homeomorfismus. BUNO
t=(1/rK)-u(u+ a/K)r. Pak ¢ je zjevné bijekce. Déle z, y, t jsou diferencova-
telné. Vypocteme jakobian

K 0 0
|J (u,0,7)| = 0 nk 0 =2-u-(a+ Ku) > 0.
L 2u+g) 0 —=-u-(ut+)

Tedy ¢ je difeomorfismus. Zaroven, jelikoz je jakobian kladny, tak reparametri-
zace Casu zachovava jeho orientaci.

]

Pozndmka. Cas reparametrizujeme za tcelem odstranéni singularity pro z = 0.
Ozna¢me U = {(u,v);u > 0, > 0}. Také je dilezité ovérit, zda reparametrizace
casu zachovava nebo nezachovava orientaci ¢asu. Méjme stacionarni bod, ktery je
atraktor. V pripadé zachovani orientace casu se stacionarni bod chova stéle jako
atraktor, v opac¢ném pripadé by se choval jako repeler.

Pozndmka. Déle budeme vySetiovat systém definovany rovnicemi (3.1),(3.2) na U.



3.2 Stacionarni body

Polozme du/dt a dv/dr rovno 0. Hned je vidét, ze staciondrnimi body jsou
(0,0),(1,0) a (M,0). Zbyva dofesit piipad, kdy v = v a v = [(u+ A)(1 — u)(u —
m)]/Q. Resme tedy kdy

Qu= (u+A)(1 —u)(u—m) (3.3)
nebo
du)=u* — (M +1—A)u? - [AM+1) - Q — M)|ju+ AM =0 (3.4)

d(0) = AM a lim,_,o, d(u) = 0o a lim,_, . d(u) = —o0. Ze spojitosti funkce
d(u) zjistujeme, ze d(u) ma kotfen pro u zdporné, dané u ozna¢me jako -H. Vy-
délenim d(u) polynomem u + H dostavame

AM
uQ—(H+M+1—A)u+7:O, (3.5)

coz je kvadraticka rovnice.

Déle plati D = (H+M+1—A)*—24M tedy uy 5 = 2-(H+M+1-A)£VD).
Podle znaménka D v prvnim kvadrantu nemusi byt zadny pozitivni stacionarni
bod, muze byt jeden nebo dva.

Lemma 2. A > H.

Diikaz. Dosazenim do vztahu (3.3) za u = —H ziskdavame Q = [(H + 1)(H +
M) A—-H)|/H. (H+1), (H+ M), H a (Q jsou vétsi nez 0, a tedy A > H.
[l

Tvrzeni 3. Necht E=(H+M +1—A)/2a D >0. Plati0 < M <uy < E <
ug < 1.

Diikaz. Nerovnosti u; < F < ug a 0 < M plynou primo. Jelikoz 1 — A > 0 z
definice A, tak (H + M +1— A) > 0. Plati také (H + M +1— A) > D, coz im-
plikuje 0 < u; a uy < 1. Zbyva dokazat M < u;. Pouzitim Lemmatu 2 sestavime
platny vyraz % > H + 1 — A, ktery déale nasledovné upravujeme, a tedy —% <
M—(H+M+1-A). Odtud 0 < (H+M~+1—A)>—24M < g N2 AM(H+M+1—
A)+H(H+M+1-AP & J(H+ M +1— A2 — 40 < | oM+ (H+M+1-A)|.
Dokazme, ze vnitiek absolutni hodnoty je kladné ¢islo. Mame 1+ A > 0 z definice
A, H > —M tupravou H + M > 0. Tudiz opravdu vnitiek absolutni hodnoty je
kladny. Tedy H+M +1—A— \J(H+M+1— A2 — 248 > 90 & uy > M.
m




3.3 Omezenost reseni

Véta 4. Vsechna reseni systému jsou omezend v O a nakonec skonci v ® =
{(u0);0<u<1,0<v <1}

Diikaz. Mnozinu U rozdélime na ¢ésti: osa u, osa v, , ' = {(u,v);0 < u < 1,0 > 0},
A={(uw);u>1lu>v}a0®={(uw);u>1lv>u} Osy ua v jsou invariantni,
tj. TeSeni které je na osach zistane i nadale na osach. Na ose u plati, ze dv/dT = 0
navic du/dr = u* - [(u + A)(1 —u)(u — M)] < 0 pro u € (1,00). Analogicky pro
osu v, kde navic dv/dr < 0 pro v € (0,00). Mnozina I' je invariantni, protoze
du/dr < 0 prou =1 av > 0, a tedy pokud Feseni dojde do I', tak uz v ni
musi zustat. Pro mnozinu A plati du/dr < 0 a dv/dr > 0, tudiz vSechna Feseni
z A odchdzi do ® nebo ©. V mnoziné O je du/dr < 0 a dv/dr < 0. Nakonec v
mnoziné I' \ ® mame dv/dr < 0.

[]

P1i vySetrovani omezenosti feseni v ostatnich modelech Hollingova-Tannerova
modelu II. typu autofi pouzili Poincarého kompaktifikaci. Uvedme zde dikaz
omezenosti feseni pro Hollingtiv-Tannerav model II.typu se silnym Alleeho efek-
tem s alternativni potravou pro predatora.

Véta 5. Reseni modelu (2) [4] jsou omezend v U.

Diikaz. Dtikaz rozdélime do dvou ¢asti. Prvni ¢ast kde v = 0 a druhou ¢ast s
v # 0. Pro v = 0 vime, Ze na ose u lezi stabilni varieta stacionarniho bodu (1,0),
a tedy TeSeni pro pocateéni podminky (u,0) jsou omezend.
P1i v # 0 pouzijeme Poincarého kompaktifikaci.

Necht B = {(X,)Y),.X >0,Y >0}, D = {(u,v);u > 0,0 > 0} a vezméme zobra-
zeni ¢ : B — D definované jako ¢(X)Y) = (X/Y,1/Y) = (u,w). K odstranéni
singularit pouzijeme reparametrizaci ¢asu T — Y4T = 7. ¢ = ¢ 0 Q, kde ¢, je
zobrazeni definované jako (u,v,w) — (%,%) a w je nové vznikla slozka, kdyz sys-
tém prevadime z dvoudimenzionélni prostoru do tridimenzionélniho. Zobrazeni Q
jsme si definovali v druhé kapitole. Ovérme, zZe zobrazeni ¢ je homeomorfismus.
¢ je zjevné bijekce, je diferencovatelné na B. Determinant Jacobiho matice je
—1/v3, coZ je nenulové. Tedy opravdu ¢ je homeomorfismus. Nyni se podivame,
jak se zméni systém. Dosadime-li do rovnice pro derivaci v za v, d7 a vynasobime
rovnost Y. Dostaneme tak

dx
ﬁ =SY(A+ XY)(X —1+CY)
~ . 1 __dy/dr . ‘
Rozepiseme si levou stranu dy; /d1" = — 57— a upravime. Mame tedy
dy -
i —SY?)(X*+ X(—1+CY + AY) + AY(CY —1)).

Podobné budeme postupovat i pro druhou rovnici. Dosadime za u, d7 a vynaso-
bime rovnost Y4. Vyjde

d% X 2
25 = X(CH Y = X)X = MY)(X +AY) - QY.
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Kdyz levou stranu upravime do tvaru d% /dT = (dX/ dT)'YQZ(dY/ dT)'X, ziskame
dX ay )
T Y — o7 X =XY(CY+X)[(Y - X)(X - MY)(X+AY) —QY?].

Dosadime za dY/dT, upravime a ziskdme konecny tvar

dX
ﬁ = X(—X4 + X3a3 + X2a2 —+ X@l + ao),

kde

a3 =—-CY +Y 4+ MY — AY

ay =CY? +CMY? - ACY? — MY? + AY? 4+ AMY? — SY?

a; = —CMY? + ACY? 4+ AMCY? — AMY? — QY? 4+ SY? — SCY?3 — ASY?
ag = —ACMY* —QCY?3 — SACY* + SAY3.

Nekonecno se nam zobrazilo na nezapornou cast osy X. Tam budeme hledat
staciondrni body. Jediny staciondrni bod je (0,0). Dosazenim do Jacobiho ma-
tice ziskdme nulovou matici. Pouzijeme tedy blow-up metodu. Zavedme zménu
proménnych nasledovné: X = rw, Y = w a dé = w3dT.

Zobrazeni neni dobre definované pro Y = 0, a tak budeme predpoklddat pro
nasledujici apravy, ze w # 0

Dosadime-li za Y, dI" a upravime, dostaneme

ZZJ = Sw(—r’w — Arw — Crw +r — ACw + A).
Nyni dosadime za Y, dT a obé& strany rovnice vydélime w?. Vyjde
ddrgu = —rw(rtw +rwA—-1+C - M)+ r*w(M—-C—-A+S+ AC — AM —

CM)+r(@Q—-S—-ACw+AMw+CMw+ ASw+ CSw — ACMw) + (CQ — AS +
ACMw + ACSw)

Leva strana je derivace soucinu, kterou si rozepiseme. Dosadime za derivaci w
a upravime, aby ndm zustalo osamocené dr/d¢. Mame tedy

dr
i —
+7r(Q—S—ACw+ AMw + CMw + ASw + CSw — ACMw)

+(CQ — AS + ACMw + ACSw — Sr(—r*w — Arw — Crw + 1 — ACw + A)

= —r(rtw+rwA—-1+C - M)+7r*w(M —-C - A+ S+ AC — AM — CM)
+7(Q — ACw+ AMw + CMw — ACMw) + CQ + ACMw) — Sr(—Crw).
Spojité si dodefinujeme derivace pro bod w = 0 [10]. Pocétek jsme si roztahli na
nezapornou Cast osy r. Na nezaporné casti osy r vysel jediny stacionarni bod, a
to (0,0). Jacobiho matice systému v bodé (0,0) nabyva tvaru

Muv) = <_€Q js) ’

s vlastnimi ¢isly Ay = —CQ, Ay = AS a s vlastnimi vektory v; = (1,0) ave = (0,1).
Tedy pocatek je sedlo.

—r(r*w+rw(A—-14+C - M) +7r*w(M —C — A+ S+ AC — AM — CM)

]
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3.4 Klasifikace stacionarnich bodu

Pro klasifikaci stacionarnich bodu se nam bude hodit Jacobiho matice sys-
tému (3.1)—(3.2). Jacobiho matice vychézi
) (A0 200 Q) g

’ Sv(A+2u —v) S(u—2v)(A+u))’
kde g(u) = (u+ A) (1 —u)(u— M) ah(u) =1 —u)(u—M)+ (u+ A)(1 —u) —
(u+ A)(u— M), coz je derivace funkce g(u).

Definice 7. Necht mdame staciondarni bod a Jacobiho matice v nem neni nulovd.
Staciondrni bod nazveme

a) atraktor, jestlize obé vlastni cisla Jacobiho matice maji zaporné redlné cdsti,
b) repeler, jestlize obé vlastni cisla Jacobiho matice maji kladné redlné casti,

c) sedlo, jestlize jedno vlastni ¢islo Jacobiho matice md kladnou redlnou cdst a
druhé vlastni cislo Jacobiho matice md zdpornou redlnou cast,

d) ohnisko, jestlize vlastni c¢isla Jacobiho matice maji nulové redlné casti a nenu-
lové imaginarni cdsti, pricemz imagindrni ¢asti jsou komplexné sdruzené.

Definice 8. Staciondrni bod nazveme hyperbolicky, jestlize ani jedno vlastni ¢islo
Jacobiho matice nema nulovou redlnou cast. V opacném pripadé rekneme, Ze sta-
ciondrni bod je nehyperbolicky. [11)]

Pozndmka. V rdmci tmluvy, jestlize Jacobiho matice bude mit ve staciondrnim
bodé jedno vlastni ¢islo s nulovou realnou ¢asti a druhé vlastni ¢islo s kladnou
(zdpornou) redlnou ¢asti, pak dany stacionarni bod nazvéme nehyperbolickym
repelerem (atraktorem).

3.4.1 Stacionarni body na osach

Tvrzeni 6. Staciondrni bod (1,0) je sedlo a (M,0) je hyperbolicky repeler.

Dikaz.

0 S(A+1)

ma vlastni ¢isla A\ = —(1 — M)(A+ 1) a Ag = S(A+1). Zjevné Ay < 0, Ay > 0,
tedy (1,0) je sedlo.

J(1,0)2<_(1—M)(A+1) 0 )

_ (M1 -M)(A+M) —QM?
J(M,0) = ( 0 MS(A+M)>

m4 vlastni ¢isla Ay = M2(1 — M)(A+ M) a g = MS(A+ M)). Ay >0, Ay >0
a redlné ¢asti vlastnich ¢isel nejsou 0, tudiz (M,0) je hyperbolicky repeler.
O

Tvrzeni 7. Pocatek (0,0) je nehyperbolicky atraktor.

12



Diikaz. Kdyz dosadime do Jacobiho matice za (0,0) dostaneme nulovou matici,
proto pouzijeme blow-up metodu. Dle [§] mame F(u,w) = u-Q, —v - Py, =
v+ (SAuv — SAV?) —u - (—AMu?) = Auvv(Mu + Su — Sv) = 0, pro u = 0 nebo
v =0mnebo v = ((M + S)/S) - u. Tedy je potieba pouzit jak blow-up ve sméru
u, tak ve sméru v. Polozime-li u = 0, tak dv/dr = —v?AS < 0 pro v > 0. ReSeni
podél osy v se pohybuji do poc¢atku. Mizeme tedy vynechat blow-up ve sméru w.
Provedme blow-up ve sméru v.

Zobrazeni je definovano jako (x,y) — (zy,y) = (u,v). Jelikoz neni dobre defi-
nované pro v = 0, predpokladejme, ze pro nasledujici algebraické tpravy se y # 0.
Dosazenim za v, dostaneme dy/dr = Sy*(xy + A)(x — 1). Dosazenim za u dosta-
neme dxy/dr = dz/dr-y+dy/dr -z = zy((xy+ A)(1 —2y)(zy — M) — Qy). Tedy
de/dr = zy(S(1 — x)(zy + A) + (M — zy)(zy — 1)(A + zy)). Reparametrizaci
¢asu definovanou jako 7 = t/y, ktera zachovava orientaci ¢asu, dostaneme

dx

i r(S(1—2x)(xy+ A) + (M — 2y)(zy — 1)(A + zy))

d
d—‘z =Sy(zy+ A)(x — 1)

Chceme zjistit, jak se chova nova soustava v okoli pocatku, ktery se roztahl
na nezapornou ¢ast osy z. Budeme proto hledat stacionarni body nové soustavy
na nezaporné ¢asti osy x. Pfed tim nez je zacneme hledat musime derivaci spojité
dodefinovat pro y = 0 [10]. Staciondrni body vychézi (0,0) a (S/(S+M),0).

Jacobiho matice v bodé (0,0) nabyva tvaru

AS 0
J@®_<o —AJ
s vlastnimi ¢isly A\; = AS > 0a Ay = —AS < 0 s prislusSnymi vlastnimi vektory

v1 = (1,0) a v, = (0,1). Bod (0,0) je tedy sedlo. V bodé (S/(S+M),0) méame
Jacobiho matici

S2(AS(1+ M) — Q(M + S))

—AS
3
J(S/(S + M),0) = (M 42
0 T M+S

s vlastnimi ¢isly Ay = —AS < 0a Ay = —(AMS)/(M + S) < 0 s piislusnymi
vlastnimi vektory v; = (1,0) a v = S((AS(1+ M) — Q(M + S))/A(M + S)3,1).
Tedy bod (S/(S+M),0) je atraktor. Inverznim zobrazenim se bod (S/(S-+M),0)
zobrazi do pocatku a i vlastni vektory budou mirit do pocatku. Tedy (0,0) je
nehyperbolicky atraktor.

[

3.4.2 Stacionarni body mimo osy

Vyslovime nyni dvé lemmata [12], kterd budou pfi vysetfovani stacionarnich
bodt uzitecna.
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Lemma 8. Pro redlnou 2 x 2 matici T lze charakteristicky polynom zapsat jako

N —tr(T)\ + det(T).

Diikaz. Snadno z det(T — I\) = 0.
[l

Lemma 9. Necht T je redlnd 2 x 2 matice. Jestlize det(T") > 0, pak redlné cdsti
vlastnich cisel maji stejnd znaménka jako stopa matice.

Diikaz. S pouzitim predchoziho Lemmatu mizeme psat

s tr(T) + W(T;y — 4det(T)'

Pro tr(T") = 0 to plati. Pokud tr(7") # 0, tak pro nekladny diskriminant
Re(A12) = tr(T)/2. Pro kladny diskriminant, diskriminant odhadneme nésle-
dovné (tr(7))? — 4det(T) < (tr(T))?. Tudiz to také plati.

0

V podkapitole 2.1. jsme si definovali diskriminant D. Znaménko D urcuje
pocet pozitivnich stacionarnich bodu. V pripadé, ze D < 0, tak nemame zadny
pozitivni stacionarni bod. Déale se timto pripadem v této c¢asti zabyvat nebudeme.

D=0

V pripadé D = 0 plati v = v = E a mame jeden pozitivni stacionarni bod
(E,E). Jacobiho matice ve stacionarnim bodé nabyva tvaru

E2h(E) _QE?
J(B.E) = (SE(A +E) —SE(A+ E))’

kde pfi dpravé prvku ji; jsme vyuzili vztah (3.3).
Daéle bude uziteéné uvést, ze

det(J(E,E)) = SE*(A+ E)(Q — h(E))

H+1)(H+M)(A-H
(—2E? +2E(1+ M — A)+ A— M + AM — E?)
AH? + AHM + AH + AM — H®> — H*M — H> - MH

H

) AM
— (=2E +2E(1+M—A)+A—M+AM—(H+M+1—A)E+7))
=-SE*(A+E)(-H+M+1—-AE-2E° + HH+ M +1— A))

=SE*(A+E)H+E)(—H - M —1+A+2E),

= SE*(A+ E)(

kde h(FE) jsme roznasobili, za Q jsme dosadili z (3.3) pro u = H. Dosadili jsme
do osamoceného E? z (3.5) pro u = H.
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t(J(B,E)) = E(E - h(E) — S(A + B)) = E(E + A) (iﬁ(g) - s)

= E(E+ A)(f(E) - 5),

kde f(E)=(F-h(E))/(A+ E).
Zmaménko determinantu je stejné jako znaménko —H — M — 1+ A+ 2F.
Znaménko stopy je stejné jako znaménko f(E) — S.

Tvrzeni 10. Necht D = 0, pak staciondrni bod (E,E) je
a) nehyperbolicky atraktor, jestlize S < f(F)
b) nehyperbolicky repeler, jestlize S > f(FE)

Diikaz. Vyjdeme z Lemmatu 8. Vezmeme-li determinant J(F,F) a dosadime za
E=H+M+1-A)/2, tak —H—-M —14+A+2E =0, a tedy det(J(E,E)) = 0.
Charakteristicky polynom ma tvar A2 — tr(J(E,E))A = X (A —tr(J(E,E))) = 0.
A1 = 0 a sgn(Ay) = sgn(tr(J(E,E))). sgn(tr(J(E,E))) > 0 < S > f(E) a
sgn(tr(J(E,E))) <0< S < f(E).

[

D >0

Budeme postupovat analogicky jako pro D = 0.
V pripadé D > 0 plati v = v a vzniknou dva pozitivni stacionarni body P s =
(u1,2,u1,2). Jacobiho matice ve stacionarnim bodé nabyva tvaru

J(Pl 2) _ u%,Qh’(uL?) _QU%Q 7
’ SULQ(A + U/LQ) —SULQ(A + U1,2>

Tedy
det(J(PLQ)) = SUiQ(A + ULQ)(H + ULQ)(—H - M -1 + A + 2u1’2)

tI’(J(PLg)) = ULQ(ULQ}L(ULQ) — S(A + Ulyg))

uy 2h(u
= U,LQ(’U,LQ + A) <m _ S)
1,2

= u1p(ur2 + A)(f(ur2) — 5),

kde f(ULQ) = (ULQh(ULQ))/(A + ULQ).
Znaménko determinantu je stejné jako znaménko —H — M — 1 + A 4 2uy ».
Znaménko stopy je stejné jako znaménko f(ui2) — 5.

Tvrzeni 11. Necht D > 0. Staciondrni bod P, je sedlo.
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Diikaz. Vime, ze uy = 3((H+M+1—A)—/D). Odtud —H — M — 1+ A+2u; =
~H-M—-1+A+(H+M+1—-A—+/D)=—D < 0. Tedy znaménko determi-
nantu Jacobiho matice v Py je zdporné. Pouzijme Lemma 8. A\; 5 = (tr(J(P1)) +

\/(tr(J(Pl))2 —4det(J(Py))/2. Jelikoz znaménko determinantu je zdporné, tak

plati nasledujici odhad \/tr(J(Pl))2 —4det(T) > |tr(J(FPy)|. Coz implikuje, ze
jedno vlastni ¢islo Jacobiho matice v P; je zaporné a druhé kladné

]

Tvrzeni 12. Necht D > 0, pak staciondarni bod P, je
a) repeler, jestlize 0 < S < S* := f(uy)

b) atraktor, jestlize S > S*

c) ohnisko, jestlize S = S*

Dikaz. us = S(H+ M +1—A)+ VD). Odtud —H — M — 1+ A+ 2uy =
—H - M- 1+A+(H—|—M+1—A+\/5) = /D > 0. TudiZ znaménko determi-
nantu Jacobiho matice v P, je kladné. Z Lemmatu 9 vime, ze znaménka realnych
casti vlastnich ¢isel Jacobiho matice v P, jsou rovna znaménku stopy Jacobiho
matice v P,. O znaménku stopy rozhoduje S* — S. Pfipady a) a b) jsou dokazény.
V pripadé, Ze stopa matice je rovna 0, tak mdme Ao = £(/—4det(J(F2))/2.
CimZ mame platnost c).

O
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4. Porovnani vysledku
Hollingova-Tannerova modelu
I1I.typu

Tato kapitola se vénuje porovnani Hollingova-Tannerova modelu II. typu a
jeho jednotlivych modifikaci. Celkové se jedna o 6 modelii:
HT model bez Alleecho efektu a bez alternativni potravy

dx (1 x) qry
—=rx|l——]—
K r+a

dyzsy(l_y>
dt nT

HT model bez Alleeho efektu s alternativni potravou pro predatora

dx (1 x) qry
—=rzx|(l——|—
K rT+a

(1)
dt nx +c

HT model se silnym Alleeho efektem bez alternativni potravy pro predatora

d

x:rx(l—x>(ac—m)— vy
T+ a
dyzsy<1_y>
dt nx/)’

kde m € (0,1).

HT model se silnym Alleeho efektem s alternativni potravou pro predatora

Cm:rx(l—x)(x—m)— ary
rT+a
i)
dt ne+c/)’
kde m € (0,1).

HT model se slabym Alleeho efektem s alternativni potravou pro predatora

dx 2<1 £E> qry
K r+a

(1)
dt nr+c

HT model se slabym Alleeho efektem bez alternativni potravy pro predédtora

dx 2(1 ZL’) qry
K r+a



V modelech s alternativni potravou, fesime model na Q = {(z,y);x > 0,y >
0}.V ostatnich modelech plati Q@ = {(x,y);x > 0,y > 0}.

Poznamka. O Hollingové-Tannerové modelu se slabym Alleeho efektem s alter-
nativni potravou pro predatora se ndm nepodatilo najit dost informaci a ani ne-
predpokldadame, ze by mél prinést néjaké nové informace, a tak ho z porovnavani
vynechdme.

Pomoci transformace proménnych z, y a reparametrizace ¢asu prevedeme mo-
dely na topologicky ekvivalentni modely s méné parametry. Transformace pro-
mennych z,y jsou pro vSechny modely stejné tj. x = Ku, y = Knv. Dostaneme

A) HT model bez Alleeho efektu a bez alternativni potravy
du 5
il [E(l—u)—(1—FE)(A+ E)v]
-
dy _ Fo(u+ A)(u —v),
dr
kde A>0,F>0a0< E < 1.
B) HT model bez Alleeho efektu s alternativni potravou pro predétora

;“7{:[(1_u)(u+A)—Qv]-u-(u+c)
izS(u%—C’—v)(u—i—A)v,

kde A,5,C,Q € (0,1).
C) HT model se silnym Allecho efektem bez alternativni pro predétora

d

T = (1= u)(u = M)(u+ A) - Qo
d
% = Sv(u—v)(u+ A),

kde A,M € (0,1), S,Q € R™.

D) HT model se silnym Alleeho efektem s alternativni potravou pro predatora

;l:f:[(l—u)(u—M)(u—l—A)—Qv]~u-(u+C’)
i—S(u%—C—v)(u—l—A)v,

kde A,M € (0,1), S,C,Q € RT.
E) HT model se slabym Alleeho efektem bez alternativni potravy pro predatora

du

[0 — Wt A) - Qo] v

dv

= B(u —v)(u+ A)v,

kde A € (0,1), B,Q € R*.

U vsech modeli predpokladdme U = {(u,v);u > 0,0 > 0}. V modelech bez
alternativni potravy jsme odstranili singularitu pro x = 0.
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4.1 Obecné vlastnosti reseni

Ve vsech modelech jsme dospéli k zavéru, ze feSeni pro rizné pocatecni pod-
minky jsou omezena. V modelu C) to bylo mozné dokazat piimo, viz. Véta 4 v
kapitole 3. V ostatnich pripadech jsme pouzili Poincarého kompaktifikaci a postu-
povali jsme analogicky jako v kapitole 3 Véta 5. Dale jelikoz osy jsou invariantni
mnoziny a du/dr(1,0) < 0 vyplyva, ze mnozina I' = {(u,v);u € [0,1],v > 0} je
invariantni mnozina.

4.2 Stacionarni body a jejich stabilita

4.2.1 Stacionarni body na osach

Pro modely mame stacionarni body na osach u,v nasledovné:

A) (0,0), (1,0)

B) (0,0), (1,0), (0,C)

C) (0,0), (1,0), (M,0)

D) (0,0), (1,0), (M,0), (0,C)
E) (0,0), (1,0)

V kazdém modelu jsou (0,0) a (1,0) staciondrnimi body. Jestlize model neobsa-
huje Alleeho efekt nebo je slaby, tak staciondarni bod (M,0) splyne se stacionarnim
bodem (0,0). Analogicky za predpokladu, ze predator nemd alternativni kofist,
tak bod (0,C) splyne s bodem (0,0).

Stacionarni bod (1,0), a pokud existuje bod (M,0), maji stejnou stabilitu ve
vSech modelech, kde se vyskytuji. Bod (1,0) je vzdy sedlo, bod (M,0) je vzdy
repeler. Naopak stacionarni body (0,0) a (0,C) maji proménlivou stabilitu pro
riizné modely.

Pro stacionarni bod (0,C) jsme spocitali Jacobiho matici a bod jsme do ni
dosadili. V pfipadé modelu D) je vzdy bod atraktorem. V piipadé modelu B)
muze byt sedlovym bodem, kdyz C'QQ — A < 0, atraktorem, kdyz CQ — A > 0
nebo nehyperbolickym atraktorem, kdyz CQ — A = 0. Podrobnéji vypocet pro
model B) vypada nésledovné. Jacobiho matice modelu B) v bodé (0,C) nabyva

tvaru C(A— CQ)
- 0
J(0.0) = ( SAC —SAC)

piidemz det(J(0,C)) = ASC?*(CQ — A) a tr(J(0,C)) = C(A — AS — CQ). Pro
CQ — A > 0 je determinant kladny. Stopa matice zaporna. S pouzitim Lemmatu
9 dojdeme k zavéru, ze stacionarni bod (0,C) je atraktor. Pro CQ — A = 0 je
determinant roven nule a pro CQQ — A < 0 je determinant zadporny. Stabilita
stacionarniho bodu plyne primo s pouzitim Lemmatu 8.

Pro staciondrni bod (0,0) jsme v modelech spoécitali Jacobiho matici a bod
jsme do ni dosadili. Vysla ndm nulova matice, a tedy jsme pouzili blow-up metodu.
Postup viz kapitola 3 Tvrzeni 7. V modelech A), D) je (0,0) sedlo, v modelu
C) atraktor a v modelu B) repeler. V pripadé modelu E) je to nehyperbolicky
singularni bod.
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Je také dilezité zminit, ze pokud model nemda zadny pozitivni staciondrni
bod, tak atraktor lezici na ose v je globdlnim atraktorem.

4.2.2 Pozitivni stacionarni body

Pti hledani pozitivnich stacionérnich bodu zjistime, Ze musime tesit soustavu
dvou rovnic o dvou neznamych pro u a v. Dosadime za v a feSime rovnici pro u.
Konkrétnéji
A) —Eu?+u(E*— A+ AE=0
Diskriminant rovnice je vzdy vétsi nez 0, nicméné u; < 0, a tedy jediné TesSeni
vychazi us = E. Model ma vzdy pravé jeden stacionarni bod (E,E).

B)u - (1-A-Q)u+ (CQ — A) =0, zkrdcené u> — Bju+ By =0

Jelikoz vyrazy 1 — A — @, CQ — A a diskriminant nemaji jednoznacné urcené
zda jsou kladné, zaporné nebo neutralni, tak vznikd mnoho moznosti pro u. Viz
tabulka prevzatd z ¢lanku [3], kde A(n) ma vyznam diskriminantu:

Number of

Case sg(B1) sg(Bo) sg(Am) Positive equilibrium

1.1 + + + 2
1.2 + + 0 1
1.3 + + - 0
2.1 + - + 1
2.2 - + + |
3 + 0 + 1
4 0 - + 1
5.1 0 + - 0
5.2 - + - 0

Pripady 1 a 5 jsou zfejmé. V pripadech 2 a 4 je jeden jeden pozitivni stacionarni
bod z divodu, ze u; < 0. V pripadé 2 ma ale us jinou hodnotu nez v pripadeé 4.
V pripadé 3 je u; = 0.

V moznostech C), D) ndm vznikne polynom tietiho stupné P3. Avsak ma za-
porny koren, ktery oznac¢ime —H. Vydélenim P3 polynomem (u + H) ziskavame
polynom druhého stupné.

C)u?— (H+M+1—Au+(AM/H) =0H+M+1-A>0a AM/H >0,
tedy podle znaménka diskriminantu mame 0,1 nebo 2 stacionarni body.

D)u> -~ (1—-A4+H+Mu+(Q+M—-HH-A+M+1)— AM +1) =0,
zkracend u? — Aju + Ay = 0. Vime, Ze A; > 0. Ay mize byt kladné, nulové
¢i zaporné. Kdyz Ay > 0, tak podle znaménka diskriminantu mame 0,1 nebo 2
pozitivni stacionarni body. Je-li Ay = 0 nebo Ay < 0 dostaneme jeden pozitivni
stacionarni, protoze u; = 0 nebo u; < 0.

E) u?—(1—-A)u+(Q—A) =0, co je analogické D) poté, co se kubicky polynom
prou v D) prevedl na kvadraticky.

Muzeme tedy fici, ze jen v pripadé modelu A) méame jednoznacné urceny po-
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et stacionarnich bodi. U modelt B)-E) mtzeme mit 0-2 pozitivni stacionarni
body v zavislosti na parametrech. Pficemz nutnou podminkou pro existenci dvou
stacionarnich bodu je u kvadratické rovnice pro u je koecifient u linedrniho ¢lenu
zaporny a koecifient u absolutniho ¢lenu kladny.

Nyni se zaméime na jejich stabilitu. Podrobnéji se dale budeme zabyvat si-
tuaci v modelu A) a v modelech B)-E), kdy je splnénd nutnid podminka pro
existenci dvou stacionarnich bodt a diskriminant neni zaporny.

Pozndmka. Ackoliv se v této praci nebudeme zabyvat bifurkaci, tak pripad, kdy
je splnénd podminka pro existenci dvou stacionarnich bodu, je zajimavy tim, ze
se tam vyskytuji bifurkace (napt. sedlo-uzlova, Bodganova-Takensova).

V piipadé modelu A)
Jacobiho matice ma v bodé (E,E) tvar

 (—2F'— AE® —EXA+F - AE — E?)
J(EE) = (FE(A+E) _EF(A+E) ) )

kde
det(J(E,E)) = (2E*+ AE®) - FF(A+ E)+ E*(A+ E— AE— E?)- FE(A+ E)
=FE3(A+ E)(EF*+ A+ E) >0,
tr(J(E,E)) = —(2E*+ AE®* + EF(A+ E)) < 0.

Jelikoz determinant je kladny, tak z Lemmatu 9. plati, ze znaménko realnych
casti vlastnich ¢isel se rovna znaménku stopy. Tedy obé vlastni ¢isla maji zapor-
nou redlnou ¢ast a bod (E,E) je atraktorem.

V tomto modelu pro urc¢ité hodnoty parametra plati
tr(J(E,E))* — 4det(J(E,F)) < 0, coz implikuje existenci stabilniho viru. Napii-
klad kdy F = 0.0314425, A = 0.407034 a F' = 0.00128 [1].

V piipadé modelu B)-E)
1) diskriminant kvadratické rovnice pro u je nula

Mame tedy pravé jeden pozitivni stacionarni bod, ktery muze byt atraktor,
repeler nebo tzv. hrot.

2) diskriminant kvadratické rovnice pro u je vétsi nez nula
Mame tedy dva pozitivni stacionarni body, které si oznacime Py, P,. P, je vzdy
sedlo. Stabilita bodu P, zavisi na konkrétnich parametrech modelu.

V modelu B), pro parametry, kdy existuji dva pozitivni staciondrni body, je bod
(0,C) atraktorem.

4.3 Cykly

Pozndmka. Jelikoz vysetieni cyklt je komplikované, tak jsme jejich vysetrovani

nedélali. Poznatky cerpame z ¢lanka [1], [2], [3], [4].
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V modelech C)-E) muze existovat maximalné jeden cyklus. V modelech A),
B) se muzou vyskytovat az dva cykly, kde jejich stfed tvoii tentyz pozitivni sta-
cionarni bod. V piipadé modelu A) je to bod (E,E), v modelu B) se jedna o
stacionarni bod P;. V modelu B) se vnitini cyklus chova jako repeler, vnéjsi
cyklus se chova jako atraktor a bod P, ktery obkruzuji, je atraktor.

4.4 Stabilita modelu jako celek

Definice 9. Rekneme Ze model je monostabilni, pokud md jen jedno misto (tj.
staciondrni bod nebo cyklus), které je atraktorem nebo je soucdsti periodického
resend. Analogicky model je bi/tri-stabilni, pokud md dvé/tri mista, kterd jsou
atraktorem nebo jsou soucdsti periodického resent. [15]

Modely C)-E) mizou byt monostabilni nebo bistabilni. Model B) mtze byt
monostabilni, bistabilni, ale dokonce i tristabilni. Tristabilita nastava pravé tehdy,
kdyZz model ma dva pozitivni staciondrni body. Bod (0,C) a P, jsou atraktory a
vneéjsi cyklus se chova jako atraktor.

4.5 Stabilni a nestabilni varieta

V této podkapitole rozebereme detalnéji situaci, kdy existuji pravé dva pozi-
tivni stacionarni body. Informace ptejimame z clanku [1], [2], [3], [4].

Jiz jsme zminili, Ze bod P je vzdy sedlo. Tedy m4 stabilni a nestabilni varietu.
Cést stabilni variety tvoif kiivku s poc¢ate¢nim bodem (M,0) nebo (0,0) (podle
toho, jestli je piftomen silny Alleeho efekt) a koncovym bodem P;. Cést nestabilni
variety tvori kiivku s poc¢atecnim bodem P; a koncovym bodem (0,0) nebo (0,C)
podle toho, jestli je pritomna alternativni potrava pro predatora.

V pripadé modelu se silnym Alleeho efektem [2] situaci v ¢lanku zndzornuje
tento obrazek, kteri tam autori publikovali.

Figure 6: Stable and unstable manifolds of P;.
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Je-li bod P, atraktor, tak stabilni varieta tvori krivku, kterd rozdéluje prvni
kvadrant na dvé ¢asti. V prvni éasti jsou feseni pritdhovana bodem (0,0) nebo
(0,C) a v druhé ¢&sti jsou pritahovana bodem P,. Je-li navic dand krivka jednodu-
ché a neni soucasti cyklu, mizeme tici, ze feseni s poc¢atecnimi podminkami nad
ni jsou pritahovana bodem (0,0) nebo (0,C) a fesSeni s pocatecnimi podminkami
pod ni jsou pritdhovana bodem P,.
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Z.aver

V této praci jsme se zabyvali Hollinngovym-Tannerovym modelem, kde pro-
ménné jsou zavislé jen na case. Prvni a druhd kapitola jsou obecné, tieti a ¢tvrta
se hloubéji vénovaly Hollingové-Tannerové modelu II. typu.

V prvni kapitole jsme predstavili Hollingtiv-Tanneriiv model a jednotlivé jeho
druhy. Také jsme formulovali, jakym zptisobem se zméni model, kdyz pridame
alternativni potravu pro predatora ¢i Alleeho efekt. V druhé kapitole jsme uvedli
Poincarého kompaktifikaci a blow-up metodu, které jsme pak aplikovali v tieti
kapitole. Zadefinovali jsme si tii druhy zobrazeni, blow up ve sméru z, blow-up ve
sméru y a polarni blow up. V pripadé blow-uptu ve sméru jsme objasnili, jakym
zpusobem se chovaji a také jsme poskytli voditko, jak poznat, ktery z nich pou-
7zit nebo jestli je potieba pouzit oba dva. Treti kapitola se vénovala kvalitativni
analyze.

Ctvrté kapitola se vénovala porovnani Hollingova-Tannerova modelu II.typu
a jeho modifikaci. Zjistili jsme nasledujici.

V pripadé modelu bez Alleeho efektu a bez alternativni potravy vime, Ze
vzdy najdeme pravé jeden pozitivni stacionarni bod. Jelikoz v topologicky ekvi-
valentnim systému na osach souradnic nelezi za vSech okolnosti zadny atraktor,
tak nikdy nenastava moznost, ze by kofist a predator vyhynuli. Ostatni modely,
v kterych je pridan Alleeho efekt nebo alternativni potrava pro predatora pri-
poustéji moznost, ze korist a dravec nebo jen korist vyhynou. Zaroven ale tyto
modely pripousti moznosti, ze mizou mit 0,1 nebo 2 pozitivni stacionarni body.
Pridanim alternativni potravy pro predatora vznikne na ose y novy stacionarni
bod (0,c) a zméni se stabilita bodu (0,0). Nemtze nastat situace, Ze jak predator,
tak korist zaroven vyhynou. Pridanim silného Alleeho efektu vznikne na ose x
novy stacionarni bod (m,0). Pfidanim slabého Alleeho efektu nevznikne na ose z
a y zadny novy stacionarni bod. Kdyz budeme mit model s alternativni potra-
vou pro predatora a budeme pohybovat s parametrem c, tak budeme ovliviovat
kapacitu prostiedi pro predatora. Tedy ¢im veétsi ¢, tim bude mit predator veétsi
kapacitu prostfedi, coz mu umozni se vyskytovat ve vétsim mnozstvi. Mame-li
model se silnym Alleeho efektem a pohybujeme s proménnou m, tak ovliviiujeme
bez ohledu na predatora prosperitu kofisti. Cim vétsf je m, tim narocnéjsi je pro
korist sehnat potrebny pocet jedincii, aby nezacala trpét kvili svému malému
mnozstvi. U modelu obsahujicitho Alleeho efekt neni mozné, aby nastala situace,
kdy existuji dva cykly zaroven. Model bez Alleeho efektu s alternativni potravou
pro predatora muze dosahnout tristability.
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