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Abstrakt: Predlozena prace pojednava o vybranych metodach regresni a klasifi-
kacni analyzy z pohledu robustni optimalizace, jejimz cilem je vhodné zohlednit
pripadné neptesnosti v datech nebo chyby méteni. V prvni ¢asti je predstavena
metoda nejmensich ¢tverci a jeji zobecnéni, které Ize odvodit v kontextu robustni
optimalizace — hiebenova regrese a metoda Lasso. Nasledné je ukazana souvislost
mezi témito zobecnénimi a metodou nejmensich ¢tverct v robustni optimalizaci.
Teoretické vysledky doplnuje simulac¢ni studie zkoumajici z riznych hledisek ro-
bustnost jednotlivych metod. Ve druhé c¢asti préce je ¢tenar seznamen s jednou
z modernich klasifikacnich metod — metodou SVM. Ziskané poznatky jsou na-
sledné vyuzity k vybudovani metody SVM, ktera se uplatnuje v robustni klasifi-
kaci. Zavérecna cast je vénovana aplikaci vylozené teorie na prikladu biometrické
identifikace stylu psani a osob podle dynamiky stisku pocitacovych klaves.
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Abstract: In this thesis, we present selected methods of regression and classifi-
cation analysis in terms of robust optimization which aim to compensate for data
imprecisions and measurement errors. In the first part, ordinary least squares
method and its generalizations derived within the context of robust optimization
— ridge regression and Lasso method are introduced. The connection between ro-
bust least squares and stated generalizations is also shown. Theoretical results
are accompanied with simulation study investigating from a different perspective
the robustness of stated methods. In the second part, we define a modern classifi-
cation method — Support Vector Machines (SVM). Using the obtained knowledge,
we formulate a robust SVM method, which can be applied in robust classification.
The final part is devoted to the biometric identification of a style of typing and
an individual based on keystroke dynamics using the formulated theory.
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Uvod

Prudky rozmach digitalizace a obecné modernich technologii s sebou prinasi ob-
rovské mnozstvi nejriznéjsich dat, které je tfeba analyzovat. Na zékladé téchto
analyz poté vyvozujeme urcité zavéry a rozhodnuti. Redlna data ovsem casto by-
vaji zatizena chybami méreni nebo jinymi nepfesnostmi. Zanedbani i drobnych ne-
presnosti potom muze vést k vyrazné odlisné interpretaci a chybnym rozhodnutim
(viz napt. |Ben-Tal a kol.| (2009)).

V regresni a klasifikacni analyze se proto velké oblibé tési metody, které
dokazi nalézt optimélni feseni, které je v jistém smyslu necitlivé vici (malym)
zménam ve vstupnich datech. Takova optimalni feSeni budeme v této praci
nazyvat robustni. Studiem metod, které vedou k ziskani robustnich optimélnich
reseni, se zabyva robustni optimalizace. Aby nedoslo k omylu, poznamenejme, ze
s pojmem robustnost se lze setkat v mnoha matematickych disciplinach. Kazda
disciplina ovsem muze tento pojem pouzivat v odlisném vyznamu.

Nasim cilem je predstavit ¢tenari nékteré z metod regresni a klasifikacni ana-
Iyzy formulované v kontextu robustni optimalizace a nasledné dokazat, ze op-
timélni feSeni nalezend pomoci téchto metod jsou skutecné robustni. Samotnd
préace je rozdélena do dvou kapitol, z nichz v prvni kapitole se zabyvame regresni
analyzou a ve druhé klasifikac¢ni analyzou.

V prvni kapitole ukazujeme souvislost mezi metodou nejmensich ¢tverc v ro-
bustni optimalizaci a hfebenovou regresi a metodou Lasso, které formulujeme jako
robustni zobecnéni metody nejmensich ctvercii. Kromé teoretickych vysledki je
robustnost téchto zobecnéni demonstrovana na nahodné generovanych datech.

Ve druhé kapitole predstavujeme linearni verzi metody SVM a poté verzi neli-
nearni, kterou odvodime vyuzitim teorie jadrovych funkci. Nasledné uvadime me-
todu SVM, ktera nachazi uplatnéni v robustni klasifikaci. V zavéreéné ¢asti apli-
kujeme uvedené metody na prikladu biometrické identifikace stylu psani a osob
podle dynamiky stisku pocitacovych klaves.



Kapitola 1

Regresni analyza

Pojem regrese pouzil jako prvni ve svych pracich britsky ucenec Francis Galton
jiz pred 130 lety (viz (Galton| (1886a) a Galton (1886b)). Zabyval se v nich
zkoumanim zavislosti primérné vysky potomkti na vysce rodi¢t. Mimo jiné
vypozoroval, ze synové otct se stejnou nadprumérnou vyskou jsou sice v prumeéru
vyssi nez synové otcii s prumérnou vyskou, nicméné rozdil téchto prameérnych
vysSek synil je nizsi nez rozdil primérnych vysek otci. Jednd se tedy o jakysi
,havrat (sméfovani) k pruméru*.

Postupem let se pojem regrese (piip. také regresni analyza) ustélil jako
souhrnné oznaceni pro zkoumani zavislosti mezi zavisle proménnou ndhodnou
veli¢inou (nékdy téz nazyvanou odezva nebo vysvétlovand proménnd) a jednou
nebo vice nezavislymi (ndhodnymi) veli¢inami (nazyvanymi také jako prediktory,
regresory nebo vysvétlujici proménné).

V prvni ¢asti této kapitoly se seznamime s patrné nejznaméjsi klasickou re-
gresni metodou, kterd se nazyva metoda nejmensich ¢tvercli. V navazujici ¢asti
predstavime hiebenovou regresi a metodu Lasso, které spadaji mezi metody tzv.
regularizované regrese a které zobecnuji metodu nejmensich ¢tvercii. V zavérecné
¢asti ukdzeme souvislost mezi metodou nejmensich ¢tvercti v robustni optimali-
zaci a zminénymi metodami regularizované regrese. Teoretické vysledky doplnime
simulac¢ni studii, ve které budeme zkoumat robustnost jednotlivych metod.

Definice zakladnich pojmi a obecné znamé poznatky, které formulujeme v této
kapitole, budeme prejimat z knih |Andél (2007)) a Zvara, (2008]).

1.1 Uvodni poznimky

V této sekci predstavime pojmy a znaceni, které budeme pouzivat v nasledujicich
sekcich této kapitoly.

Uvazujme nekorelované nahodné veli¢iny Yi,...,Y,,n € N, které budou re-
prezentovat zavisle proménné, a vektory

x; = (11, .- ,:L'Lp)T ey Xn = (T, - ,xn,p)T,

kdepeNawx;;,i=1,...,n, j=1,...,p jsou pfedem zndmé realné konstanty.
Jednotlivé slozky téchto vektori potom obsahuji nezavisle proménné. Rozdéleni
ndhodné veli¢iny Y; mize (ale také nemusi) pro dané i = 1,...,n zaviset na
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regresoru X;. Konecéné necht pro vSechna i plati, Ze varY; = o2, kde 0% > 0 je
neznamy parametr.
Zavedme znaceni:

Y
Y=Y,=|":], (1.1)
Y,
Xir ale .o 'CCLP
X=Xpxp=1| 1| = (1.2)
X’,—’Ll— xn71 P a:’n7p

Nyni jiz mtzeme zformulovat nasledujici definici.

Definice 1.1 (Linedrni model). Necht Y je ndhodny vektor dimenze n definovany
predpisem s varian¢ni matici var Y = 021, kde 0% > 0 je nezndmy parametr.
Déle necht X je matice znamych realnych ¢isel typu n x p definovanéd predpisem
(1.2). Konecné necht n > p a pro hodnost X necht plati rank (X) < p.

Rekneme, 7ze Y se di linedrnim modelem s matici modelu X (a piseme
Y ~ (XB,0%1,)), pokud pro p-dimenziondlni vektor B8 = (34, ... ,BP)T realnych
konstant plati:

EY, =Bz + -+ Bz, =% B, i=1....n, (1.3)
jinymi slovy
EY =Xg.
Pokud rank (X) = p, hovofime o linedrnim modelu s plnou hodnosti.

Pozndmka 1.2. Pro definici plati:

(i) Vektor B se nazyva vektor regresnich koeficienti (nebo téz vektor regres-
nich parametril). Parametr o2, resp. o, se nazyva rezidualni rozptyl, resp.
rezidualni smérodatna odchylka.

(ii) Rovnici (1.3 je mozné nahradit rovnici
Y =XB+e¢, (1.4)
kde & = (1,...,2,)" je ndhodny vektor splitujici E & = 0 a vare = 02I,,.

(iii) Je-li p = 2, potom se jednd o tlohu jednoduché regrese, je-li p > 2, potom
hovotime o 1loze vicenasobné regrese.

(iv) Misto ndhodného vektoru Y lze coby odezvu uvazovat matici typu n x m
(pro m > 1). V takovém piipadé potom mluvime o tloze vicerozmérné re-
grese. Zajemcum o tuto problematiku lze doporucit napr. knihu Christensen
(2001)).

Pozndmka 1.3. Az doposud jsme pfedpokladali, Ze hodnoty z;;,¢ = 1,...,n,
j=1,...,p, zndme diive, nez realizace ndhodnych veli¢in Y7, ...,Y,. Tento pri-
stup se vyuziva napt. pro experimenty v priumyslu nebo zemédélstvi.

V nékterych situacich je naopak vyhodnéjsi predpokladat, ze regresory jsou
nahodné veli¢iny. V takovém pripadé se potom zajimame o podminénou stiedni
hodnotu Y; pti danych hodnotach X; = x;.



1.2 Metoda nejmensich ¢tverci

Tato metoda ptivodné vznikla pro eliminaci chyb v astronomickych a geodetickych
meérenich. Postupem c¢asu nasla uplatnéni také v regresni analyze, ekonomii, pri
zpracovani signalu a v mnoha dalsich oblastech. Poprvé byla publikovana v knize
Legendre| (1805). Velmi pravdépodobné nezavisle na této knize byla o nékolik let
pozdéji publikovana také v knize némeckého matematika a fyzika Carla Friedricha
Gausse (viz Gauss (1809)).

Metodé nejmensich étvercu se nékdy zkrdcené ikd metoda OLS (jednd se
o zkratku anglického vyrazu ,ordinary least squares®). S vyuzitim znaceni zave-
deného v sekci formulujeme metodu OLS jako nasledujici optimaliza¢ni illohu

. 2
min [|Y — X8|, (1.5)

kde |||, zna¢i eukleidovskou normu na R". Geometricky bychom mohli dlohu
interpretovat tak, ze se snazime nalézt vektor B takovy, ze soucet vzdale-
nost{ bodil xy,...,x, od nadroviny definované pfedpisem 8w —Y = 0 (kde w
je nezavisle proménnd) je minimalni.

Pokusme se nalézt analytické feseni optimalizacéni dlohy (1.5), které budeme
znacit Bors. Jelikoz nemame zadné omezujici podminky, Lagrangeovu funkci lze
ztotoznit s tcelovou funkci. Po dpravée plati, ze

L(B) =Y =XB[; = (Y = XB) (Y = XB) = Y'Y - 2Y X8 + BTXTXB.
Hessova matice (matice druhych parcidlnich derivaci) funkce L (B) je tvaru

0*L
008"
coZ je pozitivné semidefinitni matice. Uelovd funkce je tedy konvexni funkce

a kazdé lokalni minimum funkce L (8) na R? je globalnim minimem funkce L ()
na RP. Podle nutné podminky optimality musi platit

oL
0B

coz je ekvivalentni soustavé linearnich rovnic

(8) = 2X'X,

(8) =0,

X'XB =X"Y. (1.6)

Kombinaci faktu, ze soustava (1.6)) je vzdy Fesitelnd (nebof na obou stranich se
vyskytuje néjaka linedrni kombinace fadkt matice X), a véty aplikované na
tuto soustavu dostavame, ze hledany vektor Bors je dan predpisem

Bors = (XTX) XY,

kde (XTX)_ oznacuje néjakou pseudoinverzi matice X' X (viz definice [A.1)). Jed-
nim z nejrozsitenéjsich zobecnéni pseudoinverze je tzv. Mooreova—Penroseova
pseudoinverze (viz deﬁnice. Duvodem je fakt, ze Mooreova—Penroseova pseu-
doinverze existuje pro libovolnou readlnou matici a navic je urcena jednoznacné.
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Pozndamka 1.4. (i) Soustava rovnic (|1.6)) se nazyva soustava norméalnich rovnic
(prip. pouze normélni rovnice).

(ii) Pokud se Y fidi linedrnim modelem s plnou hodnosti (tj. rank (X) = p < n),
je matice XX regularni (a pozitivné definitn{) a fesen{ optimalizaén{ tlohy
(1.5) ma tvar

. -1
Bors = (X'X) XTY.

Pokud by ¢tenére zajimal podrobnéjsi popis metody OLS a pripadné jeji dalsi
vlastnosti, odkazujeme jej napf. na knihu [Zvara (2008, kapitola 2).

1.3 Regularizovana regrese

V této sekci se zamérime na hrebenovou regresi a metodu Lasso, které jsou zo-
becnénim metody OLS. Motivaci k jejich vzniku a rozvoji byla snaha prekonat
problémy zptisobené multikolinearitou. Vysvétleni tohoto pojmu miizeme, spolu
s informacemi, jak multikolinearitu rozpoznat a jaké problémy jeji pritomnost
zpusobuje, nalézt v nasledujici podsekci.

1.3.1 Multikolinearita

Rozlisujeme dva typy multikolinearity. Prvnim ptipadem je tzv. perfektni multi-
kolinearita, pii které dochazi k tomu, ze sloupce regresni matice X jsou linearné
zavislé, a tedy rank (X) < p. Tato situace nastane napt. v pripadé, kdyz uvazu-
jeme velké mnozstvi regresort a jeden z nich je omylem pouzit dvakrat.

Castéjsim piipadem, kterym se budeme zabyvat ve zbytku této podsekee, je
ptripad (témeér) multikolinearity, kdy sloupce matice X jsou sice linedrné nezavislé
(tj. plati, ze rank (X) = p), ovSem v jistém slova smyslu je mizeme povazovat za
témeér linearné zavislé.

Vyjdéme z nasledujici véty, ve které mizeme nahlédnout vzorec k vypoctu
stfedni hodnoty c¢tverce délky odhadu Bors.

. . ~ T
Véta 1.5. Necht Y ~ (XB,0°L,), rank(X) = p a Bors = (Bors1,-- - Borsy)
necht je optimdlni resent ulohy (1.5)). Potom

£ |Bousl, = 1813 + 0% { (57%) "} = 1B + Y warBouss, (1)
i=1
kde tr{(XTX)l} oznacuje stopu matice (XTX)A.

Diikaz. Viz|LZvara, (2008)), véta 11.1.
[l

Uvazujme nyni SVD rozklad matice X. Aplikaci véty ziskavame vyjadreni
P

X=UDV' => duv,, (1.8)
i=1
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kde U, resp. V, je ortogonédlni matice radu n, resp. radu p, a

-3

je matice typu n X p, pficemz D, = diag(dy,...,d,) ady > --- > d, > 0 tvori
singularni ¢isla matice X. Jsou-li sloupce matice X témér linearné zavislé, potom
matice XX je témdi singuldrni matici a hodnota df, je blizko hodnoté 0.

S vyuzitim rozkladu (1.8)) a faktu, Ze U je ortogonélni matice, mizeme matici
XX vyjadiit ve tvaru

p
X'X=VD'DV' =>" d&v,v/. (1.9)
=1

Pfipomenime, Ze matice X mé plnou hodnost. To znamen4, ze matice X'X je
regularni. S vyuzitim znalosti rozkladu ([1.9) muzeme vyjadrit inverzni matici
pomoci vyrazu

(X7%) " = VDT = 3 L]

2
i=1 dl

tr {Vz-viT} =tr {VZTVZ} =1,

-1
muzeme stopu matice (XTX) zapsat jako

Jelikoz

-1 L1
r {(XTX) } =3 (1.10)
Z rovnosti ((1.7) a (|1.10) ziskdvame vyjadreni

€ o[, ~ 181 = 3o var Bowss = e { (%) '} =073
i=1 !

=1

To tedy znamena, ze multikolinearita zptsobuje vysoké rozptyly odhadu jed-
notlivych regresnich koeficienti. Nékdy se miize dokonce stat, ze pro urcité
i z mnoziny {1,...,p} je hodnota var 3OL5,1- tak vysoka, ze je tento odhad v praxi
nepouzitelny. Dalsi neptijemnou vlastnosti je, Zze i drobna zména v datech muze
zpusobit naprosto odlisné hodnoty jednotlivych odhadu (véetné zmén jejich
znamének).

Jednim z nejcastéji pouzivanych kritérii pro odhaleni dvojice regresorti zptiso-
bujicich multikolinearitu je velka absolutni hodnota vybérového korela¢niho koefi-
cientu mezi danou dvojici regresorii. Dalsimi kritérii jsou napt. hodnota inflacnich
¢isel VIF (viz |[Kutner a kol.| (2005, sekce 10.5)) nebo primo statistické testy mul-
tikolinearity (viz |Cipra/ (2008, poznamka 4.5.1 na str. 119)).



1.3.2 Hrebenova regrese

Tato metoda byla poprvé publikovana v ¢ldnku |[Hoerl (1962)) a nasledné o nékolik
let pozdéji doslo k jejimu rozpracovani v ¢lancich Hoerl a Kennard| (1970a) a Hoerl
a Kennard| (1970b)). Jak jiz bylo feceno na zacatku této sekce, hfebenové regrese
je zobecnénim metody OLS. Mtzeme ji formulovat jako nésledujici optimalizacni
ulohu

2
m1n||Y XBHQ—F)\H,BHQ min Z(Y waﬁ]) —i—)\Zﬁ?, (1.11)
j=1

BERP 1,--,8pER

kde A > 0 je parametr. Podobné jako v pripadé metody OLS se snazime mini-
malizovat soucet ¢tvercti odchylek X3 od Y, ovSem navic uvazujeme penalizacni
clen \||B||5. Parametr A potom udava velikost této penalizace, jingmi slovy
pomeér mezi obéma minimalizovanymi funkcemi. PovSimnéme si, zZe pro hodnotu
parametru A = 0 se jedna o metodu OLS.

Lze dokézat, Ze optimalizacéni tloha (1.11]) je ekvivalentni s optimalizac¢ni tilo-
hou

min [[Y - X85, (1.12)
st |IBl5 <t

pokud ¢ = [|8*||, kde B* je optimélni Feseni tlohy (L.11)). Hlavni kroky dikazu
vychézi z konceptu Karushovych-Kuhnovych-Tuckerovych (zkracené KKT) pod-
minek optimality (viz napt. Bazaraa a kol (2006, kapitola 4)). Podrobny dikaz
ekvivalence pro obecnéjsi situaci 1ze nalézt v ¢lanku Kloft a kol.| (2009).

Jelikoz optimalizacni tloha neobsahuje zadné omezujici podminky, 1ze
Lagrangeovu funkci L (8) ztotoznit s icelovou funkei. Podle nutné podminky
optimality potom musi platit

0L,
oB
kde zapisem B ()\) zdraznujeme, Zze optimélni TeSeni zdvisi na hodnoté

parametru \.
Lagrangeova funkce prislusnéd optimalizacni tloze (1.12)) je ddna pfedpisem

(B(A) =0, (1.13)

Ly (Bu) = Y = XB5+u (I8l —t), u >0

a KKT podminky jsou potom tvaru

dL, B
98 (Bu) =0, (1.14)
1815 —t <0, (1.15)
u (IBl3-1) =0, u >0. (1.16)

Soustava rovnic (|1.14]) odpovida podmmce optimality, nerovnost (| - odpovida
podmince pripustnosti a rovnice odpovida podmince komplementarity.
Ucelova funkce optimalizac¢ni ﬁlohy || i funkce objevujici se v nerovnosti
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jsou konvexni, a tedy splnéni KK'T podminek optimality je nutnou a zaro-
ven postacujici podminkou pro existenci optimélniho feseni.

Predpoklddejme, Ze pro zvolené pevné A je B* (\) optimdlni feseni tlohy
(L.11). Definujme ¢ := [|B* (\)[|5. Potom u = X a 8 = B*()\) splituji KKT pod-
minky a . To znamena, ze kazdé optimalni feseni tlohy je také
optimalnim tesenim tlohy .

Nyni uvazujme, ze KKT bod optimaliza¢ni tlohy je tvaru (B*,u*).
Polozime-li A = u*, potom B (u*) = B* spliuje nutnou podminku optimality
(L.13), a tedy také kazdé optimalni FeSeni ulohy je optimdlnim FeSenim
tlohy (L.11).

Tato ekvivalence zarucuje, ze na hiebenovou regresi mizeme ekvivalentné na-
hlizet jako na minimalizaci souctu ¢tverct odchylek X8 od Y, zaroven ovsem
povolujeme, aby druhd mocnina délky vektoru B byla nejvyse hodnota t.

Pozndmka 1.6. (i) Pojmem ekvivalence dvou optimalizacnich tloh budeme
v této praci rozumét situaci, kdy obé tyto tlohy maji shodné optimélni
reseni.

(ii) Zapis omezujicich podminek prislusné optimaliza¢ni ilohy budeme zac¢inat
zkratkou s.t., coz je zkratka anglického vyrazu ,subject to“, ktery se do
cestiny preklada jako ,za podminek .

Nyni se pokusme nalézt analytické feseni optimaliza¢ni tlohy (1.11]). Toto
feseni budeme znacit Byigge (pojem ,ridge regression totiz v anglickém jazyce
znamend hrebenova regrese).

Jak jsme si jiz vsimli vySe, Lagrangeovu funkci L; (8) muzeme ztotoznit
s ucelovou funkei. Déle plati, ze funkce L;(8) je konvexni. V sekci jsme
jiz. ukazali, 7e funkce |Y — XS ||§ je konvexni. Déle trividlné plati, ze funkce
MBI = AYE_1 87 je taktéz konvexni (dokonce striktné konvexni) a soucet
konvexnich funkci je opét konvexni funkce. Tedy kazdé lokalni minimum funkce
L; (B) na R? je globalnim minimem funkce L; (8) na RP.

Nutnou podminku optimality, danou vzorcem , miizeme vyjadrit jako

X'XB+ A8 =X"Y,
coz muzeme vyjadrit jako soustavu linearnich rovnic

(XTX+21,) B=X"Y. (1.17)

Jelikoz k diagonalnim prvkiim matice XX pri¢itdme kladnou konstantu, matice
(XTX + )\Ip) bude vzdy regularni (dokonce i v pifpadé, Ze X'X je singuldrni
matice, tj. v pripadé vyskytu perfektni multikolinearity).

Proto Bﬁdge je dan predpisem

~ ~ -1
IBridge = ,Bridge <)\) == (XTX + )\Ip> XTY, (118)

a tedy Bridge je (podobné jako BOLS) linedrni funkei odezvy Y.
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Poznamka 1.7. (i) Z predpisu ([1.18) muizeme nahlédnout, Ze pro hodnotu para-

(i)

(iii)

metru A = 0 plati, Ze Briqge = Bors. Pokud naopak hodnota A poroste nade
vsechny meze, plati zfejmé Bﬁdge = 0. Pro parametr A\ z intervalu (0, c0) se
potom snazime nalézt kompromis v tom, jak moc penalizovat délku vektoru
regresnich koeficientti.

Pokud je hodnota parametru ¢ z optimalizacni tlohy ((1.12)) vétsi nez hodnota

—~ 2 —~
H ﬁOLSHQ, potom ziejmé je Bors optimalnim Fesenfm této dlohy.

Jelikoz penalizacni ¢len je dan jako druha mocnina délky vektoru g3,
obsahujiciho regresni koeficienty prislusné jednotlivym regresortim, zdé se
rozumné pozadovat, aby tyto nezavisle proménné byly méreny ve stejnych
jednotkach. Pokud tomu tak neni, doporucuje se nejdiive provést standar-
dizaci zavisle proménné a regresorti. To znamend, ze misto vektoru Y uva-
zujeme vektor Y* dany predpisem

—\ T
Yi-Y Y,—-Y 1 —
Y* = - (v-v1,), 1.19
(MRt ) = ().

kde

7y = ¥ =y, =3 ()"

oznacuji po fadé vybérovy priameér, eukleidovskou normu centrované odezvy
a vektor dimenze n. Misto matice X se uvazuje matice X* dana predpisem

1 B 1 _
X* = <T1 (xy —x11,),- - ,Tp(xp—a:pln)> , (1.20)

kde pro k € {1,...,p} je

1 n
Tp=—Y_ Tik
ni=

i=1

Ty, = ||xk — 21, ]|, = \JZ (@i — fk)Q

vybérovy prumeér k-tého sloupce matice X, resp. eukleidovska norma cent-
rovaného k-tého sloupce matice X.

Resime tedy optimalizacni tlohu

. * * Qx||2 *](2
ﬂr}gﬂr{}p HY - X*B ”2+)\HIB H27
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kde A > 0 je parametr. Optimalni feseni oznac¢me jako

B* o B* o T
ridge — ridge,17 * * *» Mridge,p :
Odhad -
Bridge = (Bridge,lv SRR 5ridge,p)
. . o T g s o .
vektoru regresnich koeficienti 8 = (f1,...,,) , prislusného puvodnim ne-
zévisle proménnym x, . . . , X,, miiZzeme spocitat pomoci nésledujiciho vzorce

(viz Draper a Smith (1998, sekce 16.3 a sekce 17.2))
~ ~. Ty
Brtgess = Bragenrg - k=1 op. (1.21)

Uvazujme nyni specidlni ptipad linearnitho modelu, a to linearni model
s absolutnim ¢lenem, tj. model, jenz je dan matici

1 T11 o Tip
(1H’X) =

1wy -0 Ty
Pro tento specialni pfipad ma optimalizacni tloha (1.11)) tvar

min_||Y — (8oL, + XB)|5 + Al BIl5. (1.22)

BoeR,BERP

Povsimnéme si, Ze se v penaliza¢nim ¢lenu neuvazuje regresni parametr pri-
slusny absolutnimu ¢lenu. Obvykle se postupuje nize uvedenym zptisobem:

Nejdrive se provede standardizace zavisle proménné Y a nezavisle promén-
nych x;,...,x, a ziskdme tak novou odezvu Y* a novou matici modelu

1 _ 1 _
(1117 X*) = (17“7_‘1 (Xl — ./El].n) Sttt ?p (Xp — Ip]-n)> .

Po standardizaci proménnych se od optimaliza¢ni tlohy (1.22)) prechéazi
k optimalizacni tloze tvaru

. * * k(|2 *(|2
i [[Y™ = X875 + AllS7l,.

Vyfesenim této tlohy ziskdme odhad
~ ~ ~ T
* _ * *
/Bridge - (Bridge,l? ) ridge,p)

.
vektoru regresnich parametr (61", e ,6;) . Néas ale predevsim zajima
odhad

~ ~ ~ ~ T
ﬁridge = (5ridge,0a Bridge,la e 5ridge,p)

12



vektoru regresnich koeficienta 8 = (B, 51, - - - ,Bp)T pfislu%ného absolut-
nimu ¢lenu a pivodnim nezavisle promennym X1, .. . Podle vzorce
(1.21)) mizeme spocitat odhady Brldgel, .. 5ndgep Odhad BrldgeO dopoc-
teme podle nasledujicitho vzorce

— p ~
Bridge,o =Y - Z 5:idge,ixi'
i=1

Nyni vyvstava otazka, jak zvolit hodnotu parametru A. V ¢lanku Hoerl a
Kennard, (1970b) doporucuji autori volit hodnotu A na zékladé vizudlni kontroly
grafu, ktery nazyvaji hiebenova stopa. V ném jsou vykresleny hodnoty slozek
odhadu Bridge (M) jako funkce A.

Jako optimalni hodnotu A doporucuji volit takovou (co moznd nejmensi)
hodnotu, pri které doslo k ustaleni hodnot slozek Bridge (A) a od niz dile jsou
tyto hodnoty (alespon pfiblizné) konstantni.

Pokud bychom se nechtéli spoléhat pouze na znac¢né subjektivni vizudlni
kontrolu hifebenové stopy, lze hledat vhodnou hodnotu A kfizovou validaci. Exis-
tuje také velké mnozstvi iterativnich procedur (viz napt. Brown| (2002, sekce 4.4)).

Na zavér této podsekce jesté uvedme nékterd zajimava srovnani plynouct
z vlastnosti odhadu ,Bndge a ,BOLS Plati, ze odhad Bndge miize byt vyjadien pomoci
odhadu BOLS. Je totiz

Brage = (XX 4+ 0L,) XY
XTX

= (XX 4+ AL,

<(XTX>_1XTY) —

_ N N\ -1
— (X"X 4+ L) X XBows = (Ip +A(XTX) 1) Bows.  (1.23)
Odhad BOLS je nestrannym odhadem vektoru 8, nebot
E Bows = E ((XTX)leY> — (X"x)7'X"X8 = 8.

Naproti tomu z vyjadieni ((1.23)) je zfejmé, ze odhad ,gﬁdge je vychylenym odhadem
B a pro jeho vychyleni plati

E (Brage — B)=(XTX + L) XTXB - B = ((XTX FAL) XX - )
:((XTX £L) XX - (XTX4AL) (XTX +I )) 8=
(XX +AL) (XX - XX+ AL,) B =
—A(XX+AL) B
V nésledujfef vété si oviem ukdzeme, Ze ve smyslu stfedni kvadratické chyby

MSE (viz definice [A.7) je pro uréité hodnoty A odhad Brage (\) vidy lepsi nez
odhad BOLS~
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Véta 1.8. Necht Y ~ (XB,0%L,). Potom pro 0 < A < 20%/||8*||5 plati
MSE (BOLS) > MSE (Bm'dge ()\)) )
tj. MSE (BOLS) — MSE (Bm-dge ()\)) je pozitivné definitni matice.

-1
Diikaz. 7 dtvodu vétsi prehlednosti ozna¢me Ay = (XTX + )\Ip) . Pocitejme
nejdifve stfedni kvadratickou chybu odhadu ,@ridge (A)

MSE (Briaze () =

= var (Buage (V) + (E (Brage V) = 8) (E (Buawe V) — B) =
= var (AAXTY> +A2A,88TAT =

= AXTvar (Y)XA] + A2A,B8TA] =

= 2 MXTXA| +N2A\B8TA, =

= A, (0—2XTX + A25/3T) Al

Nyni spoc¢téme stredni kvadratickou chybu odhadu BOLS
MSE (BOLS) =E ((BOLS - ﬂ) (BOLS - 5)T) =
= var ((XTX> _IXTY> ( ) T var ( (XTX> o
= (XTX) " = o?AA (XTX) AA,
_ A, <02A;1(XTX)_ Aj ) Ay =
— Ayo? (XTX 1AL, + A2 (XTX)_I) Ay =
_ A, <J2XTX 12022, + 02\? (XTX)_l) Ay
MSE (Bovs) = MSE (Briage (V) =
~ A <02XTX 1+ 20°AL, + 02\ (XTX)_1> AT -
— A (0?XTX 4+ 2887 A =
~ A, (zamp + o (XTX) T - AzﬂﬂT> Al
Vime, Ze matice o2\ (XTX>_1 je pozitivné semidefinitni. Pokud tedy matice
202\, — \?2B8"T (1.24)

bude pozitivné definitni, potom také matice MSE (BOLS) — MSE (Bridge ()\))
bude pozitivné definitni.

14



Matice dané predpisem ([1.24)) je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz
202\, — \’BBT >0,
coz je ekvivalentni s nerovnosti

2 2
=L -88" >0, (1.25)

nebot predpokladame, ze A > 0. Pouzijeme lemma, (pro ¢ := 202 /X, A =1,
a b := () a vidime, Ze vyraz ([1.25) je ekvivalentni vyrazu

BTL'B = BIl; < 20%/2,
coz je ekvivalentni s nerovnosti

- 202
—.
1815

Platnost této nerovnosti pozadujeme v predpokladech této véty.

A

1.3.3 Metoda Lasso

Tato metoda, jejiz nazev je akronymem anglického vyrazu , Least Absolute Shrin-
kage and Selection Operator®, byla poprvé publikovana v ¢lanku [Tibshirani
(1996). Formulujeme ji jako nasledujici optimaliza¢ni tilohu

n

2
p p
;,g]iRrg,llY—XmIiHHBIIl: min Z(Yi—zxi,jﬂj) +AD 1Bl (1.26)
j=1 j=1

B1,...,.0pER i—
kde A > 0 je parametr. Vsimnéme si podobnosti s optimaliza¢ni ilohou (1.11)).
Stejné jako v pripadé hiebenové regrese se tedy snazime minimalizovat soucet
¢tverct odchylek X3 od Y, ovSem penalizac¢ni ¢len je nyni tvaru A||B||,. Parametr

A opét udava velikost této penalizace a pokud je jeho hodnota nulova, jedna se
o metodu OLS.

Lze ukazat, ze optimalizacni tloha ([1.26]) je ekvivalentni s optimalizacni tlo-
hou

. 2
min ||Y — X8, (1.27)
s.t. H5“1 S t?

pokud ¢ = |B*|,, kde B* je optimdln{ FeSeni tlohy (L.26). Analogicky jako
v ptipadé ekvivalence optimaliza¢nich tiloh a vychazi hlavni kroky
ditkazu z konceptu KKT podminek optimality. Pro podrobny ditkaz odkazujeme
Ctenafe na ¢lanek |Osborne a kol.| (2000b)).
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Optimalizacni tlohy (1.26) a (1.27) jsou tlohami kvadratického progra-
movani. Na rozdil od hiebenové regrese ale (pro obecné zadanou matici X)
neexistuje jejich analytické TeSeni. Existuje proto mmozstvi algoritmu, které
se iterativné snazi nalézt optimalni feseni. Jednim z nejefektivnéjsich je napf.
LARS (akronym anglického vyrazu ,Least angle regression®) algoritmus (viz
Efron a kol.| (2004)) nebo tzv. ,homotopy algorithm* (viz/Osborne a kol.| (2000a))).

Ukéazeme, ze ve specidlnim pripadé, kdyz je matice X ortogondlni (tj. plati-li
XX = 1,), existuje analytické Feseni optimalizacni tlohy (1.26]). Toto Feseni
budeme znacit

. . ~ T
IBLasso = (BLasso,la BRI BLasso,p) .
Optimalizacni tloha (1.26)) je ekvivalentni tloze

T : T T
Y Y+Bn61]1£{—2y XB+B8"8+ MBI}, (1.28)

nebot vyraz Y'Y nezdvisi na hodnoté B a diky rovnosti X'X = I, se vyraz
BTXTXA redukuje pouze na vyraz B'B. Déale si uvédomme, ze odhad Borg je
pro ortogonalni matici X dan jako

. -1
Bows = (X'X) XTY =X"Y. (1.29)
S vyuzitim rovnosti ((1.29)) 1ze ulohu ([1.28]) prepsat na tvar

Y'Y + 5 m,an Z ( 2Bovs.fB; + B + Mﬁz’D ;

coz je ekvivalentni s néasledujicim vyjadrenim
Y'Y+ lri?é% {_QBOLS,151 + 67 + )\|51|} -+ mln { 2Bors o+ 52 + >‘|6p’}

Uvazujme i € {1,...,p} pevné a definujme funkci

f(Bi) = —QBOLs,iﬁz’ + B + A|Bil.-

Budeme tesit optimalizac¢ni tlohu

min f (5;) . (1.30)

Bi€R
Rozlisime dva pripady:
1. Je-li BOLSJ > (, potom pro libovolné = > 0 je
f(x)= —QBOLS,ix + 2+ dr < QBOLSJ:U +a2* + v = f(—x),

a tedy minimum funkce f staci hledat pro f; € [0,00).

Resime tedy optimalizaéni tlohu

min {_QBOLSJB@' + ﬁiz + )\61} = rﬁni% 91 (Bi) -

B:>0
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Podle nutné podminky optimality musi platit
i (B;) = —2Borsi +28: + A =0, B; >0,
a tedy

~ ~ 1
ﬁLasso,i = Inax {6OLS,i - 5)\a O} ) (131)

kde Bors; > 0.
2. Je-li BOLSJ < 0, potom pro libovolné z > 0 je
f(x)= —Q/B\OLSJ:C + 22+ x> 2BOLS,ix +2* +dr = f(—x),
a tedy minimum funkce f stac¢i hledat pro f; € (—o0,0].
Resime tedy optimaliza¢ni tlohu
Iﬁﬂg& —2Bors,iBi + B> — \B; =: /IBH%% 92 (Bs) -
Podle nutné podminky optimality nyni musi platit

95 (i) = _QBOLS,i +26;,—-A=0, 3 <0,

a tedy

~ ~ 1 ~ 1
Brasso,i = min {ﬂOLs,i + §>\, 0} = —max {—ﬂOLs,i — §>\, 0} : (1.32)

kde Bors; < 0.
Uvéazime-li optimalni feseni dané predpisem ([1.31]) a predpisem ([1.32)), vidime, ze

lze optimalni feseni vyjadrit ve tvaru

1
—)\,O}, 1=1,...,p,

BLasso,i = sgn (BOLS,i) max {‘BOLSJ 5

kde sgn (+) oznacuje funkci signum.

Pozndmka 1.9. Nékteri autoti formuluji optimalizacni tlohu ((1.26)) ve tvaru

1 2
in—||Y-X .
min o | Bllz + AllBIlL
Tim je mj. zajisténo, ze pro ortogonalni matici X je optimalni feseni této tlohy
dano jako

ﬁLasso,i = sgn (ﬁOLS,i) max {‘BQLSJ - )‘7 O} ) 1= 17 <oy D

Pozndmka 1.10. (i) Pfipomenme, ze z predpisu muzeme nahlédnout, ze
pro A = 0 je optimalnim fesenim této tlohy odhad BOLS. Pokud hodnota A
naopak poroste nade vSechny meze, obvykle potom dojde k situaci, ze od-
hady nékterych uvazovanych regresnich koeficientt vyjdou nulové a ostatni
budou v absolutni hodnoté velmi malé. To znamena, ze metoda Lasso muze
slouzit i jako néastroj pro vybér vhodnych regresort (podrobnéji viz napf.
Tibshirani| (1996])).
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(ii) Pokud je hodnota parametru ¢ z optimaliza¢ni lohy (1.27)) vétsi nez hodnota
H ’BOLSH1’ potom ziejmé je Bors optimalnim FeSenim této tlohy.

(iii) Podobné jako v pripadé hiebenové regrese i pro metodu Lasso je rozumné
pozadovat, aby nezavisle proménné byly méreny ve stejnych jednotkach.

Pokud tomu tak neni, provadi se standardizace zavisle proménné Y a ne-
zévisle proménnych xi,...,x,. Tyto standardizované proménné potom vy-
stupuji v optimalizacni tloze . Vytesenim této tlohy nalezneme odhad
vektoru regresnich parametr prislusny standardizovanym proménnym. Vzo-
rec pro odhad jednotlivych slozek vektoru regresnich parametri prislusného
pivodnim proménnym je analogii vzorce (1.21).

(iv) V pripadé, Ze bychom uvazovali linedrni model s absolutnim ¢lenem, je po-
stup pro nalezeni odhadu vektoru regresnich koeficientti analogicky postupu
uvedenému v poznamce [1.7] (iv).

Pokud bychom se zajimali o nékteré statistické vlastnosti odhadu vektoru
regresnich parametrtt metodou Lasso, da se obecné fici, ze je tento odhad vychy-
leny, pficemz pro rostouci hodnotu parametru A toto vychyleni roste. Na druhou
stranu ovsem s rostouci hodnotou A klesa rozptyl tohoto odhadu.

Poznamka 1.11. Zobecnénim hrebenové regrese a metody Lasso je nasledujici
optimalizac¢ni tloha

2
n p P
i _ 2 7 _— i L ey |9
min [[Y —XBll, + AllBll, = | min . ;:1: (}g ;:1: %BJ) + Aj§212 1B;1, (1.33)

kde A > 0 je parametr a ¢ > 0. Volbou ¢ = 1, resp. volbou ¢ = 2, ziskdme
optimalizacni lohu odpovidajici metodé Lasso, resp. hiebenové regresi.

Optimaliza¢ni tlohu (1.33) s hodnotou ¢ € (1,2) tedy muzeme povazovat za
jisty kompromis mezi metodou Lasso a hifebenovou regresi.

Jinou moznosti kompromisu mezi témito dvéma metodami je uvazovat pena-
lizacni ¢len, ktery byl navrzen a poprvé publikovan v ¢lanku Zou a Hastie (2005)
pod nazvem elastic net penalty“, ktery je definovan jako
p
A (B + (1—a)|5;)

j=1

pro vhodné « € (0,1).

1.4 Metoda nejmensich c¢tvercd v robustni
optimalizaci

Na nejriiznéjsich prikladech z praxe se velmi casto ukazuje, ze data, ktera mame
analyzovat, jsou zatizena néjakou chybou. Typicky se jedna o chyby souvisejici
se ziskdvanim jednotlivych proménnych — chyby méreni nebo zaokrouhlovaci
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chyby. Misto odezvy Y, resp. regresni matice X, definované predpisem (|1.1J),
resp. predpisem ([1.2]), uvazujeme jako odezvu vektor Y + AY, resp. jako
regresni matici X + AX. I-ty radek vektoru AY, resp. matice AX, potom repre-
zentuje chyby, kterych se pro prislusné proménné v i-tém pozorovani dopoustime.

Jednou z hlavnich motivaci vzniku a rozvoje metody nejmensich ¢tverct v ro-
bustni optimalizaci tedy byla snaha zohlednit v analyze chyby a nepfesnosti ob-
sazené v datech. Zaroven se ale také ukazuje, ze pouzitim této metody dokazeme
nalézt optimalni feseni, ktera jsou v jistém smyslu necitliva viéi (malym) zménam
ve vstupnich datech.

Metodu nejmensich ¢tverctt v robustni optimalizaci obecné definujeme jako
nasledujici optimaliza¢ni tlohu

min  max (Y +AY) — (X+ AX) 8|,. (1.34)

BERP AXeUx,AY EUy

Na tuto optimaliza¢ni tlohu mtzeme nahlizet jako na tzv. analyzu nejhorsiho
scénare (neékdy se také lze setkat s oznacenim analyza nejméné priznivého
ptipadu nebo s puvodnim anglickym vyrazem ,worst case analysis®). Cilem
této analyzy je nalézt nejlepsi mozné teseni, tj. nejvhodnéjsi vektor regresnich
parametri, pri zohlednéni nejhorsiho mozného scénate, tj. nejhorsi mozné
varianty chyb jednotlivych méreni.

Existuje pomérné velké mnozstvi pristupu, které vychazeji z optimalizacni
tlohy (1.34)), ale navzdjem se odlisuji tim, jaké pozadavky kladou na mnoziny Usx
a Uy . V nasledujicich dvou podsekcich predstavime dva od sebe odlisné koncepty
a u kazdého z nich uvedeme jeden specidlni pripad obecné formulované optima-
lizacni tlohy . Soucasné se budeme snazit ukazat, ze oba tyto specialni
pripady 1zce souvisi s hfebenovou regresi, resp. s metodou Lasso. Pfipomenme,
ze obé tyto metody byly teoreticky vylozeny v predchozi sekci.

1.4.1 Koncept sdruzenych omezeni

Prvni koncept, kterym se budeme zabyvat, se casto oznacuje jako koncept
sdruzenych omezeni (v angli¢tiné se oznacuje jako ,coupled uncertainty“). Lze
jej charakterizovat tak, ze pozadavky na chyby (resp. nepresnosti) obsazené v da-
tech nejsou formulovany jako omezeni pro chyby (resp. neptesnosti) jednotlivych
proménnych nebo pozorovani, ale jako omezeni pro chyby (resp. nepfesnosti)
spojené se zavisle proménnou a s nezavisle proménnymi jako celkem. Uvedeme
konkrétni priklad.

Predpokladejme, Ze px a py jsou znamé, nezaporné, realné konstanty. Dale
uvazujme mnoziny Ux a Uy definované jako

Uy = {AX € R™ : |AX]], < px}, (1.35)
Uy = {AY e R": |AY], < py}, (1.36)

kde ||AX]|, oznacuje eukleidovskou normu matice AX (pro formalni definici a nej-

Vv
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sekce 1.7)). Optimalizacéni ulohu (|1.34)) tedy nyni muzeme formulovat jako
min max (Y + AY) — (X + AX) B, (1.37)

BER? || AX]|,<px,|AY [;<py

Lze dokéazat, ze pro vhodné zvolenou hodnotu parametru A je optimalizacni tloha
ekvivalentni s optimalizac¢ni tlohou , tj. s hfebenovou regresi.

Prvni ditkkaz tohoto tvrzeni byl publikovan v ¢lanku El Ghaoui a Lebret
(1997). Autori tohoto ¢lanku preformulovali optimaliza¢ni tlohu na
tlohu semidefinitniho programovani a k nalezeni optimalniho feseni poté pouzili
metodu vnitiniho bodu (popis této metody, resp. tlohy semidefinitniho progra-
movani lze nalézt napt. v ¢ldnku [Vandenberghe a Boyd| (1996)). O rok pozdéji
byl v ¢lanku |(Chandrasekaran a kol.| (1998) uverejnén jiny dikaz tohoto tvrzeni.
Kli¢ovou roli v ném sehral SVD rozklad matice X.

Véty, které v této sekci formulujeme, budou spolu s hlavnimi myslenkami
jejich dukazu prevzaty pravé z ¢lanku Chandrasekaran a kol.| (1998)).

Prvnim krokem je ekvivalentni preformulovani optimalizacni tulohy ,
které predstavime v nasledujici véteé.

Véta 1.12. Optimalizacni dloha (1.37) je ekvivalentni s optimalizacni ilohou

min {[Y = XBl, + pxlBll, + pv}- (1.38)

Diikaz. Pro libovolné pevné B € RP uvazujme optimalizacni tilohu

max (Y + AY) — (X + AX) B, (1.39)

lAX][<px,[[AY [l;<py

Vezméme libovolné AX € Ux, AY € Uy. Opakovanym uzitim trojihelnikové ne-
rovnosti a s vyuzitim vlastnosti normy a predpisu mnoziny Uy, resp. pred-
pisu mnoziny Ux dostaneme, ze pro ucelovou funkeci optimalizac¢ni tlohy
plati nasledujici nerovnosti
(Y +AY) — (X + AX) B, = [[(Y = XB) + (AY — AXB)]], <

< [[Y = X8|, + |AY - AXB|, <

< [[Y = XBll, + [[AY]], + [[AXB], <

< [[Y = X8|, + 1A, [|8]l; + [AY]l, <

<Y = XBll, + pxlIBll, + oy (1.40)

Pokud tedy dokazeme nalézt AY, € Uy a AXy € Ux, pro které v nerovnosti
(1.40) nastane rovnost, bude diky predchozim tvaham platit, ze

(Y +AY) — (X+ AX) B, = [Y = XB|l, + pxl|Bll, + oy

max
AKXl <px,[[AY |, <py

a tim bude dikaz této véty hotov.

Definujme
Y -XB BT
AXp = — PXs
Y — X8I, 118l
Y - X3
AYy:= ————py.
1Y — X8|,
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Potom ziejmé AXy € Ux a AYy € Uy.
Provedeme dosazeni do nerovnosti (1.40]) a dostdvame

1Y + AY) — (X + AXo) B, =

_ Y — XB+ AYo — AXoB], —

Y - Xp Y-XB BB
Y =x8[," " Y = x8[, 8],

2
= (Y =X 1 PY 1812 PxX )
W m(*WW—Xmu+WﬂﬁY—XMB

IR A 181, >:
| m“(*ﬂY—xmu+“wY—xmb

= ||Y - X/8||2 + PX||5||2 + py.

:Hy_xg+

2

2

Jelikoz vektor B byl volen libovolné, je timto ekvivalence optimalizac¢ni tlohy

(1.37)) a optimalizacéni dlohy (1.38) dokazana.
[

Poznamka 1.13. Povsimnéme si, ze v ucelové funkei optimalizacni dlohy ([1.38)
nezavisi proménna B € RP na hodnoté py. Optimalizacni tlohu ([1.38) bychom
tedy mohli ekvivalentné vyjadrit ve tvaru

Py + gg@) Y = X8|, + pxl|Bll,} -

Nyni se zaméfime na nalezeni optiméalniho feseni tlohy (|1.38]). Jelikoz nemame
zadné omezujici podminky, Lagrangeovu funkci lze ztotoznit s tcelovou funkei.
Definujme tedy

L(B) =Y = XBll, + pxllBlly + pv-

Pozdéji dokazeme, ze funkce L () je konvexni, a tedy kazdé lokalni minimum
funkce L (8) na R? je globalnim minimem funkce L (8) na RP. Podle nutné pod-
minky optimality musi optimalni feSeni tlohy , oznacme jej B, bud splnovat
soustavu rovnic oL

nebo musi platit, ze funkce L (8) neni v bodé B* diferencovatelna.
Nejdiive zkoumejme ty body, pro néz funkce L () je diferencovatelna. Pro
tyto body plati

oL -1 Px
— = _X'"(Y-X =0. 1.41
R N TR I W A

Ze soustavy rovnic (|1.41)) tedy muzeme nahlédnout, Ze body, pro které neni funkce
L (B) diferencovatelnd, jsou body 8 = 0 a libovolny bod 8 spliujici

Y - X3 =o0.

Pro tuto chvili vylou¢ime tyto body z nasi dalsi analyzy a budeme se jimi
zabyvat az ve vété [1.18| v zavéru této podsekce.
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Soustava rovnic (|1.41)) je ekvivalentni soustavé

1

- [ X'XB=-X"Y w ):0
||Y—XB||2< ot Xt )=

181l

kterou lze dale upravit na tvar

Y —X8l,

XTX + Px
( 181,

Ip> B=X"Y. (1.42)

Definujeme-li parametr A predpisem

Y —X8l,
181,

ihned vidime, Ze parametr A je kladné redlné ¢islo. Soustava rovnic je potom
totozna se soustavou rovnic , kterou jsme se zabyvali v podsekci m

Kazdy staciondrni bod funkce L (83) (tj. FeSeni soustavy rovnic (1.41])) lze tedy
vyjadrit predpisem

A= px (1.43)

B=(X"X+1,) XY, (1.44)

kde parametr X\ je definovan predpisem ([1.43). Tento predpis ovSem zavisi na
proménné . Pokusime se proto nalézt vyjadieni parametru A v zavislosti pouze
na konstanté px, regresni matici X a odezveé Y.

Vyjdeme z SVD rozkladu matice X. Predpokladejme, ze rank (X) = r > 0.
Aplikaci véty ziskavame vyjadieni

X=UDV', (1.45)

kde U, resp. V, je ortogonalni matice radu n, resp. rfadu p, a

D= (H?; g) (1.46)

je matice typu n X p, pricemz D, = diag(dy,...,d,) ady > -+ > d, > 0 tvoii
singularni ¢isla matice X.

Nejdiive hledejme ekvivalentni vyjadieni jmenovatele vyrazu . Defi-
nujme matici A, fadu p predpisem

A, =diag(dy,...,d,,0,...,0).
Dosadime-li vyraz (1.45) do predpisu (|1.44) dostdvame, ze
8= (VD'UTUDV' +AL,) VD'UTY =
= (VAZVT +avvT) VDTUTY =
= (V(A24+51,) V") VD'UTY =

V(A24+L,) VVD'UTY =
v

(A2+21,) D'UTY. (1.47)
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Zavedme znaceni

t;
ty | =U"Y, (1.48)
S

kde tq, resp. to, resp. s, je realny vektor dimenze r, resp. p —r, resp. n — p. Vyraz
(11.47) tedy mizeme déle upravit na tvar

B=V(A242L) A, (t].6]) . (1.49)

S vyuzitim predpisu (1.49)) tedy lze jmenovatel vyrazu (1.43) vyjadrit jako

18ll,=y/B78 =
\/(V(A”M) 1 )T) ( (A2 +21,) A, (t;t;)T> _
:\/<(A§+)\Ip) o tlT,tT > (VTV) < AQ_I_)\Ip)—lAp (tlT’tDT) _

| (a2 2m) ", (6160) | -

:H(}D)E + AL,)_IID)rt1 2

(1.50)

Nyni hledejme ekvivalentni vyjadreni ¢itatele vyrazu ((1.43). V odvozovani vyuzi-
jeme zékladni vlastnosti unitarnich matic, SVD rozklad matice X, rozklad (|1.49))
a fakt, ze nasobeni diagonalnich matic je komutativni:

1Y —X8ll, =
= |UUTY - UDVTV (A2 + AT,)

-1

AP (tI 7t;) '

2

_ lu <UTY ~DV'V (A2 + AIp)_1 Ay (8]t >T>

' ’
2

(6765) — (¢].6]) A, (A2 + AIp)_l Ap,sT)T
(

= ||UTY —DVTV (A2 + AIp)f1 Ay (8.83)

2

_ T
t] — /D, (D? + L) 1DT,ST) H _
2

2

_ (tf D? +AL) (D2 + AL) - /D2 (D? +AL) ,ST)T

(
6] (D? + AL - D?) (D? + L) ,ST>T

2
_ (Atf (D24 AL) " ,ST>T

= 02T (D2 +AL) 2t +5Ts =

= @2+ ) ] + Il (1.51)
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Diky vyjadrenim ([1.50) a ((1.51)) tedy lze predpis (1.43)) preformulovat jako nésle-

dujici nelinearni rovnici:

@2 AL) )+ s
A= px 1
H(]D)% + AL) Drtlu2

(1.52)

Povsimnéme si, ze ve vyrazu ([1.52]) nas zajima pouze ¢tverec eukleidovské normy
vektoru s, nikoliv jeho jednotlivé slozky.

Poznamka 1.14. Plati-li rank (X) = p, tj. X je matice s plnou hodnosti, potom
matice D z predpisu ((1.46) ma nyni tvar

D= (%P) , (1.53)

pricemz D, = diag (dy,...,dp) a dy > --- > d, > 0 tvoiil singularni ¢isla matice
X. Pro vyse uvedena odvozeni tedy nyni misto matice A, lze pfimo psat matici
D, a vyraz (1.48)) se redukuje na vyraz

<t> =0U"Y, (1.54)

S

kde t, resp. s, je redlny vektor dimenze p, resp. n — p. Podobné vyraz ((1.49) se
redukuje na vyraz

—1
B=V(D}+A,) Dyt (1.55)
Predpis ([1.43)) parametru A je potom ekvivalentni s nelinedrni rovnici

\/ \

Ve zbytku této podsekce budeme pracovat pouze s regresni matici X s plnou
hodnosti.

2 -1 2
(03 +58,) "¢ + sl

H (D2+ L) ' Dyt

p

2

Nésledujici véta udava souvislost mezi kladnymi fesenimi nelinedrni rovnice

(1.56)), vyjadienim ([1.44)) a optimalnimi fesenimi tlohy ((1.38]).

Véta 1.15. Necht X je regresni matice s plnou hodnosti, tj. rank (X) = p. Predpo-
kladejme, Ze existuje kladné reseni nelinedrni rovnice . Toto Teseni oznacme
A*. Potom vektor B* definovany predpisem pro A = \* je jedinym optimdal-
nim resenim ulohy .

Diikaz. JelikoZz u optimalizacéni tlohy (1.38]) neuvazujeme zadné omezujici pod-
minky, optimélni feseni této tilohy bude globalnim minimem Lagrangeovy funkce

L (B) = HY - Xﬂ”z + PX”ﬁHQ + py.

Déle proto budeme pracovat s funkeci L (). Samotny dikaz se sklada z péti
hlavnich krok.
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1. Nejdrive ukazeme, ze funkce L () je konvexni.

Uvazujme libovolné By, B2 € R™ a libovolné « € [0,1]. Pouzitim trojihelnikové
nerovnosti a faktu, Ze « a (1 — «) jsou kladnd ¢isla, dostavame, Ze

L(api+(1—a)B) =
= [[Y =X(ap1+ (1 —a)Bo)l, +
+ pxllaBi + (1 — @) Ball, + py =
= Y +aY —aY —aXp; — (1 — a)XBy)|, +
+ pxllaBi + (1 —a)Ball, + py =
= [[a(Y =XB1) + (1 — o) (Y = XBo)|l, +
+ pxllaBi + (1 — ) Ball, + py <
< fla (Y =XB), + |(1 — o) (Y = XBo) |, +
+ px (laBilly + [(1 = @) Bally) + py =
= [af Y =XBi[, + [1 = af [[Y = XBa|l, +
+ px (lal[[Billy + 11 =l [[B2lly) + apy + (1 —a) py =
= (Y = XBill, + pxl|Bully + pv) +
+ (1 =a) (Y = XBully + pxl|Builly + py) =
= aL(B1)+ (1 —a)L(B),

coz je definice konvexni funkce.

2. Uvazujme redlnou funkci f definovanou predpisem
-2 p2
F) =t (D2 - p2L,) (D2 +A,) t— Ai;”sng. (1.57)

-
Pripomenme, Ze vektor (tT,sT> je dan pfedpisem (1.54) a matice D, je
diagonélni matice tadu p z UDV rozkladu matice X.

Ukazeme, ze A* je kladné feSeni nelinearni rovnice (1.56|) pravé tehdy, kdyz
A* > 0 a zaroven f (A*) =0.

Rovnici ([1.56)) mizeme ekvivalentné vyjadrit ve tvaru
-1 T -1
% ((Df, L) Dpt> ((]Df, + L) ]D)pt) _
-1\ " ~1
= 2 (HSHZ 2 ((Dg + 1) t) (D2 +AL,) t) :
coz lze dale upravit na
T2 (T2 -2 2,7 ()2 —2 PX 12
67Dy (D) + ML)t — pit" (D) +AL,) ¢~ sl =0
a konecné dostavame, ze
-2 p2
t" (D2 - p3L,) (D2 +AL,) "t — A%Hsug = 0. (1.58)

Rovnici ((1.58)) 1ze prepsat jako

F) =0, (1.59)
a tedy mnozina (kladnych) TeSeni rovnice (1.56) je totoznd s mnozinou
(kladnych) feseni rovnice (1.59)).
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3. Uvazujme opét funkci f definovanou predpisem ((1.57). Ukézeme, ze je-li \*
kladné feseni rovnice ([1.59)), potom f" (A*) > 0.

S vyuzitim nasledujiciho znaceni dokazeme nalézt ekvivalentni predpis funkce
f. Necht k je pocet diagondlnich prvki matice D, které jsou vétsi nez px. Déle

necht
(A O0) (D, O
a=(o )= 1)

je realna matice radu p + 1, kde

Al - dla’g (dh B 7dk> )
AQ = dlag (dk+17 e ,dp,O)

jsou matice fadu k, resp. p + 1 — k. Kone¢né necht b je k—rozmérny redlny
vektor, ktery je tvofen prvnimi k slozkami vektoru /D2 — piI,t, a ¢ necht
je (p + 1 — k) —rozmérny realny vektor, ktery je tvofen poslednimi p +1 — k
slozkami vektoru

(5l = ()

0 px) \lslls pxlIsll,

Funkci f lze tedy ekvivalentné vyjadrit ve tvaru
FO)=bT (A2 4 L) b—c (A4 ML) c
a tedy
£\ = =2 (bT (82 421) "b— T (A2 4 ML) c) .
Staci tedy dokézat, ze
b (AT 4+ ML) b (A3 + A Tuy) e <. (1.60)
7 definice eukleidovské normy diagonalni matice plyne nasledujici nerovnost

b7 (A24XL) b < H (A2 + 21,

-2
b" (A} +\'T;) b, (1.61)
2
Predpokladame, ze f (A\*) = 0. To je ekvivalentni s

bT(A7+3L) b=c (A3 4+ X))
Nerovnost (1.61)) 1ze tedy upravit na nerovnost

bT (474 XT) b < (A2 L)

-2
2cT (A3 4+ XNLy1 ) o (1.62)

7 definice eukleidovské normy a toho, jak jsou matice A; a Ay definovany,
ziskavame nasledujici nerovnost

<1,
2

—1
H (82 +210) | |43+ 250

2
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coz je ekvivalentni s nerovnosti

1
1AZ + Ap 1kl

H(Af )" <

Nerovnost (1.62) tedy muzeme déle upravit na

1
(&
143 + X Lpakll,

T(A3 4N L) e

b (A2 +XT) b < T(A3 4+ NTa) e<

coz je ekvivalentni s nerovnosti ((1.60)). Tim je tedy dokdzéno, ze f’' (A*) > 0.

. Nyni dokazeme, ze Hessova matice funkce L (8) v bodé 8* je pozitivné definitni
matice.

Vyjdeme-li z rovnice ([1.41)), dostavame, ze

d?L XTX 1
L (B) = - X'Y - X'X8%) (XTY-
opo™ ) TN -xB T, v - N ( )(

T Px

- X'XB8*) + L, BB (1.63)
) 181, Hﬂ ||3

Z predpisu (|1.44) pro B8 = B* plyne, Ze

XY = X'XB* + \8*. (1.64)

Dosadime-li do druhého séitance predpisu (1.63)) z predpisu ([1.64]), dostavame
postupnymi upravami a uzitim vzorce (1.43]) pro A = \*, Ze

2L 1 . A*2

W(B*) = mx X_HYXﬂ*Hg'ﬂ*ﬂ*TJF
T RO T |
.
- o=, (e
YTy XHYH;TE 11 )
:M<XTX T
N ) =
) HY—lxﬂ*Hz <<XTX FXT,) - ’)gii;*ﬂ*ﬁ”) .

ProtoZe piedpoklddame, Ze \* je kladné, je zfejmé matice X'X + A\*I, po-
zitivné definitni. Mizeme tedy nahlédnout, ze matice 9°L/0B0B" (8*) ma
nejvyse jedno nekladné vlastni ¢islo. Abychom dokézali pozitivni definitnost
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této matice, je tedy nutné a postacujici dokazat, ze determinant této matice,
ktery budeme znacit jako

O*L

det [aﬁaﬁ

ol
je kladny.

VyuZitim regularity matice X' X + AL, a zdkladnich vlastnosti determinantu
matic dostavame, ze

0*L
il

1 \ p2+A*H>]
=det |—— - [ (XTX+ \T,) — £ T =
“Lw>xwm<< L)~ T B

det [

det _(XTX +M'T,) (1 AN (XTX+ X1 )_1 ﬁ*ﬂ”)]
_ I p p ,B*T,B* P _
| Y%A
det [XTX + M1, P2 4 A -
- L L det [T, — 22 XX + M1 '8*’6”] -
1Y — X85 l g ( p)
det [XTX + \*T)] 2 | _
= L - pp_ (1 . pX*jr‘_); B*T (XTX+ A*Ip> 1/8*> —
1Y — X8B3 BB
det |XTX + NI, 1

* * * * % —1 «
B HY-XB*HQ _Hﬂ*H;(ﬂTB —(p§g+>\)ﬁT<XTX+)\Ip) ﬁ)_

Jelikoz norma je nezdporna funkce a matice X' X+ ML, je reguldrni, stacf tedy
dokazat, ze

BB — (4 X)) BT (XX +NT) B >0,

Postupnym uzitim vzorce (1.55) pro B8 = B8* a A = \*, faktu, ze V-1 = VT,
vzorce (1.56) pro A = A* a derivace funkce f definované predpisem ((1.57)) lze
psat

/B*TB* o (p?g + )\*) ,H*T (XTX—F )\*Ip)_l B* _
= t'D, (D2 + M) Dyt — (p + A7) t'DZ(D2 4+ NT,) b=

(0% + A7)t D2 (D2 +XT,) b=

3

= H(Di + A*Ip)_1 Dyt| g
(D2 + \'T,,) H + ||s||2>
— (P2 +2)tTD2 (D2 4+ N'T,) t =

2 <)\*2
2\*2

P%gT 2
(/\*t (D2+XL,) "t +

2 *
Px + A 1o o 7\ 2
w” sll; = =5t D; (Df + \'T,) t) =

(pXtT (D2 + M1, (D2 +XL,) 6 - pgﬁ; A eTo2 (D2 + 4°1,) "t

R
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2 2 * 2
w |oT [ PX (12 % px A o 2 sy ) 72 Px 2
— A [t (A* (D +\'L,) — - ]Dp> (D2 +\'L,) "t + A*g||s||2] -

)\* . _3 p2

=5 (_2tT (D2 - p31,) (D} + X°T,) "t + 2A§3||s||§> .
.

—Z (N
5/ )

coz je kladné ¢islo, nebot predpokladame, ze \* je kladné ¢islo a ve tretim
kroku dukazu jsme ukézali, ze také f’(A\*) je kladné ¢islo.

Dokazali jsme tedy, ze Hessova matice funkce L (8) je v bodé B* pozitivné
definitni.

5. Jesté pred formulaci této véty jsme ukazali, Zze bod 8* je stacionarnim bodem
funkce L (B). Ve ¢tvrtém kroku dikazu jsme dale ukézali, ze Hessova matice
funkce L (B) je v bodé B* pozitivné definitni. Odtud plyne, ze funkce L (3)
ma v bodé B* ostré lokalni minimum.

Dle prvniho kroku dikazu je funkce L (3) konvexni, a tedy kazdé (ostré) lo-
kalni minimum funkce L (8) na RP je (ostrym) globalnim minimem funkce
L (B) na RP. Bod B* je tedy ostrym globalnim minimem funkce L (), a tedy
také jedinym optimalnim feSenim tulohy .

]

Klicovym predpokladem véty je existence kladného feseni nelinearni rov-
nice ([1.56)). V nasledujici vété formulujeme nutnou a postacujici podminku pro
existenci takového teSeni.

Véta 1.16. Nechl' s je redlny vektor dimenze n — p definovany predpisem ([1.54]).

(i) Jestlize s # 0, potom existuje prdvé jedno kladné reseni nelinedrni rovnice

prdave tehdy, kdyz
[x"Y],

px < .
1Yl

(ii) Jestlize s = 0, potom existuje prdvé jedno kladné reseni nelinedrni rovnice
(1.56)) prdve tehdy, kdyz

e, 57,
= YT,

kde I, je matice 7adu p definovand predpisem (1.53) a t je redlny vektor
dimenze p definovany predpisem (|1.54)).

Diikaz. Viz |Chandrasekaran a kol.| (1998)), lemma 3.3 a lemma 3.4.
[

Nasledujici véta, kterda je vrcholem této podsekce, shrnuje vsSechny hlavni
poznatky, ke kterym jsme v této podsekci dospéli.
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Véta 1.17. Necht px a py jsou zndmé nezdporné redlné konstanty. Je-li vektor
s definovany predpisem (1.54) nenulovy, potom necht

[xTY],

px < o2
1Y,

Naopak, jestlize vektor s je nulovy, potom necht

I, v,
D, ¥,
kde matice D, je definovand predpisem ([1.53) a vektor t je definovany predpisem
(1.54). Ddle necht \* je kladné reseni nelinedrni rovnice (|1.56)).

Potom optimalizacni iloha

: 2 2
min [[Y = XBll; + AllBll2,
tj. hrebenova regrese s hodnotou parametru A\ = \*, je ekvivalentni s optimalizacni

wlohou
[(Y + AY) — (X + AX) B,.

min max
BER? || AX]|,<px, |AY ]|, <py

Diikaz. 7 veéty plyne existence praveé jednoho kladného feseni rovnice ([1.56)).

Samotné tvrzeni véty potom plyne z véty a vety [1.15]
]

V zavérecéné vété této podsekce uvedeme, jak budou vypadat optimalni feseni
ulohy v pripadé, Ze neni splnéna nutna a postacujici podminka existence
kladného feSeni rovnice . Tato optimalni feSeni tizce souvisi s body, pro
které neni funkce L (8) diferencovatelna.

Véta 1.18. (i) Jestlize

Iy,
Yl
potom existuje prdvé jedno optimdlni reseni tulohy (1.37). Toto reseni je

trividlni.
(ii) Necht vektor s definovany predpisem (1.54) je nulovy.
(1) Jestlize

potom existuje prave jedno optimdlni resend ulohy (1.37)). Toto resent
je ddno predpisem

B=X7Y,

kde X~ oznacuje néjakou pseudoinverzi matice X.
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(I1) Jestlize
Dol 7Y,

22, ~ ™~ YT,

potom existuje nekonecné mmnoho optimdlnich reseni tulohy ((1.37)).
Tato resent jsou ddna predpisem

B=aX"Y,

kde 0 < a <1 a X~ oznacuje néjakou pseudoinverzi matice X.

Diikaz. Viz Chandrasekaran a kol.| (1998]), véta 3.6.

1.4.2 Koncept marginalnich omezeni

Nyni se zamérime na zbyvajici druhy koncept, ktery se casto oznacuje jako
koncept margindlnich omezeni (v angli¢tiné se oznacuje jako ,uncoupled un-
certainty“). Jeho hlavni charakteristikou je to, ze pozadavky na chyby (resp.
nepfesnosti) obsazené v datech neformulujeme pomoci jediného (sdruzeného)
omezeni, ale jako nékolik (obecné ruznych) omezeni pro jednotlivé nezavisle
proménné.

Opét budeme ilustrovat tento koncept na konkrétnim prikladé. Predpokla-
dejme, Ze py, ..., pp, jsou zndmé nezaporné realné konstanty. Tentokrat uvazujme
mnozinu Uyx definovanou predpisem

Us = {AX = (81,...,8,) ER™ . ||§]l, < pii=1,....p}. (1.65)

O mnoziné Uy predpokladame, ze obsahuje pouze nulovy vektor dimenze n. Ji-
nymi slovy predpokldaddme, ze méreni (resp. data) tykajici se zdvisle proménné
nejsou zatizena zadnou chybou.

Lze tedy nahlédnout, ze koncept marginalnich omezeni je specidlnim pri-
padem konceptu sdruzenych omezeni, ktery jsme predstavili v predchozi podsekei.

Optimalizacni tloha ((1.34) se v tomto pripadé modifikuje na tlohu

min max |[Y — (X +AX) B],. (1.66)

Ukazeme, ze za platnosti jistych dodatecnych predpokladii je optimalizacni tloha
(1.66)) ekvivalentni s optimaliza¢ni ilohou ((1.26)), tj. s metodou Lasso.

Hlavni myslenky diikazu a pozdéji formulovaného zobecnéni budou prevzaty
z ¢lanku Xu a kol (2010).

Véta 1.19. Optimalizacni uloha (1.66) je ekvivalentni s optimalizacni ilohou

min [[Y — X8|, + > pilBil. (1.67)

p
AeR i=1
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Specidalné je-li p; = p pro vsechna i =1,...,p, potom pro vhodnou hodnotu para-
metru \ je optimalizacni iloha (1.66) ekvivalentni s optimalizacni ilohou ((1.26)),
tj. s metodou Lasso.

Diikaz. Pro libovolné pevné B € RP uvazujme optimalizacni tlohu

max [[Y — (X + AX) Bl,. (1.68)
Vezméme libovolné AX = (61, ...,6,) € Ux. Vyuzitim trojihelnikové nerovnosti

a predpisu (1.65) mnoziny Ux mizeme pro tcéelovou funkei optimalizacni tlohy
(1.68) ziskat nasledujici nerovnost

Y = (X+AX) B, = [[Y = (X+(d1,-..,6,)) Bll, =
= [(Y =XB) = (61,...,8,) B, <
<Y =XBll, +[(81,. .., 6,) Bll, =

p
> Bid;
=1

p
<SIY = X8l + 218l 164l <
i=1

- HY_X:@H2+ <

2

p

<Y =XBl,+>_ 18 pi. (1.69)
i=1

Nyni dokdzeme, ze existuje matice AXy = (81, ...,0,0) € Ux, pro niz v nerov-
nosti (|1.69)) nastane rovnost. Rozlisime dva pripady:

1. Predpokladejme, ze plati X8 =Y.
Proi=1,...,p definujme

;0 = —p; sgn(f;) a,

kde a je libovolny redlny vektor dimenze n s jednotkovou eukleidovskou nor-
mou. Potom ziejmé AXg := (d10,...,0,0) € Ux a dile

1Y = (X + AXo) B, = [[(Y = XB) — AXoB, =
= H— (51,07 R 5p,0) 5”2 =

_ H— ; (—Bips sen(B) a)

2

P P
=2 _Bilpillally = > 18l pi =
i=1 i=1
P
=Y =XBl, +>_ 18l pi- (1.70)
i=1

Pro zvolenou matici AXy tedy skutecné v nerovnosti ([1.69)) nastava rovnost.
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2. Nyni predpokladejme, ze X3 # Y.
Pro:=1,...,p definujme

pi sgn(B;)
dip = ——o—— (Y-—XP).
Ty -8l
Je ziejmé, ze AXy := (81,0,...,0,0) € Ux. Soucasné plati, ze

1Y — (X + AXo) Bll, = (Y =XB) = (610, - --,0,0) B, =
HY x8) +zp:< |Bil pi (Y_Xﬁ)>

¥ - x4l 2
= |1 1| Mi Y -X -
e, #l, (3;18101) 1 - 81
= ||Y_X,3H2+Z|5i|m~ (1.71)
i—1

Také v tomto pripadé nastava pro zvolenou matici AXy v nerovnosti (|1.69))
rovnost.

Z nerovnosti ((1.69)) a rovnosti ((1.70) a (1.71)) plyne, ze

p
e Y = (% A%) 8, = Y = X8l + 316l o

a jelikoz byl vektor B volen libovolné, je dokazano, ze optimaliza¢ni tloha (|1.66])
je ekvivalentni s optimalizacni ilohou ([1.67)).

Necht p; = p pro vSechna i = 1,...,p a B* bud optimalni feSeni tlohy ((1.67)).
Drukaz specialni ¢asti potom plyne z ¢ldanku Belloni a kol.| (2011)), ve kterém autofi
dokéazali ekvivalenci optimalizac¢ni tlohy

min [[Y — X8|, + pZ |5il,

BERP =

kterou oznacuji jako ,square-root lasso“, s optimalizacni ulohou (|1.26]), kde
parametr A = ||8*||,.
]

Mnozinu Uy a vétu [[.19] lze snadno zobecnit i pro jinou nez eukleidovskou
normu.

Véta 1.20. Necht ¢ > 1 a wvazZujme mnozinu
Ul = {AX = (8y,...,8,) R - |§il|, < pii=1,....p}.
Optimalizacni uloha

min max ||[Y — (X + AX) 8],

BERP AXel(
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je ekvivalentni s optimalizacni tilohou

p
min 'Y — B, + > il il
=1

BERP

Diikaz. Jedna se o analogii dikazu véty
[l

V prikladech z praxe ¢asto neni zcela ziejmé, jak velkou hodnotu parametru
px 7 predpisu bychom méli zvolit. Totéz se tyka i volby hodnot parame-
tri p1,...,pp z pledpisu . V praxi se proto pii modelovani chyb méreni
spise vyuzivaji pristupy, na které lze v urc¢itém smyslu nahlizet jako na zobecnéni
konceptu sdruzenych, resp. marginalnich omezeni.

Pro ilustraci nyni struéné popiseme a v podsekcich a na ndhodné
generovanych datech otestujeme jeden z nejcastéji preferovanych pristupi, ktery
je podrobné zkouman v knize Buonaccorsi (2010):

Abychom zohlednili pripadné chyby méteni, definujeme regresni matici X* ptred-
pisem
X* = (iL‘* ) P = (1’1'7]' + A.fi’j)n’p

2,7 ij=1 i,j=1"
T . . . .,
kde x; = (@i1,...,2ip) ,i = 1,...,n, oznacuje i-té pozorovani a Ax; =
T . . . - . v ,
= (Az;1,...,Ax;y,) , 0 = 1,...,n, obsahuje chyby jednotlivych proménnych
v i-tém pozorovani, pricemz predpokldddme, ze Az j,..., Az, j, j =1,...,p,

jsou realizace nahodné veli¢iny A X s rozdélenim N (0, /@?), kde x; > 0. V nasich
piikladech budeme predpokladat, Ze hodnota x;, j = 1,...,p, je zndmad. V praxi
Ize tuto hodnotu odhadnout napt. na zakladé predchozich méreni. Predpokla-
dédme tedy platnost modelu

Yi=(x+Ax) B+e, i=1...n, (1.72)
kde B = (b, ... ,5p)T je hledany vektor regresnich parametriae = (e, . .. ,5n)T
je ndhodny vektor spliiujici E € = 0 a vare = o°I,.

1.5 Simulaéni studie

V této sekci budeme na ndhodné generovanych datech zkoumat a porovnavat
robustnost odhadi vektoru regresnich parametrii ziskanych metodou nejmensich
¢tvercli, hirebenovou regresi, metodou Lasso a jednou z nejznaméjsich metod ro-
bustni regrese tzv. metodou LTS.

Nazev metody LTS je akronymem anglického vyrazu ,Least Trimmed Squa-
res, ktery nam miuze napoveédét, ze se jednd o zobecnéni metody nejmensich
¢tverci. Vyjdeme-li totiz z definice a rovnice , je odhad vektoru regres-

nich parametri ziskany metodou LTS dan jako
R h
Brrs = argminZu%i)(B), (1.73)

BERP ;=1
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kde pro libovolné B € RP a j = 1,...,n definujeme j-té reziduum predpisem
uj(B) =Y;—x/B
a vyrazem u%i) (B) potom rozumime i-tou poradovou statistiku mezi ¢tverci rezidui
u?(B),...,u2(B), tj. pozadujeme, aby platilo
uty(B) < -+ <uy(B).

Konstanta h se oznacuje jako tzv. usekavaci konstanta (jedna se o preklad anglic-
kého vyrazu ,trimming constant®) a pozaduje se, aby vyhovovala nerovnostem

0,5n < h <n.

Z predpisu tedy plyne, ze n — h pozorovani s nejvétsimi hodnotami rezidui
nema zadny vliv na hledany odhad B rs. Charakteristickou vlastnosti metody
LTS je tedy fakt, ze ma velky bod selhani, tzn. je velmi rezistentni vaci pritom-
nosti vyrazné odlehlych hodnot.

Je-li h = n, potom odhad BLTS je totozny s odhadem vektoru regresnich
parametri ziskanym metodou nejmensich ¢tvercti. Pripomenme, Ze tento odhad
znacime BOLS. Pro podrobnéjsi informace o LTS regresi odkazujeme ¢tenate na
¢lanek Rousseeuw| (1984).

Ke generovani dat jakoz i k implementaci jednotlivych odhadt pouzijeme sta-
tisticky program R (R Core Team| (2016)). Zdrojové kédy odpovidajici jednotli-
vym podsekcim obsahuji ve svém néazvu cislo prislusné podsekce a lze je nalézt
na prilozeném disku CD-ROM ve slozce Regresni analyza.

V tabulce[l.1|spolu s nazvy funkei programu R uzitych k vypoctu jednotlivych
odhadi uvadime také nazvy balicka, které tyto funkce obsahuji a informace, ve
které z nasledujicich podsekei tyto funkce pouzivame.

Tabulka 1.1: Prehled funkci programu R pouzitych k implementaci odhadt vek-
toru regresnich parametrii

Regresni R balicek  Funkce Podsekce
metoda
OLS stats Im  [1.5.1}[1.5.2] [1.5.3]
: parcor ridge.cv 1.5.1
Ridge  \iaASS  Imridge 152153
Lasso lars lars 1.5.1}]1.5.2} [1.5.3
LTS robustbase  ltsReg [1.5.1} [1.5.2 [1.5.3

Vhodnou hodnotu parametru A\ z optimaliza¢ni tlohy budeme v sekci
hledat pomoci kifzové validace, presnéji feCeno minimalizaci chyby vali-
dace. V sekei [1.5.2] pouzijeme zobecnénou kifzovou validaci, kterd byla navrzena
v ¢lanku (Golub a kol.| (1979).

P1i hledani odhadu vektoru regresnich parametri metodou Lasso budeme vy-
chazet z optimalizac¢ni tlohy

. 2
min [[Y - X8|, (1.74)

st ||Bll; < s HBOLS

17
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kde s € [0,1] je parametr. Povsimnéme si, Ze optimalizacni uloha (1.74)) je ekvi-
valentni s optimaliza¢ni tlohou (1.27)), jestlize polozime

t=s|Bows| - (1.75)

Vhodnou hodnotu parametru s budeme nasledné hledat pomoci kfiiové Validace
Uvédomme si, ze v piipadé volby s = 1 je optimalnim resenim tlohy (1.74) odhad
,30 Ls. Poznamenejme jesté, ze pouze v pripadé funkce ltsReg pouzivame jiné nez
defaultni nastaveni vstupnich parametri. Hodnotu usekavaci konstanty h totiz
definujeme jako h := 0.75n.

1.5.1 Robustnost regresnich metod v pritomnosti
odlehlého pozorovani

V této podsekci budeme zkoumat robustnost regresnich metod uvedenych v ta-
bulce vudi pritomnosti odlehlého pozorovani. Bude nas tedy zajimat, jak se
zméni odhady vektoru regresnich parametri, pokud nejdiive nase data obsahuji
odlehlé pozorovani a poté je-li toto odlehlé pozorovani odstranéno.

Data, se kterymi budeme déle pracovat, jsme ziskali nasledujicim zptsobem.
Zvolili jsme:

pocet pozorovani n := 20,

pocet regresori p := 2,

/6 - (60751)T = (_172)T7

Tio =" =Tp-10:= 1,
X; ~ N(0,1) s realizacemi 1, ..., Tp_11,
e ~ N(0,9/100) s realizacemi €1, ...,&,_1,

Y = Boxvio + fixin +ei, i=1,...,n—1,
odlehlé pozorovani ((z,.0,Zn1), Yn) := ((0, M max{z11,...,2n-11}),0),
kde M = 2.

Nejdrive uvazujme data obsahujici odlehlé pozorovani. V souladu se znacenim
zavedenym v sekci [1.1] tedy mame

Iz, Yi

X20x2 : : »YS(I)) = ; , B :( Spa fp> ( 1 2)
X191 Yig
0 X20,1 0

V tabulce [1.2) potom muzeme nalézt odhady regresnich parametri Bof a B
které jsme oznacili 50 a ﬁl , odpovidajici uvazovanym regresnim metodam.

Pomoci kiizové validace jsme zjistili, ze parametr \ prislusny hiebenové regresi
ma hodnotu 14,87 a parametr s prislusny metodé Lasso ma hodnotu 0,53.
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Tabulka 1.2: Odhady vektoru regresnich parametri pro data s odlehlym pozoro-
vanim a pro totozna data bez odlehlého pozorovani

Regl"esm nop nop abop Abop nop Abop nop Abop
metoda, 0 1 0 1 0o — Mo 1 M
OLS -0,8088 1,1611 -0,9071 1,9875 0,0983 0,8264
Ridge  -0,5734 0,6513 -0,9047 1,9798 0,3312 1,3284
Lasso  -0,5587 0,6194 -0,9007 1,9670 0,3420 1,3476
LTS -0,8780 11,9790 -0,8497 1,9555 0,0283 0,0235

Abychom ziskali ur¢itou geometrickou predstavu spojenou s témito odhady,
1ze v obrézku[I.1|nalézt regresni piimky zkonstruované na zakladé spoctenych od-
hadu regresnich parametru (viz tabulka odpovidajicich jednotlivym regres-
nim metodam. Napf. regresni primka oznacend jako OLS je tedy déana predpisem

Y = —0,8088 + 1,1611z.

— OLS
— Ridge
—— Lasso
— LTS

Obrazek 1.1: Regresni primky v pfi- Obrazek 1.2: Regresni primky po od-
tomnosti odlehlého pozorovani stranéni odlehlého pozorovani

Nyni uvazujme data po odstranéni odlehlého pozorovani. Opét s vyuzitim
znaceni ze sekce [LI mame

I a, Y
Xigba= |1 ¢ | Y= |8 = (8" 5™ =(-1,2)".
1 2191 Y19
V tabulce potoonpét lze nalézt odhady regresnich parametri Bg Pa 6}3 op

v ur b b / s 7 v ’ , ’
(oznacené jako ;" a (7°") odpovidajici uvazovanym regresnim metoddm. Po-

moci kiizové validace bylo zjisténo, ze parametr A\ prislusny hiebenové regresi ma
hodnotu 0,07 a parametr s prislusny metodé Lasso ma hodnotu 0,99. Povsimnéme
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A~

si, ze odhady Bg"p a B]f P pro jednotlivé regresni metody jsou nyni takika to-
tozné. Prislusné regresni primky budou proto taktéz témér shodné, coz potvrzuje
obréazek .2l

V obrazcich [I.3]- [I.6] je poté modrou barvou zndzornéna regresni piimka zkon-
struovand na zakladé odhadit FP a 5 spoctenych pifslusnou regresni metodou.
Cervenou barvou je nésledné znazornéna regresni pifmka zkonstruovani na za-
kladé odhadt B};Op a A}) P spoctenych prislusnou regresni metodou.

2
L

Obrézek 1.3: Regresni ptrimky zkon- Obrézek 1.4: Regresni piimky zkon-
struované na zakladé odhadi ziskanych struované na zédkladé odhadt ziskanych
metodou nejmensich ¢tvercii hifebenovou regresi

2
L

— LTs*
— LTS™

Obrézek 1.5: Regresni primky zkon- Obrézek 1.6: Regresni pirimky zkon-
struované na zakladé odhadi ziskanych struované na zakladé odhadt ziskanych
metodou Lasso metodou LTS

_ Konecné v tabulce [1.2] muzeme nalézt absolutni hodnoty rozdilu odhadu
B a BPP.i = 0,1. Nejvétstho rozdilu nabyvaji odhady spoctené metodou
Lasso a hfebenovou regresi. Mnohem mensiho rozdilu potom dosahuji odhady
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spoc¢tené metodou nejmensich ¢tvercii. Nejmensiho rozdilu je dosazeno s odhady
spoc¢tenymi metodou LTS.

Dospéli jsme tedy k zajimavému zavéru, ze metoda Lasso a hfebenova regrese
jsou méné robustni vici pritomnosti odlehlého pozorovani nez metoda nejmen-
sich ¢tvercti. Mame-li tedy podezreni, zZe nase data obsahuji odlehld pozorovani,
neni obecné vhodné preferovat misto metody nejmensich ¢tvercii pouziti nékteré
z metod regularizované regrese. V takovém pripadé by spisSe stalo za zvazeni, zda
radéji nepouzit metodu LTS, ktera pro nase data vysla jako nejvice robustni viaci
pritomnosti odlehlého pozorovani.

1.5.2 Robustnost regresnich metod v pritomnosti chyb
meéreni

V této podsekci budeme zkoumat robustnost regresnich metod uvedenych v ta-

bulce [I.1] vaci pritomnosti chyb méreni vysvétlujicich proménnych. Bude nas tedy

zajimat, jak se zméni odhady regresnich parametrii, pokud nejdiive vyjdeme

z rovnice (|1.3) a ndsledné zohlednime-li skute¢nost, Ze jednotlivé vysvétlujici

proménné jsou zatizeny chybou meéreni, a proto budeme predpokladat platnost
modelu ((1.72)), ktery lze ekvivalentné vyjadiit ve tvaru

EY, = Bi(zin + Azin) + -+ + Bp(@ip + Azip), i=1...,m,

kde Az j,..., Az, , 7 =1,...,p, jsou realizace ndhodné veli¢ciny AX; s rozde-
lenim N (0, /@?), kde x; > 0 je znamé. Jinymi slovy chyby méfeni jsou uvazovany

formou matice AX = (Az; ;).

Data, se kterymi budeme pracovat v této podsekci jsme ziskali s vyuzitim
nasledujicitho nastaveni:
pocet pozorovani n := 30,
pocet regresori p = 3,

B = (ﬁoﬁhﬁzf = (—272, —1)T7

T1,0="'""=Tpo = 17
Xy ~ N(5,1) s realizacemi @1 1, ..., % 1,
Xy ~ N(0,4) s realizacemi 1 9, ..., Tp 2,

AX; ~ N(0,1/2500) s realizacemi Azy g, ..., Az, 1,

AXjy ~ N(0,1/10000) s realizacemi Az o, ..., Az, 2,

e ~ N(0,49/400) s realizacemi €1, ..., &y,

Y; = Bowio + Bi(ig + Awin) + Ba(wio + Azip) +6, i=1,...,n.

Nejdiive uvazujme data, kterd nezohlednuji chyby méfeni. Vyjdéme ze znaceni
zavedeného v sekci [L1] a oznacme

I x1 @i Y,
0 . . . 0 . 0 0 20 A0\T
X3O><3: : : : >Y30: : 7ﬂ :(ﬁoaﬁpﬁz) .
1 x30,1 30,2 Y
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V tabulce lze nalézt odhady regresnich parametr 59,7 = 0, 1,2, které jsme
oznacili B?, 1 = 0,1,2, odpovidajici uvazovanym regresnim metodam. Pomoci
zobecnéné kiizové validace jsme zjistili, Zze parametr A prislusny hiebenové regresi
méa hodnotu 0,0460. Parametr s prislusny metodé Lasso hledany ktizovou validaci
ma hodnotu 0,9896.

Tabulka 1.3: Odhady vektoru regresnich parametri pro data (ne)zohlednujici
chyby méteni vysvétlujicich proménnych

Regresni = = = = = =
SO R Y B o
OLS -2,2227  2,0307 -1,0626 -2,1439 2,0163 -1,0614
Ridge -2,2090 2,0282 -1,0610 -2,1314 2,0140 -1,0600
Lasso  -2,0756 2,0033 -1,0536 -2,0063 1,9907 -1,0529
LTS -2,2227 2,0307 -1,0626 -2,4372 2,0750 -1,0674

Nyni uvazujme data zohlednujici chyby méteni. Regresni matice je ddna pred-
pisem
X:ﬁ)x?, = Xgom + Axgom =
1 T1,1 x1,2 0 AZELl AL’L'LQ
=1: : : + | : : =
1 @301 X302 0 Azzon Axsgo
1 x4+ Azy x12+ Az

)

1 2301 +Axgo1 X302 + Axsp2

a vektor regresnich parametri nyni oznacme
/BA = (6(?76?76?)T = (_2,2, —1>T

Odezva ziistava stejna, tj. Y5 = Y9,. V tabulce 1.3 miiZeme ndsledné nalézt od-
hady regresnich parametrii 32, i = 0,1,2, (budeme je znacit jako AiA,i =0,1,2)
odpovidajici uvazovanym regresnim metodam. Pomoci zobecnéné kiizové vali-
dace jsme zjistili, ze parametr A prislusny hiebenové regresi ma hodnotu 0,0420.
Parametr s prislusny metodé Lasso hledany kiiZzovou validaci ma hodnotu 0,9901.
Nas ale predevsim zajimaji absolutni hodnoty rozdilu odhad B? a BZ-A, 1=20,1,2,
které uvadime v tabulce [.4l

V tabulce posléze mizeme nahlédnout, ze nejmensiho rozdilu nabyvaji
odhady spoctené metodou Lasso a hfebenovou regresi. O néco vétsiho rozdilu
dosahuji odhady spoctené metodou nejmensich c¢tvercti. Nejhtite z tohoto
srovnani tedy vychazi odhady spoctené metodou LTS.

7 uvazovanych regresnich metod se tedy metoda Lasso a hfebenova regrese
(tésné néasledované metodou nejmensich ¢tverct) zdaji byt nejvice robustni vuci
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pritomnosti chyb méreni vysvétlujicich proménnych. Metoda LTS, ktera v pred-
chozi podsekci vysla ze srovnani jako nejvice robustni, je nyni velmi citliva vici
pritomnosti chyb méfeni, coz je ddno tim, zZe principidlné vychézi z metody
nejmensich ¢tverct.

Tabulka 1.4: Absolutni hodnoty rozdilu odhadu regresnich parametru pro data
zohlednujici a nezohlednujici chyby métreni vysvétlujicich proménnych

Regresni |5, 5 =0 3 =0 3
s BB (B BR| |38 - Be
OLS 0,0789 0,0144 0,0012
Ridge 0,0776 0,0141 0,0010
Lasso 0,0693 0,0126 0,0006
LTS 0,2145 0,0443 0,0048

1.5.3 Robustnost regresnich metod v pritomnosti chyb
meéreni a multikolinearity
P1i zkoumani robustnosti uvazovanych regresnich metod nyni navazeme na

predchozi podsekci, navic ale budeme predpokladat, Zze kromé vyskytu chyb
méfeni vysvétlujicich proménnych nastdvd problém s multikolinearitou (viz

podsekee [1.3.1)).

Data se kterymi budeme ve zbytku této podsekce pracovat, jsme zvolili pomoci
tohoto nastaveni:
pocet pozorovani n := 30,
pocet regresorii p := 3,

B = (50751;52)T = (—6, 1, —3)T7

T1p =+ = Tpo =1,

Xy ~ N(5,9/4) s realizacemi 11, ..., Zp 1,

Xo=X1+Z, kde Z ~ N(0,1/4) s realizacemi zy, ..., z,, realizace ndhodné
veli¢iny Xy necht jsou tedy x12 = 211 + 21,..., T2 = Tp1 + 2n,

AX; ~ N(0,9/250000) s realizacemi Azy q,. .., Az, 1,

AX,y ~ N(0,81/1000000) s realizacemi Axy s, ..., Az, 2,

e~ N(0,9/25) s realizacemi ¢4, ..., &,,

Yi = Poxio+ Pi(win + Awiq) + Pa(xio + Amin) 64, i=1,...,n.

Opét nejdiive uvazujme data, kterd nezohlednuji chyby méteni. Zavedeme néasle-
dujici znaceni
1 =z xai+x Y,

’Ym,O o . 7ﬂm,[) — ( gz,O m,0 m,O)T‘

m,0
30 — y M1 9 M2

X30x3 =

1 @301 30,1 + 230 Y
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Hodnota vybérového korelacniho koeficientu mezi druhym a tretim regresorem ma

Vv

tikolinearity. Odhady regresnich parametru (;" i =0,1,2, které jsme oznadili
Blm i=0,1,2, odpovidajici uvazovanym regresnim metodam lze nalézt v tabulce
[1.5] Pomoci zobecnéné kifzové validace jsme déle zjistili, Ze parametr A prislusny
hrebenové regresi ma hodnotu 0,0290. Parametr s prislusny metodé Lasso hledany

kiizovou validaci ma hodnotu 0,9224.

Tabulka 1.5: Odhady vektoru regresnich parametri pro data (ne)zohlednujici
chyby méteni vysvétlujicich proménnych pii nebezpeci multikolinearity

Regresni = = 5 = = =
SO/ Y B S o
OLS  -6,1986 1,4668 -3,4487 -6,1645 14350 -3,4227
Ridge  -6,1975 11,4467 -3,4288 -6,1637 1,4155 -3,4034
Lasso  -6,1284 11,2671 -3,2615 -6,0976 1,2409 -3,2405
LTS -6,5012 1,787 -3,4903 -6,5044 11,5413 -3,4612

Konecné uvazujme data zohlednujici chyby méreni. Regresni matice je nyni
Xty = Xioos + AXGH0, =

Iz mia+2 0 Azi; Az,

=1: : : +|: : : =

I w301 w301+ 230 0 Azzp1 Azggp

1 x4+ Azy xi0+ 210+ Az

Y

L w301 +Axz01 T301 + 230 + A302
vektor regresnich parametri je potom dan jako

/Bm,A _ ( m,A7 In,A7 ;n,A)T _ (—6, 17 _3)T'

Odezva spliiuje rovnost Y5 = Yo', Odhady regresnich parametri S™%,
1 =0,1,2, které znacime jako A;”’A, 1= 0,1, 2, odpovidajici uvazovanym regres-
nim metoddm muzeme taktéz nalézt v tabulce [LAl Zobecnénou kifZovou validaci
jsme zjistili, ze parametr A prislusny hrebenové regresi ma hodnotu 0,0290.
Ktizovou validaci jsme zjistili, Ze parametr s prislusny metodé Lasso ma hodnotu
0,9236.

Nas ovem hlavné zajimaji absolutni hodnoty rozdilu odhadd 3™° a ™2,
i =0,1,2, které lze nalézt v tabulce [1.6] Nejmensiho rozdilu v absolutni hod-
noté opét nabyvaji odhady spoc¢tené metodou Lasso a hiebenovou regresi, dale

nasleduji metoda nejmensich ¢tvercti a metoda LTS.
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Tabulka 1.6: Absolutni hodnoty rozdilu odhadu regresnich parametri pro data
zohlednujici a nezohlednujici chyby meéreni vysvétlujicich proménnych pii nebez-
pec¢i multikolinearity

Regresni |5m0  3mA Sm0  AmA Sm0  AmA
B0 = Bya| B0 =BT | - Byt

metoda
OLS 0,0342 0,0318 0,0260
Ridge 0,0338 0,0312 0,0255
Lasso 0,0308 0,0262 0,0210
LTS 0,0469 0,0374 0,0291

I pti hrozbé multikolinearity tak metoda Lasso a hfebenova regrese zlstavaji
nejvice robustni vii¢i pritomnosti chyb méreni vysvétlujicich proménnych. Metoda
nejmensich ¢tvercli se ve srovnani s metodou Lasso s touto situaci vyrovnava
mnohem hiite. LTS odhad trpi nejen kvili pritomnosti chyb méfeni, ale také
kvili multikolinearité.
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Kapitola 2

Klasifika¢ni analyza

Uloha Klasifikace (nebo ekvivalentné klasifika¢ni analyza) je studovana v kon-
textu mnohorozmérné statistiky a strojového uceni. Touto tlohou rozumime
situaci, kdy méame k dispozici nékolik objekti (tzv. trénovaci mnozinu), které
nalezi do pravé jedné z predem specifikovanych disjunktnich t¥id. Zaroven na
kazdém z objektil pozorujeme urcitou sadu znakt. Cilem klasifika¢ni analyzy je
na zakladé téchto pozorovani stanovit tzv. rozhodovaci pravidlo (nazyvané také
jako Kklasifikator), které umozni jednoznacné zatradit do jedné z uvazovanych
ttid objekt s libovolnou sadou znakl. Ziskavame tak nastroj, s jehoz pomoci
dokazeme zaradit i nové uvazovany objekt, u néhoz zname pouze jeho sadu znakt.

Patrné nejznameé;jsi klasickou metodou klasifikacni analyzy je linearni diskri-
minacni analyza, kterd byla poprvé publikovana v ¢lanku anglického statistika
a evolucniho biologa sira Ronalda A. Fishera jiz pred 80 lety (viz Fisher| (1936)).

Vznik a neustaly rozvoj modernich klasifika¢nich metod je spojen predevsim
s prudkym navysovanim vykonu procesoru (viz ¢lanek Moore (1965), ve kterém
autor formuluje domnénku, kterd pozdéji vesla ve znamost jako tzv. Mooreuv
zékon, ze pocet tranzistoru na ¢ipu se kazdé dva roky zdvojnasobi) a zlepSovanim
paméti vypocetnich systémii. Zajemce o studium modernich klasifika¢nich metod
v kontextu strojového uceni odkazujeme na knihu Berka, (2003). Mezi nejznamé;jsi
moderni klasifikacni metody patii ndhodné lesy (viz [Breiman| (2001)), neuronové
sité (viz Haykin| (2009)) nebo metoda SVM, kterou se v této kapitole budeme
zabyvat.

V prvni casti této kapitoly seznamime cCtenare s linearni metodou SVM.
V dalsi casti predstavime zaklady teorie jadrovych funkei, diky nimz dokazeme
zobecnit linedrni metodu SVM na metodu nelinedrni. Nésledné diky uvedenym
poznatktim vybudujeme metodu SVM, kterou lze uplatnit v robustni klasifikaci.
V zavéru této kapitoly se budeme zabyvat praktickym piikladem biometrické
identifikace stylu psani a osob podle dynamiky stisku pocitacovych klaves.

2.1 Uvodni poznidmky k metodé SVM

Nazev této metody je akronymem anglického vyrazu ,,Support Vector Machi-

«

nes“. V cesky psané literature bohuzel pro tento vyraz neexistuje jednotny
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ustéleny preklad. Nékteri autori pouzivaji ve svych pracich pojem metoda (pfip.
algoritmus) podpurnych (pfip. nosnych) vektort, jini se priklanéji k pojmu
podpurné vektorové stroje nebo SVM Kklasifikator. My budeme ve zbytku této
kapitoly pouzivat terminologii zavedenou ve skriptech Holena (2006) a hovorit
tak o této metodé jako o metodé SVM.

Ustfedni postavou spojenou se vznikem metody SVM je rusky matematik
a informatik Vladimir N. Vapnik, ktery se prakticky cely sviij profesni zivot
vénuje teorii strojového uceni. V kontextu této teorie lze na metodu SVM
nahlizet jako na algoritmus uceni s ucitelem (tzv. ,supervised learning“) — pro
detailnéjsi informace odkazujeme ¢tenafe na knihu [Vapnik| (2000). Od konce 90.
let minulého stoleti potom aplikaci poznatkii z teorie optimalizace, funkcionalni
analyzy, matematické statistiky a dalsich disciplin dochéazi k rozvoji a zobecnéni

ptvodni metody.

Na zavér této sekce zavedme znaceni, které budeme ve zbytku kapitoly pou-
zivat. Pro n € N uvazujme konecnou posloupnost dvojic

(leyl)v"-a(xnayn) GXX)}, (21)

kde X = RP,p € N a Y = {—1,1}. Jinymi slovy uvazujeme trénovaci mnozinu
obsahujici n objekti, pricemz p-dimenzionalni redlny vektor x;,7 = 1, ..., n, nazy-
vame instanci ¢—tého objektu a y; udava prislusnost bud ke tfidé oznacené ¢islici
—1, nebo prislusnost ke tridé oznacené ¢islici 1. Toto znaceni tiid jsme zavedli
z Cisté technickych divodi. Predpokladejme, zZe existuje alespon jedna dvojice
indext i, j,7 # j, pro které y; # y,;. Uvazujeme tedy dvé tiidy a zabyvame se tak
ulohou tzv. binarni klasifikace.
Konecéné definujme mnoziny 7'y a T predpisem

T, ={x;i=1,...,n:y, =1}, (2.2)
—1}.

Mnozina T, resp. mnozina 7, tedy obsahuje instance objektii nélezicich do
tridy oznacené ¢islici 1, resp. ¢islici —1.

T ={x;i=1,...,n:y;

Nasim cilem bude s vyuzitim posloupnosti dvojic sestrojit rozhodovaci
pravidlo R : R? — {—1,1} umoznujici klasifikovat nové uvazovany objekt podle
jeho instance x. Toto rozhodovaci pravidlo zalozime na (v jistém slova smyslu)
optimalni funkci f : R? — R a definujeme jej predpisem

R(x) = sgn(f(x)). (2.4)

V sekci se nejdiive omezime pouze na linedrni funkce f, v sekci potom
nase ivahy zobecnime i pro nelinearni funkce f.

Aby bylo mozné takovou funkci f nalézt, je nutné pripojit pozadavek, aby
mezi objekty z trénovaci mnoziny a nové uvazovanymi objekty existovala néjaka
souvislost. Toho lze dosahnout napt. tim, ze budeme pozadovat, aby dané dvojice
a nové uvazované dvojice (x,y) byly nezavisle generovany stejnou (ziejmé
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neznamou) pravdépodobnostni mirou P definovanou na mnoziné X x ). Ekviva-
lentné bychom mohli pozadovat, aby instance x byla generovana vzhledem k (ne-
znamé) marginalni pravdépodobnostni mife Py na X a nasledné aby hodnota
y byla generovéana vzhledem k (nezndmé) pravdépodobnostni mite P(:|x) na ).
Vyuzitim téchto poznatkti mizeme nahlédnout, Ze moznost, ze by instance x nove
uvazovaného objektu spliiovala rovnost R(x) = 0, nastava s nulovou pravdépo-
dobnosti. Tim je zarucena korektnost predpisu .

2.2 Linearni metoda SVM

V této sekci se pri hledani optimalniho rozhodovaciho pravidla omezime pouze
na linedrni funkce. To znamend, Ze budeme predpoklddat, ze hledana funkce
f:RP - R je dana predpisem

f(x):=B"x+ f, (2.5)

kde B8 € R? a §y € R. Rozhodovaci pravidlo zalozené na této funkci je potom
tvaru
R(x) :=sgn (ﬂTX + 60> :

Jak ukazeme v nasledujicich dvou podsekcich, hodnoty neznamych parametri
B a By lze ziskat vyresenim vhodné formulovanych optimalizacnich tloh. Zaro-
ven uvidime, ze tvahy, které pouzijeme k sestaveni téchto optimalizacnich tloh,
i optimalizacni tlohy samotné se od sebe pomérné vyrazné odlisuji tim, zda pred-
pokladame linearni oddélitelnost mnozin 7'y a T ¢i nikoliv.

Hlavni myslenky jednotlivych ivah, pomoci nichz zformulujeme piislusné op-
timaliza¢ni tlohy, budeme spolu s predpisy téchto tloh piejimat z knih Hastie
a kol.| (2011}, kapitola 12), |Scholkopf a Smola (2002, kapitola 7) a [Vapnik| (2000,
sekce 5.5).

2.2.1 Kilasifikace linearné oddélitelnych trid

Jak jiz napovida nazev této podsekce, k predpokladiim, které jsme formulovali
diive na zac¢atku kapitoly, pripojujeme navic i pozadavek, aby mnoziny 7'y a T
byly linearné oddélitelné. Tim je dle definice zarucena existence funkce f
dané predpisem spliiujici
F(x:) {> 0, J:estl%e x; € T, (2.6)
<0, jestlizex; € T_.

Rozhodovaci pravidlo zalozené na této funkci se potom nazyva presné linearni
rozhodovaci pravidlo, nebof spravné klasifikuje vsechny objekty z trénovaci mno-
ziny. Takovych linearnich funkei (a tedy i rozhodovacich pravidel) vyhovujicich
podmince ovsem obecné existuje nekoneéné mnoho.

Vyvstavaji tedy nésledujici otézky:

1. Jakym zptisobem stanovit kritérium, na zakladé kterého nalezneme optiméalni
funkci?
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2. Bude nalezena optimalni funkce urcena jednoznacné?

Odpovédi na tyto otazky uvedeme v prvni casti této podsekce. Zaroven se
pokusime poskytnout i geometrickou interpretaci.

Uvazujme libovolnou funkei f danou predpisem ({2.5)) splnujici podminku (2.6)).
Potom nadrovina H dana predpisem

H:={xeR: f(x)=8"x+ 6 =0} (2.7)

rozdéluje prostor RP na dva oteviené poloprostory, pricemz jeden z téchto polo-
prostoru (oznacme jej P,) obsahuje mnozinu 7'y, opa¢ny poloprostor (ozna¢me
jej P_) obsahuje mnozinu 7"_. Bez Gjmy na obecnosti (jinak bychom déle misto
f psali —f) jsou oba zminéné poloprostory definovany jako

Ppi={xeR: f(x) = B'x+ By >0},

Poi={xeR: f(x) =B x+fy < 0}.
Dale definujme nadrovinu H, predpisem

Hy={xeR: B x+ 6 —dy =0},

kde

dy =dist(H,T}) = xeglxineTJer — X2,
Eder

tj. nadrovina H, je obsazena v poloprostoru P,, je rovnobézna s nadrovinou H
a obsahuje bod (prip. body) mnoziny 7'y s minimélni vzdalenosti od nadroviny
H (tato vzdalenost ma hodnotu d).

Analogicky definujme nadrovinu H_, tj.

H_:{xeRP4¥k+¢%+d_=0}

pricemz
d_=dist(H,T-) = xegg‘éﬂ“){ — x|z

Nadrovina H_ je tedy obsazena v poloprostoru P_, je rovnobézna s nadrovinou
H a obsahuje bod (pfip. body) mnoziny 7" s minimalni vzdalenosti od nadroviny
H (tato vzdélenost ma hodnotu d_). Pov§imnéme si, Ze z definice a predpisu
mnozin T, a T_ plyne, ze dy a d_ jsou nenulova cisla.

Nadroviny H, a H_ se nazyvaji podpirné (piip. nosné) nadroviny. Instance,
kterymi tyto nadroviny prochazeji, tj. vektory

xe(H,UH )N (T UT-),

se nazyvaji podpurné (pfip. nosné) vektory. Jak uvidime pozdéji, tyto vektory
budou hrat klicovou roli pti hledani optimalni funkce f. Pro tuto chvili pouze
poznamenejme, ze praveé podle téchto vektorti odvozuje metoda SVM sviij nazev.

Povsimnéme si, ze podpturné nadroviny H, a H_ tvori okolo nadroviny H
jakysi pomyslny pés, pricemz vnitiek tohoto pasu neobsahuje zadné instance, ale
jeho hranice obsahuje véechny podpiirné vektory. Sitka tohoto pasu (tj. vzdalenost
nadrovin H, a H_) ma ziejmé velikost

d:i=d, +d_.
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Problém nalezeni optimalni funkce f je tedy ekvivalentni s problémem nale-
zeni optimélni nadroviny H. V knize [Vapnik (2000, sekce 5.5) povazuje autor
za optimalni nadrovinu takovou nadrovinu, kterd linearné oddéluje mnoziny 7',
a T a zaroven vzdalenost této nadroviny od nejblizsi instance je maximalizovana.
Toto doporuceni vychézi z konceptu, ktery byl poprvé predstaven v ¢lanku Boser
a kol.| (1992)) a v prubéhu nasledujicich let vesel ve znamost jako ,hard margine
SVM*“. Jeden z moznych argumentii, ktery potvrzuje vhodnost tohoto ptistupu,
uvadime v poznamce v sekci [2.4.1]

Ekvivalentné lze toto doporuceni preformulovat tak, ze hleddme nadrovinu H,
ktera linearné oddéluje mnoziny 7'y a T_ a u niz je maximalizovana Sitka pasu
ur¢eného podpurnymi nadrovinami H, a H_ (tj. maximalizujeme hodnotu d),
pricemz uvazujeme pouze takové nadroviny H, pro néz je vzdalenost od nadrovin
H, a H_ totozna (tj. musi platit d, = d_).

Bez jmy na obecnosti proto pro dalsi analyzu staci uvazovat pouze takové
nadroviny H dané predpisem , jejichz podplrné nadroviny jsou definovany
jako

H, = {XGRP:BTX—I—Bozl}, (2.8)

Ho={xeR:Bx+p=—1} (2.9)

Jinak bychom totiz dale misto Sy psali By —dy + 1, resp. By +d_ — 1. Z predpist

(2.8) a (2.9) plyne, ze

Tp={xii=1...n:8xi+pb>1}, (2.10)
To={xyi=1,...,n: 8%+ 6 < —1}. (2.11)
7, predpisu plyne, ze je ekvivalentni s predpokladem
B'x; + By > 1,jestlize y; = 1,kde i =1, ..., n. (2.12)
Analogicky z predpisu plyne, ze je ekvivalentni s predpokladem
B'x; + By < —1,jestlize y; = —1,kde i = 1,...,n. (2.13)
Predpoklady a potom lze souhrnné vyjadrit ve tvaru
vi(B'xi+8) 21, i=1,...,n (2.14)

Spoc¢téme nyni Sitrku pasu urceného podpurnymi nadrovinami H, a H_ da-
nymi predpisy a . Pripomenme, ze vzdalenost libovolného bodu x, € R?
od nadroviny obecné definované pfedpisem {x € R? : a'x+agy = 0} je definovdna
vzorcem

‘QTXO + C\Jo‘

el
Je-li tedy x¢ € H, libovolny bod nadroviny H,, dostavame, ze
‘ﬁTXO + 50‘ 11 1

dist(H,xq) = QIII}HX — Xoll2 = = =

1Bl 118l 1Bl

Vzdalenost nadrovin H a H, je tedy

1
dy = .
T8l
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Jelikoz predpokladéame, ze d, = d_, je také vzdalenost nadrovin H a H_

1
d_ = .
1812
Odtud plyne, ze vzdalenost nadrovin H, a H_ je
2
d=d,+d_= .
" 182

Aby tedy hodnota d byla maximalizovina, je nutno minimalizovat hodnotu ||3]|2.
Jelikoz druh& odmocnina z kladného ¢isla je rostouci funkce, lze ekvivalentné
minimalizovat hodnotu ||3]3/2.

Tudiz dlohu nalezeni optimalni nadroviny H (neboli optimalnich hodnot pa-
rametrii B a f3y) lze formulovat jako tilohu minimalizace hodnoty ||3]|3/2 za pod-
minky, ze prislusnd nadrovina H linedrné oddéluje mnoziny 7T, a T_, pricemz
vnitfek pasu uré¢ené¢ho podptrnymi nadrovinami H, a H_ neobsahuje zadné
instance (tj. je splnéna podminka ), coz znamena Tesit optimalizacni ilohu

1 2
min -3 2.15
,BERp,lﬁ()eR 2H ||27 ( )

s.t. y; (,BTXZ'—i-ﬁo) >1, i=1,...,n.

Optimaliza¢ni tloha ([2.15)) je tlohou tzv. kvadratického programovani. Ptipo-
menme, ze predpoklddame linedrni oddélitelnost mnozin 7'y a T a povSimnéme
si, ze ucelova funkce je striktné konvexni, jednotlivd omezeni jsou linearni, a tedy
mnozina pripustnych feseni optimalizac¢ni tlohy je konvexni. Odtud plyne,
ze existuje jednoznacné urcené teseni optimalizac¢ni ulohy , oznacme jej
,@ , BB, a tedy i jednoznacné urcené presné linearni rozhodovaci pravidlo.

K nalezeni analytického predpisu tohoto optimalniho feseni vyuzijeme koncept
KKT podminek optimality. Sestavme nejdrive prislusnou Lagrangeovu funkci L

L(B fo,on, - ) = 31813~ S e s (BT 4+ 60) — 1] (2.16)
=1

kde aq, ..., a,, > 0. Nyni formulujme odpovidajici KKT podminky. Dle podminky
optimality musi platit, ze

oL -

7(576070517"'70470 :ﬂ_zalylxlz()? (217)
B p

oL -
7(,6,50,0&1,...,0670:—Z@iyi:(), (218>
dfo i=1

dale dle podminky pripustnosti musi platit, ze
1—y¢(BTXi+BO)§O, i=1,....n (2.19)
a konecné dle podminky komplementarity musi platit, ze

oy (BTxi+ Bo) —1] =0, i=1,..n (2.20)
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Ze soustavy rovnic (2.17) plyne, ze optimalni feseni B je dano predpisem

n
=1 1:y; =1 2y, =—1

tj. jednda se o linedrni kombinaci (ovsem pouze nékterych — jak zjistime pozdéji)

instanci objekti z trénovaci mnoziny.

Prestoze optimalni reSeni B musi byt urcéeno jednoznacné, v pripadé
optimalnich Lagrangeovych multiplikatort &;,7 = 1,...,n, tomu tak obecné byt
nemusi (viz Scholkopf a Smolal (2002, sekce 7.3)). Nicméné z podminky
a vyplyva, ze je-li pro néjaké ¢+ =1,...,n

L=y (5TX2' + ﬁo) <0,

tj. instance x; neni podplirnym vektorem, potom odpovidajici Lagrangetiv mul-
tiplikator @; je nulovy. Pouze podpirné vektory, tj. instance x;, pro néz plati

L=y (5TX2' + ﬁo) =0,

mohou mit dle podminky (2.20) kladny Lagrangetv multiplikdtor &;, a tedy
v linedrni kombinaci (2.21)) se mohou objevit pouze podpurné vektory.

Povsimnéme si jesté, ze podminka (2.18) je ekvivalentni s podminkou

Yooai= Y a (2.22)

2y =1 y;=—1

kterou bychom mohli interpretovat tak, ze vliv podptrnych vektort z t¥idy
oznacené ¢islici 1 je totozny vlivu podpiirnych vektori z tiidy oznacené cislici —1.

S vyuzitim predpisu (2.21)) tedy lze formulovat optimalni presné linedrni roz-
hodovaci pravidlo jako

n
R(x) = sgn (Z o?z»yixjx + 50> )
i=1

V zévéru této podsekce se jesté vratme k samotné optimaliza¢ni tloze (2.15]).
S vyuzitim konceptu Lagrangeovy duality (viz Bazaraa a kol. (2006, kapitola
6)), ktery na optimalizacni tlohu ({2.15)) nahlizi jako na tzv. primérni tlohu, for-
mulujeme novou optimaliza¢ni tlohu, tzv. dudlni tlohu, ktera bude ekvivalentni

Pripomenme, ze tcelova funkce optimalizacni tlohy ([2.15) je konvexni (do-
konce striktné konvexni), funkce

9(B,50) =1~y (,3TXz' + 50) ; 1=1,...,n,

jsou také konvexni funkce a existuje optimalni feseni tlohy . Jelikoz mnoziny
T, aT_ jsou linedrné oddélitelné, existuje 3 € RP a f, € R takové, ze g,-(,g,go) <0
pro vSechnai =1, ..., n. Z véty O silné dualité (Véta plyne, Ze optimalizacni
tloha je ekvivalentni s (dudlni) optimaliza¢ni lohou

max_ f(aq,...,qy), (2.23)

Q1 yeeny O >
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kde

Oag,...,ap) = ﬁeﬁgi[%eRL(ﬁ, Boy 1y« vy Q) (2.24)

kde Lagrangeova funkce L(B, [y, a1,...,a,) je definovina predpisem (2.16]).
Souhrnné lze tedy optimalizacni tlohu ([2.23]) formulovat jako

i L - .
alf?,%c}fzo Beﬂ%}ﬂr})en@ (B’ Do, o, 70‘")

Necht ag, ..., a, jsou pevné zvolena nezaporna cisla a reSme optimalizacni tilohu

(2.24). Nutné podminky optimality jsou dany predpisy (2.17)) a (2.18]). Dosaze-
nim vyrazu (2.17)) a naslednym vyuzitim ptredpisu ([2.18) lze Lagrangeovu funkci
L(B, Bo, a1, . . ., ) vyjadiit jako

L(ﬂ7607051)"'705n) = L(IB)/BO) =

.
1 n n n n
=3 (Z aiyixi> (Z ajijj) - [yz ( Y% Xi + ﬁo) - 1] =
=1 J=1 i=1 j=1
1 n n n n n n
=5 DD X X — Y Y caogyyX; X — Bo Y iy + Y i =
i=1j=1 i=1j=1 i=1 i=1
n 1 n n
=D - B DD iagyyx, X,
i=1 i=1j=1
coz je vyraz, ktery nezavisi na proménnych B a ;. Dudlni funkei 0(aq, ..., o)

tedy lze vyjadrit jako

n

1 n n
O(ar,...,an) =Y a;— 3 SN aagyiyx; ;. (2.25)
i=1 i=1j=1
S vyuzitim predpisu (2.25)) a podminky (2.18)) dostavame, ze dudlni optimalizacni
tloha je tedy definovana jako

max {Z a; — ; SN aiajy,-ijjxj} : (2.26)

Q>
atyean 20| 5T i=1j=1

n
s.t. Zaiyi = 0.
i=1
Optimalizacni tloha ([2.26]) je sice stejné jako optimalizac¢ni uloha ([2.15) ulo-
hou kvadratického programovani, ovsem diky jednodussim omezujicim podmin-

Vv

s optimaliza¢ni ilohou . Aby pak bylo mozné zkonstruovat optimalni presné
linearni rozhodovaci pravidlo, je nutné dopocitat optimalni hodnoty B a fy.
Jsou-li @;,7 = 1,...,n, optimalni feseni tlohy , potom z véty O silné dualité
(véta plyne, Ze pro vsechna i = 1,...,n musi platit

& [y (BT + Bo) —1] = 0. (2.27)
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Odtud a z predpisu ([2.17) plyne, ze B lze vyjadrit predpisem (2.21]). Zbyva tedy
jesté dopocitat optimalni hodnotu y. Necht @y je nenulovy Lagrangetiv multipli-
kétor. Z rovnosti (2.27)) potom plyne, Ze musi platit

uk (BT + By) =1 =0, (2.28)

tj. X je podpirny vektor. Odtud plyne vyjadreni

— 1-— BTxk, jestlize yp = 1,

Bo = AT (2.29)
—1— B 'xp, jestlize y, = —1.

Nicméné z diuvodu zlepSeni numerické stability vypoctu lze v knize |[Vapnik (2000,
sekce 5.5) nalézt doporuéeni dopocitat hodnotu Sy podle vzorce

o~

Bo = —; (B"x1+ B"xm) (2.30)

pricemz predpokladame, ze oy, resp. Quy, je libovolny nenulovy optimélni Lagran-
geuv multiplikdtor ulohy (2.26) a x;, resp. X, je odpovidajici podptrny vektor
z tidy oznacené ¢islici 1, resp. ¢islici —1.

2.2.2 Kilasifikace linearné neoddélitelnych trid

Jak jsme si mohli povS§imnout v predchozi podsekci, pti konstrukci optimélniho
presného linearniho rozhodovaciho pravidla hral klicovou roli predpoklad linearni
oddélitelnosti mnozin 7T, a T_. V mnoha prikladech z praxe ovSem tento
predpoklad splnén neni. Je tedy nutné presné linearni rozhodovaci pravidlo
néjakym zptsobem zobecnit i pro pripad, kdy neni splnén predpoklad linearni
oddélitelnosti mnozin 7% a 7".

Protoze tento predpoklad zajistuje existenci linearniho rozhodovaciho pravi-
dla, které spravné klasifikuje vsechny objekty z trénovaci mnoziny, bude nutné
vychazet z toho, Zze nami zkonstruované optimalni linearni rozhodovaci pravidlo
bude nutné nékteré instance z trénovaci mnoziny klasifikovat chybné. Prirozené
by nas proto mohlo napadnout konstruovat optimalni linearni rozhodovaci
pravidlo na zakladé dodatecného pozadavku minimalizace poctu nespravné
klasifikovanych objektd z trénovaci mnoziny. Jak je ovSem dokazano v ¢élanku
Ben-David a Simon| (2001), takto formulovany problém patii mezi tzv. NP-tézké
problémy.

Zminénou uvahu tedy neni mozné efektivné aplikovat v praktickych pri-
kladech, nicméné mohla by nas privést k myslence zohlednit v dodateéném
pozadavku spise polohu instanci nespravné klasifikovanych objekt z trénovaci
mnoziny (vzhledem k podpurnym nadrovindm) nez jejich samotny pocet. Z této
myslenky vychézi i koncept zndmy pod nazvem ,soft margin SVM®, ktery byl
poprvé predstaven v clanku |Cortes a Vapnik (1995) a ktery navic zohlednuje
i polohu instanci nachéazejicich se v pasu uréeném podplrnymi nadrovinami.
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Podobné jako v predchozi podsekci i nyni se pokusime sestavit vhodnou op-
timalizac¢ni tlohu, jejimz vyTesenim bychom ziskali predpis optimalni nadroviny,
a tedy i optimalniho linedrniho rozhodovaciho pravidla.

Uvazujme libovolnou nadrovinu H danou predpisem , kde B € RP
a [y € R, linearni rozhodovaci pravidlo zalozené na nadroviné H a nadroviny
H, a H_ definované predpisy a tvorici pomyslny pas okolo nadroviny
H. Necht x;,7 = 1,...,n, je instance libovolného objektu z trénovaci mnoziny.
Potom nastava pravé jedna z nasledujicich moznosti:

1. Objekt s instanci x; je spravné klasifikovan a instance x; nelezi ve vnitiku pasu
ur¢ené¢ho nadrovinami H, a H_, tj. plati podminka

Yi (/BTXi + ﬁo) > 1. (2.31)

2. Objekt s instanci x; je spravné klasifikovan a instance x; lezi ve vnitiku pasu
ur¢en¢ho nadrovinami H, a H_, tj. plati podminka

0<yi (B xi+p) <1 (2.32)

3. Objekt s instanci x; je nespravné klasifikovan, tj. plati podminka
s (,BTX,; + 50) < 0. (2.33)

4. Objekt s instanci x; je obsazen v nadroviné H, tj. plati podminka

Yi (ﬁTXi + 50) = 0. (2.34)

Podminky (2.31)), (2.32)), (2.33) a (2.34)) potom lze souhrnné vyjadrit podminkou

Yi (BTXz‘ + 30) >1-¢,

kde &; je tzv. volnd proménna (v anglictiné se oznacuje jako ,slack variable“),
pricemz 1. moznost odpovida volbé & = 0, 2. moznost volbé 0 < & < 1,
3. moznost volbé & > 1 a 4. moznost volbé & = 1.

Pripomenme, ze v predchozi podsekci jsme pozadovali, aby vSechny instance
x;,% = 1,...,n, spliovaly podminku . Existence optimalni nadroviny potom
byla zaruc¢ena predpokladem linearni oddélitelnosti mnozin 7'y a 7. Pokud se
tedy nelze domnivat, Ze je tento predpoklad splnén, je pro existenci optiméalni
nadroviny nutné pripustit, ze nékteré instance budou vyhovovat jedné z podminek

£32). @33) nebo [231).

Budeme proto pozadovat, aby optimalni nadrovina splnovala predpoklad

v (BTxi+B) 21-6& i=1...n, (2.35)
& >0, 1=1,...,n. (2.36)
Mohlo by se zdat, Ze ilohu nalezeni optimalni nadroviny H bychom poté mohli

formulovat jako tlohu maximalizace vzdalenosti nadrovin H, a H_ (neboli, jak
jsme ukézali v predchozi podsekei, ekvivalentné minimalizaci hodnoty || 8][5/2)

za podminek ([2.35) a (12.36)).

93



Nicméné povsimnéme si, ze pro libovolné hodnoty 8 € RP a [y € R existuji
dostatecné velké hodnoty umélych proménnych &;,i = 1,...,n, pro néz bude
podminka splnéna. Jednou z moznosti, jak se tomuto vyhnout, je zahrnout
proménné &;,7 = 1,...,n, do ucelové funkce, tzn. minimalizovat icelovou funkci

1 n
SI8IE + > ¢
=1

V knize Vapnik (2000 sekce 5.5) lze potom nalézt doporuceni uvazovat druhy
sCitanec ve tvaru A Y7 ; &;, kde A > 0 je parametr. Formulujeme tedy nasledujici
optimalizac¢ni ilohu

1, o "
i - A0 2.37
BER BoER 1. 6020 {2HBH2 * ;5} (2:37)
s.t. yi(ﬁTXi—i-ﬁo)Zl—&, 221,,77,

Podobné Jako v piipadé optimaliza¢ni tlohy (2.15]) se snazime minimalizovat
hodnotu ||B]|3/2, oviem navic uvazujeme penahzacnl clen AY2 &, kde X\ udava
velikost této penalizace. Velikost parametru A je ovlivnéna kompromisem mezi
snahou o dosazeni co nejveétsi vzdalenosti mezi podpirnymi nadrovinami a sna-
hou o co nejmensi penalizaci jak kvili Spatné klasifikovanym objekttim z tré-
novaci mnoziny, tak kvili spravné klasifikovanym objekttim z trénovaci mnoziny,
jejichz instance se ale nachazi ve vnittku pasu uré¢eného podptrnymi nadrovinami.
Spravné klasifikované objekty z trénovaci mnoziny, jejichz instance se nenachazi
uvniti pasu ur¢eného podpiirnymi nadrovinami, do penaliza¢niho ¢lenu prispivaji
nulovou hodnotou.

Hodnotou parametru A blizkou nule tedy obecné dokdzeme zajistit pomérné
velkou sitku péasu uréeného nadrovinami H, a H_, ovsem pouze za cenu toho,
ze tento pas bude obsahovat velké mnozstvi instanci. Zaroven mnoho objekti
z trénovaci mnoziny muze byt nespravné klasifikovano. Naopak poroste-li hodnota
parametru A nade vSechny meze, dostavame tlohu .

Vhodna hodnota parametru A se nejéastéji urcuje pomoci kiizové validace.

Z vyse uvedenych tvah plyne, Ze optimalni nadrovina zkonstruovand na
zakladé vyteseni optimalizacni tlohy by v pripadé odlehlych pozorovani
mohla ¢asteéné eliminovat jejich vliv (napf. u instanci, jejichz objekt byl omylem
zafazen do opacné t¥idy). Z tohoto divodu se ¢asto v situaci, kdy je splnén
predpoklad linearni oddélitelnosti mnozin 7 a T, dava prednost optimalizacni
tloze pred optimalizacni tlohou . Na druhou stranu pripomenme, ze
v takovém pripadé je nutno navic urc¢it hodnotu parametru \.

Optimalizac¢ni tloha / je stejné jako optimalizac¢ni uloha ulohou
kvadratického programovani. Ucelova funkce je opét striktné konvexni a taktéz
jednotliva omezeni jsou linedrni. Mnozina pripustnych feseni optimalizac¢ni tlohy
2.37) je proto konvexni. Existuje tudiz nejvysSe jedno optimalni feseni tlohy
2.37]). Pokusme se toto feseni, které budeme pripadné oznacovat ,8 a 50, nalézt.

Opét vyuzijeme koncept KKT podminek optimality. Lagrangeova funkce L je
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definovana predpisem

1 n
L(B?B(bglv' .. 757170-/17 ey Oy 1y . e ’MN) = 5”/8”5 + )\Zgl -
=1
- Zaz‘ [yz (,BTXz‘ + 50) - (1 - fz)] - Zﬂz‘fu (2'38>
=1 i=1

kde ay,...,ap, t1,...,un > 0. Déle formulujeme ptislusné KKT podminky.
7 podminky optimality vime, ze musi platit:

oL “

%(5750,51, B T < S P o T 75 P ,llm) =B - Zaiyixi =0, (2~39)
=1

oL -

7(67607517' e af’rmalv' <oy Oy [, e 7[1%) = _Zaiyl = 07 (24())

850 i=1

gg(ﬂ,ﬁo,fl,...,fn,ozl,...,ozn,,ul, ce ) = A —; — p; =0, (2.41)
kde 2 = 1,...,n. Dle podminky pripustnosti musi platit, ze
=& =y (BTxi+/) <0, i=1..n, (2.42)
—§ <0, i=1,...,n. (2.43)
Konecné dle podminky komplementarity musi platit, ze

i lyi (BTxi+ /) —(1—&)] =0, i=1....n (2.44)
wé& =0, di=1,....n (2.45)

Ze soustavy rovnic (2.39) plyne, ze optimalni feseni B je dano predpisem

B = Zaiyixi = Z a;X; — Z X, (2-46>
i=1 iyi=1 iyi=—1
kde a;,i = 1,...,n, jsou optimalni Lagrangeovy multiplikatory. Analogicky
oznac¢me [i;,1 = 1,...,n, zbyvajici optimalni Lagrangeovy multiplikatory.

Z podminky (2.44) plyne, Ze pouze instance x; spliujici rovnost

1—&—ui (B x+Bo) =0 (2.47)

mohou byt ve vyrazu ([2.46)) nasobeny nenulovym Lagrangeovym multiplikdtorem
a;. Pro tyto instance poté rozlisujeme tii moznosti:

1. Je-li hodnota EZ nulova, potom z rovnosti ([2.47) plyne, zZe instance x; je pod-

purny vektor, a z podminek (2.45) a (2.41)) plyne, ze optimalni Lagrangeuv
multiplikator @; je charakterizovan nerovnostmi

0<a; <A
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2. Je-li é kladné, ale ostfe mensi nez hodnota 1, potom objekt z trénovaci mno-
ziny, jehoz instanci je x;, je spravné klasifikovan, ovsem s nenulovou penalizaci,
a tedy lezi uvnitt pasu urceného optimalnimi podptrnymi nadrovinami. Tato
instance se nékdy oznacuje jako vazany podpurny (pfip. vazany nosny) vektor.
Z podminek a plyne, ze optimalni Lagrangetiv multiplikator a;
je charakterizovan rovnosti

Q; = A.

3. Konecné je-li f; ostre vétsi nez hodnota 1, potom je objekt z trénovaci mnoziny
s instanci x; klasifikovan nespravné. Podobné jako v predchozim pripadé i nyni
musi optimalni Lagrangetuv multiplikator &; splnovat rovnost

Déle plati, Ze podminka je ekvivalentni s podminkou , a tedy
stejné jako v optimalizac¢ni tloze zustava v platnosti, ze vliv podptrnych
vektoru z tridy oznacené cislici 1 je totozny vlivu podptrnych vektoru z tridy
oznacené cislici —1.

Diky predpisu potom muzeme optimalni linearni rozhodovaci pravidlo,
které je zalozené na optimalizacni tloze a které budeme oznacovat jako
optimalni penaliza¢ni rozhodovaci pravidlo, vyjadrit jako

R(x) = sgn (Z @iyixjx + B;) )
i=1

Nyni formulujeme dudlni tlohu (ve smyslu Lagrangeovy duality) k (primarni)
optimalizacni tloze . Budeme postupovat analogicky jako v predchozi pod-
sekci.

Protoze tucelova funkce optimalizac¢ni tlohy je (striktné) konvexni,
funkce

gi(ﬂ:ﬁ(ﬁél:"'afn) =1 _gl_yz (BTXi+BO> ) 1= 17"'7”7
gi-‘rn(/B)BO)gh s 7571) = gz—&-n({l) = _g’h 1= 1a 2

jsou taktéz konvexni a pro dostatecné velké kladné hodnoty é,z‘ =1,...,n,je

gi(ﬁa/ﬁv(hgla“')gn)<07 izl?"'ana
gz+n<g7,)<0; izl?"'ana
kde B eRPa BE je libovolné, jsou splnény predpoklady véty O silné dualité (véta

A.10). Z této véty plyne, ze optimalizacni tloha (2.37)) je ekvivalentni s (dudlni)
optimalizac¢ni tlohou

max Oty ooy Oy i1y -+ s ), (2.48)

QLo Oy 1 5oy o 20

kde

9(0417--~704m/11,~-->ﬂn):

_ . L e Qe Qs s ), (2,49
ﬁeRp7ﬁog11gl,?l7.”7éneR (BaﬁOafl; ,f (0751 Oy, 1 M) ( )
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kde Lagrangeova funkce L je ddna vzorcem (22.38). Necht oy, ..., aup, fi1, ..., fin
jsou pevné zvolend nezaporna cisla. Budeme fesit optimalizacni tlohu ([2.49)).
Nutné podminky optimality jsou Vyjadreny predpisy (2.39), (2.40) a (2.41).

Dosadime-li vyraz - ) do predpisu a nasledné vyuzijeme-li predpisii

(2.40) a (2.41), dostavame, ze
L(/Baﬁ()agla"'75”70517“'705”7”17'"7,“11) - L(ﬂ7507§17"'7§n) =

1 n T n " n N
=35 <Z aiin@-) (Z ajijj> +AY &) o [yl (Z ozjijiji+
' j=1 i=1 =1

J=1

) (1— fz)] - Z,szz =
Z o7 a]yzij X; + A Z & — Z Z Oéiajyz'ijiTXj - fo Z oY +
i=1

i=1j=1 =1 i=1j=1

+Zaz+zgz 7,

i=1j=1 =1
n 1 n n
Sramg2 2 OGYiYX X

Tento vyraz nezavisi na proménnych B,5, a &,...,& a dualni funkci
O(an, ..., Qp,y i1, - - -, fip) 1ze proto vyjadrit vzorcem

n

O(0, . oy Qg U1y ey ) = Zaz — fZZala]yly]x X;. (2.50)

’lljl

Déle si uvédomme, ze o; a p;, 1 = 1,...,n, jsou nezaporna ¢isla, coz v kombinaci

s podminkou (2.41)) dava podminku
0<a; <\, i=1,...,n. (2.51)

Dosadime-li vyraz (2.50) do optimalizacni tlohy (2.48)) a zaroven zohlednime-li
podminky (2.40) a (2.51), dostdvame, ze dudlni optimalizacni tloha je dana
predpisem

3

n 1 n
Jmax {Z i = 5 D D Y] X } ; (2.52)

Jednda se opét o tlohu kvadratického programovani. VSimnéme si, Zze v optima-
lizacni uloze (2.52) se nevyskytuji proménné py, ..., u,, a dile podobnosti opti-
maliza¢ni tlohy ([2.26) a optimaliza¢ni ulohy (2.52)). Podobné jako v predchozi
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podsekei, v praxi se kvili mensi vypocetni narocnosti fesi spise (dudlni) optima-
liza¢ni tloha (2.52) nez (primérni) optimalizacn{ tloha (2.37).

Zbyva jesté odvodit vzorce pro vyjadieni B a @. Necht @;,i =1,...,n, ozna-
cuji optimalni feseni ulohy . Z véty O silné dualité (véta plyne, ze

pro vSechna ¢ = 1,...,n musi platit

Q; [Z/z’ (,éTXz' + B\o) - (1 - éz)} =0, (2.53)
& = 0. (2.54)

Odtud a z podminky (2.39) plyne, zZe B lze vyjadiit vzorcem (2.46). Pii hle-
dani vzorce pro vyjadreni hodnoty Sy vyuzijeme podpiirnych vektori. Nejdrive si
uvédomme, ze diky (2.41)) lze podminku (2.54]) nahradit podminkou

~

(A — &)& = 0. (2.55)

Necht £ je index, pro néjz @y je nenulové a ruzné od hodnoty \. Z podminek ([2.53])

a ([2.55)) plyne, Ze potom musi platit podminka (2.28)). Odtud plyne vyjadieni [y
dané vzorcem ([2.29)). Pfi pozadavku vétsi numerické stability vypoctu lze hodnotu

Bo dopocitat podle vzorce (12.30)).

2.3 Nelinearni metoda SVM

V této sekci budeme optimélni rozhodovaci pravidlo hledat mezi rozhodovacimi
pravidly zaloZzenymi na obecné nelinearni funkci f : RP — R. Hlavni motivaci
vzniku nelinedarni metody SVM byla snaha nalézt vychodisko ze situace, kdy
mnoziny 7 a T_ (definované predpisy a ) nejsou linedrné oddélitelné,
a tedy neni mozné aplikovat postup navrzeny v podsekci [2.2.1] nebof optimali-
zacni ulohy a nemaji feSeni. Pfipomenme, ze linearni alternativu
jsme popsali v podsekci [2.2.2]

Samotny vznik byl umoznén diky Coverové vété, kterd vychazi z poznatkii
predstavenych v ¢lanku Cover| (1965). Jednim z disledku této véty je skutecnost,
ze pro dané mnoziny bod, které nejsou linearné oddélitelné, existuje (obecné ne
nutné linedrni) zobrazeni téchto mnozin do prostoru dostateéné vysoké dimenze,
v némz jiz obrazy téchto mnozin linearné oddeélitelné jsou.

Uvazujme tedy posloupnost dvojic takovou, ze mmnoziny T, a T_
nejsou linearné oddélitelné. Potom existuje (obecné ne nutné linedrni) zobrazeni
® : R? — RY (v angli¢tiné oznacované jako ,feature map*) takové, ze mnoziny

T = {®(x;),i=1,...,n:y; =1}, (2.56)
T? = {®(x;),i=1,...,n:y; = —1}, (2.57)

jsou linearné oddélitelné. Hodnota g € N predstavuje dostatecné vysokou dimenzi,
prip. pripoustime i moznost ¢ = oco; prostorem R* potom rozumime Hilbertiv
prostor realnych posloupnosti. Poznamenejme jesté, ze prostor R? se v angli¢tiné
oznacuje jako tzv. ,feature space®. Jinymi slovy, ziskali jsme posloupnost dvojic

((I)(X1>7yl) Yty ((I)(Xn)v yn) € R? x {_171}7
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pficemz mnoziny T a T definované predpisy (2.56) a (2.57)) jsou linedrné od-
délitelné. Mizeme proto postupovat analogicky jako v podsekci Sestavime
prislusnou optimaliza¢ni tilohu

max {z”: a; — ; z”: z”: a0y (P(x), (I)(Xj)>} : (2.58)

o>
atyenan 20 5T i=1j=1

s.t. Zaiyi =0.

i=1
kde (-,-) predstavuje skalarni soucin definovany na prostoru RY.

Jsou-li ay, ..., &, optimalni feseni tlohy ([2.58]), potom optimdalni presné line-
arni rozhodovaci pravidlo pro instance z = ®(x) € R? je definovano predpisem

R(z) - sgn (z G (B(x,).2) +BB), (2.50)

=1

= (S 0 B + 205, )

kde @y, resp. @y, je nenulové optimdlni reseni tlohy (2.58) a ®(x;), resp. P (X, ),
je podpturny vektor z tiidy oznacené ¢islici 1, resp. ¢islici —1.

Je-li ¢ < 0o, potom lze ekvivalentné hovotit o optimalni nadroviné, kterd je
dana predpisem

n
H = {X e R?: Z&Zyﬂ)(xz)TX + ﬁ() = O} .

i=1
Vratime-li se nyni k puvodni posloupnosti dvojic (2.1), potom z predpisu ([2.59))
plyne, ze optimalni presné nelinedrni rozhodovaci pravidlo pro instance x € RP
je definovano predpisem

R(x) = sgn (Z ay; (B(x;), ®(x)) + BB) , (2.60)
i=1
neboli ekvivalentné optimalni kontura je definovana jako
H = {x eER ) ay (®(x;), ®(x)) + Bo = 0} . (2.61)
i=1

Vy$e navrzeny postup ma ovSem sva uskali. Diky disledku Coverovy véty je
sice zarucena existence zobrazeni ® : R? — R?, ovSem vyvstava otazka, jak
nalézt predpis tohoto zobrazeni, prip. jak mezi uvazovanymi zobrazenimi zvolit
nejvhodnéjsi.

Druhé tuskali potom souvisi se samotnou implementaci zobrazeni ®. Dimenze
prostoru R?, ktery obsahuje instance x;,7 = 1, ..., n, objekt z trénovaci mnoziny,
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je v prikladech z praxe casto jiz dosti vysoka. Dimenze prostoru R? nasledné musi
byt mnohem vyssi, eventualné i nekoneéna. Spocteni obrazu ®(x;),i = 1,...,n,
a poté skalarniho soucinu vSech moznych dvojic je proto vypocetné velmi obtizné,
casto prakticky nemozné.

Tyto obtiznosti lze prekonat s vyuzitim tzv. ,jadrového triku® (jedné se o pre-
klad anglického vyrazu ,kernel trick“), ktery byl sice poprvé explicitné formulo-
van az v knize Scholkopf a Smola (2002}, kapitola 2), ale jiz predtim byl vyuzit
v ¢lancich |Aizerman a kol.| (1964) a Boser a kol.| (1992)).

Tento trik vychéazi z pozorovani, ze v predpisu optimaliza¢ni tlohy ([2.58)),
optiméalniho piesného nelinedrniho pravidla i optimaln{ kontury (2.61)) se
zobrazeni ® objevuje pouze ve tvaru (®(x;),®(z)), kde i = 1,...,n a z € RP.
Neni tedy nutné hledat pfimo zobrazeni ® a nasledné pro vsechny dvojice
®(x;),P(x;) pocitat skalarni soucin. Misto toho staci nalézt vhodnou funkci
k: RP x RP — R spliujici

k(x,z) = (®(x),®(z)), x,zcR".

Takova funkce se potom nazyva jadrova funkce (z anglického vyrazu kernel
function®).

Hlavnim cilem néasledujici podsekce bude ukazat, ze aplikaci jadrového triku
ziskavame predevsim dva klicové prinosy:

1. Jakmile si zvolime nékterou konkrétni jadrovou funkeci, neni jiz nutné znat
odpovidajici zobrazeni ® a prostor R?. Jinymi slovy misto hledani vhodného
prostoru R?, nasledné vhodného zobrazeni ® a poté obecné velmi obtizného
vypoctu skaldrntho soucinu vSech dvojic ®(x;),®(x;), mizeme pracovat s da-
leko méné vypocetné naroénymi jadrovymi funkcemi.

2. Uvédomime-li si, ze funkce k vlastné definuje skalarni soucin (na prostoru R?),
muzeme uvedeny postup aplikovat i na objekty z trénovaci mnoziny, jejichz
instance jsou prvky libovolné mnoziny X. Funkce ® se potom uvazuje jako
zobrazeni z mnoziny X do Hilbertova prostoru F, pricemz jadrova funkce
definuje skalarni sou¢in na tomto prostoru.

Toto zobecnéni potom umoznuje vyuzit metodu SVM pro tlohu rozpoznavani
obrazti (napft. rukou psanych ¢islic a pismen - viz napf. [Scholkopf a Smola
(2002, kapitola 11)), obliceji, Teci a textu (napf. jako spam filtr - viz napf.
Sculley a Wachman| (2007)) nebo pfi studiu DNA fetézce (viz napt.|Oz a Kaya
(2013)).

2.3.1 Jadrové funkce a Hilbertiv prostor reprodukcnich
jadrovych funkci

Pojem jadrova funkce byl poprvé pouzit v pracich slavnych matematik svéd-
ského a némeckého puvodu Ivara Fredholma a Davida Hilberta (viz [Fredholm
(1903) a Hilbert| (1904))), které se zabyvaly teorii integralnich operatori. Postu-
pem let tento pojem pronikl i do teorie algebry, pravdépodobnosti, statistiky nebo
strojového uceni.
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V této podsekci se pokusime vysvétlit teoretické pozadi jadrového triku, for-
malné definujeme jadrovou funkci, seznamime se s nékterymi jejimi vlastnostmi,
uvedeme nutnou a postacujici podminku pro to, aby funkce & : X x X — R byla
jadrovou funkci, a konecné predstavime nejzndméjsi a nejpouzivanéjsi priklady
jadrovych funkei. Vylozenou teorii poté aplikujeme v podsekcich a2.3.3

Budeme pri tom vychazet ze znaceni, které jsme zavedli v samotném zavéru
predchozi sekce. Dale u¢inme imluvu, ze symbolem F budeme oznacovat mnozinu
redlnych nebo komplexnich ¢isel.

Definice a véty, které formulujeme v této podsekci, budeme prejimat
z knih Steinwart a Christmannl (2008] kapitola 4) a |Scholkopf a Smola| (2002,
kapitola 2). Zajemce o hlubsi sezndmeni se s touto problematikou odkazujeme
na dizertac¢ni praci [Kudova| (2006)) a citace v ni uvedené.

Zactnéme definici jadrové funkce.

Definice 2.1. Necht X je neprazdnid mnozina. Rekneme, Ze funkce
k:X x X — F je jadrova funkce na X, jestlize existuje Hilberttv prostor F nad
F a zobrazeni ® : X — F takové, ze pro vsechny x1,zo € X plati

ka1, 22) = (®(22), B(11)) , (2.62)
kde (-,-) definuje skalarni sou¢in na F.

Pozndmka 2.2. (i) Je-li F = R, potom podminku (2.62)) 1ze ekvivalentné vyjé-
drit ve tvaru

k(z1,22) = (®(21), P(22)) -

Je-li F = C, potom lze vyuzit antisymetrie skaldrniho soucinu (-,-) a pod-
minku (2.62) tak ekvivalentné vyjadrit ve tvaru

k(xq1,x9) = <‘I’($1)7 ‘I’($2)>7

kde <<I>($1),<I>(x2)> oznacuje komplexné sdruzené ¢islo k  ¢islu
(@(x1), ®(22)).

(ii) Je-li k jadrova funkce na X', potom ani zobrazeni ®, ani Hilbertiv prostor
F nad F nejsou obecné urceny jednoznacné, coz ilustruje ptriklad uvedeny
v knize [Steinwart a Christmann| (2008, str. 112 - 113):

Necht X :=R a F := R. Potom funkce
k(.’L‘l, 1’2) =TT, T1,T2 € R

je jadrovou funkci na R, nebot za Hilbertiv prostor F; nad R lze volit
pfimo redlny prostor (tj. F; := R) a zobrazeni ®; : R — R Ize definovat
jako identické zobrazeni (tj. ®1(x) := z,z € R).

Nicméné zéroven lze volit F, := R? a @, : R — R2, kde
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¢imz pro libovolné x1, x5 € R dostavame, ze

(®3(22),Po (1)) = Ba(zs) Po(21)

T2 1 Ty Ty

AR

= T1Ty = k'(il')l,wg).

(iii) Z predpisu , resp. definice , je ztejmé, ze jadrovy trik lze vyuzit k zo-
becnéni regresnich, resp. klasifika¢nich metod, které jsou zalozeny na ska-
larnim soucinu jednotlivych pozorovani, resp. instanci. Definujeme tak naprt.
jadrovou hirebenovou regresi, resp. jadrovou linearni diskriminac¢ni analyzu

- viz |Scholkopf a kol (2013, kapitola 11), resp. Scholkopf a Smolal (2002,
kapitola 15).

V nasledujici vété uvadime zakladni vlastnosti jadrovych funkei.
Véta 2.3. (i) Necht X je neprizdnd mnoZina, oq,qs nezdapornd redlnd cisla
a ki, ko jadrové funkce na X. Potom také

k= Oélk’l + OZQk’Q

je jadrovad funkce na X.
Specialné mnoZina jadrovych funkci na X tvori kuZel.
(i) Necht Xy, resp. Xy, je neprazdnd mnozina a ki, resp. ko, je jddrovd funkce

na X1, resp. na Xo. Potom
k= klkg

je jadrovad funkce na X; X Xs.
Specialné je-li X1 = Xy =: X', potom
k(z1, 22) = ki(z1, v2)ko (21, 22), 21,20 € X,

je jadrovd funkce na X.

Diikaz. Viz |Steinwart a Christmann (2008), lemma 4.5 a lemma 4.6.
[l

Nyni uvedeme nutnou a postacujici podminku pro existenci realné ja-
drové funkce na X. Nejdrive si ale pfipomenme definici symetrické a pozitivné
(semi)definitni funkce.

Definice 2.4. Necht X je neprazdnid mnozina. Rekneme, Ze funkce
k: X x X — R je symetrickd, jestlize pro vSechny x1,zs € X plati

k’(Il, .132) = k’(l’g, .Tl).

Definice 2.5. Necht X je neprazdnid mnozina. Rekneme, Ze funkce
kE:X xX — R je pozitivné semidefinitni, jestlize pro vsechna n € N,
ay,...,ap, €ERaxy, ..., x, € X plati

n n

ZZO@O@]C(J]Z',ZE]') Z 0. (263)
i=1j=1
Jestlize pro navzajem ruznd zi,...,z, € X nastava v nerovnosti (2.63)) rovnost
pouze pro a; = - -+ = a,, = 0, potom Tekneme, ze funkce k je pozitivné definitni.
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Pozndmka 2.6. (i) Neékteri autori misto o pozitivné semidefinitni funkei hovori
o pozitivné definitni funkci. Pozitivné definitni funkci poté nazyvaji striktne
pozitivné definitni funkeci.

(ii) Je-lin € Na zy,...,x, € X, potom podminka (2.63) je ekvivalentni s po-
zadavkem, aby matice K dana predpisem

K:= (k(l'“ x]))n

,j=1

byla pozitivné semidefinitni. Podobné & je pozitivné definitni pravé tehdy,
kdyz K je pozitivné definitni.

Véta 2.7. Necht X je neprdizdnd mnozZina. Funkce k: X x X — R je jadrovd

funkce na X prdvé tehdy, kdyZ k je symetrickd a pozitivne semidefinitni funkce.

Diikaz. Viz |Steinwart a Christmann| (2008)), véta 4.16.
[l

Nyni predstavime tzv. reprodukéni jadrovou funkci a odpovidajici Hilbertiv
prostor reprodukénich jadrovych funkei.

Definice 2.8. Necht X je neprazdnd mnozina a ‘H Hilbertv prostor sestavajici
z funkci f : X — F. Rekneme, ze:

(i) funkce k: X x X — F je reprodukéni jadrova funkce Hilbertova prostoru
H, jestlize pro vSechny x € X plati, ze

k(-,x) € H
a zaroven pro vsechny f € H a xz € X plati tzv. reprodukéni vlastnost, tj.

f(l’) = <f7 k‘(,l‘» )
kde (-,-) definuje skalarni sou¢in na H.

(ii) H je Hilbertuv prostor reprodukénich jadrovych funkei nad X, jestlize pro
vsechny x € X je tzv. Diractv funkciondl 9, : H — F, definovany predpisem

Spojity.
Pozndmka 2.9. Misto celého nazvu Hilbertiv prostor reprodukénich jadrovych

funkci budeme ve zbytku prace pouzivat zkratku RKHS, coz je akronym anglic-
kého vyrazu ,reproducing kernel Hilbert space®.

Plati, ze kazd4 reprodukéni jadrova funkee je také jadrovou funkei (ve smyslu
definice 2.1)). Zdroven lze dokézat, Ze kazdy Hilbertv prostor sestdvajici z funkef
f X — F, kterému prislusi reprodukéni jadrova funkce, je RKHS. Obé tato tvr-
zeni shrnuje néasledujici véta.

Véta 2.10. Necht X je neprizdnda mnozina, H je Hilbertiv prostor sestdvajici
z funkei f - X - F ak: X x X — T necht je reprodukcni jadrovad funkce Hilber-
tova prostoru ‘H. Potom.:
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(i) H je RKHS nad X,

(ii) k je jadrovd funkce na X a H tvori prislusng Hilbertiv prostor nad F a od-
povidajici zobrazeni ® : X — H je definovano predpisem

®(x)=k(-,x), zeX.

Diikaz. Viz |Steinwart a Christmann| (2008)), lemma 4.19.
[

V nasledujici vété uvidime, ze kazdému Hilbertovu prostoru reprodukénich
jadrovych funkci prislusi pravé jedna reprodukéni jadrova funkce, ktera je dle
vty jaddrovou funkei.

Soucasné uvidime, ze naopak kazda jadrova funkce umoznuje vzniknout prave
jednomu Hilbertovu prostoru reprodukcnich jadrovych funkci, pro néjz je k re-
produkéni jadrovou funkei.

Véta 2.11. Necht X je neprdzdnd mnoZina.

(i) Jestlize H je RKHS nad X, potom funkce k : X x X — F definovand pred-
pisem
k(,fl,l‘g) - <6CE175I2> ) X1, T2 S X?
kde (-,-) definuje skaldrni soucin na H, je jedind reprodukéni jaidrova funkce
prostoru H.

(i) Necht k je jadrovd funkce na X, F odpovidajici Hilbertiv prostor nad F a ®
odpovidajici zobrazeni z mnoziny X do F. Definujme prostor H predpisem

H={f:X—=TF|3peF sphiujici f(z) = (8, ®(z)) Ve X} (2.64)

kde (-,-) » definuje skaldrni soucin na F, na némz je definovina norma ||-||,,
predpisem

[fll3 = mE L[| Bl - B € F a spliiuje f = (5, ()£}, (2.65)

kde ||-||  definuje normu na F. Potom H je jeding RKHS, jehoZ reprodukcni
jadrovd funkce je k.

Predpisy (2.64)) a (2.65) nezdvisi na konkrétni volbé prostoru F a zobrazeni
D prislusnych jadrové funkci k.

Diikaz. Viz Steinwart a Christmann, (2008)), véty 4.20 a 4.21.
O

Uvedeme jesté jednu dilezitou vlastnost pozitivné definitnich jadrovych
funkci. Predtim ale formulujme potfebnou definici.

Definice 2.12. Nechf X je metricky prostor, k jadrova funkce na X', H RKHS
nad X, jehoz reprodukcni jadrova funkce je k, a A, B C X disjunktni mnoziny.
Rekneme, Ze jadrovéa funkce k& oddéluje mnoziny A a B, jestlize existuje f € H
takova, ze:
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(i) f(x) > 0 pro vsechny z € A,
(ii) f(x) < 0 pro vsechny x € B.

Véta 2.13. Necht X je metricky prostor, A, B C X konecné, disjunktni mnoZiny
ak:X xX — R jadrovd funkce. Potom k oddéluje mnoZiny A a B prdavé tehdy,
kdyz k je pozitivné definitni funkce.

Diikaz. Néznak dikazu viz [Steinwart a Christmann (2008]), cvi¢eni 11.4 na
str. 164.
O

Na zavér této podsekce predstavime priklady nejpouzivanéjsich jadrovych
funkci. Jednotliva odvozeni, ze se skutecné jedna o jadrové funkce, lze nalézt
v knihéch [Scholkopf a Smola) (2002, sekce 2.3) a [Steinwart a Christmann| (2008,
disledek 4.58).

1. Zvolime-li za zobrazeni ® identitu, potom ziskavame linearni jadrovou funkci

k(x1,X2) = X| X2, X1,X3 € RP.

2. Jadrova funkce
b
k(x1,Xg) = (XlTXQ +a ) . X1,X9 € RP,

kde a > 0 a b € N, se nazyva nehomogenni polynomialni jadrova funkce.
Predpokldaddame-li, ze @ = 0 a b € N, potom hovorime o (homogenni) polyno-
mialni jadrové funkci.

3. Jadrova funkce
k(x1,x2) = tanh (a x| X, + b) . X1,Xp € RP,
kde a > 0 a b < 0, se nazyva sigmoidovéa (nékdy také neurdlni) jadrova funkce.
4. Jadrova funkce
k(x1,x2) = exp{—a |[|x; — X2|2}, X1,%x2 € R?,

kde a > 0 a |||z oznacuje eukleidovskou normu, se nazyvéa exponencilni ji-
drova funkce.

5. Jadrova funkce
k(x1,%3) = exp {—0||X1 — x2||g} , Xi1,Xg € RP (2.66)
kde o > 0, se nazyva gaussovska radialni bazicka funkce.

Hodnoty parametri obsazené v predpisech jednotlivych jadrovych funkci se
v praxi nejcastéji urcuji pomoci krizové validace.
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2.3.2 Presna klasifikace

V této sekci zirocime teoretické poznatky ohledné jadrovych funkci, které jsme
predstavili v predchozi podsekci. Uvidime, ze se vlastné jednda o zobecnéni
postupu pro klasifikaci linedarné oddélitelnych tiid, ktery jsme predstavili v pod-

sekei 2.2.1]
Pro n € N uvazujme konec¢nou posloupnost dvojic

(3317?41)7 ceey (xn;yn) € X x y7 (267)

kde X je metricky prostor a Y = {—1,1}. Predpokladejme, Ze existuje alespon
jedna dvojice indexi 4, j,7 # j, pro které y; # y;. Pfipomenime, Ze mnoziny Ty
a T_ jsou dany predpisy

T, ={z;i=1,...,n:y; =1},

T ={z;i=1,...,n:y;, = —1}.

Konec¢né necht k : X x X — R je pevné zvolend pozitivné definitni jadrova funkce
(napt. gaussovskd radidlni bazickd funkce definovand na konci predchozi sekce).
Z definice [2.1| potom plyne, Ze existuje (ne nutné jednoznacné urceny) Hilber-
tav prostor F nad R a zobrazeni ® : X — F takové, ze pro vSechny x,z € X

plati
k(xz,z) = (®(x), ®(2)), (2.68)

kde (-,-) definuje skaldrni souc¢in na F.
Jestlize H je RKHS nad &', jehoz reprodukéni jadrova funkcee je k, pak z véty
dostavame, ze existuje f € H takova, ze:

1. f(x) > 0 pro vSechny z € T,
2. f(z) <0 pro vSechny = € T_,

neboli ekvivalentné
yif(x) >0, i=1,...,n

Konecné z véty [2.11] resp. z predpisu (2.64) vime, Ze tato funkce f je dana
predpisem
fl@)=(8,®(x)), zeX (2.69)

pro vhodné § € F. Navic vime, ze pri hledani vhodné funkce f, dané predpisem
, muzeme vychéazet z libovolného prostoru F a libovolného zobrazeni ®
prislusnych jadrové funkci k.

Predpis hledaného € F ziskame vyTeSenim optimalizac¢ni ilohy

min = (3, 8) . (2.70)

BEF 2
st. y (B, ®(x;)) >1, i=1,...,n.

Jelikoz pripoustime i moznost, ze Hilbertiv prostor F je nekonecné dimenzio-

nalni, fesit optimaliza¢ni tlohu (2.70)) je vypocetné velmi obtizné, ¢asto prakticky
nemozné. Podobné jako v podsekci lze ukazat, ze optimalizacni tloha
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(2.70) je ekvivalentni s optimaliza¢ni ilohou

Qlyeeny O >

i {Z S LD (@ ><I><xj>>}, .1

s.t. Zaiyi = 0.
i=1

Vyuzitim predpisu (2.68) poté dostavame, ze optimalizacni dloha (2.71)) je ekvi-

valentni s optimaliza¢ni tilohou

eQn> ,
aL-sen20 55 i=1 j=1

max {271: *ZZO‘ oYYk m,,wj)} (2.72)

s.t. Z a;y; = 0.

i=1

Protoze funkce k je symetrickd a pozitivné definitni, plyne z definice 2.5 Zze
optimaliza¢ni tloha ([2.72)) je ilohou kvadratického programovani.

Pro nalezeni optimalniho feseni &;,7 = 1,...,n, tlohy (2.72) 1ze opét postu-
povat analogicky jako v podsekci [2.2.1. Optiméalni presné nelinearni rozhodovaci
pravidlo je potom dano predpisem

R(z) :=sgn <§”: &iyik:(xi,x)> ,r EX.

=1

Optimélni kontura je definovana jako

H .= {x cX: Z&lylk(xz,x) = O} )

=1

2.3.3 Kilasifikace s vyuzitim penalizace

V predchozi podsekci jsme mohli nahlédnout, Ze pri vhodné volbé jadrové funkce
a dodatecném pozadavku, aby mnozina X byla metricky prostor, dokdzeme pro
libovolnou posloupnost dvojic sestrojit rozhodovaci pravidlo, které spravné
klasifikuje vsechny objekty z trénovaci mnoziny.

V prikladech z praxe se ovsem ukazuje, Ze tato jeho velka vyhoda se paradoxné
muze stat jeho slabinou. Takto zkonstruované pravidlo totiz zadnym zptisobem
nebere v potaz vliv moznych odlehlych pozorovani. Muze tak dojit k situaci, ktera
se v terminologii strojového uceni oznacuje jako ,pretrénovanost®: sice spravné
klasifikujeme vsechny objekty z trénovaci mnoziny, nicméné vyzkousime-li pomoci
tohoto rozhodovaciho pravidla klasifikovat nové uvazované objekty (u nichz ale
vime, k jaké tiidé ndlezi a mame tak moznost kontroly spravnosti klasifikace),
nebudeme prilis dspésni.
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Z tohoto divodu se v praxi umoznuje, aby nékteré objekty z trénovaci mnoziny
byly klasifikovany chybné. Postup pri konstrukci rozhodovaciho pravidla je
zobecnénim postupu navrzeného v podsekei [2.2.2

Predpokladejme, ze mame k dispozici posloupnost dvojic , pricemz lze
relaxovat pozadavek, aby X byl metricky prostor, tj. predpokladame, ze X je
mnozina. Déle predpokladejme, Ze existuje alespon jedna dvojice indext i, j, i # j,
pro které y; # y;. Konecné necht k£ : X x X — R je pevné zvolend jaddrova funkce.

Diky definici vime, Ze existuje (ne nutné jednoznacéné urceny) Hilbertuv
prostor F nad R a zobrazeni ® : X — F spliujici

k(x,z) = (®(x),®(2)), =,z € X, (2.73)

kde (-,-) definuje skaldrni sou¢in na F.

Uvazujme tedy posloupnost dvojic
(®(21), 1), .-, ((zn),yn) € F x {11}
a predpokladejme, ze rozhodovaci pravidlo je dano predpisem
R(z) = sgn ({8, ®(x)) + fo) ,x € X.
P1i hledani vhodného 8 € F a By € R bychom postupovali analogicky jako v pod-
sekci a zjistili bychom, zZe jejich predpisy lze ziskat vyTesenim optimalizacni
ulohy

min {; (8, ) + Aég} (2.74)

BEF,BoER &1, 6 >0

kde A > 0 je parametr. Povsimnéme si, ze optimaliza¢ni tloha (2.74]) je vlastné
zobecnéna optimalizacni tloha ([2.37)).

Je-li H RKHS nad X, jehoz jadrova funkce je k, potom z véty plyne, ze
‘H je urCeny jednoznacné a sestava z funkei g : X — R danych predpisem

glx) = (6, ®(r)), wedX,

pro vhodnd g € F. Dale z této véty plyne, Ze prostor H se nezméni, pokud
budeme uvazovat jiny prostor F a jiné zobrazeni ® ptislusné jadrové funkci k.

P1i hledani ekvivalentni, ale vypocetné méné narocnéjsi optimalizacni tlohy
k tloze lze tedy postupovat analogicky jako v podsekci m (prip. odkazu-
jeme ¢tenare na postup uvedeny v knize Steinwart a Christmann| (2008, piiklad
11.3 na str. 414)). VyuzZijeme-li navic predpisu , dostavame, ze ekvivalentni
optimaliza¢ni tloha k tloze ([2.74]) je

n 1 n n
max {Z =g SN aoyyyik (s, xj)} , (2.75)
i=1

Q1 yenny : :
! " i=1j5=1

s.t. Zaiyi =0,
i=1

Og@ig)\, 2:1,,n
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7 véty vime, ze funkce k je symetrickd a pozitivné semidefinitni, coz dle
definice implikuje, Ze optimaliza¢n{ tloha (2.75)) je tlohou kvadratického

programovani.

Optimalni feseni a;,7 = 1, ..., n, lze nalézt podobnym postupem jako v pod-
sekci Optimélni penaliza¢ni nelineadrni rozhodovaci pravidlo je potom dano
predpisem

R(fL’) ‘= sgn (Z azyzk(xw'r) + BO) NS Xu

=1

Bo = —; (i aiyi (k(ws, 1) + k(xwxm)>) 3

kde &; a @y, jsou libovolnd nenulova optimélni feseni tlohy (2.75]).
Optimélni kontura je ddna predpisem

i=1

2.4 Metoda SVM v robustni klasifikaci

Ptripomenme, ze v sekci jsme predstavili nékteré z mnoha koncepti, jak se
v regresni analyze vyporadat se situaci, kdy data, kterda mame analyzovat, jsou
zatizena néjakou chybou. Obdobné v této sekci sezndmime ctenare s nékolika
modifikacemi ptvodni metody SVM, predstavené v predchozich sekcich této ka-
pitoly, které zohlednuji moznost, ze data o objektech z trénovaci mnoziny mohou
obsahovat chyby nebo neptesnosti.

Jednotlivé pristupy k témto chybam a z nich vychéazejici koncepty bychom
mohli rozdélit do tii hlavnich proud:

1. Patri sem ptistupy vychazejici z predpokladu, ze instance nékterych objektt
z trénovaci mnoziny jsou ¢asteéné nebo dokonce tplné neznamé. Ctenére lze
odkazat napf. na clanek Globerson a Roweis| (2006).

2. Jedna se o pristupy vychazejici z predpokladu, ze udaje o prislusnosti k dané
tridé nékterych objektlt z trénovaci mnoziny jsou chybné, tj. Ze se nékteré
objekty z trénovaci mnoziny nachéazi v opacné tridé, nez ktera je u nich uve-
dena. Podrobnéji se této problematice vénuje napr. ¢lanek Caramanis a Man-
nor| (2008).

3. Jedna se o pristupy, které vychazeji z predpokladu, Ze instance jednotlivych
objektt z trénovaci mnoziny mohou byt zatizeny néjakou chybou. Nejcastéji se
jedna o chyby méreni nebo zaokrouhlovaci chyby. Témito pristupy se budeme
ve zbytku této sekce zabyvat podrobnéji.

Misto posloupnosti dvojic (2.1)) proto uvazujeme posloupnost dvojic

(x1 4+ Ax1,91), -+ (X0 + A%y, y,) € RP x {=1,1}, (2.76)
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kde slozky vektoru Ax;,7 =1,...,n, reprezentuji velikost chyb u jednotlivych
slozek i-té instance x;. Jinymi slovy predpokladame, zZe i-ta instance je tvaru
x;+Ax;, pricemz o vektoru Ax; vime pouze to, Ze je prvkem nezndmé mnoziny
Uy,. Jednotlivé pristupy se poté od sebe odlisuji rozdilnymi pozadavky na
mnoziny Uyt =1,...,n.

Podobné jako v sekci [I.4] 1ze konstatovat, ze vyuzitim téchto piistupt zohled-
nujicich chyby jednotlivych instanci dokazeme sestrojit rozhodovaci pravidla,
kterd jsou v jistém smyslu necitliva vi¢i (malym) zménam ve vstupnich datech.

V nasledujicich dvou podsekcich predstavime koncept, ktery vychézi ze spe-
cidlnich pfedpistt mnozin Uy,,i = 1,...,n. V podsekci pii tom vyjdeme
z linearni metody SVM predstavené v podsekci [2.2.2] a ukdzeme, jak ptivodneé
navrzenou metodu modifikovat tak, aby zohlednovala chyby Ax;,i=1, ..., n.
Kone¢né v podsekei 2.4.2) ukdzeme, jak s vyuzitim poznatki z podsekef
a modifikovat nelinedrni metodu SVM predstavenou v podsekei [2.3.3]

2.4.1 Linearni metoda SVM v robustni klasifikaci

Koncept, ktery predstavime v této podsekei, vychéazi z posloupnosti dvojic ([2.76]),
pricemz predpoklada, Ze mnoziny Uy,,7 = 1,...,n, jsou dany pfedpisem

Uy, = {Ax; € R? 1 ||Ax,||, < pi}, (2.77)

kdes > 1laproi=1,...,nje p; > 0. Geometricky bychom napt. pro s = 2 mohli
tento koncept interpretovat tak, ze jako i-tou instanci uvazujeme vlastné libovolny
bod nachazejici se uvniti a na povrchu p-rozmérné hyperkoule o poloméru p; se
stfedem v bodé x;.

Poznamenejme, ze pripoustime i moznost s = oo, v tom pripadé pro
Ax; = (Ax;1,...,A%;,)" € RP definujeme

|AX; || = max {|Ax;1], ..., |A%;,|}.

V nasledujici motivacni poznamce se vratime k linedrni metodé SVM predsta-
vené v podsekci a ukazeme jeden z divodii, pro¢ je za optimalni nadrovinu
vhodné volit takovou nadrovinu H, u niz je maximalizovana sitka pasu urc¢eného
podpirnymi nadrovinami H, a H_, které jsou dany predpisy a .

Pozndamka 2.14. Predpokladejme, ze s =2, proi =1,...,n je p; > 0 a mnoziny
T, aT_ dané predpisy a jsou linearné oddélitelné. Existuje-li optimélni
nadrovina H zkonstruovana na zakladé optiméalniho teseni ulohy takova,
ze Sitka d pasu urc¢eného podplirnymi nadrovinami H, a H_ spliuje nerovnost

d>max{p1,...,pn},

potom vSechny objekty z trénovaci mnoziny budou spravné klasifikovany i v pii-
padé, ze skutecna i-ta instance je dana jako x; + Ax;, kde ||Ax;||, < pi.
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Ve zbytku této podsekce se pokusime nalézt modifikaci linearni metody SVM
z podsekce , ktera by vhodnym zptsobem vyuzivala predpoklad .
Hlavni myslenky jednotlivych ivah budeme spolu s optimaliza¢nimi tilohami pre-
birat z clanku Trafalis a Gilbert| (2006) a knihy Xanthopoulos a kol.| (2013} sekce
5.2). Uvedme jesté, ze podobné vysledky byly publikovany jiz v ¢lanku Trafalis
a Alwazzi| (2003) a zobecnéni tohoto konceptu lze nalézt v ¢lanku | Xu a kol.| (2009)).

Nase uvahy budou vychazet z optimalizac¢ni tlohy . Povsimnéme si ale,
ze je nejdrive nutné modifikovat podminku , nebot nyni predpokladdme
instance tvaru x; + Ax;,7 = 1,...,n. S vyuzitim predpokladu (2.77)) nasledné
formulujeme linedrni metodu SVM v robustni klasifikaci jako optimaliza¢ni ilohu

1 9 i
i = A it 2.78
BER BoER 1, 6020 {2”6”2 - ;5 } (2.78)
. T -
s.t. A)I{Tilég,(i {yz (,6 (X¢+Axi)+ﬁo>} >1-&, i=1...,n,

kde A > 0 je parametr. Na tuto novou optimalizacni tlohu mtzeme nahlizet
jako na tzv. analyzu nejhorsiho scénare, nékdy oznacovanou také jako analyza
nejméné priznivého pripadu (v angli¢tiné se pouziva vyraz ,worst case analy-
sis“). Pro pevné i = 1,...,n podminka odpovida pozadavku, aby objekt
s instanci x; byl spravné klasifikovan a instance x; nelezela ve vnittku pasu ur-
¢eného nadrovinami H,; a H_ (proménnd &; piipadné udéva velikost penalizace,
pokud tento pozadavek neni splnén). Podminka

- T
Jmin (87 Gt A+ o)} = 16 (2.79)
potom pro totozné pevné i = 1,...,n zohlednuje nejhorsi mozny scénar, tj.

instanci x; + Ax; s nejhorsi moznou polohou vzhledem k optimalni nadroviné.

Nyni odvodime ekvivalentni vyjadreni podminky a tim i ekvivalentni
predpis optimalizac¢ni tlohy . Uvazujme libovolné pevné i = 1,... n, dale
libovolné pevné B € RP 5y € R a & > 0. Podminka (2.79) je potom ekvivalentni
s podminkou

T . T
Yi (6 X; +ﬁo) +A>I<?é2xi yiB Ax; > 1 =&,
Staci tedy nalézt optimalni hodnotu tlohy

min
1A%, <ps
Pripomenme, ze pro libovolné a,b € R? a libovolné konstanty s, ¢ splnujici

1 1
-+ -=1, s >1
s t

podle Holderovy nerovnosti (viz Boyd a Vandenberghe| (2009, sekce 3.1.9)) plati

@ =

1
P p V4 T
aTh = ab < (ZI%F) (Zw) ~ llall, bl
=1 =1 =1
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Aplikujeme-li Holderovu nerovnost na tcelovou funkci optimalizacni tlohy ([2.80)),
dostavame, ze pro libovolné Ax; € Uy, plati

yiB' x| < |yl [| A%, 18], < pi |18, -

a tedy
—pi|1Bl, < wiB'Ax;,

coz znamend, ze hodnota —p; || 8], je optimalni hodnotou tlohy (2.80). Jelikoz
index 7, vektor B a konstanty [y a &; byly voleny libovolné, optimalizacni tloha
(2.78]) je tedy dana predpisem

1, o, &
i - ; 2.81
s.1. Yi (/BTxl—i_ﬁO)_leﬂHtZl_fza izl?"'7n7

kde A > 0 je parametr a konstanta ¢ vyhovuje rovnosti

S (2.82)
s t ’

Je-li B, By a &,i =1,...,n, optimalni feSen{ dlohy (2.81]), potom optimalni ro-
bustni linedrni rozhodovaci pravidlo pro instance x € R? je definovano predpisem

R(x) = sgn (BTX - B\O) .
Optimélni nadrovina je dana jako
H={xeR: BTx+f =0}

Na zavér uvedme, jak se zméni predpis optimalizaéni tlohy ([2.81)) pro nékolik
v praxi nejpouzivanéjsich specialnich voleb konstanty s:

1. Je-li s = 2, potom dle (2.82) také ¢ = 2. Zavedenim pomocné proménné o
muzeme optimalizacni tlohu (2.81)) pfeformulovat jako optimalizacni tlohu

ﬁeRP,ﬁoeRI,gl,I}.,gnzo,azo {a +A Z:ZI 5’} ’ (2.83)

s.t. H?B

< a,
2

1piBlly < s (ﬁTX¢+ﬁo> —-14&, i=1,...,n,

coz je uloha tzv. kuzelového programovani druhého radu. Tato tloha je znama
také pod zkratkou SOCP, coz je akronym anglického vyrazu ,second order
cone programming“. Pro podrobnéjsi informace o ilohdch SOCP odkazujeme
¢tenafe napf. na ¢lanek Alizadeh a Goldfarb| (2003)).
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2. Jellis=1, potom dle - 2.82)) je t = oo. Nahradime-li v icelové funkei optimali-

zacni ulohy vyraz ||- || /2 maximovou normou, ziskdvame optimalizacni
ulohu
n
i A ; 2.84
oy {18136} (2.84)

st Yi (BTXi +ﬁo> —pillBlle=1-& i=1,...,n

Zavedenim pomocné proménné a poté muzeme optimalizaéni tlohu (2.84)) pre-
formulovat jako tlohu linearniho programovani

n
min a+ A ;
BERP BoER.E1....6n 20,020 { - ;g’}’

st Yi (ﬁTXi‘l'ﬁo)—PiaZl—fi, t=1,...,n,
aZ/Bia i:]-a"wpa
Oéz—ﬁi, 221,,]?

3. Je-li s = o0, potom dle - ) je t = 1. Nahradime-li v i¢elové funkci optima-

liza¢ni ulohy - vyraz ||- H /2 1-normou, ziskdme optimalizaéni ilohu
| A2 i 2.
56Rp,50§]§1£,__“§n20 {HIBHI + zzzlf } (2.85)

st. Yi (ﬂTXmLBo) —pillBll,=1-&, i=1,...,n

Zavedenim pomocnych proménnych ay, . .., o, potom lze podobné jako v pred-
chozim ptipadé optimaliza¢ni tlohu ([2.85)) preformulovat jako tlohu linearniho
programovani

A
ﬁGRP,ﬂoER 51, En>0, {ZOQ + Zfz},

ai,...,0p>0

p
st Yi (ﬁTXH‘ﬁo) _pizai >1-¢&, 1=1,...,n,
i=1

O‘iZB@'; izl,...,p,
0412—51', Z:17ap

2.4.2 Nelinearni metoda SVM v robustni klasifikaci

V této podsekci ukédzeme, jak koncept predstaveny v predchozi podsekci zobecnit
tak, abychom ziskali robustni nelinearni rozhodovaci pravidlo. Jak napovida i na-
zev samotné podsekce, soucasné uvidime, Ze se jedné o zobecnéni penalizacniho
nelinearniho rozhodovaciho pravidla, které jsme predstavili v podsekei [2.3.3]
Hlavni myslenky tvah, které zde ucinime, budeme spolu s optimaliza¢nimi
tlohami prebirat z ¢lanku (Trafalis a Gilbert| (2006)). Podobné vysledky byly
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o nékolik let dfive predstaveny v clanku |Trafalis a Alwazzi (2003). Zobecnéni
tohoto konceptu lze opét nalézt v clanku Xu a kol.| (2009).

Necht k: RP x R? — R je pevné zvolend jadrova funkce. Podle definice
potom existuje (ne nutné jednoznacné uréeny) Hilbertuv prostor F nad R a zob-
razeni ® : R? — F splnujici

Kx2) = (B(x), 8(2)) , %2 € B, (2:6)
kde (-,-) definuje skaldrni soucin na F.

Déle uvazujme posloupnost dvojic
(®(x1) + AP (x1), 1) .-, (P(xp) + AP (X,),yn) € F x {—1,1},
kde A®(x;) € Up(x,),% = 1,...,n, piicemz predpokladejme, Ze
Usx,) = {AP(X;) € F 1 ||AR(Xx))|| < mi}, i=1,...,n,

kde

7=
definuje normu na F aproi =1,...,n jen; > 0. Hodnota n; mize byt stanovena
na zakladé odpovidajici hodnoty p; z predpisu (2.77)).

Nelinearni metodu SVM v robustni klasifikaci poté formulujeme jako optima-
liza¢ni ulohu
. 2 -
RIS MR (-2 913 (2.87)

kde A > 0 je regularizacni parametr. PovSimnéme si podobnosti optimalizac¢ni

ulohy (2.87) s optimaliza¢nimi tlohami (2.74)) a (2.81]).

Z teorie jadrovych funkci (viz Scholkopf a Smolal (2002, sekce 2.2.3)) plyne,
ze B € F lze vyjadrit predpisem

5= ad(x). (2.88)
i=1
kde a;,2 = 1,...,n, jsou vhodné zvolena realnd cisla. Definujme matici K radu n
predpisem
K= (k(xi,%5)); - (2.89)
a vektor
o= (o,...,a)". (2.90)
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Dosadime-li do skaldrniho sou¢inu v ucelové funkci optimalizacni tlohy ([2.87))
a poté postupné vyuzijeme predpist (2.88)), (2.86)), (2.90) a (2.89)), dostdvame

18I = (8. 8) = <z 0 (). jéajq><xj>> _

= a'Ka. (2.91)

Dale si uvédomme, ze z véty a poznamky (ii) plyne, ze matice K je syme-
trickd a pozitivné semidefinitni, a tedy existuje redlna matice A fadu n takova,
ze

K=ATA.
Odtud a z rovnosti (2.91)) plyne, Ze

18] = VaTKa = /(Aa) ' (Aa) = [|Ac]l,. (2.92)

Analogicky pro skaldrni soucin (3,®(x,)), j = 1,...,n, dostavame, ze

<B, @(XJ» = <Z ai@(xi), @(X])> = Zaik(xi,xj) = aTKj (293)
i=1 i=1
kde K, oznacuje j—ty sloupec (nebo ekvivalentné také j—ty radek) matice K.

Zavedenim pomocné proménné 7 a vyuzitim predpisu (2.92)) a (2.93) poté
muzeme optimalizacni tlohu (2.87)) preformulovat jako nasledujici ilohu SOCP

a€eR™ BER,
€1,--,6n 20,720

st [[Aall, <7,

min {’y—k)\zn:&}, (2.94)

Je-li &, B, 5 a &,i = 1,...,n, optimaln{ feSeni dlohy (2.94), potom optimélni
robustni nelinearni rozhodovaci pravidlo pro instance x € R? je dano jako

R(x) = sgn (i aik(x;,x) + BB) )

=1

Optimélni kontura je definovana predpisem

i=1
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2.5 Studie dynamiky stisku pocitacovych klaves

Kromé nespornych vyhod pifinasi rozvoj modernich technologii také vyssi poza-
davky na jejich zabezpeceni. Casto se tak lze setkat s tzv. vicefazovym ovéfovanim
totoznosti uzivatele. Jedna se napt. o pouzivani platebni karty v kombinaci se zna-
losti PIN kédu nebo znalost hesla a vyuziti nékteré z behavioralni charakteristiky
uzivatele. Timto pojmem rozumime napf. sitnici oka uzivatele, jeho hlas, otisky
prsti nebo podpis. V ¢lanku [Loy a kol| (2007) je ukdzano, ze také dynamika
stisku pocitacovych klaves je vhodnou behaviordlni charakteristikou.

V nasledujicich podsekcich se budeme vénovat biometrické identifikaci stylu
psani a osob, pfiCemz vyuzijeme prave této charakteristiky. Deset osob (pét muzu
a pét zen) bylo pozadédno, aby alespon desetkrat rychle a desetkrat pomalu na-
psali slovo kladruby®“. Béhem psani byl kazdé osobé méren cas, ktery uplynul
mezi zmacknutim prislusné klavesy a jejim uvolnénim (celkem se tedy jedna o 8
proménnych: K, L, A, D, R, U, B, Y), a dale ¢as, ktery uplynul mezi uvolnénim
klavesy a stiskem klavesy bezprosttedné nasledujici (celkem se tedy jednd o 7 pro-
ménnych: K-L, L-A,A-D,D-R,R-U, U-B, B-Y). Pokud se stalo, Ze napf.
klavesa K byla uvolnéna az potom, co byla stisknuta klavesa L, nabyva proménna
K - L zaporné hodnoty. Kazdé pozorovani tedy sestava z 15 proménnych. Pokud
béhem psani slova ,kladruby“ doslo k ptreklepu, bylo toto pozorovani vytrazeno.
Pro ucely klasifikace tedy mame 200 pozorovani.

V podsekci se budeme zabyvat bindrni klasifikaci stylu psani, tj. zda
klicové slovo ,kladruby“ bylo napsano rychle nebo pomalu. V podsekei [2.5.2]
budeme zkoumat klasifikaci uzivatelt, tj. kterou z uvazovanych deseti osob bylo
klicové slovo ,kladruby“ napsano.

Klasifika¢ni analyzu budeme v obou podsekcich provadét pomoci:

(i) linedrni diskrimina¢ni analyzy (LDA),

(ii) linedrni metody SVM predstavené v podsekci a zaloZené na optimali-

zacni uloze (2.52)),

(iii) nelinedrni metody SVM predstavené v podsekci a zalozené na optima-
lizaéni tloze (2.75)), pricemz jako jadrovou funkei uvazujeme gaussovskou
radialni bazickou funkci danou predpisem ([2.66)),

(iv) linedrn{ robustni metody SVM pfedstavené v podsekei [2.4.1]

K samotnému modelovani pouzijeme statisticky program R (R Core Team
(2016)). K implementaci linedrni diskrimina¢ni analyzy pouzijeme funkci lda z R
balicku MASS. K nalezeni hodnot regularizac¢nich parametrii, resp. k implemen-
taci linearni i nelinedrni metody SVM pouzijeme funkci tune.svm, resp. funkci
svim z R balicku e1071. Linearni robustni metodu SVM zalozime na optimaliza¢ni
tloze (2.83). K nalezenf{ optimdalniho Feeni tlohy SOCP vyuzijeme stejnojmenné
funkce Socp z R balicku FRAPO. Zdrojové kédy odpovidajici jednotlivym pod-
sekcim jsme pojmenovali ¢islem a nazvem prislusné podsekce a lze je nalézt na
prilozeném disku CD-ROM ve slozce Klasifika¢ni analyza.
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2.5.1 Identifikace stylu psani

V této podsekci se budeme zabyvat binarni klasifikaci stylu psani. Uvazujeme
tedy dvé t¥idy (rychly nebo pomaly styl psani), trénovaci mnozinu velikosti 200
objektl a jednotlivé instance jako redlné vektory dimenze 15.

Pred zahdjenim samotné klasifikace je ale jesté treba stanovit hodnoty
parametru A pro optimaliza¢ni tlohy (2.52)), (2.75) a (2.83)). K jejich nalezeni
pouzijeme tzv. 10-nasobnou ktizovou validaci:

Pro parametr A\ uvazme interval a vhodnou posloupnost jeho déleni. Pro
vSechny prvky této posloupnosti provedeme nésledujici dva kroky. Instance vsech
200 objekttt ndhodné rozdélime do 10 skupin. Nasledné kazdou skupinu pouzijeme
prave jednou ke zjisténi procentualni klasifikacni chyby rozhodovaciho pravidla
(zaloZeného na prislusné metodé) zkonstruovaného z dat sestavajicich ze zbyva-
jicich 9 skupin. Vysledna procentualni klasifikaéni chyba daného prvku posloup-
nosti déleni je dana jako priumér procentualnich klasifikacnich chyb uvazovanych
10 skupin. Prvek posloupnosti déleni s minimélni vyslednou procentudlni kla-
sifikacni chybou je zvolen za hledanou hodnotu parametru A prislusné metody.
Pokud takovychto prvku existuje vice, vybereme z nich ten nejmensi.

Optimalni hodnoty parametri A uvadime v tabulce 2.1} Pfipomerime, Ze
pri 10-ndsobné kiizové validaci u nelinearni metody SVM navic jesté hleddme
hodnotu parametru o. Vyslednd hodnota je v tomto pripadé 0,080. Pozname-
nejme jesté, ze v pripadé linearni robustni metody SVM jsme experimentalné
pro vsechna 7 zvolili p; = p = 0,100.

Pro posouzeni tuspésnosti klasifikace jednotlivych metod pouzijeme tzv.
sleave-one-out“ metodu. V jejim i-tém kroku, ¢+ = 1,...,200, odstranime z dat i-
ty objekt a zbyvajicich 199 objekt pouzijeme k vytvotreni rozhodovacich pravidel
zalozenych na uvazovanych metodach. Nasledné pouzijeme tato rozhodovaci pra-
vidla ke klasifikaci i-tého objektu a zapamatujeme si, pokud byla tato klasifikace
tGspésna. Uspésnost klasifikace jednotlivych metod, kterou uvadime v tabulce ,
je poté definovana jako podil spravné klasifikovanych objekt a vSech objektii.

Tabulka 2.1: Uspé&nost klasifikace stylu psani pro jednotlivé metody

LDA Linedrni Nelinearni Linearni
SVM SVM robustni SVM
Uspésnost
Klasifikace 0,595 0,615 0,730 0,645
Optimalni
hodnota - 0,160 3,000 0,700

V tabulce muzeme nahlédnout, ze vyrazné nejvétsi ispésnosti klasifikace
dosahuje nelinearni metoda SVM. Nasleduje nami implementovand linearni
robustni metoda SVM, ktera v tispésnosti klasifikace prekonava linearni metodu
SVM a linearni diskriminac¢ni analyzu. Dalsi ndhled na tuspésnost klasifikace
jednotlivych metod poskytuje tabulka [2.2]
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Pro kazdou metodu udavaji jednotlivé hodnoty v tabulce podil spravné
klasifikovanych objektt z dané tiidy a velikosti dané tridy. Muzeme si povsim-

vvvvvv

Potradi metod pfi uspésnosti rozpoznavani styli psani odpovida poradi metod pri
uspésnosti klasifikace.

Tabulka 2.2: Usp&nost rozpoznavani stylu psani pro jednotlivé metody

Styl LDA Lineadrni Nelinearni Linearni
psani SVM SVM robustni SVM
pomalu 0,500 0,520 0,684 0,531
rychle 0,686 0,706 0,775 0,755

Zavérem poznamenejme, Ze Uspésnosti v tabulkach [2.1]a[2.2nejsou nijak zv1ast
vysoké. To nas muze vést k presvédceni, ze dochazi k urcité asymetrii. Osoby na-
vyklé na rychly styl psani budou stejnym stylem psat i tehdy, pokud je pozadame,
aby psaly pomaleji, kdezto osoby zvyklé na pomaly styl psani dokazi pozadavku
na zvyseni rychlosti vyhovét.

2.5.2 Identifikace osob

V této podsekeci budeme zkoumat klasifikaci osob podle dynamiky stisku pocita-
¢ovych klaves. Uvazujeme tedy 10 tiid (osoba 1, ..., o0soba 10), trénovaci mnozinu
obsahujici 200 objekti a instance ve tvaru realnych vektort dimenze 15.
Pripomenme, ze uvazované metody SVM jsou definovany pouze pro pripad
binarni klasifikace. Je-li pocet t¥id roven k, kde k > 2, vyuziva se pro klasifikaci
nové uvazovaného objektu tzv. volebni schéma (viz pristup nazvany ,Majority
voting scheme* uvedeny v knize Xanthopoulos a kol.| (2013) na str. 40):
Zkonstruujeme rozhodovaci pravidla pro vsSechny dvojice uvazovanych trid.
Celkem tedy ziskdme k(k—1)/2 rozhodovacich pravidel. Mame-li poté rozhodnout
o prislusnosti k jedné ze tiid u nové uvazovaného objektu, dosadime instanci
tohoto objektu postupné do vsech rozhodovacich pravidel, pricemz tride, do které
bychom novy objekt zaradili, pricteme hlas. Objekt nakonec zaradime do tridy
s nejvétsim poctem hlasu.
V nami provedené analyze nastalo nékolik pripadu, kdy existovala vice nez
jedna trida s nejvétsim poctem hlast. Takovou situaci jsme fesili nasledovné:
Jsou-li ty,...,tm,, m1 < k, tfidy s nejvétsim poctem hlasti, potom dosa-
dime instanci uvazovaného objektu do rozhodovacich pravidel vSech dvojic tiid
t1,...,tm,. Bez Gjmy na obecnosti necht t1, ..., t,,, mo < my, jsou t¥idy s nejvét-
sim poc¢tem hlasii. Je-li bez ijmy na obecnosti ms = 1, potom objekt zaradime
do tridy 1. V opac¢ném pripadé opét dosadime instanci uvazovaného objektu do
rozhodovacich pravidel vSech dvojic tid ¢y, .. ., t,,,. Tento postup opakujeme, do-
kud neziskdme pouze jednu tiidu s nejvétsim poctem hlast. Jestlize od urcitého
kroku N plati my = myy1 = ---, potom objekt zaradime do ndhodné zvolené
tiidy 1,...,my.
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Pred samotnou klasifikaci je opét tieba urcit hodnoty parametru A pro
optimalizaéni tlohy (2.52)), (2.75) a (2.83). K nalezeni hodnoty parametri
A pro uvazované metody SVM pro vsSechny dvojice uvazovanych tiid opét
pouzijeme 10-nasobnou ktizovou validaci. Pro danou metodu SVM tak ziskdme
10x9/2 = 45 hodnot parametri A, v piipadé nelinedrni penalizaéni metody SVM
navic jesté 45 hodnot parametri o. Poznamenejme jesté, ze v pripadé linearni
robustni metody SVM jsme experimentélné pro vsechna ¢ zvolili p; = p = 2,200.

Pro posouzeni uspésnosti klasifikace jednotlivych metod pouzijeme opét
sleave-one-out“ metodu, pricemz ke klasifikaci osoby v i-tém kroku,
t=1,...,200, metodami SVM vyuzijeme vyse uvedeného volebniho schématu.
Uspésnost klasifikace jednotlivych metod, uvedenou v tabulce definujeme
jako podil spravné klasifikovanych objektii a vsech objektii.

Tabulka 2.3: Uspésnost klasifikace osob pro jednotlivé metody

LDA Line4drni Nelinearni Linearni
SVM SVM robustni SVM
Uspésnost
Idasifikace 0,830 0,835 0,850 0,715

V tabulce vidime, Ze nejvétsi tspésnosti klasifikace je opét dosazeno ne-
linearni metodou SVM, nicméné linearni metoda SVM a linearni diskriminacni
analyza zaostavaji pouze nepatrné. Nami implementovana linedrni robustni me-
toda SVM, ktera v predchozi podsekci prekonala v tspésnosti klasifikace linearni
metodu SVM a linearni diskriminac¢ni analyzu, nyni dosahuje vyrazné nejhorsi
uspésnosti. To mize byt dano nékolika faktory. Predné si uvédomme, ze identifi-
uloha nez binarni klasifikace stylu psani. Vyvstava proto otazka, zda by jiny pti-
stup nez volebni schéma nebyl vhodnéjsi. Dalsi z moznosti zlepseni tispésnosti
klasifikace linedrni robustni metody SVM by moznd mohlo byt pouziti adaptivni
volby parametrii p;, pri niz bychom napft. pro riizné osoby stanovili rizné hodnoty
téchto parametru.
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Zaver

V predlozené praci jsme se zabyvali nékolika metodami regresni a klasifika¢ni
analyzy, formulovanych ve tvaru optimalizacni tilohy. Abychom zohlednili chyby
méreni a jiné nepresnosti, podrobné jsme popsali odvozeni jejich robustnich
verzi. Pomoci numerickych experimentti jsme néasledné potvrdili, ze optimalni
reseni téchto nové formulovanych tloh jsou skuteéné robustni.

V casti vénované regresni analyze jsme nejdrive predstavili dvé z metod re-
gularizované regrese — hrebenovou regresi a metodu Lasso. V navazujici ¢asti
jsme formulovali dva koncepty vychazejici z metody nejmensich ¢tverc v ro-
bustni optimalizaci a mnohem podrobnéji nez ve zdrojovych ¢lancich dokazali, ze
s hiebenovou regresi a metodou Lasso velmi tizce souvisi. Tim jsme robustnost
hiebenové regrese a metody Lasso demonstrovali po teoretické strance.

Na rozdil od teoretické ¢asti jsme v praktické casti vyuzivali obecnéjsi
podminku na chyby méfeni. Jejim vyuzitim jsme na nidhodné generovanych
datech ukazali, Ze optimalni Teseni hifebenové regrese a metody Lasso jsou
robustni nejen v pritomnosti chyb méreni, ale i pokud navic nastava problém
s multikolinearitou. Zaroven jsme ovsem ukazali, Ze obé tyto metody jsou méneé
robustni vici pritomnosti odlehlého pozorovani nez metoda nejmensich ¢tverci,
coz naznacuje, ze hifebenova regrese a metoda Lasso jsou robustni jen vci
drobnym zménam v datech.

V casti vénované klasifika¢ni analyze jsme predstavili jednu z modernich klasi-
fikacnich metod — metodu SVM. V nasem vykladu jsme se snazili na tuto metodu
nahlizet nejen z pohledu (robustni) optimalizace, ale i strojového uceni a statis-
tiky. Podrobné jsme popsali odvozeni jak linearni verze metody SVM, tak i neli-
nearni verze vychazejici z teorie jadrovych funkeci. V zavéru teoretické ¢asti jsme
ukéazali, jak obé tyto verze zobecnit tak, aby zohlednovaly chyby méreni obsazené
v datech.

V praktické ¢asti jsme vylozenou teorii aplikovali na prikladu biometrické
identifikace stylu psani a osob podle dynamiky stisku pocitacovych klaves. V pfi-
padeé identifikace stylu psani jsme vyrazné nejvétsi tispésnosti klasifikace dosahli
nelinearni metodou SVM. Druhou v poradi byla nami implementovana linearni
robustni metoda SVM, ktera v uspésnosti klasifikace prekonala linearni metodu
SVM a linearni diskriminac¢ni analyzu.

Protoze identifikace osob je tlohou klasifikace do vice nez dvou ttid, vyuzili
jsme pri implementaci jednotlivych metod SVM tzv. volebni schéma. Nejvetsi
uspésnosti klasifikace jsme opét dosahli nelinearni metodou SVM, nicméné
linearni metoda SVM a linearni diskriminacni analyza zaostaly pouze nepatrné.
Vyrazné horsi ispésnosti klasifikace jsme dosahli nami implementovanou linearni
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robustni metodou SVM. Jednou z moznosti zlepseni jeji tspésnosti by mozna
mohlo byt pouziti adaptivni volby ji odpovidajicich parametri.

Co se tyce moznosti rozsiteni této prace, v pripadé regresni analyzy by to
mohla byt snaha spojit regularizaci a statistickou robustnost a navrhnout tak
novou metodu zobecnujici hrebenovou regresi nebo metodu Lasso. Jinou moznosti
by mohlo byt studium obecnéjsich, ale v praxi snadnéji aplikovatelnych podminek
na chyby méreni.

V pripadé metody SVM existuje velké mnozstvi otevienych problémi. Jedna
se napft. o kritérium pro volbu jadrové funkce nelinearni metody SVM nebo studie
tvaru podminek neptesnosti obsazenych v datech. Dalsi moznosti rozsiteni prace
by mohlo byt nahrazeni tcelové funkce (v optimaliza¢nich tlohach jednotlivych
verzi metody SVM) obecnou ztratovou funkei, prip. jeji robustni analogii.
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Priloha A

Pomocna tvrzeni a definice

Definice A.1 (Pseudoinverze). Necht A je redlnd matice typu n x p. Rekneme,
ze readlnd matice A~ typu p X n je pseudoinverzni matice (pripadné strucné jen
pseudoinverze) k matici A, jestlize plati

AATA = A.

Poznamka A.2. Pro libovolnou redlnou matici existuje jeji pseudoinverze. Ne
nutné je ovsem urcena jednoznacné.

Véta A.3. Necht A je redlnda matice typu n X p a b je redlny vektor dimenze n.
Predpoklddejme, Ze soustava linedrnich rovnic Ax = b md reseni. Necht A~ je
néjaka pseudoinverze matice A.

Potom vektor

Xp = A™b

dimenze p je resenim této soustavy linedrnich rovnic.

Diikaz. Viz |Andél (2007)), véta A.23.
[l

Definice A.4 (Mooreova—Penroseova pseudoinverze). Necht A je redlnd matice
typu n x p. Rekneme, Ze redlnd matice AT typu p x n je Mooreova—Penroseova
pseudoinverze matice A, jestlize plati nasledujici podminky:

(i) AATA = A,

(i) ATAAT = AT,
(iii) (AAT)T = AAT,
(iv) (ATA)T = ATA.

Véta A.5 (SVD - rozklad podle singuldrnich hodnot). Necht A je redlnd matice
typu n X p, kde n > p a rank(A) = r > 0. Potom existuje rozklad matice A dany
predpisem

A=TDV' => duv,/,
=1
kde
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(i) U= (uy,...,u,) je ortogondlni matice radu n, pricemz vektory uy,...,u,
jsou ortonormdlnimi vlastnimi vektory matice AAT,

i = (v1,...,Vp) je ortogondlni matice radu p, jejiz sloupce tvori (vsechny
i)V ) je ort Ind matice Tid ity ol ot (vsech
ortonormdlni vlastni vektory matice ATA,

(7ii) D je redlnd matice typu n X p definovand jako

D, 0
- (5 0)
kde D, = diag (dy, . ..,d,) je diagondlni matice 7ddu r, pricemz

B> d >0

jsou vsechna nenulovd vlastni ¢isla matice AA" a zdroven viechna nenulovd
vlastni cisla matice ATA.

Hodnoty d;,1 = 1,...,r, nazgvame singuldrnimi cisly matice A a poZadu-
jeme, aby splriiovaly nerovnosti

dy>--->d, > 0.
Tento rozklad nazyvame SVD rozklad matice A.

Diikaz. Viz Duintjer Tebbens a kol.| (2012), véta 5.6.
0

Pozndmka A.6. Ve statistické literature se casto nerozlisSuje mezi SVD rozkla-
dem a spektralnim rozkladem matice. Principialné se vsak jedna o dva odlisné
koncepty. Zaroven je nutné si uvédomit, ze postupy numerické linearni algebry,
kterych lze pouzit k vypoctu spektralniho rozkladu, jsou efektivnéjsi v porovnani
s nastroji pro vypocet SVD rozkladu.

Pokud by ¢tenare zajimalo porovnani numerickych vlastnosti standardnich al-
goritmili pro vypocet téchto rozkladi a jejich dilezitost v oblasti redukce dimenze
dat, odkazujeme jej napr. na clanek Kalina a Duintjer Tebbens| (2014)).

Definice A.7 (Stfedni kvadratickd chyba odhadu). Necht Xi,---,X, jsou
ndhodné velic¢iny z parametrické rodiny, kterda zavisi na parametru 6. Necht
6 =0(X,, -, X,) je odhad parametru 6. Stfedn{ kvadratickou chybu odhadu 8
definujeme predpisem

-~

MSE(0)=E((6—6)(6—8)") =var() + (E(8) — 0)(E(8) — 0)".

Véta A.8. Necht A je pozitivné definitni matice rddu p,b je nenulovy vektor
dimenze p a c € (0,00). Potom

cA —bb'" >0,
tj. cA —bb' je pozitivné definitni matice, pravé tehdy, kdyz
b'A™'b < c.
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Diikaz. Viz Farebrother| (1976)), appendix.
[l

Definice A.9 (Linearni oddélitelnost realnych mnozin). Rekneme, %e neprazdné
mnoziny A, B C RP jsou linedrné oddélitelné, jestlize existuje vektor 8 € RP
a konstanta 3y € R splnujici:
(i) V a € A plati, ze
,BTa + By > 0,
(ii) V b € B plati, ze
B'b+ By <O0.
Véta A.10 (O silné dualiteé). Necht X C RP je neprdazdnd konvexni mnoZina.

Ddle necht f : RP - R ag = (g1,---,9m) : R?P — R™ jsou konvezni funkce
ah=(hy,...,h,): R = R" afinni funkce.

Predpokldidejme, Ze existuje X € X takové, Ze g(X) < 0,h(X) =
a 0 € int (h(X)), kde int oznacuje vnitrek mnoziny a h(X) = {h(x) :
Tento pozadavek se nazyvda podminka reqularity.

Potom
inf{f(x) : g(x) <0,h(x) =0,x € X} =sup{f(u,v) : u> 0},
kde
O(ua,v) =0(uy, ..., Un,v1,...,0v,) = inf {f(x) +u'g(x)+ VTh(X)} :

xeX

Je-li navic optimalizacni tloha

nf f(x),
s.t. g(x) <0,

h(x) =0,
konecnd, tj. je nabyto minima, potom také optimalizacni wloha

sup  O(u,v)
u>0,veR”

je konecnd, tj. v bodé (u*,v*), kde u* > 0, je nabyto maxima. Je-li potom x*
optimalni reseni ulohy

min f(x),
s.t. g(x) <0,
h(x) =0,
potom pro vsechna v =1,...,m je

u; gi(x") = 0.

Diikaz. Viz Bazaraa a kol.| (2006), véta 6.2.4.
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