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Uvod

Cielom bakaldrskej préace je popisat konstrukeiu ortogonalnej bazy pre riesenia
diferencidlnych rovnic, ktoré si invariantné voci Lieovej algebre sl(2, C) pomocou
reprezentacnej tedrie. Konkrétne budeme konstruovat bazu pre homogénne rie-
senia Laplacovej a Diracovej rovnice v Euklidovskom priestore dimenzie 3, tzv.
pre sférické harmoniky a sférické monogeniky. Sférické harmoniky st skalarne po-
lynémy, ktoré riesia Laplacovu rovnicu zatial ¢o sférické monogeniky st polyno-
mialne riesnia Diracovej rovnice. Vypocet a konstrukcia tychto baz je obsiahnuta
v [Lavickal (2010). V |Lavickal (2010) je hlavnym nastrojom takzvand Cliffordova
algebra, ktorou sa konstruuje spinorovy priestor ale aj spin grupa Spin(3). My re-
alizujeme spinorovy priestor ako definujicu reprezentaciu maticovej Lieovej grupy
SU(2). Vyuzivame kvaterniony miesto Cliffordovej algebry. V nasej praci budeme
kvaterniony vnimat ako komplexné matice typu 2 x 2.

Sposob akym si vybudujeme reprezentacnu teériu a ako budeme pristupovat
k rieSeniu problému bude spocivat vo vyklade dvoch, na prvy pohlad, rozlié¢nych
konceptov. Predstavime si nutny tvod do Lieovych grup, specidlne do matico-
vych Lieovych grup a Lieovych algebier, ktoré na konci prvej kapitoly dame do
patriéného vztahu. Vysvetlime si dalej, ¢o to st reprezentacie a ako ich aplikovat.

Nas pristup je Specificky tym, ze nasim nastrojom miesto Cliffordovej algebry
budu kvaterniény. V druhej kapitole ukazeme ako pomocou kvaterniénov popisat
rotacie v R? a v R*. Dalej si rozmyslime, Ze grupa jednotkovych kvaterniénov v na-
sej maticovej realizécii je rovna maticovej Lieovej grupe SU(2). Kvaterniény budu
zohravat kltucovu rolu vo vypoctoch. Uvidime ako zakomponovat kvaterniony do
reprezentacnej teérie. V tretej kapitole si predstavime samotné vypocty kano-
nickych baz sférickych harmonik a sférickych monogenik. Na priestore sférickych
harmonik a monogenik zavedieme prirodzeni akciu rotacnej grupy a vypocitame
indukovanu akciu prislusnej Lieovej algebry. Komplexifikaciou ziskame na pries-
toroch rieseni akciu s[(2,C). Naviac sa ukazuje, ze homogénne riesenia Laplacove]
a Diracovej rovnice v R? tvoria ireducibilnti reprezentdciu s[(2,C). Reprezentdcie,
navyse ireducibilné reprezentacie tejto Lieovej algebry st dokladne zname. Toho
vyuzijeme k dokonceniu vypoctu ortognalnych baz.

Nakoniec sa pozrieme na vyjadrenie tejto knonickej bazy, Specialne nasu bazu
budeme vyjadrovat vo sférickych sturadniciach.

Hlavny prinos mojej prace spociva v tom, ze narozdiel od Lavicka| (2010) vypo-
et bazy vediem pomocou iného aparatu, pomocou kvaterniénov. Dalej podrobne
dokazujem alebo dopocitavam rozne priklady a Tvrdenia z Lavickal (2010), ktoré
nie s v texte explicitne vypocitane, respektive dokazane. Taktiez sa snazim vylo-
zif vSetky pojmy a tvrdenia, ktoré st potrebné k pochopeniu danej konstrukcie, a
presahuju vseobecny zaklad, ktory ziska kazdy student pocas bakalarskeho studia
na MFF UK.



1. Tedria reprezentacii

1.1 Lieové grupy

Nez sa pustime do struc¢ného vykladu teérie Lieovych grup, na tvod treba
povedaf, ze tedria si vyzaduje znalosti z varietovej analyzy. My sa preto pre
jednoduchost obmedzime len na maticové Lieove grupy, teda len tie, ktoré budeme
nutne potrebovat v dalSsom vyklade. Teéria maticovych Lieovych grup je dalej
vylozena v |B.C.Hall (2003). Pozrime sa, ¢o st teda maticové Lieove grupy.

Definicia 1. Grupu vsetkych redlnych invertovatelnych matic typu n X n s mati-
covym nasobenim znacime GL(n,R) a nazjvame ju vseobecnou linedrnou grupou.
Obdobne grupu vsetkyjch kompleznijch invertovatelngch matic znacime G L(n,C).

Definicia 2. Oznacme priestor vsetkjch komplexnych matic typu n x n ako
M,(C).

Definicia 3. Nech A, = (aj})}';—, je postupnost kompleznych matic v M,(C).
Hovorime, Ze postupnost A,, konverguje k matici A = (aij)zjzl, ak a;j; — a;; pre
m — oo pre kazdé i,j € {1,...,n}.

Definicia 4. Maticovou Lieovou grupou nazveme podgrupu G grupy GL(n,C),
ktora je uzavretd. Inak povedané, pre lubovolni konvergujicu postupnost matic
A, k matici A v G plati, Ze A patri do G alebo neni invertovatelnd.

Dalej uvedieme niekolko prikladov.
Priklad. Vseobecné linedrne grupy GL(n,C) a GL(n,R).
Priklad. Grupa ortogonalnych (redlnych) matic s operdciou nasobenia O(n) =
{Q e R | QQT = I}, kde QT je transponovand matica matice Q. Z linedrne;
algebry vieme, Ze det) = detQ? z ¢oho automaticky plynie det@ = £1. Specidlna
ortogondalna grupa SO(n) := {Q € O(n) | detQ = 1}.
Priklad. Podobne definujeme grupu unitdrnych (komplexnych) matic s operaciou
nasobenia U(n) = {Q € C""|QQ* = I,}, kde Q* je hermitovsky zdruzena
matica. Opét sa da lakhko ukézat, ze determinant takychto matic je rovny =£1.
SU(n) tvori $pecidlnu unitdrnu grupu s determinantom rovnym 1.

Pozndmka. Ako maticové Lieové grupy budeme chapat aj grupy, ktoré prirodzene
maticiami nie si. Prikladom je multiplikativna grupa jednotkovych kvaterniéonov
S3. Tito dudlnu interpretéciu si bliZSie rozoberieme v kapitole o kvaterniénoch.

Prirodzene, medzi tymyto objektami chceme definovat homomorfizmus. Spe-
cialne teda, homomorfizmus medzi maticovymi Lieovymi grupami.

Definicia 5. Majme maticové Lieove grupy G, H. Zobrazenie ¢ : G — H nazy-
vame Lieovym grupovym homomorfizmom, ak plati, Ze ¢ je grupovy homomorfiz-
mus a zobrazenie je spojité. NavysSe, ak je ¢ bijekcia so spojitym inverzom, tak
potom zobrazenie je izomorfizmus. V takom pripade su dané grupy izomorofné.
Pozndmka. Spojitost ¢ chdpeme v zmysle Definicie 3, teda ako ¢(A,,) — #(A)
prave vtedy, ked A,, — A v G. Na prvy pohlad mdze byt spojitost zobrazenia
medzi grupovou struktirou zvlastna. Treba si vSak uvedomit, Ze maticové grupy
su globalne izomorfné §truktire R™ . To plynie z tedrie analyzy na varietach.
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Teraz zavedieme pojem maticovej exponencidly a uvedieme jej zakladnu vlast-
nost.

Definicia 6. Majme komplexni/redlnu maticu X typu n X n. Potom maticovu
exponencidlu definujeme ako

et =3, %
Pozndmka. Pre kazdu realnu alebo komplexnii maticu, rada maticovej exponen-
cidly konverguje. Navyse, funckia X — e je spojita. (B.C.Hall, 2003, str. 27)

Tvrdenie 1. Majme X komplezni maticu typu n x n. Potom e'* je hladkd krivka
v M, (C) a plati, ze

%etX — XetX — GtXX.

Dékaz (B.C.Hall, 2003, str. 30)

1.2 Lieové algebry

V tejto Casti si zavedieme pojem Lieovej algebry. V praxi (a aj v nasej praci)
nas zaujimaju reprezentacie Lieovych grup a pomocou Lieovych algebier vieme
tieto informécie lahsie extrahovat. Vypocty st jendoduchsie, kedze, ako uvidime,
pracujeme vo vektorovych priestoroch. V poslednej casti si ukazeme aky vzfah
medzi sebou maju oba koncepty a aku rolu budu zohravat v nasej praci a repre-
zentacnej tedrii.

Definicia 7. Lieova algebra g je vektorovy priestor spolu s bilinedrnym antisy-
metrickym zobrazenim [-,-] : g X g — @, ktoré spliuje tzv. Jacobiho identitu

2,y 20 + [z e yl] + [y,[2,2]] = 0, pre 2.y, 2 € g.
Operdciu [-, -] nazgvame zdtvorku v g.

Priklad. Zakladnym prikladom je Lieova algebra gl(n,C). Lieova algebra gl(n,C)
je vektorovy priestor vSetkych komplexnych matic typu n X n so zdtvorkou defi-
novanou ako komutator [a,b] = ab — ba.

Definicia 8. Nech G je maticovd Lieovd grupa, teda G je wzavretd podgrupa
GL(n,C). Potom Lieovou algebrou g grupy G nazveme mnoZinu vsetkjch matic
X € M,(C) takijch, Ze X patri do G pre vsetky t € R.

Pozndmka. Lieova algebra g maticovej Lieovej grupy G tvori Lieovi algebru so
zatvorkou definovanou ako komutator. |B.C.Hall (2003)

Definicia 9. Lieovou podalgebrou Lieovej algebry g definujeme ako vektorovy
podpriestor b priestoru g uzavretd na operdciu zdtvorky. Inak povedané plati, Ze
[Hy, Hy] € b pre kazdé Hy, Hy € 1.

Dalej prirodzene definujeme homomorfizmus v tejto truktre.
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Definicia 10. UvaZme Lieove algebry g, h. Potom linearne zobrazenie ¢ : g — b
je homomorfizmus Lieovych algebier, ak plati, Ze ¢([X,Y]) = [¢(X), p(Y)] pre
kazdé XY € g.

Na&s reprezentacny aparat sa bude konkrétne tykat klucovej Lieovej algebry
s[(2,C). Zadefinujme si preto dant algebru spolo¢ne s dalsimi, ktoré budeme
vyuzivat.

Priklad. Lieové algebra s((2,C) je definovand ako
sl(2,C) :={X € gl(n,C) | trace(X) = 0}.

Téato Lieova algebra je urc¢ena bazovymi prvkami

1 0 01 0 0
(o ) =) =)
a reldciami [H, X] =2X, [HY]|=-2Y, [X)Y]=H.
Priklad. Lieova algebra so(3) je definovana ako
50(3) :={X € gl(3,R) | XT = —X}.

Lieova algebra je urc¢end bazovymi prvkami

00 O 0 01 0 -1 0
J=100 1], Jo=10 0O0), Js=1]1 0 O
01 O -1 0 0 0 0 0

Priklad. Lieova algebra su(2) je definovana ako
su(2) :={X € gl(2,C) | trace(X) =0, X* = =X},

kde X* je hermitovsky zdruzena matica. Lieova algebra je ur¢ena bazovymi prv-

kami
O (0 -1 (i 0
=i o0) T o) BT o —i)

1.3 Reprezentacie

Dostavame sa ku klticovému pojmu nasej bakalarskej praci. Zadefinujeme si
pojem reprezentacie, ktorého pochopenie bude nevyhnutné k dalsiemu vykladu
prace.

Definicia 11. Nech G je maticovd Lieovd grupa. Potom konecne dimenziondlnou
komplexnou reprezenticiou grupy G nazveme homomorfizmus maticovych Lie-
ovych grup

¢:G— GL(V)
kde V' je konecne dimenziondlny kompelxny vektorovy priestor.

Definicia 12. Nech g je komplexnd Lieovd algebra. Potom konecne dimenzi-
ondlnou komplexnou reprezentdciou algebry g nazveme homomorfizmus Lieovijch
algebier



m:g— gl(V)
kde V' je konecne dimenziondlny kompelxny vektorovy priestor.

Poznamka. Reprezentacie grupy alebo algebry mézeme tiez vnimat ako dvojice
(¢, V), alebo (m, V). Teda ako vektorovy priestor, na ktorom prvky grupy/algebry
posobia.

V nasej praci pracujeme s ireducibilnymi reprezentaciami algebry s[(2,C). De-
finujme si, ¢o je to ireducibilna reprezentacia.

Definicia 13. Nech ¢ je konecne dimenziondlna reprezentdcia maticovej Lieovej
grupy G, na vektorovom priestore V. Podpriestor W priestoru V' je invariantny
ak p(A)(w) € W pre kazdé w € W a kazdé A € G. Invariantny podpriestor
W nazveme netrividlnym, ak plati, Ze W # 0 a W # V. Reprezentdciu, ktord
neobsahuje Ziaden netrividalny invariantny podpriestor nazyvame ireducibilnou.

Pozndmka. Analogicky sa definuje ireducibilita pre reprezentaciu Lieovej algebry.

Pripomnme, Ze nasa praca sa tyka rotacne invariantného vektorového pries-
toru. Teda prirodzenym predmetom nasho stidia je reprezentacia rotacnej grupy
SO(3) v zmysle vyssie uvedenej definicie. Budeme sledovaft rdzne akcie tejto grupy.
Dostavame sa teda k poslednej casti, a sice, ukazeme si ako prejdeme z konceptu
maticovej Lieovej grupy do konceptu Lieovych algebier. Na to nam da odpoved
nasledujiuce klicové tvrdenie

Tvrdenie 2. UvaZme maticové Lieove grupy G, H a ich prislusné Lieove al-
gebry g,b. UvaZme homomorfizmus ¢ : G — H Lieovych grup. Potom existuje
jednoznacne urcené linedrne zobrazenie p : g — b také, Ze

p(eX) = e’ X) pre kazde X € g.

Dalej plati, Ze

p(X) = jt(b(etx) » prekazde X € g. (1.1)
p([X,Y]) = [p(X), p(Y)] prekazde X,Y € g. (1.2)

Dékaz. (B.C.Hall, 2003, str. 45)

Vidime, ze z prirodzeného homomorfizmu maticovych Lieovych grup, tvrdenie
dava navod (1.1) ako spocitat prislusné linedrne zobrazenie medzi odpovedajicimi
Lieovymi algebrami. Navyse takéto zobrazenie bude vdaka vlastnosti (1.2) homo-
morfizmom Lieovych algebier. Tymto sme sa dostali k fundamentalnemu pristupu
nasej prace. Nas vypocet ortogonalnej bazy rotacne invariantného vektorového
priestoru prenesieme z jazyku maticovych Lieovych grup do jazyku Lieovych al-
gebier kde je dany vypocet Tahsie uchopitelny. Hlavnym cielom bude aplikovat
dobre zndme vlastnosti Lieovej algebry s[(2,C). Pristupime k tomu Startovacim
vypoctom indukovanej Lieovej algebry so(3). Ukdzeme si aj alternativny pristup
pomocou kvaterniénov a algebry su(2). To, aky vztah ma rota¢na grupa SO(3) s
kvaternionmi bude predmetom nésledujicej sekcie.

6



2. Kvaterniony a rotacie

V tejto kapitole popiSeme rotacie v dimenzii 3 a v dimenzii 4 pomocou kva-
terniénov.

2.1 Kvaterniony

Kvaterniony H maju klasicky zauzivani struktiru znamu z algebry. Kvaterni-
ény st vyrazy tvaru r = xg + 11+ 22j + x3k kde (g, 1, 79, 23) € R a i, j, k st
imaginarne jednotky splinujtce relacie

iP=j=k’=ijk=-1, ij=k jk=iki=j ji= -k ik=-j kj= —i
Definicia 14. Redlnu cast kvaternionu x € H oznacujeme ako Re(x) = xy a
imagindrnu cast ako Im(x) := x11+ x27 + z3k.

Pripomenme este zakladne vlasnosti vo forme poznamky.

Pozndmka. Plati, ze

|zy| = |zllyl, (2.1)

2|* = 2T = Tz, (2.2)

(z,y) = Re(z7), (2.3)

v =/, (2.4)

kde 2.9 je takzvany multiplikativny inverz, |-| a (-,-) Euklidovskd norma (v

tomto kontexte znacena ako absolitna hodnota) a Euklidovsky skalarny stcin z
Definicie 15.

Dokaz. Plynie jednoducho z definicii.
O

V nasej praci budeme kvaterniény realizovat v priestore matic C2*? v nésle-
dujicom zmysle. Kvaternion x = xg + 11 + 25j + 23k stotoznujeme s maticou
tvaru

To + l’gi —T9 + Ili
To + J]li o — C(]gi '

Potom H odpoveda realnemu podpriestoru matic prave uvedeného tvaru. Imagi-
narné jednotky sa tvaru

(0 (0 -1\ _(i 0
“\io) 371 o) T lo =)

a kvaternionove nasobenie odpoveda nasobeniu maticovému.

Pozndmka. RozliSujeme medzi komplexnou imaginarnou jednotkou ¢ a kvaterni-
ondévymi imaginarnymi jednotkami i, j, k.

V prvej kapitole sme si zadefinovali maticovi Lieovu grupu SU(n), teraz si
popiseme ako vypada pre n = 2.



Tvrdenie 3. Plati, e SU(2) = {(%‘ :f) o, BeC,laf> +|8)° =1}

Pozndmka. Da sa lahko overit, Ze stipce matic grupy SU (2) st ortonormalne a
determinant je rovny 1. Teda naozaj tato grupa je tvorena unitarnymi maticami
typu 2 x 2 s jednotkovym determinantom.

Pozndmka. S® = {z € H||z| = 1} bude oznacovat multiplikativnu grupu jednot-
kovych kvaterniénov.

Tvrdenie 4. V nasej maticovej realizdcii H plati, Ze S* = SU(2).

Dokaz. Majme maticu (g ;ﬁ> € SU(2). Oznatme o = zg + 730 a f = T9 +

x11.To jednoznacne odpoveda kvaternionu xg + z1i + zoj + x3k. Z definicie grupy
SU(2) plynie, Ze |a|* + |3|* = 1. Z ¢oho plynie, 7e 22 + 22 + 22 + 22 = 1. Opacne,
zvolme si jednotkovy kvaternion zg + x1i+ x9j + x3k. Tento kvaternion odpoveda
Ty + l’3i —T9 + ZL’li

. |. Dalej ozna¢me o = o+ x3i a [ = x9 + x11.

madtici tvaru )
To + Tl Tg— T3l

v, < 1. - IR . . o — p ’
Okamyzite vidime, ze prislusnd komplexna matica ( 3 76 > ma ortonormélne
a

stIpce vzhladom k $tandardnému skalarnému saéinu na C a determinant rovny
1.

]
Na zaver si uvedieme podstatné tvrdenie, ktoré nam dava do vztahu kvaterniony
a Lieovu algebru su(2).

Tvrdenie 5. Plati, Ze TmH = su(2).

Dékaz. V nasej maticovej realizdcif teda mame, ze S® = SU(2). Zvolme z € ZmH.
Potom e € S? pre kazdé t € R. Skutocne, |e|> = e/@el™ = ¢2Re(®) = 1. Teda
mame ZmH C su(2). Dokaz potom plynie z dimgZmH = 3 = dimgsu(2).

[

2.2 Rotacie

Cielom tejto kapitoly bude popisat rotacie v Euklidovskom priestore pomocou
kvaternionov.

Definicia 15. Nech R" je Euklidovsky priestor s Euklidovskym skaldrnym siuci-
nom {(x,y) = S0,z a normou ||z|| = /X, 2. Hovorime, Ze linedrne zo-
brazenie R : R™ — R™ je ortogondlne ak plati, Ze (Rx,Ry) = (xy) pre kaZdé
z,y € R?

Kazdé linedrne zobrazenie R : R” — R" je jednoznac¢ne urcené svojou maticou
M e R™ napriklad vo¢i standardnej bazy. Teda Rx = Mz, z € R" kde vpravo je
siucin matice a vektoru. Ako je bezne zauzivané budeme stotoznovat R s M. V
tomto stotozneni odpovedd grupa ortogonalnych transformacii R” grupe O(n) a
grupa rotéacii R" grupe SO(n).



Poznamka. Pripomenme z kapitoly 1 oznacenie pre grupu vsetkych ortogonalnych
matic typu n x n ako O(n) s determinantom rovnym 1. Dalej grupu $pecidlnjch
ortogonalnych matic s determinantom rovnym 1 oznacujeme ako SO(n). My dalej
medzi mnozinou zobrazeni a maticiami nebudeme rozlisovat.

Uké&Zeme si ako popisat rotécie v R? pomocou komplexnych &isel. Tito ideu
nasledne rozsirime do R? a R* pomocou kvaterniénov.

Tvrdenie 6. Pre kaZdi maticu A € SO(2) existuje 0 € R, pre ktorid plati, Ze

A= (S i)

Dékaz. Uvazme A = (a b
c d

determinantom a ortonorméalnymi stlpcami. Teda platia nasledujice rovnosti, a

) € SO(2). Matica je ortogonélna s jednotkovym

sice, ze
a? +c=1=0+d (2.5)
ab+cd=0
ad —cb=1.

Vynésobenim (2.2)-rovnice ¢islom d a naslednou substiticiou z (2.2) a (2.3) do-
staneme b = —c. Spéatnym dosadenim do (2.3) a vyuzitim (2.1) plynie a = d.
Teda dostavame maticu tvaru

Parametrizéciou podla 6 ako a = cos(#) a ¢ = sin(f) dostavame dokaz.
[

Tvrdenie 7. Majme grupu SO(2). Oznacme grupu jednotkovich komplexnych
¢isel S := {a € C||a| = 1} s komplexngm ndsobenim. Potom existuje grupovy
izomorfmizmus S* na SO(2), teda plati SO(2) = S*.

Dékaz. Definujme ¢ : S* — SO(2) ako akciu na R? ako ¢(a)(z) := ax. UkdZeme,
ze toto je hladany izomorfizmus.
(1) ¢ je homomorfizmus:

¢(ab)(x) = abx = a(bx) = a($(b)(x)) = ¢(a)(¢(b)(x)) = d(a) o G(b)(x).

(2) ¢ je prosté:
Majme a # b. Potom okamzite z definicie plynie, ze ax # bx pre kazdé x.

(3) ¢ je na:
Majme maticu A € SO(2). Matica je presne tvaru z predoslého tvrdenia. Uka-

zeme, ze pre kazdu takito maticu existuje jednotkové komplexné ¢islo. Dokonca,
existuje izomorfizmus

ei@

12
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Uvazme 6 € R a x € C v tvare x = z¢ + 7x,. Potom
e = (cos(0) +isin(0))(xo+izy) = xocos(0) —z15in(0) +i(xesin(0) +z1cos() =

(o) o)) (20)
]

Ukézali sme, Ze mozeme popisat rotacie v R? pomocou jednotkovych komplexnych
c¢isel. Takyto analogicky popis budeme chciet pouzit vo vyssich dimenziach s
pouzitim kvaterniénov.

Na 1plny popis ortogonalnych zobrazeni v Euklidovskom priestore postacia
reflexie podla nadrovin.

Definicia 16. Nech w € R" a |w| = 1. Oznaéme wt nadrovinu v R™ prechd-
dzajicu pociatkom a kolmi na vektor w. Reflexiu R, podla wt definujeme ako
Ry(x) =z — 2(z,w)w.

Kazdé ortogonalne zobrazenie je kompoziciou koneéného poctu reflexii. Tento
fakt je podstatou nasledujicej Caratheodoryho vety.

Tvrdenie 8. Nech R je ortonogondlne zobrazenie. Majme mnoZinu vsetkych or-
togonalnijch zobrazeni ako O(n), specialne SO(n) s jednotkovym determinantom.
Potom plati

(1) R € O(n) prdve vtedy, ked existuje k = 0,1,...,n a reflexie Ry,Ra, ..., Ry
tak, Ze plati R = Ry o Ryo ... o Ry.

(2) R € SO(n) prave vtedy, ked ezistuje 2k < n a reflexie R1,Ry, ... ,Roy tak,
ze plati R = Ry 0 Ry o ... o Ryy.

Dékaz. (J.E. Gilbert, [1991], str. 34)
]

Vdaka platnosti Carathedoryho vety nas pri popise ortognélnych zobrazeni
bude teda prirodzene zaujimat popis reflexii. Pozrime sa ako vypadaji vSseobecné
reflexie v R™.

Tvrdenie 9. Nechw € R" a |w| = 1. Oznacme wt nadrovinu v R"™ prechddzajicu
pociatkom a kolmi na vektor w. Oznacme Ry, reflexiu podla w. Potom plati

R, € O(n) \ SO(n). (2.8)

Doékaz.  Staci overit, ze determinant matice zobrazenia je —1 a R, zachovava
skaldrny siucin. Zachovanie skalarného sté¢inu plynie z Definicie 19. Dalej priamo
spocitame determinant matice zobrazenia R,,.

xg —2(x,w)wy xo — 2(x,w)wy



Po dalsej uprave dostaneme

1-— Qw(% —2wiwg ... —2W,_1Wo o
—2wowq 1-— 2w% e 2Wh_qwy
—2w0wn,1 —2w1wn,1 oo 1= Qwi_l Tp—1

Dalej stadi vyuzit zakladne vlastnosti determinantu a dostavame zaporny jednot-
kovy determinant matice zobrazenia.
O
Mame popisane vSeobecné reflexie v n-rozmernom Euklidovskom priestore spolu
s Caratheodoryho vetou, teda kompletny nastroj na popis rotacii v Iubovolnej
dimenzii. Pozrime sa teraz na popis rotacii v priestore s dimenziou 3 a 4.
Na zaciatok si popiseme reflexie v dimenzii 4.

Tvrdenie 10. Nech w € R* = H a |w| = 1, kde H je algebra kvaterniénov.
Potom reflexia R,, md tvar

R,(z) = —wzw, v € H

Dokaz. 7 vlastnosti skalarneho suc¢inu na vektorovom priestore H plynie, Ze
(zw) = Re(wz) = 5(wx + 2w). Dalej dosadme tuto identinu do Definicie 16.
Teda dostavame, ze

Ry(z) =2 —2(zw)w = & — (WT + 2W)w = ¢ — WTW — TVW = —WITW.

O

Podla Caratheodoryho vety nam na popis ortogonalnych zobrazeni s jednot-

kovym determinantom stac¢i popisat parnu kompoziciu reflexii. To je obsahom
dalsej vety.

Tvrdenie 11. Nech wy,we € S* a R = Ry, o Ry, € SO(4). Potom Rz = axb,
kde a,b € S® a x € H.

Dékaz. 7 predoslej vety uz vieme ako vypada reflexia v R*. Majme teda reflexiu

podla wy ako Ry, (x) = —wsTws. Na tento prvok opat pouzime reflexivné zobraze-

nie ale tentokrat podla wy. Dostavame Ry, (R, (7)) = wjweTwow; = wWexWaw, .

PoloZme a = w,Ws, b = Wyw, a vdaka vlastnosti st¢inu na H méame, Ze a,b € S3.

m

Konecne sa dostéavame k popisu rotaénej grupy SO(4) pomocou jednotkovvych
kvaternionov, a sice plati nasledujice tvrdenie.

Tvrdenie 12. Plati, Ze SO(4) = {pap|a,b € S*}, kde p,p(z) := azb,r € H.
Dalej pap = peq prave vtedy, ked (a,b) = +(c,d).

Dékaz. (T. Brocker, [1985, str. 292)

0
Nakoniec si uvedieme popis rotacii v 3-dimenzionalnom priestore vo forme po-
znamky, ktory vyuzijeme u samotnych vypoctov.

11



Pozndmka. Majme reflexiu R v ZmH = R3. Potom existuje jedind reflexia R v
H = R* tak, ze

R=R| a (2.9)

ImH

R(1) = 1. (2.10)

Poznamka. Prave uvedena poznamka vysvetluje nas pristup k popisu rotacii v
R3. Naozaj, zo znalosti rotacii v dimenzii 4 popiSseme rotacie v R3.

Tvrdenie 13. Zobrazenie ¥ : S® — SO(3) definované ako ¥(a) := p, je surjek-
tivny, ale nie injektivny homomorfizmus grup. Plati totiz, Ze p, = py prdave vtedy,
ked a = £b. Na S3 wvazujeme kvaterniondve ndsobenie.

Dékaz. [T. Brocker| (1985)
[

Pozndmka. Tvrdenie 13 v podstate hovori, Ze S% = SU(2) je realizdcia takzvane;
spin grupy Spin(3).

Pozndmka. Spin grupa Spin(3) je definovana ako dvojnasobne pokrytie grupy
SO(3), pre ktoru existuje kratka exaktnd postupnost

1 — Zy — Spin(3) — SO(3) — 1.

12



3. Vypocet kanonickych baz

Pri konstrukcii kanonickych baz sférickych harmonik a sférickych monogenik
budeme postupovat ako v Lavickal (2010). AvSak narozdiel od |Lavicka (2010) k
popisu rotacii v R? pouzijeme miesto Cliffordovskych algebier kvaterniony.

3.1 Sférické harmoniky

Definicia 17. Vektorovy priestor vsetkych (k-homogénnych) polynémov o troch
redlnych premennyjch nad C znacime ako P(R3,C) (Pr(R3,C)).

Definicia 18. Polynomy vektorového priestoru
Hi,(R*,C) := {f € Pe(R*C)|Af =0}

2 2 2, . .~ ;. - .
kde N\ = % + % + % je Laplaceov operdtor, nazyvame sférické harmoniky
1 2 3
stupmna k.

V tejto sekcii pomocou reprezentacnej tedrie skonstruujeme ortognalnu bazu
tohto priestoru sférickych harmonik. Vypocet bazy bude prebiehat néasledovne.
Najskor vypocitame reprezentaciu indukovanej Lieovej algebry so(3) a néslednou
komplexifikdciou dostaneme prislusni reprezentaciu algebry s[(2,C). Dalej vyuzi-
jeme nasledujticu vlastnost, ktori neskor sformulujeme ako tvrdenie a sice, ze
priestor H;(R3,C) tvori ireducibilni kone¢ne dimenziondlnii reprezentaciu Lie-
ovej algebry s[(2,C). Vdaka dokladne zndmym vlastnostiam tejto reprezentécie
dokonc¢ime vypocet ortogonalnej bazy.

3.2 Vypocet indukovej akcie

V predoslej kapitole sme uviedli, Ze na rotacni grupu SO(3) moézeme nazerat
pomocou jednotkovych kvaterniénov S®. Indukovant akciu vypocitame navyse
dvoma sposobmi. Prvy spdsob bude pomocou klasickej rotacnej grupy

SO(3)={AcR¥>| AT = A~}

Druhy sposob bude pomocou jednotkovych kvaternionov. Pripomenme, ze tieto
dva postupy st ekvivalentné vdaka dvojnasobnému nakrytiu rotacnej grupy SO(3)
z predoslej kapitoly.

Akciu rota¢nej grupy SO(3) na vektorovom priestore P(R?,C) definujeme ako

[o(A)f)(x) = f(A™ ),

kde z € R® , A € SO(3), f € P(R3,C).
Pocitajme indukovani akciu dp, Lieovej algebry so(3) pomocou Tvrdenia 2,

teda derivujme
d

[dp(A)f](@) = - fle ) =

13



A

Definujme krivku z(t) := e "z pricom z(0) = = a podla Tvrdenia 1 derivujme.

Potom dostéavame

dr a1 aig Qs 1 xll (t)
a =—Ar=—|an axn ax3 T2 | = xlz(t)
as1 a3z G33 T3 xé(t)

Pretoze plati

_ Ofdn | Of dvo | Of dzs

dostédvame

0 0
[dp(A) f](7) = — *f (@111 + 1222 + a123) — 7f (@211 + agy + agsxy)
(9.%1 61'2

of
— 87((131171 + a3z + a33x1). (31)
T3
Pozrime sa teraz ako vypada reprezentacia bazovych elementov Lieovej al-
gebry s0(3) posobiacich na vektorovy priestor polynémov H;(R3,C). Spometime
si, ze bazove elementy s0(3) st

00 O 0 01 0 -1 0
J=100 1], Jo=10 0O0)], Js=]1 0 0
01 0 -1 00 0 0 0

Po dosadeni Jy, Jo a J3 dostavame bazove operatory indukovanej akcie Lieovej
algebry s0(3) v tvare

-, 0 . 0 — a0 . O —p 0 .0
hig = w2 oz1  Tlygys hag = L3925 — L2925 h31 = 21 ozs Y39z,
Teraz pocitajme indukovanu akciu pomocou jednotkovych kvaterniéonov. Pri-
pometime ze S* = SU(2) . Uvazme akciu grupy jednotkovych kvaterniénov na
vektorovom priestore P(R3,C) definovani ako

[7(s)f](x) := f(s™'zs) kde f € P(R3,C), s € S?, x € R* = Im(H).

Opét podla Tvrdenia 2 spoc¢itame indukovant dr akciu ako

dr()f)(a) = & (e aet)
t=0
Zadefinujme si na priestore polynémov krivku z(t) := e **ze'*. Opat plati, Ze

z(0) = x a derivaciou dostavame

a4 _ Ofdv | Of dvy | OF du
dt t=0 N 811 dt 61’2 dt 8x3 dt '

Indukovnti akciu budeme pocitat pre bazove prvky i,j,k z S* v ndsledujicom
zmysle. Plati, Ze prvky efl, et e* patria do S® pre kazdé t € R. Specidlne aj
prvky e%i, e%j, ek patria do S3 pre kazdé t € R. Podla Definicie 8 teda prvky
i/2,j/2,k/2 patria do indukovanej Lieovej algebry. Poéitajme akciu pre tieto ba-
zove elementy.

Vypocet ukazeme pre s = i/2, analogicky by sme pocitali pre j/2,k/2. Do-
sadme i/2 do argumentu polynému a pomocou Eulerovho vzorca vyraz roznaso-
bime ako

(e—tsxets)
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et xet® = e7W2(11i + 20§ + 23k)e? = (cos(t) — isin(t))(z1i + 22§ +
x3k)(cos(t) +isin(t)) = x1i + (xacos(t) + xzsin(t))j + (v3cos(t) — xosin(t)k.

Zapisane vektorovo

sl
xac0s(t) + xssin(t)
xzcos(t) — wosin(t)

Po zderivovani v bode t = 0 dostavame

0
€3
Celkovo mame
d f(o—th o th -, Of . Of
dtf(e 2re'2) T L350 — Taga-

Obdobne pre s = j/2 a s = k/2 po rade dostaneme:

d f£(e=ti/2et5/2 — .9 Of  d f(po—tk/2,tk/2 — p,9f . Of
EF(e 0| = o Bl (e e )| == 2L

Vidime, ze vysledok je rovnaky presne tak ako sme ocakavali, teda operatory
mame v tvare

hz‘j:a7j7_$i Z,j:1,2,3

O

3.3 Komplexifikacia a vypocet bazy
D4 sa lahko overit, ze platia nasledujice rovnosti
[h127h23] - h317 [h237h31] - h127 [h317h12] - h23'

Pozrime sa na platnost prvej rovnosti.
Vyuzijeme, Ze [xi%, xk%] =0prei#ma j#k, teda plati, ze
j m

0 0
[h12,ho3] = h1ohos — hoshiy = 1525 — P35z — hsi,

kde [L,K] = LK — KL je komutator na algebre s0(3). Dalej komplexifikujme
operatory s0(3) v nasledujicom zmysle, a sice ako

(1) H=—ihiy, X' =hg +1hy, X = —hg + ihss,
ktoré naozaj splnuju standardné reldcie sl(2,C) algebry
X+, X"|=2H, [H X ]=-X", [HX=X"
V tomto bode si zavedieme definiciu, ktord bude nutna pre nas dalsi vyklad.

Definicia 19. Operdtory parcialnych komplexnijch derivdcii definované ako

15



9 ._ 119 _ ;0 9 .1
9: = 3loer ~ 1Bl 57 [821 + a;pg]
nazyvame Wirtingerové operdtory.

Oznacme z = x1 +1ix9, Z = x1 —1xy. Jednoduchou tpravou a pouzitim prave
zavedenej definicie po rade dostaneme

0 0 0 0 0 0
H=22——2—, Xt=-223— +72—, X =2r3— —z—.
Yoz oy 792 " "oy ‘0z oy
Préve sme preniesli informéacie indukovanej Lieovej algebry s0(3) do dokladne
znamej algebry s[(2,C). V néasledujicom odstavci toho vyuzijeme a pozrieme sa,
ako nam znalosti o reprezentacii sl(2,C) pomoézu vypocitat ortogondlnu béazu.
Formulujeme preto dolezité tvrdenie.

Tvrdenie 14. H;(R?,C) je s(2,C)-ireducibilnd reprezentdcia s najvyssou vdhou
k

Doékaz. Aby sme dokazali, ze Hy(R3,C) je s1(2,C)-reprezenticia staci ukdzat inva-
riantnost Laplacovho operatoru pod pdsobenim akeii 5((2,C). Teda [A, hy;|(f) =0
pre kazdé f € Hp(R3,C). Dokdzeme si len komutator pre [A, hip](f) = 0. Po-
stupne vyjadrime komutatory.

[ah]_a(xa_xa)_(xa_xa)a_
81'17 2l 81'1 281‘1 181‘2 28ZE1 181‘2 8ZE1 N
2 2 2 2

— 0 0 0 0 0 0 (3.2)

+.T1
1

02 Ozy xl@xlaxg T2 0x201, - C Oxy

Obdobne dostaneme [%,hlg] =
mutatoru plynie, Ze

8%1 a [ For? , h1a] = 0. Z prave vypocitaného ko-

92 — 0 0 _ 90y _ 0 _ 90yNOo _ 0 . _ &9 8
Taﬁhm O (h12 oz 8902) - (h12 o1 8x2)8x1 oz T2 = h12 83[:% 28m18x2'

Teda [2; Q,hlg] = 2836 5.; & obdobne [, Q,hlg] = 28:5‘19;32 [amg,hlg] = (. Potom z

bilinearlty komutatoru dostavame dokaz Ireducibilita plynie z (T. Brocker] (1985,

str. 89). Nakoniec, vektor najvyssej vahy je prave f¥ z Tvrdenia 16.
O

Tvrdenie 15. Majme V,, ireducibilni reprezentdciu sl(2,C) s najvysSou vahou
m. Potom:
(i) Ezistuje nenulovy vektor najvyssej vahy fo € Vi, pre ktory plati

Hfy=mfoaXtfy=0.
11) Bazu potom tvori mnoZina vektorov f;, pre ktoré plati
J
fi =(X") fokdej=0,...2m

(iii) Bdza {fo,...,fam} je ortogondlna vzhladom k lubovolnému invariantnému
skalarnemu sicinu (-, ) na priestore V,,. Pripomenme, Ze skaldrny sucin (-, -) na
Vin je invariantny ak pre kazdé L € sl(2,C) a kaZdé f,g € V,, plati

<Lf?g> = _<f7 Lg>
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Dokaz. Lavickal (2010)
[l

Pricom v nasom konkrétnom pripade formulujeme nasledujiice tvrdenie.

Tvrdenie 16. Ireducibilndg sl(2,C)-reprezentdcia Hy(R3,C) ma bdzu zloZeni z
polynomov tvaru

fégzizk a fjk: (X—)jfé‘?, kde 0< j< 2k

T2
Dokaz. . Dokazeme, 7e f¥ je skutoéne vektor najvyssej vahy. Oznacéme f§ = 2,}k,§’“ :
Dosadme a overme vlastnost (i) z Tvrdenia 15.
Hfo - 2xlgklkl 8322 - nglkl o1 = kfo (2:[‘1/,2 - Z/Z) - kfo
Xtfk = —2mx, 8f0 —1—*6]00 == _25’3321611@!(2’; =0.
O

Teraz vyjadrime operatory vo sférickych siradniciach.
Oznacme

x1 = rsin(f)cos(p) x9 =rsin(f)sin(¢) w3 = rcos(d)

pre 0<7r, 0<op<2m 0<0O<m.
Dalej plati

. cos(0)cos sin
8im1 = SZn(Q)COS(Qb)[gn + ( )r (¢)% - rsm%))%

. . cos(0)sin cos
22 = sin(0)sin() & + (@) 5 4 coslo) o

sin (0
8%3 = cos(0) 2 — ©)

Dosadenim do vztahov (1) dostaneme

_ o)
H——2Z%

Xt =e?(—iZ + cot(Q)%)

X~ =i + cot(0) 2 5)

Nakoniec si vyjadrime polynémy pomocou Legendreovych polynémov respek-
tive funkeii,

Tvrdenie 17. Majme {f¥ ... f3*} bazu Hy(R3,C) definovani v Tordeni 16, po-
tom pre kazdé j =0,...,2k mdme

ff(r,@,gp) = ik*jrkei(k*j)‘pPg_kcos(Q),
kde
l+k
Pls) = g1 — )28 (2 - 1)F, seR
a P je k —ty Legendreov polynom a P! je jeho Legendreova funkcia.

Dékaz. (T. Brocker, (1985, str. 120-121)
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3.4 Sférické monogeniky

V tejto sekcii sa pozrieme na vypocet ortogonalnej bazy k-homogennych spi-
norovych polynomov o troch redlnych premennych. Spinorovy priestor sa dé
chapat alebo teda realizovat roznymi sposobmi. Jeden je pomocou reprezenta-
cie Cliffordovej algebry, ktory avSak nebudeme pouzivat. Podla Tvrdenia 13 je
Spin(3) = SU(2), mozeme teda pod pojmom spinorovy priestor rozumiet defi-
nujiicu reprezentaciu grupy SU(2). Spinorovy priestor S je vektorovy priestor C?
spolu s akciou maticovej Lieovej grupy SU(2) definovanou ako 7(s)(v) := sv kde
s € S awv e C2% Prvky tohto priestoru nazyvame spinory.

Definicia 20. Vektorovy priestor vsetkiyjch (k-homogénnych) spinorovijch poly-
némov o troch redlnych premenngjch znacime ako P(R?,S)(Pr(R?,S5)), kde S je
spinorovy priestor.

Definicia 21. Polyndomy vektorového priestoru
Mk(Rga S) = {f € Pk’(Rgv S) | af = 0}

kde 0 = z —I—Jar +k88 je Diracov operator a S je spinorovy priestor, nazyvame
sférické monogemky stupma k.

Majme teda priestor My(R3,S). Vypocitame ortogonalnu bazu tohto vekto-
rového priestoru pomocou reprezentacného aparatu jednotkovych kvaterniénov.
Uvidime, Ze vyuzijeme znalosti z prvého skalarného pripadu k vypoctu induko-
vanej algebry a bazy.

Podobne ako sme pocitali v prvom priklade, uvazme akciu 7 jednotkovych
kvaternionov S = SU(2) na priestore P(R?, S) ako

[7(s)fl(z) := sf(s7lxs) kde f € P(R3,S), s € 3, z € R® = Im(H).

Podla Tvrdenia 2 pocitajme indukovanu akciu d7 ako

[dr(s)f](x) = ge" f(e " we™)

=0
Teda

[dr(s) f](z) = ge* f(e~we™)

= (")
t=0

fla) + g fle Pwe)

t=0 t=0

Spomenme si, ze druhy ¢len vyrazu sme uz pocitali v prvom priklade. Teda staci
dopocitat deriviciu e'* . Opat pocitame pre i/2, j/2, k/2. Pre i/2 dostaneme

Obdobne pre j/2,k/2 mame po rade

ir_ of k af
2t x3aw1+x2a f+$28z1 L1825

3’

Méame spocitane indukované akcie Lieovej algebry su(2), pomocou jednot-
kovych kvaterniénov na priestore My, (R3,S), ktoré budeme zapisovat pomocou
operatorov vyriesenych v prvom priklade. Teda ako

Log := % + haz, L3 = % + hs1, L1z := % + hia.
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Obdobne je znova vidiet, Ze platia nasledujtice rovnosti
[L12, Los) = L3,  [Lay, Lia] = Loz,  [Las, La1] = Lia.
Overime prvu z nich, piSeme teda
[L12, Los| = LiaLog — Los, L1y = % + hizhoz + % — haghiy = % + [h12,hes] = % + a1
Komplexifikujme dalej prave vypocitané operatory v zmysle, ze operatory
(2) H=—iLyy, X*" =Lg +ily, X = = —Lg +ilog,
splnaju standardné relécie Lieovej algebry sl(2,C). Teda, ze plati

[XtH, X7]=2H, HX |=-X"", HX"| =X
Dokaz. Overime prva rovnost.

[X++, X__] =XtTTXT XXt = iLgngg — ingLgl + iL31L23 — iL23L31
= 2i(L31Log — Log,L31) = 2i[L31, Las] = —2iL1o = 2H. (3.3)

]
Dalej oznac¢me z = z1 + ixy a Z = 11 — ixy. Plati, ze

Xt =Xt +wh kdew =1(j+ii), X~ =X +w, kdew = 3(—j+1i).

Poznamka. Pripominame, Ze ¢ je imaginarna jednotka komplexnych ¢isel a i, j, k
st imaginarne jednotky kvaternionov, ktoré realizujeme ako matice

) (D) )

Dokaz. Overme prvi rovnost.

Xt = Ly +iLys = 4 + hay + (3 4 hos) = 3( — i) + X .

()= () al) =0 )= ()

K vypoctu baze budeme potrebovat nasledujice Tvrdenie, ktoré v zapeti vy-
uzijeme k dokdzaniu velmi doleZitej vlastnosti priestoru My (R3,.S).

Poznamka. Pripomenme posobenie i, j, k na vektor <Z+> € C2. Plati, Ze

Tvrdenie 18. Platia nasledujice rovnosti. A sice, Ze

(W )?*=0 a [X,w]=0.
Dokaz. Prva rovnost sa dokaze priamo z definicie a z predoslej poznamky.
(w™)? = 3(—j+i) (5(—j+ii)) = —3j(—j+ii)+ii(—j+ii) = —;+1ik—Fik+5 = 0.
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Druhéa rovnost plynie z bilinearity a definicie komutatoru. Dostdvame, zZe

_ 0 0 1
0, 07] = [as o (5 4] =
o 1, o1, o 1, o 1.
—[2953%7—5.1]"‘[%3%75“]"‘[—2@7—5] [— 9ra 2 ]=0. (34)
L]

Tvrdenie 19. M (R?, S) je sl(2,C)-ireducibilnd reprezentdcia s najvyssou vdhou
k+1/2.

Dokaz. Ireducibilita vid Lavicka (2010). Na dokazanie reprezentacie opét staci
ukdzat invariantnost Diracovho operatoru. Teda, ze [0, L;;](f) = 0 pre f €
M (R3,S). Obmedzime sa len na [0, Li5]. Zvy$né komutdtory by sa dokazali
obdobne.

Ukazme si, ze [0, L12] = 0. Obdobne ako sme dokazovali invariantnost Lapla-
covho operatoru dostaneme vztahy

L12] -2

Oxo’ [81’2 L12]

3 [8:1:3 L12] 0.

[6961
Dalej tiez
[i>L12] = —J, [j>L12] =ia [k, le] =0.

Potom [i-2
a [k-2

3o Li2] = jax 83: . Podobne dostaneme a; L]am ,Lio] = 22 +j8%1

B3 , L12] = 0. Z bilinearity komutétoru plynie dokaz.
Prvok najvysej vahy je vektor Fj = xz"v" kde teda v = (é) Naozaj,
overme, 7e XtTFF =0a HEY = (k+ 1/2)F}.
HF} = —iXFf + HF} = LFF + kFY = (1/2+ k) Fy.
XTTFy = XTEy +wh Ey = 0.

Vyuzili sme posobenie i, j,k z poslednej poznamky a faktu, ze fF je primitivny
element zo skalarneho prikladu (Tvrdenie 15 a Tvrdenie 16).
[l

Konecne sa dostavame ku konstrukcii ortogonalnej bazy.

Tvrdenie 20. Ireducibilng s1(2,C)-modul My(R? S) ma bizu skladajicu sa z
polynomov ndsledujiceho tvaru

F¥ =7t o FF=(X"7)F}, kde 0<j<2k+1.

K12k

Navyse pre kazZdé 7 =0,...,2k+1 je polynom Ff vahovy vektor s vahou k+ % -7
teda HF} = (k+ 5 — j)F}.
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Dokaz. Vyssie sme dokézali, ze FY¥ je primitivny element My (R?, S). Potom do-
kaz plynie z Tvrdenia 15.

O
Dalej si vyjadrime nasu bazu pomocou sférickych stiradnic. K tomu budeme po-
trebovat nasledujicu vlastnost.

Tvrdenie 21. Plati, Ze
(X)) = (X ) +4(X")tw prejeN.

Konkrétne, pre j =0,...,2k 4+ 1 dalej plati, Ze

. _ 1
= flot +ifF wvt, kde vt = <0>

Dokaz. Tvrdenie dokazeme indukciou podla j. Oc¢ividne, tvrdenie plati pre j = 1.
Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre j — 1. Potom pre (X ~)/~! pouZijeme
indukény predpoklad a vlastnosti z Tvrdenia 18. Teda

(XT)Y =(X")X ) ' =X+ (X)) + [ - DXy )
=XV +0-DX )Y o 0T (X)) T (- DT (X)) R
= (XY +iX ) e (XY T T e (X T (- DX (w)?
= (XY +4(X )Y wm. (3.5)

Dalsia cast tvrdenia sa jednoducho dokéze uzitim prave dokazaného vzorca a

Tvrdenia 20 a Tvrdenia 16. Pripometime, Ze f§ = k'12k z".

[]

Teraz uz mame postacujuci aparat na dokézanie findlneho tvrdenia.

Tvrdenie 22. Majme {Fy, ... Fy } bizu My(R3,S) definovani v Turdend 20,
potom vyuZitim sférickijch suradnic mdme pre kazdé j =0,...,2k +1

Ff(r.p) = it Irket=02 (Bl (cos(9)), — ije's Pl ™" (cos(6))).

Kde PI™t =0= P!,

Dokaz. Plati, ze w vt = — <$> , kde vt = <(1)> . Oznaéme v~ := <(1)> . Potom

podla predoslého Tvrdenia dostavame
Ff = fiot —jff v,

A kedze vt, v~ tvoria komplexnii bazu priestoru C? dostdvame Ff = (f* = f]’“ 1)

Vyuzitim Tvrdenia 17 dostavame dokaz.
O
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Zaver

Pomocou reprezentacného aparatu za pouzitia kvaternionov sme skonstruovali
ortogonalnu bazu priestorov polynomialnych rieseni Laplacovej a Diracovej dife-
rencialnej rovnice. Nakoniec sme tito bazu vyjadrili vo sférickych sturadniciach.
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