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Anotace

Hlavnim cilem této prace je seznamit se s matematicky exaktni analyzou Ramsey-
Cass-Koopmansova modelu (RCK model). Nejprve se tato prace zabyva zakladnimi
vysledky Solowova modelu. RCK model totiz rozviji puvodni Solowtuv model, a tedy
jsou vysledky Solowova nutnym ptedpokladem pro dalsi analyzu RCK modelu. Poté
budeme aplikovat metody variaéniho poctu na optimalizac¢ni tlohu, kterou se zabyva
RCK model. V neposledni fadé budeme studovat dynamické chovani ekonomiky RCK
modelu s pomoci kvalitativni analyzy soustav diferencidlnich rovnic. Metody této préce
jsou jakymsi kompromisem mezi metodami béznych uc¢ebnic makroekonomie a meto-
dami puvodnich ¢lanku zabyvajicich se RCK modelem. Na druhou stranu je kladen
duraz na to, aby matematicka korektnost puvodnich ¢lanku zustala zachovana i v této
praci.

Annotation

The main goal of this thesis is to acquaint with a mathematically correct analysis of
the Ramsey-Cass-Koopmans model (RCK model). Firstly, this thesis investigates some
basic results of the Solow model. The RCK model develops the original Solow model,
therefore the results of the Solow model are necessary for the next analysis of the RCK
model. Secondly, we will apply the calculus of variations to the optimization problem
defined by the RCK model. Last but not least, we will study the dynamics of the
economy of the RCK model with the help of qualitative analysis of systems of differential
equations. Methods of this thesis are such a compromise between methods in current
textbooks of macroeconomics and methods in original papers dealing with the RCK
model. On the other hand, in this thesis there is an effort for sustaining of mathematical
correctness of original papers.
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Uvod

Cil prace a volba metodologie

Cilem této prace je sezndmit se s matematicky exaktni analyzou Ramsey-Cass-Koop-
mansova modelu (dale jen RCK model). Tato préce se snazi, je-li to mozné, sledovat
vyklad RCK modelu i zna¢eni v rozsifené ucebnici pokrocilé makroekonomie (Romer,
2006). Na druhou stranu jsou vsak pii vykladu RCK modelu pouzity i pokrocilejsi
metody matematické analyzy, které bézné ucebnice pokrocilé makroekonomie neob-
sahuji. Autor ma na mysli zejména variacni pocet a v mensi mife také kvalitativni
analyzu soustav diferencidlnich rovnic. Duraz je také kladen na ovéreni predpokladu,
kterymi jsou tyto metody podminény.

Tato préace vsak také bere v potaz puvodni ¢lanky, na jejichz zakladé RCK model
vznikl. Konkrétné se jednd o tyto prace (Ramsey, In: Stiglitz, Uzawa 1969; puvodni
¢lanek vsak pochézi z roku 1928), (Cass, 1965) a (Koopmans, 1965). Nicméné metody
v nich pouzité (zejména teorie optimélniho Fizeni) svoji ndro¢nosti prevysuji moznosti
této prace. Autorovym cilem je tedy vytvorit urcity kompromis mezi analyticky naroc-
nymi metodami, které byly pouzity v puvodnich ¢lancich, a matematicky ne zcela ko-
rektnimi metodami, které pouzivaji bézné u¢ebnice makroekonomie. Pticemz je kladen
duraz na to, aby matematicka korektnost origindlnich clanku zustala zachovana i v této
praci.

Autor bude pti vykladu RCK modelu sledovat nasledujici strukturu. V prvni kapi-
tole budou odvozeny zakladni vysledky Solowova modelu, které jsou nezbytné pro dalsi
analyzu RCK modelu. RCK model totiz rozviji puvodni Solowuv model, a proto je
vhodné se o Solowové modelu alespon stru¢né zminit. Druhd kapitola jiz bude obsaho-
vat vlastni analyzu RCK modelu. Nejprve pomoci metod variacniho poc¢tu nalezneme
optimalni trajektorie veli¢in, které RCK model zkoum4, a posléze pomoci kvalitativni
analyzy soustav diferencidlnich rovnic zjistime jejich chovani v case. V zavéru pak

shrneme hlavni vysledky RCK modelu.



Hospodarsky riust

Snaha vysvétlit obrovské rozdily bohatstvi v ¢ase a v prostoru pomoci modelu hos-
podarského rustu provazi ekonomickou teorii celou jeji moderni historii. A¢ dulezitost
kratkodobého vykonu ekonomiky vystihl napt. J. M. Keynes, je ziejmé, Zze modely zkou-
majici cyklické vykyvy ekonomiky okolo potencidlniho produktu nemohou vysvétlit
rozdily bohatstvi v prostoru a v ¢ase, kterych jsme byli za posledni dvé stoleti svédky.
Modely hospodarského rustu jsou pritazlivéjsi tim spiSe, ze i maly rozdil v trendovém
rustu muze v dlouhém obdobi vyvolat znacné rozdily v kone¢ném bohatstvi. Tento fakt
proto vysvétluje zdjem, ktery ekonomicka teorie vénovala studiu pfticin, které rozdily
v trendovém rustu jednotlivych zemi vyvolavaji. Takovy zajem je vlastni i této praci.
7 predstavitelu klasické politické ekonomie se modeltim hospodaiského rustu véno-
vali napt. D. Ricardo, T. R. Malthus a A. Smith. Pozdéji doslo také k rozvoji modelu
hospodarského rustu na neoklasické bazi. Nejznaméjsi z nich je Solowuv model rustu,
ktery je okrajové zkouman i v této praci. Avsak pro nés nejzajimavéjsim neoklasickym
modelem rustu je v tuto chvili pochopitelné RCK model. Mezi dalsi ekonomy, kteri roz-
vinuli neoklasickou teorii rustu se radi Ch. W. Cobb, P. H. Douglas, R. Lucas a dalsi.
Stranou pri vyvoji modelu hospodarského rustu nezustali ani keynesiansti ekonomové.
Z neokeynesianské vétve jmenujme napt. R. F. Harroda, E. D. Domara, P. A. Samuel-
sona ¢i J. Tobina a z postkeynesianskych ekonomu J. V. Robinsonovou a N. Kaldora,
ktefi (mimo jiné) stavéli na pracich M. Kaleckého. Svébytnou teorii hospodarského

rustu spojenou s vizi dalsitho vyvoje kapitalismu vytvoril J. Schumpeter.



Kapitola 1

Solowuv model hospodarského

rustu

Pted zahajenim vlastniho vykladu o Solowové modelu ristu je vhodné ucinit jednu
metodickou poznamku. Autorovym zameérem neni na nasledujicich fadcich poskytnout
¢tenari vycerpavajici vyklad Solovowa modelu, protoze to neni predmétem této prace.
V této kapitole se ctenéafi dostane odvozeni zakladnich vysledku Solowova modelu, které

jsou nezbytné pro dalsf vyklad RCK modelu.!

1.1 Predpoklady modelu

1.1.1 Produkeéni funkce

Jelikoz Solowuv model rustu zkouma vyvoj potencialniho HDP, musi byt produkt dané
ekonomiky vzdy na hranici jejich produkénich moznosti. To znamend, ze Y = F(K, AL),
kde F' je produkéni funkce dané ekonomiky. Jako prvni vyrobni faktor, tj. jako prvni
proménnda produkéni funkce F', vystupuje kapitdl. Ten je v Solowové modelu funkeci
casu (t — K (t)). Konkrétni funkéni hodnota funkce K v ¢ase t uréuje mnozstvi kapitélu
v ekonomice v daném case. Druhym vyrobnim faktorem je tzv. efektivni prdce, tj. soucin

populace dané ekonomiky L a efektivity prace A. To znamena, ze pro velikost koneéného

'Moznym zdrojem informaci o Solowové modelu je napt. (Roomer, 2006).



produktu neni podstatné, zda-li se napt. dvakrat zvysi populace nebo dvakrat zvysi
efektivita prace, celkovy produkt se totiz v obou piipadech zvysi stejné. Populace dané
ekonomiky a efektivita prace jsou opét funkei ¢asu (¢t — A(t), t — L(t)). Mnozstvi
efektivni prace v ¢ase t je tedy souc¢inem A(t) a L(t). Predpoklad Y = F(K, AL) tedy
znamena, ze veskery kapital a veskeré mnozstvi efektivni prace v ekonomice je vyuzito
k tvorbé vystupu. Neexistuje tedy nevyuzity kapitdl ani nezaméstnanost, coz odpovida
predpokladu zkoumani vyvoje potencialniho HDP, kdy neuvazujeme jednotlivé cyklické
vykyvy dané ekonomiky. Také Y je funkei ¢asu. Hodnota funkce ¢t — Y'(t) v ¢ase t zavisi

na casu prostrednictvim hodnot K a AL. Prislusny funkéni vztah vypadéa nasledovné

Produkéni funkce F' v Solowové modelu je neoklasickd agregatni produkeni funkce.
Tj. produkéni funkce dvou proménnych, kde jako prvni proménna vystupuje celkové
mnozstvi kapitalu v ekonomice a jako druha proménné celkové mnozstvi efektivni préce.
Moznost agregace kapitalu je zajisténa predpokladem homogenity kapitalovych statku.
ku bychom se museli potykat s fenoménem zvanym nemeéritelnost kapitalu, ktery je
znam z postkeynesidnské ekonomie (viz napi. Holman, 1999). Potom totiz k agregaci
kapitdlu je nezbytné pouzit ocenéni kapitalovych statki pomoci tirokové miry. Urokovou
miru vSak apriorné nezname, je tfeba ji vypocist za pomoci produkéni funkee, k cemuz
vSak potfebujeme znat mnozstvi kapitalu. Tim vznika jakysi ,,bludny kruh“, ktery by
nam v lepsim piipadé ztizil pouziti vyse zminéné produkéni funkce F. Abychom se
vyhnuli podobnym komplikacim, budeme vychazet ze zjednodusujiciho predpokladu
homogenity kapitalovych statki.

Necht symbol 8;F' znaé¢i parcidlni derivaci funkce F podle i-té proménné a symbol
87?jF parcialni derivaci druhého fadu funkce F', kde nejdiive derivujeme podle i-té a

poté podle j-té proménné. Na produkéni funkei F' potom klademe tyto pozadavky:

(Al) F(0,z2) = F(y,0) = 0, kde x > 0, y > 0. Tato vlastnost funkce F' znamena, ze

oba vyrobni faktory jsou nepostradatelné.



(A2) F €C*((0,400) x (0,400)).

(A3) O F > 0, a tedy funkce F je rostouci v prvni proménné. Tato matematicka vlast-
nost produkéni funkce odpovida ekonomickému predpokladu kladného mezniho

produktu kapitilu (M PK).

(A4) O,F > 0. Analogicky k prvnimu predpokladu je kladny také mezni produkt efek-
tivnd prace (M PAL).

(A5) 04 F < 0, a tedy funkce F je ryze konkdvni v prvni proménné, coz odpovidd

predpokladu klesajictho M PK.
(A6) 93,F < 0. Obdobné je klesajici také M PAL.

(A7) F(l-z,l-y) =1 F(x,y) pro vSechna [ > 0, x > 0, y > 0. Funkce F' je tedy
linedrné homogenni v obou proménnych (matematicky pohled). To znamena, ze

dand ekonomika vykazuje konstantni vynosy z rozsahu (ekonomicky pohled).

Predpoklad (A7), a¢ v redlném svété nebyva vzdy splnén?, ndm umoziiuje pievést
ktera je definovana vztahem k = % a vyjadiuje kapitdl na jednotku efektivni prdace. Ten
je opét funkei ¢asu (¢t — k(t)). Pro zkouméni funkce k je vhodné zavést modifikovanou
produkéni funkci k& — f(k). Za timto tucelem si nejprve upravme produkéni funkei F.

Plati-li AL # 0, pak muzeme prepsat funkci F' nésledovné

B AL (AL)?\ K\
F(K,AL)_F(K-E, 5 >_AL~F<E,1)_AL-F(/€,1).

Prvni rovnost je zjevna, druhd vyuziva linedrni homogenity funkce F' a tfeti pouziva
definici k. Vyjadreme si nyni vyraz F'(k, 1) v zdvislosti na F'(K, AL). Funkce f je potom

definovand nésledovné

F(k) = F (k,1) = ﬁF(K, AL). (1.1)

2Tento model pro jednoduchost nebere v tvahu pifrodni zdroje jakozto vyrobni faktor.
Za piedpokladu vzécnosti piirodnich zdroju by totiz [-ndsobné zvySeni mnozstvi kapitalu a efektivni

prace vedlo k méné nez [-nasobnému zvyseni vystupu.



Jestlize plati Y = F(K, AL), pak f(k) = ﬁ. Vyraz % muzeme oznacit y a interpre-
tovat jako vystup na jednotku efektivni prdce.

Vyjadieme ze znalosti vlastnosti funkce F' nékteré vlastnosti funkce f.

(B1) f(0) = 0. Tato vlastnost vychazi z predpokladu nepostradatelnosti kapitalu jakozto

vyrobniho faktoru. Podle vlastnosti (A1) totiz plati f(0) = 47 F(0, AL) = 0.

(B2) f'(k) > 0. Tato vlastnost odpovida predpokladu kladného M PK. O jeji plat-
nosti se muzeme presvédéit spoctenim f’(k) s pomoci ,fetizkového pravidla“

pro derivaci funkei vice proménnych

Fl(k) = 01 F (k1) - 1+ 0o F (k1) -0 = 0, F(k,1) > 0.

(B3) f"(k) < 0. Tato vlastnost je analogii k predpokladu klesajictho M PK. Pii jejim
dokazovani vyuzijeme odvozené rovnosti f'(k) = 01F(k,1) a opét pouzijeme

,Tretizkové pravidlo®

(k) =0} F(k,1) -1+ 05,F(k,1)-0= 07, F(k,1) < 0.

Nasledujici dva predpoklady pridava vétsina autortu k prvnim tfem. Cilem pfedpokladu
(B4) je vyjadrit, ze M PK je ,velmi vysoky“ pro malé hodnoty k, naopak podle predpo-
kladu (B5) je ,velmi maly“ pro vysoké hodnoty k. Tyto vlastnosti jsou dusledkem jed-
noho ze zakladnich ekonomickych zdkontu, zakonu klesajicich vynosu. Podle néj s ros-
toucim mnozstvim variabilntho faktoru (v tomto piipadé kapital), ktery je pridavén
k fixnimu faktoru (efektivni prace), dochazi postupné k poklesu vynostu.

Jelikoz exaktni matematickd analyza se jen tézko muze spokojit s vagnimi po-
jmy ,,velmi vysoky“ a ,,velmi maly“, je vhodné se této nejednoznacnosti vyhnout zfor-

mulovanim néasledujicich limitnich vlastnosti.
(B4) limg o, f'(k) = +o0.

(B5) limy_.. o0 f'(k) = 0.



1.1.2 Ostatni predpoklady

V c¢asti 1.1.1 bylo feceno, ze populace ekonomiky a efektivita prace je funkci casu,
nicméné presny funkéni vztah nebyl explicitné uveden. Funkéni vztahy pro populaci a

produktivitu prace jsou v tomto modelu nasledujici.
1. A(t) = A(0)e?; tj. efektivita préace roste konstantni exogenni mirou g,
2. L(t) = L(0)e™; tj. pracovni sila roste konstantni exogenn{ mirou n.

Jinak feceno n a g jsou exogenni proménné a Solowuv model je tedy nema ambici
nijak vysvétlovat.
Dalsim klicovym predpokladem Solowova modelu je konstantni mira tuspor s
(0 < s < 1). Tento predpoklad vyzaduje, aby v kazdém case byla uspotena a nésledné
investovana konstantni ¢dst vystupu. Necht funkce ¢ +— ¢(t), kde c(t) > 0, vyjadfuje
spotrebu na jednotku efektivni prdace, potom muzeme tento pozadavek shrnout v nasledu-
jici rovnici
f(E(E)) = clt) = sy(t) (1.2)
pro vSechna t > 0.
Solowuv model se tfadi mezi neoklasické modely. Vychazi proto z predpokladu
dokonalé konkurence. Celéd ekonomika se skladé z velkého mnozstvi firem, jejichz vzajem-
na konkurence stla¢i ceny vstupt az na hodnotu jejich mezniho produktu. Tuto skutec-

nost muzeme zapsat nasledovné
r(t) = MPK(t) = 0. F(K(t), A(t) L(t)),
w(t) = MPAL(t) = 0o F(K(t), A(t)L(1)),
kde funkce t +— r(t) vyjadiuje vyvoj redlné trokové miry v case a funkce ¢t — w(t)
vyvoj realné mzdy na jednotku efektivni prace v case.

Jelikoz jsme v (B2) odvodili, ze f'(k) = 01F(k,1), a zdroven vime, ze r(t) =
O F(K(t), A(t)L(t)), lze vyse uvedeny vztah pro r(t) prepsat nasledovné

r(t) = f/(k(t)). (1.3)



Analogicky vztah pro w(t) je

Ovéreni provedeme nasledujicim vypoctem, ktery se opira o definici funkce f a o vlast-

nost (A7).

w = 0,F(K, AL)
F(k,1+h) — F(k,1)

= jm h
= lim (1+ h)F(l—Fth’ 1) = F(k,1)
_ h:n (L+n)f () = f(k)
h—0 h
_ % ((1+h)f (HLh )hzo
- (f (HLh) +(1+h)f (1—Iih> (1J_rkh)2)h:0

= f(k) = k[ (k). (1.4)

Solowuv i RCK model predpoklddaji uzavienou dvousektorovou ekonomiku (ve
svych zakladnich verzich). To predevsim znamend, Ze spotfeba nemuze byt v zadném
case vyssi nez vystup c(t) < f(k(t)). Ekonomika si totiz nemuze pujcovat v zahranici.

Poslednim (a ponékud zjednodusujicim) predpokladem je neuvazovani amortizace

kapitalu. Toto zjednoduseni méa za cil usnadnit vyklad RCK a Solowova modelu.

1.2 Reseni modelu

Jak jiz bylo diive feceno, cilem Solowova modelu je zkoumat funkci k. Za timto tucelem

vyjadiime jeji prvni derivaci podle casu

0= (5t7)

_ K'(HA()L(E) — K(t

K'(t)  K(t)A(
AL A2(t)L(



Nebudeme-li uvazovat opotiebeni kapitalu, promitne se jakdkoliv zména investic do stejné

velké zmény kapitalu. Potom je tedy K'(t) rovna sY (t). Vzhledem k tomu, ze A _ g

A
a % = n, muzeme vyse uvedeny vztah pro k/(t) prepsat nasledovné
Y(t)
K(t) = ———2 — k(t)g — k(t
(0= ~ Hg — Kn
= sf(k(t)) = (n+ g)k(t). (1.5)

Vztah (1.5) je klicovou rovnici Solowova modelu a umozni nam pomérné jednoduchym
zpusobem ur¢it rovnovaznou uroven kapitalu na jednotku efektivni prace. Jelikoz s je
podle predpokladu konstanta, jedna se o autonomni diferencialni rovnici. Polozenim

O (k) = sf(k) — (n + g)k muzeme rovnici (1.5) pfepsat na
K'(t) = ®(k(t)). (1.6)

Nyni nalezneme stacionarni feseni rovnice (1.6). Toho dosdéhneme polozenim ®(k) =
0. Je-li totiz ®(kg) = 0, pak konstantni funkce ¢ — kg je fesenim rovnice (1.6) na inter-

valu t € (0,00)3. Vyse zminénym postupem tedy dostaneme
sf(k(t)) — (n+g)k(t) = 0.
Pouzitim rovnice (1.2) a vynechdnim promeénné ¢ (jedn4 se o staciondrni feseni) obdrzime
c= f(k)— (n+g)k. (1.7)

V tuto chvili ndm nejde o explicitni vyjadieni rovnovazné irovné k jako funkce ostatnich
faktoru (c,n,g), ale o vzdjemny vztah rovnovazné irovné c a k, tj. ¢ = c¢(k). Pouzitim
prvni a druhé derivace podle k tedy muzeme vySettit prubéh takové funkce. Spocitejme

proto (k) a ¢’ (k):

d(k) = f'(k) = (n+g),
&'(k) = f"(k) < 0.

3Nenulové stacionarni fesen{ existuje za podminek limy_o4 f/(k) > "2 a limp_ oo f/(k) < "F2

s )

které jsou vzhledem k vlastnostem (B4) a (B5) splnéné.



Polozenim ¢'(k) = 0 spocitdme globalni maximum funkce c. Tato funkce je totiz ryze
konkavni na celém svém defini¢nim oboru, protoze ¢’ (k) < 0. Potom tedy bod, ve kterém
je prvni derivace nulova, je jejim globalnim maximem. Vyse uvedenym pozadavkum
odpovida bod k**, pro ktery plati f'(k**) =n+ g.

Tento bod predstavuje iroven kapitalu odpovidajici tzv. zlatému pravidlu Solowova
modelu. Pti této trovni kapitalu je rovnovazna iroven spotieby maximalizovana. Pozdéji
pii vykladu RCK modelu zjistime, Ze existuje také bod k*, ktery nékdy nazyvame irovni
kapitdlu podle modifikovaného zlatého pravidla, coz odpovida na pripadnou otazku,
pro¢ znacime v souladu s (Romer, 2006) troven kapitalu podle zlatého pravidla k**.

Na intervalu (0, £**) je potom funkce ¢ rostouci a na (k**, +00) klesajici. Abychom

mohli znazornit prubéh funkce ¢ do diagramu, je vhodné dokéazat nasledujici lemma.
Lemma 1 Necht pro funkci h: (0,00) — R plati:

e 1 eC*0,+00),

e i/ >0 na (2™, +0), kde x** € (0,400),

o h(z*™) >0

e 1 <0 na (0,+00).
Potom existuje bod T > x**, pro ktery plati h(T) = 0.

Dikaz. Podle predpokladu pro vsechna z € (2**,+00) plati h'(z) < 0 a h"(z) < 0.
Zvolme z; € (z**,+00). Potom existuje piimka p, kterd je tecnou ke grafu funkce h
v bodé z; a jejiz smérnice je zdporna. A tedy musi existovat bod z, € (z™*,+00),
ktery je prusecikem primky p a osy z. Funkce h je ryze konkavni, a proto jeji graf
lezi s vyjimkou bodu (x4, h(z;)) pod pitimkou p. Vzhledem ke spojitosti funkce h musi
existovat bod T € (x**, x,), pro ktery plati h(Z) = 0. R

Aplikaci Lemmatu 1 na funkci ¢ dostaneme, ze existuje bod k > k**, pro ktery

plati ¢(k) = 0. Tento bod z ekonomického hlediska predstavuje maximalni dosazitelnou

“Hodnota f(k**) — (n + g)k** > 0 je kladnd opét vzhledem k vlastnostem (B4) a (B5).
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uroven kapitalu. To je takova troven kapitalu, kdy veskery vystup ekonomiky je usporen
a investovan do tvorby kapitalu, a tedy spotieba je nulova. Nulovost spotieby v urcitém
casovém intervalu pochopitelné znamena vymrfeni celé spole¢nosti. Proto iroven kapitalu
k nenf redlné dosazitelnd, ale z teoretického hlediska predstavuje uziteény néstroj k ome-
zeni kapitalu, vystupu a uzitku (v RCK modelu) shora.

Doposud jsme se zabyvali jen body na kiivce uréené rovnici (1.7). Zbyva proto
vysetfit body (c(t),k(t)) nad resp. pod touto kiivkou. Z rovnice (1.5) vyplyva, ze
pro body nad touto kiivkou je k’(t) < 0 a pro body pod touto kiivkou £'(t) > 0.
Protoze kazdé teseni autonomni diferencidlni rovnice je monoténni (viz napi. John,
Kalenda, Zeleny, 2003, kap. XIV. 4.), je funkce k rostouci, je-li pocateéni hodnota
kapitalu k(0) mensi nez hodnota stacionarntho feseni, a klesajici, je-li k(0) vetsi nez
hodnota stacionarniho feceni. Tuto skutecnost znazornime v nésledujicim grafu.

Cc

k>0

Obrazek 1.1: Dynamika ekonomiky Solovova modelu

Problémem konvergence obecného feseni k rovnice (1.6) s pocatecni podminkou
k(0) € (0, k) ke stacionarnimu fesen{ (tj. problémem konvergence ekonomiky do stalého
stavu) se zde nebudeme zabyvat, ackoliv se jednd z ekonomického i matematického

hlediska o zajimavy problém. V komplexnéjsi podobé jej budeme tesit pti analyze dy-
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namického chovani velicin RCK modelu.

Nyni zbyva si jen rozmyslet, jakych hodnot muze stacionarni feseni k nabyvat.
Teoreticky miize nabyvat libovolné hodnoty k € (0,k). Piipustime-li viak urcitou
racionalitu spolecnosti, pak pro kazdou troven kapitdlu k. € (k**,k) existuje trovei
k; € (0,k™), pro kterou plati c¢(k;) = c(k,). Spolecnost je tedy schopna dosdhnout
v obou pfipadech stejné urovné spotieby. Je ziejmé, Ze si za jinak stejnych okolnosti

cvv s

na k; docasné zvysit spotfebu nad rovnovaznou uroven c(k;) = c(k;).

12



Kapitola 2

Ramsey-Cass-Koopmansuv model

Podle predchozi ¢asti vénované Solowové modelu rustu mohla rovnovazna uroven kapita-
lu v zavislosti na s (a jinych veli¢inach) nabyvat libovolné hodnoty & € (0, k**). Mira
uspor s je vsak exogenni proménnd a Solowuv model ji nevysvétluje.

Je prirozené, ze na tento ,,nedostatek“ musela ekonomicka teorie néjakym zptso-
bem reagovat. Jednim z pokusu uréeni optimalni vyse tspor spolecnosti (a tedy i opti-
malni trovné kapitélu) je ,pionyrsky“ clanek F. P. Ramseyho (Ramsey, In: Stiglitz,
Uzawa 1969). Jeho snahou je, zjednodusené feceno, nalezeni optimélni vyse tspor
spolecnosti pomoci metod variacniho poctu, kdy se jednotlivé domacnosti snazi maxi-
malizovat soucasnou hodnotu uzitku ze své celozivotni spotieby pomoci optimalni
alokace budouciho produktu mezi spotiebu a tspory. Pojem celozivotni spotieba v sobé
casovém horizontu; tj. spotfebitel bere v potaz nejen svoji budouci spotiebu, ale i spotie-
bu svych potomkii.

Na tento ¢lanek po urcité dobé reaguji D. Cass (Cass, 1965) a T. C. Koopmans
(Koopmans, 1965), ktefi podrobnéji rozpracovali Ramseyho ideu a z jejichz ¢ldnku se
postupem ¢asu vyvinul model hospodaiského rustu, ktery podrobnéji rozviji puvodni

Solowuv model.
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2.1 Predpoklady modelu

2.1.1 Produkeéni funkce ekonomiky

Vystup ekonomiky je ddn produkéni funkei ve tvaru Y = F(K, AL), jejiz vlastnosti
jsou shodné s vlastnostmi produkéni funkce v Solowové modelu. Stejné jako v Solowové
modelu rustu je i zde vhodné pracovat s modifikovanou produkéni funkei k — f(k).
Model opét predpokldda existenci velkého mnozstvi identickych firem, které si
navzajem konkuruji, a tedy museji nakupovat vyrobni faktory za cenu rovnou jejich

meznimu produktu. Tento predpoklad tedy znamend, ze

MPK(t) =r(t) = f'(k(t))

MPAL(t) = w(t) = f(k(t)) — k() f'(k(t)).

Pro odvozeni téchto vztahu viz ¢ast 1.1.2.

2.1.2 Uzitkova funkce

Model téz predpoklada existenci velkého mnozstvi identickych domécnosti. Jejich pocet
znacime H a je v Case konstantni; tj. nepredpokladd se odstéhovani ani pristéhovani
zadnych doméacnosti. Pricemz velikost kazdé domacnosti roste v ¢ase konstantnim a exo-
gennim rustem n. To nutné znamend, ze velikost celkové populace roste tempem n a také
ze kazdy ¢len domécnosti je zaméstnan. Model tedy nebere v ivahu nezaméstnanost,
jeho tcelem je totiz vysvétlit rust potencialniho produktu nikoliv fluktuace skute¢ného
produktu okolo potencialu.

Veskeré firmy v ekonomice jsou vlastnény domécnostmi, a tedy problém maximal-
izace zisku firem je mozné sloucit s problémem maximalizace uzitku spotiebitelu. Navic
veskery kapital, se kterym jednotlivé firmy operuji, musi pattit domacnostem. Oznacme
si proto K (0) poc¢atecni mnozstvi kapitdlu v ekonomice, potom pocatecni kapitalova
drzba jednotlivych domacnosti je ddna vztahem %. Vlastnictvi firem umoznuje doméc-

nostem volit takové trajektorie spotieby (a tedy i kapitalu podle vztahu k' = f(k) —
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c¢—(n+ g)k, ktery vznikl modifikaci rovnice (1.5)) v ¢ase, které maximalizuji sou¢asnou
hodnotu jejich celozivotniho uzitku. Takovou soucasnou hodnotu vyjadiuje funkcional
C — U(C), ktery m4 nasledujici tvar!

U(C) = / e‘ptu((](t))%dt. (2.1)

0

Funkce L vyjadiuje velikost populace a zaroven mnozstvi pracovni sily v celé ekonomice
v case t. Podil % tedy oznacuje pocet jednotek prace nabizenych kazdou doméacnosti
v case t. Funkce C vyjadruje vyvoj spotfeby na pracovnika v case. Konstanta p > 0
je diskontni mira. Vyraz u(-) oznacuje uzitkovou funkci. Proto rovnici (2.1) je mozné
interpretovat jako diskontovany soucet uzitku z celozivotni spotieby domacnosti.

Uzitkova funkce u: (0, +00) — (0, +00) ma nasledujici tvar

u(z) = : (2.2)

Kde konstanta 6 € (0, 1) vyjadfuje ochotu domécnosti pfesouvat spotiebu v ¢ase, a tedy
¢im vyssi bude, tim ochotnéji budou spotiebitelé akceptovat vykyvy spotfeby v case
(viz napt. Roomer, 2006, kap. 2).

Protoze v/ (C(t)) = C(t)™? > 0 a v’(C(t)) = —0C(t)"?~1 < 0, spliuje takto
zvolena uzitkova funkce pozadavek, aby stejné zvyseni spotieby AC' vedlo k nizsimu
uzitkové funkce brani spole¢nost poklesu spotieby v néjakém budoucim casovém inter-
valu na ,neptimérené nizkou* troven (viz Koopmans, 1965).

Dosazenim vztahu (2.2) do rovnice (2.1) obdrzime

T om L)
u) = /e th. (2.3)

0

Tento funkcional vsak neni zcela vhodny pro feSeni problému spotiebitelského
vybéru. Stejné jako v Solowové modelu rustu si i zde usnadnime feSeni prevedenim
problému na jednotky efektivni prace. Vyjadieme tedy vyse uvedeny funkcional v jed-

notkach efektivni préace

1Vegkeré integraly, které se v této praci vyskytnou, budou Newtonovy integraly.
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“+00

U«?):‘/méméng:fL@)dt

1-0 H
0
+oo
[ om0ty e,
-/ 1—6 H
0
L) | t)?
:A<0)179 ]<;[> /e(pn(le)g)tcl(z dt
0
+oo
1-6
_B / eﬁt% dt. (2.4)

0

Kde B = A(0)1_9¥ af=p—n—(1-0)g. Odvozeni rovnice (2.4) vyuziva
vztahu C(t) = A(t)c(t), A(t) = A(0)e?" a L(t) = L(0)e™.

Je videét, ze az na multiplikativni konstantu B je U(C') rovno V(c), kde ¢ — V(c)

je analogicky funkcional pro trajektorii ¢ definovany vztahem

—+00

V(e) = /e‘ﬁtcl(L_l: dt. (2.5)

Problém maximalizace V' (c) je tedy obdobny jako maximalizace vyrazu (2.4).
Je-li trajektorie ¢ omezend, pak pro § > 0 je V(c) konetné (viz Lemma 2).
V ptipadé # < 0 bychom se museli vypotradat s komplikaci, kdy by spottebitelé mohli

dosahovat nekonecné velké trovné uzitku (viz Phelps, 1966).

Lemma 2 Necht trajektorie h je spojitd a spliuje 0 < h(t) < h pro vechna t €
(0,+00) a necht funkciondl h — G(h) je definovdn vztahem

+o0

G(h) = / ety (h(t)) dt,

0

kde x je rostouct funkce, kterd je spojitd a nezdapornd na <O,E>. Potom pro kazdé o > 0

je G(h) € R.

Dtikaz. Tento dukaz vychazi z dukazu omezenosti uzitkové funkce v ¢lanku D. Casse

(Cass, 1966, str. 836). Nejprve dokézeme existenci zkoumaného integralu. Funkce t +—
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e~ x(h(t)) je podle predpokladu nezdporna. Oznacme si ji . Necht funkce ® je k nf
primitivni. Potom plati:

' =¢p>0.

Funkce ® je tedy rostouci, a tedy podle Véty o limité monoténn{ funkce lim; ., ®(t) €
R U {oo} a lim;_o; ®(t) € RU {—00}. Tim jsme dokdzali existenci zkoumaného in-
tegralu.

Nyni zbyvéa dokazat jeho omezenost. Funkce h je podle predpokladii omezena a

funkce x rostouci, a tedy plati

+/Ooe_o‘tx(h(t)) dt < x(h) +/006—at dt
i A [y - 2 0(1 - Jim ) -

Jelikoz podle predpokladu je a > 0, pak lim;_, e~ =0, a tedy

+o0 —

/ e " (h(t)) dt < M

!
0

Analogickym postupem bychom dostali, ze zdola je tento integrdl omezen hodnotou

@. Tim je tvrzeni dokazano. B

Zbyva tedy ukazat omezenost ¢, abychom dokéazali, ze V (¢) je koneéné. Ze Solowova

modelu jiz vime, ze k(t) < k, a tedy 0 < c(t) < f(k).

2.1.3 Rozpoctové omezeni

Domécnosti si pochopitelné nemohou vybirat libovolné trajektorie C', ale jsou pii max-
imalizaci svého uzitku omezeny rozpoctovym omezenim, které jim dovoluje vybirat jen
takové trajektorie, pii kterych soucasna hodnota jejich budouci spotieby neni vyssi
nez soucasna hodnota jejich budoucich piijmu navySend o pocateéni hodnotu jejich

kapitalu. Rozpoctové omezeni ma proto tvar

400 +o00
/ e—R“)O(t)% dt < @ + / e_R(t)W(t)% dt. (2.6)
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Kde funkce W vyjadiuje vyvoj realné mzdy na pracovnika v case, R je definovana
vztahem R(t) = ft r(s) ds, kde r vyjadfuje prubéh redlné trokové miry v ¢ase, a @,
jak bylo fe¢eno v %émsti 2.1.2, predstavuje mnozstvi kapitalu vlastnéné domacnosti v case
0.

Jelikoz uzitkovéa funkce (2.2) je rostouci, rozpoctové omezeni bude splnéno jako
rovnost. V opacném piipadé by totiz domacnosti mohly navysenim spotieby v néjakém
budoucim ¢asovém intervalu zvysit svuj celkovy uzitek, coz by bylo ve sporu s racional-
itou spotiebiteli. Racionalni spotiebitel si totiz vzdy vybird pri danych omezenich

nejlepsi variantu ve smyslu maximalizace uzitku. Proto prepisme rozpoctové omezeni

(2.6) nasledovné

/eR(t)(C(t) — W(t))Lg) dt = K;IO). (2.7)

0

Stejné jako v pripadé uzitkové funkce vyjadiime rozpoctové omezeni v jednotkach
efektivni prace

“+00 “+o00

/ efR(t)<Cv(t) . W(t))%t) dt = / efR(t)(C(w . w(t))L(())@n;;l(O)egt "
: &mmmum
- H

Vydélime-li tento vyraz ¢islem M, tak obdrzime

“+oo

/awﬁ%ﬁww—w@yﬁ:um. (2.8)

0

Za piedpokladu, Ze w a R jsou pevné dané funkce?, lze rozpoétové omezeni piepsat

nasledovné
0(c) = k(0), (29)
+oo
kde O: C(0, +00) — R je funkee, kterd trajektorii c pfitadf hodnotu [ e T9=E® (¢(¢)—
0
w(t)) dt.

2Tento predpoklad bude podrobné diskutovan pozdéji.
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2.2 Problém spotrebitelského vybéru

2.2.1 Formulace problému

Vzhledem k tomu, ze jsme pro > 0 dokazali omezenost uzitkové funkce, muzeme
zformulovat problém spotiebitelského vybéru, nebot bude nyni dobie definovén.

Dano:
e funkce V: C!(0,+00) — R, kterd je definovand vztahem (2.5),
e funkce O: C'(0,+00) — R, kterd je definovand vztahem (2.8),
e k(0) € (0,k).

Hledame:

e funkci ¢ € C'(0, +00) spliujici ¢(t) < f(k(t)) pro vSechna t € (0, +00) a zéroven

spliujici vztah (2.8), kterd maximalizuje funkei (2.5).

V pripadé, ze by funkce w byla zavislda na k (endogenni), nemohli bychom pouzit
pro teSeni problému spotiebitelského vybéru metod variacniho poctu. Rovnice (1.4)
vsak ukazuje nesplnéni podminky endogenity w.

Tuto endogenitu funkce w 1ze ,,obejit“ nasledujici ivahou. Predpokladejme, ze tra-
jektorie ¢, W a k maximalizuj{ V a splituji rozpoctové omezeni. Predpokladejme také, ze
jedna domacnost se rozhodne vybrat trajektorii spotieby ¢ # ¢. Jelikoz ekonomiku tvoti
velké mnozstvi doméacnosti, neovlivni volba jiné trajektorie spotieby jednou doméacnosti
trajektorie k a w.Veli¢iny k a w lze tedy chépat jako exogenni (nezavislé na volbé c).
Zéaroven vzhledem k tomu, ze ¢ neni optimalni trajektorie, musi si ptislusna domacnost
volbou ¢ jen pohorsit (snizit svuj uzitek). Kdyby tomu tak nebylo, nasledovaly by ji i
ostatni doméacnosti (domdacnosti jsou identické). Za predpokladu, ze optimalni trajek-
torie spotieby na jednotku efektivni prace je pravé jedna, lze povazovat trajektorie w

a k za exogenni. Trajektorie ¢ je v takovém piipadé fesenim nasledujici tilohy



za podminek

fR() < ().

Tento ekonomicky problém odpovidd nasledujici matematické tiloze (viz John, Kalenda,

Zeleny, 2006, str. 24).

Formulace isoperimetrické tulohy variacniho poctu s nekoneé¢nym planovacim
horizontem.

Dano:
e A, BeR,
e F, GeC*(0,+0) x R x R).
Hledame:
o y€C ((0,+00))
splitujict H(y) = TO[OOG@, y(8), /(1)) dt = B, y(0) = A, 7e hodnota

400

Viy) = / Fty(t), /() dt

0
je maximalni (resp. minimalnf).
Roli hledané trajektorie y hraje funkce c, a tedy
t 1-6
B, efr), () = e A
1—-0
e~ T (e(t) — (1)),

G(t,c(t), ()

A=c(0) a
B

k(0). (2.10)

Dalsi moznosti, jak se vyhnout ,,problému endogenity“ w, je predpokladat, ze w

neni zavislé na k. V tomto pripadé by w byla spotiebitelim pfedem znamé, exogenni
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(model by ji nevysvétloval) a omezend (0 < w(t) < w pro vSechna t € (0,400))
funkce. Takovyto postup vsak narazi na namitku, ze efektivni prace by v tomto ptripadé
nemusela byt placena za svij mezni produkt. To je v rozporu s predpokladem dokonalé
konkurence, kterou predpokladd RCK model.

Analyticky ,,nejcistsim* feSenim by bylo ponechéni endogenity w a pouziti teorie

optimélniho tizeni. Omezujici funkce O by v tomto ptipadé méla tvar

+o00

O(c, k) = / e TR e(t) — f(k(1) + k(D) f' (k(1)) dt.

0

Ridici diferencidlni rovnice by vypadala nésledovné
K= fk)—c—(n+g)k.

Funkciondl V' by ztstal stejny. Resili bychom tedy nésledujici dlohu

max V(c)
za podminek
O(c, k) = k(0),
c(t) < f(k(1)),

K = f(k)—c— (n+g)k.

Reseni takovéhoto problému vsak presahuje moznosti této prace. Autor tudiz provede
maximalizaci pomoci varia¢niho poctu, kde zduvodneéni exogenity w a k se bude opirat

o predpoklad existence a jednoznacnosti optimalni trajektorie c.

2.2.2 Reseni problému

Nutnou podminku pro trajektorii ¢, kterd maximalizuje uzitkovou funkei (2.5) a zaroven
spliiuje rozpoctové omezeni (2.8), vyjadiuje nasledujici véta (viz John, Kalenda, Zeleny,

2006, str. 24).

Eulerova rovnice pro isoperimetrické tlohy s nekonecnym planovacim hori-

zontem. Necht F' a G ve formulaci isoperimetrické wilohy variacniho poctu s nekoneéniym
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pldnovacim horizontem maji tvar F(t,y,y") = F(y,y)e ", G(t,y,y") = D(t)G(y), kde
p>0aFcC*(RxR),D,GcC*R). Necht y je extrém v dloze (P8), pricems y, y'
jsou omezené. Potom plati: y splrivje bud’

(ER1) Gy(t,y(t),y'(t)) =0, te{0,+00),
nebo existuje X\ € R, Ze y pro kazdé t € (0, +o00) spliuje

(ER2)  Fy(t,y(t),y'(t) — AGy(t,y(t),y/ (1) = g (Fy (t,y(1),y'(t))).

Spoctéme piislusné derivace.

)
o
~—
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Aplikaci Eulerovy rovnice dostaneme, ze

e~ fOFmtol — (2.11)

nebo existuje A € R takové, ze pro optimalni trajektorii ¢ plati
e Ple(t) =0 — Ne  BOFH9t — (2.12)

Je zfejmé, Ze rovnice (2.11) nemd zadné feseni. A¢ rovnice (ER2) je obecné diferencialni
rovnice druhého radu, v tomto konkrétnim pripadeé, kdy uzitkova funkce ani rozpoctové
omezeni nezaviseji na ¢(t), se o diferencidlni rovnici nejedna. Vzhledem k absenci ¢/ ()
v rovnici (2.12) muzeme piimo vyjadiit funkéni vztah pro trajektorii ¢

o(t) = A" Brnrot+

Pouzitim vztahu = p —n — (1 — #)g muzeme psat

R(t)

c(t) = A"ae s (PHO9 TG (2.13)

Konstantu A vsak nezname, museli bychom ji proto dopocist z rozpoctového omezeni.
Jednodussi viak je, kdyz dosazenim ¢ = 0 do rovnice (2.13) spocteme ¢(0) a to ndsledné

vypoéteme z rozpoc¢tového omezeni. Pozadovany vztah pro ¢(0) je tedy nésledujici
1
c(0) =A"7.
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Rovnici (2.13) proto muzeme piepsat na

c(t) = c(0)e 70T (2.14)
Diive nez spocteme ¢(0), upravme si ponékud rozpoctové omezeni (2.8)

—+00 —+00

/ RO (1) dt = k(0) + / et Oy (1) dt.
0 0

Dosazenim vztahu (2.14) do upraveného rozpoc¢tového omezeni obdrzime

+o00 +00
¢(0) / oo (1=OR®+On—p)t) g4 _ k(0) + / e TR ) () dt.
0 0

Potom vyjadiime ¢(0) nasledovné
+o0o
k(0) 4+ [ entot=Rby(t) dt
(0) = —— . (2.15)
[ eba=-0RO+on=0t) gy
0

Az doposud jsme predpokladali, ze ac¢ trajektorie w a k jsou zavislé na c, reprezen-
tativni doméacnost je bere jako nezavislé na ¢ (pro zduvodnéni viz ¢ast 2.2.1). Nyni
budeme predpokladat (pouze pro tucely nasledujictho dukazu), ze w je exogenni (tj.
nezdvisld na k), omezend a domacnostem predem znamd funkce. To znamend, ze w se
nemusi rovnat M PAL. Potom muzeme ukézat, ze optimalni trajektorie ¢ je jedinym
globalnim maximem fukcionédlu V. Postacujici podminku pro globalni extrém v tlohéch

varia¢niho poc¢tu vyjadiuje nésledujici véta (viz John, Kalenda, Zeleny, 2006, str.25).

Postacujici podminka pro maximum v isoperimetrické tuloze variéniho poctu
s nekoneénym planovacim horizontem. Necht funkce F ve formulaci isoperimet-
rické ulohy variacniho poctu s nekonecnym planovacim horizontem splnuje nasledujici

podminku.
e Pro kazdé t € (0,+00) je funkce [y,y'] — F(t,y,y') konkdvni.
Potom jsou (ER1) a (ER2) postacugjici podminky pro maximum
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Podminka, podle niz je rovnice (2.12) také postacujici podminkou pro globélni

maximum, je splnéna, je-li pro kazdou trajektorii ¢ a pro kazdé ¢t € (0, 4+00) matice
V2E(t,c(t), ¢ (1) =
negativné semidefinitni, kde F'(¢,c(t),c (t)) = Be PtS—.
Spocitejme piislusné derivace
o Euft,clt), (1) = Bele(t) ™,
o F(t,c(t),c(t) = —0Be Ple(t)~ ) <0,
o Fu(t,c(t),d(t)) = F.u(t,c(t),d(t) = Fuct, c(t),d(t)) = Fuul(t,c(t),d(t) = 0.
Matice V2F(t,c(t),(t)) mé& potom tvar

—0Be Ple(t)~0+D) 0
0 0

V2E(t, c(t),d(t) =

Tato matice je evidentné negativné semidefinitni, a tedy trajektorie (2.14) je za podminky,

ze w je nezavisla na k, jedinym globdlnim maximem funkce (2.5).

2.3 Dynamické chovani velicin RCK

V této ¢asti budeme zkoumat vyvoj hlavnich velicin RCK modelu (¢ a k) v ¢ase. Bude
nas zajimat, zda-li konverguji k néjakym staciondrnim hodnotam. Vzhledem k tomu,
ze se jedna o pomérné komplikovany problém, budeme postupovat ve dvou krocich.
Nejdiive budeme pro tucely snadnéjstho pochopeni problému uvazovat v rozporu s
predpoklady modelu konstantni drokovou miru 7 (i redlnou mzdu na jednotku efek-
tivni prace w). Posléze ziskané vysledky zobecnime i na piipad, kdy je irokovd mira

funkei casu.
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2.3.1 Pripad konstantni » a w

Abychom mohli uvazovat konstantni tirokovou miru, musime nejdfiv ponékud zménit
predpoklady k produkéni funkei. V této ¢asti budeme pracovat s produkéni funkei
ve tvaru

F(K, AL) = roK + woAL,

kde 79 a wy € RT.

Vyjadieme si nékteré jeji vlastnosti
1. OWF =1y >0,
2. 0oF = wy > 0,
3. PF =0,
4. O3F =0,
5. F(I- K, 1-AL)=1-10K +1-woAL =1 - (roK + woAL) =1- F(K,AL).

Jak lze snadno nahlédnout, produkéni funkce, se kterou pracujeme v této ¢asti, neod-
povida svymi vlastnostmi produkéni funkei, kterou predpoklada RCK a Solowtuv model,
nejsou totiz splnény predpoklady klesajictho M PK a M PAL. Je nutné mit na paméti,
ze toto zjednoduseni ma za cil usnadnit pochopeni obecného dynamického chovani niko-
liv deformovat dosavadni vyklad RCK modelu jinymi predpoklady k produkéni funkei.
Tyto predpoklady totiz brzy opustime.

Modifikovana produkéni funkce f méa v tomto ptripadé tvar

f(k) = F(X

ﬂ,l) :T0k+w0

Odvod'me opét nékteré jeji vlastnosti
1. f'(k) =19 >0,

2. f"(k) = 0.
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Abychom mohli analyzovat dynamické chovani veli¢iny k, pfipomenme si vztah (1.5)

ze strany 9. Jeho upravou dostaneme

K(t) = f(k(1) = c(t) = (n + g)k(2). (2.16)

Vyjadreme si nyni stacionarni feseni vyse zminéné diferencialni rovnice, tj. takova c
a k, pro ktera se k'(t) = 0. Polozenim £'(t) = 0 a vynechdnim nezavislé proménné ¢
obdrzime
c=f(k) = (n+g)k
=rok+wy— (n+ g)k
= (ro —n — g)k + wo (2.17)

Obdobné postupujme v piipadé c. Z rovnice (2.14) spocitejme derivaci optimalni tra-

jektorie ¢
1 1
d(t) = c(0)e s BO=(=09)1) <5 (r(t) — p — 9g)>

—ett) (500 -0~ 00)). (218)

V piipadé konstantni  ma rovnice (2.18) tvar

() =c(0) (=0~ 00)).

Chceme-li opét zjistit, pro jaka c a k nema spotieba na jednotku efektivni prace tendenci

ke zméné, polozime ¢/(t) = 0, ¢imz obdrzime
(k) =r0=p+0g. (2.19)

Odvozeni vyse uvedené rovnice vyuziva, ze c(t) > 0 a f'(k) = ro.

Jelikoz rg, p, 6 1 g jsou pevné dané konstanty, rovnice (2.19), kterd predstavuje
podminku stacionarity ¢, bud je splnéna a nebo neni. Prozkoumejme proto, co by jeji
nesplnéni ¢i splnéni znamenalo.

Je ziejmé, Ze v piipadé nesplnéni rovnice (2.19) by systém nebyl nikdy v rovnovéze.

Spotieba by tedy bud rostla nade vSechny meze a nebo by klesla az na nulu (viz
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rovnice (2.14)). Prvné zminény piipad je neslucitelny s rozpoc¢tovym omezenim a pozdéji
zminény by si nikdy nezvolil spottebitel maximalizujici sou¢asnou hodnotu celozivotni
spotieby.

V pripadé, ze je podminka stacionarity ¢ splnéna, je ¢/(¢) = 0 pro vSechny pfipustné
hodnoty ¢(0) a k(0) (z hlediska rozpo¢tového omezeni). Upravime si proto rovnici (2.15),
kterd ddva do souvislosti pripustné hodnoty ¢(0) a k(0), pro piipad konstantni r a w

+0o0
k(0) +wy [ el-rotntot g
c(0) = 2

too
[ ed((1=0)ro+Gn=p)t) gy

0

Pouzitim rovnice (2.19) obdrzime

= wy + Bk(0). (2.20)

Rovnice (2.17) a (2.20) urcuji takovd c¢(0) a k(0), pro kterd je systém v rovnovaze.
Vzhledem k tomu, Ze rovnice (2.17) je splnéna pro vsechna ¢ > 0, muzeme ji prepsat
takto

c(0) = (ro — n — ¢)k(0) + wp.

Pouzitim vztahu (2.19) prepiSeme vyse uvedenou rovnici na
c(0) = wo + BK(0).
Tato rovnice je shodnd s rovnici (2.20). To znamend, ze mnozina bodu
{(k(0),¢(0)), k(0) € (0,k),c(0) > 0,K'(t) =0, (t) = 0}

je shodnéd s mnozinou

+o00
k(0) +wo [ elmrotntalt gy

(k(0),c(0)) , k(0) € (0, %), c(0) = ——°
[ e5 (1=0)ro+(6n—p)t) Jp
0
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Cili véechny pifpustné body (k(0), ¢(0)) z hlediska rozpoétového omezeni jsou zarovern
stacionarnimi body a naopak vSechny stacionarni body jsou zaroven piipustnymi body.

Nyni zbyva zodpovédét jen ¢isté technickou otdzku, jaké je znaménko £'(t) pro body
pod resp. nad pifmkou uréenou rovnicemi (2.17) a (2.20). Pro véechny body k(0) € (0, k)
a ¢(0) > 0 je samoziejmeé ¢ (t) = 0.

Z rovnice (2.16) vyplyvé, ze pro body spliujici ¢ < (rg—n—g)k+wq je k'(t) > 0 a
naopak pro ¢ > (ro —n— g)k+wp je k'(t) > 0. Avsak v bodech mimo piimku ¢ = (rg —
n — g)k+wq nejsou splnény predpoklady RCK modelu. Pro ¢(0) < (rg —n — g)k(0) 4wy
je

+oo
k(0) +wy [ el-rotntat gy

0
c(0) < —= :
[ edt=yroon=rit) gy
0

Cili soucasna hodnota budouci spotieby je nizsi nez sou¢asna hodnota budoucich pr{jmi.
Takovouto moznost by si nikdy nevybral spotiebitel maximalizujici soucasnou hodnotu

budouci spotieby. Naopak pro ¢(0) > (rg —n — g)k(0) + w je

+o0o
k(0) +w [ elmrotntat gy
c(0) > — 0

[ es(@=0roton—pyt) gy
0

V tomto pripadé je soucasna hodnota budouci spotieby vyssi nez soucasna hodnota
budoucich piijmi, a tedy neni splnéno rozpoctové omezeni. Potom vsak je nemozné ko-
rektné urcit znaménka k'(t), protoze nesplnénim predpokladu RCK modelu nemuzeme
urcit chovani ¢ v ¢ase. Urceni znamének k'(t) je proto ¢isté technickd zélezitost, ktera

napi. umozni urcit stabilitu stacionarnich teseni.

2.3.2 Oslabeni predpokladu konstantni » a w

Posileni znalostmi dynamického chovani velicin RCK pii konstantni r a w, muzeme
v této ¢asti zkoumat zobecnéni tohoto problému. Zejména analyzovat konvergenci obec-
ného feseni soustavy diferencidlnich rovnic, kterd je urc¢end rovnicemi (2.18) a (2.16),

s pocatecni podminkou danou rovnici (2.15), kde k(0) € (0, k), ke stacionarnimu fesen{
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uvedené soustavy, které je urc¢ené rovnicemi (1.7) a (2.19). Také se budeme zabyvat
stabilitou téchto stacionarnich feseni.

Nejprve urcime stacionarni feseni soustavy diferencidlnich rovnic, ktera je urcena
rovnicemi (2.18) a (2.16). Staciondrni feSeni rovnice (2.16) jsme spocitali v ¢asti 1.2 a

je urceno nésledujici rovnici
¢ = [(k) - (n+ g)k.

Predpokladdme-li, ze ¢ > 0, staciondrni feSeni rovnice (2.18) dostaneme polozenim
r(t) —p—6g=0.
Pouzijeme-li vztah r = f'(k) a oznacime-li stacionarni hodnotu kapitdlu k*, dostaneme
f'(k") = p+0g. (2.21)

Urovert kapitalu k* nazyvame urovni kapitdlu podle modifikovaného zlatého pravidla.
Jelikoz f'(k) je klesajici a uvazujeme jen moznost 8 > 0, plati k* < k**. Takze troven
kapitalu £*, pti které je soucasnd hodnota celozivotniho uzitku maximaélni, je nizsi
nez uroven kapitalu £**, ktera maximalizuje spotiebu v kazdém case t. Toto je hlavni
vysledek RCK modelu.

Bodu k* odpovida bod ¢*, ktery je dan nésledujici rovnici
= f(k*)— (n+ g)k". (2.22)

Rovnice (2.18) vzhledem k tomu, ze f'(k) je klesajici, ukazuje, ze pro k < k* je
d(t) > 0aprok > k*jed(t) <0.V ¢asti 1.2 jsme ukdzali, ze pro body nad kfivkou
urcenou rovnici (1.7) je k'(t) < 0 a pro body pod touto kiivkou je k'(t) > 0. Nyni tedy
muzeme znazornit dynamiku ekonomiky RCK modelu (viz obr. 2.1).

Bod FE, coz je jen jiné oznaceni pro bod (c*, k*), predstavuje rovnovazny bod
ekonomiky RCK modelu (¢/(t) a £'(t) = 0). Pomoci Ljapunovovy véty (viz John,
Kalenda, Zeleny, 2003, str. 189) zjistime jeho asymptotickou stabilitu. Definujme vek-
torovou funkei h: (0, +00) x (0, +00) — R? takto

c(f'(k) —p—0g)
f(k) —c—(n+g)k

h(c, k) =
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Obréazek 2.1: Dynamika ekonomiky RCK modelu

Nyni spoctéme jeji parcidlni derivace v bodé E

8]7' % * 1 / *
—1(c,k)=§(f(k‘)—p—99)=0,
1

Definujme matici D takto

%(C*,k’*) %(C*,k’*)

D= dc ok
(0, k) (k)

Dosazenim ptislusnych parcialnich derivaci dostaneme
D 0 %c 1 (k)
-1 (k") = (n+g)

Vlastni ¢isla této matice jsou kofeny néasledujiciho polynomu

_ )\ _%Cf//(k*) _\2 /(1% 1 (7%
det(A — D) = =N = Af'(F") = (n+g)) + Scf" (k7).
1 A= f/(k) + (n+g) o
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Nyni spocteme koteny této kvadratické rovnice

F) = (o g) & (k) = (n+ 9)) = e (k")
: |

Mo =

Jelikoz

FO) — (0 9) [ (F06%) — (n 4 )2 — def (k) >0,
tak realna ¢ast jednoho vlastniho ¢isla matice D je kladné. Podle Ljapunovovy véty je
tedy E nestabilni rovnovazny bod. To prinasi urcité komplikace, kterymi se budeme
zabyvat poté, co zjistime, jestli obecné feseni soustavy rovnic (2.18), (2.16) s pocatecni
podminkou danou rovnici (2.15) konverguje ke staciondrnimu feseni, které je reprezen-
tované bodem F.

Dukaz takové konvergence vsak presahuje moznosti této prace (pro speciélni piipad
konstantni r jsme jiz tuto konvergenci dokézali). Proto vyjdeme z nésledujici véty,
kterd je pouzitelnd i pro nas problém. Roli kapitalu na jednotku efektivni prace v ni
hraje pomér kapitdlu a prace, misto pocatecni hodnoty c(0) se v této vété pracuje
s pocdtecni hodnotou ¢(0).> Zkoumani vztahu mezi q a k je alternativou ke zkouméan{
vztahu c a k, kterym se zabyvame v této praci, pricemz vztah, kterym libovolné hodnoté
k(0) € (0,k) piifadime pravé jednu hodnotu ¢(0), vyjadiuje rovnice (2.15). Veli¢ina z
oznacuje mnozstvi investic. V nasem problému jsou investice rezidualni veli¢inou a jejich
mnozstvi je ddno rozdilem f(k) a c.

»For any initial capital-labor ratio k(0) an initial imputed price of investment
goods q(0) can be chosen in such a way that the path starting from these values and
satisfying the optimality conditions asymptotically approaches the quasi-stationary path
(c*, k*, z*). This path is the unique optimum path. Moreover, on this unique optimum
path either the capital-labor ratio k and consumption per capita ¢ are both strictly in-
creasing, if k(0) < k*, or they are both strictly decreasing, if k(0) < k*.“ (Cass, 1965,
str. 238)

3Cass pouziva k maximalizaci Pontrjaginiiv princip maxima a funkce t +— ¢(t), kterd vyjadiuje
vyvoj ceny investicnich statkt v case, je souCdsti Hamiltonianu, pomoci kterého se provadi vlastni

maximalizace.
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Jiz jsme ukézali, ze pro k(0) existuje pravé jedno ¢(0) a ze pro k(0) < k* jsou
k i c rostouci a pro k(0) > k* klesajici, aviak pro dukaz konvergence obecného feseni
ke staciondrni trajektorii (c¢*, £*) je vhodné pouzit vyse uvedenou vétu. Konvergenéni

trajektorii znadzornime do nasledujiciho obrazku.

Obrazek 2.2: Konvergenéni trajektorie

K rovnovaznému bodu tedy konverguji jen trajektorie s pocateéni podminkou
urc¢enou rovnici (2.15), pro zobecnéné dynamické chovéani velicin RCK je tedy tato
rovnice zaroven konvergencni trajektorii. Pro trajektorie s jinou pocatecni podminkou
bud ¢ roste nade vSechny meze a nebo klesid k nule. Tato skute¢nost spolu s nesta-
bilitou rovnovazného bodu FE by mohla vést k odmitnuti tohoto modelu. Musime
si vSak uvédomit, ze pocdtecni podminky, které nespliuji rovnici (2.15), nespliuji
rozpoCtové omezeni (viz cast 2.3.1). Takze striktné vzato by se ekonomika méla po-
hybovat jen po konvergencni trajektorii smérem k rovnovaznému bodu. To vSak narazi
na namitku, ze v realité mohou spotiebitelé alespon do ur¢ité miry své rozpoctové
omezeni porusovat (napf. pomoci Ponziho financovani nebo naopak z nedostatetné

racionality je jejich soucasnd hodnota budouci spotieby nizsi nez soucasnd hodnota
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budoucich piijmu). Stoji proto za zamysleni, zda-li by nebylo vhodné ponékud oslabit
predpoklady RCK modelu. Tento model byl vSak vyvinut jako prvni z rady modelu
s nekoneé¢nym planovacim horizontem a na jeho ,,zdokonaleni“ aspiruji az nasledné

modely.
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Shrnuti dosazenych vysledki

Aplikaci varia¢niho po¢tu na optimalizacni tlohu definovanou v ¢asti 2.2.1 jsme dostali,

ze optimalni trajektorie spotteby na jednotku efektivni prace je dand nasledujici rovnici

o(t) = c(0)e 7 PHIDHTT
Analyzou dynamického chovani velicin RCK modelu jsme dospéli k zavéru, ze RCK
model obsahuje pét endogenni proménnych ¢, k, w, r a ¢(0) (prvni ¢tyfi proménné jsou
trajektorie, pata je redlné ¢islo) a pét exogennich proménnych n, g, 6, p a k(0). Jejich

vzajemny vztah popisuje néasledujicich pét rovnic

(0 =clt) (5 0~ 0~ 09))
(1) = 1K(D) — c(t) — (n-+ k().

+00
k(0) + [ e talt=Rbqy(t) dt

c(0) = s :

+oo 1
[ es(1=ORM+En=p)t) gy

Vyvoj takového systému v ¢ase znazornuji obrazky 2.2 a 2.1.
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Prinos RCK modelu pro pochopeni problematiky hospodarského

rustu

Ukazali jsme, ze optimalni droven kapitalu z hlediska RCK modelu je k* a ze systém
k takové hodnoté konverguje. Také jsme ukazali, ze uroven kapitalu k*, kterd maximal-
izuje soucasnou hodnotu uzitku z celozivotni spotieby, je za podminky, ze 3 > 0,
mensi nez droven kapitalu k**, ktera maximalizuje spotfebu na jednotku efektivni
prace v kazdém case t. Vlastné jsme pomoci RCK modelu verifikovali hypotézu, kterou
jsme vytkli jiz pti vykladu Solowova modelu, totiz ze spolecnost si ze vSech moznych
rovnovaznych hodnot kapitalu vybere tiroven kapitalu nizsi nez nebo rovnou k** (viz ¢ést
1.2). Zdavodnéni tohoto faktu, které nam poskytl RCK model, je pochopitelné mno-
hem sofistikovanéjsi nez to, které jsme pouzili v ramci Solowova modelu. Hypotézu, ze
k* < k**, zda se, potvrzuji empirickd data z USA druhé poloviny 20. stoleti (viz Cahlik,
1998 , kap. 17).

Navic vztah f/'(k*) = p + 6g je pouzitelny i pro potieby hospodaiské politiky. A¢
v RCK modelu je k endogenni proménnd, tvurci hospodatskych politik M PK obvykle
znaji, a tedy ji vétsinou nepotiebuji spocitat za pomoci jinych proménnych. Naopak
neznaji diskontni miru p a pii cetnych prilezitostech by pro né bylo vhodné ji umét
prinejmensim odhadnout (napft. pii soucasnych debatdch okolo moznosti vyhnout se
moznym dusledkum klimatickych zmén). Jelikoz rust produktivity prace g je obvykle
kladny a 6 > 0, tak diskontni mira je podle RCK modelu mensi nez M PK.

Na druhou stranu RCK model neuvazuje nejistotu (domdacnosti planuji budouci
spottebu za plné znalosti budouciho vyvoje jinych veli¢in), veli¢iny n a g jsou povazovany
za konstantni atd. Je tedy mozné, ze pokud bychom sestrojili jiny model, ktery by se
snazil abstrahovat od podobnych zjednoduseni, nase zavéry ohledné vztahu diskontni

miry a M PK by byly odlisné.
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Summary

Summary of achieved results

Applying the calculus of variations to problem defined in section 2.2.1 we have obtained
that the optimal path of consumption per unit of effective labour must follow this

equation

c(t) = e(0)ea P+,

Analyzing the dynamics behaviour of variables of the RCK model we have concluded
that the RCK model contains five endogenous variables ¢, k, w, r and ¢(0) (¢, k, w,
r are paths and ¢(0) is real number) and five exogenous variables n, g, 0, p and k(0).

Their mutual relation is described by following equations

0 =<l0) (00— 9~ 0.
() = F(RE) — elt) — (n-+ (),

“+oo
k(0) + [ entat=Ry(t) dt

0
C(O) == oo )
[ es(-0R@+On—p)) gy
0

The evolution of such a system describes figures 2.2 a 2.1.
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Contribution of the RCK model for comprehension of the prob-

lem of economic growth

We have shown that optimal capital level in terms of the RCK model is k* and that
the system converges to such a level. We have also shown that the capital level k*
which maximizes present value of life-time utility is under the condition that g > 0
less than the capital level £** which maximizes consumption per unit of effective labour
in each time t. Thus we have verified the hypothesis which was introduced during the
explanation of Sollow model that society chooses such a capital level that is equal or
less than k&** (see section 1.2). This hypothesis seems to be supported by empirical data
from USA in second half of 20" century (see Cahlik, 1998, chap. 17).

Moreover, the relation f'(k*) = p+ 0g can be useful for needs of economic policy.
Although k is endogenous variable in the RCK model, economic policy makers usually
know M PK, therefore they need not count it by means of other variables. On the
other hand, they do not know the discount rate p and they would, maybe, almost want
to estimate it (e.g. for needs of contemporary discussions about possible avoidance
of impacts of climate changes). Because productivity growth ¢ is mainly positive and
because 6 > 0, discount rate is according to RCK model less than M PK.

On the other hand, RCK model do not assume uncertainty (households plan future
consumption with full knowledge of future evolution of other variables), variables n and
g are assumed to be constant etc. If we constructed other, more realistic model, our

conclusions as to discount rate could be different.
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Seznam grafu

Nazev grafu ¢islo grafu | stana
Dynamika ekonomiky Solovova modelu 1.2 11
Dynamika ekonomiky RCK modelu 2.1 30
Konvergencni trajektorie 2.2 32
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