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Václav Franče
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Anotace

Hlavńım ćılem této práce je seznámit se s matematicky exaktńı analýzou Ramsey-
Cass-Koopmansova modelu (RCK model). Nejprve se tato práce zabývá základńımi
výsledky Solowova modelu. RCK model totiž rozv́ıj́ı p̊uvodńı Solowův model, a tedy
jsou výsledky Solowova nutným předpokladem pro daľśı analýzu RCK modelu. Poté
budeme aplikovat metody variačńıho počtu na optimalizačńı úlohu, kterou se zabývá
RCK model. V neposledńı řadě budeme studovat dynamické chováńı ekonomiky RCK
modelu s pomoćı kvalitativńı analýzy soustav diferenciálńıch rovnic. Metody této práce
jsou jakýmsi kompromisem mezi metodami běžných učebnic makroekonomie a meto-
dami p̊uvodńıch článk̊u zabývaj́ıćıch se RCK modelem. Na druhou stranu je kladen
d̊uraz na to, aby matematická korektnost p̊uvodńıch článk̊u z̊ustala zachována i v této
práci.

Annotation

The main goal of this thesis is to acquaint with a mathematically correct analysis of
the Ramsey-Cass-Koopmans model (RCK model). Firstly, this thesis investigates some
basic results of the Solow model. The RCK model develops the original Solow model,
therefore the results of the Solow model are necessary for the next analysis of the RCK
model. Secondly, we will apply the calculus of variations to the optimization problem
defined by the RCK model. Last but not least, we will study the dynamics of the
economy of the RCK model with the help of qualitative analysis of systems of differential
equations. Methods of this thesis are such a compromise between methods in current
textbooks of macroeconomics and methods in original papers dealing with the RCK
model. On the other hand, in this thesis there is an effort for sustaining of mathematical
correctness of original papers.
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Ćıl práce a volba metodologie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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Úvod

Ćıl práce a volba metodologie

Ćılem této práce je seznámit se s matematicky exaktńı analýzou Ramsey-Cass-Koop-

mansova modelu (dále jen RCK model). Tato práce se snaž́ı, je-li to možné, sledovat

výklad RCK modelu i značeńı v rozš́ı̌rené učebnici pokročilé makroekonomie (Romer,

2006). Na druhou stranu jsou však při výkladu RCK modelu použity i pokročileǰśı

metody matematické analýzy, které běžné učebnice pokročilé makroekonomie neob-

sahuj́ı. Autor má na mysli zejména variačńı počet a v menš́ı mı́̌re také kvalitativńı

analýzu soustav diferenciálńıch rovnic. Důraz je také kladen na ověřeńı předpoklad̊u,

kterými jsou tyto metody podmı́něny.

Tato práce však také bere v potaz p̊uvodńı články, na jejichž základě RCK model

vznikl. Konkrétně se jedná o tyto práce (Ramsey, In: Stiglitz, Uzawa 1969; p̊uvodńı

článek však pocháźı z roku 1928), (Cass, 1965) a (Koopmans, 1965). Nicméně metody

v nich použité (zejména teorie optimálńıho ř́ızeńı) svoji náročnost́ı převyšuj́ı možnosti

této práce. Autorovým ćılem je tedy vytvořit určitý kompromis mezi analyticky nároč-

nými metodami, které byly použity v p̊uvodńıch článćıch, a matematicky ne zcela ko-

rektńımi metodami, které použ́ıvaj́ı běžné učebnice makroekonomie. Přičemž je kladen

d̊uraz na to, aby matematická korektnost originálńıch článk̊u z̊ustala zachována i v této

práci.

Autor bude při výkladu RCK modelu sledovat následuj́ıćı strukturu. V prvńı kapi-

tole budou odvozeny základńı výsledky Solowova modelu, které jsou nezbytné pro daľśı

analýzu RCK modelu. RCK model totiž rozv́ıj́ı p̊uvodńı Solowův model, a proto je

vhodné se o Solowově modelu alespoň stručně zmı́nit. Druhá kapitola již bude obsaho-

vat vlastńı analýzu RCK modelu. Nejprve pomoćı metod variačńıho počtu nalezneme

optimálńı trajektorie veličin, které RCK model zkoumá, a posléze pomoćı kvalitativńı

analýzy soustav diferenciálńıch rovnic zjist́ıme jejich chováńı v čase. V závěru pak

shrneme hlavńı výsledky RCK modelu.
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Hospodářský r̊ust

Snaha vysvětlit obrovské rozd́ıly bohatstv́ı v čase a v prostoru pomoćı model̊u hos-

podářského r̊ustu prováźı ekonomickou teorii celou jej́ı moderńı historíı. Ač d̊uležitost

krátkodobého výkonu ekonomiky vystihl např. J. M. Keynes, je zřejmé, že modely zkou-

maj́ıćı cyklické výkyvy ekonomiky okolo potenciálńıho produktu nemohou vysvětlit

rozd́ıly bohatstv́ı v prostoru a v čase, kterých jsme byli za posledńı dvě stolet́ı svědky.

Modely hospodářského r̊ustu jsou přitažlivěǰśı t́ım sṕı̌se, že i malý rozd́ıl v trendovém

r̊ustu může v dlouhém obdob́ı vyvolat značné rozd́ıly v konečném bohatstv́ı. Tento fakt

proto vysvětluje zájem, který ekonomická teorie věnovala studiu př́ıčin, které rozd́ıly

v trendovém r̊ustu jednotlivých zemı́ vyvolávaj́ı. Takový zájem je vlastńı i této práci.

Z představitel̊u klasické politické ekonomie se model̊um hospodářského r̊ustu věno-

vali např. D. Ricardo, T. R. Malthus a A. Smith. Později došlo také k rozvoji model̊u

hospodářského r̊ustu na neoklasické bázi. Nejznáměǰśı z nich je Solowův model r̊ustu,

který je okrajově zkoumán i v této práci. Avšak pro nás nejzaj́ımavěǰśım neoklasickým

modelem r̊ustu je v tuto chv́ıli pochopitelně RCK model. Mezi daľśı ekonomy, kteř́ı roz-

vinuli neoklasickou teorii r̊ustu se řad́ı Ch. W. Cobb, P. H. Douglas, R. Lucas a daľśı.

Stranou při vývoji model̊u hospodářského r̊ustu nez̊ustali ani keynesiánšt́ı ekonomové.

Z neokeynesiánské větve jmenujme např. R. F. Harroda, E. D. Domara, P. A. Samuel-

sona či J. Tobina a z postkeynesiánských ekonomů J. V. Robinsonovou a N. Kaldora,

kteř́ı (mimo jiné) stavěli na praćıch M. Kaleckého. Svébytnou teorii hospodářského

r̊ustu spojenou s viźı daľśıho vývoje kapitalismu vytvořil J. Schumpeter.
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Kapitola 1

Solowův model hospodářského

r̊ustu

Před zahájeńım vlastńıho výkladu o Solowově modelu r̊ustu je vhodné učinit jednu

metodickou poznámku. Autorovým záměrem neńı na následuj́ıćıch řádćıch poskytnout

čtenáři vyčerpávaj́ıćı výklad Solovowa modelu, protože to neńı předmětem této práce.

V této kapitole se čtenáři dostane odvozeńı základńıch výsledk̊u Solowova modelu, které

jsou nezbytné pro daľśı výklad RCK modelu.1

1.1 Předpoklady modelu

1.1.1 Produkčńı funkce

Jelikož Solowův model r̊ustu zkoumá vývoj potenciálńıho HDP, muśı být produkt dané

ekonomiky vždy na hranici jej́ıch produkčńıch možnost́ı. To znamená, že Y = F (K,AL),

kde F je produkčńı funkce dané ekonomiky. Jako prvńı výrobńı faktor, tj. jako prvńı

proměnná produkčńı funkce F , vystupuje kapitál. Ten je v Solowově modelu funkćı

času (t 7→ K(t)). Konkrétńı funkčńı hodnota funkce K v čase t určuje množstv́ı kapitálu

v ekonomice v daném čase. Druhým výrobńım faktorem je tzv. efektivńı práce, tj. součin

populace dané ekonomiky L a efektivity práce A. To znamená, že pro velikost konečného

1Možným zdrojem informaćı o Solowově modelu je např. (Roomer, 2006).
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produktu neńı podstatné, zda-li se např. dvakrát zvýš́ı populace nebo dvakrát zvýš́ı

efektivita práce, celkový produkt se totiž v obou př́ıpadech zvýš́ı stejně. Populace dané

ekonomiky a efektivita práce jsou opět funkćı času (t 7→ A(t), t 7→ L(t)). Množstv́ı

efektivńı práce v čase t je tedy součinem A(t) a L(t). Předpoklad Y = F (K,AL) tedy

znamená, že veškerý kapitál a veškeré množstv́ı efektivńı práce v ekonomice je využito

k tvorbě výstupu. Neexistuje tedy nevyužitý kapitál ani nezaměstnanost, což odpov́ıdá

předpokladu zkoumáńı vývoje potenciálńıho HDP, kdy neuvažujeme jednotlivé cyklické

výkyvy dané ekonomiky. Také Y je funkćı času. Hodnota funkce t 7→ Y (t) v čase t záviśı

na času prostřednictv́ım hodnot K a AL. Př́ıslušný funkčńı vztah vypadá následovně

Y (t) = F (K(t), A(t)L(t)).

Produkčńı funkce F v Solowově modelu je neoklasická agregátńı produkčńı funkce.

Tj. produkčńı funkce dvou proměnných, kde jako prvńı proměnná vystupuje celkové

množstv́ı kapitálu v ekonomice a jako druhá proměnná celkové množstv́ı efektivńı práce.

Možnost agregace kapitálu je zajǐstěna předpokladem homogenity kapitálových statk̊u.

V př́ıpadě uvažováńı realističtěǰśıho předpokladu nehomogenity kapitálových stat-

k̊u bychom se museli potýkat s fenoménem zvaným neměřitelnost kapitálu, který je

znám z postkeynesiánské ekonomie (viz např. Holman, 1999). Potom totiž k agregaci

kapitálu je nezbytné použ́ıt oceněńı kapitálových statk̊u pomoćı úrokové mı́ry. Úrokovou

mı́ru však apriorně neznáme, je třeba ji vypoč́ıst za pomoci produkčńı funkce, k čemuž

však potřebujeme znát množstv́ı kapitálu. T́ım vzniká jakýsi
”
bludný kruh“, který by

nám v lepš́ım př́ıpadě zt́ıžil použit́ı výše zmı́něné produkčńı funkce F . Abychom se

vyhnuli podobným komplikaćım, budeme vycházet ze zjednodušuj́ıćıho předpokladu

homogenity kapitálových statk̊u.

Necht’ symbol ∂iF znač́ı parciálńı derivaci funkce F podle i-té proměnné a symbol

∂2
ijF parciálńı derivaci druhého řádu funkce F , kde nejdř́ıve derivujeme podle i-té a

poté podle j-té proměnné. Na produkčńı funkci F potom klademe tyto požadavky:

(A1) F (0, x) = F (y, 0) = 0, kde x ≥ 0, y ≥ 0. Tato vlastnost funkce F znamená, že

oba výrobńı faktory jsou nepostradatelné.
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(A2) F ∈ C2 ((0, +∞) × (0, +∞)).

(A3) ∂1F > 0, a tedy funkce F je rostoućı v prvńı proměnné. Tato matematická vlast-

nost produkčńı funkce odpov́ıdá ekonomickému předpokladu kladného mezńıho

produktu kapitálu (MPK).

(A4) ∂2F > 0. Analogicky k prvńımu předpokladu je kladný také mezńı produkt efek-

tivńı práce (MPAL).

(A5) ∂2
11F < 0, a tedy funkce F je ryze konkávńı v prvńı proměnné, což odpov́ıdá

předpokladu klesaj́ıćıho MPK.

(A6) ∂2
22F < 0. Obdobně je klesaj́ıćı také MPAL.

(A7) F (l · x, l · y) = l · F (x, y) pro všechna l > 0, x ≥ 0, y ≥ 0. Funkce F je tedy

lineárně homogenńı v obou proměnných (matematický pohled). To znamená, že

daná ekonomika vykazuje konstantńı výnosy z rozsahu (ekonomický pohled).

Předpoklad (A7), ač v reálném světě nebývá vždy splněn2, nám umožňuje převést

složitěǰśı problém zkoumáńı veličiny K na jednodušš́ı problém zkoumáńı veličiny k,

která je definovaná vztahem k = K
AL

a vyjadřuje kapitál na jednotku efektivńı práce. Ten

je opět funkćı času (t 7→ k(t)). Pro zkoumáńı funkce k je vhodné zavést modifikovanou

produkčńı funkci k 7→ f(k). Za t́ımto účelem si nejprve upravme produkčńı funkci F .

Plat́ı-li AL 6= 0, pak můžeme přepsat funkci F následovně

F (K,AL) = F

(

K ·
AL

AL
,
(AL)2

AL

)

= AL · F

(

K

AL
, 1

)

= AL · F (k, 1).

Prvńı rovnost je zjevná, druhá využ́ıvá lineárńı homogenity funkce F a třet́ı použ́ıvá

definici k. Vyjádřeme si nyńı výraz F (k, 1) v závislosti na F (K,AL). Funkce f je potom

definovaná následovně

f(k) = F (k, 1) =
1

AL
F (K,AL). (1.1)

2Tento model pro jednoduchost nebere v úvahu př́ırodńı zdroje jakožto výrobńı faktor.

Za předpokladu vzácnosti př́ırodńıch zdroj̊u by totiž l-násobné zvýšeńı množstv́ı kapitálu a efektivńı

práce vedlo k méně než l-násobnému zvýšeńı výstupu.
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Jestliže plat́ı Y = F (K,AL), pak f(k) = Y
AL

. Výraz Y
AL

můžeme označit y a interpre-

tovat jako výstup na jednotku efektivńı práce.

Vyjádřeme ze znalosti vlastnost́ı funkce F některé vlastnosti funkce f .

(B1) f(0) = 0. Tato vlastnost vycháźı z předpokladu nepostradatelnosti kapitálu jakožto

výrobńıho faktoru. Podle vlastnosti (A1) totiž plat́ı f(0) = 1
AL

F (0, AL) = 0.

(B2) f ′(k) > 0. Tato vlastnost odpov́ıdá předpokladu kladného MPK. O jej́ı plat-

nosti se můžeme přesvědčit spočteńım f ′(k) s pomoćı
”
řet́ızkového pravidla“

pro derivaci funkćı v́ıce proměnných

f ′(k) = ∂1F (k, 1) · 1 + ∂2F (k, 1) · 0 = ∂1F (k, 1) > 0.

(B3) f ′′(k) < 0. Tato vlastnost je analogíı k předpokladu klesaj́ıćıho MPK. Při jej́ım

dokazováńı využijeme odvozené rovnosti f ′(k) = ∂1F (k, 1) a opět použijeme

”
řet́ızkové pravidlo“

f ′′(k) = ∂2
11F (k, 1) · 1 + ∂2

12F (k, 1) · 0 = ∂2
11F (k, 1) < 0.

Následuj́ıćı dva předpoklady přidává většina autor̊u k prvńım třem. Ćılem předpokladu

(B4) je vyjádřit, že MPK je
”
velmi vysoký“ pro malé hodnoty k, naopak podle předpo-

kladu (B5) je
”
velmi malý“ pro vysoké hodnoty k. Tyto vlastnosti jsou d̊usledkem jed-

noho ze základńıch ekonomických zákon̊u, zákonu klesaj́ıćıch výnos̊u. Podle něj s ros-

toućım množstv́ım variabilńıho faktoru (v tomto př́ıpadě kapitál), který je přidáván

k fixńımu faktoru (efektivńı práce), docháźı postupně k poklesu výnos̊u.

Jelikož exaktńı matematická analýza se jen těžko může spokojit s vágńımi po-

jmy
”
velmi vysoký“ a

”
velmi malý“, je vhodné se této nejednoznačnosti vyhnout zfor-

mulováńım následuj́ıćıch limitńıch vlastnost́ı.

(B4) limk→0+ f ′(k) = +∞.

(B5) limk→+∞ f ′(k) = 0.
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1.1.2 Ostatńı předpoklady

V části 1.1.1 bylo řečeno, že populace ekonomiky a efektivita práce je funkćı času,

nicméně přesný funkčńı vztah nebyl explicitně uveden. Funkčńı vztahy pro populaci a

produktivitu práce jsou v tomto modelu následuj́ıćı.

1. A(t) = A(0)egt; tj. efektivita práce roste konstantńı exogenńı mı́rou g,

2. L(t) = L(0)ent; tj. pracovńı śıla roste konstantńı exogenńı mı́rou n.

Jinak řečeno n a g jsou exogenńı proměnné a Solowův model je tedy nemá ambici

nijak vysvětlovat.

Daľśım kĺıčovým předpokladem Solowova modelu je konstantńı mı́ra úspor s

(0 < s < 1). Tento předpoklad vyžaduje, aby v každém čase byla uspořena a následně

investována konstantńı část výstupu. Necht’ funkce t 7→ c(t), kde c(t) > 0, vyjadřuje

spotřebu na jednotku efektivńı práce, potom můžeme tento požadavek shrnout v následu-

j́ıćı rovnici

f(k(t)) − c(t) = sy(t) (1.2)

pro všechna t > 0.

Solowův model se řad́ı mezi neoklasické modely. Vycháźı proto z předpokladu

dokonalé konkurence. Celá ekonomika se skládá z velkého množstv́ı firem, jejichž vzájem-

ná konkurence stlač́ı ceny vstup̊u až na hodnotu jejich mezńıho produktu. Tuto skuteč-

nost můžeme zapsat následovně

r(t) = MPK(t) = ∂1F (K(t), A(t)L(t)),

w(t) = MPAL(t) = ∂2F (K(t), A(t)L(t)),

kde funkce t 7→ r(t) vyjadřuje vývoj reálné úrokové mı́ry v čase a funkce t 7→ w(t)

vývoj reálné mzdy na jednotku efektivńı práce v čase.

Jelikož jsme v (B2) odvodili, že f ′(k) = ∂1F (k, 1), a zároveň v́ıme, že r(t) =

∂1F (K(t), A(t)L(t)), lze výše uvedený vztah pro r(t) přepsat následovně

r(t) = f ′(k(t)). (1.3)
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Analogický vztah pro w(t) je

w(t) = f(k(t)) − k(t)f ′(k(t)).

Ověřeńı provedeme následuj́ıćım výpočtem, který se oṕırá o definici funkce f a o vlast-

nost (A7).

w = ∂2F (K,AL)

= lim
h→0

F (k, 1 + h) − F (k, 1)

h

= lim
h→0

(1 + h)F ( k
1+h

, 1) − F (k, 1)

h

= lim
h→0

(1 + h)f
(

k
1+h

)

− f(k)

h

=
d

dh

(

(1 + h) f

(

k

1 + h

))

h=0

=

(

f

(

k

1 + h

)

+ (1 + h)f ′

(

k

1 + h

)

−k

(1 + h)2

)

h=0

= f(k) − kf ′(k). (1.4)

Solowův i RCK model předpokládaj́ı uzavřenou dvousektorovou ekonomiku (ve

svých základńıch verźıch). To předevš́ım znamená, že spotřeba nemůže být v žádném

čase vyšš́ı než výstup c(t) ≤ f(k(t)). Ekonomika si totiž nemůže p̊ujčovat v zahranič́ı.

Posledńım (a poněkud zjednodušuj́ıćım) předpokladem je neuvažováńı amortizace

kapitálu. Toto zjednodušeńı má za ćıl usnadnit výklad RCK a Solowova modelu.

1.2 Řešeńı modelu

Jak již bylo dř́ıve řečeno, ćılem Solowova modelu je zkoumat funkci k. Za t́ımto účelem

vyjádř́ıme jej́ı prvńı derivaci podle času

k′(t) =

(

K(t)

A(t)L(t)

)′

=
K ′(t)A(t)L(t) − K(t)(A′(t)L(t) + A(t)L′(t))

A2(t)L2(t)

=
K ′(t)

A(t)L(t)
−

K(t)A′(t)

A2(t)L(t)
−

K(t)L′(t)

A(t)L2(t)
.
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Nebudeme-li uvažovat opotřebeńı kapitálu, promı́tne se jakákoliv změna investic do stejně

velké změny kapitálu. Potom je tedy K ′(t) rovna sY (t). Vzhledem k tomu, že A′(t)
A(t)

= g

a L′(t)
L(t)

= n, můžeme výše uvedený vztah pro k′(t) přepsat následovně

k′(t) =
sY (t)

A(t)L(t)
− k(t)g − k(t)n

= sf(k(t)) − (n + g)k(t). (1.5)

Vztah (1.5) je kĺıčovou rovnićı Solowova modelu a umožńı nám poměrně jednoduchým

zp̊usobem určit rovnovážnou úroveň kapitálu na jednotku efektivńı práce. Jelikož s je

podle předpoklad̊u konstanta, jedná se o autonomńı diferenciálńı rovnici. Položeńım

Φ(k) = sf(k) − (n + g)k můžeme rovnici (1.5) přepsat na

k′(t) = Φ(k(t)). (1.6)

Nyńı nalezneme stacionárńı řešeńı rovnice (1.6). Toho dosáhneme položeńım Φ(k) =

0. Je-li totiž Φ(k0) = 0, pak konstantńı funkce t 7→ k0 je řešeńım rovnice (1.6) na inter-

valu t ∈ (0,∞)3. Výše zmı́něným postupem tedy dostaneme

sf(k(t)) − (n + g)k(t) = 0.

Použit́ım rovnice (1.2) a vynecháńım proměnné t (jedná se o stacionárńı řešeńı) obdrž́ıme

c = f(k) − (n + g)k. (1.7)

V tuto chv́ıli nám nejde o explicitńı vyjádřeńı rovnovážné úrovně k jako funkce ostatńıch

faktor̊u (c,n,g), ale o vzájemný vztah rovnovážné úrovně c a k, tj. c = c(k). Použit́ım

prvńı a druhé derivace podle k tedy můžeme vyšetřit pr̊uběh takové funkce. Spoč́ıtejme

proto c′(k) a c′′(k):

c′(k) = f ′(k) − (n + g),

c′′(k) = f ′′(k) < 0.

3Nenulové stacionárńı řešeńı existuje za podmı́nek limk→0+ f ′(k) > n+g

s
a limk→+∞ f ′(k) < n+g

s
,

které jsou vzhledem k vlastnostem (B4) a (B5) splněné.
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Položeńım c′(k) = 0 spoč́ıtáme globálńı maximum funkce c. Tato funkce je totiž ryze

konkávńı na celém svém definičńım oboru, protože c′′(k) < 0. Potom tedy bod, ve kterém

je prvńı derivace nulová, je jej́ım globálńım maximem. Výše uvedeným požadavk̊um

odpov́ıdá bod k∗∗, pro který plat́ı f ′(k∗∗) = n + g.

Tento bod představuje úroveň kapitálu odpov́ıdaj́ıćı tzv. zlatému pravidlu Solowova

modelu. Při této úrovni kapitálu je rovnovážná úroveň spotřeby maximalizovaná. Později

při výkladu RCK modelu zjist́ıme, že existuje také bod k∗, který někdy nazýváme úrovńı

kapitálu podle modifikovaného zlatého pravidla, což odpov́ıdá na př́ıpadnou otázku,

proč znač́ıme v souladu s (Romer, 2006) úroveň kapitálu podle zlatého pravidla k∗∗.

Na intervalu (0, k∗∗) je potom funkce c rostoućı a na (k∗∗, +∞) klesaj́ıćı. Abychom

mohli znázornit pr̊uběh funkce c do diagramu, je vhodné dokázat následuj́ıćı lemma.

Lemma 1 Necht’ pro funkci h: 〈0,∞) → R plat́ı:

• h ∈ C2(0, +∞),

• h′ > 0 na (x∗∗, +∞), kde x∗∗ ∈ (0, +∞),

• h(x∗∗) > 0,4

• h′′ < 0 na (0, +∞).

Potom existuje bod x > x∗∗, pro který plat́ı h(x) = 0.

Důkaz. Podle předpoklad̊u pro všechna x ∈ (x∗∗, +∞) plat́ı h′(x) < 0 a h′′(x) < 0.

Zvolme xt ∈ (x∗∗, +∞). Potom existuje př́ımka p, která je tečnou ke grafu funkce h

v bodě xt a jej́ıž směrnice je záporná. A tedy muśı existovat bod xp ∈ (x∗∗, +∞),

který je pr̊useč́ıkem př́ımky p a osy x. Funkce h je ryze konkávńı, a proto jej́ı graf

lež́ı s výjimkou bodu (xt, h(xt)) pod př́ımkou p. Vzhledem ke spojitosti funkce h muśı

existovat bod x ∈ (x∗∗, xp), pro který plat́ı h(x) = 0. �

Aplikaćı Lemmatu 1 na funkci c dostaneme, že existuje bod k > k∗∗, pro který

plat́ı c(k) = 0. Tento bod z ekonomického hlediska představuje maximálńı dosažitelnou

4Hodnota f(k∗∗) − (n + g)k∗∗ > 0 je kladná opět vzhledem k vlastnostem (B4) a (B5).
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úroveň kapitálu. To je taková úroveň kapitálu, kdy veškerý výstup ekonomiky je uspořen

a investován do tvorby kapitálu, a tedy spotřeba je nulová. Nulovost spotřeby v určitém

časovém intervalu pochopitelně znamená vymřeńı celé společnosti. Proto úroveň kapitálu

k neńı reálně dosažitelná, ale z teoretického hlediska představuje užitečný nástroj k ome-

zeńı kapitálu, výstupu a užitku (v RCK modelu) shora.

Doposud jsme se zabývali jen body na křivce určené rovnićı (1.7). Zbývá proto

vyšetřit body (c(t), k(t)) nad resp. pod touto křivkou. Z rovnice (1.5) vyplývá, že

pro body nad touto křivkou je k′(t) < 0 a pro body pod touto křivkou k′(t) > 0.

Protože každé řešeńı autonomńı diferenciálńı rovnice je monotónńı (viz např. John,

Kalenda, Zelený, 2003, kap. XIV. 4.), je funkce k rostoućı, je-li počátečńı hodnota

kapitálu k(0) menš́ı než hodnota stacionárńıho řešeńı, a klesaj́ıćı, je-li k(0) větš́ı než

hodnota stacionárńıho řečeńı. Tuto skutečnost znázorńıme v následuj́ıćım grafu.

Obrázek 1.1: Dynamika ekonomiky Solovova modelu

Problémem konvergence obecného řešeńı k rovnice (1.6) s počátečńı podmı́nkou

k(0) ∈ (0, k) ke stacionárńımu řešeńı (tj. problémem konvergence ekonomiky do stálého

stavu) se zde nebudeme zabývat, ačkoliv se jedná z ekonomického i matematického

hlediska o zaj́ımavý problém. V komplexněǰśı podobě jej budeme řešit při analýze dy-
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namického chováńı veličin RCK modelu.

Nyńı zbývá si jen rozmyslet, jakých hodnot může stacionárńı řešeńı k nabývat.

Teoreticky může nabývat libovolné hodnoty k ∈ (0, k). Připust́ıme-li však určitou

racionalitu společnosti, pak pro každou úroveň kapitálu kr ∈ (k∗∗, k) existuje úroveň

kl ∈ (0, k∗∗), pro kterou plat́ı c(kl) = c(kr). Společnost je tedy schopna dosáhnout

v obou př́ıpadech stejné úrovně spotřeby. Je zřejmé, že si za jinak stejných okolnost́ı

vybere nižš́ı úroveň kapitálu kl. Jinak by totiž mohla sńıžeńım kapitálu z úrovně kr

na kl dočasně zvýšit spotřebu nad rovnovážnou úroveň c(kl) = c(kr).
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Kapitola 2

Ramsey-Cass-Koopmans̊uv model

Podle předchoźı části věnované Solowově modelu r̊ustu mohla rovnovážná úroveň kapitá-

lu v závislosti na s (a jiných veličinách) nabývat libovolné hodnoty k ∈ (0, k∗∗〉. Mı́ra

úspor s je však exogenńı proměnná a Solowův model ji nevysvětluje.

Je přirozené, že na tento
”
nedostatek“ musela ekonomická teorie nějakým zp̊uso-

bem reagovat. Jedńım z pokus̊u určeńı optimálńı výše úspor společnosti (a tedy i opti-

málńı úrovně kapitálu) je
”
pionýrský“ článek F. P. Ramseyho (Ramsey, In: Stiglitz,

Uzawa 1969). Jeho snahou je, zjednodušeně řečeno, nalezeńı optimálńı výše úspor

společnosti pomoćı metod variačńıho počtu, kdy se jednotlivé domácnosti snaž́ı maxi-

malizovat současnou hodnotu užitku ze své celoživotńı spotřeby pomoćı optimálńı

alokace budoućıho produktu mezi spotřebu a úspory. Pojem celoživotńı spotřeba v sobě

zahrnuje jak spotřebu jednotlivce žij́ıćıho konečný čas T , tak i spotřebu v nekonečném

časovém horizontu; tj. spotřebitel bere v potaz nejen svoji budoućı spotřebu, ale i spotře-

bu svých potomk̊u.

Na tento článek po určité době reaguj́ı D. Cass (Cass, 1965) a T. C. Koopmans

(Koopmans, 1965), kteř́ı podrobněji rozpracovali Ramseyho ideu a z jejichž článk̊u se

postupem času vyvinul model hospodářského r̊ustu, který podrobněji rozv́ıj́ı p̊uvodńı

Solowův model.
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2.1 Předpoklady modelu

2.1.1 Produkčńı funkce ekonomiky

Výstup ekonomiky je dán produkčńı funkćı ve tvaru Y = F (K,AL), jej́ıž vlastnosti

jsou shodné s vlastnostmi produkčńı funkce v Solowově modelu. Stejně jako v Solowově

modelu r̊ustu je i zde vhodné pracovat s modifikovanou produkčńı funkćı k 7→ f(k).

Model opět předpokládá existenci velkého množstv́ı identických firem, které si

navzájem konkuruj́ı, a tedy musej́ı nakupovat výrobńı faktory za cenu rovnou jejich

mezńımu produktu. Tento předpoklad tedy znamená, že

MPK(t) = r(t) = f ′(k(t))

a

MPAL(t) = w(t) = f(k(t)) − k(t)f ′(k(t)).

Pro odvozeńı těchto vztah̊u viz část 1.1.2.

2.1.2 Užitková funkce

Model též předpokládá existenci velkého množstv́ı identických domácnost́ı. Jejich počet

znač́ıme H a je v čase konstantńı; tj. nepředpokládá se odstěhováńı ani přistěhováńı

žádných domácnost́ı. Přičemž velikost každé domácnosti roste v čase konstantńım a exo-

genńım r̊ustem n. To nutně znamená, že velikost celkové populace roste tempem n a také

že každý člen domácnosti je zaměstnán. Model tedy nebere v úvahu nezaměstnanost,

jeho účelem je totiž vysvětlit r̊ust potenciálńıho produktu nikoliv fluktuace skutečného

produktu okolo potenciálu.

Veškeré firmy v ekonomice jsou vlastněny domácnostmi, a tedy problém maximal-

izace zisku firem je možné sloučit s problémem maximalizace užitku spotřebitel̊u. Nav́ıc

veškerý kapitál, se kterým jednotlivé firmy operuj́ı, muśı patřit domácnostem. Označme

si proto K(0) počátečńı množstv́ı kapitálu v ekonomice, potom počátečńı kapitálová

držba jednotlivých domácnost́ı je dána vztahem K(0)
H

. Vlastnictv́ı firem umožňuje domác-

nostem volit takové trajektorie spotřeby (a tedy i kapitálu podle vztahu k′ = f(k) −
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c− (n+g)k, který vznikl modifikaćı rovnice (1.5)) v čase, které maximalizuj́ı současnou

hodnotu jejich celoživotńıho užitku. Takovou současnou hodnotu vyjadřuje funkcionál

C 7→ U(C), který má následuj́ıćı tvar1

U(C) =

+∞
∫

0

e−ρtu(C(t))
L(t)

H
dt. (2.1)

Funkce L vyjadřuje velikost populace a zároveň množstv́ı pracovńı śıly v celé ekonomice

v čase t. Pod́ıl L(t)
H

tedy označuje počet jednotek práce nab́ızených každou domácnost́ı

v čase t. Funkce C vyjadřuje vývoj spotřeby na pracovńıka v čase. Konstanta ρ > 0

je diskontńı mı́ra. Výraz u(·) označuje užitkovou funkci. Proto rovnici (2.1) je možné

interpretovat jako diskontovaný součet užitku z celoživotńı spotřeby domácnosti.

Užitková funkce u: (0, +∞) → (0, +∞) má následuj́ıćı tvar

u(x) =
x1−θ

1 − θ
. (2.2)

Kde konstanta θ ∈ (0, 1) vyjadřuje ochotu domácnost́ı přesouvat spotřebu v čase, a tedy

č́ım vyšš́ı bude, t́ım ochotněji budou spotřebitelé akceptovat výkyvy spotřeby v čase

(viz např. Roomer, 2006, kap. 2).

Protože u′(C(t)) = C(t)−θ > 0 a u′′(C(t)) = −θC(t)−θ−1 < 0, splňuje takto

zvolená užitková funkce požadavek, aby stejné zvýšeńı spotřeby ∆C vedlo k nižš́ımu

př́ır̊ustku užitku pro vyšš́ı úroveň spotřeby než pro nižš́ı úroveň. Maximalizaćı takovéto

užitkové funkce bráńı společnost poklesu spotřeby v nějakém budoućım časovém inter-

valu na
”
nepřiměřeně ńızkou“ úroveň (viz Koopmans, 1965).

Dosazeńım vztahu (2.2) do rovnice (2.1) obdrž́ıme

U(C) =

+∞
∫

0

e−ρt C(t)1−θ

1 − θ

L(t)

H
dt. (2.3)

Tento funkcionál však neńı zcela vhodný pro řešeńı problému spotřebitelského

výběru. Stejně jako v Solowově modelu r̊ustu si i zde usnadńıme řešeńı převedeńım

problému na jednotky efektivńı práce. Vyjádřeme tedy výše uvedený funkcionál v jed-

notkách efektivńı práce

1Veškeré integrály, které se v této práci vyskytnou, budou Newtonovy integrály.
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U(C) =

+∞
∫

0

e−ρt C(t)1−θ

1 − θ

L(t)

H
dt

=

+∞
∫

0

e−ρt (A(0)egtc(t))1−θ

1 − θ

L(0)ent

H
dt

= A(0)1−θ L(0)

H

+∞
∫

0

e−(ρ−n−(1−θ)g)t c(t)
1−θ

1 − θ
dt

= B

+∞
∫

0

e−βt c(t)
1−θ

1 − θ
dt. (2.4)

Kde B = A(0)1−θ L(0)
H

a β = ρ − n − (1 − θ)g. Odvozeńı rovnice (2.4) využ́ıvá

vztah̊u C(t) = A(t)c(t), A(t) = A(0)egt a L(t) = L(0)ent.

Je vidět, že až na multiplikativńı konstantu B je U(C) rovno V (c), kde c 7→ V (c)

je analogický funkcionál pro trajektorii c definovaný vztahem

V (c) =

+∞
∫

0

e−βt c(t)
1−θ

1 − θ
dt. (2.5)

Problém maximalizace V (c) je tedy obdobný jako maximalizace výrazu (2.4).

Je-li trajektorie c omezená, pak pro β > 0 je V (c) konečné (viz Lemma 2).

V př́ıpadě β ≤ 0 bychom se museli vypořádat s komplikaćı, kdy by spotřebitelé mohli

dosahovat nekonečně velké úrovně užitku (viz Phelps, 1966).

Lemma 2 Necht’ trajektorie h je spojitá a splňuje 0 < h(t) ≤ h pro všechna t ∈

(0, +∞) a necht’ funkcionál h 7→ G(h) je definován vztahem

G(h) =

+∞
∫

0

e−αtχ(h(t)) dt,

kde χ je rostoućı funkce, která je spojitá a nezáporná na
〈

0, h
〉

. Potom pro každé α > 0

je G(h) ∈ R.

Důkaz. Tento d̊ukaz vycháźı z d̊ukazu omezenosti užitkové funkce v článku D. Casse

(Cass, 1966, str. 836). Nejprve dokážeme existenci zkoumaného integrálu. Funkce t 7→
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e−αtχ(h(t)) je podle předpoklad̊u nezáporná. Označme si ji ϕ. Necht’ funkce Φ je k ńı

primitivńı. Potom plat́ı:

Φ′ = ϕ ≥ 0.

Funkce Φ je tedy rostoućı, a tedy podle Věty o limitě monotónńı funkce limt→∞ Φ(t) ∈

R ∪ {∞} a limt→0+ Φ(t) ∈ R ∪ {−∞}. T́ım jsme dokázali existenci zkoumaného in-

tegrálu.

Nyńı zbývá dokázat jeho omezenost. Funkce h je podle předpoklad̊u omezená a

funkce χ rostoućı, a tedy plat́ı

+∞
∫

0

e−αtχ(h(t)) dt ≤ χ(h)

+∞
∫

0

e−αt dt

=
χ(h)

−α

[

e−αt
]+∞

0
=

χ(h)

α

(

1 − lim
t→+∞

e−αt

)

.

Jelikož podle předpokladu je α > 0, pak limt→+∞ e−αt = 0, a tedy

+∞
∫

0

e−αtχ(h(t)) dt ≤
χ(h)

α
.

Analogickým postupem bychom dostali, že zdola je tento integrál omezen hodnotou

χ(0)
α

. T́ım je tvrzeńı dokázáno. �

Zbývá tedy ukázat omezenost c, abychom dokázali, že V (c) je konečné. Ze Solowova

modelu již v́ıme, že k(t) ≤ k, a tedy 0 < c(t) ≤ f(k).

2.1.3 Rozpočtové omezeńı

Domácnosti si pochopitelně nemohou vyb́ırat libovolné trajektorie C, ale jsou při max-

imalizaci svého užitku omezeny rozpočtovým omezeńım, které jim dovoluje vyb́ırat jen

takové trajektorie, při kterých současná hodnota jejich budoućı spotřeby neńı vyšš́ı

než současná hodnota jejich budoućıch př́ıjmů navýšená o počátečńı hodnotu jejich

kapitálu. Rozpočtové omezeńı má proto tvar

+∞
∫

0

e−R(t)C(t)
L(t)

H
dt ≤

K(0)

H
+

+∞
∫

0

e−R(t)W (t)
L(t)

H
dt. (2.6)
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Kde funkce W vyjadřuje vývoj reálné mzdy na pracovńıka v čase, R je definována

vztahem R(t) =
t
∫

0

r(s) ds, kde r vyjadřuje pr̊uběh reálné úrokové mı́ry v čase, a K(0)
H

,

jak bylo řečeno v části 2.1.2, představuje množstv́ı kapitálu vlastněné domácnost́ı v čase

0.

Jelikož užitková funkce (2.2) je rostoućı, rozpočtové omezeńı bude splněno jako

rovnost. V opačném př́ıpadě by totiž domácnosti mohly navýšeńım spotřeby v nějakém

budoućım časovém intervalu zvýšit sv̊uj celkový užitek, což by bylo ve sporu s racional-

itou spotřebitel̊u. Racionálńı spotřebitel si totiž vždy vyb́ırá při daných omezeńıch

nejlepš́ı variantu ve smyslu maximalizace užitku. Proto přepǐsme rozpočtové omezeńı

(2.6) následovně
+∞
∫

0

e−R(t)(C(t) − W (t))
L(t)

H
dt =

K(0)

H
. (2.7)

Stejně jako v př́ıpadě užitkové funkce vyjádř́ıme rozpočtové omezeńı v jednotkách

efektivńı práce

+∞
∫

0

e−R(t)(C(t) − W (t))
L(t)

H
dt =

+∞
∫

0

e−R(t)(c(t) − w(t))
L(0)entA(0)egt

H
dt

=
k(0)A(0)L(0)

H
.

Vyděĺıme-li tento výraz č́ıslem A(0)L(0)
H

, tak obdrž́ıme

+∞
∫

0

e(n+g)t−R(t)(c(t) − w(t)) dt = k(0). (2.8)

Za předpokladu, že w a R jsou pevně dané funkce2, lze rozpočtové omezeńı přepsat

následovně

O(c) = k(0), (2.9)

kde O: C1(0, +∞) → R je funkce, která trajektorii c přǐrad́ı hodnotu
+∞
∫

0

e(n+g)t−R(t)(c(t)−

w(t)) dt.

2Tento předpoklad bude podrobně diskutován později.
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2.2 Problém spotřebitelského výběru

2.2.1 Formulace problému

Vzhledem k tomu, že jsme pro β > 0 dokázali omezenost užitkové funkce, můžeme

zformulovat problém spotřebitelského výběru, nebot’ bude nyńı dobře definován.

Dáno:

• funkce V : C1(0, +∞) → R, která je definovaná vztahem (2.5),

• funkce O: C1(0, +∞) → R, která je definovaná vztahem (2.8),

• k(0) ∈ (0, k).

Hledáme:

• funkci c ∈ C1(0, +∞) splňuj́ıćı c(t) ≤ f(k(t)) pro všechna t ∈ (0, +∞) a zároveň

splňuj́ıćı vztah (2.8), která maximalizuje funkci (2.5).

V př́ıpadě, že by funkce w byla závislá na k (endogenńı), nemohli bychom použ́ıt

pro řešeńı problému spotřebitelského výběru metod variačńıho počtu. Rovnice (1.4)

však ukazuje nesplněńı podmı́nky endogenity w.

Tuto endogenitu funkce w lze
”
obej́ıt“ následuj́ıćı úvahou. Předpokládejme, že tra-

jektorie c̃, w̃ a k̃ maximalizuj́ı V a splňuj́ı rozpočtové omezeńı. Předpokládejme také, že

jedna domácnost se rozhodne vybrat trajektorii spotřeby c 6= c̃. Jelikož ekonomiku tvoř́ı

velké množstv́ı domácnost́ı, neovlivńı volba jiné trajektorie spotřeby jednou domácnost́ı

trajektorie k̃ a w̃.Veličiny k̃ a w̃ lze tedy chápat jako exogenńı (nezávislé na volbě c).

Zároveň vzhledem k tomu, že c neńı optimálńı trajektorie, muśı si př́ıslušná domácnost

volbou c jen pohoršit (sńıžit sv̊uj užitek). Kdyby tomu tak nebylo, následovaly by ji i

ostatńı domácnosti (domácnosti jsou identické). Za předpokladu, že optimálńı trajek-

torie spotřeby na jednotku efektivńı práce je právě jedna, lze považovat trajektorie w̃

a k̃ za exogenńı. Trajektorie c̃ je v takovém př́ıpadě řešeńım následuj́ıćı úlohy

c̃ = max
c

V (c)
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za podmı́nek

O(c) = k(0),

f(k(t)) ≤ c(t).

Tento ekonomický problém odpov́ıdá následuj́ıćı matematické úloze (viz John, Kalenda,

Zelený, 2006, str. 24).

Formulace isoperimetrické úlohy variačńıho počtu s nekonečným plánovaćım

horizontem.

Dáno:

• A, B ∈ R,

• F , G ∈ C2((0, +∞) × R × R).

Hledáme:

• y ∈ C1 (〈0, +∞))

splňuj́ıćı H(y) =
+∞
∫

0

G(t, y(t), y′(t)) dt = B, y(0) = A, že hodnota

V (y) =

+∞
∫

0

F (t, y(t), y′(t)) dt

je maximálńı (resp. minimálńı).

Roli hledané trajektorie y hraje funkce c, a tedy

F (t, c(t), c′(t)) = e−βt c(t)
1−θ

1 − θ
,

G(t, c(t), c′(t)) = e−R(t)+(n+g)t(c(t) − w(t)),

A = c(0) a

B = k(0). (2.10)

Daľśı možnost́ı, jak se vyhnout
”
problému endogenity“ w, je předpokládat, že w

neńı závislé na k. V tomto př́ıpadě by w byla spotřebitel̊um předem známá, exogenńı
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(model by ji nevysvětloval) a omezená (0 < w(t) ≤ w pro všechna t ∈ (0, +∞))

funkce. Takovýto postup však naráž́ı na námitku, že efektivńı práce by v tomto př́ıpadě

nemusela být placena za sv̊uj mezńı produkt. To je v rozporu s předpokladem dokonalé

konkurence, kterou předpokládá RCK model.

Analyticky
”
nejčistš́ım“ řešeńım by bylo ponecháńı endogenity w a použit́ı teorie

optimálńıho ř́ızeńı. Omezuj́ıćı funkce O by v tomto př́ıpadě měla tvar

O(c, k) =

+∞
∫

0

e−R(t)+(n+g)t(c(t) − f(k(t)) + k(t)f ′(k(t)) dt.

Ř́ıd́ıćı diferenciálńı rovnice by vypadala následovně

k′ = f(k) − c − (n + g)k.

Funkcionál V by z̊ustal stejný. Řešili bychom tedy následuj́ıćı úlohu

max
c

V (c)

za podmı́nek

O(c, k) = k(0),

c(t) ≤ f(k(t)),

k′ = f(k) − c − (n + g)k.

Řešeńı takovéhoto problému však přesahuje možnosti této práce. Autor tud́ıž provede

maximalizaci pomoćı variačńıho počtu, kde zd̊uvodněńı exogenity w a k se bude oṕırat

o předpoklad existence a jednoznačnosti optimálńı trajektorie c.

2.2.2 Řešeńı problému

Nutnou podmı́nku pro trajektorii c, která maximalizuje užitkovou funkci (2.5) a zároveň

splňuje rozpočtové omezeńı (2.8), vyjadřuje následuj́ıćı věta (viz John, Kalenda, Zelený,

2006, str. 24).

Eulerova rovnice pro isoperimetrické úlohy s nekonečným plánovaćım hori-

zontem. Necht’ F a G ve formulaci isoperimetrické úlohy variačńıho počtu s nekonečným
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plánovaćım horizontem maj́ı tvar F (t, y, y′) = F̃ (y, y′)e−ρt, G(t, y, y′) = D(t)G̃(y), kde

ρ > 0 a F̃ ∈ C2(R×R), D, G̃ ∈ C2(R). Necht’ y je extrém v úloze (P8), přičemž y, y′

jsou omezené. Potom plat́ı: y splňuje bud’

(ER1) Gy(t, y(t), y′(t)) = 0, t ∈ 〈0, +∞),

nebo existuje λ ∈ R, že y pro každé t ∈ 〈0, +∞) splňuje

(ER2) Fy(t, y(t), y′(t)) − λGy(t, y(t), y′(t)) = d
dt

(Fy′(t, y(t), y′(t))).

Spočtěme př́ıslušné derivace.

Gc(t, c(t), c
′(t)) = e−R(t)+(n+g)t,

Fc(t, c(t), c
′(t)) = e−βtc(t)−θ,

Fc′(t, c(t), c
′(t)) = 0.

Aplikaćı Eulerovy rovnice dostaneme, že

e−R(t)+(n+g)t = 0, (2.11)

nebo existuje λ ∈ R takové, že pro optimálńı trajektorii c plat́ı

e−βtc(t)−θ − λe−R(t)+(n+g)t = 0. (2.12)

Je zřejmé, že rovnice (2.11) nemá žádné řešeńı. Ač rovnice (ER2) je obecně diferenciálńı

rovnice druhého řádu, v tomto konkrétńım př́ıpadě, kdy užitková funkce ani rozpočtové

omezeńı nezávisej́ı na c′(t), se o diferenciálńı rovnici nejedná. Vzhledem k absenci c′(t)

v rovnici (2.12) můžeme př́ımo vyjádřit funkčńı vztah pro trajektorii c

c(t) = λ−
1
θ e−

1
θ
(β+n+g)t+

R(t)
θ .

Použit́ım vztahu β = ρ − n − (1 − θ)g můžeme psát

c(t) = λ−
1
θ e−

1
θ
(ρ+θg)t+

R(t)
θ . (2.13)

Konstantu λ však neznáme, museli bychom ji proto dopoč́ıst z rozpočtového omezeńı.

Jednodušš́ı však je, když dosazeńım t = 0 do rovnice (2.13) spočteme c(0) a to následně

vypočteme z rozpočtového omezeńı. Požadovaný vztah pro c(0) je tedy následuj́ıćı

c(0) = λ−
1
θ .
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Rovnici (2.13) proto můžeme přepsat na

c(t) = c(0)e−
1
θ
(ρ+θg)t+

R(t)
θ . (2.14)

Dř́ıve než spočteme c(0), upravme si poněkud rozpočtové omezeńı (2.8)

+∞
∫

0

e(n+g)t−R(t)c(t) dt = k(0) +

+∞
∫

0

e(n+g)t−R(t)w(t) dt.

Dosazeńım vztahu (2.14) do upraveného rozpočtového omezeńı obdrž́ıme

c(0)

+∞
∫

0

e
1
θ
((1−θ)R(t)+(θn−ρ)t) dt = k(0) +

+∞
∫

0

e(n+g)t−R(t)w(t) dt.

Potom vyjádř́ıme c(0) následovně

c(0) =

k(0) +
+∞
∫

0

e(n+g)t−R(t)w(t) dt

+∞
∫

0

e
1
θ
((1−θ)R(t)+(θn−ρ)t) dt

. (2.15)

Až doposud jsme předpokládali, že ač trajektorie w a k jsou závislé na c, reprezen-

tativńı domácnost je bere jako nezávislé na c (pro zd̊uvodněńı viz část 2.2.1). Nyńı

budeme předpokládat (pouze pro účely následuj́ıćıho d̊ukazu), že w je exogenńı (tj.

nezávislá na k), omezená a domácnostem předem známá funkce. To znamená, že w se

nemuśı rovnat MPAL. Potom můžeme ukázat, že optimálńı trajektorie c je jediným

globálńım maximem fukcionálu V . Postačuj́ıćı podmı́nku pro globálńı extrém v úlohách

variačńıho počtu vyjadřuje následuj́ıćı věta (viz John, Kalenda, Zelený, 2006, str.25).

Postačuj́ıćı podmı́nka pro maximum v isoperimetrické úloze varičńıho počtu

s nekonečným plánovaćım horizontem. Necht’ funkce F ve formulaci isoperimet-

rické úlohy variačńıho počtu s nekonečným plánovaćım horizontem splňuje následuj́ıćı

podmı́nku.

• Pro každé t ∈ (0, +∞) je funkce [y, y′] 7→ F (t, y, y′) konkávńı.

Potom jsou (ER1) a (ER2) postačuj́ıćı podmı́nky pro maximum
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Podmı́nka, podle ńıž je rovnice (2.12) také postačuj́ıćı podmı́nkou pro globálńı

maximum, je splněna, je-li pro každou trajektorii c a pro každé t ∈ (0, +∞) matice

∇2F (t, c(t), c′(t)) =





Fcc(t, c(t), c
′(t)) Fcc′(t, c(t), c

′(t))

Fc′c(t, c(t), c
′(t)) Fc′c′(t, c(t), c

′(t))





negativně semidefinitńı, kde F (t, c(t), c′(t)) = Be−βt c(t)1−θ

1−θ
.

Spoč́ıtejme př́ıslušné derivace

• Fc(t, c(t), c
′(t)) = Be−βtc(t)−θ,

• Fcc(t, c(t), c
′(t)) = −θBe−βtc(t)−(θ+1) < 0,

• Fc′(t, c(t), c
′(t)) = Fcc′(t, c(t), c

′(t)) = Fc′c(t, c(t), c
′(t)) = Fc′c′(t, c(t), c

′(t)) = 0.

Matice ∇2F (t, c(t), c′(t)) má potom tvar

∇2F (t, c(t), c′(t)) =





−θBe−βtc(t)−(θ+1) 0

0 0



 .

Tato matice je evidentně negativně semidefinitńı, a tedy trajektorie (2.14) je za podmı́nky,

že w je nezávislá na k, jediným globálńım maximem funkce (2.5).

2.3 Dynamické chováńı veličin RCK

V této části budeme zkoumat vývoj hlavńıch veličin RCK modelu (c a k) v čase. Bude

nás zaj́ımat, zda-li konverguj́ı k nějakým stacionárńım hodnotám. Vzhledem k tomu,

že se jedná o poměrně komplikovaný problém, budeme postupovat ve dvou kroćıch.

Nejdř́ıve budeme pro účely snadněǰśıho pochopeńı problému uvažovat v rozporu s

předpoklady modelu konstantńı úrokovou mı́ru r (i reálnou mzdu na jednotku efek-

tivńı práce w). Posléze źıskané výsledky zobecńıme i na př́ıpad, kdy je úroková mı́ra

funkćı času.
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2.3.1 Př́ıpad konstantńı r a w

Abychom mohli uvažovat konstantńı úrokovou mı́ru, muśıme nejdř́ıv poněkud změnit

předpoklady k produkčńı funkci. V této části budeme pracovat s produkčńı funkćı

ve tvaru

F (K,AL) = r0K + w0AL,

kde r0 a w0 ∈ R+.

Vyjádřeme si některé jej́ı vlastnosti

1. ∂1F = r0 > 0,

2. ∂2F = w0 > 0,

3. ∂2
1F = 0,

4. ∂2
2F = 0,

5. F (l · K, l · AL) = l · r0K + l · w0AL = l · (r0K + w0AL) = l · F (K,AL).

Jak lze snadno nahlédnout, produkčńı funkce, se kterou pracujeme v této části, neod-

pov́ıdá svými vlastnostmi produkčńı funkci, kterou předpokládá RCK a Solowův model,

nejsou totiž splněny předpoklady klesaj́ıćıho MPK a MPAL. Je nutné mı́t na paměti,

že toto zjednodušeńı má za ćıl usnadnit pochopeńı obecného dynamického chováńı niko-

liv deformovat dosavadńı výklad RCK modelu jinými předpoklady k produkčńı funkci.

Tyto předpoklady totiž brzy opust́ıme.

Modifikovaná produkčńı funkce f má v tomto př́ıpadě tvar

f(k) = F (
K

AL
, 1) = r0k + w0

Odvod’me opět některé jej́ı vlastnosti

1. f ′(k) = r0 > 0,

2. f ′′(k) = 0.
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Abychom mohli analyzovat dynamické chováńı veličiny k, připomeňme si vztah (1.5)

ze strany 9. Jeho úpravou dostaneme

k′(t) = f(k(t)) − c(t) − (n + g)k(t). (2.16)

Vyjádřeme si nyńı stacionárńı řešeńı výše zmı́něné diferenciálńı rovnice, tj. taková c

a k, pro která se k′(t) = 0. Položeńım k′(t) = 0 a vynecháńım nezávislé proměnné t

obdrž́ıme

c = f(k) − (n + g)k

= r0k + w0 − (n + g)k

= (r0 − n − g)k + w0 (2.17)

Obdobně postupujme v př́ıpadě c. Z rovnice (2.14) spoč́ıtejme derivaci optimálńı tra-

jektorie c

c′(t) = c(0)e−
1
θ
(R(t)−(ρ−θg)t)

(

1

θ
(r(t) − ρ − θg)

)

= c(t)

(

1

θ
(r(t) − ρ − θg)

)

. (2.18)

V př́ıpadě konstantńı r má rovnice (2.18) tvar

c′(t) = c(t)

(

1

θ
(r0 − ρ − θg)

)

.

Chceme-li opět zjistit, pro jaká c a k nemá spotřeba na jednotku efektivńı práce tendenci

ke změně, polož́ıme c′(t) = 0, č́ımž obdrž́ıme

f ′(k) = r0 = ρ + θg. (2.19)

Odvozeńı výše uvedené rovnice využ́ıvá, že c(t) > 0 a f ′(k) = r0.

Jelikož r0, ρ, θ i g jsou pevně dané konstanty, rovnice (2.19), která představuje

podmı́nku stacionarity c, bud’ je splněna a nebo neńı. Prozkoumejme proto, co by jej́ı

nesplněńı či splněńı znamenalo.

Je zřejmé, že v př́ıpadě nesplněńı rovnice (2.19) by systém nebyl nikdy v rovnováze.

Spotřeba by tedy bud’ rostla nade všechny meze a nebo by klesla až na nulu (viz
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rovnice (2.14)). Prvně zmı́něný př́ıpad je neslučitelný s rozpočtovým omezeńım a později

zmı́něný by si nikdy nezvolil spotřebitel maximalizuj́ıćı současnou hodnotu celoživotńı

spotřeby.

V př́ıpadě, že je podmı́nka stacionarity c splněna, je c′(t) = 0 pro všechny př́ıpustné

hodnoty c(0) a k(0) (z hlediska rozpočtového omezeńı). Upravme si proto rovnici (2.15),

která dává do souvislosti př́ıpustné hodnoty c(0) a k(0), pro př́ıpad konstantńı r a w

c(0) =

k(0) + w0

+∞
∫

0

e(−r0+n+g)t dt

+∞
∫

0

e
1
θ
(((1−θ)r0+(θn−ρ)t) dt

.

Použit́ım rovnice (2.19) obdrž́ıme

c(0) =

k(0) + w0

+∞
∫

0

e−βt dt

+∞
∫

0

e−βt dt

=
k(0) + w0

β

1
β

= w0 + βk(0). (2.20)

Rovnice (2.17) a (2.20) určuj́ı taková c(0) a k(0), pro která je systém v rovnováze.

Vzhledem k tomu, že rovnice (2.17) je splněna pro všechna t > 0, můžeme ji přepsat

takto

c(0) = (r0 − n − g)k(0) + w0.

Použit́ım vztahu (2.19) přeṕı̌seme výše uvedenou rovnici na

c(0) = w0 + βk(0).

Tato rovnice je shodná s rovnićı (2.20). To znamená, že množina bod̊u

{

(k(0), c(0)) , k(0) ∈ (0, k), c(0) > 0, k′(t) = 0, c′(t) = 0
}

je shodná s množinou


















(k(0), c(0)) , k(0) ∈ (0, k), c(0) =

k(0) + w0

+∞
∫

0

e(−r0+n+g)t dt

+∞
∫

0

e
1
θ
(((1−θ)r0+(θn−ρ)t) dt



















.
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Čili všechny př́ıpustné body (k(0), c(0)) z hlediska rozpočtového omezeńı jsou zároveň

stacionárńımi body a naopak všechny stacionárńı body jsou zároveň př́ıpustnými body.

Nyńı zbývá zodpovědět jen čistě technickou otázku, jaké je znaménko k′(t) pro body

pod resp. nad př́ımkou určenou rovnicemi (2.17) a (2.20). Pro všechny body k(0) ∈ (0, k)

a c(0) > 0 je samozřejmě c′(t) = 0.

Z rovnice (2.16) vyplývá, že pro body splňuj́ıćı c < (r0−n−g)k+w0 je k′(t) > 0 a

naopak pro c > (r0 −n− g)k +w0 je k′(t) > 0. Avšak v bodech mimo př́ımku c = (r0 −

n−g)k+w0 nejsou splněny předpoklady RCK modelu. Pro c(0) < (r0−n−g)k(0)+w0

je

c(0) <

k(0) + w0

+∞
∫

0

e(−r0+n+g)t dt

+∞
∫

0

e
1
θ
(((1−θ)r0+(θn−ρ)t) dt

.

Čili současná hodnota budoućı spotřeby je nižš́ı než současná hodnota budoućıch př́ıjmů.

Takovouto možnost by si nikdy nevybral spotřebitel maximalizuj́ıćı současnou hodnotu

budoućı spotřeby. Naopak pro c(0) > (r0 − n − g)k(0) + w je

c(0) >

k(0) + w
+∞
∫

0

e(−r0+n+g)t dt

+∞
∫

0

e
1
θ
(((1−θ)r0+(θn−ρ)t) dt

.

V tomto př́ıpadě je současná hodnota budoućı spotřeby vyšš́ı než současná hodnota

budoućıch př́ıjmů, a tedy neńı splněno rozpočtové omezeńı. Potom však je nemožné ko-

rektně určit znaménka k′(t), protože nesplněńım předpoklad̊u RCK modelu nemůžeme

určit chováńı c v čase. Určeńı znamének k′(t) je proto čistě technická záležitost, která

např. umožńı určit stabilitu stacionárńıch řešeńı.

2.3.2 Oslabeńı předpokladu konstantńı r a w

Pośıleni znalostmi dynamického chováńı veličin RCK při konstantńı r a w, můžeme

v této části zkoumat zobecněńı tohoto problému. Zejména analyzovat konvergenci obec-

ného řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic, která je určená rovnicemi (2.18) a (2.16),

s počátečńı podmı́nkou danou rovnićı (2.15), kde k(0) ∈ (0, k), ke stacionárńımu řešeńı
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uvedené soustavy, které je určené rovnicemi (1.7) a (2.19). Také se budeme zabývat

stabilitou těchto stacionárńıch řešeńı.

Nejprve urč́ıme stacionárńı řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic, která je určená

rovnicemi (2.18) a (2.16). Stacionárńı řešeńı rovnice (2.16) jsme spoč́ıtali v části 1.2 a

je určeno následuj́ıćı rovnićı

c = f(k) − (n + g)k.

Předpokládáme-li, že c > 0, stacionárńı řešeńı rovnice (2.18) dostaneme položeńım

r(t) − ρ − θg = 0.

Použijeme-li vztah r = f ′(k) a označ́ıme-li stacionárńı hodnotu kapitálu k∗, dostaneme

f ′(k∗) = ρ + θg. (2.21)

Úroveň kapitálu k∗ nazýváme úrovńı kapitálu podle modifikovaného zlatého pravidla.

Jelikož f ′(k) je klesaj́ıćı a uvažujeme jen možnost β > 0, plat́ı k∗ < k∗∗. Takže úroveň

kapitálu k∗, při které je současná hodnota celoživotńıho užitku maximálńı, je nižš́ı

než úroveň kapitálu k∗∗, která maximalizuje spotřebu v každém čase t. Toto je hlavńı

výsledek RCK modelu.

Bodu k∗ odpov́ıdá bod c∗, který je dán následuj́ıćı rovnićı

c∗ = f(k∗) − (n + g)k∗. (2.22)

Rovnice (2.18) vzhledem k tomu, že f ′(k) je klesaj́ıćı, ukazuje, že pro k < k∗ je

c′(t) > 0 a pro k > k∗ je c′(t) < 0. V části 1.2 jsme ukázali, že pro body nad křivkou

určenou rovnićı (1.7) je k′(t) < 0 a pro body pod touto křivkou je k′(t) > 0. Nyńı tedy

můžeme znázornit dynamiku ekonomiky RCK modelu (viz obr. 2.1).

Bod E, což je jen jiné označeńı pro bod (c∗, k∗), představuje rovnovážný bod

ekonomiky RCK modelu (c′(t) a k′(t) = 0). Pomoćı Ljapunovovy věty (viz John,

Kalenda, Zelený, 2003, str. 189) zjist́ıme jeho asymptotickou stabilitu. Definujme vek-

torovou funkci h: (0, +∞) × (0, +∞) → R2 takto

h(c, k) =





c1
θ
(f ′(k) − ρ − θg)

f(k) − c − (n + g)k



 .
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Obrázek 2.1: Dynamika ekonomiky RCK modelu

Nyńı spočtěme jej́ı parciálńı derivace v bodě E

∂h1

∂c
(c∗, k∗) =

1

θ
(f ′(k∗) − ρ − θg) = 0,

∂h1

∂k
(c∗, k∗) =

1

θ
cf ′′(k∗) < 0,

∂h2

∂c
(c∗, k∗) = −1,

∂h2

∂k
(c∗, k∗) = f ′(k∗) − (n + g) > 0.

Definujme matici D takto

D =





∂h1

∂c
(c∗, k∗) ∂h1

∂k
(c∗, k∗)

∂h2

∂c
(c∗, k∗) ∂h2

∂k
(c∗, k∗)



 .

Dosazeńım př́ıslušných parciálńıch derivaćı dostaneme

D =





0 1
θ
cf ′′(k∗)

−1 f ′(k∗) − (n + g)



 .

Vlastńı č́ısla této matice jsou kořeny následuj́ıćıho polynomu

det(λI − D) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

λ −1
θ
cf ′′(k∗)

1 λ − f ′(k∗) + (n + g)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= λ2 − λ(f ′(k∗) − (n + g)) +
1

θ
cf ′′(k∗).
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Nyńı spočteme kořeny této kvadratické rovnice

λ1,2 =
f ′(k∗) − (n + g) ±

√

(f ′(k∗) − (n + g))2 − 4
θ
cf ′′(k∗)

2
.

Jelikož

f ′(k∗) − (n + g) +

√

(f ′(k∗) − (n + g))2 −
4

θ
cf ′′(k∗) > 0,

tak reálná část jednoho vlastńıho č́ısla matice D je kladná. Podle Ljapunovovy věty je

tedy E nestabilńı rovnovážný bod. To přináš́ı určité komplikace, kterými se budeme

zabývat poté, co zjist́ıme, jestli obecné řešeńı soustavy rovnic (2.18), (2.16) s počátečńı

podmı́nkou danou rovnićı (2.15) konverguje ke stacionárńımu řešeńı, které je reprezen-

tované bodem E.

Důkaz takové konvergence však přesahuje možnosti této práce (pro speciálńı př́ıpad

konstantńı r jsme již tuto konvergenci dokázali). Proto vyjdeme z následuj́ıćı věty,

která je použitelná i pro náš problém. Roli kapitálu na jednotku efektivńı práce v ńı

hraje poměr kapitálu a práce, mı́sto počátečńı hodnoty c(0) se v této větě pracuje

s počátečńı hodnotou q(0).3 Zkoumáńı vztahu mezi q a k je alternativou ke zkoumáńı

vztahu c a k, kterým se zabýváme v této práci, přičemž vztah, kterým libovolné hodnotě

k(0) ∈ (0, k) přǐrad́ıme právě jednu hodnotu c(0), vyjadřuje rovnice (2.15). Veličina z

označuje množstv́ı investic. V našem problému jsou investice reziduálńı veličinou a jejich

množstv́ı je dáno rozd́ılem f(k) a c.

”
For any initial capital-labor ratio k(0) an initial imputed price of investment

goods q(0) can be chosen in such a way that the path starting from these values and

satisfying the optimality conditions asymptotically approaches the quasi-stationary path

(c∗, k∗, z∗). This path is the unique optimum path. Moreover, on this unique optimum

path either the capital-labor ratio k and consumption per capita c are both strictly in-

creasing, if k(0) < k∗, or they are both strictly decreasing, if k(0) < k∗.“ (Cass, 1965,

str. 238)

3Cass použ́ıvá k maximalizaci Pontrjagin̊uv princip maxima a funkce t 7→ q(t), která vyjadřuje

vývoj ceny investičńıch statk̊u v čase, je součást́ı Hamiltoniánu, pomoćı kterého se provád́ı vlastńı

maximalizace.
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Již jsme ukázali, že pro k(0) existuje právě jedno c(0) a že pro k(0) < k∗ jsou

k i c rostoućı a pro k(0) > k∗ klesaj́ıćı, avšak pro d̊ukaz konvergence obecného řešeńı

ke stacionárńı trajektorii (c∗, k∗) je vhodné použ́ıt výše uvedenou větu. Konvergenčńı

trajektorii znázorńıme do následuj́ıćıho obrázku.

Obrázek 2.2: Konvergenčńı trajektorie

K rovnovážnému bodu tedy konverguj́ı jen trajektorie s počátečńı podmı́nkou

určenou rovnićı (2.15), pro zobecněné dynamické chováńı veličin RCK je tedy tato

rovnice zároveň konvergenčńı trajektoríı. Pro trajektorie s jinou počátečńı podmı́nkou

bud’ c roste nade všechny meze a nebo klesá k nule. Tato skutečnost spolu s nesta-

bilitou rovnovážného bodu E by mohla vést k odmı́tnut́ı tohoto modelu. Muśıme

si však uvědomit, že počátečńı podmı́nky, které nesplňuj́ı rovnici (2.15), nesplňuj́ı

rozpočtové omezeńı (viz část 2.3.1). Takže striktně vzato by se ekonomika měla po-

hybovat jen po konvergenčńı trajektorii směrem k rovnovážnému bodu. To však naráž́ı

na námitku, že v realitě mohou spotřebitelé alespoň do určité mı́ry své rozpočtové

omezeńı porušovat (např. pomoćı Ponziho financováńı nebo naopak z nedostatečné

racionality je jejich současná hodnota budoućı spotřeby nižš́ı než současná hodnota

32



budoućıch př́ıjmů). Stoj́ı proto za zamyšleńı, zda-li by nebylo vhodné poněkud oslabit

předpoklady RCK modelu. Tento model byl však vyvinut jako prvńı z řady model̊u

s nekonečným plánovaćım horizontem a na jeho
”
zdokonaleńı“ aspiruj́ı až následné

modely.
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Závěr

Shrnut́ı dosažených výsledk̊u

Aplikaćı variačńıho počtu na optimalizačńı úlohu definovanou v části 2.2.1 jsme dostali,

že optimálńı trajektorie spotřeby na jednotku efektivńı práce je daná následuj́ıćı rovnićı

c(t) = c(0)e−
1
θ
(ρ+θg)t+

R(t)
θ .

Analýzou dynamického chováńı veličin RCK modelu jsme dospěli k závěru, že RCK

model obsahuje pět endogenńı proměnných c, k, w, r a c(0) (prvńı čtyři proměnné jsou

trajektorie, pátá je reálné č́ıslo) a pět exogenńıch proměnných n, g, θ, ρ a k(0). Jejich

vzájemný vztah popisuje následuj́ıćıch pět rovnic

c′(t) = c(t)

(

1

θ
(r(t) − ρ − θg)

)

,

k′(t) = f(k(t)) − c(t) − (n + g)k(t),

c(0) =

k(0) +
+∞
∫

0

e(n+g)t−R(t)w(t) dt

+∞
∫

0

e
1
θ
((1−θ)R(t)+(θn−ρ)t) dt

,

w(t) = f(k(t)) − k(t)f ′(k(t)),

r(t) = f ′(k(t)),

kde funkce R je definovaná takto

R(t) =

t
∫

0

r(s) ds.

Vývoj takového systému v čase znázorňuj́ı obrázky 2.2 a 2.1.
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Př́ınos RCK modelu pro pochopeńı problematiky hospodářského

r̊ustu

Ukázali jsme, že optimálńı úroveň kapitálu z hlediska RCK modelu je k∗ a že systém

k takové hodnotě konverguje. Také jsme ukázali, že úroveň kapitálu k∗, která maximal-

izuje současnou hodnotu užitku z celoživotńı spotřeby, je za podmı́nky, že β > 0,

menš́ı než úroveň kapitálu k∗∗, která maximalizuje spotřebu na jednotku efektivńı

práce v každém čase t. Vlastně jsme pomoćı RCK modelu verifikovali hypotézu, kterou

jsme vyřkli již při výkladu Solowova modelu, totiž že společnost si ze všech možných

rovnovážných hodnot kapitálu vybere úroveň kapitálu nižš́ı než nebo rovnou k∗∗ (viz část

1.2). Zd̊uvodněńı tohoto faktu, které nám poskytl RCK model, je pochopitelně mno-

hem sofistikovaněǰśı než to, které jsme použili v rámci Solowova modelu. Hypotézu, že

k∗ < k∗∗, zdá se, potvrzuj́ı empirická data z USA druhé poloviny 20. stolet́ı (viz Cahĺık,

1998 , kap. 17).

Navic vztah f ′(k∗) = ρ + θg je použitelný i pro potřeby hospodářské politiky. Ač

v RCK modelu je k endogenńı proměnná, tv̊urci hospodářských politik MPK obvykle

znaj́ı, a tedy ji většinou nepotřebuj́ı spoč́ıtat za pomoćı jiných proměnných. Naopak

neznaj́ı diskontńı mı́ru ρ a při četných př́ıležitostech by pro ně bylo vhodné ji umět

přinejmenš́ım odhadnout (např. při současných debatách okolo možnosti vyhnout se

možným d̊usledk̊um klimatických změn). Jelikož r̊ust produktivity práce g je obvykle

kladný a θ > 0, tak diskontńı mı́ra je podle RCK modelu menš́ı než MPK.

Na druhou stranu RCK model neuvažuje nejistotu (domácnosti plánuj́ı budoućı

spotřebu za plné znalosti budoućıho vývoje jiných veličin), veličiny n a g jsou považovány

za konstantńı atd. Je tedy možné, že pokud bychom sestrojili jiný model, který by se

snažil abstrahovat od podobných zjednodušeńı, naše závěry ohledně vztahu diskontńı

mı́ry a MPK by byly odlǐsné.
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Summary

Summary of achieved results

Applying the calculus of variations to problem defined in section 2.2.1 we have obtained

that the optimal path of consumption per unit of effective labour must follow this

equation

c(t) = c(0)e−
1
θ
(ρ+θg)t+

R(t)
θ .

Analyzing the dynamics behaviour of variables of the RCK model we have concluded

that the RCK model contains five endogenous variables c, k, w, r and c(0) (c, k, w,

r are paths and c(0) is real number) and five exogenous variables n, g, θ, ρ and k(0).

Their mutual relation is described by following equations

c′(t) = c(t)

(

1

θ
(r(t) − ρ − θg)

)

,

k′(t) = f(k(t)) − c(t) − (n + g)k(t),

c(0) =

k(0) +
+∞
∫

0

e(n+g)t−R(t)w(t) dt

+∞
∫

0

e
1
θ
((1−θ)R(t)+(θn−ρ)t) dt

,

w(t) = f(k(t)) − k(t)f ′(k(t)),

r(t) = f ′(k(t)),

where the function R is defined as follows

R(t) =

t
∫

0

r(s) ds.

The evolution of such a system describes figures 2.2 a 2.1.
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Contribution of the RCK model for comprehension of the prob-

lem of economic growth

We have shown that optimal capital level in terms of the RCK model is k∗ and that

the system converges to such a level. We have also shown that the capital level k∗

which maximizes present value of life-time utility is under the condition that β > 0

less than the capital level k∗∗ which maximizes consumption per unit of effective labour

in each time t. Thus we have verified the hypothesis which was introduced during the

explanation of Sollow model that society chooses such a capital level that is equal or

less than k∗∗ (see section 1.2). This hypothesis seems to be supported by empirical data

from USA in second half of 20th century (see Cahĺık, 1998, chap. 17).

Moreover, the relation f ′(k∗) = ρ + θg can be useful for needs of economic policy.

Although k is endogenous variable in the RCK model, economic policy makers usually

know MPK, therefore they need not count it by means of other variables. On the

other hand, they do not know the discount rate ρ and they would, maybe, almost want

to estimate it (e.g. for needs of contemporary discussions about possible avoidance

of impacts of climate changes). Because productivity growth g is mainly positive and

because θ > 0, discount rate is according to RCK model less than MPK.

On the other hand, RCK model do not assume uncertainty (households plan future

consumption with full knowledge of future evolution of other variables), variables n and

g are assumed to be constant etc. If we constructed other, more realistic model, our

conclusions as to discount rate could be different.
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