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Uvod

Kazda pojistovna v Ceské republice ma ze Zakona &. 349/2006 Sb., o pojistovnictvi (dale jen
Z. o pojistovnictvi) [16] povinnost tvofit technické rezervy, které ji zajiStuji dostatecné
prostiedky k plnéni zavazkl za ptevzata rizika. V nezivotnim pojisténi je to zejména rezerva
na pojistna plnéni, n¢kdy také oznacovana jako Skodni rezerva. Tato rezerva je tvofena tak,
aby bylo mozno v piipad¢ jest¢ nenahldSené nebo zcela nezlikvidované pojistné udalosti

v budoucnu vyplatit pojistna plnéni.

Vzhledem k tomu, Ze v okamziku tvorby rezervy neni znama piesna vyse Skod,
pouzivaji se pro vypocet odhadu rezervy na pojistna plnéni rizné¢ matematické metody. V této
praci demonstrujeme vybrané metody pro vypocet odhadu rezervy na realnych datech
pojistnych udalosti z let 2000 — 2006. Zamétime se pfitom na metody, které minimalizuji
rozdil mezi odhady na zaklad¢ zaplacenych skod a odhady na zédklad¢ odhadnutych pojistnych

udalosti (evidovanych skod).

Po vypoctu rezervy dochazi ke kontrole, zda byla vytvofend rezerva 'pfimétrend’, tj.
jestli nebyla pfili§ nadhodnocena nebo naopak podhodnocend. Nastrojem k odhaleni nadhod-
noceni nebo podhodnoceni rezervy je tzv. run-off analyza (analyza vyvoje), kterou popisSeme

v zaveru prace.

Vlastni text je ¢lenén do Sesti kapitol. Prvni kapitola popisuje obecné rezervu na po-
jistna plnéni ajeji slozky. Ve druhé kapitole pfipravime z dat o jednotlivych pojistnych

udalostech vyvojové trojuhelniky, se kterymi pracuji jednotlivé matematické metody.

Dalsi ti kapitoly jsou vénovany konkrétnim matematickym metodam — metod¢ chain
ladder, Mackovu modelu a Mnichovské metod¢ chain ladder. Na pocatku kazdé kapitoly

uvadime teoretické zaklady metody, nasledné provedeme jeji aplikaci na pfipravenych datech.

Posledni Sesta kapitola uvadi srovnani vysledkt jednotlivych metod. Dale zde uvadi-
me vypocet run-off analyzy jednotlivych slozek rezervy na pojistnd plnéni pro uvedené

metody.



Kapitola 1

Rezerva na pojistna plnéni a jeji slozky

Rezervou na pojistna plnéni (dale jen rezerva) rozumime prostfedky na pokryti naklada, které
v budoucnosti pojistovné vzniknou v souvislosti s vyplatou pojistnych pinéni. Ta jsou
pojistovnou vyplacena v ptipadé€, ze dojde k pojistné udalosti, presné specifikované v pojist-
né smlouvé. Pojistné udalosti jsou nahodilé udalosti, o jejichz vzniku v dobé uzavirani
smlouvy nebylo zndmo, zda vzniknou ¢i nikoliv (nebo pokud bylo jisté, ze k takové udalosti
dojde, nebylo v dob¢€ uzavirani smlouvy znadmo, kdy udélost nastane). Za pievzeti rizika, ze
dojde k pojistné udalosti, si pojistovna uctuje pojistneé.

Rezervu tvoii dvé slozky: za prvé IBNR (incurred but not reported, tj. vySe v budou-
cnu vyplacenych pojistnych plnéni za Skody, které¢ uz vznikly, ale dosud nebyly pojistovné
nahladSeny) a za druhé RBNS (reported but not settled, tj. vySe v budoucnu vyplacenych
pojistnych plnéni za skody, které jiz byly pojistovné nahlaseny, ale jest¢ nebyly zlikvidova-
ny).

Protoze ve chvili, kdy tvofime rezervu, nemame k dispozici informaci o celkové vysi
vzniklych Skod atedy ani vySi rezervy, kterou mame vytvofit, musime jednotlivé slozky

rezervy odhadnout.

RBNS rezerva se obvykle odhaduje pro jednotlivé pojistné udalosti oddélené na zakla-
d¢ zkuSenosti, které ma likvidator s podobnymi pojistnymi udalostmi v ptislusném pojistném
odvétvi. K odhadu IBNR rezervy se pouzivaji matematické metody vyuzivajici zkuSenosti
s minulymi pojistnymi udalostmi v daném pojistném odvétvi. Pfi pouzivani téchto metod je
dobré uvazovat téz zmény v postupu evidence a likvidace pojistnych udalosti v konkrétni
pojistovné piipadné dalsi vnéjsi vlivy, které mohou ovlivnit vysi rezervy, jako je naptiklad
mira inflace.

Historie Skodniho vyvoje se nejcastéji uvadi ve form€ vyvojového trojuhelnika. Jde
o schéma, kde hodnoty v jednom tadku maji stejny referencni udaj (naptiklad rok vzniku

Skody) a hodnoty v jednom sloupci maji stejny tidaj o zpozdéni v thradé nebo hlaseni skody.



Podle typu pouzivané metody se pak pouzivaji bud’ kumulativni trojuhelniky, kde se
vstupni hodnota vztahuje ke Skodam zaplacenym nebo evidovanym do urcité doby od vzniku
pojistné udalosti, nebo nekumulativni trojuhelniky, kde jde o hodnoty skod, které byly zapla-

ceny nebo evidovany s ur¢itym zpozdénim po vzniku pojistné udalosti.

VSechny matematické metody, které budeme v této praci popisovat, funguji na
principu doplnéni kumulativniho vyvojového trojuhelnika na ¢tyithelnik. Tim ziskame odhad

konec¢né vyse skod.



Kapitola 2

Vstupni data

K demonstraci pouziti metod pro vypocet odhadu rezerv nam poslouzi realnd data o jednotli-
vych pojistnych udalostech z pojisténi odpoveédnosti za Skodu vyplyvajici z provozu
pozemniho motorového a jeho ptipojného vozidla (tzv. povinné ruceni) na riziku Skoda na
majetku. Tato data poskytla vedouci diplomové prace. Data jsou ve formé textového souboru,
ktery obsahuje pro jednotlivé pojistné udalosti z let 2000 - 2006 (tj. 171 585 pojistnych
udalosti) informace o pohybech, které pojiStovna pro danou pojistnou udalost vykonala
(celkem 562 918 pohybti). Tyto Skody jsou pomérné rychle vyfizené, coz bude patrné i z nize

uvedenych vypocta.

Nez popiseme jednotlivé metody a uvedeme jejich aplikaci, provedeme predzpracova-
ni téchto dat. Vystupem této faze budou pozadované vyvojové trojuhelniky, které poslouzi

jako vstupy pro jednotlivé matematické metody.

Pro zpracovani dat zaloZime databazi. K jejimu vytvofeni jsme vzhledem k mnozstvi

dat a dostupnosti softwaru zvolili databazovy software PostgreSQOL [14].

Vstupni data, kterd mame k dispozici, maji ¢astky vztazené vzdy k datu pohybu. Proto
by bylo vhodné zohlednit inflaci a vSechny ¢astky vztdhnout ke stejnému datu. Pro zohled-
néni inflace lze pouzit miry inflace z internetovych stranek CSU [12], konkrétng miru inflace
(v procentech) vyjadienou piiristkem indexu spotiebitelskych cen vzhledem k predchozimu
mésici. V naSem piipadé inflaci zohledilovat nebudeme, nebot’ jeji aplikaci nedojde k vyraz-

nému ovlivnéni vySe IBNR rezervy.

Nez za¢neme s daty pracovat, zkontrolujeme jejich spravnost (konzistenci) a ptripadné

vvvvvv

udalosti jsou spravné zlikvidované (tzn., Ze veSkerd vytvorend rezerva musi byt vyplacena

nebo rozpusténa do zisku).

Pro tvorbu trojuhelnikli musime nejprve urCit ¢asovou jednotku, se kterou budeme

pracovat. V naSem pfiipad¢ jsme zvolili ¢tvrtleti. Podrobnéjsi data maji sice riziko vyssi varia-



bility, ale budeme mit vice pozorovani pro regresi. Pfi urovani spravné ¢asové jednotky nam
pomtize také dosavadni praxe pojistovny, protoze postup vypoctu IBNR rezervy by nemél byt
bezdivodné ménén. Referencni obdobi (fadky vyvojovych trojuhelnikli) ur¢ime z data vzniku
pojistné udalosti, obdobi zpozdéni (sloupce vyvojovych trojihelnikll) z aktudlnich pohybt na

pojistnych udalostech.

Abychom mohli pozdéji vSechny matematické metody porovnavat, budeme je apliko-
vat vzdy na trojuhelnik zaplacenych Skod P (paid) a trojuhelnik evidovanych Skod 7
(incurred). Trojihelnik P napocitdme z dat o vyplatach jednotlivych pojistnych udélosti,

trojuhelnik 7 z pohybt tykajicich se tvorby rezervy a jejiho rozpousténi do zisku.
Postup, jak z databaze jednotlivé trojuhelniky ziskame, lze najit na prilozeném CD.

Nyni mame z databaze vytvorené vstupni trojihelniky P a / a miizeme tedy pfiejit
ke konkrétnim metodam, které doplni trojuhelniky na ¢tyithelniky. V poslednim sloupci Ctyt-

uhelnika budeme mit vzdy odhad kone¢né vyse skod.

Proto odec¢tenim diagonaly (dosud zndmych hodnot) od posledniho sloupce ziskame ze

¢tyfuhelnika P odhad vySe IBNR + RBNS rezervy, ze ¢tytthelnika / odhad IBNR rezervy.



Kapitola 3

Metoda chain ladder

3.1 Vypocet IBNR rezervy pomoci metody chain ladder

Jednou z nejpouzivanéjSich metod pro vypocet IBNR rezervy je metoda chain ladder,
popsand v [8]. Znaceni vSech metod pfevezmeme z [9]. Hlavnim divodem, pro¢ se velmi
Casto tato metoda pouziva, je jeji jednoduchost a fakt, ze neptredpoklada konkrétni rozlozeni
vstupnich dat. Tato vyhoda je vSak vyvazena nevyhodou, ze odhady pro posledni §kodni roky

jsou velmi citlivé na zmény v pozorovanych datech.

Zakladnim ptedpokladem deterministické metody chain ladder je umérnost sloupci

trojithelnika na obrazku 1,
(3.1.1) C,on=C, fomu, s=1,,n=1, j=1,.,n=s,

kde C,, oznaluje celkovou vysi $kod $kodniho obdobi j zaplacenych nebo evidovanych

do konce vyvojového obdobi s.

1 2 S n—1 n
1 Cl 1 C1,2 Cl,s Cl,n—l Cl,n
2 C,, C,, C,, C2,n—1
n—1 Cn—l,l Co_12
n C,,

Obrazek 1: Schéma obecného kumulativniho trojuhelnika

Pro cely dalsi text zavedme konvenci, Ze stfiSkou budeme oznacovat odhady

skutecnych velicin.



Parametr ..., v (3.1.1) se nazyva vvojovy faktor a odhadujeme ho ze vztahu

n—
o z J.s+l

¢ — _
szerl'_ S » S—l,...,n—l,

C
(3.1.2) 1
ch,s
J=1

Trojuhelnik na obrazku 1 pak doplnime na ¢tyfuhelnik nasobenim prvkl na diagonale

odhadnutymi vyvojovymi faktory 1€ takto:

s—s5+1

(3.1.3) 5:=Cj_n_j+1-ff_j+1ﬁn_j+2- ...-ff_lﬂ,, j=2,..,n, s=n—j+2,..,n.

J
Pokud je vyvoj skod po n letech ukoncen, tj. kdyz n je dost velké, pak Ize

predpokladat, Zze pro konecnou vysi Skod 6,\00 plati C{J\w = C/’j\n Pokud vSak ipo n le-
tech dochazi ke zménam na Skodach, je tieba pomoci extrapolace vhodnym dodatecnym
vyvojovym faktorem (tail factor) opravit odhad vySe Skod po n vyvojovych obdobich

e~ —

C;, nakone¢ny odhad vyse skod C; .. Dale budeme pro jednoduchost piedpokladat, ze

j.n
vyvoj skod je po n letech ukonceny.

Cast rezervy ptipadajici na kody vzniklé v roce j pak vypada nasledovné:
(3.1.4) R,=C, , —-C, ., J=2,..,n

Pouzitim odhadi pro vyvojové faktory (3.1.2) a odhadd pro budouci vyse skod (3.1.3)

dostavame odhad této rezervy

e —

315) R=ComCroii=Cool(fC i o fC Ty, =
| , n— n— - - -
( ) R Cj n Cj n—j+1 Cj n j+1(f}’l JHlon—j+2 e fn 1-n 1)’ J 2:"'}”'
Celkovou rezervu pro dané portfolio Ize stanovit jako soucet rezerv pro jednotlivé
Skodni roky:
(3.1.6) R=R,+ ..+ R,
coZ muZeme odhadnout pomoci

(3.1.7) R=R,+..+R,.

Tento postup odhadovani kone¢né vyse Skod zposledni pozorované hodnoty na
diagonale ma vSak jeden zasadni problém, a to, ze pouzivad pro vSechny Skodni roky stejny
vyvojovy faktor. V praxi vSak vyvoj nebyva pro vSechny Skodni roky stejny, proto mize byt

vypocitany odhad rezervy dosti odlisny od skute¢né potiebnych prostredkd.



3.2 Aplikace metody chain ladder

Nyni uvedeme praktickou aplikaci metody chain ladder. Ciselné vystupy ziskame na zakladé

modelu vytvoteného v programu OpenOffice.org Calc [13].

V prvnim kroku ovéfime predpoklad o imérnosti sloupcti (3.1.1). Jednou z moZnosti,
jak tento predpoklad ovéfit, je spocitat smérodatnou odchylku individualnich vyvojovych

faktorii
(3.2.1)

V tabulce 1 jsou uvedeny smérodatné odchylky pro trojuhelniky P a I

s 152 253 354 455 556 657 78 859 9510
P 0203 0029 0015 0008 0006 0005 0004 0002 0,004
I 0057 0014 0006 0005 0003 0004 0003 0001 0,004
s 10-11 11512 12513 13514 14515 15516 1617 17-18 1819
P 0003 0002 0002 0004 000 0003 000l 0006 0,009
I 0001 0001 0001 0003 0001 0001 0001 0004 0,008
s 19520 20521 21522 22523 23524 24525 25526 26527
P 0011 0006 0001 0002 0000 0000 0001 0000
I 0006 0005 0001 0001 0001 0000 0000 0,000

Tabulka 1: Smeérodatné odchylky individualnich vyvojovych faktorii

Z tabulky 1 je vidét, Ze v prvnich vyvojovych ctvrtletich je smérodatnd odchylka
pomérné vysokd. V porovnani s individualnimi vyvojovymi faktory trojuhelnika P, ¢ini
smérodatnd odchylka v prvnim vyvojovém ctvrtleti primérné 9,86%, ve druhém 2,57% a ve
tretim 1,46%. V dalSich vyvojovych ctvrtletich jiz neptesdhne 1%. Pro trojuhelnik / vychazi
relativni smérodatnd odchylka pro prvni vyvojové ctvrtleti primémé 15,91%, pro druhé

2,84% a pro treti 1,52%. V dalsich vyvojovych ¢tvrtletich opét nepiesdhne 1%.

Druhy z moznych testii predpokladu o imérnosti sloupct (3.1.1) je zalozen na po-
rovnani vstupniho trojihelnika a trojihelnika, ktery vznikne vyndsobenim prvkl v prvnim

sloupci vstupniho trojuhelnika odhadnutymi vyvojovymi faktory podle vztahu

(3.2.2) C,o=C i [y [y j=1,n=1, =2, n—j+1.

Timto zptsobem také zjistujeme, Ze predevsim pro prvni vyvojové roky neni ptedpo-

klad o imérnosti sloupct zcela splnén.



Tato skutecnost miize vést k neptesnosti ve vypoctu IBNR rezervy. Nejde vsak o tak

velké odchyleni, které by znehodnotilo cely vypocet, proto se metoda v pojistovnach bézné

pouziva.

Nyni pfistoupime k samotné aplikaci metody. Podle vztahu (3.1.2) odhadneme

vyvojové faktory pro trojuhelniky P a I:

K 1-2 2-3 3—-4 4 -5 5-6 67 7-38 8—9 9-10
[ 2058 L136 1,053 1031 1017 1012 1,009 1006 1,005
i 1280 1,032 1,013 1009 1003 1004 1003 1,002 1003

N 10—»11 11-12 12—13 13—-14 14—-15 15—-16 16—17 17-18 18—19
froa 1003 1002 1,003 1003 1002 1,002 1,000 1004 1006
foent LOOL 1000 1,000 1,001 1,000 1000 1000 099 1,000

N 19-20 20—-21 21522 22—-23 23524 24525 25526 26—27 27528
fre 1009 1004 1001 1001 1000 1,000 1,000 1000 1000
f/’;\ﬂ 0998 0998 1,000 1,000 1000 1000 1,000 1,000 1,000

Tabulka 2: Odhady vyvojovych faktorii

Pomoci odhadnutych vyvojovych faktorti a formule pro odhad budoucich vysi Skod

(3.1.3) doplnime jednotlivé trojuhelniky na ¢tyithelniky. Vysledky Ize najit v ptilohach 1 a 2.

Pro celkové vyse rezerv s pouzitim (3.1.5) a (3.1.7) vychazi

Trojuhelnik P

Trojuhelnik 7

Vyplata + RBNS
Vyplata
IBNR + RBNS
RBNS

5730908 597,08
304 608 610,21
295 024 146,21

6 025932 743,29

295 024 146,21

IBNR

9 584 464,00

36 462 193,28

Tabulka 3: Vyse rezerv v K¢ spocitané metodou chain ladder

Z tabulky vidime, ze odhady IBNR rezervy se pro jednotlivé trojuhelniky lisi. Protoze

odhad IBNR z trojuhelnika P je ovlivnén vysi RBNS rezervy a jejim vyvojem, bude piesné;si

odhad skute¢né IBNR rezervy odhad z trojuhelnika /.



Kapitola 4

Mackuav model chain ladder

V této kapitole popiSeme metodu chain ladder zavedenou Thomasem Mackem. Plvodni text
muze Ctendf nalézt v [4] a [6]. Mackiv model chain ladder (dale jen Mackitv model) je speci-
alni ptipad obecného stochastického modelu, ktery je popsan v [11]. V nasem ptipad¢ jde
v podstaté o ptevedeni deterministické metody chain ladder popsané v kapitole 3 na stochasti-
cky model, ktery nam dava stejnou vysi rezervy jako deterministicky model (podrobnosti I1ze
najit v [7]). Pfidani ptedpokladli nezavislosti a rozptylu ndm umozni spocitat stiedni
kvadratickou chybu, resp. smérodatnou chybu, odhadu rezervy pro jednotlivé Skodni roky

1 celkového odhadu rezervy portfolia.

4.1 Predpoklady Mackova modelu chain ladder

Necht' je dan kumulativni trojuhelnik jako na obrazku 1, kde C; ; jsou opé&t kumulativni
vyse Skod skodniho roku j, j=1,..,n zaplacené nebo evidované do konce vyvojového
roku s, s=1,..,n. C,  povaZujeme nyni za ndhodné veli¢iny. Pro j+s < n+1 ma-
me pozorované hodnoty (vyvojovy trojuhelnik). Pak ptedpoklady Mackova modelu mizeme
vyjadfit nasledovné:

Existuji vyvojové faktory f € .,>0, s=1,..,.n—1 nezavislé na $kodnim ro-

ce j, které spliuji
(4.1.1) E(C; 1 |Ci1yensCr ) =Cy o fssers j=1,0n, s=1,..,n—1.

Veliginy C; ; riznych $kodnich let jsou nezavislé, tj.

(4.1.2) {C,»,l,---,C,-_n}, {Cj,l,.--,cj_n}, [# ] jsou stochasticky nezavislé.
Ptedpoklad rozptylu:

(4.13)  Var(C, 1|C, 1, .. C, ) =C (o)), j=1,un, s=1,..,n—1,

kde (o<.,.,), s=1,..,n—1 jsounezniamé parametry.

10



Pro parametry (¢ ,,,)> pouzivame odhad

n—s C 2
(4.14) P —— R I TS BT )

s—s+1 s—s+1
n—s—11:3 C,,

o —

ktery vznikl dosazenim odhadu ¢ dle (3.1.2) do nestranného odhadu

s—s+1

n—s C 2
4.1.5) P —— R R B S T )

s—s+1
n—s—153 C,,

—

Pro Gplnost dopliime, jak spogitat odhad (o,_,_,]. Jestlize S, =1 avyvoj

n—I1—-n
Skod je pravdépodobné ukonéen po n—1 letech, mizeme polozit o€ = (. Jinak

n—I—n

—

extrapolujeme obvykle klesajici fadu o, ..,0¢ ;. , o, _, dodateénym ¢lenem

C 4
n—2—-n-1 . C 2 C 2
-, min (o o ).

n—=3-n—=2 7 n—2-n—1

(4.1.6) o<,  =min(
a

n—3—-n—2

Koneéna vyse Skod, resp. vySe rezervy, se v Mackové modelu spocita stejn¢ jako v de-

terministickém modelu chain ladder pomoci formuli pro odhady budoucich vysi skod (3.1.3),

C

resp. odhadu rezervy pro jednotliva Skodni obdobi (3.1.5), kde ¢ ,, odhadujeme opét po-

moci (3.1.2).

4.2 Stredni kvadraticka chyba a smérodatna chyba

Oproti deterministické metodé¢ chain ladder, umoziiuje Mackiv model spocitat sttedni kvadra-
tickou chybu a smérodatnou chybu odhadu konec¢né vyse skod a odhadu spocitané rezervy.

Tato informace je velmi uzite¢na, nebot’ nam udava piesnost naSeho vypoctu.

Je ztejmé, Ze formule pro odhad budoucich vysi Skod (3.1.3) dava pouze bodovy od-

had C;,, ktery bude pfirozen& vice nebo méné 3patny. Je jen velmi malo pravdépodobné,

—

ze se skute¢na hodnota C;, bude rovnat C Primérna vzdalenost mezi predpovédi

jon
—
C

;.» abudouci realizaci C;, se mé&fi pomoci stfedni kvadratické chyby.

11



Definice: Necht C,;, je ndhodna veli¢ina a (/f;\n jeji odhad. Pak stredni kvadraticka

—_—

chyba (mean squared error) mse(C; ) je definovana

—

(4.2.1) mse(C,,)=E((C,,

j.n

- Cj,n)2| A):
kde A= [C sl j+s <n+1] jemnozina doposud pozorovanych hodnot.

Zde musime pocitat stfedni kvadratickou chybu za podminky, Ze zname vSechna

pfedchozi pozorovani, protoZe nds zajima pouze chyba zpisobena budouci ndhodnosti.

Nebot'" pro nahodnou velicinu X a libovolny skalar ¢ obecné plati rovnost
E(X—¢)" = Var(X)+ (E(X)—c¢)’, dostavame pro stiedni kvadratickou chybu

—

(4.2.2) mse (C,,) = Var(C,,|4)+ (E(C,,|4)-C,,),

j,n|

nebot’ gj\n je skalar za podminky, ze zname 4. Rozklad (4.2.2) ukazuje, Ze stiedni kva-
dratickd chyba je soucet budouci néhodné chyby Var(C;,|4) achyby odhadu, kterou

méfime pomoci kvadratické odchylky odhadu C, od odekdvané hodnoty E(C;,|4).

jon
V nékterych piipadech se pracuje spise se smérodatnou chybou:

Definice: Smérodatnd chyba (standard error) s.e.(C/’;,) je definovina jako druhd

odmocnina ze stredni kvadratické chyby C. .. Relativni smérodatnou chybu definujeme

Jj.n:
e

Jjako podil S.e.(é;) /IC

j.n*

Nebot’
(423)  mse(R)=E((R, - R)’|4)=E((C,,-C,,)’|4) =mse(C,,),
pak také
(4.2.4) s.e.(ﬁ\j) = s.e.(C/;).

—

Z rozkladu (4.2.2) plyne, ze mse(C j’n) zéavisi na neznamych modelovych paramet-

rech ..., a (¢5.,,,)°. Proto je tieba pouzit odhad, ktery je zalozeny pouze na znalosti

mnoziny doposud pozorovanych dat 4 = {C isljts <n+1j.

12



Pouzivame tedy odhad

n—1 C 2

- @ —— — oo, ,
mse(R)) = (s.e.(R))'=C, . ‘”2 1 ”_Sl . j=2,..n,

(4.2.5) =t £ G S,
i=1

e~ —

kde C; jsouodhady budoucich hodnot C;, pomoci(3.1.3), C =C

J.n—j+1 jon—j+1°

e —

f<.,., Jsou odhady skute¢nych vyvojovych faktord f ¢ .1 pomoci (3.1.2),

e ——

oC..,, jsouodhady o, pomoci(4.1.4),(4.1.6).
Odvozeni formule (4.2.5) je velmi rozsahlé a 1ze ho najit napt. v [5, App. D].

Casto je také dilezitd smérodatna chyba odhadu celkové rezervy R= 1/2\2 + ...+ 73\"

V tomto piipadé nelze secist hodnoty (s.e.(l/é;))z, j=2,..,n, protoze odhady 1/2\, jsou

pozitivn& korelovany prostiednictvim spole¢nych odhadd < . . Proto musime pouZit
vztah
¢ 2
ey
— — ] — o . fc 2
(4.2.6)  mse(R) = (s.e.(R)’=D |(se.(R))+C, (>, C,,) D>, ——=H
j=2 i=j+1 s=n—j+1
Ck,s
k=1

jehoz odvozeni je uvedeno v [5, App. F].

4.3 Testy predpokladu Mackova modelu

Postup testovani piedpokladit Mackova modelu je navrzen v [5]. Za¢neme piedpoklady

o stiedni hodnot¢€ (4.1.1) a rozptylu (4.1.3).

Pro libovolny pevny vyvojovy as s apro j=1,..,n mizeme C,  povaZovat
za dané nenahodné veli¢iny a pfedpoklad o stfedni hodnoté (4.1.1) mizeme interpretovat jako

bézny regresni model tvaru
(4.3.1) Y, =c+x;b+e;, j=1,.,n,

kde c¢,b jsouregresni koeficienty, €; jechybaaplati E(e;)=0.

13
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V naSem piipadé ¢=0, b= f,,,,, a mame pozorované nezavislé¢ veliiny
Y, =C, ., v bodech x;=C, pro j=1,..,n—s. Regresni koeficient b odhadne-
me vazenou metodou nejmensich ¢tvercli s vahami imérnymi 1/C ;.s» coz vede k odhadu

vyvojovych faktort (3.1.2).

K ovéteni predpokladu rozptylu (4.1.3) staci ukazat, Ze vazena rezidua (zde odchylky
od regresni pfimky) jsou nezavislana C; ; tzn., Ze budou ndhodné rozptylena okolo nulové

horizontalni pfimky a nebudou vykazovat zadny trend.

Co se tyce predpokladu nezavislosti (4.1.2), nebudeme testovat vSechny mozné alter-
nativy. V naSem ptipad¢ jsou hlavni obavy z naruseni nezavislosti pfisuzovany diagonalnimu
vlivu, tedy vlivu kalendarnich let. Jedné se naptiklad o zmény v evidenci a likvidaci pojist-
nych udalosti, zmény v postupech tvorby rezervy nebo o vné&jsi vlivy jako napiiklad

legislativni zmény, inflace apod.

Test této skutecnosti spociva ve zkoumani individuélnich vyvojovych faktort. Pro kaz-
dy vyvojovy cas (sloupec) ur¢ime medidn téchto faktorti a testujeme, zda na diagondle
(D;), j=2,..,n—1 méame podobny pocet hodnot vétsich (L;) i mensich (S;) nez

median. Nahodnou veli¢éinu Z=Z2Z,+..+Z,,, Z,=min(L,,S;), j=2,..,n—1
pfibliZime normalnim rozdélenim a stanovime interval spolehlivosti (E(Z )+ u,,\Var(Z ))

s koeficientem spolehlivosti 1 - a ( %,,, je kvantil N(0,1)).

4.4 Aplikace Mackova modelu (metody SCL)

Macktv model aplikujeme nezavisle na trojuhelniky zaplacenych (P) a evidovanych (1) Skod.

Dale budeme takovy postup nazyvat metoda SCL (standard chain ladder method).

Nejprve otestujeme piedpoklady metody. Obecny postup popsany v piedchozi kapitole

aplikujeme na trojuhelnik zaplacenych skod P a trojuhelnik evidovanych $kod /.

Kontrolu splnéni piedpokladii linearity a rozptylu provedeme pomoci statistického
programu R 2.5.1 [15]. Nejprve zkontrolujeme, Ze absolutni ¢len a pozorovani star$i nez jedno
vyvojové obdobi nejsou pro regresi dulezité. Zde pro naSe ucely postaci, kdyz budeme
prezentovat pouze vysledky pro pfechod mezi prvnim a druhym vyvojovym ¢Etvrtletim
v trojuhelniku P. Pro ostatni vyvojova ctvrtleti v trojuhelniku P a trojuhelnik / uvadime

vysledky na ptiloZeném CD.
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Im (formula = P; ,~P;,, weights=1/ P, )

Coefficients | Estimate  Std. Error t value Pr(>]t|)

(Intercept)  |3.411e+07 1248e+07  2.733 0.0114

P,

Jil

1.623e+00 1.629¢-01 9.960 3.47¢-10

Tabulka 4: Regrese pro prvni a druhé vyvojové ctvrtleti trojuhelnika P

V tabulce 4 maji sloupce nasledujici vyznam: 'Estimate' oznacuje odhad koeficientu,
'Std. Error' smérodatnou odchylku, 't value' t-statistiku, tj. podil 'Estimate' / 'Std. Error'
a'Pr(>|t])" p-hodnotu.

Testujeme hypotézu, Ze jednotlivé parametry modelu jsou nevyznamné, tj., Ze odhady

koeficienti jednotlivych parametri jsou nulové. Jak je vidét z p-hodnoty Pr(>|7]), neni
absolutni ¢len (intercept) pro regresi dulezity. Naopak £ ;; pro regresi dileZité jsou. Pokud

bychom spoéitali regresi bez absolutniho ¢lenu, bude se odhad koeficientu pro P;; rovnat

odhadu vyvojového faktoru £ dle(3.1.2).

Pro vazenou regresi bez absolutniho ¢lenu vykreslime grafy zavislosti P; ., na
P,.al, nal; pro s=1,.,n—=1, j=1,.,n—s. Pro snaz§i kontrolu vy-
kreslime do grafu i regresni ptimku. Pokud budou ve vSech grafech zobrazené body malo

odchylené od regresni pfimky, mtizeme déle povazovat predpoklad linearity za splnény.

Pro ukéazku uvadime graf zavislosti P;, na P, (obrazek 2), ostatni grafy lze najit

na pfiloZzeném CD.

Pro testovani pfedpokladu rozptylu vykreslime grafy vazenych rezidui (vazenych
odchylek od regresni ptimky) v zavislosti na P;,, resp. ;. Pfedpoklad rozptylu bude
splnén, pokud budou body ndhodné rozptyleny okolo nulové horizontdlni ptimky, tj. nebudou
vykazovat zadny trend. Zde uvadime opét pouze graf pro pfechod mezi prvnim a druhym
vyvojovym cCtvrtletim trojuhelnika zaplacenych Skod (obrazek 3), ostatni grafy lze najit na

pfilozeném CD.
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Pj2

Obrazek 2: Regresni model pro druhé vyvojové ctvrtleti trojuhelnika P
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Test nezavislosti pfikladdme na CD, zde uvadime jen jeho vysledek. Na hladiné 5%
test pro oba trojihelniky P a I zamitl hypotézu nezavislosti. Tzn., Ze interval spolehlivosti pro

Z s koeficientem spolehlivosti 95% nepokryl hodnotu Z.

Vzhledem k tomu, ze pracujeme s redlnymi daty, je tfeba si uvédomit, ze nikdy

nebudeme mit k dispozici zcela idealni trojuhelniky, které by spliiovaly vSechny pfedpoklady.

V naSem piipadé mame problém s predpokladem nezavislosti, ostatni testy lze
povazovat pro oba trojuhelniky za splnéné. Z testu nezavislosti je vidét, ze v nckterych

(kalendarnich) ¢tvrtletich dochéazi ke zvyseni aktivity, v nékterych naopak ke snizeni aktivity.

Ke spravnému posouzeni téchto jevi by bylo potfeba znat presnéji danou pojistovnu
a zjistit, zda tato zména nenastala napf. zrychlenim hlaseni, zménou metodiky stanoveni
rezerv, zménou metodiky likvidace Skod nebo napt. rozpousténim rezerv pred koncem roku
(tam, kde to alespoti trochu jde) a jejich opétovné tvoteni na zacatku nového roku apod.

Stejné tak mohlo dojit k néjakym 'globalnim' vlivim, které pojistovna neovlivni,
napiiklad rozsifeni mobilnich telefoni urychluje nahldSeni vznikl¢ Skody. Na zakladé
takovych informaci by pak bylo mozné provést analyzu, zda jsou tyto vlivy pro urceni IBNR
rezervy dulezité.

My vSak bohuZzel takové udaje k dispozici nemame. Pfesto spoCitime vySe rezerv

a smérodatné chyby, na jejichz zaklad€ rozhodneme o vhodnosti pouZziti metody.

Jelikoz Macklv model je v podstaté jen prevedeni deterministické metody chain

ladder na stochasticky model, dava tento pfistup stejné vysledky.

Doplnéné trojuhelniky P a [ na ctyfthelniky tudiZz odpovidaji tabulkdm uvedenym

v prilohach 1 a 2. Vyse celkovych rezerv jsou pak uvedeny v tabulce 3.

Rozsiteni vzhledem k metod¢ chain ladder spociva v moznosti ur¢eni smeérodatné

chyby pro 1/?\/ Jj=2,..,n apro celkovou R.
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Napocitané hodnoty uvadime v nasledujici tabulce

. Diagonala v K¢ Konend vise IBN’B TRBNS » ) Y’

j $kod v K& R, v K& mse(R)) se.(R,) se.(R)/R,
1 234124 788,07 234124 788,07 0,00 0,00 0,00 0,00%
2 206953 411,82 206953 411,82 0,00 0,00 0,00 0,00%
3 224 124 405,95 224124 405,95 0,00 0,00 0,00 0,00%
4 231 588 567,29 231 684 124,08 95 556,79 34 825 135 942,89 186 614,94 195,29%)
5 234 242 864,95 234422 985,12 180 120,17 48 240 975 879,59 219 638,28 121,94%)
6 249 336 272,03 249 608 460,51 272 188,48 81 966 387 614,75 286 297,73 105,18%)
7 271583 978,16 272263 700,30 679 722,14 481 796 262 770,32 694 115,45 102,12%)
8 294 663 014,09 295 817 465,73 1154 451,64 618 123 981 536,91 786 208,61 68,10%)
9 253473 670,42 255 377 846,60 1904 176,18 3162 256 060 100,76 1778 273,34 93,39%)
10 294 679 079,35 299 440 712,36 4761 633,01 13820212 736 479,90 3717 554,67 78,07%)
11 262 657 525,62 268 482 127,86 5824 602,24 17710 107 820 106,60 4208 337,89 72,25%)
12 250 691 497,78 257295 664,17 6 604 166,39 19330 899 990 232,00 4396 691,94 66,57%)
13 201 730 359,65 207 257 392,43 5527032,78 15 331 363 487 904,90 391552851 70,84%)
14 202438 231,30 208 368 487,98 5930 256,68 15931 029 337 589,40 3991 369,36 67,31%)
15 217 585 465,93 224353 838,11 6768 372,18 17 359 847 270 054,90 4166 515,00 61,56%)
16 204 506 772,18 211446 213,89 6939441,71 17266 308 619 165,00 4155274719 59,88%)
17 180 895 868,51 187 625 316,91 6729 448,40 11 970 540 508 335,70 3459 846,89 51,41%)
18 191 875 782,62 199 510 993,09 7635 210,47 16 588 974 314 326,40 4072 956,46 53,34%)
19 202 145 772,73 210 895 475,15 8749 702,42 17 960 518 444 598,60 4237985,19 48,44%)
20 201 627 342,44 211491 184,11 9863 841,67 18 998 518 817 656,80 4358 729,04 44,19%
21 165 058 615,37 174 213 660,82 9155 045,45 15 596 022 034 389,40 3949 179,92 43,14%)
22 169 491 551,70 180477 353,30 10 985 801,60 16 999 003 003 008,50 4122984,72 37,53%)
23 169 832 360,40 182973 445,40 13 141 085,00 18 198 311 531 708,40 426594791 32,46%)
24 176 048 505,67 192 926 084,77 16 877 579,10 20671 413 704 506,00 4546 582,64 26,94%)
25 151 883 619,02 171 535 076,66 19 651 457,64 20412 644 629 826,50 4518 035,48 22,99%)
26 143 393 657,79 170 549 703,32 27 156 045,53 28 760 913 463 402,70 5362 920,24 19,75%)
27 90205 307,07 121917 717,62 31712 410,55 38232 022 544 636,80 6183 204,88 19,50%)
28 54070 309,17 150379 571,17 96 309 262,00 360 621 920 528 567,00 18990 047,93 19,72%)
Celkem 304 608 610,21 1136 003 159 678 060,00 33704 645,97 11,06%)

Tabulka 5: Smérodatné chyby rezerv pro trojuhelnik P a metodu SCL

Prvni sloupec vyjadfuje Ctvrtleti vzniku, ve sloupci 'Diagondla v K¢&' jsou posledni

znamé hodnoty trojihelnika P (tj. posledni znamé diagondla), sloupec 'Konecna vyse skod

v K¢' vyjadiuje posledni sloupec doplnéného ctyitihelnika. Obsah dalSich sloupcu je jiz

ziejmy z nadpist sloupct.

Na zaklad¢ trojuhelnika P jsme dospéli k celkové rezervé (IBNR + RBNS) ve vysi

304 608 610,21 K¢. Tato vyse se vSak od skutecné mize liSit. Podle naSich vypoctl je

relativni smérodatna chyba 11,06%, coz odpovida ¢astce 33 704 645,97 K¢. Je tedy vidét, ze

nas odhad je celkem spolehlivy.
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Podobny vystup dostaneme i pro trojuhelnik /:

. . . Kone¢na vyse IBNR = = =, ~

j Diagonala v K& tkod v K}é R\j v K& mse(R‘/.) S.e.(Rj) s,e,(Rj)/Rj
1 234124 788,07 234124 788,07 0,00 0,00 0,00 0,00%
2 206953 411,82 206 953 411,82 0,00 0,00 0,00 0,00%
3 224124 405,95 224 124 405,95 0,00 0,00 0,00 0,00%
4 231588 567,29 231 588 567,29 0,00 0,00 0,00 0,00%
5 234 507 436,95 234 490 366,42 -17 070,53 874 592 285,94 29 573,51 -173,24%
6 249 806 929,03 249 670 889,27 -136 039,76 37011 673 220,73 192 384,18 -141,42%
7 272 869 308,93 272 626 178,55 -243 130,38 112 126 529 010,75 334 853,00 -137,73%)
8 295 632 947,09 295 286 555,06 -346 392,03 244 724 509 294,01 494 696,38 -142,81%
9 264 264 367,62 263 308 516,19 -955 851,43 1998 659 526 100,67 1413 739,55 -147,90%)
10 305 643 962,35 303 959 108,08 -1 684 854,27 5546 182 126 126,48 2355033,36 -139,78%
1 275777 886,56 274211 544,54 -1 566 342,02 10319 790 638 309,10 3212443,09 -205,09%
12 263271 437,78 261 466 278,51 -1 805 159,27 10974 694 141 226,80 3312807,59 -183,52%
13 212738 939,11 211312 116,51 -1426 822,60 8731514 871 604,84 2954 913,68 -207,10%
14 219 006 807,49 217 588 031,45 -1418 776,04 9039 586 984 999,87 3006 590,59 -211,91%
15 232630 301,42 231137 959,62 -1492 341,80 9730 102 981 318,64 3119311,30 -209,02%
16 217 006 988,96 215901 356,35 -1 105 632,61 9542 366 276 049,75 3089 072,07 -279,39%
17 192 079 766,54 191 180 195,22 -899 571,32 6960 837 863 329,92 2638339,98 -293,29%
18 202 502 319,69 201 642 812,98 -859 506,71 9026 034 908 390,89 3004 336,02 -349,54%
19 213 662 580,28 212943 329,32 -719 250,96 9 682 153 495 369,78 311161590 -432,62%
20 214 594 263,01 214423 928,93 -170 334,08 10 686 062 144 921,50 3268 954,29 -1919,14%
21 174 940 348,57 175 075 681,32 135 332,75 8 666 153 180 076,98 2943 833,08 2175,26%)
22 182 767 985,19 183 379 007,55 611 022,36 9 387 735 048 866,08 3063 941,10 501,45%)
23 183 399 064,05 184 706 492,91 1307 428,86 10 028 073 128 994,80 3166 713,30 242.21%
24 192 177 948,14 194 215 647,89 2037 699,75 11 132 808 191 109,90 3336 586,31 163,74%)
25 167 756 468,27 171 005 796,98 3249 328,71 10 686 383 953 695,70 3269 003,51 100,61%)
26 162 577 012,21 167 798 551,47 5221539,26 11 798 150 056 064,20 3434 843,53 65,78%)
27 113 004 188,75 120 340 701,79 7336 513,04 13 352 305 431 527,30 3654 080,65 49,81%
28 86522 312,17 117 932 716,52 31410404,35 64 952 674 098 474,20 8059 322,19 25,66%)
Celkem 36462 193,28 467 132 827 381 812,00 21613 255,83 59,28%)

Tabulka 6: Smérodatné chyby rezerv pro trojuhelnik I a metodu SCL

Z trojuhelnika 7 jsme schopni vyjadrfit pfimo odhad IBNR rezervy, ktery v nasem pfi-
padé Cini 36 462 193,28 K¢. Zde se nam relativni smérodatna chyba dostala na 59,28%, coz
odpovida castce 21 613 255,83 K¢&. Tento vysledek tedy neni pfili§ pesny. Na druhou stranu
v [5] v praktické ukazce vysla pro trojuhelnik evidovanych Skod relativni smérodatna chyba

52%, coz ukazuje, Ze nas vysledek neni ojedinély.
4.5 Rozdil v odhadech vysi §kod v trojuhelnicich P a I

Jak je patrné z odhadii vysi celkovych rezerv (tabulka 3), odhad IBNR zavisi na tom, zda ho

pocitdme z trojuhelnika P nebo /. Je tedy zifejmé, ze hodnoty v trojuhelnicich P a [ se lisi.

Jelikoz jsou vSak oba trojuhelniky zkonstruovany na zéklad¢ stejnych pojistnych
udalosti, o¢ekavali bychom, Ze i spocitané rezervy budou podobné. Vzhledem k tomu, Ze
trojuhelnik 7/ obsahuje hodnoty trojuhelnika P zvétsené o RBNS, je zfejmé, ze v prvnich
vyvojovych obdobich se trojuhelniky od sebe lisi pravé o vysi RBNS. Postupem ¢asu dochézi

k vyfizovani jednotlivych pojistnych udalosti, tj. snizovani RBNS, a tim také pfiblizovani
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obou trojuhelnikii. Pokud je vyvoj skod po #n vyvojovych obdobich ukoncen, jsou posledni

hodnoty obou trojihelniki stejné, nebot RBNS = 0.

Na nésledujicim obrazku zobrazime (P/I) pomeéry trojuhelnikl pro jednotliva vyvojova

ctvrtleti pro nase data. (P/I) poméry vyjadiuji podil zaplacenych a evidovanych skod.

100%
95%
90%
85%
80%
75%
70%
65%
60%
55%
50%
45%

W 71 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

(P/T) poméry

vyvojova ¢tvrtleti

Obrazek 4: (P/I) pomeéry trojuhelnikii

Je vidét, Ze obrdzek 4 potvrzuje naSe ptredchozi tvrzeni o postupném piiblizovani

trojuhelniktl, ¢ernd cara zobrazuje primémé (P/I) poméry ze zndmych dat.

125% —

115% — a2

(P/I) poméry

T T T T T T T \ T T T T ]
123 45 6 78 91011121314 151617 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

vyvojova ¢tvrtleti

Obrazek 5: (P/I) pomeéry ctyruhelnikii doplnenych metodou SCL
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Podobné obrazek 5 zobrazuje (P/I) poméry pro trojuhelniky doplnéné na ctytthelniky

(odhadnuté hodnoty jsou zobrazeny oranzove).

Misto ocekavané konvergence odhadnutych pomeéri ke 100%, hodnota konecnych
(P/I) pomért kolisa mezi 95,76% a 127,51%. Zejména ptredpovédi posledniho Skodniho Etvrt-

leti jsou velmi vzdalené od primérnych minulych (P/I) pomért.

Nyni chovani na obrazku 5 popiSeme teoreticky. Ukazeme, ze takovéto chovani neza-

lezi na zvolenych datech, ale je charakteristické pro pouZzitou metodu.

—_

Necht j=1,...,n, s=1,..,n, P, , I,

oznatuji odhady P, ., I;, a plati

— —_

P,=P,, I,,=1

J.s J.s

pro s+j<n+l1,

pak
P
(4.5.1) (PI1),,= IA/

j.s

oznacuje (P/I) pomér $kodniho Ctvrtleti j a vyvojového Ctvrtleti s.

Podobné

):

~

~.
©

Y 1

(4.5.2) (PIT), =L = :

~.
Il

n

7, (PI1), )

=

n

DRI

j=1

—

~

@

Js
1

~.
I

znaci prumerny (P/I) pomér vSech Skodnich Ctvrtleti v Case .

Dale predpokladejme, Ze pro vyvojové faktory trojuhelnikd P a [ plati formule pro
jejich odhad (3.1.2) a predikované hodnoty odhadujeme vztahem (3.1.3). Budouci (P/I) pomé-

ry pak mizeme vyjadfit

f P —-Jj ' P—‘ —Sn—7 S eee P__.‘
(453) (P/])]Y = /_j\,S — Jon—j+l1 f[n jtlon—j+2 f[s 1-s ) S+] >+l
Ij's Jon=j+l’ fn—j+l%n—j+2 Tt fs—l%s

Pouzitim formule pro odhad budoucich vysi skod (3.1.3) pro trojuhelniky P a I dosta-

neme
. .
— . Pj,S+1 A ' [j,s+l
(4.5.4) flon=t— a fia="5—
/;Pj’s j=11j's
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Pov§imnéme si, ze v (4.5.4) probihaji vSechny indexy v sumach od 1 do n. Dosa-

zenim (4.5.4) do (4.5.3) dostaneme

Pi,s
Pj,n—j+1' ,,lzl
Pi,n—j+1
_ i=1
(4.5.5) (PI1); = nA
Ii K
I i=1 '
Jon—j+1 n
Ii,n—j-H
i=1
Po tpravé plati
(4.5.6) (fﬂ“ = @Qﬂ“ , s+ j>n+l,
(PIT), (PIT),_,

coz muzeme vyjadfit slovy:

Pro kazdé skodni ctvrtleti je pomér budouci odhadnuté (P/I) hodnoty k odpovidajici-
mu prumeéru stejny jako pomér posledni znamé (P/I) hodnoty k odpovidajicimu primeéru.
Proto v odd¢€lenych vypoctech chain ladder zlistdva tento pomér konstantni.

Toto je tedy vysvétleni problému, ktery jsme pozorovali na obrazku 5 a ktery budeme

dale nazyvat (P/I) problém metody SCL.

4.6 Korelace mezi daty zaplacenych a evidovanych Skod

V minulé kapitole jsme ukézali, ze metoda chain ladder aplikovana oddélené na trojuhelniky

P a I dava casto nevérohodné vysledky, které odporuji zkuSenosti v pozorovanych datech.

(P/1) problém metody SCL je zplsoben tim, ze metoda SCL nebere v tivahu korelaci

mezi daty zaplacenych a evidovanych skod.

Na nasledujicich grafech ukdZzeme zavislost vyvojovych faktori na minulych (P/1)
pomérech. Jelikoz pro stejny vyvojovy ¢as pouziva metoda SCL stejny odhad vyvojového
faktoru, podivame se, jak zavisi pozorované individudlni vyvojové faktory na pfedchozich

(P/I) pomérech.
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Pro ptfechod mezi prvnim a druhym vyvojovym ¢tvrtletim dostdvame z trojihelnika P

nasledujici graf na obrazku 6.

individualni vyvojové faktory zaplacenych Skod

2,60 -
2,55 |
2,50
2,45
2,40 |
2,35
2,30
2,25 |
2,20 |
2,15
2,10 -

2,05 —
2,00 —
1,95
1,90 —
1,85 —
1,80 —
1,75

36%

I
38%

\
40%

\
42%

44%

I
46%  48%

(P/T) poméry

50%

\ \ \ \
52%  54% 56%  58%

Obrazek 6: Zavislost vyvojovych faktorii zaplacenych Skod na predchozich (P/I) pomérech

Vertikalni pfimka v grafu zobrazuje primérny (P/I) pomér, horizontalni pfimka pak

znéazornuje prumérny individualni vyvojovy faktor. Body na obrdzku 6 vykazuji jasné klesaji-

ci trend s korelaci -92% (tj. sklon trendu je -0,92).

Podobné pro vyvojové faktory evidovanych Skod (z trojuhelnika /) ziskdme graf na

obrazku 7.

individualni vyvojové faktory evidovanych skod

1,4
1,38
1,36
1,34
1,32

1,3

1,28
1,26 -
1,24 -
1,22 |

s

1,18

¢

1,16
36%

I
38%

40%

42%

\
44%

I
46%  48%

(P/I) poméry

50%

\ \ \ \
52% 54%  56%  58%

Obrazek 7: Zavislost vyvojovych faktorii evidovanych Skod na predchozich (P/I) pomérech
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Na obrazku 7 neni zévislost tak zfejma. Body vykazuji korelaci -29% (tj. sklon trendu
je -0,29). Pro vyvojové faktory evidovanych skod je vsak typicka kladnd korelace, nebot’
v minulosti pomérné nizky (P/I) pomér znamena, Ze bud’ jsme malo vyplatili nebo jsme zare-
zervovali vice, nez je obvyklé pro srovnatelnd obdobi. MliZeme tedy ocekdvat, Ze v dalSim
obdobi vyplaty porostou, tj. bud’ bude nasledujici vyvojovy faktor zaplacenych Skod pomérné
vysoky nebo vyvojovy faktor evidovanych skod pomérné nizky (piipadné oboji). Pro pomér-

né vysoky (P/I) pomér to plati obracené.

Protoze stanoveni korelace je velmi citlivé na odlehld pozorovani, dospé&jeme ke klad-
né hodnoté korelace, pokud odstranime odlehlé¢ hodnoty v hornim levém a spodnim pravém
kvadrantu (kvadranty vzhledem k praimérnym hodnotam (P/I) pomért a individudlnich vyvo-

jovych faktorti evidovanych skod).

Z obrazkl 6 a 7 plyne, Ze bychom pro odhady budoucich hodnot neméli pouzivat stale
stejné (prumérné) vyvojové faktory, ale méli bychom je upravit na zdkladé minulé zkuSenosti.
Pokud je aktudlni (P/I) pomér podprimérny, méli bychom pouzit nadprimérny vyvojovy
faktor zaplacenych Skod nebo podprimérny vyvojovy faktor evidovanych Skod. Pro nad-

primérny aktudlni (P/I) pomér to plati analogicky.

Nicméné piedchozi pravidlo ndm jesté nedava navod, jak moc mame vyvojové faktory
upravit a zda méame upravovat vice vyvojové faktory zaplacenych nebo evidovanych skod. Pii
pohledu na obrazky 6 a7 se jako jednoduché feSeni jevi pouziti linearni regrese bez
absolutniho ¢lenu vzhledem k osam ur¢enym priimérnymi hodnotami individuélnich vyvojo-
vych faktorti a (P/I) pomért. Podle aktualniho (P/I) poméru pouzZijeme vyvojovy faktor

urceny regresni pfimkou namisto primérného vyvojového faktoru.

V praxi ma vSak takovy postup nckolik nedostatkli. Protoze vyvojové faktory
zaplacenych Skod jsou obvykle vétsi nebo rovné jedné, neni pro né linedrni aproximace
vhodna. Mnohem lepsi je v tomto piipade€ pouzit hyperbolickou kiivku. Jednodussi moznosti
je namisto (P/I) poméri uvazovat zavislost na jejich inverznich hodnotach, tedy na (7/P)
pomérech, které vyjadiuji podil evidovanych a zaplacenych Skod — pak se hyperbolicka
zavislost transformuje na linearni a v piipadé malého rozptylu (P/I) poméru se linearni

zavislost zachova i po piechodu k (I/P) pomérim (to je nas piipad z obrazku 6).

Dal$im problémem, ktery souvisi se zavedenim linearni regrese, je pomérné nejisty
odhad sklonu regresni pfimky. Obzvlasté¢ pro posledni vyvojova obdobi mame pro regresi

nedostatek pozorovani.

24



Redeni tohoto problému pfinesla Mnichovska metoda chain ladder (viz nasledujici
kapitola), kterd zavedenim rezidui (tj. standardizaci) umoznila zalozit regresi na vSech dopo-

sud pozorovanych hodnotach.
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Kapitola 5

Mnichovska metoda chain ladder

Mnichovska metoda chain ladder (dale jen metoda MCL) byla odvozena aktuary Gerhardem
Quargem a Thomasem Mackem v [9] jako rozSifeni Mackova modelu chain ladder (viz
kapitola 4). Metoda pouziva stejné predpoklady o stiedni hodnoté a rozptylu vyvojovych
faktorti, rozsifeny predpoklad nezavislosti na trojuhelniky zaplacenych a evidovanych Skod
soucasn¢ a nové piedpoklady tykajici se zavislosti vyvojovych faktorti na piedchazejicich
(P/I), resp. (I/P), pomé&rech. Hlavnim cilem metody je zahrnout do vypoctl oba trojuhelniky

zaroven a vyjadfit tak presnéji vysi potiebné rezervy.

Macktv model, ktery jsme zavedli v kapitole 4, vychazi ze znalosti pouze jednoho
trojuhelnika — zaplacenych nebo evidovanych Skod. V praxi zname oba trojuhelniky, a proto
chceme odhadnout budouci hodnoty na zakladé€ na této znalosti, tj. zajimame se o podminéné

stiedni hodnoty

- I
E(—= P\, P10, ) a E(’[LWP,.,l,...,P[,S,J,,,l,...,Jm).

is i,s

Pro zjednoduseni dalSich zapist zavedeme potfebné znaceni.

5.1 Znaceni

s, t €T cIN znadi vyvojovy &as, obvykle T ={1,...,n}, n je podet kodnich let

P,=(P,,),cr oznaluje vyvoj zaplacenych §kod §kodniho roku i pies viechny vyvojové

roky,

I,=(1,,),cr oznatuje vyvoj evidovanych $kod $kodniho roku i pies viechny vyvojové

roky,

P,(s)=1{P,,,...P, ] zastupuje podminku, Ze vyvoj zaplacenych $kod §kodniho roku i je

dan do konce vyvojového roku s,
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I(s)=1{I,,,....1,,} zastupuje podminku, Ze vyvoj evidovanych $kod $kodniho roku i je

dan do konce vyvojového roku s,

Bi(s)=1{P,\,. P .1 ... 1 ] zastupuje znalost obou prubéhit $kodniho roku 7 do

Lt ) znadi (P/l) prabéh.
teT

5.2 Predpoklady metody MCL

Vzhledem k tomu, Ze nékteré predpoklady pouzivaji standardizované veli€iny, tzv. podmine-
na rezidua, uvadime nejprve jejich definici.

Definice: Jestlize X je ndhodnd velicina, C je podminka a o (X |C)=+Var(X|C)
podminéna smérodatnad odchylka X pridaném C, pak

X -E(Xx|C)

(5.2.1) Res(X [ C) = 7 X1C)

se nazyva podminéné reziduum X pridaném C. Podminéné reziduum je standardizovano

s ohledem na jeho podminénou stredni hodnotu a jeho podmineny rozptyl:
(5.2.2) E(Res(X |C)|C)=0 a Var(Res(X|C)|C)=1.
Nyni jiz mizeme uvést predpoklady metody MCL.:

Trojuhelniky P a I splituji pfedpoklady o stiedni hodnoté (4.1.1) a rozptylu (4.1.3)

Mackova modelu, tj. s pouzitim pfedchoziho znaceni a ¢ =s+1 plati

523 E(P,,|P:(s)=P, . f5., ff,>0, i=1,..n, s,teT,
( , ,

524 Var (P, , | P,(s))=P, (o), or,=20, i=1,...n, s, teT,
( , ,

(5.2.5) E(L | I(s)=1,,f ., fi,>0,i=1,.,n, s,teT,
(5.2.6) Var(1,,|I;(s))=1, (o), ol.,20, i=1,..,n, s,teT.

Rozsiteny predpoklad nezavislosti (4.1.2) na oba trojuhelniky soucasné, tj.

(5.2.7) {Pl‘s,ll_‘v |s e T}, {P,,,s, I, lse T]' jsou stochasticky nezavislé,
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Existuje konstanta A” takova, Ze pro vSechna s,t€T, t=s+1 a vsechna

i=1,...,n

Res

P.
L ps)

i,s

(5.2.8) E | B,(s)| = A"Res(Q; | | P(s))

nebo ekvivalentné

P,
cr( IP,-(s))
P P P Pi,s

(5.2.9) iy
—L 1 B. = iy + A = .
i | I(S)) /s o (07| P(s))

E

P (07, —E(Q..| Pi(s)).

i,s

Existuje konstanta A’ takova, Ze pro viechna s,t€ 7T, t=s+1 a vsechna

i=1,...,n
(5.2.10) | Res %u,.(s) | B(s)| = A" Res(0, .| 1,(s)
nebo ekvivalentné
I,
o E(ilﬂ(s))ﬂ” + A" (ﬁ“i“)) (0,,— E(Q,,|1(s)))
7, L sy e T S

5.3 Analyza modelovych predpokladi

Podivejme se podrobnéji na piedpoklady (5.2.8) a (5.2.10), které popisuji zavislost budoucich
vyvojovych faktorti na minulych (7/P) nebo (P/I) pomérech. Nazornéjsi vyjadieni (5.2.9)
a(5.2.11) ukazuji, ze budouci vyvojovy faktor metody MCL tvoii soucet bézného chain
ladder vyvojového faktoru a korekéniho €lenu, ktery je funkci dat obou trojihelniki. Z toho
plyne, ze metoda MCL k predikci budoucich hodnot nepouziva stejny vyvojovy faktor pro
vSechna Skodni obdobi, jako tomu bylo u metody chain ladder nebo Mackova modelu, ale pro
rizna Skodni obdobi se vyvojové faktory li§i v zavislosti na piedchozim (P/I), resp. (I/P),

pomeéru.
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Korekeni €len tvofi tii veliciny:
Faktory A" a A" jsou obycejné (tj. nezavislé na i a s) korelatni koeficienty
podminénych rezidui vyvojovych faktort a podminénych rezidui (P/I), resp. (I/P), po-

mérii, proto se budeme ddlena A’ a A" odkazovat jako na korelacni parametry.

Pouzitim (5.2.8) plati

Cov|Res(Q; | P;(s)), Res

i,s

P i)

(5.3.1)

P.
Cov P” | P,(s) =

1,8

Res(Qi_,ls|Pi(S))’E Res |Bi(s)

AP-Var(Res(Q;l | Pi(s))).

Protoze pro nahodné veli¢iny X a Y obecné plati

_ Cov(X,Y)
(5.3.2) Corr(X,Y)= V' Var (X )~/ Var(Y)

a podminéna rezidua jsou standardizované veli€iny, pak dostavame

_ P;
(5.3.3) Corr|{Res(Q; | P;(s)), Res P”' |P.(s)|]|=4",
resp.
o P P
(5.3.4) COI‘I‘(Q;‘,S’ 7 IP,-(S))=A :

nebot’ standardizace korela¢ni koeficient neovlivni.

Analogicky bychom mohli postupovat i pfi odvozovani

(5.3.5) Corr|Res(Q, .| I;(s)), Res %“,(3))) -
I't 1
(5.3.6) Corr(Ql.‘s, If’ |Il.(s)) =A".

Hodnoty A’ a A" jsou obvykle mezi 0 a 1. Kdyz v datech neni témé&f zadna zavi-

slost, pak A'~0 a A"~ 0 a vyvojové faktory jsou odhadovany jako v metods

SCL. Protoze ptiblizeni pomoci podminénych rezidui umozituje uvazovat vSechny
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vyvojové roky dohromady, tj. je dostupny dostateCny pocet bodi, je jejich odhad

relativné stabilni.

Dal$im cCinitelem korekéniho ¢lenu je faktor smérodatné odchylky

iy P
(537) 0'(: | II(S)) o o Pi‘s |P,(S) |
o (0, 1 1,(s))’ o (07| Pi(s))

Je to podil podminénych smérodatnych odchylek vyvojového faktoru a (P/I), resp.

(I/P), poméru. Tento ¢len zajist'uje v podstaté normovani korekéniho ¢lenu.

Posledni Ginitel - linearni ¢len O, , — E(Q, [ I,(s)), resp. O;'—E(Q;'| P;(s)),
zahrnuje do odhadu budoucich vysi skod (P/I), resp. (I/P), pomér. Kdyz je (P/I), resp.
(I/P), pomér primérny, bude i pouzity vyvojovy faktor primérny jako v metodé SCL.
Z analyzy vidime, Ze slaba korelace podminénych rezidui vyvojovych faktor
zaplacenych $kod vzhledem k podminénym reziduim (I/P) poméri zpuisobuje malé A”.
Podobné slabéd korelace podminénych rezidui vyvojovych faktorti evidovanych Skod vzhle-
dem k podminénym reziduim (P/I) pomé&ril zptisobuje malé A’. Pak se odhad budouci vyse

zaplacenych a evidovanych skod metodou MCL téméf neodchyluje od vypoctu metodou SCL.

5.4 Parametry metody MCL

Pro vypocet rezervy metodou MCL potiebujeme nékteré veli¢iny odhadnout, nebot’ nejsme
schopni urcit jejich pfesnou hodnotu.

Stejné jako v Mackové modelu, pouzijeme pro odhad vyvojovych faktord chain ladder
/o a fl.,, formuli (3.12) a pro odhad o', ., a ol formule (4.1.4)
a(4.1.6).

K vypoctu podminénych rezidui (P/I) a (I/P) poméri potfebujeme znat nasledujici
odhady

n—s+1
- 1 n—s+1 Z Pj,s
41 E(Q 1)) = 21 L, Q=75 — =4, s=1..n
Z Ij,s ’ ]j,s
j=1 j=1
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Pro podminénou smérodatnou odchylku méme odhad

7
e _ P
5.4.2 o(0. |I.(s))= =,
kde ;ﬁ definujeme pomoci
o n—s+1
I 2 ~\2
(5.4.3) Py = 1 q), s=1,..,n-1,

—_

j=
coz je vyraz nezavisly na indexu Skodniho roku i.

Pro podminéné stfedni hodnoty a rozptyly (I/P) pomérit mame analogicky

n—s+1
2 1
———— 1 st ozn. ~ i
(5.4.4) E(Qi,HPi(s))_n st 1 Z Pjs' /SZT_qsl’ s=1,..n

z Pj,s a Z Pj,s
j=1 =1

5
2

VPi,s,

(54.5) 7 (07 P,(s)) =

kde pf je definovano pomoci

A

(5.4.6) P, P, ,Y—qv),s=lw”n—L

j=

Pouzitim formuli popsanych vySe jsme jiz schopni odhadnout podminéné rezidua.

Abychom zjednodusili zapis, budeme pouzivat nasledujici znaCeni:

P» ozn. I ozn. -
(5.4.7) Res P”t | P(s)| = Res(P,,), Res ];”|I,~( s)| = Res(1,,),
(5.4.8) Res(Q; | P,(s)] & Res(0;}), Res(0, |I,(s))Z Res(Q,,).
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Mame tedy z definice rezidua

Py, i 1[,,_71\
(5.4.9) — P, T — L, "
- Res(P, )= —==— P, Res(l,)=—"==—" VI,
a—sﬂt

a
-1 —1
Res B S Qi s q;
sa10) R =2Tto B Re(g)= 2t T
o, o
Pro parametry A" a A’ pouZijeme odhady
-3 _ i Res(P, 0 ZRes )- Res(P; )
(5.4.11) A ZRGS Res(Pi) _ &
Z Re i,s ReS(Ql s) Z ReS
a
== ZRes )- Res(I,,)
V— 1 5= 2 Res([,’t) _
: Res(Qi s) T _ ,
’ Res (Q[]s) Z RGS

5.4.12 I =77
( ) ZRQS(Q,-,S) is

kde ve vSech suméch probiha index s od 1 do n—2 a index i od 1 do n—s
Pokud vyvoj trojuhelnika skonci diive nez po n vyvojovych letech, mize byt vyhodné

nechat index s dosdhnout pouze konce vyvoje.
Podle predpokladi zéavislosti vyvojovych faktori na ptedchozich (I/P), resp. (P/I)

pomérech (5.2.9) a (5.2.11) dostavame rekurzivni vztahy pro doplnéni trojuhelnika na

Ctyfahelnik:
P —
5 _p |77 L2 C I
Pr=P, | [l AT 2| e g, l)
(5.4.13) =7
ozn. f:s—w
a
1 —
~_7 | g2 P
Ii’tzlls f;—>t+/]]'%7t' %—qs)
(5.4.14) o ][,S
Ozn‘fil,xﬂz

I . =1

=P, a1 =1

pro s=n—i+1 apocatecni hodnoty P, ,_;.,
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Stanoveni rezervy na nevyftizené Skody provedeme opét pouZzitim vztahu pro odhad

rezervy jednotlivych Skodnich obdobi (3.1.5), tj.

(5.4.15) R'=P =P, .\ i=2,...n
a
(5.4.16) R=T =1, .\, i=2,..n.

Pfesnost vypoctu budeme ovéiovat, stejné jako v Mackoveé modelu, pomoci stiedni

kvadratické chyby, resp. smérodatné chyby.

Podle [3] ziskame vzorec pro vypocet odhadu mse(R,) pro metodu MCL pouZitim

vzorce (4.2.5) uvedeného pro Mackliv model, kde nahradime vyvojové faktory f .

Y P 2 1 2 S S
f,.,, a parametry o o, Mackova modelu odpovidajicimi vyvojovymi faktory

s=t 2

—P -1 —7 -, .
fison fi,., aparametry o o' 2 metody MCL:

i,s—t 7 i,s

A - — o n—1 U-P 2 l 1
5417 mse(R)" = (s.e.(R))")’=P, /’P’i’z — + — )
( T ) s=n—i+1 fi,s—»t Pi,s Z Pk’s

e — /\A

kde o/ 2= Var(X)- 0”2 (Res(Q 1)), &', 2 odhadneme podle (4.1.4), (4.1.6),

n—1 1 2

i mse(R,) = (se.(R,))'=1, Tio | L4
(5' : 8) s=n—itl fi,sﬂt Ii,s z Ik s

A

kde o/ 2 =Var(X) o' ./ (Res(Q,,)), o . odhadneme podle (4.1.4), (4.1.6).

Podobné pro stiedni kvadratickou chybu celkové rezervy dostaneme upravou vztahu
(4.2.6) pro Mackiiv model odhad pro metodu MCL. Odhad stiedni kvadratické chyby celkové

rezervy pro trojuhelnik P vypada néasledovné:

G419 mse(RY = (se (R P=3) | (5o RV F+PL( 3 Pr) 3 = I
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Analogicky pro trojuhelnik 7 dostadvame

(5420)  mse(R) = (se(R) V=2 \(se.(R)V+I (Y T, >
i=2 j=i+1 s=n—i+1 zlk‘s

5.5 Aplikace metody MCL

Nez aplikujeme metodu MCL, provedeme opét testy predpokladi metody. Predpoklady
o stfedni hodnoté (5.2.3), (5.2.5) a rozptylu (5.2.4), (5.2.6) jsou stejné jako v Mackove
modelu, proto jejich testy nebudeme znovu uvadét. Predpoklad nezavislosti pro oba
trojuhelniky (5.2.7) je rozsifenim ptredpokladu (4.1.2) pouzitého zvlast pro trojuhelniky P a I.
Protoze metoda MCL pracuje s (P/I), resp. (I/P), poméry, aplikujeme test vlivu kalendarnich
let pravé na (P/I) pomery stejnym zpiisobem, jakym byl popsan v Mackoveé modelu pro jedno-
tlivé trojuhelniky P a I Timto postupem zjistime, Ze piedpoklad pro oba trojihelniky

soucasn¢ neni na 5% hlading splnény.

Ptedpoklady zavislosti vyvojovych faktort na piedchozich (1/P), resp. (P/I), pomérech
(5.2.8) a (5.2.10) je opct mozné pievést na regresni model. Pomoci statistického programu
R 2.5.1 chceme ukézat, Ze absolutni ¢len neni pro regresi dilezity a Ze body na grafu
zavislosti vyvojovych faktori na pfedchozich (P/I) nebo (I/P) pomérech jsou rozlozeny podél
regresni ptimky. Vzhledem k pravidlu o zavislosti vyvojovych faktort na pfedchozich (7/P),
resp. (P/I), pomérech z kapitoly 4.6 bychom chtéli, aby regresni pfimka méla sklon > 0.

JelikoZz chceme regresi zalozit na vSech doposud pozorovanych hodnotidch, budeme

pracovat s podminénymi rezidui, jak jsme je definovali v kapitole 5.2.

Im (formula = Ee\s(PmH) ~ li-e\S(Q,_lv))

Coefficients | Estimate Std. Error ¢ value  Pr(>|t])

(Intercept) | 0.003585 0.045811  0.078 0.938
Res(Q7') |0.392178 0.047753 8213 3.54e-15

Tabulka 7: Regrese pro rezidua vyvojovych faktoru zaplacenych Skod a (I/P) pomeérii
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V tabulce 7 maji sloupce nésledujici vyznam: 'Estimate’ oznacuje odhad koeficientu,
'Std. Error' smérodatnou odchylku, 't wvalue' t-statistiku, tj. podil 'Estimate' / 'Std. Error'

a'Pr(>|t])'" p-hodnotu.

Testujeme hypotézu, ze jednotlivé parametry modelu jsou nevyznamné, tj., ze odhady

koeficientd jednotlivych parametra jsou nulové.

Jak je vidét z p-hodnoty Pr(>|t|), neni absolutni ¢len (intercept) pro regresi
dilezity. MlUzZeme tedy pouZzit regresi bez absolutniho ¢lenu. Regresni pfimka pak bude
prochdzet pocatkem soustavy soufadnic. Graf zavislosti rezidui vyvojovych faktort

zaplacenych Skod na reziduich piedchozich (17/P) pomért uvadime na nésledujicim obrazku 8
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Obrazek 8: Rezidudlni graf pro trojuhelnik P

Analogicky postupujeme pro rezidua vyvojovych faktort evidovanych Skod a rezidua

predchozich (P/I) poméru:

Im (formula = Res(/, ) ~ Res(Q, )

Coefficients | Estimate Std. Error ¢ value  Pr(>|¢|)

(Intercept) [-0.005087 0.049291  -0.103 0.9179
Res(Q, ) |-0.114757 0.051442 -2231 0.0263

Tabulka 8: Regrese pro rezidua vyvojovych faktoru evidovanych skod a (P/I) pomérii
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Z tabulky je patrné, Ze sice absolutni Clen (intercept) neni pro regresi podstatny,
nicméné vysvétlujici proménna ﬁe\s(Qm) nepopisuje regresi pfili§ dobie (p-hodnota je
pomérné vysokd). Oproti naSemu ocekavani tedy vysel koeficient pro ﬁe\s(Qm) zéporny.
Tato skutecnost je zplsobena velkym poctem odlehlych pozorovani, kterd jsou vidét na
obrazku 9. Proto se také né¢kdy pouzivaji namisto metody nejmenSich ¢tverct jiné odhady,
které potlaci nebo zcela vylouc¢i vliv odlehlych pozorovéani. V [2,3] je navrhovano pouziti
napt. Huberovy robustni regrese (Huber's robust regression approach), dvojité (iteracni)
metody nejmensich ctvercii (bisquare methods) nebo metody nejmensich useknutych ctvercii

(Least trimmed squares methods (LTS)).
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Obrazek 9: Rezidudlni graf pro trojuhelnik I

Kontrolni grafy znédzoriiujici homoskedascitu rezidui (tj., Ze odchylky od regresni
pfimky maji stejny rozptyl nezavisly na hodnotach vysvétlujici regresni proménné) uvadime
na pfilozeném CD.

Pfestoze mame opét nesplnény predpoklad nezavislosti a také vysledky predpokladt

odhady rezervy nez jsme dostali aplikaci metody SCL.

Nejprve uved’'me odhady potfebnych parametrti. Primérné vyvojové faktory (tj. bézné

vyvojové faktory chain ladder) jsou uvedeny v tabulce 2.
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Odhady parametrit o podle (4.1.4) a (4.1.6) obsahuje nasledujici tabulka 9:

K 1-2 2-3 3-4 4 -5 5-6 6—-7 7-38 8§—9 9-10

Tooser 1758264 371229 212,015 107,384 81,699 68936 64,068 29678 65405

s—s+1 720,003 202,070 87,222 73,799 52,313 54,480 38,587 19,176 64,583
s 10—-11 11-12  12-13 13514 14-15 15-16 16—17 17-18 18— 19

s—os+1 38896 24345 33,676 65,591 19,830 47,378 17,534 92246 135,087

22,133 17,937 21,233 47,322 17,674 10,726 12,311 64,483 133,359
$ 19520 2021 21522 2223 23524 24525 25526  26—27 2728

O o1 171,843 95,628 15,740 34,620 9,884 6,604 10,561 0,000 0,000

e —

I
O st1 96,219 77,219 18,691 14,753 10,876 1,719 0,000 0,000 0,000

Tabulka 9: Odhady parametru o

Pro odhady podminénych rezidui budeme potiebovat znat parametry spocitané podle

(5.4.1), (5.4.3) a (5.4.6). Odhadnuté hodnoty shrnuje tabulka 10:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
48,8%  18,0%  859%  89.2% 91,1% 92,4% 93,1% 93,7%  94,1%  94,4%

1887,70 543,31 314,39 226,95 197,30 163,15 148,17 13844 131,94 143,22

639,05 373,66 25042 191,16 171,64 144,98 133,06 12534 120,35 131,10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20)

94,6%  948%  951%  953% 95,5% 95,9% 96,1% 96,6%  974%  98,5%

15237 17123 17394 18401 181,52 120,17 12867 18510 27807 228,01

139,78 157,59 160,55 169,83 16824 113,01 12146 17642 26633 22121
21 2 23 24 25 26 27 28

99,5%  99,6%  998%  99,9%  100,0%  100,0%  100,0%  100,0%

“oy

35,53 36,80 18,87 7,20 9,17 0,00 0,00

D) B e (B0 B e BB D).

35,23 36,59 18,81 7,19 9,16 0,00 0,00

ka

—~
1

Tabulka 10: Odhady parametrii 4, pAf a p,

Pouzitim odhadl z tabulek 2, 9 a 10 mizeme spocitat odhady podminénych rezidui.
Dostavame tedy Ctyfi rezidudlni trojuhelniky, které vzhledem k jejich rozsahlosti zarazujeme

na konec textu do ptilohy 3.
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Posledni parametry, které potfebujeme k vypoctu rezervy metodou MCL, jsou /?D ,

~

Pro nase data pouzitim vztahi pro jejich odhady (5.4.11) a (5.4.12) vychazi

o~

=0,392, A'=-0,115. Zaporny korelacni parametr pro trojuhelnik / je zptsoben od-

>-:o>

lehlymi pozorovanimi, jak jsme uvedli v komentafi k obrazku 9.

Vzhledem k velikosti tabulek uvéadime trojuhelniky doplnéné na cCtyithelniky dle
(5.4.13) a (5.4.14) v ptilohdch 4 a 5.

Pouzitim odhadt (5.4.17) - (5.4.20) mGzeme opét spocitat stfedni kvadratickou chybu

a smérodatnou chybu pro odhady rezerv.

Vysledky pro trojuhelnik P jsou shrnuty v tabulce 11:

. . M Konec¢na vyse IBNR +RBNS - - -

j Diagonala v K& ékodeyé k\f v K& mse(Rf) s.e.(R};) s.e.(RI;)/Rf
1 234124 788,07 234124 788,07 0,00 0,00 0,00 0,00%)
2 206953 411,82 206 953 411,82 0,00 0,00 0,00 0,00%)
3 224 124 405,95 224 124 405,95 0,00 0,00 0,00 0,00%
4 231 588 567,29 231652 111,28 63 543,99 19758 439,91 4.445,05 7,00%)
5 234 242 864,95 234480 071,66 237 206,71 30792 240,20 5549,08 2,34%,
6 249 336 272,03 249 669 464,63 333 192,60 26 016 100,40 5100,60 1,53%)
7 271 583 978,16 272 593 768,05 1009 789,89 527 243 384,87 22 961,78 2,27%)
8 294 663 014,09 295312 174,21 649 160,12 1138 747 078,16 33 745,33 5,20%)
9 253 473 670,42 263 359 883,03 9886 212,61 210 687 070 454,03 459 006,61 4,64%)
10 294 679 079,35 304 085 296,44 9406 217,09 61 026 758 018,05 247 035,94 2,63%)
11 262 657 525,62 274700 007,59 12 042 481,97 93 061 591 125,50 305 059,98 2,53%
12 250691 497,78 261 841 482,46 11 149 984,68 42 761 220 313,29 206 787,86 1,85%)
13 201 730 359,65 211731 752,92 10001 393,27 38399 032 751,29 195 956,71 1,96%
14 202 438 231,30 218 758 190,66 16 319 959,36 201 732 604 324,48 449 146,53 2,75%)
15 217 585 465,93 231957 822,74 14 372 356,81 100 555 121 531,16 317 104,28 2,21%)
16 204 506 772,18 216 398 188,98 11 891 416,80 38 831 158 160,19 197 056,23 1,66%
17 180 895 868,51 191 558 327,29 10 662 458,78 18 599 188 924,22 136 378,84 1,28%)
18 191 875 782,62 201 759 800,39 9884 017,77 11 028 731 822,78 105 017,77 1,06%
19 202 145 772,73 213029 711,56 10 883 938,83 11518 313 714,65 107 323,41 0,99%)
20 201 627 342,44 214 678 597,07 13 051 254,63 17 041 131 798,82 130 541,69 1,00%
21 165 058 615,37 174 957 080,60 9 898 465,23 6958 721 199,44 83 418,95 0,84%)
22 169 491 551,70 183 680 752,74 14189 201,04 14 106 973 337,40 118 772,78 0,84%
23 169 832 360,40 184 752 276,54 14919 916,14 9481 575 041,09 97 373,38 0,65%)
24 176 048 505,67 194 144 500,09 18 095 994,42 10 597 572 399,61 102 944,51 0,57%
25 151 883 619,02 170 562 379,00 18 678 759,98 15 195 609 797,12 123 270,47 0,66%)
26 143 393 657,79 166 966 544,20 23 572 886,41 48 840 859 917,09 220 999,68 0,94%
27 90 205 307,07 119 836 273,99 29 630 966,92 22794 461 261,16 150 978,35 0,51%)
28 54 070 309,17 111 731 910,09 57 661 600,92 2 446 639 085 275,79 1564 173,61 2,71%)
Celkem 328 492 376,96 6383 059 240 871,53 2526 471,70 0,77%)

Tabulka 11: Smérodatné chyby rezerv pro trojuhelnik P a metodu MCL

Prvni sloupec vyjadiuje ctvrtleti vzniku, ve sloupci 'Diagonala v K¢' jsou posledni
znamé hodnoty trojihelnika P (tj. posledni zndm4 diagonala), sloupec 'Konecna vyse Skod
v K¢' vyjadiuje posledni sloupec doplnéného ctyfuhelnika. Obsah dalSich sloupct je jiz

zfejmy z nadpist sloupct.

38



Z tabulky 11 vidime, ze celkovy odhad rezervy (IBNR + RBNS) je 328 492 376,96 K¢&
s pomérné vysokou presnosti, nebot’ relativni smérodatna chyba vychazi 0,77%, coz odpovida

Castce 2 526 471,70 K¢&.

Pro trojuhelnik / mame odhad IBNR ve vysi 41 563 557,69 K¢ s relativni smérodatnou
chybou 3,23%, coz odpovida ¢astce 1 342 836,06 K¢ - viz nésledujici tabulka:

. IBNR — — —

j Diagonala v K& K(;?(zznj I\g}ése ]’é\{ v K& mse( Rj) s.e.( R’I) s.e.( R;)/Rj.
1 234 124 788,07 234124 788,07 0,00 0,00 0,00 0,00%|
2 206953 411,82 206953 411,82 0,00 0,00 0,00 0,00%|
3 224 124 405,95 224 124 405,95 0,00 0,00 0,00 0,00%|
4 231 588 567,29 231 588 567,29 0,00 0,00 0,00 0,00%|
5 234 507 436,95 234492 376,96 -15 059,99 6068 009,57 2463,33 -16,36%
6 249 806 929,03 249 676 290,08 -130 638,95 13015 944,13 3 607,76 -2,76%
7 272 869 308,93 272 663 625,39 -205 683,54 371 295 914,95 19269,04 -9,37%)
8 295 632 947,09 295 203 505,49 -429 441,60 480 205 475,41 21913,59 -5,10%)
9 264 264 367,62 264 682 052,09 417 684,47 2 678 518 346,55 51 754,40 12,39%)
10 305 643 962,35 304 744 175,54 -899 786,81 11 625 854 462,09 107 823,26 -11,98%)
11 275 777 886,56 275 402 154,58 -375 731,98 67 885 051 272,94 260 547,60 -69,34%)
12 263 271 437,78 262 322 847,32 -948 590,46 127 343 161 209,16 356 851,74 -37,62%)
13 212738 939,11 212 166 244,69 -572 694,42 19 454 770 377,44 139 480,36 -24,36%)
14 219 006 807,49 219534 301,28 527 493,79 47781 825 530,18 218 590,54 41,44%
15 232 630301,42 232568 100,31 -62 201,11 20 858 261 251,52 144 423,89 -232,19%
16 217 006 988,96 216 829 093,36 -177 895,60 22 748 454 973,99 150 825,91 -84,78%
17 192 079 766,54 191912 671,33 -167 095,21 71407 543 856,95 267 221,90 -159,92%
18 202 502 319,69 202 047 068,90 -455 250,79 56 402 023 796,57 237 491,10 -52,17%)
19 213 662 580,28 213325 109,95 -337 470,33 22 430 659 036,03 149 768,69 -44,38%
20 214594 263,01 215014 149,90 419 886,89 15090 103 932,17 122 841,78 29,26%|
21 174 940 348,57 175 173 759,86 233411,29 5278208 603,07 72 651,28 31,13%
22 182 767 985,19 183 977 382,91 1209 397,72 5606 190 184,27 74 874,50 6,19%)
23 183 399 064,05 185 015 752,68 1 616 688,63 8391433 523,95 91 604,77 5,67%)
24 192 177 948,14 194 410 886,22 2232938,08 10 109 387 582,78 100 545,45 4,50%
25 167 756 468,27 170 767 365,81 3010897,54 8421333 481,49 91 767,82 3,05%)
26 162 577 012,21 167 146 635,41 4569 623,20 5929 875 197,50 77 005,68 1,69%
27 113 004 188,75 119981 295,16 6977 106,41 25039 880 908,17 158 239,95 2,27%)
28 86 522312,17 111 648 282,62 25125 970,45 74 839 295 704,12 273 567,72 1,09%)
Celkem 41 563 557,69 1 803 208 697 367,00 1 342 836,06 3,23%)

Tabulka 12: Smerodatné chyby rezerv pro trojuhelnik I a metodu MCL

Na obrazku 10 jsme graficky zndzornili (P/I) poméry v jednotlivych vyvojovych
Ctvrtletich pro doplnéné ctyfuhelniky (pozorované hodnoty modie, odhadnuté hodnoty oran-
zov¢). Pro metodu MCL predikované (P/I) poméry konverguji ke 100%, je tedy zachovana

zkuSenost z jiz pozorovanych hodnot.
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(P/I) poméry

T I B
2 23 24 25 26 27 28

I I I I I I I I I I I I I
1 23 45 6 78 9 1011121314 151617 18 1920 21 2
vyvojova Ctvrtleti

Obrazek 10: (P/I) poméry ctyruhelnikit doplnéné metodou MCL

Na zavér této kapitoly uvadime v nésledujici tabulce shrnuti vysi rezerv z jednotlivych

trojihelnikt

Trojuhelnik P Trojthelnik 7

Vyplata + RBNS 6 025 932 743,29
Vyplata 5730 908 597,08
IBNR + RBNS || 328492 376,96

RBNS 295024 146,21 295 024 146,21

IBNR 33468230,75 41563 557,69

Tabulka 13: Vyse rezerv v K¢ spocitané metodou MCL

Z tabulky vidime, Ze trojuhelniky P a I davaji srovnatelné odhady IBNR rezervy
(oproti metod€ SCL, resp. metod€ chain ladder — viz tabulka 3). Pro vytvofeni IBNR rezervy

bude z téchto vysledka vérohodnéjsi odhad na zéklad¢ trojuhelnika evidovanych skod /7.
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Kapitola 6

Srovnani metod

6.1 Srovnani metod SCL a MCL

Nyni se pokusime porovnat jednotlivé metody pouzité pro doplnéni trojuhelnikti na
¢tyfuhelniky a vypocet rezerv. Jelikoz metody chain ladder i Mackliv model (resp. metoda
SCL) davaji stejné vysledky predikovanych hodnot a rezerv, budeme porovnavat pouze

metody SCL a MCL.

Obé¢ zminované metody maji problém se splnénim nékterych piedpokladi, zejména
nezavislosti $kodnich obdobi. Proto z tohoto pohledu nelze ani o jedné metodé fici, ze je
vyhodné;jsi. Jak jsme vid€li na grafech na obrazcich 8 a 9, mezi daty zaplacenych a evidova-
nych Skod existuje korelace, kterou metoda SCL zcela ignoruje. Proto by se mohlo zdat, Ze je

metoda MCL vyhodnéjsi. Na druhou stranu, metoda MCL je diky pouzité regresi zavisla na
dostatku pozorovani a odhady korela¢nich parametri Kl , P jsou citlivé na odlehla pozo-
rovani. Zkusime tedy metody porovnat z jiného uhlu.

Jiz dtive jsme zminovali, Ze bychom ocekavali podobné vyse odhadi IBNR rezervy
z trojuhelnikd P a 1. Zatimco metoda SCL déava vysledky dosti odlisné, navic s pomérn¢

vysokou neptesnosti, vysledky metody MCL jsou jiz srovnatelné. Uved'me srovnani v nasle-

dujici tabulce

IBNR
Trojuhelnik P| 9 584 464,00
Trojuhelnik 7 || 36 462 193,28

L Trojuhelnik P |33 468 230,75
Trojuhelnik 7 | 41 563 557,69

Tabulka 14: Srovnani vyse IBNR rezervy v K¢
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Podobné vysledky pro metodu MCL plynou z toho, Ze se pomoci metody MCL
ptiblizily predikované hodnoty v doplnénych ctyithelnicich. O tom jsme se mohli piesvédcit
Jiz na obrazku 10.

Zamé&ime se jesté na posledni vyvojové Ctvrtleti. V nasledujicim grafu jsou znazornéné

kone¢né hodnoty (P/I) pomért pro metody SCL a MCL:

130,00%

120,00%

110,00%

100,00% —
oo TERTERTR GV ED Ve
EReol |1 L
O T
Swosl 1T
e L
sl 1T

=

sl TN

0,00% —

1 23 456 7 8 9 10111213141516 17 1819 20 21 22 23 24 25 26 27 28

Ctvrtleti vzniku

Obrazek 11: Srovnani konecnych (P/I) pomérii pro metody SCL a MCL

Zatimco konecné (P/I) poméry metody SCL osciluji mezi 95,76% a 127,51%, konecné
(P/I) poméry metody MCL jen mezi 97,40% a 100,07%. Graf na obrazku 11 potvrdil, Ze me-
toda MCL dava z trojahelniki P a 7 blizsi vysledky.

Pro naSe data ziskame aplikaci metody MCL mnohem realisti¢téjsi vysledky nez
aplikaci metody SCL. Proto bychom se pti tvorbé IBNR rezervy méli ptiklonit spiSe k odhadu
metodou MCL. Poznamenejme jesté, Ze v trojuhelnicich mame po 25. vyvojovém ctvrtleti
ukoncéeny vyvoj skod. Jelikoz vysledky z trojihelnika P jsou ovlivnény vysi RBNS rezervy,

bude vysledek na zakladé trojuhelnika 7 davat piesnéjsi odhad skute¢né IBNR rezervy.

6.2 Run-off analyza

Na zavér se zamétime na ovéfeni vysledkl jednotlivych metod, které jsme aplikovali na nase
data.

Kontrolu provedeme pomoci tzv. run-off analyzy (nebo téz analyzy vyvoje). Zajima

nas, zda nami spocitané vyse rezerv jsou dostatecné, ale zaroven nejsou piilis nadhodnocené.
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Podle [10] méme nekolik zdkladnich moZnosti, co sledovat, takze mizeme provést:
run-off analyzu RBNS rezervy

run-off analyzu IBNR rezervy

run-off analyzu RBNS a IBNR rezerv dohromady.

Nyni rozebereme jednotlivé piipady podrobnégji. Pii run-off analyze sledujeme vyvoj
rezervy v Case. Pro RBNS rezervu (rezerva na hladsené ale nezlikvidované Skody) dochdzi
k postupné likvidaci Skod hlasenych do pocéatku sledovaného obdobi. Tim se ¢ast RBNS
rezervy zmeéni ve vyplaty (oranZovy sloupec na obrazku 12). Pro Skody, které¢ byly nahlaSeny
do pocatku sledovaného obdobi, ale nebyly zlikvidovany ani do jeho konce, zlstava zbytek
RBNS rezervy. Run-off analyza RBNS rezervy spociva v porovnani vyse RBNS rezervy na
pocatku sledovaného obdobi a souctu zbytku RBNS rezervy a vyplat na konci sledovaného
obdobi. Rozdil téchto hodnot je na obrazku 12 vyznacen jako chyba. Pokud je chyba kladna,
byla RBNS rezerva na po¢atku obdobi nadhodnocené. Pokud je naopak zadporna, byla RBNS
rezerva podhodnocena. Tato kontrola je velmi diilezitd, protoZze odhad RBNS rezervy je dan
zkuSenostmi likvidatora pojistnych udalosti a je tedy dobré, aby méla pojistovna prehled, jak

jsou tyto zkuSenosti spolehlivé.

- s s e o e
Chyba

EBNS

f1a |:: : Wyplaceno z BBNE

potathu A 0o

obdobi
Zbytek RBNS

LY
potatek obdobi konec obdobi

Obrazek 12: Schéma vyvoje RBNS

Pro kontrolu IBNR rezervy je postup velmi podobny. IBNR rezerva je ¢ast skodni
rezervy, kterd pokryva vzniklé, ale dosud nehlaSené skody. I u této rezervy dochazi v Case
k jejim transformacim do nckolika slozek. Pfedné jsou béhem sledovaného obdobi nékteré

vzniklé Skody nahlaSeny a na jejich nevyplacenou ¢ast je tedy tfeba vytvofit RBNS rezervu.
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U nékterych Skod dojde k ¢asteéné nebo tplné vyplaté a pro zbytek zlstava opét odpovidajici

IBNR rezerva.

Vse miizeme shrnout do nasledujiciho obrazku:

IENE.
Vyplaceno z IBIE
e B ]| — S 7
potatku
I } Zhytek TRNE.
potatek obdobi konec obdobd

Obrazek 13: Schéma vyvoje IBNR

I zde plati, Ze pokud je vysSe chyby kladnd, byla IBNR rezerva na pocatku sledovaného

obdobi nadhodnocena, je-li zaporna, byla naopak rezerva podhodnocena.

Vzhledem k tomu, Ze jsme pii aplikaci metod pracovali s vyvojovymi trojuhelniky,

provedeme spolecnou analyzu RBNS a IBNR rezerv praveé na zékladé téchto trojuhelnik.

Na pocatku obdobi mame trojihelniky P a I, z nichz jsme schopni spocitat vyse IBNR
a RBNS rezerv a zajima nas, zda ke konci obdobi (napft. za rok) jsou naSe odhady nadhodno-

cené nebo podhodnocené, ptipadné zda jsme rezervy odhadli pfesné.

Nejjednodussi, jak toto zjistit, je porovnat soucet odhad kone¢nych vysi skod na po-
¢aku obdobi a na konci obdobi, za které¢ nas vyvoj zajima. Zjistény rozdil bude chyba souctu

rezerv (IBNR + RBNS).

Na pocatku obdobi zndme trojuhelniky P a /. Béhem sledovaného obdobi nam ptiby-
vaji dal$i diagonaly (vyvoj starych Skod, nahlaSeni novych Skod). Nové trojuhelniky doplnime
na Ctyfuhelniky, avSak pro vypocty rezerv budeme vychazet pouze z lichobéznikii P a [
(neuvazujeme nova obdobi vzniku, pouze nova obdobi zpozdéni). Odectenim posledniho
sloupce doplnéného lichobéZnika od posledniho sloupce doplnéného trojuhelnika (zndmého
na pocatku sledovaného obdobi) dostaneme v obou piipadech chybu (IBNR + RBNS). Kladna

hodnota zde znamena nadhodnoceni, zdporna podhodnoceni.
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Zobrazme si situaci graficky:

potatek obdobd konec obdabi
P P
wplata /
i
r =1
Vyplata + IBINE. + EBII3
potatek obdobd konec obdobi
I I :
vyplata yplata /
+EEHNE + EBHE o
r =
Vyplata + IBME + EBITS

Obrazek 14: Schéma vyvoje trojuhelnikii

Tento postup ndm neumoziuje urcit, jak velka je chyba IBNR rezervy a jak velka je
chyba RBNS rezervy. Abychom toto mohli rozlisit, budeme potiebovat odstranit z lichobézni-

ka Skody nové vzniklé béhem sledovaného obdobi.

Pro vypocet chyby RBNS rezervy vyjdeme z obrazku 12. Z piivodni RBNS rezervy se
¢ast vyplati na staré Skody a Cast jeste ziistane v RBNS rezervé. Chybu RBNS rezervy ziska-

me podle vzorce
(6.2.1) chyba RBNS = diagltrojﬁhelnik - diag[]ichobéinik’

kde 'diag' oznacuje posledni zndmou diagondlu, trojiihelnik obsahuje vSechny znamé Skody do
pocatku sledovaného obdobi a lichobéznik tentokrat uvazujeme bez noveé nahlasenych skod ve

sledovaném obdobi.

Chyba IBNR rezervy se pak zjisti prostym odectenim celkové chyby rezerv a chyby
RBNS rezervy, tedy

(6.2.2) chyba IBNR = chyba (IBNR + RBNS) — chyba RBNS.
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Jak je vidét z obrazku 14, budeme pro run-off analyzu potiebovat nejen konecné
trojuhelniky P a /, ale také jejich dal$i vyvoj. Protoze nemame k dispozici data za rok 2007,
budeme run-off analyzu provadét pro ptechod od roku 2005 do roku 2006. Budeme

potiebovat nasledujici trojuhelniky (fadky x sloupce):
2000/1Q —2005/4Q x 2000/1Q —2005/4Q,

2000/1Q —2006/4Q x 2000/1Q —2006/4Q.

Déle budeme potiebovat lichobézniky, které budou obsahovat nové informace za
sledované obdobi (v naSem piipad¢ rok). Lichob&zniky budou dvojiho typu — za prvé takové,
které budou obsahovat veskeré informace za sledované obdobi a za druhé takové, které
nebudou zahrnovat 'nové' skody, tzn. nebudou zde zapocitany cCastky ke Skodam, které se

objevily az ve sledovaném obdobi. Oba typy lichobéznik budou vypadat nasledovné:
2000/1Q —2005/4Q x 2000/1Q — 2006/4Q.

Protoze se hodnoty v trojihelnicich a lichobéznicich, které¢ obsahuji veskeré informa-
ce, neméni (vzdy jen pribyde nova diagonala), ziskame je mafezanim' ptislusného trojuhelnika

P nebo 1(2000/1Q —2006/4Q x 2000/1Q —2006/4Q).

Lichobézniky, které nezahrnuji 'nové' Skody, napocitdme piimo z databaze pojistnych

udalosti (viz ptilozené CD).

Jelikoz v roce 2005 nemame jesté zcela ukoncen vyvoj Skod, je nutné pro odhad
konec¢né vyse Skod pouzit dodatecny vyvojovy faktor (fail factor). Pro vypocet predpoklada-
me, Ze je vyvoj Skod po sedmi letech ukonéen. Riiznymi odhady dodate¢ného vyvojového

faktoru se zabyva [1]. My jsme z [1] pouzili Sherman-Boorovu metodu.

Doplnéné trojuhelniky (vyvoj do roku 2005) uvadime v ptilohach 6 - 9. Sloupec 'Tail'
oznacuje kone¢né odhady vysi Skod po aplikaci dodatecného vyvojového faktoru. Doplnéné
lichobéZniky (vyvoj do roku 2006) jsou uvedeny v piilohach 1, 2 pro metodu SCL a v pfilo-
hach 4, 5 pro metodu MCL, pficemZ se omezime pouze na obdobi vzniku do roku 2005 (tj. do

24. ¢tvrtleti vzniku).
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Pro naSe data vychéazi chyba RBNS rezervy (tj. run-off starych skod) pro pfechod mezi
roky 2005 a 2006 a metodu SCL nésledovné

| 2005 2006
RBNS 364476 684,06 196 821 464,97
Vyplata 000 17723632817
Celkem 36447668406 37405779314
Chyba RBNS -9581 109,08

Tabulka 15: Run-off RBNS rezervy v K¢ pro metodu SCL (2005 — 2006)

Zapornd hodnota chyby RBNS rezervy znamend jeji podhodnoceni v roce 2005.
Vysledek run-off analyzy slouzi pojistovné ke zhodnoceni procesu likvidace pojistnych

udalosti a procesu rezervovani skod.

Naésledujici obrazek znézoriiuje data z tabulky 15 graficky:

400 000 000,00

350 000 000,00 —

300 000 000,00 —

250 000 000,00 —

2 200 000 000,00 ——  [@viplata
[JRBNS

150 000 000,00 —

100 000 000,00 —

50 000 000,00 —
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Obrazek 15: Run-off RBNS rezervy pro metodu SCL

Pfi run-off analyze IBNR rezervy vychazime z trojuhelnika evidovanych skod, ze
kterého miizeme vysi IBNR rezervy vyjadfit piimo. Vypocet na zdklad¢ trojuhelnika
zaplacenych skod P je ovlivnén vysi RBNS a jejim vyvojem v Case, proto je vysledek na

zaklad¢ tohoto trojuhelnika méné spolehlivy nez odhad z trojuhelnika evidovanych skod /.

V nasledujici tabulce uvadime rozklad IBNR rezervy, jak bylo zndzornéno na

obrazku 13:
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| 2005 2006

IBNR 76417 100,51  -10755 541,14
RBNS 0,00 7895 592,89
Vyplata 0,00 4060037137
Celkem 76 417 100,51 37740 423,12

Chyba IBNR 38 676 677,39

Tabulka 16: Run-off IBNR rezervy v K¢ pro metodu SCL (2005 — 2006)

Z tabulky 16 vyplyva, ze IBNR rezerva byla v roce 2005 nadhodnocend. Zaporna
hodnota IBNR rezervy v roce 2006 je zplsobena tim, Ze vyvojové faktory pro posledni
vyvojova Ctvrtleti jsou mensi nez jedna. Proto je pak konecnd vySe Skod (posledni sloupec
lichobéznika) niz$i nez posledni znamé hodnoty (diagonala lichobéznika). V praxi se zdporna
rezerva netvoii a obvykle se povazuje za nulovou. Z tabulky 16 vidime, ze i pro nulovou

IBNR rezervu v roce 2006, je IBNR rezerva z roku 2005 nahodnocena.

Vysledky z tabulky 16 miZzeme opé€t znazornit graficky:
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Obrdazek 16: Run-off IBNR rezervy pro metodu SCL

Pro srovnani uved'me téz run-off analyzu rezerv pro metodu MCL. Jelikoz vypocet
RBNS rezervy 1 jejiho vyvoje provadime z jiz pozorovanych dat, tedy nezavisi na pouzité
metod¢ pro doplnéni trojuhelnika na ¢tyitihelnik, budou vystupy stejné jako v tabulce 15 a na

obrazku 15.
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Pro run-off analyzu IBNR rezervy dostavame pro metodu MCL nasledujici tabulku:

| 2005 2006

IBNR 168 923 536,47 1879 960,09

RBNS 0,00 7895 592,89

Vyplata 0,00  40600371,37

Celkem 168 923 536,47 50 375 924,35
Chyba IBNR 118 547 612,12

Tabulka 17: Run-off IBNR rezervy v K¢ pro metodu MCL (2005 — 2006)

Také pro metodu MCL ndm vyslo, Ze rezerva spoc€itand na zékladé¢ dat znamych do
konce roku 2005 je nadhodnocend. Pro metodu MCL vyslo nadhodnoceni podstatné vétsi nez

pro metodu SCL.

Opét uved'me pro lepsi piedstavu graf:
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Obrazek 17: Run-off IBNR rezervy pro metodu MCL

Vétsi nadhodnoceni rezervy pro metodu MCL je déno rozdilnymi odhady kone¢nych
vysi Skod. Metoda MCL pouziva pro odhady vyvojové faktory metody SCL upravené

korekénim ¢lenem.

Parametry potfebné k odhadu korekéniho €lenu ziskame z jiz pozorovanych hodnot
v trojuhelnicich. ProtoZe pro posledni vyvojova Ctvrtleti nemédme dostatek pozorovani, jsou
odhady parametri znacné nespolehlivé. Tedy také vyvojové faktory metody MCL jsou pro
posledni vyvojova ctvrtleti nespolehlivé (vyvojové faktory metody SCL jsou presnéjsi,

protoze odhadujeme méné parametri).
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Navic na konci roku 2005 neni vyvoj Skod zcela ukoncen, proto posledni vyvojové
faktory dosti ovlivni kone¢né vyse Skod. Pro trojihelnik s ukonc¢enym vyvojem Skod jsou
odhady poslednich vyvojovych faktort také nespolehlivé, ale konecnou vysi §kod ovlivni jen
nepatrné. Proto na konci roku 2006 vysly odhady IBNR rezervy metodami SCL a MCL
podobné¢ (tabulka 14).

Jak jsme pomoci run-off analyzy ukézali, pfestoze ani metoda SCL ani metoda MCL
nemaji splnéné vSechny teoretické ptredpoklady pro jejich aplikaci, jsou jejich odhady rezerv
pouzitelné. Pokud mame trojihelniky s ukoncenym vyvojem Skod v prvnich obdobich vzniku,
pouzijeme pro odhad IBNR rezervy metodu MCL. V opaéném piipadé je lepsi aplikovat
metodu SCL, ktera odhad IBNR rezervy tolik nenadhodnocuje.
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Z.aver

Cilem prace bylo popsat zdkladni matematické metody pro stanoveni odhadu IBNR rezervy,
demonstrovat jejich aplikaci na realnych datech a provést run-off analyzu vypocitanych

rezerv.

V prvni ¢asti bylo nejprve nutné predzpracovat vstupni data, ktera jsme méli k dispozi-
ci. Jednalo se o pojistné udalosti z pojiSténi odpovédnosti za Skodu vyplyvajici z provozu
pozemniho motorového a jeho ptipojného vozidla (tzv. povinné ruceni) na riziku Skoda na
majetku. Z téchto dat jsme vytvofili kumulativni vyvojové trojuhelniky, které byly vstupem

pro jednotlivé matematické metody.

Ve druhé c¢asti byly popsany tfi metody pro vypocet odhadu IBNR rezervy — metoda
chain ladder, Mackiiv model (metoda SCL) a Mnichovskd metoda chain ladder (metoda
MCL). Nasledné jsme aplikovali metody na realna data. Pii aplikaci jsme méli problémy
s nesplnénim nékterych teoretickych piedpokladi, takze vysledky, ke kterym jsme dosli,
nejsou nejlepsi, jaké by metody mohly dat. Na druhou stranu, pracovali jsme s redlnymi daty,

pro které vSechny pfedpoklady nikdy splnéné nebudou.

Ve treti Casti prace jsme jednotlivé metody a jejich vysledky porovnali. Posuzovali
jsme pouzitelnost odhadi IBNR rezervy a provedli jsme run-off analyzu jednotlivych slozek

réZerv.

Pro nasSe data vyslo, Ze pro trojuhelniky s ukon¢enym vyvojem Skod pro nejstarsi
obdobi vzniku dédva metoda MCL realistictejsi vysledky odhadt IBNR rezervy nez metoda
SCL (resp. metoda chain ladder). Odhady na zaklad¢ trojuhelnika zaplacenych Skod (P)
a evidovanych Skod () vysly pro metodu MCL srovnatelné. AvSak pro trojlihelniky
s neukoncenym vyvojem je vhodnéjsi pouzit metodu SCL (resp. metodu chain ladder), ktera

pro posledni vyvojova obdobi odhaduje méné parametrti a jeji vysledky jsou tudiz presnéjsi.

Run-off analyza odhadu IBNR rezervy potvrdila, Ze 1 pies nesplnéni nékterych
predpokladii metod jsou vysledky pouZitelné. Ob& metody nadhodnocuji odhad IBNR rezer-

vy, pojistovné tedy nehrozi nedostatek prostredkt ke kryti zdvazktl za prevzta rizika.
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Priloha 3: Rezidualni trojuhelniky
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1,07
0,83
2,23
1,39
0,57
0,51
1,37
1,24
-0,43
-1,75
-0,19
0,11
-1,63
0,60
0,15
0,68
-0,18
-1,01
-0,64
-0,67
-1,00
-0,53
-0,95
0,26
-1,26
-0,27
0,82

-1,07
0,49
0,72
0,83

-0,51

-0,23
1,62
2,06

-0,37

-0,91
0,52
0,95

-0,96
0,87

-0,35
1,56

-1,29

-0,97

-0,40
0,76

-1,68

-0,29

-0,06
0,50

-1,72
0,13

-0,57

-1,31
-1,18
-0,12

1,84
0,53
1,91
0,06
-0,24
0,51
2,95
0,53
-0,68
0,34
0,26
-0,64
0,83
-0,56
0,03

-0,66
-0,73

0,42
-0,62
-1,21
-0,16
-0,70
-0,77
-1,04
-1,01

3
0,63
-0,06
1,04
0,37
0,20
2,87
2,32
0,13
-0,28
-0,97
0,24
-0,32
-0,71
-0,16
1,02
-0,97
-0,80
-0,64
-0,25
-0,39
-0,38
-1,07
-1,31
-0,67
-0,52

4
0,80
0,87
1,36
1,61
0,63
0,28
0,94

-0,15

-1,24

-1,29
0,20
0,79
0,90
0,69
1,02

-0,13

-0,24

-0,47

-0,70

-0,94

-1,39

-2,11

-0,60

-1,10

4
0,04
1,40
2,14
1,55
0,42
1,07
0,15
0,95

-0,67
0,41
0,09
-0,40
0,12
0,16
1,08
0,09
1,11
1,44
-0,98
-0,56
1,08
1,23
0,37
1,56

-0,69
-0,45

5
2,08
0,18
0,19

0,43

0,14
0,43

0,98
3,08
0,24
0,21

0,86

0,28

0,75

1,93
0,32

0,11
0,50
0,06

0,57

0,62

0,17

0,48

0,45

6
0,40
-0,60
0,60
0,22
-0,60
0,30
0,09
0,77

7
-0,83
-0,29

1,65

1,79
0,32
-0,50
0,56
0,85
0,60
1,66
-0,99
-1,09
-0,87
0,09
-0,42
-0,51
-0,94
-0,54
-1,17
-1,19

0,91
0,31
1,09
1,06
2,09
1,61
1,01
0,08
0,04
0,81
1,70
-1,09
0,72
0,82
0,38
0,63
0,67
0,50
0,23
0,42
1,18

8
0,08
0,34
0,40
0,88
0,09
-1,13
0,78
0,39
2,07
0,21
0,81
-1,09
0,56
0,03
0,96
-1,46
-0,39
-2,06
-1,21
-0,66

9
0,16
-0,58

1,25
0,02
-0,40
-0,31
0,03
0,24
3,49
-0,23
0,70
-0,58
-0,04
0,43
-0,87
0,25
-0,60
-0,92
-0,68

10
0,28
1,68
0,34

-0,01
0,55
0,61
2,59
0,91

-0,47

-0,35

-0,62

-1,03

-0,63

-0,89

-0,76

-0,76

-0,80

-0,99

1
0,70
-0,68
0,44
0,86
1,08
0,83
2,42
-0,82
-0,31
-0,14
0,60
-0,99
-1,03
-0,48
-1,18
-1,20
-0,39

-0,75
-0,86
0,51
-1,28
-0,79
1,43

13
-0,35
-0,19

1,74

0,06
0,36
0,52
0,49
0,55
0,67
0,13
0,52
0,39
0,44

2,94

14
0,18
0,20
1,86
1,95
0,16
0,46
0,18
0,69
0,62
1,02
073
1,41
-0,81
0,56

15
0,18
0,17
3,18

-0,59
-0,56
-0,24
-0,56

0,39
-0,40
-0,45
-0,36
-0,37

17
-0,48
-0,38

0,76

18
-0,63
0,96
-0,60
0,91
-0,35
-0,58
2,21
-0,75
-0,41
-0,66

Tabulka 18: Rezidudalni trojuhelnik P

1,20
0,25
1,24
0,74
-0,52
0,70
2,71
-0,19
1,11
0,21
0,24
0,79
0,18
0,14
1,36
-0,05
0,68
1,52
-0,59
-0,56

9
-0,39
0,57
2,89
0,08
-0,02
-0,57
0,37
0,17
2,47
0,45
-0,52
-0,54
0,05
0,53
-0,60
0,29
0,42
-0,81
0,51

10
0,99
2,39
0,55
1,60
0,79
-0,11

0,76
0,87
0,87
0,36
0,78
1,16

1,04
0,32

0,24
0,89
0,48
0,59

1"
-2,40
0,26
1,86
1,30
-0,82
0,42
0,13
-0,99
0,24
0,22
0,51
0,24
0,29
1,14
-1,10
-0,02
0,45

12
0,93
1,79
0,53
0,15

-0,10
1,12

0,41

-0,41
1,79

73

0,26

0,47

0,21

0,34

-0,71

1,37

13
0,06
-0,63
0,85
-0,68
-0,59
0,19
-0,41
-1,11
-0,44
-0,34
-0,16
-0,57
-0,14
1,59
2,73

14
-1,45
0,99
1,63
-2,32
-0,03
-0,16
0,46
0,58
-0,30
0,00
1,02
-0,09
-0,03
-0,40

15
2,03
0,72
1,54
-1,88
-0,33
-0,22
-0,53
-0,38

0,47
-0,48
-0,57

0,17
-0,29

16
2,31
1,12

0,69
0,12
0,31
1,24

0,51

0,09
0,19

1,32

0,27
-0,39

17
0,30
0,37

-0,46
0,26
0,08
0,30
0,83

-2,83
0,30
0,71
0,30

18
-0,02
-0,59

0,12
-0,84
0,30
0,13
-1,50
0,02
2,36
0,00

Tabulka 19: Rezidualni trojuhelnik 1
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19
0,52
-0,63
0,20
-0,76
-0,76
1,62
-0,82
-0,81
1,48

19
-0,37
-0,05
-0,81

0,24
0,29
-1,92
0,35
0,41
1,75

20
0,63
-0,06
0,51
0,48
-2,33
0,55
0,52
-0,30

21
0,48
0,14
0,02
1,20
1,37
1,19
1,00

21
0,17
0,66
1,33

1,16
0,23
0,42

1,48

22
-0,16
-0,39
2,02
-0,62
-0,54
-0,27

2
1,45
1,24
0,15
0,36
0,51
0,97

23
-0,50
-0,36
-0,49
-0,46

1,78

23
0,66
-0,84
0,65
0,82
-1,32

1,30
-0,78
-0,81

0,22

0,27
0,61
0,63
-1,47

25
-0,60
-0,56

1,15

25
0,00
0,00
0,00



©CONOOAWN=
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1,29
1,12
2,44
1,10
0,91
0,95
1,03
0,38
-0,51
-1,85
-0,08
-0,27
-1,05
0,70
0,87
0,07
0,39
-0,69
-0,40
-1,19
-0,60
-0,41
-0,76
-0,31
-0,67
-0,37
0,89
-1,75

1,22
-1,06
2,15
1,05
0,88
0,91
0,99
0,37
0,52
2,01
0,09
0,27
1,12
-0,68
0,84
-0,07
-0,39
0,72
0,41
1,28
0,62
0,42
0,79
0,32
0,70
0,38
0,85
1,99

-0,29

-1,20
-0,85
-0,37
-0,51

3
0,21
0,62
2,04
0,13
1,01
0,38
1,28

-0,38

-0,62

-2,05
1,12
0,32
0,44
1,33
1,18

0,41

-0,05

-0,54
0,10

1,74

0,12
-0,58
-0,87
-0,63
1,17

3
-0,21
-0,62
-2,00
-0,13
-1,00
-0,38
-1,26

0,38
0,62
2,08
-1,10
-0,32
-0,43
-1,31
-1,17
0,41
0,05
0,55
-0,10
1,36
1,77
-0,12
0,59
0,88
0,63
1,19

4
-1,38
-0,10
1,61
0,25
0,53
-0,02
0,83
-0,63
-0,13
-1,82
1,82
1,18
0,49
1,29
1,53
0,02
0,48
-0,85
-0,54
-0,95
-1,46
-0,75
-0,37
-0,33
-0,87

4
1,40
0,10

-1,59
-0,25
-0,53
0,02
-0,83
0,63
0,13

-1,80
-1,17
-0,48
-1,28
-1,51
-0,02
-0,48
0,86
0,54
0,95
1,47
0,75
0,37
0,33
0,88

5
2,07
0,11
1,84
0,10
0,36
0,20
0,42
0,30
0,29
1,53
1,96
0,68
0,04
1,09
1,53
0,11
0,22
1,29
0,63
0,78
1,30
0,13
0,25
0,38

5
2,09
0,11

-1,82
0,10
-0,36
-0,20
0,42
0,30
-0,29
1,54
-1,93
-0,68
-0,04
-1,09
-1,52
-0,11
-0,22
1,30
0,63
0,79
1,31
0,13
0,25
0,38

6
-2,49
-0,18

1,00
-0,19
0,39
-0,43
0,58
-0,07
0,88
-0,95
1,92
0,16
-0,32
1,36
1,77
0,01
0,02
-1,09
-0,41
-0,69
-1,30
0,04
-0,22

6
2,52
0,18
-0,99
0,19
-0,39
0,43
-0,58
0,07
-0,87

-1,90
-0,16
0,32
-1,35
-1,75
-0,01
-0,02
1,10
0,41
0,69
1,31
-0,04
0,22

7
2,34
0,95

0,58
0,11
0,11
0,32
0,37
0,12

-0,78
1,17
-0,87
-0,10
1,16
2,35
0,85
0,06
-0,93
-0,70
-0,32
-0,89
0,37

2,37
0,95
-0,58
0,11
0,11
0,32
0,37
0,12
1,11
0,78
1,16
0,88
0,10
1,16
2,33
-0,85
-0,06
0,93
0,70
0,32
0,89
0,37

8
-1,82
-0,95

0,14
-1,00
-0,15
-0,02

0,95
-0,15

0,80
-1,34

0,94
-0,74

0,24

1,45

2,38

0,95

0,13
-0,66
-0,53

0,13
-0,69

Tabulka 20:

8
1,84
0,95
0,14
1,00
0,15
0,02
0,95
0,15
-0,80
1,35

0,75
0,24
-1,45
-2,36
-0,95
-0,13

0,66

0,53
0,13

0,69

Tabulka 21:

9
1,78
1,06
0,16
1,18
0,28
0,32
1,18
0,31
0,14
1,52
0,79
0,43
0,06
1,47
2,03
1,31
0,31
0,46
0,39
0,18

9
1,80
1,07
0,16
1,18
0,28

-0,32
-1,18
0,31
-0,14
1,53
-0,79
0,43
-0,06
-1,46
-2,01
-1,31
-0,31
0,46
0,39
-0,18

10
1,74
0,96
0,59
-1,05
-0,07
0,19
0,91
-0,32
-0,40
1,49
0,16
0,36
0,06
1,81
2,02
1,20
0,38
-0,34
-0,25

10
1,75
0,96

-0,59
1,05
0,07

-0,19

-0,91
0,32
0,40
1,50

-0,16
0,36

-0,06

-1,80

-2,00

-1,20

-0,38
0,34
0,26

1"
1,57
1,01
0,53
0,76
0,34
0,02
0,26
0,69
0,39
1,37
0,19
0,25
0,37
1,89
2,12
1,19
0,49
0,15

12
-1,76
-0,77
0,60
-0,67
-0,56
-0,10
-0,13
-0,60
-0,33
-1,18
0,13
-0,11
0,45
1,87
1,94
1,23
0,54

13
-1,54
-0,63

0,62
-0,71
-0,59
-0,20

0,00
-0,37
-0,48
-1,19

0,27

0,04

0,34

2,08

2,01

0,77

14
1,27
0,65
0,20
0,93
0,65
0,04
0,14
0,41

-0,92
0,31
0,13
0,47
2,60
1,56

15
1,31
-0,48
0,26
1,29
-0,57
0,08
0,28
-0,16
0,17
-0,69
0,45
0,39
0,67
2,76

16
-1,57
-0,46
-0,50
-1,78
-0,37

0,63
0,78
0,28
-0,08
-0,60
1,12
1,06
1,40

17
-1,90
-0,71
-0,33
-1,55
-0,16
0,84
0,86
0,38
0,13
-0,18
1,20
1,13

18
-0,89
-0,10
-0,71
-0,60

0,25
0,85
1,02
-2,06
0,59
0,31
1,33

Rezidualni trojuhelnik I/P

1
1,59
1,01
-0,53
0,76

0,02
-0,26
0,69
0,39
1,38
-0,19
0,25
-0,37
-1,87
2,11
-1,19
-0,49
0,15

12
1,78
0,78

-0,60
0,67
0,56
0,10
0,13
0,61
0,33
1,19

-0,13
0,11

-0,45

-1,85

-1,93

-1,22

-0,54

13
1,56
0,63

-0,62
0,71
0,60
0,20
0,00
0,37
0,49
1,21

-0,27

-0,04

-2,07
-1,99
-0,77

14
1,29
0,65

-0,21
0,94
0,66

-0,04

-0,14
0,41
0,32
0,93

-0,31

-0,13

-0,47

-2,58

-1,55

16
1,58
0,46
0,50
1,79
0,37
-0,62
-0,77
-0,28

0,08

0,60
-1,11
-1,05
-1,39

17
1,91
0,71
0,33
1,56
0,16

0,83

0,85

0,38

0,13
0,18

1,19

1,12

18
0,90
0,10
0,72
0,60
-0,25
-0,84
-1,02

2,08
-0,59
-0,31
-1,32

Rezidualni trojuhelnik P/l

56

19
-0,20
-0,74
-0,03
-1,17

0,58
1,01
-1,05
-0,89
1,84
0,64

19
0,20
0,75
0,03
1,19

-0,58
-1,00
1,06
0,90
-1,82
-0,64

20
-0,70
-0,35
-0,45
-0,65

1,50
-0,74
-0,40
-0,19

1,94

21
-0,89
0,44

1,18
-0,03
-0,42
0,47

1,88
-0,84

21
0,90
0,44

1,18
0,03
0,42
0,47

1,88

22
-1,11
-0,15

1,69
-1,26
0,17
0,14
0,49

22
1,1
0,15
-1,69

1,26
-0,17
-0,14
-0,49

23
-0,57
-0,36
-0,35
-0,86

1,91
0,19

24
0,31
-1,63
0,85
-0,27
0,66

-0,31
1,63
-0,85
0,27
-0,66

25
-0,51
-0,48

1,50
-0,51

25
0,51
0,48

-1,50
0,51



trojuhelnik 2 metoda MCL
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trojuhelnik 7 do 2005, metoda MCL

(hodnoty v mil. K¢)
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Priloha 10: Obsah priloZeného CD

[kapitola 2 — vstupni data]
Vstupni data a tvorba vyvojovych trojihelnikii. Nalezneme zde adresate:
- [vstup] ... obsahuje vstupni data a sadu SQL piikazl pro zpracovani vstupnich dat
a tvorbu vyvojovych trojuhelniki a lichobézniki
- [vystup] ... obsahuje v *.txt napocitané vyvojové trojuhelniky a lichob&zniky

z databaze pojistnych udalosti

[kapitola 3 — chain ladder]
Vypocty metodou chain ladder. Obsahuje soubory:
- predpoklady.ods ... ovéfeni pfedpokladu metody chain ladder

- CL.ods ... aplikace metody chain ladder na realna data o Skodach

[kapitola 4 — Mack SCL]
Aplikace Mackova modelu (resp. metody SCL). Nalezneme zde soubory a podadresate:
- [pfedpoklady] ... testovani ptedpokladii modelu
-[R 2.5.1] ... vstupy a vystupy statistického programu R 2.5.1
- nezavislost.ods ... test nezavislosti $kodnich let

- Mack.ods ... aplikace Mackova modelu na re4lna data o Skodach

[kapitola 5 - MCL]
Vypocty metodou MCL. Obsahuje soubory a podadresare:
- [ptfedpoklady] ... testovani predpoladi metody
- [R 2.5.1] ... vstupy a vystupy statistického programu R 2.5.1
- nezavislost.ods ... test nezavislosti Skodnich let v obou trojuhelnicich (P a )

- MCL.ods ... aplikace metody MCL na realna data o skodach

[kapitola 6 - srovnani]
Srovnani metod SCL a MCL, run-oft analyza rezerv. Obsahuje:
- srovnani.ods ... srovnani metod SCL a MCL

- [run-off] ... run-off analyza spoc¢itanych rezerv pro metody SCL a MCL

[DP - text]

Text diplomové prace ve formatu pdf.

[€lanky]

Originalni ¢lanky.
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