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znacnosti izolovanych stacionarnich ¢ernych dér, v druhé casti pak vétam,
které omezuji topologii horizontu na sférickou. Velkou pozornost vénujeme
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Kapitola 1

Uvod

Obecné teorie relativity, dokoncena Albertem Einsteinem v roce 1915, je
dnes vseobecné prijimanou teorii gravitace. Jeji cesta na vysluni vSak ne-
byla snadna. Vysvétlila jevy, které byly do té doby zadhadou, napi. staceni
perihelia Merkuru. Také predpovédéla jiné, které byly kratce nato pozoro-
vany, napt. ohyb svételnych paprskt v gravitacnim poli. Pfedpovédéla vsak
i objekty, které odborna verejnost dlouho nechtéla pfijmout - cerné diry.

Trvalo dlouha desetileti, nez byla existence ¢ernych dér podporena ob-
servacné. Vidét samotnou cernou diru neni mozné. Lze vSak pozorovat jeji
gravitacni ptisobeni na okolni objekty. Naptiklad hvézda, ktera obiha kolem
"ni¢eho”, je dobrym kandidatem na dvojhvézdu, kde jednou slozkou je prave
¢erna dira. Takovéto objekty byvaji silnymi zdroji rentgenového zareni. Nej-
znaméjsi z nich je dvojhvézda Cygnus X-1 v souhvézdi Labuteé.

Samotny vznik cerné diry je spojen s nejvétsi moznou katastrofou ve
znamém vesmiru. Pokud je hvézda dostatecné hmotna a vycerpaji se v ni
termonuklearni reakce, neexistuje jiz zadna sila, ktera by ji dokézala udrzet
v rovnovaze proti vlastni gravitaci. Hvézdné jadro zkolabuje do c¢erné diry
a vnéjsi slupky mohou byt odvrZzeny v obrovské explozi supernovy. Tyto
zablesky byly na hvézdné obloze pozorovany jiz ve staroveku.

V 60. a 70. letech, kdy doslo k zdsadnim astronomickym objevim, vy-
znamnym z hlediska obecné relativity, zaznamenala velky rozvoj také teorie
¢ernych dér. Diilezité hlavné z teoretického hlediska jsou tzv. véty o jedno-
znacnosti, které fikaji, ze za urcitych predpokladii 1ze ¢ernou diru popsat jen
nékolika malo paramtery. S vétami o jednoznacnosti je spojena i zajimava
otazka topologie horizontu (tvar ¢erné diry). Znamé hvézdy jsou sférického
tvaru (koule), bézné jsou vSak i objekty s toroidalnim (Saturnovy prstence)
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¢erné diry muze nabyvat rtiznych topologii, nebo je-li tato moznost néjak
omezena. Presné formulace hlavnich dosavadnich vysledkid v tomto sméru
tvori zaklad této prace.

1.1 Konvence a znaceni

Pro zjednoduseni zapisu budeme v praci pouzivat geometrizovanou soustavu
jednotek, v niz se gravitacni konstanta a rychlost svétla rovna jedné:

G=1, c=1

V této soustavé jednotek jsou veli¢iny bud bezrozmérné, nebo maji rozmeér
délky. Napiiklad hmotnost se z geometrizovanych jednotek do soustavy SI

prepocita podle vztahu
2

M@:%MM.

Matematickym aparatem obecné teorie relativity je diferencialni geome-
trie. Podrobné pojednani nalezne ¢tenaf naptiklad v [1] nebo [6]. Zde uvedu
jen znaceni a konvence uzité v této praci. V celém textu se pouziva Einstei-
nova sumacni konvence. Pokud se ve vyrazu vyskytuji dva stejné indexy, tak
se pres né scita:

3
A B*=)"A,B"
©n=0

Prostorocasy, kterymi se budeme zabyvat, jsou ¢tyirozmérné s jednim
¢asovym a tfemi prostorovymi rozméry. Casovou slozku oznac¢ime indexem
0, prostorové indexy 1, 2, 3. Prostorocasové indexy budeme znacit malymi
feckymi pismeny (u, v, «, ...), ty probihaji hodnoty 0 az 3. Prostorové in-
dexy budeme znacit malymi latinskymi pismeny (i, j, k, ...), ty probihaji
hodnoty 1 az 3. Metricky tenzor g, ma signaturu (—,+,+,+). Slozky kontra-
variantnich vektortt budeme znacit hornimi indexy V*, slozky kovariantnich
vektort (forem) indexy dolnimi W,.

Tvar metrického tenzoru se prehledné zapisuje pomoci prostoro¢asového

elementu
ds* = Guw dat dx”,

kde dz* jsou infinitesimélni vektory ve sméru souradnicovych car.



Vztah mezi vektorem a formou je jednoznac¢né dan metrikou, napi. sni-
zovani a zvysovani indext se provadi pomoci metrického tenzoru:

A, =guwA” , B* = gaﬁ Bg.
Skalarni soucin dvou vektort A, B je definovan pomoci metrického tenzoru:
(A,B) =g, A" B"=A,B" = A"B,,.

Podle normy (g,, A* A”) mtzeme rozdélit vektory do t¥i kategorii: ¢asupo-
dobné, jejichz norma je zaporna, prostorupodobné, jejichz norma je kladna,
a svételné (nulové), jejichz norma je rovna nule.

Parcialni derivace podle soutednic se znaci ¢arkou:

_ 0Ar

AF = .
’ ox®

Jeji zobecnéni do kiivocarych prostorocasii, derivace kovariantni, se znaci
stfednikem. Napriklad pro vektor A* je
i OAH
At =
oz

+ F#QBABJ

kde I'*, 3 jsou slozky afinni konexe.



Kapitola 2

Teorémy o jednoznacnosti

Ackoli je soustava Einsteinovych rovnic slozitd, zndme mnoho t¥id jejich
feSeni. Jen velmi malo z nich je ovSsem fyzikalné ptijatelnych jako popis gra-
vita¢niho pole realistického zdroje. Z feseni pro izolovany zdroj se takovému
idedlu blizi nekteré metriky, které v centralni oblasti obsahuji ¢ernou diru. V
této kapitole se o nich zminime a formulujeme véty o jednoznacnosti, které
se k nim vazou. Nejdiive vSak uvedeme nékolik dilezitych definic (pfevzaty
pfevazneé z [2]).

2.1 Definice ¢erné diry

Cerna dira je intuitivné chapana jako objekt, jehoz gravita¢ni pole je tak
silné, ze ani svétlo z néj nemiize uniknout. Forméalni definice upfesnuje tuto
predstavu pomoci pojmt z kauzalni struktury prostorocasti.

Kauzdlni minulost bodu P (znaci se J~(P)), jsou vSechny body prosto-
rocasu, které lze s danym bodem P spojit do budoucnosti mitici kauzalni
kriwvkou, t.j. takovou krivkou, kterd je v kazdém misté casupodobna nebo
svetelna. Jednda se tedy o oblast uvniti svételnych kuzelt miticich do mi-
nulosti. Analogicky se definuje kauzalni budoucnost (J*(P)) jako mnozina
vSech bodu, kam se lze z daného bodu P dostat po kauzdlni krivce mirici do
budoucnosti. Siln€jsi moznosti je chronologickd minulost nebo budoucnost
(IF(P)). Ta uvazuje jen ¢asupodobné spojnice bodu.

Budouct ¢asové nekonecéno (znadi se i1), je oblast, ve které konéi vSechny
do budoucnosti mitici casupodobné geodetiky, které nekonc¢i v singularité.
Prostorové nekoneéno (i°) je oblast, kde konéi viechny prostorupodobné ge-
odetiky, které nekonéi v singularité. Minulé c¢asové nekonecno (i) je oblast,



ve které konc¢i vSechny do minulosti mifici ¢asupodobné geodetiky, které
nekonci v singularité.

Obdobné budouci svételné nekonecno (znaci se %) je oblast, kde koné¢i
vSechny do budoucnosti mitici svételné kiivky, které nekonci v singularité.
Minulé svételné nekonecno (Z~) je oblast, kde koné¢i vSechny do minulosti
mirtici svételné krivky, které nekonci v singularite.

Pro nadplochy S se zavadi jesté pojem oblast budouct zdvislosti (DT (S)).
Jedné se o mnozinu takovych bodi, ze vSechny kauzalni kiivky mifici z nich
do minulosti protnou S.

Nyni jiz mame definované vSechny pojmy potfebné k definici ¢erné diry.

Definice (Cern4 dira)
Cernd dira je takova ¢ast prostorocasové variety (M, g), ktera neni v kau-
zalni minulosti J~ budouciho svételného nekonecna Z+.

Definice (Horizont udalosti)
Horizont uddlosti je hranice ¢erné diry v (M, g), HF = M NdJ~(Z1).

Kauzalni struktura je nejlépe vidét na Penroseovych-Carterovych kon-
formnich diagramech.

budouci singularita i

¢erna dira

vnéjsi oblast

< ---------------------------------------------------- e > i0
5 /
vné|si oblast I svételny kuzel /

bila dira

minula singularita 3
obrazek ¢.1: Penrosetiv-Cartertiv diagram Schwarzschildova feseni

Piiklad takového diagramu pro Schwarzschildovu metriku je na obrazku 1.
Jeho odvozeni vychazi z analytického rozsiteni metriky a ctenafr je muze na-
jit napfiklad v [4]. Shrnu zde jen zdkladni vysledky. Dulezitou vlastnosti
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je, ze hranice svételnych kuzell sviraji s prostorovou i ¢asovou osou thel
45°. Cervené jsou na obrazku znazornény horizonty, ty sviraji s osami thel
45° (jedna se tedy o svételné nadplochy). Modie jsou oznacena svételna
nekonecna (ZF), body (i*, i°) ¢asova a prostorova nekonec¢na, teckované
singularity.

Uvazime-li, co kauzalni minulost znamena, zjistime, Ze intuitivni pied-
stava uvedena na zacatku odstavce souhlasi s formalni definici. To také vi-
dime na obrazku 1. Oblast okolo minulé singularity se oznacuje jako bila
dira. Odpovidé zaméné ¢ — —t a je dlsledkem nezavislosti Schwarzschil-
dovy metriky na case. Vagné feCeno se jednd o ”inverzni ¢ernou diru”. Jeji
presné definice jsou obdobné jako u diry ¢erné. Pii redlnych kolapsech hvézd
se tato Cast prostorocasu nerealizuje.

Dilezité je si uvédomit, ze pro ¢ernou diru neni podstatnna samotna
singularita v metrice, nybrz horizont udalosti. Naha singularita jako ta-
kova muze existovat, alespon matematicky. Jelikoz by takovy objekt prinasel
spoustu problémt, byla vyslovena doménka kosmické cenzury, ktera jejich
vznik zakazuje.

2.2 Schwarzschildovo reseni, Birkhoffiv teo-
rém

Reseni odvozené Karlem Schwarzschildem v roce 1915 mé tento tvar:

ds® = —S2dt* + 572 dr? + 12 (df + sin® 0 do) (2.1)
kde
@12 (2.2)
T

Jedna se tedy o jednoparametrickou ttidu feSeni s parametrem M. Z porov-
nani s newtonovskou limitou plyne, ze M méa vyznam hmotnosti zdroje.
Kratce nato, v roce 1923, dokézal George D. Birkhoff nasledujici vétu:

Véta (Birkhoffav toerém)
Kazdé sféricky symetrické feseni vakuovych Einsteinovych rovnic je ¢asti
Schwarzschildova prostorocasu.

7 toho vidime, jak silnym piedpokladem je sféricka symetrie. Takové
feSeni je uz nutné statické. Zaroven toto pole nemusi byt jen kolem cerné
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diry, ale kolem jakéhokoli sféricky symetrického objektu, napt. ”hvézdy”
nebo slupky.

Realizuje-li se tato metrika v celém prostorocase, je na r = 0 singula-
rita a na r = 2M horizont udalosti. Jedna se o jednu izolovanou sféricky
symetrickou ¢ernou diru s hmotnosti M.

2.3 Reissnerovo-Nordstromovo reseni

Zobecnénim Schwarzscildova TeSeni pro nabité objekty je tiiparametrické
Reissnerovo-Nordstromovo feseni. Metrika tohoto feseni mé tvar (2.1), kde

2M 24 p?
+Q .

2 _
$P=1- .

(2.3)

r r
Z analyzy Maxwellovych rovnic plyne, Ze parametr () méa vyznam elektric-
kého naboje zdroje a parametr P naboje magnetického. Je vidét, ze v limité
@ — 0 a P — 0 pfechazi na metriku Schwarzschildovu.

Jedna se téz o sféricky symetricky prostorocas a plati pro néj zobecnéni
Birkhoffova teorému.

Véta (Birkhoffav teorém pro elektrovakuové rovnice)
Kazdé sféricky symetrické feseni elektrovakuovych Einsteinovych-Max-
wellovych rovnic je ¢asti Reissnerova-Nordstromova prostorocasu.

Je-li cely prostorocas popsan touto metrikou, nachazi se na r = 0 singu-
larita. Aby existoval horizont a FesSeni reprezentovalo ¢ernou diru musi byt

splnéna nerovnost:
M? > Q* + P2 (2.4)

V takovém piipadé je vnéjsi horizont (hranice ¢erné diry) na

r=M++\/M?—Q?— P2

2.4 Kerrovo-Newmanovo reseni

Omezime-li pozadavek sférické symetrie a stati¢nosti na pouhou stacionaritu,
je nejobecnéjsim feSenim Kerrovo-Newmanovo. V ném se navic objevuje
¢tvrty parametr

a=—,

M

12



ktery ma vyznam specifického momentu hybnosti. Metrika ma v Boyerovych-
Lindquistovych soutadnicich tvar:

ds? = —% de® + g sin 0 (dp — wdt)® + %dﬁ + 2 d6?, (2.5)
kde
A = r*—2Mr+Q*+ P? + d?,
Y = r?+a%cos?é,
A = (r*+a?)? - Ad’sin? ¥,
w = (2Mr—Q*—P?) % (2.6)

Snadno lze nahlédnout, ze kdyz a = 0, pfechazi na Reissnerovu-Nordstrémovu
metriku, a pokud i ) = P = 0 redukuje se dale na metriku Schwarzschil-
dovu. Je tedy nejobecnéjsi z dosud uvedenych piikladi.

Pokud plati nerovnost

M? > Q* + P% + d?, (2.7)

reprezentuje metrika jednu izolovanou nabitou rotujici ¢ernou diru s vnéjsim
horizontem na

r=M++\/M?—Q*— P2 —a2.
Pro toto feseni plati véta:

Véta (Jednozna¢nost Kerrova-Newmanova Feseni)

Jediné stacionarni asymptoticky ploché feseni elektrovakuovych Einsteinovych-
Maxwellovych rovnic, které je regularni na a vné horizontu cerné diry, je
Kerrova-Newmanova metrika.

Tedy uvedené ¢tyfi parametry (M, @, P, a) staéi k popisu libovolné
stacionarni izolované ¢erné diry v regularnim asymptoticky plochém prosto-

rocase. Topologie jejiho horizontu je sféricka. Tento vysledek je v literatute
znam jako vyrok, ze ”c¢erné diry nemaji vlasy”.

13



2.5 Neékteré pojmy

Ve formulacich vét se vyskytuji nékteré pojmy, které je tfeba objasnit.
Einsteinovy rovnice maji obecné tvar:

1

R
,U+2

Rgu +ANgu =811, (2.8)
kde T}, je tenzor energie a hybnosti a A kosmologické konstanta. Ve vaku-
ovych Einsteinovych rovnicich je na pravé strané nula. V elektrovakuovych
rovnicich stoji na pravé strané nejvyse tenzor energie a hybnosti elektroma-

gnetického pole:
1 L 1 Lo}
T = ; <FH F, — 1 F,oF? ) : (2.9)
Spolu s Einsteinovymi rovnicemi pro gravita¢ni pole je tieba vyfesit i Max-
wellovy rovnice pro pole elektromagnetické:

Fhug) s = 0. (2.10)

Tato soustava se souhrnné nazyva Einsteinovy-Maxwellovy rovnice.
Stacionarita znamena, zZe metrika nezavisi na case t, pfesnéji feceno ze
existuje takovy soutadny systém, ve kterém

g,w,o:O.

Staticnost znamend, Ze navic vSechny nediagonalni elementy metriky s
jednim ¢asovym indexem jsou rovny nule. Tedy existuje takovy soutradny
systém, ve kterém

goi = g% = 0.

Asymptoticka plochost znamena, ze daleko od zdroje prechazi prostoro-
cas v plochy, pficmz koeficienty metriky g¢,, "ubyvaji” urcitym zptisobem.
Mimojiné to také znamend, ze kosmologicka konstanta je v téchto pripadech
rovna nule:

A=0,

Coz bude v dalsim textu dulezité.
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Kapitola 3

Topologicka cenzura

Véty v predchozi kapitole se tykaly jen izolovanych objekti, coz je pred-
poklad ryze akademicky. Metrika zavisi na konkrétnim pripadé, ale nékteré
vlastnosti ¢ernych dér jsou obecné platné. V dalsim textu se budeme zabyvat
otazkou topologie horizontu. Odpovéd na tuto otazku pfinasi teorém topo-
logické cenzury a véty z néj plynouci. Pied jejich formulaci se blize vénujeme
predpokladiim, jez v nich vystupuji, hlavné energetickym podminkam.

3.1 Energetické podminky

V Einsteinovych rovnicich (2.8) jsou zdroje pole popsany tenzorem energie
a hybnosti 7),,. Pro formulaci vét neni tfeba znét jeho presny tvar. Staci, aby
mél jisté zakladni vlastnosti, které mizeme od hmoty vzdy ocekavat. Ty jsou
zpravidla vyjadfeny nerovnostmi, které se nazyvaji energetické podminky.

V literatute se objevuji ¢tyti - slaba, silné, nulova a dominantni. V této
podkapitole (pfevzaté prevazné z [3] a [5]) je uvedu spolu s ilustraci jejich
vyznamu na pfikladu dokonalé tekutiny, ktera je popsana tenzorem energie
a hybnosti:

Tp,l/ - (P+p) Uy Uy +pguya (31)
kde p je husota a p tlak v klidovém systému daného elementu a u* vektor
jeho ¢yrrychlosti.

3.1.1 Slaba energeticka podminka

Slaba energetickda podminka (WEC) fikd, Ze tenzor energie a hybnosti spl-
nuje v kazdém bodé prostorocasu nerovnost

15



T, WHIWY > 0 (3.2)

pro kazdy casupodobny vektor W*.
V pripadé ideédlni tekutiny nabyva tato podminka tvar

(p+p)u,u, WFWY + pg,, WHWY > 0.

V soustavé spojené s tekutinou je u, = (—1,0,0,0) a W* = ~(1, a,b, ¢), kde
v = (1—a?—b%—c?)~? je kladny normalizaéni faktoraa < 1,b < 1,c < 1
dalsi slozky vektoru W* (norma W* necht je g,, WHW?" = —1). Pomoci
tohoto prepiSeme (3.2)

(p+p)y° —p 2
p+ (@A +b*+A)p >

Nerovnost mé platit pro libovolny vektor W, tedy pro libovolné koeficienty
a, b, ¢ nulové i nenulové, tedy se podminka redukuje na vztahy pro hustotu
a tlak

p 0,

ptp

(AVARYS

Kazdy fyzikalni pozorovatel (jehoz vektor ¢tyfrychlosti je ¢asupodobny)

ma tedy namérit nezapornou hustotu a nezaporny soucet hustoty a tlaku.

3.1.2 Dominantni energeticka podminka

Dominantni energetickd podminka (DEC) fika, Ze v kazdém bodé prosto-
rocasu a pro kazdy normalizovany c¢asupodobny vektoru W* spliuje tenzor
energie a hybnosti nasledujici nerovnost

T, WHWY > 0 (3.3)

a vektor
WY = X*

neni prostorupodobny. Tedy pro jeho normu plati:

X"X, <0.
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Prvni nerovnost je identicka se slabou podminkou, pro idealni tekutinu
tedy implikuje
p=0, p+p=0.
Druhé nerovnost nabyva tvaru:

[(p+p)u” ua W +pg" W [(p+p) u, u’ W5+ pg,Ws] <o0.

V dalsi ipravé vyuzijeme stejny postup a znaceni jako v predchozi podka-
pitole. Uvazime-li, Ze norma ctyirychlosti tekutiny v*u, = —1 a g”, = 8",
obdrzime po jednoduchych tpravach

—(p+p)v+2p(p+p)y—p* =
2@+ P+ < 0.
Vztah musi platit pro libovolna a, b, c¢. S ptfihlédnutim k tomu, ze p > 0,
redukuje se druhé ¢ast podminky na nerovnost:

p > Ipl.

Kazdy fyzikalni pozorovatel mé tedy namérit nezdpornou hustotu a tlak,
jehoz velikost je mensi nez hustota.

3.1.3 Silna energeticka podminka

Silné energetickd podminka (SEC) je dana nerovnosti

2

kde W* je libovolny casupodobny vektor.
Pro idealni tekutinu obdrzime stejnym postupem jako vySe nerovnost

1
(ﬂy——T%JLWWV’ZQ (3.4)

p+3p+(p—p)(a®+b*+c*) > 0.
Tato nerovnost musi platit pro libovolné a, b, ¢ nulové i nenulové, odtud
p+3p = 0,
p+p = 0.

Porovname-li podminku (3.4) s ”dudlnim” tvarem Einsteinovych rovnic (pro
A=0)
1 1
TIJV — 5 Tgl_ty = 8_7'(' Rﬂy, (35)
nahlédneme, zZe silna energetickd podminka je také podminkou na Ricciho
tenzor R, .
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3.1.4 Nulova energetickda podminka

Nulova energetickda podminka (NEC) je dana nerovnosti
T k'K >0 (3.6)

pro v8echny nulové vektory k* (k,k” = 0). Pro idealni tekutinu obrzime
stejnym postupem jako vysSe nerovnost

p+p=0.

Pouzivaji se i slabsi, zprimérované verze energetickych podminek. Kon-
krétni tvar zpramérované nulové energetické podminky (ANEC) je

/ AT, k" K > 0, (3.7)

kde A je afinni parametr podél nulové geodetiky a k#* prislusny te¢ny nulovy
vektor.

3.1.5 Vzajemné vztahy a implikace mezi podminkami

7 definic je ziejmé, ze dominantni energetickd podminka vychézi ze slabé,
jen je pridana dalsi nerovnost. Tedy kazdy tenzor, jenz spliituje dominantni
energetickou podminku, spliuje zaroven podminku slabou. Formalné by se
to dalo zapsat jako

DEC = WEC.

Dale plati:

SEC = NEC,
WEC = NEC,
NEC = ANEC.

Nejslabsi pozadavky na hmotu klade nulova energetickd podminka, re-
spektive jeji zprumérovana verze.
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3.2 Dalsi pojmy a predpoklady

Vnéjsi oblast (domain of outer communication) je oblast prostorocasu ktera
je vné ¢erné i bilé diry, formalné I~ (ZT) NI+ (Z~) (viz Penrosetv-Carteriv
diagram).

Podminka silné kauzality v bodé P je splnéna tehdy, pokud existuje ta-
kové okoli P, které zadna kauzalni kiivka neprotne vice nez jednou.

Mnozina N je globdlné hyperbolickd, pokud splituje podminku silné kauza-
lity a pro kazdé dva body p,q € N je prinik J~(P) N J*(Q) kompaktni
v N. MnoZina tedy neobsahuje Zadné singularity a nejde v ni ”cestovat v
case”. Nazev globalné hyperbolicky souvisi s tim, Ze feseni vlnové rovnice
(hyperbolicka rovnice) pro zdroj typu d-funkce v bodé P je v takové oblasti
jednozna¢né a vymizi vné J*(P).

Cauchyho povrch je takova nadplocha v prostorocase, kterou kazda ca-
supodobné nebo svételna kiivka protne nejvyse jednou. Musi se tedy jednat
o prostorupodobnou nadplochu.

Prostorocas je requldarné predikabilni z Cauchyho nadplochy S, pokud ta
je homeomorfni R? (oteviend s kompaktnim uzavérem) a jednoduse souvisl4,
budouci svételné nekoneéno Z* je obsazeno v uzavéru DT(S) a JT(S) N
J(Z1) je obsazeno v uzavéru D*(S). Tedy z nadplochy S se da predpovédét
okoli horizontu. Jde o dalsi nuanci takového prostorocasu, ktery neobsahuje
nahé singularity a ve kterém neni mozné cestovat v case.

3.3 Teorém topologické cenzury

Prvni se moznostem topologii horizontu vénoval Hawking v 70. letech [3].
Samotny teorém topologické cenzury pochazi az z 90. let 20. stoleti, z praci
Friedmana, Schleicha a Witta [7] a Gallowaye [8].

3.3.1 Hawking

Véta Kazda spojitd ¢ast horizontu v J™(Z7) ve staciondrnim regulérné
predikabilnim prostorocasu, v némz tenzor energie a hybnosti spliuje domi-
nantni energetickou podminku, je homeomorfni 2-sféfe.

Hawking v dikazu vychéazi ze vztahu mezi kiivosti R, a Eulerovou cha-
rakteristikou povrchu a dokazuje, Ze pro ni plati y(H*) > 0.
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3.3.2 Friedmann, Schleich a Witt

Véta Necht (M, g) je asymptoticky plochy globalné hyperbolicky prostoro-
¢as spliujici zprimérovanou nulovou energetickou podminku. Potom kazda
kauzalni kiivka z minulého svételného nekonecéna Z~ do budouciho svétel-
ného nekonecna Z~ je deformovatelna do ki¥ivky pobliz nekonecna.

Dtikaz byl proveden sporem.

7 teorému vyplyva, ze zadna kauzalni kiivka nemtize projit topologickou
strukturou. Tedy zadny pozorovatel, ktery se nachazi mimo vSechny cerné
(i bilé) diry, nemuze vyslat signal, kterym by ovéfil topologii horizonti.

3.3.3 Galloway

Véta Necht (M, g) je asymptoticky plochy prostorocas spliiujici zpriméro-
vanou nulovou energetickou podminku a necht jeho vnéjsi oblast je globalné
hyperbolicka. Potom vnéjsi oblast je jednoduse souvisla.

Toto jsou dvé ekvivalentni formulace teorému topologické cenzury.

3.4 Dusledky pro cerné diry

Vyse uvedené véty vedou k omezenim na topologie horizontii cernych dér.
V ¢lanku [9] ukazali Chrusciel a Wald z teorému topologické cenzury, Ze
stacionarni ¢erna dira musi mit sférickou topologii.

Véta Necht (M, g) je staciondrni asymptoticky plochy prostorocas spliiujici
zprumérovanou nulovou energetickou podminku a necht jeho vnéjsi oblast
je globéalné hyperbolickd. Déle necht existuje prostorupodobny fez vnéjsi
oblasti S, jehoz hranice v M protina horizont H v prifezu K. Je-li K kom-
paktni, potom kazda jeho spojita ¢ast je homeomorfni sféfe.

Opusténi predpokladu stacionarity vede ke slabsim vysledktim. Jejich
presnd formulace je piili§ slozitd, proto jen shrnu vysledky z ¢lanka [10],
[11]:

Rezy horizontu Cauchyho povrchem, ktery lezi v budoucnosti minulého
svételného nekonec¢na nebo jehoz topologie se neméni, maji sférickou topo-
logii.
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Byly také provedeny numerické vypocty, které ukazuji, zZe pri specialnim
nastaveni pocatecnich podminek kolapsu jde docilit toho, ze vznikne alespon
na chvili horizont s toroidalni topologii, napt. [13]. I kdyZ se torus vytvofi,
vzdy se uzavie diive, nez dirou uvnitt stac¢i proletét svétlo. To je presné v
souladu s teorémem topologické cenzury.
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Kapitola 4

Priklady prostorocasu s
toroidalnim horizontem

V této kapitole se vénuji analyze prostorocasu s toroidalni topologii ho-
rizontu. Z predchozi kapitoly vyplyva, ze takova stacionarni feseni nejsou
mozna. Zde uvedené feseni vSak nesplnuje jeden z predpokladii uvedenych
vét. Jedna se o prostorocas s nenulovou (presnéji Fec¢eno zapornou) kosmolo-
gickou konstantou A. Neni tedy splnén piredpoklad asymptotické plochosti.

4.1 Metrika se statickou ¢ernou dirou

Tvar metriky pro toroidalni ¢ernou diru je pfevzat z ¢lanku [14], [15] a [16]:

2M 2 dr?
2 2 2 2 2
ds :—(—T—Ag)dt +—_M_Aﬁ+r (dP +d§b)a (41)
r 3

kde A je (zdporné) kosmologické konstanta. Souradnice ¢ a P jsou periodické
s periodou 27, resp. T'. Na prvni pohled nemusi byt jasné, co tato metrika
popisuje.

V metrice se vyskytuji 2 singularity, na r = 0 a na r = ¢/—6M/A. Pro

zjisténi povahy singularit spoc¢itam Kretschmanniiv invariant:

8A% 48 M?
3 76

VKA
R,uwc)\ R" =

V r = 0 m4 Kretschmanniv invariant singularitu 1/7% nachézi se zde sku-
te¢na prostorocasova singularita. Druhé singularita, r = {/—6M /A, se vSak
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nezda byt fyzikalni. Ze zkuSenosti mizeme ocekavat, ze se zde nachazi ho-
rizont udalosti. Casovy Killingtiv vektor (1,0,0,0), ktery je na vétsim r
¢asupodobny, se na r = ry = {/—6M /A stava svételnym, tedy se jedna o
Killingtiv horizont, rg udava ”polomér” horizontu.

Vyznam soutadnic lze nahlédnout tak, Ze si uvédomime, ze torus se da
ziskat postupnou identifikaci protilehlych stran obdelnika. Lze jej tedy po-
psat dvéma periodickymi soutfadnicemi. V ptipadé nasi metriky hraji tuto
roli souradnice ¢ a P. VSimnéme si, jaky povrch mé plocha na konstantnich
hodnotach r a t:

27 T 27 T
S:/d¢/dP~/g¢¢gp_p=/d¢/dP r?=2nTr2
0 0 0 0

Konkrétné se podivejme, jaky je povrch horizontu
Sy =21Trg°.

Tedy velicina T ptimo urcuje plochu horizontu. Porovname-li vyraz se vzor-
cem pro plochu toru S = 2mwa27b, kde a je vzdéalenost stredu toru k ose
symetrie (velky polomér) a b polomér prufezu toru (maly polomér), nahléd-
neme, ze veli¢ina 7" mezi sebou svazuje také velky a maly polomeér toru. Je
to dalsi nezavisly parametr nutny k popisu toroidalni ¢erné diry.
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4.2 Metrika s rotujici ¢ernou dirou

Tvar metriky pro rotujici toroidélni ¢ernou diru je prevzat z ¢lanku [16]:

YAA A Y )
2 r =P 4.2 2 2 2
S el 2 (do - = = 4P 4.2
ds A dt+2(d¢ wdt)+Ardr +APd , (4.2)
kde
1
A, = a2—2Mr—§Ar4,
1
AP = 1—§ACL2P4,
Y = r’+ad® P
A = rAp—a®*P*A,,
A, P24+ 712 A
w = ;T L. (4.3)

Tato metrika je zobecnénim metriky (4.1) pro piipad rotujici ¢erné diry.
Skute¢né provedeme-li limitu a — 0, pfejde tato metrika na (4.1). O rotaci
vypovida nenulovy element metriky g;4. Parametr a mé vyznam specifického
momentu hybnosti, obdobné jako v Kerrové metrice. Provedeme-li limitu
A — 0, neziskdme Kerrovo feSeni. Stejné jako z metriky (4.1) nevznikne
takovou limitou Schwarzschildovo feseni.

4.3 (Geodeticky pohyb

Vlastnosti prostorocasu se daji studovat také na pohybu volnych testovacich
Castic. Takovy pohyb se déje po (CGasupodobnych) geodetickych kiivkach
popsanych rovnici ) ,
(0%
4 pu, STy (4.4)
dr? dr dr
parametr 7 ma vyznam vlastniho casu a I'*,4 jsou slozky afinni konexe.
Rovnici geodetiky jsme Tesili v poli statické toroidalni ¢erné diry popsané
metrikou (4.1). Numerické feseni jsme provedli pomoci programu Mathema-
tica. PTi zobrazeni do tfirozmérného prostoru jsme postupovali podle ob-

razku 2.
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obrézek ¢.2: zobrazeni soufadnic

L je nezavislym parametrem systému (spolu s hmotnosti M a kosmologickou
konstantou A). Je svazan s periodou soutadnice P (7') a urcuje velikost
toru. Jeho hodnota by tedy méla byt vétsi nez je polomér horizontu rp.
Zobrazeni dava dobry smysl jen v okoli horizontu (pro hodnoty r < L),
jinak uz nemusi byt jednoznacné. To souvisi také s tim, Ze metrika (4.1)
mé cylindrickou symetrii (ve smérech P a ¢) a toroidalni ¢erna dird vznikla
"uméle” prohldsenim ¢ za periodickou soutadnici. Hlubsi vlastnosti metriky
a pripadné lepsi zobrazeni by staly za promysleni.
V uvedenych fesenich jsou pouzity tyto parametry prostorocasu:

M = 1,
A = —0,001.

Pro tyto hodnoty vychéazi polomér horizontu ry & 18, proto volim L = 400.
Pro ovéreni spravnosti numerického vypoctu jsme sledovali normalizaci ¢tyt-
rychlosti na hodnotu —1. U vsSech feSeni se zachovavala na 4 platné cifry
(0.999 < |guutu”| < 1.001). Obrazky 3 az 6 ukazuji geodetiky s riznymi
pocatecnimi podminkami.
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obrazek ¢.3: geodetika s pocatecnimi podminkami
r© =1000 PO =0 00 =0
w0 =0 up® =0 u@(o) =0.1

obrazek ¢.4: geodetika s pocatecnimi podminkami
r@® =200 PO=0 ®=r/4
u, =0 up® =01 u, =0

26



obrazek ¢.5: geodetika s pocatecnimi podminkami
r@® =200 PO=0 ¢O=-08
u,® =0 up® =02 v, =0.02

obrazek ¢.6: geodetika s pocatecnimi podminkami
r® =150 PO =0 0=-23
u, O =0 up® =—-0.1 uw(o) =0.05
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Kapitola 5
Zaver

vvvvvv

zda Cerné diry mohou mit horizont jiné nez sférické topologie. Zcela vy-
louc¢en neni toroidalni horizont, ale je jasné, ze takovy miize existovat jen
za specialnich podminek. Ocekavame, ze nékteré z obvyklych pfepokladi
(globalni hyperboli¢nost, energetickd podminka) jsou ve skuteéném vesmiru
splnény. Jina situace je u asymptotické plochosti (kosmologicka konstanta).
Je-li kosmologicka konstanta nulova, pak stacionarni toroidalni cerné diry
neexistuji. Soucasna experimentalni data vSak nasvédcéuji tomu, ze kosmo-
logickd konstanta je nenulové. Je-li zdporna, mohou toroidalni cerné diry
existovat, jak vime z kapitoly 4. Stejné tak mohou existovat v prostoroca-
sech s vys$sim poctem prostorovych rozmért. V téchto pripadech jsou znamy
celé tridy cernych dér, které nejsou sférické. Souhrnné se oznacuji jako to-
pologické cerné diry.

Mohlo by se zdat, ze toroidalni ¢erné diry jsou jen matematickou kon-
strukci. Projevy nékterych astrofyzikalnich objektt (zejména aktivnich ga-
laktickych jader, viz [17], [18]) by vSak mohly byt interpretovany i pomoci
toroidalnich ¢ernych dér. Otazka existence tohoto exotic¢téjsiho typu cernych
dér tak zistava i z observacniho hlediska oteviena.
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