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3.5 Eukleidovské kyvadlo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.6 Kyvadlo s obecnou mocninou . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.7 Kmitáńı ve 3D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

II Experiment 39

4 Metodika 40
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4.2 Popis měř́ıćıch aparatur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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Úvod

Diskogenńı onemocněńı páteře patř́ı k nejčastěǰśım onemocněńım v současné společnosti
a jako př́ıčina pracovńı neschopnosti stoj́ı na jednom z předńıch mı́st předevš́ım proto, že
převážně postihuje nemocné v produktivńım věku. Jsou také častou př́ıčinou úplné nebo
částečné pracovńı neschopnosti. Chirurgii meziobratlových plotének přehledně ukazuje
Šourek [16]. V posledńım desetilet́ı se do popřed́ı dostáváj́ı náhrady meziobratlových disk̊u
r̊uznými typy protéz. Kritickému přehledu současně už́ıvaných ploténkových náhražek se
ve své diplomové práci věnovala Prokešová [14].

Předkládaná práce se zabývá výzkumem mechanických vlastnost́ı meziobratlové ploténky
v oblasti malých výchylek hluboko uvnitř fyziologického rozsahu pohybu. Řešeńı této pro-
blematiky započalo i pod vlivem diplomové práce Zemanové [19], při jej́ımž vypracováńı
vyplynula d̊uležitost přesného popisu mechanických vlastnost́ı ploténky jak pro pocho-
peńı funkce tohoto lidského konstrukčńıho prvku tak pro eventuelńı návrh konstrukce
ploténkových náhražek, nebot’ takové náhrady, které se s maximálńı měrou podobaj́ı svými
vlastnostmi své předloze-ploténce fyziologické, nebudou zp̊usobovat předv́ıdatelné i ne-
předv́ıdatelné poimplantačńı komplikace [14]. Některé základńı ideje byly načrtnuty již
v citované diplomové práci, zde jsou pak konkretizovány, rozš́ı̌reny a vypracovány. Detailńı
znalost a schopnost matematicky relevantńıho popisu ploténky jako celku, nebot’ to je hle-
disko, ze kterého je v rámci celé práce vycházeno, je zaj́ımavé i na obecněǰśı úrovni, nebot’

popis, ke kterému je směřováno, se zdá být použitelný i pro jiné biologické tkáně jako jsou
cévy nebo k̊uže [20].

Práce má dvě části, část experimentálńı, ve které se na zv́ı̌rećıch ploténkách prováděla
oscilačńı a úhlová měřeńı pro deformace typu rotace, laterálńı flexe a flexe předevš́ım o jed-
nom stupni, ale i o třech stupńıch volnosti, a část teoretickou, ve které jsou analyzována
źıskaná data a rekonstruován potenciál mechanické energie a vyvozeny závěry o přenosu
energie mezi jednotlivými složkami pohybu. Pro výzkumnou práci na tomto úkolu byl
udělen tř́ıletý grant GAUK 93/2003/C: Nedestrukčńı a neinvazivńı identifikace mecha-
nických vlastnost́ı meziobratlové ploténky, který však byl z d̊uvod̊u reorganizace grantové
agentury Univerzity Karlovy ukončen po prvńım roce řešeńı; výzkum byl pak prováděn
předevš́ım za podpory grantu GAČR 106/03/0958: ”Aplikace tkáňové biofluidiky v ino-
vaci biomateriál̊u”, a z určité části i za podpory grantu GAUK 17/2005/C: ”Spinálńı
vibračńı přenosová funkce určovaná in vivo” a grantu Ministerstva pr̊umyslu a obchodu
ČR Program TANDEM MPO ČR ev.č.: FT-TA3/13: ”Řešeńı problematiky páteřńıch one-
mocněńı z pohledu degenerativńıch a poúrazových stav̊u s využit́ım poznatk̊u tkáňového
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inženýrstv́ı, biomechaniky obratl̊u, osseointegrace umělých náhrad a studia d̊uvod̊u jejich
selháńı”.

Funkce meziobratlové ploténky jsou mnohé, známe jen některé. Abychom vyhověli i těm
funkćım, které ještě neznáme, je nutno poznat a napodobit přesné vlastnosti meziobrat-
lové ploténky a zohlednit je v modelech i konstrukci ploténkové náhražky. Meziobrat-
lová ploténka je nesmı́rně složitá struktura, jej́ıž mechanické vlastnosti se měńı v denńım
cyklu, s věkem a, bohužel pro zjǐst’ováńı chováńı této struktury za fyziologických podmı́nek,
i s okamžikem úmrt́ı. Jemnostmi těchto typ̊u změn se tato práce nezabývá, je zde měřena
pouze vněǰśı reologie, ovšem v plné složitosti. Pro maximálńı přibĺıžeńı živé tkáni byla
všechna měřeńı prováděna v technicky nejkratš́ı možné době po porážce, řádově v ho-
dinách.

Pro výše uvedené měřeńı byl zkonstruován př́ıstroj, který umožňuje měřit viskoelastické
vlastnosti IVD pro torzi (T), laterálńı flexi (LF), flexi (F) a extenzi (E). Aparatura prošla
během výzkumné práce vývojem podle potřeb měřeńı. Aparatura se zásadně od jiných v li-
teratuře uváděných [24] lǐśı t́ım, že neomezuje přenos energie z jednoho směru do druhého,
a tedy se při identifikaci tohoto mezisměrového přenosu energie v́ıce bĺıž́ıme fyziologickému
stavu zat́ıžeńı této struktury.

Pro bližš́ı pochopeńı chováńı meziobratlové ploténky v r̊uzných směrech zat́ıžeńı se teo-
retická část této práce zabývá i ontogenetickým vývojem měřené struktury, stejně tak i jej́ı
anatomickou stavbou. S využit́ım digitálńıho mikroskopu Olympus se detailńı strukturou
meziobratlové ploténky za využit́ı fluorescenčńıch technik zabýval Lukeš [10], z jehož práce
zde též vycháźıme.

Základńı smysl této práce spoč́ıvá v určeńı přenosu energie mezi jednotlivými směry
pohybu. Dobrá náhražka meziobratlové ploténky muśı bý schopná energii i absorbovat
a nebýt pouze ”ocelovým” kloubem umožňuj́ıćı pohyb.
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Ćıle

Ćılem této práce je detailńı popis některých dosud neprobádaných materiálových a struk-
turálńıch vlastnost́ı meziobratlové ploténky ve fyziologickém rozsahu pohybu a zat́ıžeńı.
Panuje přesvědčeńı, že optimálńı př́ıpadně později konstruovaná ploténková náhrada by
měla opisovat předevš́ım co nejpřesněji vlastnosti své předlohy, a to zejména právě v ob-
lasti malých a velmi malých výchylek a zat́ıžeńı ve fyziologickém rozsahu, nebot’ toto je
oblast, ve které bude po implantaci nejčastěji využ́ıvána. I drobná odchylka od těchto
vlastnost́ı může zp̊usobovat následné funkčńı pot́ıže, byt’ v současné době chyb́ı predikce
jaké [14].

Hypotézy

H1 Meziobratlová ploténka se oblasti fyziologických výchylek chová jako lineárńı elas-
tický materiál.

H2 Útlum v ploténce je lineárně viskózńı.

H3 Existuje korelace mezi vlastńı rezonančńı frekvenćı FSU a frekvenćı maximálńıho
útlumu.

H4 Existuje mezisměrový přenos sil v ploténce.

ad H 1 Tato vlastnost bude zkoumána v torzńım kyvadle, kdy jeden obratel bude fi-
xován k nehybné podložce a na druhém bude připevněno vahadlo o známém momentu
setrvačnosti. Jedinou mechanickou vazbu mezi obratlem s pohyblivým vahadlem a obrat-
lem pevně fixovaným k podložce bude tvořit meziobratlová ploténka. Kmity takovéhoto
vahadla v oblasti malých a velmi malých výchylek se chovaj́ı tak, že jejich perioda kmitu
je amplitudově nezávislá.

ad H 2 Ve stejném experimentu jako v př́ıpadě H1 bude studován pozvolný amplitudový
útlum jednotlivých kmit̊u a vzájemný vztah těchto amplitud. Při čistě viskózńım tlumeńı
je disipace energie př́ımo úměrná okamžité rychlosti pohybuj́ıćıch se část́ı. Budeme-li proto
sńımat rychlost pohybu kyvadla elektromagnetickým měničem, budeme schopni vyhodno-
tit tvar a lineárnost útlumového procesu.
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ad H 3 Citlivost rezonančńıho systému tvořeného pružně spojenými nepřetlumenými
hmotnými částmi je r̊uzná pro r̊uzné frekvence. Také může obecně platit, že útlumové
vlastnosti takové soustavy jsou rovněž frekvenčně závislé. Pokuśıme se zjistit pomoćı vynu-
cených kmit̊u r̊uzných frekvenćı jaké vztahy mezi těmito veličinami v reálné páteři panuj́ı.
Vynucené kmity budou buzeny na pohyblivém obratli zp̊usobem uvedeným v H1 s k apa-
ratuře přidaným elektromagnetickým měničem.

ad H 4 Zat́ımco v př́ımo orientovaném lineárńım modelu kmitá daná soustava pouze
v rovině p̊uvodně vybuzených kmit̊u, dá se předpokládat, že optimalizované biologické
soustavy budou mı́t tendenci nekmitat pouze v p̊uvodně vybuzeném směru, ale přenést
kmitáńı i do směr̊u ostatńıch a rozložit tak namáháńı a disipovanou energii do co největš́ıho
objemu. Jeden obratel bude opět fixován k nehybné podložce, zat́ımco druhý bude opatřen
třemi navzájem kolmými akcelerometry na konci dvou navzájem kolmých symetrických
vahadel. Po vybuzeńı delta pulzem v některém ze třech směr̊u (F-E, LF, T) bude pozorován
útlumový děj a jeho př́ıpadná disipace do směr̊u nekolineárńıch se směrem p̊uvodńıho
vybuzeńı.
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Část I

Teoretická východiska
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Kapitola 2

Meziobratlová ploténka

V této kapitole je shrnuto několik základńıch poznatk̊u o anatomickém uspořádáńı a onto-
genetickém vývoji páteře a meziobratlové ploténky, základńı struktuře páteřńıch element̊u
a rozd́ılech těchto struktur u člověka a některých obratlovc̊u, jejichž páteře byly použity
v experimentu.

2.1 Anatomie páteře

Páteř jako celek je součást́ı axiálńıho systému. Vzhledem ke vzpř́ımenému držeńı těla
ve stoji i při lokomoci je totiž axiálńı systém hlavńı pohybovou báźı, od které se každý
pohyb odv́ıj́ı. Neńı pohyb, který by neměl v axiálńım systému odezvu, zároveň neexistuje
pohyb vlastńıho axiálńıho systému, který by se nepromı́tal do organizmu [35].

Axiálńı systém se skládá z řady stavebńıch komponent, soustředěných kolem páteře, které
maj́ı nosnou, ochrannou a hybnou funkci. Systém tvoř́ı: osový skelet-páteř, spoje na páteři,
svaly pohybuj́ıćı osovým skeletem, kosterńı základ hrudńıku i jeho spoje a dechové svaly.
V širš́ım kontextu patř́ı k axiálńımu systému i př́ıslušná ř́ıd́ıćı složka, tj. ta část nervové
soustavy, která zabezpečuje funkce systému, popř́ıpadě je jeho činnost́ı př́ımo dotčena
(např. výstupy mı́̌sńıch nerv̊u).

Základńı složkou osového systému je páteř (obr. 2.1). Základńı funkčńı jednotkou páteře
je pohybový segment páteře (funkčńı pohybová jednotka páteře). Anatomicky se pohybový
segment skládá z polovin sousedńıch obratlových těl, páru meziobratlových kloub̊u, mezi-
obratlové ploténky, krátkých páteřńıch vaz̊u a sval̊u. Z funkčńıho hlediska má pohybový
segment tři základńı složky:

1) nosnou-nosnými a pasivně fixačńımi složkami segmentu jsou obratle a meziobratlové
vazy

2) hydrodynamickou-hydrodynamickou složku segmentu představuje meziobratlová plo-
ténka a cévńı systém

11



Obrázek 2.1: Páteř, pohled zepředu a ze strany

3) pohybovou-pohybovou a aktivně fixačńı složkou jsou meziobratlové klouby a svaly

Pro potřeby této práce však funkčńı pohybovou jednotkou (FSU) nazýváme pouze dvo-
jici obratl̊u zbavenou vaz̊u a sval̊u (obr. 4.1).

Obratel je základńım stavebńım prvkem nosné složky páteře. Každý samostatný ob-
ratel, s vyj́ımkou prvńıch dvou krčńıch, se skládá z těla obratle, z obratlového oblouku
ohraničuj́ıćı obratlový otvor, ze čtyř kloubńıch výběžk̊u, ze dvou př́ıčných výběžk̊u a z tr-
nového výběžku. Přehled obratl̊u jednotlivých odd́ıl̊u páteře nastiňuj́ı obr. 2.2 až 2.5 [36].

Obratlová těla jsou nosnými prvky páteře. Mezi jednotlivými úseky páteře jsou z hle-
diska mechanické odolnosti obratlových těl velké rozd́ıly. Hlavńı zat́ıžeńı nesou masivńı těla
bederńıch obratl̊u a těla dolńıch hrudńıch obratl̊u.

Oblouk obratle má předevš́ım ochrannou funkci. Je mı́stem úponu páteřńıch vaz̊u, které
dotvářej́ı a uzav́ıraj́ı páteřńı kanál obsahuj́ıćı mı́chu, mı́̌sńı obaly, cévńı pleteně a mı́̌sńı
kořeny (obr. 2.6).

Obratlové kloubńı výběžky jsou kloubńımi konci meziobratlových kloub̊u, obratlové
výběžky př́ıčné a trnové slouž́ı jako mı́sta začátk̊u vaz̊u (obr. 2.6) fixuj́ıćıch obratle a sval̊u
zajǐst’uj́ıćıch pohyb páteře.

Obratle jsou fixovány vazy a svaly. Vazivové spoje jsou pasivńı část́ı nosné složky seg-
mentu. Anatomicky lze na páteři rozlǐsit krátké a dlouhé vazy, oba typy se pod́ılej́ı na fixaci
segment̊u. K dlouhým vaz̊um patř́ı ligamentum longitudinale anterius a ligamentum longi-
tudinale posterius, krátké vazy-ligamentum flavum, ligamentum interspinale a ligamentum
intertransversalis-spojuj́ı oblouky a výběžky sousedńıch obratl̊u.

Předńı podélný vaz běž́ı po předńı ploše obratlových těl-od předńıho oblouku atlasu až
na předńı plochu kř́ıžové kosti. Je to 20 − 25 mm široký pruh kolagenńıho vaziva, který
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Obrázek 2.2: Krčńı obratel.

Obrázek 2.3: Hrudńı obratel.

Obrázek 2.4: Bederńı obratel.

Obrázek 2.5: Kost kř́ıžová.
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je vždy pevněji fixován k horńımu okraji obratlového těla, než k jeho dolńımu okraji.
Tradované volněǰśı spojeńı s vazivovými prstenci meziobratlové ploténky neurochirurgické
zkušenosti nepotvrzuj́ı. Předńı podélný vaz svazuje a zpevňuje prakticky celou páteř.
Naṕıná se při retroflexi (záklonu) a bráńı ventrálńımu vysunut́ı meziobratlové destičky.
Funkčńı význam předńıho vazu i ostatńıch vazivových struktur páteře neńı jen v relativně
pasivńı roli vaziva svazuj́ıćıho kosterńı prvky axiálńıho skeletu. Tyto a daľśı vazivové kom-
ponenty páteře jsou bohatě inervovány a vazivo je proto významným zdrojem informaćı,
signalizuj́ıćıch napět́ı, resp. směr pohybu určitého úseku páteře.

Zadńı podélný jde po předńı stěně páteřńıho kanálu-od týlńı kosti až do kanálu kř́ıžové
kosti. Zadńı podélný vaz je užš́ı než předńı vaz, a v bederńım úseku je redukován pouze
na několik vazivových proužk̊u. Vaz nekryje celou zadńı plochu meziobratlové destičky
a zejména v bederńım úseku, kde je velmi úzký, je fixován sṕı̌se k periostu obratlových
oblouk̊u než k těl̊um a meziobratlovým destičkám bederńı páteře.

Mezi předńı plochou vazu a skeletem, resp. meziobratlovými destičkami je štěrbinovitý
prostor vyplněný žilńımi pleteněmi.

Předńı i zadńı podélný vaz zpevňuj́ı páteř jako celek a bráńı vysunut́ı meziobratlové
ploténky při retroflexi resp. anteflexi ventrálně resp. dorzálně.

Obrázek 2.6: Krátké a dlouhé vazy páteře [34, 38].
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2.1.1 Morfologie a fyziologie meziobratlové ploténky

Embryologický vývoj

Páteř je segmentová struktura, jednotlivé segmenty lze rozpoznat již kolem 21. dne
gestace. V tomto obdob́ı se paraxiálńı mesoderm zač́ıná formovat do párových kubických
odd́ıl̊u, které se nazývaj́ı somity (obr. 2.7). Během daľśıho vývoje se somity formuj́ı do tř́ı
oddělených část́ı (obr. 2.8) [5]:

1) laterálńı povrchové dermatomy

2) laterálńı hlubš́ı myotomy

3) mediálńı centrálńı sklerotomy

Obrázek 2.7: Embryo, 18.-23. den [36, 5].

Sklerotomy migruj́ı mediálně a obkloṕı notochord, č́ımž jej odděĺı od neurálńı trubice
a střev (obr. 2.8). Každý z p̊uvodńıch sklerotomů se dále rozděĺı na kraniálńı a kaudálńı
polovinu. Každá kaudálńı polovina posléze splyne s kraniálńı polovinou sousedńıho sklero-
tomu. Tato dvojice tvoř́ı budoućı obratlové tělo. Z centrálńı části p̊uvodńıho sklerotomu
se formuje meziobratlová ploténka. Notochord podléhá mukózńı degeneraci a na konci
desátého týdne embryonálńıho vývoje jej nalézáme již pouze zavzatý do prostoru disku,
kde dává základ vzniku nucleus pulposus. Annulus fibrosus je formován mesodermálńımi
buňkami, zprvu bez jasného uspořádáńı, posléze se buňky protahuj́ı a vytvářej́ı specifické
lamelózńı uspořádáńı. V obdob́ı porodu je diferenciace buněk annulus fibrosus již defini-
tivně dokončena.
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Obrázek 2.8: Sklerotomy migruj́ı mediálně a obkloṕı notochord, č́ımž jej odděĺı od neurálńı trubice a střev [5].

Obrázek 2.9: Každý z p̊uvodńıch sklerotomů se dále rozděĺı na kraniálńı a kaudálńı polovinu. Každá kaudálńı polovina
posléze splyne s kraniálńı polovinou sousedńıho sklerotomu. Tato dvojice tvoř́ı budoućı obratlové tělo. Z centrálńı části
p̊uvodńıho sklerotomu se formuje meziobratlová ploténka. Notochord podléhá mukózńı degeneraci a na konci desátého týdne
embryonálńıho vývoje jej nalézáme již pouze zavzatý do prostoru disku, kde dává základ vzniku nucleus pulposus [5].

Meziobratlové ploténky jsou významnou strukturálńı a funkčńı součást́ı páteře. Meziob-
ratlová ploténka je útvar z vazivové chrupavky, která má tvar a rozsah intervertebrálńıch
ploch obratlových těl, které spojuje.
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Obrázek 2.10: Př́ıčný řez meziobratlovou ploténkou a jej́ı schema [31, 32]

Obrázek 2.11: Adolescentńı meziobratlová ploténka [33]
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Základńı anatomie páteře ovce domáćı a prasete domáćıho

Pro experimenty byly použity vzorky meziobratlových plotének ovce domáćı (ovis domes-
tica) a prasete domáćıho (sus scrofa). Základńı anatomické odlǐsnosti páteře ovce, prasete
a člověka shrnuje tabulka 2.1 [13, 12].

Obrázek 2.12: Kostra ovce domáćı (ovis domestica).

Obrázek 2.13: Kostra prasete domáćıho (sus scrofa).

Shodu mechanického chováńı lidské a ovč́ı páteře prokázal Wilke [26]. Pro srovnáńı
i snadnou dostupnost vzork̊u prasete domáćıho byly pro tuto práci použity i tyto. Vzhledem
k potřebě měřeńı čerstvých vzork̊u pro vyloučeńı vlivu konzervace i vlivu stárnut́ı vzorku
na naměřená data, a předevš́ım vzhledem k etické problematice nebyly měřeny vzorky
meziobratlové ploténky člověka.
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Obratle Ovce Prase Člověk

Krčńı 7 7 7
Hrudńı 13 14-15 12
Bederńı 6-7 6-7 5
Kř́ıžové 4 4 5
Ocasńı (kostrč) 16-24 20-23 5

Tabulka 2.1: Základńı anatomické rozd́ıly páteře lidské a v této práci měřené.
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Kapitola 3

Základńı tř́ıděńı reologických poĺı

V této kapitole jsou na demonstračńıch př́ıkladech ukázány základńı typy lineárńıch
materiálových vztah̊u a v podkapitole 3.1 ukázáno užit́ı linearity jako části nelineárńı cha-
rakteristiky. To je zde ukazováno proto, že i naše základńı rozbory zkoumaných neznámých
materiálových vlastnost́ı meziobratlových disk̊u jsou zpočátku analyzovány jako lineárńı,
nebot’ je-li možné jejich chováńı dostatečně přesně vystihnout jako lineárńı, je pak možné
snadno r̊uzně porovnávat je mezi sebou i s tabelovanými hodnotami viskozit a tuhost́ı. Te-
prve na základě takovéhoto rozboru, který je početně snadný a poskytuje široké možnosti
výpočt̊u, je v jednodimenzionálńım př́ıpadě vypracována možnost popisovat meziobratlo-
vou ploténku jako objekt s nelineárńı tuhost́ı.

Každý systém, který je schopen po deformaci relaxovat a alespoň částečně se nevrátit
do stavu před deformaćı, je schopen oscilace a má minimálně jednu rezonančńı frekvenci.
Nestač́ı tedy, aby hmota či systém kladly odpor v̊uči deformačńım snahám, tato nechut’

se deformovat muśı být současně doprovázena schopnost́ı částečného návratu. Tuto vlast-
nost, pokud se týká vlastnost́ı hmoty, nazýváme elasticitou. Tato vlastnost nezp̊usobuje
přeměnu energie na teplo, pouze vzájemně přeměňuje jednotlivé složky mechanické energie
(kinetickou na potenciálńı a obráceně). Naopak disipačńı složky zp̊usobuj́ı vždy výhradně
přeměnu pohybové energie na energii tepelnou , nevracej́ı tedy systém do p̊uvodńıho stavu.
Rozeznáváme tři základńı typy disipaćı:

Disipativńı śıla p̊usob́ıćı nezávisle na pohybu a maj́ıćı stále konstantńı velikost.
Nazýváme ji śıla suchého třeńı.

Disipativńı śıla závislá na rychlosti pohybu. Nazýváme ji śıla viskózńı. Tato śıla se
tedy projevuje výhradně již v započatém pohybu a je úměrná prvńı mocnině jeho
rychlosti. Pokud se jedná o materiálovou vlastnost, nazýváme ji viskozitou.

Disipativńı śıla úzce souvisej́ıćı s turbulenćı. Tato śıla je rovněž závislá na rychlosti,
ovšem na jej́ı druhé mocnině. Projevuje se zejména v systémech se snadným mı́seńım.

Př́ıkladem elasticity budiž pružina, u které je návratová śıla úměrná výchylce

F = −kx (3.1)
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V biologických materiálech s touto lineárńı úměrnost́ı však často nevystač́ıme. A ne-
vystač́ıme ani s tř́ısložkovou lineárńı závislost́ı, kdy se těleso v r̊uzných směrech deformuje
r̊uzně, avšak lineárně, v závislosti na śıle (takové těleso nazýváme hookovské). Pak je nutno
zavést elasticitu nelineárńı, kdy je závislost elastické śıly na deformaci složitěǰśı než lineárńı.

Př́ıkladem suchého třeńı je špaĺıček smýkaj́ıćı se po nakloněné rovině.

Fg
F

Obrázek 3.1: Př́ıklad suchého třeńı

Špaĺıček se dá do pohybu až při určitém úhlu náklonu αmin a poté, jak z definice této
śıly vyplývá, konstantńı silou bráńı jeho pohybu, a tento se tedy pohybuje pohybem rov-
noměrně zrychleným se zrychleńım

a =
(mg sin α) − Ft

m
(3.2)

V živém těle obratlovc̊u výskyt tohoto typu disipace souviśı vždy s patologíı (např. kloub
bez chrupavky, úlomky fraktury třoućı se po sobě).

Viskózńı śıla naopak představuje základńı disipačńı složku mechanických děj̊u obrat-
lovc̊u. Vyskytuje se v celém organizmu. Je př́ıtomna v prouděńı krve, vzájemném pohybu
fascíı, při pohybu v kloubu či pohybu střevńıho obsahu. Př́ıkladem viskózńıho třeńı je
pohyb kovové kuličky v medu (obr. 3.2).

Pokud je ve funkci
Fo = ν(vẋ) (3.3)

a pokud je
d(ν)

dẋ
6= 0 (3.4)

neboli je člen úměrnosti závislý na rychlosti, nazýváme prostřed́ı nenewtonovské. Exis-
tuj́ı jak prostřed́ı, kde viskozita pro vzr̊ustaj́ıćı rychlost roste

d(ν)

dẋ
> 0
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tak prostřed́ı, kde viskozita pro vzr̊ustaj́ıćı rychlost klesá

d(ν)

dẋ
< 0

Obrázek 3.2: Př́ıklad vazkého třeńı-”kulička v medu”

Př́ıkladem pohybového neboli viskózńıho třeńı úměrné čtverci rychlosti může být
např. třeńı při skoku padákem, odpor prostřed́ı, který klade vzduch padáku. Fyziologicky
tento typ odporu v organizmu nalézáme jen zř́ıdka, a to zejména v plićıch při prouděńı
vzduchu.

Obrázek 3.3: Př́ıklad vazkého třeńı úměrného kvadrátu rychlosti [29].
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3.1 Linearita

Navzdory tradovanému tvrzeńı nelineárnosti světa je v leckterém př́ıpadě popis fy-
zikálńıho problému lineárńımi diferenciálńımi rovnicemi v́ıce než vhodný v prvńım při-
bĺıžeńı analýzy problému. To ukazuj́ı i naše dř́ıvěǰśı práce [19], kde jsme si vytkli za ćıl
ověřeńı linearity tuhosti a útlumu mechanické energie v meziobratlové ploténce. Ukázalo
se, že ve fyziologickém rozsahu pohybu neńı stávaj́ıćımi metodami možné identifikovat
jiný než lineárńı útlum, a nelineárńı oprava k tuhosti nepřevyšuje 15%. Nelineárńı re-
dukce k viskózńımu členu se ukázala menš́ı než 1% (a pro nás neměřitelně malá). Jak
uvid́ıme dále, pro zkoumané modely mechanického kmitáńı má zvláště pro malé ampli-
tudy, kterými se ovšem v této práci zabýváme, dává lineárńı přibĺıžeńı ne sice postačuj́ıćı,
avšak již velmi názorný náhled na zkoumanou soustavu. To je nepochybně zp̊usobeno t́ım,
že křivka závislosti tuhosti na amplitudě je spojitá a nepř́ılǐs strmá a v každé jej́ı části je
možné ji úspěšně nahradit konstantou.

3
Obrázek 3.4: Lineárńı přibĺıžeńı

V grafu závislosti napět́ı na deformaci můžeme tedy malý úsek křivky ještě nahradit
př́ımkou. Tento fakt nás ospravedlňuje pro následuj́ıćı kapitolu nejdř́ıve se zabývat rovni-
cemi lineárńımi a teprve poté v nich zavést korekce na nelineárńı tuhost.
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3.1.1 Volné kmitáńı tlumené soustavy

Pro výpočet výchylky netlumené soustavy s jedńım stupněm volnosti plat́ı pohybová
rovnice [2]:

mü + ku = F (t). (3.5)

Volné tlumené soustavy z obr. 3.5 je dáno řešeńım homogenńı pohybové rovnice

mü + bu̇ + ku = 0. (3.6)

k

x

b

m

u(t)
u(t)
u(t)

Obrázek 3.5: Model kmitavé tlumené soustavy o jednom stupni volnosti.

Tlumeńı se uvažuje úměrné rychlosti u̇(t) s konstantou úměrnosti b. Rovnici C.3 lze
upravit na tvar

ü + 2bpΩu̇ + Ω2u = 0, (3.7)

kde
bp = b

bk
poměrný útlum,

bk = 2
√

km = 2mΩ součinitel kritického, též aperiodického tlumeńı,

Ω =
√

k
m

vlastńı úhlová frekvence netlumené soustavy.

Pro volné kmitáńı tlumené soustavy plat́ı vztah

u(t) = C1e
λ1t + C2e

λ2t. (3.8)
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Integračńı konstanty C1 a C2 se urč́ı z počátečńıch podmı́nek u(0) u̇(0) popř́ıpadě z jiných
dvou podmı́nek pro u(t). Z frekvenčńı (charakteristické) rovnice

λ2 + 2bpΩλ + Ω2 = 0 (3.9)

se vypočtou kořeny λ1 a λ2. Jsou možné tři př́ıpady řešeńı dle velikosti poměrného
útlumu bp (tab. 3.1).

Ze vztahu pro vlastńı úhlovou frekvenci tlumené soustavy Ωt (tab. 3.2) plyne

(
Ωt

Ω
)2 + b2

p = 1

Tuto závislost lze pro bp ≤ 1 zobrazit v souřadnicové soustavě Ωt/Ω, bp čtvrtkružnićı
o poloměru rovném jedné v prvńım kvadrantu (obr. 3.7). Přirozený logaritmus poměru
dvou po sobě jdoućıch amplitud volného kmitáńı tlumené soustavy u0,n v čase tn a u0,n+1

v čase tn+2π/Ωt se nazývá logaritmický dekrement 0, viz obr. 3.6. Jelikož amplituda v čase
tn je u0,n = Ce−bpΩtn a v čase tn+1 je u0,n+1 = Ce−bpΩ(tn+2π/Ωt), plat́ı

0 = ln
u0,n

u0,n+1

=
2πbp

√

1 − b2
p

. (3.10)

Ze změřeného logaritmického dekrementu lze stanovit poměrný útlum bp soustavy. S ohle-
dem na přesnost je výhodné stanovit logaritmický dekrement z jednoho pr̊uběhu u(t)
při uvažováńı poměru několika libovolných pár̊u amplitud např. u0,n a u0,n+k. Pak lze
logaritmický dekrement určit např. jako středńı hodnotu z výraz̊u

0 =
1

k
ln

u0,n

u0,n+k

. (3.11)

Pro malé tlumeńı je možno poměrný útlum bp vypoč́ıtat z přibližného vzorce

bp ≃
1

2πk
ln

u(o, n)

u(o, n + k)
. (3.12)

Logaritmický dekrement se rovněž urč́ı z úbytku maximálńı potenciálńı energie. Označ́ıme-
li maximálńı potenciálńı energii v n-té periodě Ep,n, v (n+k)-té periodě Ep,n+k a jej́ı měřený
úbytek ∆Ep = Ep,n − Ep,n+k, pak pro logaritmický dekrement plat́ı vztah

0 =
1

2k

∆Ep

Ep,n

. (3.13)
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F (t) u(t)

Diracova funkce

F̄0δ(t) = F̄0

mΩ
sin Ωt

= F̄0 limT→0
1
T
[H(t) − H(t − T )]

F0[H(t)(1 − t
t1

) + H(t − t1)
t−t1
t1

] F0

k
[(1 − cos Ωt) + 1

t1( sin Ωt
Ω

−t)
pro 0 < t < t1

F0

k
[ 1
Ωt1

(sin Ωt − sin Ω(t − t1)) − cos Ωt] pro t > t1

F0[H(t) − H(t − t1)]
F0

k
(1 − cos Ωt) pro 0 < t < t1

F0

k
[cos Ω(t − t1) − cos Ωt] pro t > t1

F0[H(t) t
t1
− H(t − t1)

t−t1
t1

] F0

kt1
(t − sin Ωt

Ω
) pro 0 < t < t1

F0

k
{1 + 1

Ωt1
[sin Ω(t − t1) − sin Ωt]} pro t > t1

F0[H(t)2t
t1
− H(t − t1

2
)

4(t−
t1
2

)

t1
+ 2F0

kt1
(t − sin Ωt

Ω
) pro 0 < t < t1

2

+H(t − t1)
2(t−t1)

t1
] 2F0

kt1
{t1 − t + 1

Ω
[2 sin Ω(t − t1

2
) − sin Ωt]} pro t1

2
< t < t1

2F0

Ωkt1
[2 sin Ω(t − t1

2
) sin Ω(t − t1) − sin Ωt] pro t > t1

Tabulka 3.1: Řešeńı u(t) z pohybové rovnice 3.5 pro některé zvláštńı př́ıpady bud́ıćı funkce F (t) a nulové počátečńı
podmı́nky u(0) = u̇(0) = 0
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bp λ1, λ2 u(t)

< 1 λ1,2 = −bpΩ ± iΩt e−bpΩt(A sin Ωtt + B cos Ωtt)
podkritické tlumeńı kořeny komplexně sdružené resp.

e−bpΩtC sin(Ωtt + ϕ)

Integračńı konstanty

A = u̇(0)+bpΩu(o)
Ωt

, B = u(0);

C =
√

A2 + B2, ϕ = arc tgB
A

ϕ〈0, π〉

> 1 λ1,2 = −bpΩ ± Ωt ebpΩt(A sin hΩtt + B cos hΩtt)
nadkritické tlumeńı kořeny reálné r̊uzné resp.

ebpΩtC sin h(Ωtt + ϕ)

Integračńı konstanty

A,B viz bp < 1 resp.

C =
√

A2 + B2, ϕ = arc tghB
A

= 1 λ1 = λ2 = −bpΩ e−Ωt(C1 + C2t)
kritické tlumeńı dvojnásobný integračńı konstanty

reálný kořen
C1 = u(0)

C2 = u̇(0) + Ωu(0)

Tabulka 3.2: Výsledky řešeńı frekvenčńı rovnice C.6 a výchylky u(t) pro r̊uzné př́ıpady viskózńıho tlumeńı (Ωt =

Ω
√

1 − b2p -vlastńı úhlová frekvence tlumené soustavy).
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Obrázek 3.6: Pr̊uběh u(t) při podkritickém tlumeńı.

3.2 Kyvadlo se suchým třeńım

Jako prvńı př́ıklad nelineárńıho kyvadla uvedeme popis soustavy se suchým třeńım. Vznik
odporové śıly, o jej́ıž př́ıčině vzniku nic nev́ıme, zvládáme však jej́ı popis, můžeme vidět
např́ıklad na obrázku 3.1. Jak jsme již uvedli, velikost třećı śıly tohoto charakteru je vzhle-
dem k pohybovým proměnným konstantńı a má směr opačný ke směru rychlosti pohybu.
Pohybová rovnice tedy odpov́ıdá vztahu 3.14, jak jsme viděli již v kapitole 3 (strana 19).
Př́ıklad řešeńı této rovnice 3.14 vid́ıme na obrázku 3.9. Názorně zde vid́ıme nespojitost
zrychleńı, a tedy i nespojitost derivace rychlosti. Křivka pr̊uběhu výchylky je již hladká
(spojitá i pro svou derivaci). Maximálńı amplitudy klesaj́ı lineárně.
An+1 − An = konst. Pohyb obecně nekonč́ı v nulové výchylce, zato jeho konec nastane
v konečném čase. Pohyb je po částech dělených nulovou osou sinusový.
Matlabovsky generuj́ıćı model:
dt = 0.000001; ax1 = 0; x1 = 15; vx1 = 0; m = 3; a = .0; k = 3900000; b = 3790000;
for i = 2 : 25000 xi = xi−1 + dt ∗ vxi−1; vxi = vxi−1 + dt ∗ (axi−1);
axi = (−k ∗ xi − signvxi ∗ b)/m; endfor; plot(x(1 : 25000))
odpov́ıdal řešeńı rovnice 3.14

ẍm + sig(ẋ)b + kx = 0 (3.14)
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Obrázek 3.7: Závislost poměru vlastńıch frekvenćı Ωt/Ω na poměrném útlumu bp.

3.3 Kyvadlo s viskózńım útlumem

Maximálńı amplitudy klesaj́ı exponencielně (obr. 3.8). An+1/An = konst, (An-maximálńı
amplituda n-tého pulsu). Pohyb vždy konč́ı v nulové výchylce, ovšem v nekonečném čase.
Pohyb je spojitý ve všech řádech derivace.
Matlabovsky generuj́ıćı model:
dt = 0.001; ax1 = 0; x1 = 0; vx1 = 10; m = 0.1; a = .0; k = 1; b = 0.02;
for i = 2 : 25000 xi = xi−1+dt∗vxi−1; vxi = vxi−1+dt∗(axi−1); axi = (−k∗xi−b∗vxi)/m;
endfor; plot(x(1 : 25000))
odpov́ıdal řešeńı rovnice 3.15

ẍm + bẋ + kx = 0 (3.15)
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Obrázek 3.8: Pohyb viskózně tlumeného kyvadla.

3.4 Kmity kubického kyvadla

Nyńı se pod́ıváme na biologicky poněkud zaj́ımavěǰśı model. Zde nebude nelinearita
ukryta v disipativńım členu, ale v členu tuhostńım. Předpokládáme, že tuhost obsahuje
člen úměrný druhé mocnině výchylky. Tento předpoklad znamená př́ıtomnost kubického
členu v diferenciálńı rovnici. Je to vlastně jednodušš́ı započteńı změny tuhosti velikost́ı
výchylky. Direkčńı śıla by z d̊uvodu symetrie měla být totiž lichá funkce, nebot’ požadujeme
navraceńı bodu do počátku. Tento fakt zp̊usob́ı, že např́ıklad z Taylorova rozvoje tuhosti
bereme vždy jen sudé členy. Tento systém má body nestability, tedy mı́sta, pokud kterými
systém projde, změńı se charakter jeho daľśı trajektorie a začne se bĺıžit jinému bodu
stability než ze kterého p̊uvodně vzešel. Křivka, na které tyto body zlomů lež́ı, se nazývá
separatrisa. Na obrázku 3.10 je vidět pohyb vybuzený z nulové polohy impulzem, pohyb
se bĺıž́ı až těsně k bodu zvratu, zde se pohybuje velmi pomalu, poté si to rozmysĺı a začne
se vracet zpět do nulové polohy. Kyvadlo má periodu kyvu zjevně závislou na amplitudě.
Se zmenšuj́ıćı amplitudou se postupně zač́ıná stále v́ıce podobat lineárńımu tlumenému
oscilátoru. Pohyb tedy konč́ı v nulové poloze. Pokles amplitudy je zpočátku pomalý, později
se bĺıž́ı exponencielńımu. Pohyb vždy konč́ı v nulové výchylce, ovšem v nekonečném čase.
Pohyb je spojitý ve všech řádech derivace. Velmi ilustrativńı je pr̊uběh zrychleńı.
Octavovský model:
dt = 0.001; ax1 = 0; x1 = 0; vx1 = 10; m = 1; a = .50358038217977; k = 10; b = 0.02;
for i = 2 : 25000 xi = xi−1 + dt ∗ vxi−1; vxi = vxi−1 + dt ∗ (axi−1);

30



-20000

-15000

-10000

-5000

 0

 5000

 10000

 15000

 20000

 0  5  10  15  20  25

x 
[m

] -
 c

er
ve

ne
, v

 [m
/s

] -
 z

el
en

e,
 a

 [m
/s

/s
]

t [s]

Pohyb kyvadla se suchym trenim

Obrázek 3.9: Pohyb kyvadla se suchým třeńım.

axi = −k ∗ xi−1 + (a ∗ xi−1 ∗ xi−1 ∗ xi−1 − b ∗ vxi−1); endfor; plot(x(1 : 25000))
odpov́ıdal řešeńı rovnice 3.16

ẍm + bẋ + kx − ax3 = 0 (3.16)
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Obrázek 3.10: Kmity pobĺıž separatrisy. Výchylka (červeně), zrychleńı (modře) a rychlost (zeleně).
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3.5 Eukleidovské kyvadlo

Jiným př́ıkladem kyvadla s nekonstantńı tuhost́ı a čistě viskózńı disipaćı může být ky-
vadlo, v jehož potenciálu se vyskytuje člen známý z výpočtu vzdálenosti v eukleidovském
prostoru. Nazveme jej tedy eukleidovským kyvadlem. Tuto úlohu si rozebereme podrobněji.
Vyšetř́ıme kyvadlo s potenciálem

U(x) =
k0

2
x2 + α

√

1 + βx2, (3.17)

z čehož vyplývá, že pohyb kyvadla je tedy popsán rovnićı

mẍ = −(k0x +
αx√

1 + βx2
) − νẋ, (3.18)

Vid́ıme tedy, že tuhost sestává ze dvou člen̊u, konstanty a členu opravného:

k = k0(1 +
1√

1 + βx2
), (3.19)

kde
k0 je počátečńı tuhost
k je tuhost
m, α, β ∈ R+,

Pr̊uběh velikosti opravy tuhosti vid́ıme na obrázku 3.11, čili pro malé výchylky se taková
pružina jev́ı jako tužš́ı než obyčejná a pro velké výchylky se asymptoticky bĺıž́ı normálńımu
kyvadlu rychlost́ı 1

x
. Pr̊uběh potenciálu lineárńıho kyvadla znázorňuje parabola, kterou

vid́ıme na obrázku 3.12.
Křivka, zobrazuj́ıćı opravu k parabolickému potenciálu tvoř́ıćı eukleidovský člen, je vidět
na obrázku 3.13.
Součet parabolického pr̊uběhu a eukleidovské opravy dává potenciál na obrázku 3.14.
S t́ımto potenciálem, který si můžeme představit jako mýdlo klouzaj́ıćı v doĺıku tohoto
tvaru, již pochopitelně nemá vlastnosti lineárńıho kyvadla a perioda kyvu již záviśı na am-
plitudě. Pro amplitudy kolem jedné je např́ıklad názorně vidět, že perioda kyvu takovéhoto
kyvadla roste s amplitudou. Toto je vlastnost, kterou můžeme očekávat u leckterých bio-
logických tkáńı v oblasti velmi malých výchylek. O tom však v následuj́ıćıch kapitolách.
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Obrázek 3.12: Potenciálem lineárńıho kyvadla s konstantńı tuhost́ı je parabola.
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Obrázek 3.13: Nelineárńı člen definuj́ıćı kvadratický potenciál má tvar výpočtu vzdálenosti v Eukleidovském prostoru.
Tento člen tvoř́ı opravu k parabolickému potenciálu na obrázku 3.12.
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3.6 Kyvadlo s obecnou mocninou

Posledńım speciálńım př́ıkladem kyvadla s nekonstantńı tuhost́ı a čistě viskózńım tlu-
meńım, kterým se budeme zabývat, je kyvadlo s obecnou mocninou tuhosti.
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Obrázek 3.15: Porovnáńı nejlepš́ıho nafitovaného řešeńı rovnice (3.20) a naměřených dat pro ploténku L4 ukazuje téměř
dokonalou shodu v periodicitě signálu, avšak mı́rně se zvětšuj́ıćı odchylku maximálńıch amplitud zp̊usobenou nelinearitou
viskozniho disipačńıho členu, který neńı dosud v rovnici zahrnut.

ẍ + βẋ + ω2|x|γsign(x) = 0 (3.20)

Zde je pro problémy se znaménkem obecné mocniny obecná mocnina tuhosti užita jen
pro určeńı velikosti návratového puzeńı kyvadla, zatimco fakt, že jeho směr vždy p̊usob́ı
proti směru výchylky je zohledněno násobitelem sign(x).
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3.7 Kmitáńı ve 3D

Daľśı velmi zaj́ımavou kapitolu v popisu kmitaj́ıćıch soustav navšt́ıv́ıme, pokud opust́ıme
rovinné kmitáńı a pohlédneme na soustavy kmitaj́ıćıch ve v́ıce volných osách. Jelikož se
tato práce zabývá kyvadly biologickými, je třeba i v prvńım náhledu uvažovat tlumeńı.
To dvojnásob plat́ı pro páteř, která je vlastně velmi sofistikovaně řešeným tlumičem s ob-
rovským tlumı́ćım účinkem s trvanlivost́ı tanku. Nejjednodušš́ı takovou soustavu vid́ıme
na obrázku 3.16.

k k kv v v1 2 3 31 2

M M M1 2 3

12 23

1312 21
q

qq

q q=?

Obrázek 3.16: Schema soustavy maj́ıćı možnost kmitat se třemi stupni volnosti. k1−3 znač́ı tři obecně nelineárńı
tuhosti, každou v jiné složce pohybu, podobně ν1−3 jsou vazké tlumı́ćı členy, rovněž obecně nelineárńı pro r̊uzné složky
pohybu. q12,23,13 znač́ı vazby mezi jednotlivými směry pohybu. M1−3 jsou tři momenty hybnosti pro r̊uzné směry pohybu.

Obecně plat́ı, že při nenulových vazbách qij má tato soustava tendenci vybudit kmitáńı
i v jiných směrech než ve kterých byla vybuzena. Věnujme se nyńı př́ıpadu, kdy všechny
prvky i vazby v tomto modelu budou lineárńı, tedy např́ıklad když plat́ı:

ẍ = −κ11x − ν1ẋ − κ12y − κ13z

ÿ = −κ22y − ν2ẏ − κ21x − κ23z

z̈ = −κ33z − ν2ż − κ31x − κ32y

(3.21)

κ =







κ11 κ12 κ13

κ21 κ22 κ23

κ31 κ32 κ33
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nebo

ẍ = −κ11x − ν1ẋ − (x − y)κ12 − (x − z)κ13

ÿ = −κ22y − ν2ẏ − (y − x)κ21 − (y − z)κ23

z̈ = −κ33z − ν3ż − (z − x)κ31 − (z − y)κ32

(3.22)

Prvńı ze soustav můžeme také přepsat v maticovém tvaru
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(3.23)

Obecnou vlastnost́ı těchto lineárńıch soustav je, že alespoň pro tři ortogonálńı směry exis-
tuj́ı taková vybuzeńı, aby se až na amplitudu periodicky opakovala až do úplného utlumeńı.
Toto tvrzeńı samozřejmě neznamená, že pohyb v těchto ťrech směrech bude rovinný, na-
opak pravděpodobně bude poměrně komplikovaný, leč až na amplitudu periodický.
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Část II

Experiment

40



Kapitola 4

Metodika

Vycházej́ıc ze základńıch praćı [24, 18], tématicky podobných praćı [26, 22] a předevš́ım
pak vlastńı práce [19], provedli jsme, s teoretickým podkladem předchoźıch kapitol (str. 19-
27), několik séríı dvou typ̊u experimentu. Prvńı typ experimentu prob́ıhal na postupně
se zdokonaluj́ıćı aparatuře, která umožňovala proměřit chováńı v jednom páteřńım seg-
mentu vždy v jedné ose kyvu. Aparatura byla navržena ve všech svých verźıch tak, aby
umožňovala zafixovat tělo jednoho obratle a tělo sousedńıho obratle opatřit vahadlem
s definovaným momentem setrvačnosti, na který byl připevněn sńımač rychlosti pohybu
v daném směru. Na rozd́ıl od druhého typu experimentu (viz dále) byl použitý moment
veliký 0, 1− 1, 5 [kgm2]. Tento moment definoval rovinu kyvu natolik, že bylo možné i bez
vněǰśıch mechanických vazeb a s dostatečnou přesnost́ı doměřit útlumový děj v jedné ro-
vině.
V druhém typu měřeńı, stejně jako v prvńım, byl jeden obratel fixován a druhý opatřen
vahadlem se sńımači. Na rozd́ıl od prvńıho typu měřeńı bylo vahadlo symetrické, opatřené
třemi navzájem ortogonálńımi sńımači zrychleńı. Moment setrvačnosti zde činil kolem
1 [gm2], byl tedy přibližně 1000x menš́ı než u vahadla v prvńım typu měřeńı. Na této
aparatuře jsme provedli série experiment̊u zaměřených na stanoveńı přenosu pohybové
energie mezi jednotlivými stupni volnosti pohybu.

4.1 Experimentálńı materiál

Jako lidské ploténce biomechanicky rovnocenný materiál, který se pro výzkum této
tkáně běžně už́ıvá [22, 26], jsme použili vzorky bederńı a hrudńı páteře ovce domáćı (ovis
domestica) a prasete domáćıho (sus scrofa) resp. páteřńı pohybovou jednotku (obratel-
ploténka-obratel) zbavené sval̊u a vaz̊u (FSU dle definice na straně 11), obr. 4.1. Pro většinu
měřeńı byl nav́ıc prováděn řez intervertebrálńımi klouby a t́ım došlo k odstraněńı dorzálńı
části vzorku včetně mı́̌sńıho kanálu. Pro źıskáńı vzorku byla poražena vždy zv́ı̌rata po-
dobného stář́ı (ovis domestica 3-6 měśıc̊u, samci; sus scrofa 9-12 měśıc̊u, samci). Zv́ı̌rata
k porážce poskytla a porážku provedla firma Jan Růžička, soukromý zemědělec, Slivenec
Praha. Pro vyloučeńı zkresluj́ıćıch vliv̊u konzervace jsme použili vždy vzorky nekonzer-
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vované a měřeńı prob́ıhala v co nejkratš́ım možném čase od porážky, ve středńı hodnotě
8 hodin od porážky. Experimentálně jsme určovali vliv stárnut́ı a teploty na mechanické
vlastnosti vzorku, poté jsme dopoč́ıtali korekce na nulové stář́ı a tělesnou teplotu (tab. 4.1).
Anatomickými odlǐsnostmi páteře lidské a páteře ovce a prasete domáćıho se zabývá ka-
pitola 2.1.1. Pro opakované měřeńı byly vzorky vlhčeny Ringerovým roztokem (tab. 4.2),
aby se zamezilo jejich nadměrné dehydrataci.

tělesná teplota tepová frekvence dechová frekvence dechový objem

Ovce domáćı 39, 5◦C 60 − 120/min 19/min 300 ml

Prase domáćı 39, 0 ± 0, 5◦C 58 − 86/min 10 − 20/min 420 ml

Tabulka 4.1: Srovnáńı vitálńıch charakteristik ovce domáćı a prasete domáćıho.

Voda 1000 ml
Chlorid sodný 860 g
Chlorid draselný 0, 30 g
Chlorid vápenatý 2 H2O 0, 33 g
Osmolarita 309 mOsm/l
Titračńı acidita
(pH 7, 4) < 0, 3 mmol/l
pH 5, 0 − 7, 0

Elektrolyty mmol/l

Sod́ık 147
Drasĺık 4, 0
Vápńık 2, 3
Chloridy 156

Tabulka 4.2: Složeńı 1000ml Ringerova roztoku.

4.2 Popis měř́ıćıch aparatur

Jak bylo řečeno v úvodu, k analýze vlastnost́ı plotének byly použity dva měř́ıćı př́ıstupy.
Lǐsily se jak stupněm volnosti pohybu, tak sńımanou veličinou. V obou př́ıpadech byl k digi-
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Obrázek 4.1: Biologický materiál připravený k měřeńı. Vzorky byly zbaveny sval̊u a vaz̊u, dorzálńı část páteře byla
odstraněna vertikálńım řezem páteřńım kanálem. Řez je naznačen modře.

talizaci signálu použit AD převodńık firmy PaPouch DRAK5. Tento byl přes sériový port
připojen na poč́ıtač a námi napsaným programem v jazyce C obsluhován z operačńıho
systému Linux (distribuce Debian). Samplovaćı frekvence pro všechna měřeńı byla nasta-
vena na 1000 vzork̊u/s. V př́ıpadě měřeńı s jedńım stupněm volnosti byly použity mag-
netoelektrické sńımače zhotovené z ramének harddisk̊u. Vzhledem k této konstrukci byla
sńımána rychlost pohybu. V př́ıpadě trojdimenzionálńıho měřeńı byly použity citlivé akce-
lerometry firmy Senzor Modular System, s.r.o. typu SV162 pracuj́ıćı na piezoelektrickém
principu obsahuj́ıćı střižně namáhaný křemı́kový krystal. Ten byl připojen na nábojový
zesilovač vlastńı konstrukce (obr. B.1 a B.3). Pro představu o citlivosti těchto akcelero-
metr̊u v tomto uspořádáńı uvád́ıme záznam odezvy středńı srdečńı činnosti podél páteře
na obrázku 4.2.
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Obrázek 4.2: Periodická složka srdečńıho pozad́ı.

Veškeré experimenty totiž prob́ıhaly při amplitudách nepřevyšuj́ıćıch 1
10

fyziologického
rozsahu charakteristického pro dané obratlové spojeńı. Proto i zrychleńı, která jsme měřili,
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nepřevyšovala 1 mms−2.

Všechna naše měřeńı na všech vzorćıch prob́ıhala pro torzi, flexi a laterálńı flexi. V těchto
směrech se ploténka jev́ı minimálně jako desetkrát méně tuhá než v axiálńım směru,
pro který bychom museli zvolit pro přesná měřeńı zcela jinou konstrukci aparatury. Prvńı
verze aparatury (obr. B.2) umožňovala měřeńı rychlosti vahadla vždy pouze pro jeden směr
pohybu. Vahadlo se k obratli připojovalo př́ımo třemi vruty. Závaž́ı vyvolávaj́ıćı moment se
na vahadlo pokládala a udržela pouze vlivem suchého třeńı indukovaného hmotou závaž́ı.
Tento zp̊usob připevněńı vahadla na vzorek měl jednu výhodu: u žádné z pokročileǰśıch
verźı měř́ıćı aparatury se nám nepodařilo vytvořit upevněńı méně hmotné a vyvozuj́ıćı
menš́ı moment.

Pokročileǰśı verzi aparatury vid́ıme na obrázćıch 4.3 až 4.5.

Obrázek 4.3: Druhá verze aparatury ke sńımáńı kmit̊u v rovině obsahovala sńımaćı prvky pro větš́ı citlivost umı́stěné
až na konci vahadla. Moment se nastavoval posunem závaž́ı po ramenech vahadla a měnil se tak se vzdálenost́ı od středu
otáčeńı mechanický moment, aniž by se měnilo předpět́ı vzorku.

Obrázek 4.4: Tatáž aparatura z jiného úhlu pohledu.

Tato aparatura již umožňovala bud’ měřeńı okamžité rychlosti vahadla ve dvou osách
pohybu nebo současné měřeńı pohybu a jeho buzeńı za pomoci programovatelného DA pře-
vodńıku firmy PaPouch, s.r.o. ProgGen. Závaž́ı se upevňovalo již př́ıtlačným šroubovým
hrotem na vahadlo kruhového pr̊uřezu. K uṕınáńı vahadla na vzorek sloužily tři šrouby
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Obrázek 4.5: Detail prvku sńımaj́ıćıho rychlost vahadla při torzi. Při flexi jej bylo nutno otočit o π
2
.

rozmı́stěné po 2
3
π po obvodu kruhového nosńıku tak, aby se jejich konce opatřené hroty

střetávaly při maximálńım utažeńı v centu kružnice tvořené nosńıkem. Tento zp̊usob uṕınáńı
byl mnohem rychleǰśı a umožňoval vyloučit dlouhé prostoje mezi odměřeńım jednotlivých
vzork̊u. S touto aparaturou bylo odměřeno asi padesát vzork̊u.

Naš́ı nejdokonaleǰśı aparaturu umožňuj́ıćı velmi snadnou výměnu vzork̊u a současné
měřeńı ve dvou osách pohybu při zapnutém buzeńı generátorem ProgGen jsme vytvořili
za přispěńı ze zdroj̊u grantu GAUK 93/2003/C. Od předchoźı verze se kromě konstrukce
uṕınače (zde je tvořen jakousi tupou gilotinou ovládanou jediným šroubem) lǐśı předevš́ım
existenćı třet́ı ćıvky umı́stěné kolmo k ćıvce bud́ıćı a rotaci sńımaj́ıćı (obr. 4.6 až 4.10).

Obrázek 4.6: Nejdokonaleǰśı verze aparatury měř́ıćı rychlost pohybu raménka ve dvou směrech a umožňuj́ıćı i jeho
harmonické buzeńı byla vybavena pohyblivými závaž́ımi, kterými bylo lze měnit mechanický moment kmitadla v poměrně
širokém rozmeźı (1 : 30) bez nutnosti změny mechanického předpět́ı vzorku.

Velká výhoda všech těchto tř́ı generaćı měř́ıćı aparatury spoč́ıvala v použit́ı mechano-
magneto-elektrického převodńıku, který je teplotně téměř nezávislý a hlavně měř́ı př́ımo
rychlost, čili určeńı okamžité kinetické energie nečińı žádných pot́ıž́ı na rozd́ıl od převodńıku
piezoelektrického, který, byv použit při velké citlivosti, má tendenci patrně vlivem po-
malých teplotńıch změn měnit stejnosměrnou složku a velice znepř́ıjemňovat při výpočtech
numerickou integraci zrychleńı, které měř́ı, nebot’ hodnoty rychlosti, a zvláště pak po-
lohy, s oblibou úspěšně diverguj́ı. Použité mechano-magneto-elektrické převodńıky byly
źıskávány ve všech př́ıpadech ze starš́ıch harddisk̊u, přičemž bylo využito jak značné ho-
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Obrázek 4.7: Zp̊usob uchyceńı biologického vzorku do měř́ıćı aparatury byl snadný.

Obrázek 4.8: Při odklopených keramických permanentńıch magnetech je dobře vidět bud́ıćı i sńımaćı ćıvku.

mogenity permanentńıho magnetického pole v nich, tak i kruhové symetrie uchyceńı hard-
diskových hlaviček. Nutno ř́ıci, že s přibývaj́ıćım počtem sńımač̊u a budič̊u bylo nasta-
veńı aparatury pro každý vzorek stále komplikovaněǰśı, nebot’ hrozil kontakt sńımaćı ćıvky
s permanentńım magnetem a t́ım vznik suchého třeńı, č́ımž by bylo měřeńı do značné
mı́ry znehodnoceno. Na této posledńı, nejdokonalěǰśı aparatuře bylo provedeno cca třista
měřeńı.

Daľśım typem aparatury byl trojdimenzionálńı akcelerometrický kmitoměr (obr. 4.11),
koncepčně zcela odlǐsný od třech výše uvedených modifikaćı principielně stále stejné apa-
ratury. Při konstrukci této aparatury jsme rezignovali na maximálńı přesnost dosahovanou
v předcházej́ıćıch př́ıpadech. Odměnou nám bylo naprosté uvolněńı kmitavého pohybu
a umožněńı sńımat přeléváńı mechanické energie δ pulsem vybuzeného útlumového děje
mezi jednotlivými složkami. Základńı předpět́ı vzorku je u této aparatury velmi malé, což
je značnou výhodou. Závislost́ı mechanických parametr̊u na předpět́ı se zabýval White
a Panjabi [18]. Při tomto měřeńı je jeden obratel pevně fixován mocným svěračem k ne-
hybné podložce a druhý pak je př́ımo čtyřmi vruty v rovině kolmé k ose páteře upevněn
pevný symetrický kř́ıž o délce ramen 0, 15 m, na jejichž konćıch je optřen třemi piezoelek-
trickými akcelerometry typu SV 162 (obr. 4.11). I přesto, že krystaly v těchto sńımač́ıch
jsou již namáhány střihově, na rozd́ıl od jejich předch̊udc̊u dovážených z NDR (typ KD 35
a KD 17 firma Metra Mess-U Frequenztechnik MMF RADEBEUL) namáhaných ještě ještě
tlakově a použ́ıvaných se stř́ıdavými úspěchy dř́ıve, je vliv teplotńıch změn při citlivostech
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Obrázek 4.9: Vzorek horńı krčńı ovč́ı páteře upnutý do aparatury.

Obrázek 4.10: Celkový pohled na měř́ıćı aparaturu se vzorkem ovč́ı ploténky.

námi použ́ıvaných ještě velmi patrný, přestože již asi třicetkrát menš́ı. Tato měńıćı se
stejnosměrná složka znesnadňuje některé matematické operace.

Obrázek 4.11: Aparatura se třemi stupni volnosti. Akcelerometry typu SV 162 jsou připevněny k pevnému kř́ıži
ve vzájemně kolmých směrech.

47



���
���
���

���
���
���

���
���
���

���
���
���

1a

3

4

1b

33

4

4

6

5

6
2

2
2

2

2

2
V1

V2

Obrázek 4.12: Schema konečné verze měř́ıćı aparatury. Př́ıpravek (1a) pro uchyceńı prvńıho těla obratle (V1) k pevné
nehybné podložce; př́ıpravek 1b připojuje na tělo sousedńıho obratle (V2) momentovou tyč (5) a současně permanentńı
magnety (4), které tvoř́ı pohyblivou součást sńımač̊u rychlosti pohybu vahadla (momentové tyče). Na momentovou tyč se
navléká symetricky závaž́ı (6) určuj́ıćı jednak předpět́ı, hlavně pak ale moment kmitadla; (2) upevněńı obratl̊u do př́ıpravk̊u.

Obrázek 4.13: Náčrt zp̊usobu zatěžováńı meziobratlové ploténky v aparatuře se třemi stupni volnosti.
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Kapitola 5

Zpracováńı naměřených dat

Vyhodnoceńı naměřených dat

V předchoźıch kapitolách byl připraven a na př́ıpadech volných lineárńıch a nelineárńıch
tlumených kmitaj́ıćıch soustav popsán kompletńı aparát, který byl použit pro vyhodnoceńı
experimentálńıch dat. Naměřené útlumové křivky byly vždy analyzovány nejprve jako jed-
noduché kyvadlo nebo soustava lineárńıch kyvadel, a to tak, aby řešeńı rovnice 3.5 anebo
soustavy 3.22 co nejlépe odpov́ıdalo pr̊uběhu naměřených dat. Z nafitovaných koeficient̊u
těchto lineárńıch rovnic byly pomoćı přibližných vzorc̊u určovány materiálové konstanty
tuhost́ı a viskozit. Pro jednodimenzionálńı kyvadlo jsme se dále věnovali co nejlepš́ımu
vystižeńı nelinearity tuhosti, kde nejlepš́ıch výsledk̊u bylo dosaženo pomoćı rovnice 3.20,
viz dále.

Při analýze signálu z akcelerometru (měřeńı 3D kmitu) bylo nejprve potřeba odfiltrovat
ńızkofrekvenčńı složku zp̊usobenou teplotńım gradientem na piezokrystalu. K tomuto účelu
byla od signálu odečtena hodnota odpov́ıdaj́ıćı gaussovsky váženému pr̊uměru pološ́ı̌rce
třikrát širš́ı než byla nejnižš́ı dominantńı periodicita signálu. Tato upravený signál mohl
být již integrován a dala se tedy z nej vypoč́ıst jak rychlost tak okamžitá energie kyvadel
v jednotlivých směrech.
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5.1 Rekonstrukce potenciálu z experimentálńıch dat

Na tvar potenciálového ”doĺıku” se teoreticky můžeme pod́ıvat i př́ımo z experimentálńıch
dat. Vycháźıme z dat naměřených pro jednosložkový pohyb (obr. 5.1).
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Obrázek 5.1: Ukázka naměřeného pr̊uběhu okamžité rychlosti útlumového děje na obratlo L4 sus crofa.

Po odezněńı bud́ıćıho impaktu (δ pulzu) je energie v systému již jen disipována a žádná
daľśı do systému nepřitéká. Podle všech dosud známých fakt̊u je energie v našem systému
disipována výhradně viskozńımi silami, tedy silami úměrnými okamžité rychlosti. Pr̊uběh
rychlosti však v rámci experimentu stanovujeme. Jsme tedy schopni stanovit závislost
celkové energie v systému na čase. Celková energie systému se skládá z energie potenciálńı
a kinetické. V tomto vztahu tedy známe pr̊uběh celkové energie U(t) a z rychlosti jsme
schopni stanovit i energii kinetickou Ek(t) = 1

2
mv2(t). Jedinou neznámou funkčńı závislost́ı

v rovnici je tedy pr̊uběh potenciálńı energie Ep(t). Celková absorbovaná energie je dána
vztahem 5.1 [1]:

∫ x

0
Fv(t)dx, (5.1)

kde Fv je pr̊uběh viskózńı śıly.

Za viskózńı śılu dosad́ıme Fv(t) = νv(t) a integraci přes dráhu změńıme na integraci
přes čas. Pro absorbovanou energii tedy dostáváme vztah
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Ek(t) =
∫ t

0
νv(t)v(t)dt = ν

∫ t

0
v2(t)dt (5.2)

Celková mechanická energie v daném okamžiku tedy je

U(t) = E0 − ν
∫ t

0
v2dt, (5.3)

kde E0 ∈ ℜ+ je počátečńı energie dodaná do systému δ pulzem.

Př́ıklad je na obrázku 5.4.
Pro pr̊uběh potenciálńı energie je pak celý vztah:

Ep(t) = E0 − ν
∫ t

0
v2()dt − 1

2
mv2(t) (5.4)

Z požadavku na nulovost potenciálńı energie při každém pr̊uchodu kyvadla rovnovážnou
polohou dostáváme podmı́nku pro koeficienty v rovnici. Okamžiky ti definujeme podmı́nkou

x(ti) = 0 ∀ ti je Ep(ti) = 0 (5.5)

Situaci pro vhodné nalezené koeficienty dokumentuje obrázek 5.2.
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Obrázek 5.2: Zrekonstruovaný pr̊uběh potenciálńı energie naměřeného útlumového děje.

Integraćı naměřené rychlosti źıskáme polohu kyvadla v závislosti na čase x(t) =
∫ t
0 v(t)dt,

viz obrázek 5.3.
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Do grafu poté můžeme vynést závislost potenciálńı energie na výchylce a názorně tak
spatřit potenciálový ”doĺık” (obr. 5.5).

Na obrázku 5.5 je pro srovnáńı potenciáńı energie proložena nejlepš́ı možnou parabolou
ve smyslu minima čtverc̊u odchylek. Graf závislosti velikosti těchto odchylek na výchylce
vid́ıme na obrázku 5.6.
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Obrázek 5.3: Naměřená rychlost a zrekonstruovaná poloha vahadla útlumového děje na ploténce L4 sus crofa.
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Obrázek 5.4: Zrekonstruovaný pr̊uběh celkové mechanické energie naměřeného útlumového děje.
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Obrázek 5.5: Zrekonstruovaný tvar potenciálového doĺıku útlumového děje, ukazuje závislost potenciálńı energie vahadla
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5.2 Materiálové konstanty

Při hledáńı vhodného tvaru diferenciálńı rovnice popisuj́ıćı naměřenou útlumovou křivku
se ukázala být v dobré shodě řešeńı rovnice (rov. 3.20).

Jej́ı fitovaćı hodnoty jsou v tabulkách (5.2) a (5.3)

Tmax β[m−1s−1] ω[s] v0[m/s]
√

∑

s2

2.0 0.705842 8.855772 0.028329 0.000324
3.0 0.737315 8.887579 0.028528 0.000665
4.0 0.750027 8.916015 0.028595 0.001487
5.0 0.765199 8.939243 0.028712 0.002733
6.0 0.778611 8.958149 0.028826 0.004405
7.0 0.793356 8.970145 0.028989 0.006272
8.0 0.806981 8.977314 0.029156 0.007896
9.0 0.818162 8.978633 0.029317 0.009021
10.0 0.824395 8.978108 0.029411 0.009559
11.0 0.824335 8.977943 0.029405 0.009758
12.0 0.826938 8.977418 0.029451 0.009796

Tabulka 5.1: Fitovaná data od třet́ıho pr̊uchodu kyvadla nulovou polohou. V prvńım sloupečku tabulek je uveden čas,
do kterého jsou fitovaná data brána v úvahu pro daný fit, výpočet sumy čtverc̊u odchylek je uveden v posledńım sloupečku.
Druhý sloupeček obsahuje fitem źıskaný nejlepš́ı koeficient β, třet́ı sloupeček lineárńı elastický člen ω, ve čtvrtém sloupečku
vid́ıme hodnoty fitem źıskaných počátečńıch rychlost́ı. Nejlepš́ı řešeńı rovnice (C.4).

Koeficienty ω a γ jsou velmi stabilńı pro libovolný řešeńım rovnice (3.20) fitovaný úsek
dat. Součet čtverc̊u nebývale poklesl v podstatě na úroveň, kdy odchylky jsou tvořeny jen
měř́ıćım šumem (viz. obr. 5.7). Jediným nestabilńım parametrem je viskózńı parametr β.
Tento fakt nasvědčuje tomu, že i tento tlumı́ćı viskózńı člen je rychlostně závislý, a to
př́ımo úměrně.

Nyńı uvedeme ještě několik parametr̊u β, ω a γ pro jiná měřeńı na téže ploténce. Jed-
nalo se o ploténku L4 o rozměrech 4x3 cm, tloušt’ce 6 mm zatěžovanou torzně vahadlem
o momentu 0, 1 kg ·m2 o hmotnosti 415 g uchycenou s páteřńı osou horizontálně. Z těchto
fakt̊u a dat uvedených v tabulkách vyplývaj́ı z použit́ı vzorce C.4 tyto přibližné materiálové
konstanty (tyto jsou přibližné, protože materiál považuj́ı za lineárńı, homogenńı, izotropńı
a pr̊uřez ploténky kruhový):

Křivku na obrázku (obr. 5.14 vlevo) můžeme v tomto přibĺıžeńı popsat pomoćı lineárńıch
materiálových konstant ν-viskozita a G-Young̊uv modul ve smyku pomoćı rovnice 5.6 [3, 4],
z čehož porovnáńım s rovnićı C.4 jsou materiálové konstanty určeny vztahy 5.7 a 5.8.

φ = Ae−
r4ν
4lJ

t sin





√

r4G

2lJ
− r4ν

4lJ
t + α



 (5.6)
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Tmax β ω γ · 10−9 v0[m/s]
√

∑

s2

2.0 0.722428 7.314247 0.938962 0.028692 0.000193
3.0 0.751464 7.472314 0.945852 0.028915 0.000279
4.0 0.763003 7.441332 0.944587 0.029047 0.000350
5.0 0.777977 7.461576 0.945466 0.029230 0.000476
6.0 0.787784 7.453517 0.945144 0.029362 0.000581
7.0 0.796207 7.460610 0.945433 0.029483 0.000757
8.0 0.801825 7.390117 0.942626 0.029582 0.000880
9.0 0.805599 7.362395 0.941510 0.029647 0.000997
10.0 0.807353 7.344764 0.940776 0.029673 0.001084
11.0 0.809187 7.346379 0.940836 0.029705 0.001166
12.0 0.809928 7.347067 0.940859 0.029719 0.001213

Tabulka 5.2: Fitovaná data od třet́ıho pr̊uchodu kyvadla nulovou polohou. V prvńım sloupečku tabulek je uveden
čas, do kterého jsou fitovaná data brána v úvahu pro daný fit, výpočet sumy čtverc̊u odchylek je uveden v posledńım
sloupečku. Druhý sloupeček obsahuje fitem źıskaný nejlepš́ı koeficient β, třet́ı sloupeček lineárńı elastický člen ω, čtvrtý
sloupeček nelineárńı elastický člen γ, v pátém sloupečku vid́ıme hodnoty fitem źıskaných počátečńıch rychlost́ı. Nejlepš́ı
řešeńı rovnice (3.20).

(ω2 + β)2lJ

r4
= G (5.7)

ν =
4lJβ

r4
(5.8)

Dosazeńım hodnot z tabulky 5.1 dostaneme pro smykový Young̊uv modul pružnosti G
přibližnou hodnotu G = 1, 6 · 106[Pa], a pro dynamickou viskozitu ν hodnotu
ν = 8 · 103[Pa · s].

Zaj́ımavé chováńı parametr̊u rovnice (3.20) vid́ıme pro ploténku mezi obratlovými těly
C2-C3 v tabulce 5.4 a grafu (obr. 5.8). Můžeme vidět, že i přes neustálé zvlhčováńım
ploténky Ringerovým roztokem docháźı k systematickému posunu hodnot těchto para-
metr̊u. Tuhost vzorku roste, zat́ımco nelinearita se zmenšuje, nebot’ γ konverguje k jedné.
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Tmax β ω γ · 10−9 v0[m/s]
√

∑

s2

2.0 0.893845 7.322157 0.940187 0.010153 0.000069
3.0 0.904774 7.345294 0.941170 0.010189 0.000078
4.0 0.921978 7.372244 0.942170 0.010247 0.000121
5.0 0.932044 7.363498 0.941822 0.010287 0.000142
6.0 0.940139 7.299066 0.939491 0.010320 0.000165
7.0 0.944273 7.303852 0.939619 0.010341 0.000190
8.0 0.946007 7.213518 0.936374 0.010348 0.000223
9.0 0.945983 7.213544 0.936364 0.010349 0.000248

Tabulka 5.3: Fitovaná data od pátého pr̊uchodu kyvadla nulovou polohou. V prvńım sloupečku tabulek je uveden čas,
do kterého jsou fitovaná data brána v úvahu pro daný fit, výpočet sumy čtverc̊u odchylek je uveden v posledńım sloupečku.
Druhý sloupeček obsahuje fitem źıskaný nejlepš́ı koeficient β, třet́ı sloupeček lineárńı elastický člen ω, čtvrtý sloupeček
nelineárńı elastický člen γ, v pátém sloupečku vid́ıme hodnoty fitem źıskaných počátečńıch rychlost́ı. Nejlepš́ı řešeńı rovnice
(3.20).

Počet minut Disipačńı viskózni Elastický Mocnina nelineárńı
od porážky člen β člen ω elasticity γ v0[m/s]

√
∑

s2

60 1.435920 14.116273 .924416 .406790 .696413
120 1.053240 15.519229 .966320 .400673 2.552066
180 1.196933 15.352205 .985000 .414674 14.257716
240 1.615298 17.152080 .996477 .220074 1.258591

Tabulka 5.4: Vliv stárnut́ı vzorku na velikost jednotlivých parametr̊u ve fitovaćı rovnici (3.20).
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Obrázek 5.7: Porovnáńı nejlepš́ıho nafitovaného řešeńı rovnice (3.20) a naměřených dat pro ploténku L4 ukazuje téměř
dokonalou shodu v periodicitě signálu, avšak mı́rně se zvětšuj́ıćı odchylku maximálńıch amplitud zp̊usobenou nelinearitou
viskózniho disipačńıho členu, který neńı dosud v rovnici zahrnut.

 50  100  150  200  250

cas [min]

Vliv starnuti vzorku na prvky nelinearniho modelu

Viskozni clen beta
Viskozni clen beta, namerene hodnoty

Elasticky clen omega
Elasticky clen omega, namerene hodnoty

Mocnina elasticke nelinearity gama
Mocnina elasticke nelinearity gama, namerene hodnoty

Obrázek 5.8: Grafické znázorněńı trendu jednotlivých parametr̊u z rovnice (3.20) v závislosti na stárnut́ı vzorku, jejichž
hodnoty jsou uvedeny v tabulce (5.4), naznačuj́ı systematické tuhnut́ı vzorku a snižováńı nelinearity.
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Obrázek 5.9: Pokud neprivilegujeme jeden ze směr̊u volnosti, tak se u FSU kyvadla energie distribuuje z p̊uvodńıho
směru, v němž byla oscilace vyvolána, i do směr̊u ostatńıch. Vid́ıme, že energie je velmi rychle předána i do ostatńıch směr̊u
volnosti a pak v nich tlumena stejně významně jako ve směru p̊uvodńım. Červená křivka popisuje p̊uvodńı směr kmit̊u
odpov́ıdaj́ıćı čisté laterálńı flexi, žlutá kmity přenesené do směru čisté flexe. Je možné si povšimnout, že vlastńı rezonančńı
frekvence jsou pro laterálńı flexi a flexi r̊uzné. Ukazuje se, že jejich vzájemný poměr velmi dobře odpov́ıdá poměru poloos
elipsy opisuj́ıćı vněǰśı hranu hraničńı plochy obratle.

5.3 Trojossá měřeńı

Pro vyšetřováńı situace popsané v kapitole 3.7 jsme použili aparaturu z obrázku 4.11
k analýze mezisměrových přenos̊u energie. Vybuzeńı proběhlo vždy ve směru jedné z hlav-
ńıch os symetrie obratle δ pulzem o velikosti několika mJ . Sledovali jsme přenos vibraćı vy-
buzených t́ımto pulzem do jiných ortogonálńıch směr̊u. Tyto pohyby odpov́ıdaly flexi a la-
terálńı flexi. Př́ıklady naměřených křivek zobrazuj́ı obrázky 5.9, 5.10 a 5.11. Aparatura byla
konstruována tak, že těžǐstě vahadlového kř́ıže se senzory bylo umı́stěno na předńı stěně
páteřńıho kanálu, tedy v oblasti, která odpov́ıdá přirozenému středu otáčeńı (obr. 5.12).

Pro daľśı zpracováńı bylo třeba z naměřeného pr̊uběhu odfiltrovat 32 Hz signál, který
odpov́ıdal vlastńı rezonančńı frekvenci měrných ramen. Takto upravená data byla ana-
lyzována v lineárńım přibĺıžeńı, tedy byly hledány parametry νj, κi,j, viz rovnice 3.23.
Hledali jsme takové řešeńı této soustavy, která je ve smyslu minimalizace sumy čtverc̊u od-
chylek optimálńı. Źıskali jsme šest materiálových parametr̊u a tři vektory os, které, jak se
dalo předpokládat, přibližně odpov́ıdaly osám symetrie obratle. Poměry tuhost́ı a útlumů
pro osy odpov́ıdaj́ıćı laterálńı flexi a flexi byly v dobré shodě s poměrem geometrických
rozměr̊u měřené obratlové plošky. Tuhosti i tlumeńı odpov́ıdaly s chybou 20% tuhostem
zjǐstěným metodou rovinných kmit̊u měřených na aparatuře (obr. 4.3) při řešeńı v lineárńım
přibĺıžeńı.
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Obrázek 5.10: Modrá křivka popisuje p̊uvodńı směr kmit̊u odpov́ıdaj́ıćı čisté flexi, červená kmity přenesené do směru
čisté laterálńı flexe.
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Obrázek 5.11: Modrá křivka popisuje p̊uvodńı směr kmit̊u odpov́ıdaj́ıćı čisté torzi, červená kmity přenesené do směru
čisté flexe. Jemné vlnky jsou artefaktem zp̊usobeným oscilaćı vahadla.
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Obrázek 5.12: Ověřeńı umı́stěńı středu otáčeńı obratle při torzi. V tomto experimentu jsme provedli řez testovaným
obratlem savce (oryctolagus cuniculus f. domesticus). Zbylou část obratle jsme upevnili na páku s jemným posunem. Obratel
následuj́ıćı jsme pevně fixovali svěrkou k nehybné stolici. Sńımali jsme CCD kamerou o vysokém rozlǐseńı (Nikon CoolPix 5400
v makro režimu) pro každý diskrétńı úhel pootočeńı 1 sńımek. Źıskané sńımky jsme přeložili přes sebe s částečnou pr̊uhlednost́ı
a vyznačili pohyb několika dominantńıch bod̊u. Pr̊useč́ık středu křivosti jednotlivých obloučk̊u vymezuje oblast center rotace,
která je umı́stěna na předńı stěně páteřńıho kanálu. A obratel C7; B obratel Th12.
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Diskuze

Obecně se v modelech meziobratlové ploténky předpokládá tuhost nezávislá na ampli-
tudě pohybu nebo rostoućı s amplitudou. Tato práce ukazuje, že toto plat́ı pouze pro ampli-
tudy na horńım okraji fyziologického rámce nebo i za ńım. V oblasti malých výchylek hlu-
boko uvnitř tzv. Panjabiho neutrálńı zóny [18], jej́ıž existenci t́ımto zpochybňujeme, však
zcela jednoznačně plat́ı opak, tedy měknut́ı se vzr̊ustaj́ıćı amplitudou. Je nepochybné, že
k určeńı viskoelastických vlastnost́ı meziobratlové ploténky je vhodné přistupovat r̊uznými
měř́ıćımi metodami. Naše poměrně nekonvenčńı metoda má mimo jiné za ćıl nezaujatě
vyhledat maximálně účelně skupinu parametr̊u popisuj́ıćıch v nejlepš́ı možné mı́̌re hlavńı
vlastnosti ploténky v oblasti jej́ıho nejčastěǰśıho využit́ı. Ačkoli u některých nekonvenčńıch
parametr̊u, které navrhujeme pro posouzeńı rozd́ılu jak autentických plotének tak meziob-
ratlových implatnát̊u, např́ıklad koeficient γ, nev́ıme, jaké reálné př́ımo měřitelné veličině
mohou odpov́ıdat, pokládáme je však za velmi účelné, a to i přesto, že naše pokusy př́ımou
rekonstrukćı potenciál̊u z naměřených dat nepřinášej́ı př́ılǐs povzbudivé výsledky a nedá se
ř́ıci, že by jednoznačně potvrzovaly vhodnost vysvětleńı zkráceńı periody s klesaj́ıćı ampli-
tudou jako deformaci potenciálové jámy. Naproti tomu je korelace pr̊uběhu řešeńı rovnice
3.18 s naměřenými útlumovými daty typu jako na obr. 5.1 velice přesvědčivá. Pro jeho
d̊uležitost jej uvád́ıme ještě jednou (obr. 5.13).

Tento obrázek ukazuje reálnou možnost popisu změny periody s amplitudou jako od-
chylky od kvadratického potenciálu. Pokud by to tak bylo, znamenalo by to rozpor s tvr-
zeńım prof. Ďoubala [20], který naměřil podobné závislosti pro cévńı stěny a k̊uži, ovšem
interpretuje je (bez matematického popisu) jako únavu materiálu. Konečnou odpověd́ı
na otázku, která z interpretaćı je správná, může nejsṕı̌se dát jen jiný typ experimentu:

Budeme-li např́ıklad elektromechanickým budičem budit na konstantńı frekvenci osci-
lace na vzorku v bĺızkosti jeho rezonančńı frekvence, bude možné pozorovat bud’ zhruba
dvacetiprocentńı zmenšeńı amplitudy během cca třiceti až padesáti kmit̊u, pak dá př́ıroda
za pravdu sṕı̌se prof. Ďoubalovi, anebo se amplituda měnit nebude, resp. bude po začátku
buzeńı jen monotónně stoupat, pak bude pravda je sṕı̌se na naš́ı straně.

Jinou zaj́ımavou otázkou je analýza přelivu energie u kmitáńı s třemi složkami. Zat́ım se
nám nepodařilo popsat mezisložkový energetický přenos natolik, abychom byli schopni na-
psat vazebńı podmı́nky qij (obr. 3.16) takové, aby zaručovaly jednostrannost energetického
přenosu (obr. 5.15) nebo aby naopak mohlo v rámci jediného útlumového děje docházet
k mnohonásobným energetickým přesun̊um mezi jednotlivými složkami oscilačńıho pohybu
(obr. 5.16). Nejsme ani schopni rozhodnout, který z těchto dvou typ̊u útlumu je v ploténce
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tá

lń
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ý
m
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realizovatelný, potažmo pro ni optimálńı.
Také se můžeme např́ıklad ptát, zda je možné, aby amplituda v primárńı bud́ıćı složce

byla ve fyziologickém př́ıpadě v nějaké části útlumu menš́ı než v sekundárně vybuzeném
směru oscilace. Ještě podstatněǰśı otázkou však je, zda celkový energetický útlum v sekun-
dárńım směru může překročit energii utlumenou ve směru primárńıho pohybu. Jakou asi
podmı́nku pro qij by tato omezeńı znamenala?

Podařilo se nám naopak ukázat, že mezisložkový přeliv energie je velmi rychlý s relaxačńı
dobou kolem dvou period rezonančńıho kmitu. Jsme přesvědčeni, že daľśı analýza takto
rozvolněného útlumového děje by odkryla daľśı strukturálńı prvky popisu ploténkového
útlumu.

Co se týče použitého biologického materiálu potvrzujeme v podstatě skutečnosti udávané
v literatuře [26], že totiž na použitém konkrétńım zv́ı̌rećım druhu je charakter naměřeným
dynamických veličin nezávislý. Toto tvrzené je platné i přestože počet lamel annulus fib-
rosus je u ovćı typicky třikrát vyšš́ı (tloušt’ka naopak pětkrát nižš́ı) a nucleus pulposus je
mnohem hutněǰśı.

Daleko větš́ı problém než typ zv́ı̌rete je podle našich zkušenost́ı stář́ı vzorku. Svalstva
a šlach zbavená páteř si uchovává bez použit́ı Ringerova roztoku svoje mechanické vlast-
nosti jen několik deśıtek minut, při vlhčeńı Ringerovým roztokem asi desetkrát déle. Za-
mrazeńı vzorku, byt’ obaleného ochranným textilńım materiálem napuštěným t́ımto rozto-
kem a uzavřeným v neprodyšném poyetylenovém krytu, ponechaný tak po několik týdn̊u,
ovlivńı po opětovném rozmrazeńı vzorku mechanické hodnoty minimálně o deśıtky pro-
cent. Źıskáváńı biologického materiálu ve vhodné podobě nebyl d́ıky soukromým země-
dělc̊um a chovatel̊um větš́ı problém a vzorky se podařilo měřit velmi čerstvé. Většina
zv́ı̌rat pocházela od soukromého chovatele p. J. Růžičky z Prahy-Slivence. Rozmanipu-
lováńım zv́ı̌rat řezńıkem nepředstavovalo problém zejména u ovćı a jehňat, u prasat a selat
bylo zapotřeb́ı vyhledat řezńıka ochotného provádět porážku takovým zp̊usobem, aby se
nepoškodila páteř. Tento zp̊usob rozmanipulováńı je však běžný u soukromých chovatel̊u
v celých jižńıch Čechách, čili ani to nepředstavovalo větš́ıch problémů.

I přestože jsme dosáhli ve výpočtu parametr̊u z tabulky 5.1 pomoćı vzorc̊u 5.6, 5.7
a 5.8 s literaturou srovnatelných hodnot youngových modul̊u a viskozit, hlavńı př́ınos této
práce vid́ıme zvláště ve vytvořeńı dvou nových metodik, které jsou s to bez př́ıdavných
mechanických vazeb velmi jemně ukázat charakter nelinearity meziobratlového spojeńı
i pro velmi malé výchylky. Tento charakter byl poměrně úspěšně popsán pomoćı rovnice
s mocninnou tuhost́ı (rov. 3.20), kde jsme zavedli parametr γ a mnohými měřeńımi ukázali
jeho stabilitu a prospěšnost.
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Obrázek 5.14: Porovnáńı nejlepš́ıho nafitovaného řešeńı rovnice (3.20) a naměřených dat pro ploténku L4 ukazuje téměř
dokonalou shodu v periodicitě signálu, avšak mı́rně se zvětšuj́ıćı odchylku maximálńıch amplitud zp̊usobenou nelinearitou
viskózniho disipačńıho členu, který neńı dosud v rovnici zahrnut.
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Obrázek 5.15: Náčrtek př́ıpadu, kdy je energie disipována i ve druhé složce volnosti, avšak nedocháźı již k jej́ımu
zpětnému přenosu. V obrázku jsou kromě konkrétńıho oscilačńıho pr̊uběhu zakresleny i obalové křivky.
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Obrázek 5.16: Tlumený záznějový děj, kde docháźı k několikanásobnému přelivu energie mezi složkami pohybu.
V obrázku jsou kromě konkrétńıho oscilačńıho pr̊uběhu zakresleny i obalové křivky.
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Závěr

Metodou volné oscilace, která se nám zdá pro určeńı viskoelastických vlastnost́ı ploténky
jako celku vhodněǰśı než konvenčńı trhaćı techniky [22], se nám podařilo identifikovat
nelineárnost tuhosti v oblasti malých fyziologických kmit̊u pro flexe a rotaci. Za pomoci
detailńı analýzy útlumové křivky jsme stanovili poměrně úspěšnou opravu k potenciálu
v rovnici matematického tlumeného kyvadla.

Tento opravný koeficient tvoř́ı obecnou mocninu tuhosti a pohybuje se u čerstvých
vzork̊u v rozmeźı 0,92-0,95. Pro vzorky starš́ı konverguje k 1. Tento opravný člen úspěšně
vystihuje velkou část charakteru tuhosti, tedy měknut́ı materiálu při větš́ıch výchylkách.
Ukazuje se, že tentýž koeficient je vhodné použ́ıt pro popis velmi malých oscilaćı i jiných
tkáňových struktur jako je k̊uže či cévy [20]. Kupodivu i u nich se nalézá jeho hodnota
ve stejných rozmeźıch jako u zde zkoumané ploténky.

Nyńı již k samotným hypotézám této práce, viz vytýčené ćıle (str. 7).

ad H1 Vyvrácena. Ukázalo se, že i v tak malém rozmeźı deformaćı, kde prob́ıhá defor-
mace ploténky za života jedince běžně, a kterou nazýváme fyziologický rozsah de-
formaćı, plat́ı, že deformace na deformačńı śıle nezáviśı beze zbytku lineárně, ale je
třeba zde zavést nelineárńı opravný koeficient. Pozoruhodné je, že tento koeficient
má za úkol vystihovat právě opačný trend, než by se z dř́ıve publikovaných praćı dalo
předpokládat. Pro větš́ı výchylky se totiž v této oblasti mikrovýchylek dynamického
zat́ıžeńı ploténka jev́ı jako méně tuhá než pro výchylky menš́ı. Tento poznatek je
ve svém d̊usledku v př́ımém rozporu s teoríı tzv. Panjabiho neutrálńıch zón [23],
které vymezuj́ı oblast klesaj́ıćı nebo až nulové tuhosti.

ad H2 Potvrzena. Přestože se ukazuje, že větš́ı amplitudy jsou i ve fyziologických rychlostech
deformace tlumeny rychleji než by odpov́ıdalo prostému lineárńımu tlumeńı, je tato
oprava velmi malá.

ad H3 Potvrzena. Ukazuje se, že útlum FSU jako celku nabývá svého maxima při vlastńı
rezonančńı frekvenci stejné FSU.

ad H4 Potvrzena. Struktura ploténky je ”navržena” tak, aby co možná nejrychleji odvedla
přet́ıžeńı z daného směru do směr̊u ostatńıch a zrovnoměrnila tak zat́ıžeńı svých
struktur.
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Modifikaćı měř́ıćı aparatury jsme źıskali možnost experimentálně zkoumat mezisměrové
energetické přenosy v rámci jednoho útlumového děje. O těchto přenosech jsme přesvědčeni,
že významnou měrou přisṕıvaj́ı k rozložeńı zátěže do všech substruktur ploténky, a t́ım k jej́ı
větš́ı odolnosti, stejně jako k maximálńımu útlumovému efektu.

Přestože jsme si vědomi nelineárnosti charakteru ploténky, pokouš́ıme se nejprve popsat
mezisměrový přenos mechanické energie v ploténce jako lineárńı soustavu rovnic, což nám
umožňuje stanovit tři vlastńı frekvence a tři vlastńı vektory systému ploténky, které, jak
se dalo předpokládat, vycházej́ı téměř kolineárńı s hlavńımi osami symetrie ploténky.

Tato práce předevš́ım poukázala na neprobádanost mechanických přeměn a přenosu
v meziobratlové ploténce v oblasti malých výchylek. Tedy takových, které jsou během
života jedince nejčastěji použ́ıvány a o přesné až o úzkostlivě přesné dodržeńı charak-
teru vazeb bychom se měli snažit. V rámci této práce byly vytvořeny předevš́ım meto-
diky jak tyto vazby efektivně zkoumat (třebaže v podmı́nkách in vitro). Zde rozpraco-
vané metody se zdaj́ı být nástrojem velmi kvalitńım pro porovnáváńı vhodnosti nových
ploténkových náhrad, jakož i pro daľśı výzkum parametr̊u a charakteru vazeb meziobrat-
lového ploténkového spojeńı.
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70



[33] www.chirogeek.com. Staženo 7.8.2005.
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potenciálńı, 20, 25
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Tento člen tvoř́ı opravu k parabolickému potenciálu na obrázku 3.12. . . . . . . . . . . . . . . 34
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2
. . . . . . . . 44
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moment kmitadla; (2) upevněńı obratl̊u do př́ıpravk̊u. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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74



5.8 Grafické znázorněńı trendu jednotlivých parametr̊u z rovnice (3.20) v závislosti na stárnut́ı vzorku, jejichž
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Dodatek A

Výpočtový program
pro potenciálovou jámu v Octave

R=load("roto_L4_L5_lf03.txt");

X1 = R(48000:62500,3);

X1=X1.+ 0.0004;

gset terminal postscript eps enhanced monochrome

gset output "nahled.eps"

x(10)=0;

index=(1:14501)/1000;

for i=11:14491 P=polyfit (index(i-10:i+9),X1(i-10:i+9)’,3);

x1(i)=polyval(P,index(i)); Pi= polyinteg (P);

dt(1)=index(i-1)-(index(i)-index(i-1))/2;

dt(2)=index(i-1)+(index(i)-index(i-1))/2;

dx=polyval(Pi,dt); x(i)=x(i-1)+dx(2)-dx(1); endfor;

ylabel "v [mm/s]"

xlabel "t [s]"

title "Namereny prubeh utlumoveho deje"

gset output "nahledx.eps"

plot (index,X1,";namerena data - rychlost pohybu [mm/s];",index(1:14491),

X1(1:14491),,"; vypocetna vychylka [mm];")

v2(10)=0

for i=11:14491 v2(i)=x1(i)*x1(i); endfor;

Ed(10)=0

for i=11:14482 P=polyfit (index(i-10:i+9),v2(i-10:i+9),3);
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Pi=polyinteg(P);dt(1)=index(i-1)-(index(i)-index(i-1))/2;

dt(2)=index(i-1)+(index(i)-index(i-1))/2;

dx=polyval(Pi,dt); Ed(i)=Ed(i-1)+dx(2)-dx(1); endfor;

plot (index(1300:14482),0.54330-(Ed(1300:14482)*1000),";Celkova energie;");

for i=11:14482 U(i)=Ed(14482)-Ed(i)-0.750*v2(i); endfor;

plot (index(1300:14482),-U(1300:14482),";Potencialni energie;");

plot ((x(2100:14482)-x(14444))*1000,U(2100:14482)*1000,";Potencialova jama;");

py=polyval(P,xr);

plot (xr(2100:14480),-Uerr(2100:14480),";

Minimalni odchylka experimentalniho a parabolickeho prubehu potencialu;")
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Dodatek B

Fotodokumentace

Obrázek B.1: Osazený plošný spoj dvoukanálového nábojového zesilovače a 30-ti násobného předzesilovače k akcelero-
metru SV163.
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Obrázek B.2: Pionýrské začátky.

Obrázek B.3: Vypreprovaná páteř prasete domáćıho (sus scrofa).
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Obrázek B.4: Př́ıprava měřeńı.

Obrázek B.5: Konzultace....
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Dodatek C

Kalibrace aparatury

C.1 Kalibrace na ocelové tyči

Zjǐstěńı moment̊u setrvačnosti př́ıpravku pro uchyceńı obratle ve směru torzńıch kmit̊u
a kmit̊u ohybových.
Měřeńı se provádělo na zař́ızeńı, které se nazývá torzńı kyvadlo, jehož součást́ı je promě-
řovaná tenká válcová zkušebńı tyč o poloměru r = 1, 6075 [mm] a délce l = 937 [mm].
Je vetknuta v závěsu a volně viśı ve vertikálńım směru. Ve spodńı části je tyč vetknuta
do masivńıho disku (hustota ̺ = 7, 86 [gcm−3]) o poloměru R = 121, 2 [mm] a výšce
h = 7, 5239 [mm] (obr. C.1, tab. C.1). Měřeńı zač́ıná vždy počátečńım nakrouceńım
zkušebńı tyče o několik stupň̊u do libovolného směru otáčeńı s následným uvolněńım.
Po uvolněńı se začne tyč s diskem periodicky natáčet, tj. vykonávat torzńı kmity kolem
rotačńı osy symetrie tyče, pr̊uběh těchto kmit̊u je možno okem sledovat.

hmotnost vahadla 126 g
hmotnost setrvačńıku 656,2 g
délka závěsného drátu 937 mm
poloměr disku 121,2 mm
hmotnost lepenky pro upevněńı setrvačńıku pro torzi 7,1 g
hmotnost lepenky pro upevněńı setrvačńıku pro flexi 5,16 g

Tabulka C.1: Rozměry kalibračńı aparatury, kalibrovaného př́ıpravku a pomocných zař́ızeńı.

Nejprve byla změřena doba trváńı 31 kmit̊u a to 16x (tab. C.2). Z těchto hodnot byla
vypoč́ıtána pr̊uměrná doba kmitu T = 928, 1 [ms]. Moment setrvačnosti disku pak vycháźı
IG = J = mR2

2
= 0, 020045 [kgm2]. Pro kontrolu byl konvenčńım vzorcem C.1

G =
8πlJ

T 2r4
(C.1)

určen moment setrvačnosti ve smyku oceli Gocel = 8, 21 · 1010 [Pa], což je hodnota ne-
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Obrázek C.1: Torzńı kyvadlo užité pro kalibraci měř́ıćı aparatury.

rozcházej́ıćı se s tabulkovým údajem 6, 87 − 8, 34 · 1010 [Pa].

Asi neńı od věci poznamenat, že vzorcem z př́ıkladu 37 (př́ıloha F) vycháźı tato
5, 23 · 1010 [Pa], což je o něco méně.

V daľśım kroku byl ke stávaj́ıćımu disku tvoř́ıćıho setrvačńık připevněn př́ıpravek pro u-
chyceńı těla obratle tak, aby osa ocelové tyče procházela středem obratle tak, jak byl měřen
pro torzńı namáháńı (obr. C.2). Měřeńı bylo opět provedeno 16krát pro 31 kmit̊u (tab. C.2).
Výsledkem bylo T = 1, 1827 [s]. Vycházej́ıc nyńı z předpokladu, že poměr druhých mocnin
period je roven poměru (prvých mocnin) moment̊u setrvačnost́ı, vycháźı pro př́ıpravek
v tomto směru kmitáńı IG = J = 0, 01251 [kgm2].

Dále byla provedena stejná měřeńı i pro takovou pozici př́ıpravku, která odpov́ıdá jeho
pozici při měřeńı flexe nebo-li ohybu ploténky (obr. C.3).
Výsledkem byla perioda T = 1, 17 [s] a IG = J = 0, 01181 [kgm2].

Ve výpočtech se neuvažovalo předpět́ı tyče zp̊usobené zavěšeńım setrvačńıku ani moment
uṕınadla setrvačńıku k desce, ani moment leṕıćıch pásek slouž́ıćıch ke spojeńı setrvačńık̊u.
Hmotnosti těchto pásek byly 7, 1 [g] pro polohu odpov́ıdaj́ıćı torzi a 15, 16 [g] pro polohu od-
pov́ıdaj́ıćı měřeńı flexe. Chyby t́ım zp̊usobené mohou činit až 0,5% ze zjǐstěných moment̊u
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počet měřeńı čas [s]; disk čas [s]; disk+př́ıpravek v torzi čas [s]; disk+př́ıpravek v ohybu

1 27,93 36,73 36,16
2 28,70 36,80 36,26
3 28,66 36,74 36,09
4 28,78 36,70 36,38
5 28,86 36,71 36,24
6 28,78 36,70 36,32
7 28,79 36,70 36,21
8 28,92 36,46 36,31
9 28,87 36,62 36,22
10 28,94 36,48 36,25
11 28,88 36,64 36,30
12 28,89 36,65 36,39
13 28,78 36,68 36,27
14 28,93 36,70 36,40
15 28,73 36,70 36,34
16 28,89 36,63 36,19

Tabulka C.2: Kalibračńı měřeńı na ocelovém lanku, naměřené hodnoty pro výpočet ohybových a torzńıch moment̊u
ocelového lanka bez a s měř́ıćım př́ıpravkem.

setrvačnosti směrem k jejich podhodnoceńı. Uvedené hodnoty tloušt’ky desky setrvačńıku
a pr̊uměru deformované tyče jsou pr̊uměry vždy z 9 respektive 12-ti naměřených hodnot.
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Obrázek C.2: Torzńı kyvadlo užité pro kalibraci měř́ıćı aparatury v režimu krutu.

Obrázek C.3: Torzńı kyvadlo užité pro kalibraci měř́ıćı aparatury v režimu ohybu.
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C.2 Kalibrace na polyetylenové tyči

Stanoveńı Youngova modulu pružnosti E [Pa], smykového modulu µ̂ [Pa] a Poissonova
č́ısla σ [1] a dynamické viskozity µ [Pas]. Pro Hook̊uv materiál plat́ı relace

σ =
E

2µ̂
− 1 (C.2)

Použit byl materiál ”high density homopolymer” následuj́ıćıch materiálových vlastnost́ı:
Young̊uv modul E = 1070−1091 [MPa], hustota ̺ = 960 [kgm−3], prakticky nestlačitelný,tj. σ =
0, 5 [28].
Pro experiment byla použita polyetylenová tyčka ohýbané délky L = 16, 8 [mm] a poloměru
R = 3 [mm] C.4.

Obrázek C.4: Polyetylenový šroub použitý pro kalibraci měř́ıćı aparatury s vyznačenou namáhanou část́ı.

Obrázek C.5: Kalibrace měř́ıćı aparatury pomoćı polyetylenové tyče.
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C.2.1 Měřeńı metodou ohybových kmit̊u-flexe-pro kruhovou tyč

Ve vztahu

E = ̺ (
8L2

π2R
)2 (4ω2

exp + β2) 1 +
MG

m
[Pa], µ = ̺ (

2L

π
)2 βexp 1 +

Mg

m
[Pas] (C.3)

využijeme toho, že při měřeńı je MG

m
∼= 1 a ω2

exp
∼= β2

exp, takže pro tyčku kruhového
pr̊uřezu plat́ı

E = (
4L

πR
)4MGω2

exp

πL
[Pa], µ = (

2L

πR
)2MGβexp

πL
[Pas] (C.4)

Z lineárńı aproximace testované polyetylenové tyčky plyne frekvence ωexp = 23, 5 [s−1]
a koeficient útlumu βexp = 2 [s−1]. Ze vztahu C.4 stanov́ıme

MG =
πEL

ω2
exp

(
πR

4L
)4 =

3, 14 · 1.8 · 109 · 1, 68 · 10−2

(23, 52)
= (

3, 14 · 3 · 10−3

4 · 1.68 · 10−2
)4 = 39, 8 [kg] (C.5)

Tato hodnota neodpov́ıdá skutečné přidané hmotnosti, ale je to fiktivńı hmotnost vy-
volávaj́ıćı kmity odpov́ıdaj́ıćı frekvence modelu pružina závaž́ı.
Analogicky pro obdélńıkový pr̊uřez a, b, kde kmitáńı prob́ıhá ve směru strany b, plat́ı

E =
3bMg

4aL

2L

πb
ω2

exp [Pa], µ =
4LMgβexp

π2ab
[Pas] (C.6)

Pro konkrétńı hodnoty experimentu obratel-ploténka-obratel jsme dostali
pro L = 7 [mm], a = 40 [mm], b = 30 [mm], MG = 39, 8 [kg], ̺ = 1, 2 · 103 [kgm3] je
podle odvozeného vztahu C.6 velikost materiálových konstant

E =
3 · 3 · 10−2 · 39, 8

4 · 4 · 10−2 · 6 · 10−3
· ( 2 · 7 · 10−3

3, 14 · ·10−2
) · ω2

exp = 1, 82ω2
exp [Pa] (C.7)

µ =
4 · 7 · 10−3 · 39, 8

(3, 14)2 · 4 · 10−2 · 3 · 10−2
β2

exp = 94, 1β2
exp [Pas] (C.8)

ωexp [s−1] E [kPa] βexp [s−1] µ [Pas]
110 22 6,5 611
200 72,8 7 658

Tabulka C.3: Konkrétńı hodnoty źıskané z experimentu obratel-ploténka-obratel, ohyb.
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C.2.2 Testovaćı experiment pro měřeńı pomoćı torzńıch kmit̊u

Modul ve smyku je

µ̂ =
E

2(1 + σ)
=

1, 08 · 109

2(1 + 0, 5)
= 0, 36 · 109 [Pa] (C.9)

který souviśı s vlastńımi kmity torzńı tyče podle vztahu

µ̂cylinder =
4LIG

π2R2
ω2

r,exp [Pa] (C.10)

Neznámý moment setrvačnosti IG měř́ıćıho zař́ızeńı je roven

IG =
π2R4

4Lω2
exp

µ̂cylinder =
(3, 14)2(3 · 10−3)4

4(1, 68 · 10−2) · 152
0, 36 · 109 = 1, 9 · 10−2 [kgm2] (C.11)

Tuto hodnotu použijeme k výpočtu smykového modulu z torzńıch kmit̊u podle vztahu
C.11.
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Frekvence torzńıch kmit̊u-Torze

Vyhodnoceńı elastických konstant

Při kmitáńı kruhové tyče o poloměru R = 17, 5 [mm], délce L = 6 [mm] (jen délka
chrupavky) a hustotě ̺ = 1, 2 · 103 [Kgm−3. Moment setrvačnosti měř́ıćıho zař́ızeńı byl
stanoven měřeńım polyetylénové tyčky IG = 1, 9 · 10−2kgm2. Modul pružnosti ve smyku µ̂
a viskozita µ jsou určeny vztahy

µ̂cylinder =
4LIG

π2R2
ω2

r,exp [Pa], µcylinder =
4
√

2LIG

π2R2
βexp [Pas] (C.12)

Young̊uv modul pružnosti je v př́ıpadě Hookova materiálu roven E = 2µ̂(1 + σ [Pa])

µ̂cylinder =
4 · 6 · 10−3 · 1, 9 · 10−2

(3, 14)2 · (1, 75 · 10−2)4
ω2

r,exp = 493 ω2
r,exp [Pa] (C.13)

µ =
4 ·

√
2 · 6 · 10−3 · 1, 9 · 10−2

(3, 14)2 · (1, 75 · 10−2)4
βexp = 697 βexp [Pas] (C.14)

Pro konkrétńı hodnoty experimentu obratel-ploténka-obratel jsme dostali

ωexp [s−1] µ̂ [kPa] E = 2(1 + σ) µ̂ [kPa] βexp [s−1] µ [Pas]
7,3 26 78 0,8 557
9,0 40 120 0,9 627
14,0 996 290 1,0 700

Tabulka C.4: Konkrétńı hodnoty źıskané z experimentu obratel-ploténka-obratel, torze.
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Dodatek D

Rozbor chyb měřeńı

Veličinou kriticky ovlivňuj́ıćı přesnost stanoveńı materiálových konstant z mých experi-
ment̊u (tj. Youngova modulu v tahu a ve smyku a viskozity materiálu ploténky) jsou
předevš́ım př́ıčné rozměry ploténky a stanoveńı jej́ı délky. Teprve čtyřikrát menš́ı úlohu
hraje přesnost určeńı jej́ıho podélného rozměru. Ve srovnáńı s těmito chybami je určeńı
momentu setrvačnosti jak ploténky tak vahadla jakož i experimentálńı oscilačńı frekvence
a útlum a hustota ploténky pouze podružnou záležitost́ı, nebot’ na rozd́ıl od výše zmı́něných
rozměr̊u ploténky jsou nav́ıc snadno změřitelné dostatečně přesně a výsledná odchylka
všech těchto nekritických veličin dohromady nezp̊usob́ı v́ıce jak pětiprocentńı chybu měřeńı.
Pod́ıvejme se proto podrobněji na kritické parametry, jelikož ty nám mohou výsledek zat́ıžit
chybou řádu mnoha deśıtek procent.

Samotný pojem výšky ploténky je jak fyziologicky tak geometricky těžko definovatel-
nou veličinou. Fyziologicky proto, že např́ıklad u dospělého člověka se výška ploténky
lǐśı ráno a večer až o padesát procent, geometricky proto, že chrupavčité endplates jsou
poměrně komplikované plošné útvary, které se kromě drobného zvrásněńı povrchu vyznačuj́ı
taktéž drobnou vpouklost́ı do objemu obratle. Vlivem toho je jednak poněkud problema-
tické výšku ploténky přesně definovat, jednak ji př́ımo z experimentu měřit. Muśıme mı́t
na paměti, že ploténka je silně hydrofilńı, na druhou stranu však snadno vysychá, takže
pozděǰśı měřeńı, např́ıklad až po několika deśıtkách hodin, by výsledek značně ovlivnilo.
Nab́ıźı se však možnost v př́ı̌st́ıch podobných experimentech v co nejkratš́ı době poř́ıdit
rentgenograf FSU a to alespoň ve třech základńıch směrech (nárys, p̊udorys, bokorys). Sta-
noveńı př́ıčných rozměr̊u ploténky se provád́ı o něco snáz a vněǰśı rozměr je poměrně dobře
definován, ovšem vzhledem ke čtvrté mocnině při jeho užit́ı ve výpočtu materiálových kon-
stant i tak z̊ustává chybově nejkritičtěǰśı veličinou v̊ubec. Muśıme mı́t také na paměti,
že použité vzorce uvedené v př́ıloze F přistupuj́ı k tělu ploténky jako k homogenńımu
eliptickému útvaru. Nehomogennost ploténky bychom mohli do jisté mı́ry započ́ıtat tak,
že bychom nepoč́ıtali plnou elipsu, ale jakési mezivrstv́ı soustředných stejně orientovaných
elips. Aproximace ploténky elipsou je u člověka velmi dobrá nebo dokonce vynikaj́ıćı pro en-
dplates mezi L5 a S1, avšak od L3 vzh̊uru se dopoušt́ıme poměrně značného zjednodušeńı,
nebot’ tyto tvary by bylo mnohem lepš́ı popisovat srdcovkou [21]. Také si muśıme uvědomit,
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že narozd́ıl od většiny měřeńı v literatuře uvedených pracujeme jednak s velmi čerstvou
ploténkou (vliv stárnut́ı na zvyšováńı tuhosti ploténky je v této práci dostatečně rozeb́ırán)
a jednak se měřeńı prováděla v oblasti velmi malých výchylek, kde i jiným autor̊um vycháźı
tuhost menš́ı a Panjabi ji dokonce pokládá za nulovou [23]. V tomto světle se výsledky
měřeńı v této práci, kde elastické moduly vyšly maximálně dvoutřetinové ve srovnáńı s li-
teraturou, jev́ı jako reálné vzhledem k uvedenému.

Charakteristickým rysem použ́ıvaných metod ale je detailńı pr̊uzkum slabých nelinearit
elasticty a viskozity. Z grafu 5.13 vid́ıme, že nejlepš́ı lineárńı proložeńı je v protifázi z experi-
mentálně zjǐstěným pr̊uběhem útlumu v 10-té periodě, to tedy znamená, že v tento okamžik
dosáhlo zpožděńı π

2
a lze odhadnout, že tedy chyba linearńı aproximace je menš́ı než sedm

procent. U viskozity je v rámci měřených rychlost́ı pod dvě procenta. Nelineárńı fit tuhosti
s obecnou mocninou dává protifázi až v 56 periodě (aproximace řady zpožděńı), což zna-
mená významné zlepšeńı shody (¡jedno procento). Zat́ımco tedy k určeńı materiálových
konstat je vlivem těžko sńımatelných rozměr̊u a tvar̊u endplates relativně nepřesné (neńı
však zcela jasné, že existuje nyńı přesněǰśı, viz řádové rozd́ıly uváděné v literatuře), je me-
toda schopna velmi citlivě ukázat charakter závislosti materiálových konstant na r̊uzných
parametrech např. času (mı́něna postupná degradace vzorku řádu hodin), vlhkosti, ampli-
tudě...
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Dodatek E

Rešeršńı přehled podobné tématiky
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Autor Typ Směry Young̊uv Rozsah Druh ploténky
deformace namáháńı modul pohybu a jej́ı stář́ı [roky]

NP E = 5, 8 kPa human L3, L4
5 tlak axiálńı AF anterior E = 110.7 kPa ?

statický AF posterior E = 75.8 kPa ?
tah torze Th12, L2, L4

4 statický ohyb ? ? medián 68
tah AF L3, L4

1 statický ? ? ? ?
tah

dynamický human
2 f = 5 rad · s−1 torze G = 100 − 400 kPa 0,05 rad ?

tah bovine
3 dynamický axiálńı ? ? L

Tabulka E.1: Porovnáńı řešeńı podobné tématiky ve světě. ?=autoři neuváděj́ı; NP=nucleus pulposus; AF=annulus
fibrosus.
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Dodatek F

Teorie měřeńı

Dosud nepublikovaná práce Prof. Ing. Frantǐska Marš́ıka, DrSc.:

www.biomech.ftvs.cuni.cz/pzemanova/DIZ/teorie mereni.pdf
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