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Predmluva

Nekonecné souciny se ve vyuce zakladniho kurzu matematické analyzy v soucasnosti
spiSe kréi ve stinu svého ,,sourozence” — nekonec¢nych fad. AvSak nebylo tomu tak vzdy.
Napftiklad ucebnice teorie funkci z konce 19. a pocatku 20. stoleti obsahuji pomérné
rozsahlé kapitoly vénované nekoneénym souciniim a vysledktim z nich plynoucim.

Tato prace si klade za cil popsat nékteré aspekty dé&jin matematiky spojené s ne-
konecnymi souciny. Pfitom kladu dtraz na ukazku toho, jak byly nekonecné souciny
pouzity pfi odhalovani vlastnosti funkce gama a funkce sinus a jakou roli sehraly tyto
vlastnosti pri formulaci tzv. faktoriza¢ni véty. Nazev disertaéni prace zni Role neko-
necnych soucini v budovani teorie funkci komplexni promeénné. Podrobnéjsi stanoveni
tkold prace mi bylo zadano néasledujicim zptsobem:

Prozkoumat zavddeni nekonecngch soucint u Gausse, Eulera, Weierstrasse a dal-
sich a identifikovat zdkladni vysledky teorie funkci komplexni promeénné, které jsou
s nimi spojeny. Soustredit se zejména na funkci gama, nalézt co nejpristupnéjsi
cestu k Bohr-Mollerupové vété a Wielandové vété o charakterizaci funkce gama.
Studovat paralelu mezi vlastnostmi souctu rad a nekonecnych soucini.
Kromé tohoto zadani jsem mél na zfeteli mySlenku, Ze jednim z moznych Ctenait je
i stfedoskolsky ucitel matematiky, ktery mé zdjem prohloubit si své znalosti o jedno
netradi¢ni téma.

Disertacni préace je rozdélena do osmi kapitol. Protoze pracuji s nekoneénymi sou-
¢iny komplexnich ¢isel a komplexnich funkci, je prvni kapitola vénovana pripomenuti
nékterych definic a vét z komplexni analyzy. Druhé kapitola predstavuje ivod do teorie
nekonec¢nych fad a tvofi pfipravny materidl pro nasledujici kapitolu. V tieti kapitole
je uvedena definice nekone¢ného soucinu ¢isel a funkci. Déle jsou zde popsany nékteré
analogie mezi vlastnostmi nekone¢nych fad a nekoneénych soucinti. Posledni ¢ast treti
kapitoly je vénovana dvéma nejstarsim znamym nekoneénym soucinim, jejichZ autory
jsou FRANGOIS VIETE (1540 — 1603) a JOHN WALLIS (1616 — 1703).
vam tim, jak LEONHARD EULER (1707 — 1783) pracoval s nekoneénymi soudiny. Kon-
krétné je popsan zpusob Eulerova odvozeni funkci gama a sinus ve formé nekoneénych
souéind. V c¢tvrté kapitole se také zabyvam podminkami, které jednoznac¢né charak-
terizuji funkci gama. Na prikladech ukazuji, pro¢ k definici funkce gama nepostacuje
pouhé uvedeni funkciondlni rovnice f(z + 1) = = f(x), ani pfidani podminek spojitosti
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nebo konvexity feSeni zminéné funkcionalni rovnice. Je zminéna Bohr-Mollerupova véta,
kterd uvadi podminky pro jednozna¢nou charakterizaci funkce gama v realném oboru,
respektive Wielandtova véta, kterd jednoznac¢né charakterizuje funkci gama v kom-
plexnim oboru. Pfi popisu vysledkd spojenych s tzv. sinovym soucinem, tj. vyjadrenim
funkce sinus ve tvaru nekonecného soucinu, se vénuji i funkci zeta a jejim hodnotam.

Pét4 kapitola popisuje zpusob, kterym KARL FRIEDRICH GAUSS (1777 — 1855) defi-
noval funkci gama pomoci nekonecného souc¢inu v komplexnim oboru. Protoze Gaussovo
odvozeni se opird o hypergeometrickou funkci, je pfipojena zminka o této funkci. Na
zavér kapitoly popisuji odvozeni tzv. Gaussovy multiplikac¢ni formule.

V Sesté kapitole je popsan zpusob, kterym Weierstrass dospél k faktorizac¢ni vété. Je
zminén Cauchyho vysledek o charakterizaci jistych funkci pomoci jejich nulovych bodi,
Weierstrassovo zavedeni funkce factorielle, dale pak tzv. elementdrni faktory a jejich
role v konvergenci nekone¢nych soucinti funkei.

Posledni dvé kapitoly maji spiSe informativni charakter. Sedma kapitola prinasi
zivotopisné tidaje o nékterych matematicich, zminénych v této praci. V osmé kapitole
uvadim internetové zdroje, ze kterych jsem cerpal ptivodni texty a o kterych si myslim,
7e mohou byt prospésné pro ostatni Ctenare.

RAd bych na tomto misté podékoval vSem, ktefl mi jakymkoliv zptisobem pomohli
pfi tvorbé této prace. Zejména bych chtél podékovat doc. RNDr. Jifimu Veselému, CSc.
za cenné rady a pripominky, poskytnutou literaturu a laskavou pomoc béhem celého
postgraduélniho studia. Dale pak Ing. Miloslavu Pruchovi a Ing. Josefu Smejkalovi za
jejich nezistnou pomoc pii prekladu nékterych cizojazycénych textti. V neposledni fadé
patii mij dik i RNDr. Pavlu Sismovi, Ph.D. za jeho piispévky do emailové konference
math-his@muni.cz, ve kterych nasi komunitu upozoriiuje na nové objevené informadéni

zdroje.

Ondrej Moc



Kapitola 1

Komplexni analyza

1.1 Uvod

Teorie funkci komplexni proménné (dale jen komplexni analyza) byla postavena na
pevné zaklady v pribéhu devatenactého stoleti. Patrné nejvice se v této dobé o rozvoj
komplexni analyzy zaslouzili tito t¥i muzi: Louls AUGUSTIN CAUCHY (1789 — 1857),
BERNHARD RIEMANN (1826 — 1866) a KARL WEIERSTRASS (1815 — 1897).

Cauchy ve svych pracich vySetfoval vlastnosti holomorfnich funkci plynouci z je-
jich integrace. Vénoval se tedy napf. problému nezavislosti kfivkového integralu na
integracni cesté. Riemanntiv pfistup byl geometricky. Pro Riemanna funkce predstavo-
valy zobrazeni oblasti v komplexni roviné. Casto vyuzival fyzikalni piedstavy spojené
napi. s hydrodynamickymi jevy. Weierstrassovo pojeti se opiralo zejména o praci s moc-
ninnymi fadami. Studoval celé funkce, tj. funkce, které jsou holomorfni ve vSech bodech
Gaussovy roviny. PTi vySetfovani jejich vliastnosti vénoval Weierstrass velkou pozornost
funkcim, které jsou definovany pomoci nekoneénych soucind.

Uvedené pristupy se v nékterych pripadech vzajemné ovliviiovaly. Soucasny historik
matematiky UMBERTO BOTTAZZINI ') uvedl v ¢lanku [6]:

Riemannova teorie komplexnich funkci se zdd byt pozadim Weierstrassovych pract
a predndsek. Vyznamny dikaz poddvad nepublikovand korespondence Weierstrasse
s jeho byvalym studentem Schwarzem. Mnoho Weierstrassovych vysledki, vcéetné
prikladu spojité, nikde nediferencovatelné funkce, nebo jeho protiprikladu k Di-
richletovu principu, bylo motivovdano kritikou Riemannovych metod a jeho ne-
duvérou k Riemannovym ,geometrickym fantaziim®. Misto toho (Weierstrass)
pracoval s mocninnymi Tadami, a to pro své presvédcent, Ze teorie analytickych

funkct must byt zaloZena na jednoduchyjch ,algebraickijch pravddch®.

1) Umberto Bottazzini je fadnym profesorem matematiky na Katedfe matematiky, Univerzita Pa-
lermo, Italie; email: bottazzi@math.unipo.it.
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1.2 Operace s komplexnimi funkcemi

V této praci budu pouzivat nékteré pojmy z teorie funkci komplexni proménné. Proto
pripomenu vybrané pojmy, se kterymi se budeme dale setkavat. Pfedpokladam pfitom,
ze Ctenafl je seznamen s pojmy mnozina, zobrazeni, komplexni cislo, dale pak s pocet-
nimi operacemi s komplexnimi ¢isly, s absolutni hodnotou a argumentem komplexniho
¢isla, s (prstencovym) okolim bodu. Symbolem C budu znacit mnozinu vsech komplex-
nich ¢isel. Mnozinu S definujeme rovnosti S := C U {oo}. Komplezni funkci komplezni
proménné (dale jen komplezni funkci?)) rozumime zobrazeni z C do S.

Definice limity komplexni funkce je po formalni strance stejnd jako v R. Necht
symbol U (A, ¢) znaéi (kruhové) okoli bodu A € C s polomérem & > 0 a symbol P(zp, d)
prstencové (redukované) okoli bodu zg € C s polomérem ¢ > 0. Budeme také pracovat
s pojmem okoli nevlastniho bodu co. Okoli U(oo, p) bodu oo s polomérem p > 0 je

definovano pfedpisem
1
U(oo, p) = {z €S;|z| > p}'
Potom lim,_,,, f(z) = A znamend, Ze existuje takové ¢islo A € S, pro které plati

(VU(4,¢)) (3P(20,0)) (V2 € P(20,9)) (f(2) € U(4,¢)).

Pro vypocty limit, ve kterych vystupuje nevlastni bod oo, je mozné pouzit nasledujici

vzorce:
lim f(z) = A, pravé kdyz lim f(1/z) = A, (1.1)
z—00 z—0
lim f(z) = oo, pravé kdyz lim (1/f(z)) = 0.
zZ—20 Z—20

Derivace komplexni funkce f v bodé zy je definovana analogicky jako v R, tedy
pomoci vzorce

_ B

f'(20) = lim M, resp. f'(20) = lim f(z0+h) = f(z0)

z—20 Z—2p h—0 h ’

pricemz predpokladame, Ze funkce f je definovana na néjakém okoli bodu zy a uvedena
limita existuje v C.

Necht pro komplexni proménnou z plati rovnost z = = + iy, kde z,y € R. Potom
lze komplexni funkci f vyjadfit ve tvaru f = u(z,y) + ¢ v(z,y), kde funkce u = Re f
av = Im f. Funkce u a v Ize interpretovat jako realné funkce dvou realnych proménnych
x a y. Mezi parcidlnimi derivacemi funkci u, v podle obou proménnych x, y a derivaci
komplexni funkce f existuje vzajemnéa souvislost, popsana nasledujici vétou.

2) Zkracené oznaceni neni iplné presné. Spravné pojem komplexni funkce znamené pouze zobrazeni
do S. Protoze v dalsim textu budeme pracovat s komplexnimi funkcemi komplexni proménné, u¢inime
na tomto misté domluvu, Ze slovnim spojenim komplexni funkce budeme nadéle rozumét komplexni

funkci komplexni proménné.
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Véta 1.2.1 (Cauchy-Riemannovy podminky). Necht f je komplexni funkce ve
tvaru f = u(z,y)+i v(z,y). Nutnou podminkou pro existenci derivace funkce f v bodé
zo = xo +1yo je existence prvnich parcidlnich derivaci funkci v a v podle obou promén-
nych v bodé [xg,yo| a splnéni nasledujicich podminek

Ou(xo, yo) _ dv(zo,Yo) du(zo, yo) dv(zo, Yo)

Ox - Oy ’ Oy I T (1.2)

Pokud navic budou obé prvni parcidlni derivace funkci u a v podle obou promeénnych
v bodé [z, yo] spojité funkce, bude existence derivace funkce f v bodé zy = xo + iyo

zarucena.

Rovnice (1.2) publikoval LEONHARD EULER (1707 — 1783) v roce 1734 v ¢lanku
De infinitis curvis eiusdem generis seu methodus inveniendi aequationes pro infinitis
curvis eiusdem generis. V roce 1752 publikoval stejné rovnice v ¢lanku o obtékani pev-
ného télesa idealni kapalinou JEAN D’ ALEMBERT (1717 — 1783). Dodejme, Ze sestaveni
rovnic vychazelo u obou jmenovanych autord z fyzikalné motivovanych tloh a patrné
prilis neovlivnilo rozvoj komplexni analyzy. V roce 1814 pouzil rovnice (1.2) Louis
AuGUSsTIN CAUCHY (1789 — 1857) v clanku Sur les intégrales définies (O urcitych
integralech), ktery se Casto povazuje za zakladni kdmen komplexni analyzy. V roce
1851 vydal BERNHARD GEORG FRIEDRICH RIEMANN (1826 — 1866) svou diserta¢ni
praci s nazvem Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Functionen einer verdn-
derlichen complexen Grisse (Zaklady teorie funkci komplexni proménné), ve které se
rovnice (1.2) staly vychozim bodem jeho tivah o komplexnich funkcich. Poznamenejme,
Ze v nékterych pracich se rovnice (1.2) nazyvaji d’Alembert-Eulerovy rovnice.

1.3 Holomorfni funkce

Nyni pfikroc¢ime k diulezité definici, kterd hovoii o pojmu holomorfni funkce. Tento po-
jem je ukézkou toho, jak byla komplexni analyza formovana pomoci riznych pristupi.

Definice 1.3.1. Necht G C C je oteviena mnozina. Rekneme, Ze funkce f je holomorfni
na mnoziné G, existuje-li derivace funkce f v kazdém bod€ mnoziny G. Funkce f je
holomorfni v bodé zy € C, existuje-li takové okoli bodu zg € C, na némz je funkce
f holomorfni.

Pripomerime, Ze pro holomorfni funkce plati fada tvrzeni, které nemaji analogii
v realném oboru. Nasledujici véta je ukazkou jedné takové vlastnosti holomorfnich
funkei.

Véta 1.3.2. Je-li f holomorfni funkce na oteviené mnoziné G C C, pak na mno-
siné G existuji derivace viech Tadi f™ a tyto jsou rovnéz holomorfnimi funkcemi na

mnoziné G.
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Weierstrass definoval tzv. analytickou funkci jako funkci, kterou lze na G lokalné3)
rozvinout v mocninou fadu. Dnes jiz vime, Ze takto definovana funkce odpovida pojmu

holomorfni funkce, proto 1ze definici holomorfni funkce zavést i néasledujicim zptsobem.

Definice 1.3.3. Rekneme, Ze funkce f je holomorfni v bodé zg € C pravé tehdy, kdyz
lze funkci f na néjakém okoli U(zy) bodu zg vyjadfit ve tvaru mocninné fady se stfedem
v bodé zp, tj. kdyz pro vSechna z € U(z) plati:

f'(20)
1!

() (2,
(zzo)+...+fn(!0)(zzo)”+..., (1.3)

f(2) = f(z0) +
kde n € Ny := NU {0}.

Poznamka 1.3.4. Zapis, kterym je vyjadiena fada (1.3), neni tiplné pfesny, nebot na
misté ,vyteckovanych“ c¢lend si mizeme predstavit jakékoliv vyrazy. Na tomto misté
tedy uc¢inime dohodu, ze pokud v dalsim textu nahradime vyjadieni nékterych ¢lent
fady teckami, bude v zapisu fady uvedeno znéni n-tého ¢lenu fady tak, aby bylo zfejmé,
jak fada pokracuje.

Definice 1.3.3 je ekvivalentni forma Definice 1.3.1. Lze dokézat, Ze holomorfni funkci
je mozné lokalné vyjadrit jako soucet mocninné fady. Stejné tak je mozné vyjadrit
funkci, kterd je holomorfni na néjakém prstencovém okoli bodu zg, jako soucet tzv.
Laurentovy fady se stredem v bodé zp:

Definice 1.3.5. Necht zg € C, a,, € C pro vSechna n € Z. Potom fadu funkci

o

Z an(z — 20)" (1.4)

n=—oo
nazyvame Laurentovou fadou. Radu Y, ; a,(z — z0)" nazyvame reguldrni ¢dst, fadu

-1

nzzoo an(z — 20)" = ngl m (1.5)

nazyvame hlavni ¢dst Laurentovy fady. Rekneme, 7e fada (1.4) konverguje v bodé z € C
pravé tehdy, kdyz v tomto bodé konverguji jak hlavni, tak i regularni ¢ast rady.

Pro mocninou radu

> an(z — 20)" (1.6)
n=0

plati, Ze existuje pravé jedno R € (0,+00) takové, ze fada (1.6) konverguje absolutné
pro vSechna z € C, |z — 29| < R a diverguje pro vSechna z € C, pro néz je |z — z| > R.
Mohou nastat i pfipady, kdy fada konverguje pouze v bodé zg, pak je R = 0; nebo
kdy fada konverguje pro vSechna z € C, pak je R = oo. Cislo R nazyvime polomérem
konvergence fady (1.6). O konvergenci fady (1.5) pojednéva nasledujici lemma.

3) Vyraz ,lokalné rozvinout® znamena moznost vyjadiit funkci na okoli kazdého bodu mnoziny G
pomoci mocninné fady, jejiz soucet je na daném okoli roven uvazované funkci.
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Lemma 1.3.6. Necht zp € C, a_,, € C, n € N. Existuje pravé jedno nezdporné redlné
¢islo r takové, Ze Tada (1.5) konverguje absolutné pro vsechna z € C, |z — z| > 7

a diverguje pro vsechna z € C, |z — zp| < r.

V pripadé, ze plati nerovnost r < R, muZzeme vyslovit nasledujici definici souctu
fady (1.4) na mnoziné P(zg,7, R) := {2 € C; r < |z — 29| < R}.
Definice 1.3.7. Soucet Laurentovy fady (1.4) je pro z € P(zg,r, R) definovan vztahem

00 —1

Z an(z — 20)" = Zan(z —z0)" + Z an(z — 20)".
n=0

n=-—00 n=-—o00
Je-li 0 <r < R < o0, pak mnozinu P(zg, 7, R) ¢asto nazyvame prstencem konvergence

fady (1.4).

Poznamenejme, Ze stejné jako mocninna fada je i Laurentova fada (tj. jeji koeficienty

an a a_p) v bodé zy uréena jednozna¢né.

1.4 Singularity holomorfnich funkci

Body, ve kterych je funkce f holomorfni, nazyvame reguldrni body funkce f. Jestlize
je funkce f holomorfni na néjakém prstencovém okoli bodu zp, ale neni holomorfni
v bodé zg, Fekneme, Ze zg je izolovany singuldrni bod funkce f neboli izolovand singu-
larita funkce f. Existuje nékolik typu izolovanych singularit. O jejich rozdéleni hovoti
nasledujici definice.

Definice 1.4.1. Nechf zy € C je izolovana singularita funkce f.

(i) Jestlize existuje vlastni limita

lim f(z) = A€C,

z—20

potom bod zp nazyvame odstranitelnym singularnim bodem (odstranitelnou sin-
gularitou) funkce f.

(ii) Jestlize ma funkce f v bodé zp nevlastni limitu, tj.

lim f(z) = oo,

zZ—20

potom bod zy nazyvame pol funkce f.

(iii) Jestlize neexistuje limita funkce f, nazgvame bod zy podstatnygm singuldrnim
bodem (podstatnou singularitou) funkce f.

O charakteristikach jednotlivych izolovanych singularit holomorfnich funkci hovori
nasledujici, tzv. Casorati-Weierstrassova véta, viz napft. [46], str. 135 — 137.
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Véta 1.4.2 (Casorati, Weierstrass). Necht funkce f je holomorfni v néjakém prs-
tencovém okoli P(zy) bodu zy € C. Necht f(z) := >0 an(z — 20)" pro vdechna

n=—oo

z € P(z9). Potom nastane prdvé jedna ze ti' nasledujicich moznosti:

(i) Ewistuje prstencové okoli Pi(zo,d), 6 > 0, Pi(z0,0) C P(z0), ve kterém je funkce
f omezend. Pak existuje v C limita lim,_.,, f(z) a po spojitém rozsiteni funkce f
touto limitou v bodé zy je f holomorfni na U(zy). Hlavni édst Laurentova rozvoje

funkce f v P(zp) je identicky rovna 0.

(ii) Funkce f ma limitu im,_,,, f(z) = oo. Hlavni éast Laurentova rozvoje funkce f
v P(z0) ma pouze koneény nenulovy pocet nenulovych koeficienti ay,.

(ili) Kazdé prstencové okoli P(zy) bodu zy se funkci f zobrazi na mnoZinu, kterd je
hustd v S. Hlavni ¢ast Laurentova rozvoje funkce f v P(zg) ma nekoneéné mnoho
nenulovych koeficienti a,,.

V pripadé (i) je bod zy odstranitelnou singularitou funkce f; v pripadé (ii) je bod =z
polem funkce f; v pripadé (iii) je bod zy podstatnou singularitou funkce f.

Funkce, které jsou holomorfni v kazdém bodé€ z € C, nazyvame celé funkce. Tyto pak
délime na polynomy a celé transcendentni funkce, a to podle toho, zda je lze vyjadrit
mocninnou fadou s koneé¢nym nebo nekoneénym poctem nenulovych ¢lenti. Prikladem
celych transcendentnich funkci jsou napf. funkce exp a sin.

Pro celé funkce plati tvrzeni, kterd nemaji obdobu v realné analyze. Jako priklad

uvedme nésledujici vétu.
Véta 1.4.3 (Liouville). KaZdd celd omezend funkce je konstantni funkci.
Dikaz. Dikaz lze najit napf. v knize [46], str. 116. O

V nasich dalsich tivahach bude hrat vyznamnou roli fakt, ze funkce exp nema zadné
nulové body, zatimco funkce sin jich ma v C nekoneéné mnoho. Pfipomenme proto

definici nulového bodu holomorfni funkce a jeho fadu (nasobnosti).

Definice 1.4.4. Necht existuje okoli bodu zy € C, na kterém je funkce f holomorfni
a na kterém se anuluje pouze v zg. Potom zy je izolovanym nulovgm bodem funkce
f. Je-li soucasné f'(z9) # 0, nazveme bod 2o nulovym bodem prvniho fddu. Obecné,
je-li f(z0) =0, f'(20) =0, ..., f VD (z) = 0, zatimco f(zy) # 0, nazveme bod z
nulovgm bodem n-tého rddu.

Je-li bod zg nulovym bodem n-tého fadu holomorfni funkce f, lze funkci f lokalné
vyjadrit ve tvaru

f(z) = (2 = 20)"9(2), (1.7)
kde g(z) je holomorfni funkce v bodé zy a g(zp) # 0.



KAPITOLA 1. KOMPLEXNI ANALYZA 11

Definice 1.4.5. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé zy pol n-tého Fddu, je-li bod z
izolovanou singularitou a funkci f lze na prstencovém okoli bodu zy lokalné vyjadrit ve

tvaru

flz) = G (18)

(z — z0)"’

kde n € N, g(z) je holomorfni funkce v bodé zy a plati g(zp) # 0.

Uvahy opirajici se o praci s pély funkce vyzaduji, aby mél ¢tenaf alespoii néjakou

“4), Funkce f, ktera ma pél v bodé zg, pfedstavuje

predstavu o ,, komplexnim nekonec¢nu
zobrazeni f : G — S, kde oblast G predstavuje okoli bodu zj.
Vratme se k vzorci (1.8). Protoze funkce g(z) je holomorfni v bodé 2, lze ji na okoli

tohoto bodu vyjadrit ve tvaru mocninné fady se stifedem zg

/

9'(20)
1!

g//(ZO)
2!

9(z) = g(z0) + (z — 20) + (z—20)%+..., (1.9)

z ¢ehoz plyne moznost vyjadrit funkci f ve tvaru

E, Fn Fp2 Fy

(z—20)"  (z—20)"1  (2—29)" 2 et (z — 20)

f(z) = + F(2),

kde koeficienty F; postupné odpovidaji vyrazim ve tvaru zlomku v fadé (1.9), tedy
F, =9(20), Fne1 = ¢'(20)/1!, ...a funkce F(z) je holomorfni v bodé zy. P¥ipomerime,
ze koeficient Fj se nazyva reziduum funkce f v bodé zp.

Jestlize funkce f je holomorfni na oblasti G C C a pro vSechna z € G plati nerovnost
f(2) # 0, potom funkci f'/f nazyvame logaritmickd derivace funkce f. Pokud neni
splnéna podminka nenulovosti funkce f na oblasti G a bod zp € G je nulovym bodem
n-tého fadu funkce f, lze za pouziti vztahu (1.7) vyjadiit logaritmickou derivaci funkce
f pomoci vyrazu / /

fE) _ n g w10
f(z)  z—2  g(2)

kde ¢'(2)/g(z) je holomorfni funkce v bodé zy. Z toho plyne, Ze pro logaritmickou

derivaci funkce f je bod 2y pélem prvniho fddu a reziduum funkce f'/f v bodé zj je
rovno ¢islu n.

Podobné lze ze vztahu (1.8) odvodit, ze je-li bod 2y pélem n-tého Fadu funkce f,
potom pro logaritmickou derivaci funkce f plati

f,(z) _ —-n + g/(z)’ (111)

f(z) 2=z g(2)
kde podil ¢'(z)/g(z) opét pfedstavuje funkci holomorfni v bodé zp. V tomto piipadé

je bod zp opét pélem prvniho fadu logaritmické derivace funkce f a reziduum funkce
f'/f v bodé zy je rovno ¢islu —n.
Pomoci pdlt funkce f miZeme definovat novou t¥idu tzv. meromorfnich funkci,

které, jak pozdéji ukazeme, predstavuji jisté zobecnéni racionalnich funkci.

%) Podrobnosti o zavedeni nevlastniho bodu lze nalézt napi. v knize [46], str. 16 — 17.
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Definice 1.4.6. Necht G C C je oteviena mnozina. Rekneme, Ze funkce f : G — S je
meromorfni na mnoziné G, jestlize kromé pripadnych pdla nemé funkce f na mnoziné

G z4dné dalsi singularity a mnozina vSech péla funkce f je izolovana v G.

7 uvedené definice vyplyva, ze funkce, kterd je holomorfni na oblasti GG, je na této
mnoziné také meromorfni. Je-li f celd funkce, ktera neni identicky rovna nule, je f'/f
meromorfni funkce bez ohledu na to, zda ma funkce f nulové body, viz vzorec (1.10).

1.5 Komplexni logaritmus

Tato Cast je vénovand komplexni exponencidle a komplexnimu logaritmu. Abychom
odlisili tyto funkce od prislusnych restrikci na R, budeme v této ¢asti pouzivat dvoji
znaceni. Realné funkce redlné proménné budu oznacovat symboly exp, log, sin, cos.
Pro jejich komplexni ,,protéjsky* budu pouzivat oznaceni exp, log, atd. Realnou funkci
exp lze vyjadiit jako soucet fady exp z = 1, z*/k!, x € R. Je to formalné mocninna
fada o stfedu xg = 0 a je proto prirozené pomoci ni definovat exponencidlni funkci
i v celé komplexni roviné. Ukazuje se, Ze jediné rozsifeni této realné funkce na C, které
je holomorfni na C, je pravé popsané rozsifeni.

Pokud bychom chtéli popsat vztah komplexni exponencidly exp z k redlnym funk-
cim, je pro z = x + 1y

expz = exp z(cos y + 1 sin y).

Z tohoto vyjadfeni vidime, Ze exp je v C periodicka funkce; jeji hlavni perioda je 27i.
Proto nelze komplexni logaritmus zavést jednoduse jako inverzni funkci ke komplexni
exponenciale. Volime pés o sifce 27 tak, aby obsahoval mnozinu R (z dtivodu rozsifeni),
napft.

M:={z=z+iyeC,z e Ry € (m )}
Na této mnoziné je funkce exp prosta a lze k ni na této mnoziné uvazovat inverzni funkci.

Definujme funkci log jako funkei inverzni k restrikci exp |M na mnozinu M. Takovou

funkci budeme nazyvat hlavni hodnota funkce logaritmus ®) a plati pro ni vzorec
log z = log|z| + i,

kde log|z| znaéi redlnou funkci proménné |z| a argument ¢ ¢isla z vyhovuje nerovnostem
0 < ¢ < 27. Mnozinu v8ech ¢isel w € C, kterd vyhovuji vztahu z = €%, nazyvame

komplexni logaritmus ¢isla z a znac¢ime ji symbolem Log z. Je tedy
Log z :={w € C; z =¢"}, z € C\{0}.

Mnohoznac¢nost komplexniho logaritmu sehrala vyznamnou roli ve sporu mezi Leib-
nizem a Bernoullim o povaze logaritmt zapornych a komplexnich ¢isel. Leibniz tvrdil,

ze logaritmy zapornych ¢isel nabyvaji komplexni hodnoty, zatimco Bernoulli se snazil

®) Vice viz napf. [35].
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dokazat, Ze jejich hodnoty jsou realné. I kdyz mél Leibniz v tomto sporu pravdu, presto
nebylo jeho zdtvodnéni spravné.

Spravné vysvétleni podal az Leonhard Euler v praci De la controverse entre Mrs.
Leibniz et Bernoulli sur les logarithmes des nombres negatifs et imaginaires (O sporu
mezi pany Bernoullim a Leibnizem o logaritmech zépornych a imaginarnich é&isel) %),
publikované v roce 1751. Eulerovo feseni je zalozeno na tom, Ze rovnost y = Log « je
ekvivalentni s rovnosti (pouzivam historické znaceni)

yN
—ev = (1 7)
Tr=e <+N,

kde N predstavuje nekonecné velké ¢islo. Odtud Euler dostal vzorec y = N (x% — 1),
ktery odpovida znamému vyjadieni
1
y = Log x = lim n(mﬁ—l).
n—oo
Protoze komplexni n-t4 odmocnina mé n rtznych hodnot, mé vyraz 2% nekoneénd

mnoho riznych hodnot, vétSinou imaginarnich. Proto ma i komplexni logaritmus neko-

neéné mnoho riznych hodnot, vétsinou imaginarnich. Euler polozil

r=a+bi=e"(

cos ¢ + isin @),
kde i pfedstavuje imaginarni jednotku, e“ je absolutni hodnota ¢isla x a ¢ je argument
tohoto ¢isla. Tak vyjadril vSsechny tyto hodnoty ve tvaru

y =Log =z = C + i(¢ + 2km), ke Z.

Timto zpusobem Euler ukazal, Ze logaritmy zdpornych (a imaginarnich) ¢isel jsou
imaginérni, jak to tvrdil Leibniz. Je vSak nutné dodat, Ze komplexni logaritmus Log z
je mnozina, kterd ma pro kazdou hodnotu z nekoneé¢né mnoho prvki, které se navza-
jem lisi o celociselny nasobek cisla 2mi. Pritom pro kladné readlné hodnoty je pouze
jedna z hodnot komplexniho logaritmu redlnd a vSechny ostatni jsou imaginarni, pro
realnd zaporna Cisla a pro imaginarni ¢isla jsou vSechny hodnoty komplexniho logaritmu

imaginarni.

5) Anglicky pieklad ¢lanku je k dispozici na adrese: http://www.math.dartmouth.edu/~euler/.



Kapitola 2

Nekonecné rady

2.1 Uvod

Tato kapitola pojednava o souctech nekoneénych fad, zejména o otazkach spojenych
s konvergenci nekonecné rady. Pro pribliZeni pojmu konvergence nekone¢né fady zac¢nu
jednou z aporiil), jejimz autorem je ZENON z ELEJE (490 — 425 pi. n. 1.). Jedn4 se
o aporii, ve které vystupuje Achilles a Zelva.

Achilles s Zelvou se utkali v béZzeckém zavodé. Protoze Achilles bézi rychleji nez
zelva, dostala Zelva néskok. Zenén se snazil ukdzat, ze Achilles nikdy nemuze Zelvu
dostihnout. Jeho argumentace spocivala v tom, Ze kdyZz Achilles dobéhne k mistu,
odkud startovala Zelva, ta se mezitim posune na jiné misto. KdyZ Achilles dobéhne i na
toto misto, Zelva bude opét o néjaky kus vpredu a tato situace se neustale opakuje.
Achilles bude naskok Zelvy stale snizovat, ale nikdy ji nemtze dohonit. S timto zédvérem
vSak miZzeme jen stézi souhlasit, nebot na zékladé zkuSenosti vime, Zze Achilles Zelvu
nakonec po jisté dobé predhoni. Pokusme se vysvétlit, v ¢em je Zendnova argumentace
nespravna.

Zenén vychazel z chybného predpokladu, ze soucet nekoneéné mnoha kladnych ¢isel
je vzdy nekonecné velké ¢islo. Ukazme to na konkrétnim piikladé. Necht se napiiklad
Achilles pohybuje desetkrat rychleji nez Zelva, a necht naskok, ktery Achilles dovolil
zelvé, je velky 10 metri. Ozna¢me symbolem s vzdalenost, kterou musi Achilles ubéh-

nout, aby dostihl zelvu. Potom je

1 1 1 _
s:10+1+1—0+m+m+---:11,111---:11,1. (2.1)
Achilles dobéhne Zelvu ve vzdalenosti 11, 1 metrii od mista, ze kterého vybihal, ¢imz je
vysvétlen rozpor Zendnovy argumentace s nasi zkusenosti.
Nyni se pokusim pfiblizit pojem nekonecné fady a jeji konvergence. Budu se pritom
snazit postupovat tak, aby postup mohl sledovat i matematicky méné fundovany ¢tenar.
Vyjadiime soucet fady v rovnici (2.1) jako zlomek v zdkladnim tvaru. Z mnoha mozngch

1Y Aporie — logicky nefesitelny protimluv.

14
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zpusobd vypoctu pouzijme nasledujici. Méjme ¢islo

11 1
T T T T N H
s =104+ 1+ 35+ 700 T 1000 T

Vynasobenim obou stran rovnice ¢islem deset dostaneme 2)

1 1 1 _
10s =1 1 1+ —4+-—+—=+---=111,1.
0Os 00+10+1+ 10+ 100+ 1000+ )

Je tedy 10s — s = 100, a proto je s = 100/9. Pouzity zptsob vypoctu vSak ukryva jeden
nedostatek. K jeho ilustraci provedu nasledujici vypocet. Pouzijeme stejny postup pro
nalezeni sou¢tu fady cisel 1 4+ 10 4 100 + 1000 + - - -. Necht ¢islo ¢ je rovno souétu
uvazované rady, tedy

t=1410-+ 100+ 1000+ --- .

Cislo t vynasobime deseti
10t = 10 + 100 + 1000 4 10 000 + - - -

Podle ptedchoziho vzoru je 10t + 1 = ¢, a proto ,plati“ t = —1/9.

Zatimco v pripadé Achillea s Zelvou véfime tomu, ze Zelva skuteéné ubéhla 10/9
metru nez ji Achilles dobéhl, tézko uvérime tomu, Ze soucet kladnych ¢isel je zaporné
¢islo. V obou pripadech jsme pfitom pouzili stejny postup vypoctu. Pro¢ tentyz postup
jednou dava spravny vysledek a podruhé Spatny? Odpovéd na tuto otdzku nalezneme
pfi hlubsim vySetfovani situace, kterda nastane pii s¢itdni nekonec¢né mnoha ¢isel, tedy

pii zkoumani tzv. nekoneénych &selnych fad a jejich konvergence?).

2.2 Vyvoj nekonecnych rad

Nekonec¢né fady tvori nedilnou soucast infinitezimalniho poc¢tu. Bez vyrazné nadsazky
Ize prohlasit, Ze rozvoj diferencidlniho a integralniho poc¢tu byl nemyslitelny bez neko-
neénych rad. V této kapitole stru¢né pripomenu nékolik etap vyvoje teorie o nekonec-
nych fadach. Tyto poznamky budou mit pouze ilustracni a motivacni charakter a budou
déle vyuzity v kapitole o nekone¢nych soucinech. Rozhodné se nejedné o systematicky
popis vyvoje nekoneénych fad?).

Jiz z Rhindova papyru (sepsaného pfiblizné roku 1650 pf. n. l. matematikem Ahme-
sem) lze vy¢ist, ze staii Egyptané fesili ilohy spojené se sou¢tem kone¢né mnoha ¢lent
aritmetické a geometrické posloupnosti. Ve starém Recku se poznatky o s¢itani (konecné
¢i nekone¢né mnoha) ¢lent posloupnosti postupné vyvijely od naivnich pfedstav az ke
schopnosti spravné secist konkrétni nekonecnou fadu ¢isel. Ukazkou nepochopeni toho,

%) Pro tuto chvili pomineme otédzku, zda je tato operace korektni. Jedna se o ilustra¢ni piiklad
a pozdéji ukazeme, ze uvedend operace je ,,v poradku.
3) Pojmu konvergence se vénuji v kapitole 2.3.

vy
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ze soucet nekonec¢né mnoha kladnych ¢isel miize byt roven koneéné hodnoté, jsou pravé
proslulé Zenoénovy aporie. Patrné prvnim matematikem, ktery uvedl spravny soucet
konkrétni nekonecéné c¢iselné fady byl ARCHIMEDES ZE SYRAKUS (287 — 212 pf. n. L.).
Stalo se tak v souvislosti s kvadraturou paraboly®) a se¢tena byla geometricka fada

DERUIE I SR
n:04n_ 4 42 43 44

Je vsak nutno Fici, ze Archimedes tehdy nepracoval se souc¢tem ¢lent (nekonecné) ge-
ometrické posloupnosti. Zminény postup spocival v tom, ze Archimedes soucet fady
,uhodl®“ a teprve potom dokazal spravnost vysledku metodou dvojiho sporu.

Vyznamnéjsi pokrok ve sc¢itani nekoneénych fad nastal ve 14. stoleti, kdy RICHARD
SWINESHEAD (? — 1355) %) uréil hodnotu sou¢tu fady > .°°  n/2" a NICOLE ORESME
(1323 — 1382) dokazal divergenci harmonické fady. V roce 1593 uvedl FRANGOIS VIETE
(1540 — 1603) obecny vzorec pro soucet nekoneéné geometrické fady. Z dalsich objevi
stoji za zminku rozvoje nékterych funkci pomoci mocninnych rad, napft.

0 2 3 4

n
(1 b2y = Sy et et 22
og(1 + ) n§:1( e At M Sl AR (2.2)
0 2n-+1 3 5 7
X X X xXr
tor =S (=1)" oy 2.3
arctgr = ) (1) mi1 Y3ty o7t (2:3)

n=0
kde objev fady (2.2) byva pfisuzovian NICOLAUSOVI MERCATOROVI (1620 —1687); fadu
(2.3) objevil JAMES GREGORY (1638 — 1675) v roce 1671. V roce 1673 objevil fadu (2.3)
nezavisle na Gregorym GOTTFRIED WILHELM VON LEIBNIZ (1646 — 1716). Ten dale
odvodil i rozvoje funkci sin, cos, exp do mocninnych fad. Tyto rozvoje ndm umoznuji
uréit napt. soucet nékterych ¢iselnych fad. Dosazenim = = 1 do (2.3) ziskdme zndamou
fadu”)

o
n (—1)" 1 1 1 1 1
n_ S T e H 2.4
4 7;]271—1—1 3+5 7+9 11+ ’ (24)

dosazenim x = 1 do (2.2) ziskdme soucet fady
oo
(—1)n+t 1 1 1 1 1

2= L =l g, 2.
n2= 2 37175 76" (2:5)

n=1

Popsané manipulace s nekoneénymi fadami se staly dulezitym impulzem k dalsimu
rozvoji teorie nekoneénych fad. Snahy o urceni souctu nekonecnych rad vedly k mys-
lence konvergence a divergence fady a ukazaly nutnost precizni definice souctu rady.

%) Vice viz. [40], str. 15 — 17, nebo [11], str. 35 — 40.

6) Udaje o roku timrti Roberta Swinesheada se rozchazeji. Pouzil jsem letopodet, ktery jsem v lite-
ratufe objevil nejcastéji.

") Poznamenejme, e rovnosti (2.4) a (2.5) skuteéné plati, i kdy# to nenf jednoduché dokézat, nebot
polomér konvergence obou fad je R = 1.
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V dalsim textu uvedu nékolik prikladi, které ukazuji, Ze soucet nekone¢né fady nema
nékteré vlastnosti bézné pro scéitani koneéné mnoha scéitanci. Klasickym prikladem,

ktery rozpoutal rozsahlou diskusi, je rada

oo
D) =114 1—1+1-1+1—1+-. (2.6)
n=1
Neopatrné zachazeni s fadou (2.6) vede ke spornym tvrzenim, jako je napf.
o=1-H)+1-1)+1-H)+--=1-141-141-1+---=
=1-1-1)-1-1)—-(1-1)—---=1.
Kromé toho je mozné ,vypocitat® soucet fady (2.6) néasledujicim zpusobem.

s=1-1+1-1+1-1+4+1-1+---=1—-(1-1+1-141—-141—-14---)=1—s.

Pro s plati s =1 — s, je tedy s = 1/2. Posledni vysledek 1ze navic ,zdivodnit® i jinym

zpusobem, a to dosazenim x = 1 do rozvoje

1
1+x

o0
:Z(—m)”zl—m+w2—x3+m4—
n=0

Podobnych tvrzeni lze nalézt v historii nekone¢nych fad celou fadu.

7 tohoto nacrtu je zfejmé, Ze prace s nekoneénym poctem scitancti byla pouhou
yformalni hrou“ se symboly, bez hlubsiho zamysleni nad vyznamem vyrazu typu (2.6).
Jak pise Kline v knize [26], str. 460:

Dnes jsme si védomi toho, Ze prdace s fadami byla v 18. stoleti velmi formdlni a Ze
otdzky konvergence a divergence nebyly jiste brany prilis vdzne; dokonce muzZeme
rici, Ze byly uplné ignorovdny. Newton, Leibniz, Euler a dokonce i Lagrange po-
vaZovali Tady za rozsirent algebry polynomi a sotva si uvédomowali, Ze rozsirenim
scitani na nekonecny pocet sc¢itanci zavadéji uplné novy druh problémi. Proto ne-
byli zcela pFipraveni celit problémum, které jim nekonecné rady kladly do cesty;
na druhé strané, zddnlivé obtize, které se objevily, zpusobily, Ze se o téchto problé-
mech zacalo prinejmensim hovorit. Zvldsté zajimavé je, Ze jak casto bylo sprdvné

resent paradoxu a dalsich problému zverejriovdno, tak casto bylo i ignorovdno.

Soucasny pohled na nekonecné fady je odlisny. Dnes se jiz neptame: ”Kolik je vyraz
a; + ag + as + a4 + ---77. Otézka spiSe zni: ”Jak (jakym zpusobem) bychom mohli
definovat vyraz a1 +ag +ag+aq+--- 7. Jedno mozné feseni spociva v zavedeni limity
posloupnosti ¢asteénych souc¢ttt. Pojeti souc¢tu nekonecné fady se tedy lisi od pojeti
souétu konecného poctu séitancti uzitim limitniho pfechodu.
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2.3 Konvergence a divergence

Nasledujici ¢asti této kapitoly jsou vénovany pripomenuti nékterych zakladnich po-
znatkd o nekoneénych radach, které budu dale povazovat za znamé. Predpokladam, ze

Ctenar je jiz seznamen s pojmy posloupnost, vybrand posloupnost a limita posloupnosti.

Poznamka 2.3.1. Pro oznaceni posloupnosti budu pouzivat symbol {a,}°;, nebo
krétce {a,}. Nekoneénou fadu budu znaéit symbolem » | a,. Pokud existuje soucet
fady, pak symbolem Y >, a, mizeme rozumét i jeji soucet. V zdjmu zjednoduseni
zapisu nékdy pouziji sumacni symbol bez uvedeni mezi. Takovy zapis bude vzdy zna-
menat, ze séitani probiha vzhledem ke vSem hodnotam indexu od jedné do nekonecna.
Je tedy

o
g a, totéz co E Q.-
n=1

Soucet nekonecné fady je definovian pomoci posloupnosti ¢asteénych souctt s,.

Cleny posloupnosti {s,} jsou definovany predpisem s, = > }_; ar. Pro limitu lim s,
k=1
n—oo

potom mtiZe nastat pravé jedna z nasledujicich moznosti®).
(i) Uvedend limita existuje a jeji hodnota je rovna ¢islu s € C.
(ii) Uvedena limita existuje a jeji hodnota je rovna oco.
(iii) Uvedend limita neexistuje.

V piipadé (i) fikdme, ze fada konverguje a jejim souctem je hodnota uvedené limity.
Plati tedy > a, = lim, s, = s. V pfipadé (ii) fikdme, ze fada diverguje k oc.
V pripadé (iii) fikdme, Ze fada diverguje (osciluje).

Pro konvergentni fady plati nasledujici dulezita véta.

Véta 2.3.2 (Bolzano-Cauchyho podminka konvergence nekoneénych rad).
Rada " a, konverguje prdvé tehdy, kdy? ke kazdému e > 0 ezistuje p € N takové, Ze

pro véechna r € N plati nerovnost
]ap+1 + Ap+2 + ap+3 +--+ ap—s—r‘ < €.

Dikaz. Dikaz véty lze najit ve vétsiné ucebnic diferencidlniho poétu, viz napt. [22],
str. 86. 0

Tato véta ndm umozni zjednodusit nekteré dalsi dikazy.

8) Nésledujici rozdéleni plati pro éleny a, € C. Pokud bychom pracovali pouze s ¢leny a, € R,
potom pro v ptipadé (ii) pfedpoklddame, ze uvedend limita existuje a je rovna bud —oo nebo +oo.

Podle toho pak fikdme, Ze dand rada diverguje bud k —co nebo +oo.
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Lemma 2.3.3. Necht S := {3711}, {S%}, cee {sf;} je konecny systém posloupnosti (kde
¢isla 1,2, ...,k znaci indexy, nikoliv mocninu). Necht vsechny tyto posloupnosti kon-
verguji ke stejné hodnoté w € C. Necht {am}>>_, je posloupnost, kterd obsahuje pouze
proky posloupnosti {S}L}, {s%} ey {sfl}; kazdy z prokid s, je v posloupnosti {an,} prave
jednou a kaZdd z posloupnosti {S%}?f:l je vybranou posloupnosti z posloupnosti {an,}.

Potom také posloupnost {an,} konverguje a je limy, oo apm = w.

Diikaz. Jestlize vSechny posloupnosti {5,11}, ,{s’fL} konverguji k hodnoté w, potom
ke kazdému € > 0 existuji pro kazdou posloupnost pfirozena ¢isla ni, na, ..., ng takova,
7e pro viechnan € N, n > ny je |sL —w| < ¢, pro vechnan € N, n > ny je |s2 —w| < ¢,
atd. Necht r :=nj3 4+ ng + ... + ng. Potom pro vSechna m € N, m > r je |a,, — w| < ¢,
coz dokazuje tvrzeni. O

2.4 Asociativita souc¢tu rady

Scitani konecného poctu séitanct je asociativni operaci, tj. hodnota souc¢tu nezévisi
na zpusobu uzévorkovani s¢itancti. V této kapitole se budeme zabyvat tim, za jakych
okolnosti je sc¢itani nekoneéné mnoha sc¢itancti analogickou vlastnosti k asociativiteé.

Priklad: UvaZzujme fadu
DT =1 () T (D) T (D) (27)

jejiz posloupnost ¢astec¢nych souctil je dana predpisem s, = %(—1)" + % Pouzijeme dva
rizné zptsoby, jak fadu (2.7) uzévorkovat.

1+ +1+CEED)+14+(C-D)]+--=0+0+0+4+---=0,
i) 1+ [(-D)+ 1+ [(-)+1+[(-1)+1+--=1+0+0+0+---=1.

Hodnota souc¢tu obou uzavorkovanych fad se lisi; zpisob, kterym uzavorkujeme cleny
fady, mize ovlivnit vysledny soucet fady.
Priklad: UvaZujme fadu

(=D =14 (=2) + 3+ (—4) + 5+ (—6) + -, (2.8)
jejiz posloupnost ¢ésteénych souétdt je déna predpisem s, = (—1)"™! (in+1) 4+ 1.

Ukézeme, ze i v tomto pfipadé zavisi hodnota lim, .. s, na zptsobu, kterym jsme
uzévorkovali ¢leny fady. Pouzijeme dva rizné zpusoby uzavorkovani fady (2.8).

i) 14+[(=2)+3]+[(-4) +5]+[(-6)+7+--=1+1+14+14 - =00,
i) 14+ (=2)+3]+[(-4) +5+(-6)]+[7+(-8) +9+---=2—-5+8—---.

Posloupnost ¢asteénych souctt fady (i) je s, = (—1)"T1[(3/2)n + (1/4)] + (1/4). Tato
posloupnost nema limitu, a proto v pfipadé (ii) fada nekonverguje. Tento pfiklad uké-
zal, Ze ruzné zpusoby uzavorkovani ¢lent fady mohou vést k riznym hodnotam limity

posloupnosti ¢asteénych soucti, resp. k tomu, Ze dana limita ani neexistuje.
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Prestoze asociativita neni obecnou vlastnosti s¢itani nekoneéné mnoha scitanci,
je mozné vyclenit jistou tfidu rad, které tuto vlastnost maji. Nasledujici véta uvadi

postacujici podminku pro rozhodnuti, zda lze fadu uzavorkovat bez zmény jejiho souctu.

Véta 2.4.1. Jestlize o tadé Y a, plati, Ze prislusnd posloupnost castecnijch soucti
{sn} ma limitu, pak soucet tady nezdvisi na zpusobu uzdvorkovdni élend tady, tj. je-li

{nk} libovolnd vybrand rostouct posloupnost z posloupnosti prirozenych cisel, pak Tada
(a1 +ag+ -+ an,) + (any41 + g2+ -+ apy) + -+

(@41 + Oy 2+ apy) + oo

md stdle stejny soucet.

Dukaz. Predpokladejme, Ze posloupnost casteénych souctii neuzavorkované rfady ma
limitu. Jestlize ¢leny posloupnosti {a,} uzavorkuji libovolnym (rozumnym)?) zptiso-
bem, vznikla posloupnost c¢asteénych souctti je vybranou posloupnosti posloupnosti
{sn} a ma proto stejnou limitu. To znamen4, Ze uzéavorkovana fada ma stejny soucet

jako puvodni fada. O

2.5 Prerovnani ¢lenu rady

V dalsi ¢asti se budeme zabyvat tim, za jakych podminek ma s¢itdni nekoneéné mnoha

s¢itanct vlastnost analogickou komutativité operace s¢itani koneéného poctu séitancti.

Nejprve pfipomenime pojem prerovnani fady. Je-li {n;} prosta posloupnost vSech pfi-

rozenych ¢isel, budeme fadu > ;2 apn, nazyvat prerovndnim fady » -~ an.
Uvazujme posloupnost

1 11 11 1
=3{1,-1,>,—=,2, -2, 2, ==, ...
{an} { 9 727 2737 3747 47 }

a z ni vytvorenou fadu ) a,. Posloupnost ¢astecnych souctu

} _ 14 (—1)ntt

,0,...
n+1

1 1 1
{Sn} - {1707270737074

konverguje k nule, je tedy soucet fady > a,, roven nule.
Nyni posloupnost a, pferovndme nasledujicim zpiisobem. Vytvofime dvé vybrané
posloupnosti {p,} a {g,} tak, aby pro jejich ¢leny platilo

Pn =0a2n—1 a ({np = Q2n.

9) Tim se rozumi to, ze zavorky se nepiekryvaji. Kazdy ¢len posloupnosti {an, } je tedy obsazen pravé
v jedné zavorce. Pokud by nékteré zavorky obsahovaly jesté vnitini zavorky, tak ani jejich pfitomnost
neovlivni soucet fady, nebot ve vnit¥nich zdvorkich se vyskytuje pouze koneény pocet s¢itancii, pro

které je s¢itani asociativni operaci.
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Nyni postupujeme tak, Ze vytvorime novou posloupnost {b,} slozenou vzdy ze dvou po
sobé jdoucich prvka posloupnosti {p,} a jednoho prvku posloupnosti {¢, }. Pak je

Zb _1+1_1+1+1_1+1+1_1+1+1_1
T2 3 4 2 5 6 3 7 8 4

Uvazujme posloupnost ¢astecnych souétu s, fady ) b,. Prvky této posloupnosti roz-
délime do tii ,vzdjemné disjunktnich“ posloupnosti {s3,—2}, {s3n—1} a {s3,}. Snadno

ovérime, ze prvky jednotlivych posloupnosti jsou vyrazy

1 11 1 11 1 1 1 1
— = 177 97 o n = = ~ = ) }7
(amsh = {Lg+g 555 3 5 "7 Z::(n—l)—l—j
1 11 1 11 1 1 1 "1
{s3n-1} = {1+2,2+3+4,3+4+5+6,...,j§n+j,...},
11 11 1 11 1 1 1 "1
{s3n} = {2,3+4,4+5+6,5+6+7+8,...,;n+j,...}.

Z rovnosti

n
1
;n—l R Znﬂ_%’
"1

j=0 - "

lze snadno nahlédnout, Zze sg,—1 = S3, + 1/n a szp—2 = s3, + 1/(2n). Pro limity
posloupnosti dostaneme lim,,_,+; S3,—2 = lim,, o S3n—1 = limy,,— o0 S35,. Kazdy ¢len po-
sloupnosti s, se nachazi pravé v jedné z posloupnosti s3,_2, s3,_1 a S3, a kazda z téchto
posloupnosti konverguje ke stejné hodnoté. Podle Lemmatu 2.3.3 posloupnost s,, kon-
verguje k této hodnoté také. Dale je

n

s _Z 11 +T§ 1 1 L.
3n—j:1n+j_n+1 j:l(n+1)+j dnt+1)  2nt1) @ et

Pro vSechna n € N je s3,, > 83(,,4.1)- Posloupnost s3, je klesajici posloupnost (kladnych)
¢isel a je proto ohrani¢ena. Posloupnost s, je ohranic¢end a fada ) b, konverguje.

Protoze je fada ) b, konvergentni, je mozné uzdvorkovat jeji ¢leny libovolnym
zpisobem. Provedme tuto operaci néasledujicim zptisobem

Zb 1_1_14_1 1+1+1 1+1+1 1+

3 4 2 5 6 3 7 8 4 ’
tim dostaneme jiz zndmou fadu (2.5), jejiz soucet je roven hodnoté In 2. Tedy, pfestoze
je fada vytvofena ze stejnych prvki, zmeéna jejich potadi zptsobila zménu souc¢tu fady.

Neni dokonce problém najit takové prerovnani fady, aby byl jeji soucet roven oo.

Staci sestavit posloupnost (ozna¢me ji napf. symbolem {c,}) tak, ze z {p,} vybereme
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vzdy tolik prvki, aby jejich soucet byl nejméné o ¢islo jedna vétsi, nez kolik je hod-
nota prvku z posloupnosti {g¢,}, ktery bude nésledovat. To, Ze je mozné tolik prvka

z posloupnosti {p, } vybrat, je zfejmé diky tomu, Ze p,, je harmonické fada. Potom plati

e I I T O L I
" 2 3 4 5 20 2 21 78 3 '

Radu ) ¢, je opét mozné uzavorkovat beze zmény jejiho sou¢tu. To provedeme nésle-
dujicim zptisobem

11 1 1 11
D b e e e e e Mpeat i

23 4 5 20 2

1 11

B o>l 41414 =
+{2l+ + g 3]+ >1+1+4+1+ 0,

z ¢ehoz vyplyva, ze fada ) ¢, diverguje k nekonec¢nu.

7 uvedenych prikladt je vidét, ze pferovnanim ¢lentl fady mizeme ovlivnit hodnotu
souctu fady, popfipadé jeji konvergenci. Presto lze vymezit jistou t¥idu rad, jejichz
soucet bude stale stejny pfi libovolném prerovnani fady. Tim se dostdvame k pojmu
absolutné konvergentni rady.

Definice 2.5.1. O fadé > a, fekneme, Ze je absolutné konvergentni, jestlize konver-
guje fada > |a,|. Rady, které konverguji, ale nejsou absolutné konvergentni, nazyvime

neabsolutné konvergentni.
Nasledujici dvé véty popisuji zadkladni vlastnosti absolutné konvergentnich fad.
Véta 2.5.2. Absolutné konvergentni rady jsou konvergentni.

Dikaz. Jestlize fada ) a, konverguje absolutné, pak na zdkladé Bolzano-Cauchyho
podminky pro kazdé € > 0 existuje p € N takové, Ze pro vSechna r € N plati

|apia| + lapra] + ..+ |apsr| <e.
7 trojuhelnikové nerovnosti pak plyne nerovnost
|aps1+ apra+ .o+ apir| <apia| + lapro| + .o+ lapi| <e,
coz znamena, ze fada Y a, konverguje. O

Véta 2.5.3. Prerovndnim absolutné konvergentni rady ziskame radu, kterd je opét ab-

solutné konvergentni a plati, Ze soucty obou téchto rad se rovnaji.
Dikaz. Dikaz véty muzeme najit napi. v knize [24], str. 88 — 89. O

Z Véty 2.5.3 plyne, ze absolutné konvergentni fady pfi libovolném prerovnani za-
chovavaji stale stejny soucet. Pro neabsolutné konvergentni rady s redlnymi ¢leny plati

véta, ktera zobecniuje vyse uvedené priklady.
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Véta 2.5.4 (Riemann). KazZdou neabsolutné konvergentni fadu Y an, an € R lze
prerovnat tak, Ze soucet prerovnané rady je roven libovolnému, predem stanovenému

¢islu o € R. Radu Y a, lze dokonce prerovnat tak, Ze vznikne divergentni fada.

Dikaz. Prerovnanou fadu s pfedem stanovenym souctem « sestrojime tak, ze Cleny
puvodni neabsolutné konvergentni fady rozdélime do dvou posloupnosti, které obsa-
huji pouze kladné, resp. nekladné ¢leny (vzhledem k neabsolutni konvergenci fady je
kladnych i nekladnych ¢lent nekoneéné mnoho). Z ¢élenti obou posloupnosti vytvarime
prerovnanou fadu se souftem « tim zpusobem, Ze za jeji ¢leny postupné vybirame
prvky z posloupnosti kladnych ¢lent a to tak dlouho, dokud jejich soucet neprekroci
¢islo a. Pak za¢neme pricitat prvky posloupnosti nekladnych ¢lent a to opét tak dlouho,
az soucet s, vSech dosud pouzitych (kladnych i nekladnych) ¢lent klesne pod ¢islo a.
Pak opét pricitdme kladné cleny, atd. Je tieba si uvédomit, ze fada kladnych, resp.
nekladnych ¢lend je divergentni a proto je mozné ¢islo a pfi kazdém ,,pricitani“ i ,,od-
¢itani“ prekrocit. Protoze vSak ptivodni fada konverguje neabsolutné, musi byt limity
posloupnosti kladnych i nekladnych ¢lenti rovny nule. Posloupnost ¢aste¢nych souctt
proto konverguje k hodnoté «. O

Riemannovu vétu lze zobecnit i pro fady s komplexnimi ¢leny. V nasledujici vété
vyuziji ¢asto pouzivaného zobrazeni komplexnich ¢isel na body tzv. Gaussovy roviny.

Hovofim-li o bodu z se soufadnicemi [a, b], mam tim na mysli komplexni ¢islo z = a+bi.

Véta 2.5.5. Necht > a,, a, € C je konvergentni tada. Potom pro mnoZinu soucti
vSech konvergentnich tad, které vzniknou z fady > a, jejim prerovnanim (oznacéme ji
symbolem M) nastane prdavé jeden z nasledujicich ti pripadi.

(i) Mnozina M obsahuje jediny bod.
(ii) Vsechny prvky mnoZiny M lezi na jedné primce.
(iii) MnoZina M obsahuje vsechna komplexni ¢isla.

Diikaz. Dukaz véty lze nalézt napt. v ¢lanku [25]. O



Kapitola 3

Nekonecné souciny

V této kapitole se budeme vénovat nekonecnym soucinim ¢isel a funkci. Nasim
cilem bude definovat pojem nekonecného soucinu a konvergenci, resp. absolutni
konvergenci nekonec¢ného soucinu. Chceme, aby vytvofené pojmy mély analogické
vlastnosti, se kterymi jsme se setkali u nekonec¢nych rad ve Vétach 2.5.2 a 2.5.3.
Na zavér kapitoly jsou pfipojeny historické poznamky o nejstarsich zndmych neko-

neénych soucinech.

3.1 Nekonec¢né souciny cisel

P1i definici nekoneéného soucinu ¢isel budeme pozadovat, aby konvergence nekonec-
ného soucinu nezavisela na konec¢ném poctu ¢initeld soucinu, resp. aby hodnota kon-
vergentniho nekone¢ného soucinu byla rovna nule pouze tehdy, obsahuje-li alespor

jeden nulovy faktor. Uvedenym podminkam vyhovuje néasledujici definice.

Definice 3.1.1. Necht {z,} je posloupnost komplexnich ¢isel. Jestlize existuje r € N
takové, ze pro vSechna n € N, n > r plati z, # 0 a soucasné existuje v C nenulova

ﬁzi = Sli_}Igof[,zi7 (3.1)

i=r

limita

fikdme, ze nekonec¢ny soucin
(o9}
II= (3.2)
i=1

konverguje, nebo zZe je konvergentni. Jeho hodnotu S definujeme rovnosti

-1l (i) (i)

a fikdme, Ze nekone¢ny soucin (3.2) ma hodnotu S.

24
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Poznamenejme, Ze ¢tenafe miize napadnout, ze uvedeny pristup je prilis slozity, a ze
by bylo jednodussi definovat konvergenci nekonec¢ného soucinu podle analogie s ¢isel-
nymi fadami. To znamend, ze bychom definovali posloupnost ¢astecnych sou¢int {p, },
jejiz n-ty ¢len je dan predpisem

=1

a nekoneény soucin bychom pak definovali jako limitu posloupnosti {p,}, tj.
oo
Hzi = lim p,. (3.4)

Takto definovany nekoneény souéin (3.4) bychom prohlésili za konvergentni, pokud by
limita na pravé strané vztahu (3.4) existovala a byla vlastni.

Touto definici by ovSsem nekoneény soucin ztracel nékteré pozadované vlastnosti.
Napft. konvergence nekonec¢ného soucinu 0-1-2-3-4-... by zavisela na koneéném
poctu faktord. Podle vyse uvedené definice je v daném piipadé posloupnost ¢asteénych
sou¢inti (3.3) rovna nulové posloupnosti, tedy i jeji limita je rovna nule, a proto by
podle uvedené definice tento soucin konvergoval k 0. Vynechanim prvniho ¢initele vsak
vznikéd soucin, pro ktery posloupnost p, nemé vlastni limitu a je proto divergentni.
Konvergence by v tomto pfipadé zévisela na jediném (!) faktoru.

Zajisténi nenulové hodnoty soucinu sloZzeného z nenulovych faktort vede k pod-
mince, aby limita na pravé strané vyrazu (3.1) byla riznd od nuly. Pro ilustraci si
uvedeme piiklad nekoneéného souéinu [[72;(1/n). Podle zminéné ,nespravné“ definice
(3.4) je tento souc¢in konvergentni. Problémem vsak je, Ze limita posloupnosti (3.3) je
rovna nule a hodnota nekone¢ného soucinu by proto byla rovna nule. Pfitom vSechny
faktory jsou rtzné od nuly, a tedy ,nekoneény souCin“ nenulovych ¢initelt je roven
nule, coz je ve sporu s nasim pozadavkem.

Cisla z, nazgvame ¢initeli (faktory) nekone¢ného soucinu (3.2). Pokud soucin (3.2)
nekonverguje, fikame, Ze je divergentni, neboli ze diverguje. Z Definice 3.1.1 vyplyva,
ze pokud nekonecny soucin diverguje k 0, je bud z, = 0 pro nekone¢né mnoho n € N,
nebo existuje pouze koneény pocet nulovych ¢lenu z, a takové k € N, Ze pro vSechna
n €N, n >k je z, # 0 a soucasné plati

.
li =0.
Jug [T 20 =0
n=k
Nekonecny soucin tedy konverguje k hodnoté 0, je-li nejméné jeden a nejvyse konecné

mnoho ¢lenu z, rovno nule.

Poznamka 3.1.2. Podobné jako u nekoneénych fad, budeme pro zjednoduseni zépisu
pouzivat u nekonecénych soucind zkracené oznaceni. Pokud pouZiji soucinovy symbol

bez oznaceni mezi, bude to v celém textu znamenat nasobeni vzhledem k hodnotam
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indexu od jedné do nekonecna, tj.

(0.9}
H an je totéz co H Qp, -
n=1
Pro nekone¢né souciny existuji (podobné jako pro éiselné fady) rizné nutné a po-
staCujici podminky konvergence.

Véta 3.1.3. Nutnou podminkou konvergence nekoneéného soucinu [ z, je splnéni rov-

nosti lim,,_.oc 2, = 1.

Diikaz. Uvazujme konvergentni nekoneény souéin []z, s hodnotou o € C\{0}. Pro

zjednoduseni zapisu budu pouzivat symbol P, ve smyslu P, := [[i_;z. Je tedy
lim,, .~ P, = a. Potom pro n > 1 plati z,, = Pf’il, tedy limy, o0 2n, = § = 1. ]

Véta 3.1.4. Necht nekoneény soucin || a, konverguje. Potom hodnota soucinu []ay,
nezavisi na zpusobu uzdvorkovdni cleni soucinu, tj. je-li {ny} libovolnd vybrand rostouct

posloupnost z posloupnosti prirozenych cisel, pak soucin

(a1a2 -~ @ny ) (@ny+1@ny+2 7~ Any) -+ (@ng_ 4100y 42 Any) -
md stdle stejnou hodnotu.

Diikaz. Ozna¢me pocet nulovych faktori souéinu []a, symbolem m. Pokud souéin
[ ] an konverguje, je bud m € N, nebo je m = 0. V prvnim piipadé je hodnota sou¢inu
rovna nule pfi libovolném uzévorkovani, nebof ,novy“ soucin opét obsahuje koneény
pocet nulovych faktord. V druhém pripadé ma posloupnost ¢asteénych soucinti neuza-
vorkovaného souéinu limitu riznou od nuly. Jestlize ¢leny posloupnosti {p, } uzavorkuji
libovolnym (rozumnym) !) zptisobem, vznikla posloupnost ¢asteénych souéini je vybra-
nou posloupnosti posloupnosti {p, } a ma proto stejnou limitu. To znamena, Ze uzavor-
kovany nekonec¢ny sou¢in mé stejnou hodnotu jako ptivodni nekoneény soudcin. O

V dalsim textu se budeme zabyvat vztahem mezi konvergenci nekonec¢nych rad
a nekoneénych soucinti. Z toho divodu je vhodné pfejit k modifikovanému oznaceni,
pii kterém budeme faktory nekoneéného soucinu zapisovat ve tvaru z, = (1 + a,). Pro
konvergenci nekone¢ného soucinu je pak nutnou podminkou rovnost lim, . a, = 0,
coz je zaroven nutnd podminka pro konvergenci fady » a,. Nésledujici véta je analogii
k Véte 2.3.2.

Véta 3.1.5 (Bolzano-Cauchyho podminka). Nekoneény soucin [[z, konverguje
prave tehdy, kdyz ke kazdému € > 0 existuje p € N takove, Ze pro kaZdé k € N a kaZdé
reN, r>p plati

|Z7”+1Zr+2 C o 2tk — ].| <e.

1Y Tim se rozumi to, %e zévorky se nepfekryvaji. Kazdy ¢len posloupnosti {a,} je obsaZen pravé
v jedné zavorce. Pokud by nékteré zavorky obsahovaly jesté vnitini zavorky, tak ani jejich pfitomnost
neovlivni hodnotu souc¢inu, nebot ve vnitfnich zdvorkach se vyskytuje pouze konecny pocet faktori,
pro které je nasobeni asociativni operaci.
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P#i vysSetfovani konvergence nekone¢nych soucini realnych ¢isel se Casto pouziva
nasledujici véta.

Véta 3.1.6. Necht {a,} je posloupnost nezapornych redlnijch cisel. Nekoneény soucin

[1(1 + an) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje tada _ ay,.

Dukaz. Pii dikazu vyuzijeme nerovnost 1 + x < e*, kterd plati pro kazdé z € R. To
snadno ovéfime napf. nalezenim lokdlniho minima funkce f(x) = e* —x — 1 v bodé
x = 0. Pro posloupnost ¢astec¢nych soucini diky uvedené nerovnosti plati:

(I+a1)(l4+az) - (1+a,) <ete®---e" =exp(a; +az+ -+ ap).

Je-li {a,,} nekoneénd posloupnost nezdpornych ¢isel, dostaneme pouzitim limitniho pte-

ﬁ(l +ap) <exp (ian). (3.5)

n=1 n=1

chodu nerovnost:

Konverguje-li fada ) a,, pak exp (D ay,) je hornim odhadem hodnoty nekoneéného
sou¢inu na levé strané nerovnosti (3.5). Posloupnost ¢asteénych sou¢ini je neklesajici
a shora ohranicena, ma tedy vlastni limitu. Proto nekone¢ny soucin [](1 + a,,) konver-
guje. O

Stejné jako u nekonecénych fad lze i u nekoneénych soucint vyclenit tfidu soucint,

jejichz hodnota nezavisi na poradi faktori.

Definice 3.1.7. Necht a,, € C. Rekneme, 7e nekone¢ny soucin [[(1 + a,) konverguje
absolutné, konverguje-li nekone¢ny soucin [[(1 + |a,|). Kazdy nekoneény souéin, ktery
konverguje, ale ne absolutné, se nazyva neabsolutné konvergentni.

Mohlo by se zdat, ze Definice 3.1.7 je opét zbytecné komplikovana. Kdybychom vsak
nekoneény soucin []z, prohlasili za absolutné konvergentni tehdy, kdyz konverguje
sou¢in []|zn|, ztratila by v nékterych pfipadech absolutni konvergence nekoneénych
soucini vlastnost analogickou k vlastnosti absolutné konvergentnich fad popsané ve
Vété 2.5.2. Vhodnym piikladem je soucin

Tento souc¢in by byl podle uvazované definice absolutné konvergentni, nebot

H|(_1)ny:1.1.1...:1,
n=1

Puvodni soucin v8ak nekonverguje, takze dostavame pripad soucinu, ktery je divergentni
a zaroven absolutné konvergentni, coZz je v rozporu s tim, co bychom od absolutni
konvergence ocekavali.

Snadno lze dokézat nasledujici dvé véty, které jsou analogii pfislusnych vlastnosti
nekonecnych rad.
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Véta 3.1.8. Absolutné konvergentni nekonecény soucin je konvergentni.

Diikaz. Jestlize nekoneény souéin [[(1 + a,,) konverguje absolutné, potom na zakladé
Véty 3.1.5 pro kazdé € > 0 existuje cislo p € N takové, ze pro kazdé k € N a kazdé
pfirozené cislo r > p plati nerovnost

(L+ arsa )L+ arsal) -~ (1+ lapal) =1 < e (3.6)

Protoze je
(A4 arsr) - (L4 arp) —1| =

=arg1+ - F Gk + Qrp1Grg2 + 0 F 1020043 A Qg1 Grgi] <
< |ar+1| + -+ |ar+k| + |ar+1ar+2| + -+ |ar+1ar+2ar+3| +-+ ’ar+1 T ar+k| =
= 1+ |ar41]) - (L + |arsx]) — 1,

dostaneme odtud pomoci (3.6) nerovnost
|1+ ant1)(L + ant2) -~ (L + anti) — 1 <&,
coz podle Véty 3.1.5 znamend, ze nekoneény soucin [[(1 + a,,) konverguje. O

Definice 3.1.9. Je-li {n;} prostd posloupnost vSech pfirozenych ¢isel, potom souéin
o0 s 2 v ¢ s v__ 7 v o0
[1;2, an, nazyvame prerovndnim nekone¢ného soucinu [[)°  ay.

Véta 3.1.10. Konvergence a hodnota absolutné konvergentniho nekonecného soucinu
nezdvisi na poradi jeho faktori, tj. faktory absolutné konvergentniho nekoneéného sou-
cinu lze prerovnat, aniZ se tim porusi absolutni konvergence a hodnota soucinu.

Dukaz. Nejprve dokdzeme, ze konvergence absolutné konvergentniho nekoneéného sou-
¢inu nezavisi na potradi faktori. Pritom dvakrat vyuzijeme ekvivalenci dokazanou ve
Vété 3.1.6. Necht {ny} je prosta posloupnost vSech pfirozenych ¢isel. Jestlize konverguje
sou¢in [[(1 + |an|), potom podle Véty 3.1.6 fada Y |a,| konverguje a jeji konvergence
neni porusena pierovnanim ¢lent fady. Rada 3 |a,, | tedy konverguje, a proto konver-
guje i nekoneény soudin [[(1 + |an,|).

Nyni dokazeme, ze prerovnanim faktord absolutné konvergentniho soucinu nezmé-
nime jeho hodnotu. Budeme pfitom predpokladat, Ze vsechny faktory jsou rtzné od
nuly (v opa¢ném piipadé by byla hodnota soucinu pfi libovolném pierovnani vzdy
rovna nule). Oznaéme symbolem {p,} posloupnost ¢asteénych soucinii pro absolutné
konvergentni souéin [[(1+ ay,), symbol {r,} znaéi posloupnost ¢astecnych soucéini pie-
rovnaného sou¢inu [[(1 + ap,). Chceme dokazat, ze plati lim, .o pp = limy oo ry.
Z prvni ¢asti dukazu jiz vime, Ze obé limity jsou vlastni. V podilu p,/r, se nékteré
faktory nezkrati, ozna¢me indexy w; resp. v; potradi téchto faktort. Je tedy

Pn (L4 auy ) (1 + auy) -+ (1 + au,y,)

n (1+ap) 1+ an) - 1+a,,)’ (3.7)
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kde up < -+ < U, v1 < +-- < Uy Vyskyt téchto faktortd je zavisly na hodnoté n,
protoze libovolny faktor soucinu je pro dostatecné velké n obsazen jak v p,, tak i 7,.
Proto pro n — oo rostou hodnoty indext u; a v; nade vSechny meze. Protoze uz je
dokazano, ze i ,,pferovnany“ soucin konverguje, tak vime, ze oba sou¢iny spliuji nutnou
podminku lim,,_,.(1+a,) = 1. Protoze zlomek na pravé strané (3.7) obsahuje v ¢itateli
i jmenovateli vzdy koneény pocet faktorti, 1ze rovnost (3.7) pfepsat do tvaru
Hm [(1+ au, )(1+ auy) -+ (1 + au,,)]
. pn up—0o0 1
lim — = — =-=1.
oo Ty lim (14 av,)(1+ay,) - (1+ a,)] 1

V1 —00

7Z toho plyne lim,, .o p, = lim,, .o 7, a tedy i pozadovanda rovnost hodnot obou sou-

¢ind. U

Priklad 3.1.11. VysSetfeme konvergenci a hodnotu souéinu

> 3
n’ —1
_ 3.8
Il (3.8)
n=2
Ziejmé plati
n® —1 —2

WAl W
a protoze fada > oo ,(—2)/(n® + 1) konverguje absolutné, potom z Véty 3.1.6 vyplyv,
ze 1 soucin (3.8) konverguje absolutné.
Hodnotu souéinu (3.8) uré¢ime pomoci posloupnosti ¢asteénych souéini p,. Vzhle-
dem k rovnostem n3 — 1= (n—1)(n?+n+1)an3+1=(n+1)(n®> —n+1) plati

1.7 2-13 3-21 4-31 5-43

Pno = 373 47 513 6-21 7.31
(n=3)(n*-3n+3) (n—2)(n*-n+1) (n—1)(n*+n+1)
(n—=1)(n2=5n+7) n(n>—3n+3) '(n—l—l)(n?—n—i—l):
12 n?+n+1
3 nn+1)
Je tedy
rnf-1 1.2 pi4n41] 2
3 = lim - ==,
Snt+1 nﬂoo[3 n(n+1) 3

Priklad 3.1.12. Vysetfete konvergenci nekone¢ného soucinu

ﬁ n+ (7—11)”_1 (3.9)

a v pfipadé, Ze je soucin (3.9) konvergentni, uréete jeho hodnotu.

Pfi vySetfovani konvergence souéinu (3.9) nelze pouzit Vétu 3.1.6, protoze pii pre-

psani jednotlivych faktora do tvaru (14 a,) neni splnéna podminka nezdpornosti viech
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¢lent a,. Konvergenci souéinu (3.9) proto dokdzeme pomoci Bolzano-Cauchyho pod-
minky (Véta 3.1.5). Necht je déno ¢ > 0. Hleddme p € N takové, aby pro libovolné
k € N byla splnéna nerovnost

p+1 p p+3 p+2 p+k+ (D!
p p+1 p+2 p+3 p+k

-1l <e.

Je ziejmé, Ze v zavislosti na p a k bude soudin na levé strané nerovnosti budto roven

jedné, nebo bude nabyvat hodnotu nejvyse (p + 1)/p. Staci tedy vySetfovat nerovnost

¢imz dostaneme pro p odhad p > 1/e. Souéin (3.9) je proto konvergentni. Jedn4 se vSak
o relativni konvergenci, nebot > ‘(—1)”*1 / n‘ =Y 1/n je divergentni fada. Podle Véty
3.1.6 tedy souéin [[(1 4 1/n) diverguje a soucin (3.9) konverguje neabsolutné.

Pro posloupnost ¢asteénych soucint p, soucinu (3.9) plati

2 3 4 5 6 n
Je tedy
1 ... je-li n sudé cislo,
Pn = n+1

je-li n liché dislo.
n

Hodnota souéinu (3.9) je rovna lim, .~ p, = 1.
Nyni vySetfime, jestli pferovnanim nekoneéného soucinu (3.9) ziskdme nekonecny

soudin s jinou hodnotou. Uvazujme nekonec¢ny soucin

2 41 6 8 3 10 12 5
ktery vznikl ze soucinu (3.9) tak, Ze jsou do néj dosazeny vzdy dva ¢leny z puvodné
liché pozice a za né je pridan jeden prvek z ptivodné sudé pozice. UkazZeme, Ze hodnota
soucinu (3.10) neni rovna hodnoté sou¢inu (3.9). Vzhledem k tomu, Ze zatim ani ne-
vime, zda je soucin (3.10) konvergentni ¢i divergentni, budeme vySetfovat obé moznosti.
Pokud by byl soué¢in (3.10) divergentni, nemé ani smysl porovnavat hodnoty obou neko-
nec¢nych soucind, nebot soucin (3.10) by zadnou hodnotu nemél. Pokud je soucin (3.10)

konvergentni, miizeme jeho ¢leny podle Véty 3.1.4 uzavorkovat nasledujicim zptisobem

2401y (608 8) (1012 5\ 4 3% 100 4
1 3 2 5 7 4 9 11 6 3 35 99 377
V tomto pfipadé se hodnoty souc¢int (3.10) a (3.9) lisi. Tento pfiklad slouzi jako ilustrace

pro Vétu 3.1.14, kterou vyslovime pro neabsolutné konvergentni souciny s realnymi
¢leny.
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Poznamka 3.1.13. Protoze ve Vété 3.1.14 predpokladame, ze soucin [[(1+a,) je kon-
vergentni, faktory nekoneéného soucinu musi spliiovat podminku lim, (1 + a,) = 1.
Proto muze byt pouze kone¢ny pocet faktori (1 + a,) roven zapornému ¢islu. Podle
toho, zda je pocet zapornych faktord sudy nebo lichy, bude hodnota nekone¢ného sou-
¢inu kladné nebo zaporna. Stejné znaménko proto bude mit i hodnota libovolného ne-
kone¢ného soucinu vzniklého pierovnanim piuvodniho nekoneéného soucinu. Abychom
nemuseli rozliSovat mezi tim, zda je hodnota nekone¢ného soucinu kladna nebo za-
porné, je ve Vété 3.1.14 pouzita absolutni hodnota nekone¢ného soucinu, kterd je vzdy

nezaporna.

Véta 3.1.14. KaZdy neabsolutné konvergentni nekonecny soucin [[(1 + ay), an € R,
jehoZ hodnota je riznd od nuly, lze prerovnat tak, Ze absolutni hodnota prerovnaného
nekonecného soucinu bude rovna libovolnému, predem stanovenému cislu o € Ry. Neab-
solutné konvergentni nekonecny soucin [[(1+ay,) lze dokonce prerovnat tak, Ze vznikne
divergentni nekonecny soucin.

Dukaz. Nejprve ukazeme, ze nekoneény neabsolutné konvergentni soucin s nenulovou
hodnotou lze prerovnat tak, ze nové vznikly nekoneény soucin bude divergovat. Z pted-
pokladi Véty 3.1.14 vyplyvaji rovnosti [[(1 4+ an) = o € R a [[(1 + |an|) = co. Podle
Véty 3.1.6 je > a, neabsolutné konvergentni fada. Podle Véty 2.5.4 lze fadu ) a,, pre-
rovnat tak, ze vznikla fada > a,, bude divergovat. Potom nekoneény souéin [[(1+4ay, ),
ktery vznikl z pferovnani nekoneéného soucinu [[(1 + ay,), bude divergentni.

Nyni dokazeme, ze neabsolutné konvergentni nekoneény soucin s nenulovou hodno-
tou lze pferovnat tak, ze vznikne soucin s libovolnou absolutni hodnotou (ve smyslu
Poznamky 3.1.13). Budeme pfitom pro zjednoduseni predpokladat, Ze pracujeme s ne-
kone¢nym soucéinem, jehoz vSechny faktory (14 a,,) jsou kladné. Pferovnany nekoneény
soucin s pfedem stanovenou hodnotou o € R, sestrojime tak, ze faktory ptvodniho
neabsolutné konvergentniho nekoneéného soucinu rozdélime do dvou posloupnosti, je-
jichz prvky oznacime symboly «;, a .. Posloupnost {«;, } obsahuje ¢leny nekoneéného
sou¢inu, pro které plati 0 < (1 + a,) < 1, posloupnost {a;"} obsahuje pouze ty ¢leny
nekoneéného soucinu, pro které plati (1+a,) > 1. Z ¢lent obou posloupnosti vytvafime
prerovnany nekonec¢ny soucin s hodnotou « tak, ze za jeho ¢leny postupné dosazujeme
prvky «;f a to tak dlouho, az hodnota jejich soucinu prekro¢i ¢islo . Pak za¢neme pii-
déavat prvky «,, a to opét tak dlouho, az hodnota soucinu vsech dosazenych cleni klesne
pod ¢islo a. Pak opét piidavame ¢leny posloupnosti {«;f}, atd. Je tfeba si uvédomit,
ze nekone¢né souciny [[a;t a []«;, jsou divergentni, proto lze ¢islo a vzdy prekroé¢it

_l’_

vynasobenim kone¢ného poctu ¢lent o)

, resp. «,, . Protoze vSak ptvodni fada konver-
guje neabsolutné, musi byt limity posloupnosti {;f'} a {a;, } rovny jedné. Posloupnost

¢astecénych soucinu proto konverguje k hodnoté a. O
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3.2 Nekonecné souciny funkci

V naésledujicich kapitolach budeme pracovat s nekonecnymi posloupnostmi a souciny
funkci. Pr¥ipomenu, Ze pod pojmem posloupnost funkci rozumime zobrazeni mnoziny N
do mnoziny funkci. Posloupnost funkci f1, fa, f3, ... budu znaéit symbolem { f,}. V celé
kapitole budu predpokladat, ze kazda z funkci fi, fo, f3,... je definovana na oteviené
mnoziné G C C a je na této mnozin€ holomorfni.

Definice 3.2.1. Necht funkce fi, fo, f3, ... jsou prvky posloupnosti funkei { f,, }. Potom
nekonecnym soucinem funkct fi, fa, fs, ... definovanym na mnoziné GG nazyvame vyraz
definovany predpisem

[ £0() = i@ fal2) - ful2) - (3.11)
n=1

Funkei f,, nazgvame n-tym faktorem nekoneéného souéinu. Funkei p,(2) = [[;_; fx(2),
n € N, nazyvame n-ty c¢astecny soucin nekone¢ného soucinu funkci a posloupnost
{pn (2)},2; se nazyva posloupnost ¢aste¢nych soudint nekoneéného souéinu funkei.

Stejné jako u nekoneénych soucint ¢isel se budeme zabyvat konvergenci nekoneénych

soucinu funkeci.

Definice 3.2.2. O nekoneéném soucinu funkci (3.11) fekneme, ze konverguje bodové
na G, jestlize nekoneény soucin éisel [] fn(z) konverguje (ve smyslu Definice 3.1.1)
v kazdém bodé z € G. Jestlize je p(z) = [] fn(2) pro v8echna z € G, pak fikdme, Ze
nekoneény souéin funkci (3.11) bodové konverguje na G k funkei p(z).

V dalsi ¢asti této kapitoly budeme pracovat s pojmy absolutni konvergence a lo-
kalné stejnomérné konvergence nekonec¢ného soucinu funkci. Lokalné stejnomérna kon-
vergence nekonecného soucinu spojitych funkci zarucuje prenos nékterych vlastnosti
funkei f,, (napt. holomorfnosti) na limitni?) funkeci. Absolutni konvergence nekone¢ného
souc¢inu funkei zase zaruéi to, ze pferovnanim faktori soucinu (3.11) nebude porusena
ani jeho konvergence, ani hodnoty limitni funkce. Proto opét piejdeme od faktorid sou-
¢inu fp(2) k faktortim ve tvaru 1 4 a,(z).

Definice 3.2.3. Nekoneény soucin funkci [][1 + a,(2)] nazveme absolutné konver-
gentni na G, jestlize sou¢in [[[1 + |ay(2)|] bodové konverguje na G, tj. pravé tehdy,
kdyz souéin (3.11) konverguje absolutné ve vSech bodech z € G.

Definice 3.2.4. Rekneme, Ze posloupnost funkci {f,(2)} konverguje lokdiné stejno-
mérné na G k funkci f(z), jestlize ke kazdému z € G existuje okoli O(z) bodu z, ve
kterém je splnéna podminka

(Ve > 0)(Fk € N)(Vz € O(2))(Yn € Nyn > k)(|fu(z) — f(2)] < &).

%) Vyrazem ,limitni“ funkce (ozna¢me ji p(z)) zde mam na mysli limitu posloupnosti ¢astecnych
soudinii funkci f,(z). Je tedy p(2z) = limp oo pn(2).
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Definice 3.2.5. Radu funkci nazveme lokalné stejnomérné konvergentni na oblasti
G, jestlize pfislusné posloupnost ¢asteénych souc¢tt funkei {s,} je lokalné stejnomérné
konvergentni na G.

Nekonecny soucin funkci nazveme lokdlné stejnomérné konvergentni na oblasti G,
je-1i ptislusna posloupnost ¢asteénych soucinu funkei {p,} lokalné stejnomérné konver-
gentni na G.

Uvedené definice maji tu nevyhodu, Ze k ovéfeni toho, zda posloupnost funkci kon-
verguje lokélné stejnomérné, potfebujeme znét i piislusnou limitni funkci p(z). Nésle-
dujici véta tuto nevyhodu odstranuje.

Véta 3.2.6 (Bolzano-Cauchyho podminka). Nutnou a postacujici podminkou pro
lokalné stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci {m,(z)} na G je, aby ke kaZdému
20 € G ezistovalo okoli O(zy) C G, pro kter€ je splnéna podminka

(Ve > 0)(3k € N)(Vz € O(20))(Vi,j € Nyi, 5 > k)(|mi(z) — mj(2)] < e).

Pro nekoneéné fady funkci plati kritérium (zvané M-test), které budeme pozdéji

potfebovat pii urc¢ovani lokalné stejnomérné konvergence nekonecénych soucini funkei.

Véta 3.2.7 (M-test). Méjme posloupnost funkci {f,(2)}, definovanych na G. Necht
existuji ¢isla M, takovd, Ze pro vsechna z € G a vsechna p € N je | fp(2)| < M,. Jestlize

fada ) M, konverguje, potom tada ) f, konverguje stejnomérné na mnoziné G.

Diikaz. Méjme € > 0, potom podle Véty 2.3.2 existuje ¢islo p € N takové, zZe pro vSechna
r € N plati
|Mp+1 + Mp+2 + -+ Mp_t,_r‘ < eE.

Protoze pro vSechna z € G plati |f,(2)| < My, 1ze odvodit nésledujici nerovnosti

| fp+1(2) + fpra(2) + -+ for(2)| < | Mpp1 + Mpio+ -+ Mpyr| <e.

Oznaéme s,(z) = fi(z) + -+ + fn(2). Potom z rovnosti

[for1(2) + - 4 fprr(2)] = Ispir(2) = 5p(2)]

a Véty 3.2.6 plyne, Ze posloupnost ¢asteénych souctu s, (z) konverguje lokalné stejno-
mérné na G. Podle Definice 3.2.5 fada ) f, konverguje lokalné stejnomérné na G. [J

Véta 3.2.8 (Zékladni véta o konvergenci nekoneéného souéinu holomorfnich
funkci). Necht M C C je oteviend mnoZina a a, jsou pro viechna n € N holomorfni
funkce na mnozine M. Jestlize tada funkci

o0

> lan(2)]

n=1

konverguje lokdlné stejnomeérné na mnoziné M, pak plati:
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(i) Nekonecny soucin funkci
oo
[T+ an(2)] (3.12)
n=1
konverguje absolutné a lokdlné stejnomérné na mnozine M.

(ii) Funkce f(z) definovand vztahem

o0

f(2) =[]+ an(2)] (3.13)

n=1
je holomorfni na mnoziné M.

(iii) Funkce f(z) (definovand vztahem (3.13)) md nulové body prdavé v téch bodech, ve

ktergych se rovna nule alespon jeden z faktori 1+ an(z) (n=1,2,---).
Diikaz. Dukaz véty lze najit napf. v knize [39], Véta 15.6. str. 332. O

Priklad 3.2.9. UkaZme, Ze nekone¢ny soucin
00 2
z
1-—= .
11 ( n2) , (3.14)
n=1
urcuje celou funkci.
Uvazujme posloupnost celych funkci a, = —z?/n%. Potom je f,(z) = 1+ an(2)
posloupnost celych funkei a podle bodu (i) Véty 3.2.8 sta¢i ovérit, ze fada

2’2

(3.15)

T2
n
n=1

konverguje lokalné stejnomérné na C. Necht k& € N a mnozina K je definovana pred-
pisem K := {z € C: |z| < k}. Potom pro vSechna z € K je majorantou fady (3.15)
fada Y (k?/n?) = k2> (1/n?) = (k7)?/6, coz podle Véty 3.2.7 znamen, 7e fada (3.15)
konverguje na C lokélné stejnomérné a tedy soucin (3.14) konverguje na C lokalné
stejnomérné k holomorfni funkci. Souéin (3.14) je tedy celou funkci. Je zfejmé, ze nu-
lové body funkce definované soucinem (3.14) jsou z = +1,£2, ---. Pozdé&ji se budeme
zabyvat vztahem této funkce k funkei (sinwz)/(7z).

Ve zbyvajici ¢asti této kapitoly se budu vénovat historickym poznamkam o nejstar-

$ich znamych nekonecénych soucinech.

3.3 Viettv nekonecny soucin

Nekonecny soucin se objevil poprvé patrné v praci, jejimz autorem byl vyznamny fran-
couzsky matematik, pravnik a politik FRANGOIs VIETE (1540 — 1603). V roce 1593

Viete vydal v Tours spis Variorum de rebus mathematicis responsorum liber octavus
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(Rtzné matematické problémy, svazek osmy). V tomto dile se zabyval nékterymi zna-
mymi tlohami jako napf. zdvojenim krychle, trisekci thlu, konstrukci pravidelného
sedmitihelniku, vySetfoval kfivku kvadratrix, Hippokratovy mésicky, atp.

Kromé toho zde mizeme nalézt i hlavni prfedmét naseho zajmu, tedy nekonecny
soucin. Ten se zde objevil v souvislosti s vypoc¢tem hodnoty cisla 7. Pfi jeho odvo-
zeni Viete vyuzival klasickou archimedovskou aproximaci kruhu o poloméru r (vepsa-
nymi) pravidelnymi mnohothelniky, pfi¢emz pracoval s podilem obsahu mnohotihelniku
o n strandch a mnohotithelniku s 2n stranami.

Obsah n-thelniku je dan vztahem S(n) = n - S(AOAB), kde symbolem S(AOAB)
je minén obsah trojuhelnika OAB, viz Obrazek ¢. 3.1. Pro obsah trojihelniku OAB

Obréazek 3.1: K odvozeni Vietova nekoneé¢ného soudinu

plati S(AOAB) = 1/2 2rsin g r cos , kde r je polomér uvazovaného kruhu a 2¢ znaci
velikost thlu AOB. Po jednoduché tpravé tak pro obsah n-thelniku dostaneme vztah
S(n) = 1/2 nr?sin2p. Podobné, obsah mnohothelniku s 2n stranami je dan vztahem
S(2n) = nr?sin . Pro pomér obsahti obou mnohotihelniki plati S(n)/S(2n) = cos ¢.
Jestlize zdvojnasobime pocet stran mnohothelniku, dostaneme vyraz
S(n)  S(n) S(2n)

S(an) ~ S(n) Sam) ~ 8@ osl@/2). (3.16)

Matematickou indukei lze z rovnosti (3.16) dokazat vztah

S(n)  S(n) S2n)  S@2*'n) 0 o
S(@Fn) — S(2n) S(4n) S(2kn)  VPOE (5) T cos (2;T1) : (3.17)

Cim vétsi volime hodnotu k, tim piesnéji aproximuje vepsany mnohothelnik kruh.
Zapiseme-li pfesnéji to, co Viete povazoval za samoziejmé, pak se po provedeni limitniho
prechodu k — oo z mnohothelniku s 2*n stranami stane kruh a pro jeho obsah plati
S(2*n) = mr2. Ze vztahu (3.17) tak ziskdme rovnost

1/2 nsin2¢
cos @ cos(p/2) cos(p/4) cos(p/8) ...

m =
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Viete zvolil za pocateéni mnohouhelnik ¢tverec. Je tedy n = 4, ¢ = 7/4, sin2¢ = 1,

cos ¢ = 1/1/2. Vezmeme-li jesté v tvahu znamy vztah pro kosinus poloviéniho thlu

cosw— 1—i—lcos
9~ Va2 T3

mizeme vyjadiit vysledek ve tvaru
2

1 1 1 1
\/g\/§+§\/;"'

ktery se vSak cCastéji zapisuje pomoci rovnosti

e INEWE e o8
22222' '

Viete byl prvni matematik o kterém vime, Ze pracoval s nekonenym soucinem. Jeho

m =

snahou bylo vyjadrit hodnotu ¢isla 7 pomoci vyrazu s nekoneé¢nym poc¢tem algebraic-
kych operaci. Myslenka opakovat jisté operace ad infinitum je ovSsem mmnohem starsi
a sahd a7 do staroddvného Recka. Zmifime napf. ARCHIMEDA (asi 287 — 212 pted n. 1.)
a jeho exhaustivni metodu, s jejiz pomoci urcoval obsahy nékterych rovinnych atvard,
resp. objemy téles. Viete fecké klasiky znal a dokonce se na né ve svém dile odkazoval.
Staif Rekové viak nedovedli provést prislusny vypocet ptimo ), proto Vietiiv soucin po-
vazujeme za skutecné prvni znamy ptipad, ve kterém se podatilo uréit hodnotu vyrazu

s nekonecnym poctem clent.

3.4 Wallistv nekonec¢ny soucin

V roce 1655 vysla kniha Arithmetica infinitorum (Aritmetika nekonecéna), jejimz auto-
rem byl JOHN WALLIS (1616 — 1703). V tomto dile mizeme nalézt znamy, tzv. Wallisiv
nekonecny soucin

[e.9]

™ 22 4-4 6-6
Z = . . 3.19
2 1.3 3.5 5-7 H 2n—1 2n+1) ( )

P1i popisu hlavnich idei Wallisova odvozeni budu pouzivat sou¢asné matematické zna-
¢eni. Wallistiv postup?) souvisi se snahou o vypocet obsahu ¢tvrtiny jednotkového
kruhu. Wallis pouzival symbol [ pro prevracenou hodnotu obsahu uvazované plochy

a k vypoctu pouzival vzorec

1 1 2
5 = lim = L (3.20)

3) Rekové pocifovali jistou ,hriizu z nekoneéna“. Svou roli v tom sehraly tzv. Zenonovy paradozy.
Ani Archimédes nedefinoval soucet nekonecné fady, pouze odhadl soucet fady a pak metodou dvojiho
sporu ukazal, ze dané Cislo je ,souc¢tem® konkrétni nekonecné rady.

%) Odvozeni je prevzato z knihy [11].
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ktery z dnesniho hlediska predstavuje analogii k Riemannovym souc¢tim k integralu
1
T
1—22de=—.
[v 4
0

Wallis nebyl schopen pfimym vypoctem urcit limitu souctu na pravé strané€ rovnosti
(3.20), proto se snazil odvodit hodnotu vyrazu 1/00 pomoci nejriznéjsich analogii. Byla
mu znama rovnost

1
q

1
P/4 qg = = eN,geN 3.21

proto se snazil nalézt analogicky vzorec i pro vypocet hodnoty, kterd odpovida integralu
1
/(1 — /7Y dg, (3.22)
0

kde p a g predstavuji libovolna realné ¢isla a potom substituci p = ¢ = % ziskat hodnotu

vyrazu

1 1
g :/ (1—2%)'? da.
0

1

Uvazujme napf. p = 2 a ¢ = 3. Tim dostaneme integral [(1 —/z)® dz, jehoz hodnotu
0

1/10 uréime snadno pouzitim vztahu (3.21). Aby se vyhnul praci se zlomky, zac¢al Wallis

pracovat s prevracenou hodnotou integralu (3.22)

1
Jo (L =a/p)a da’

Ap,q =

V Tabulce 3.1 jsou uvedeny hodnoty a, 4, které Wallis vypocital pro p,q € N, p < 10,
g < 10. Na zékladé vypoctenych hodnot Wallis povazoval za ziejmé, ze Tabulka 3.1
je tabulkou binomickych koeficientti. Stejné tak na tato ¢isla nahlizel jako na posloup-
nosti ,figuradlnich® ¢isel. Napiiklad, faddek s ¢isly as, obsahuje trojahelnikovéd cisla
1, 3, 6, 10, 15, ..., pro ktera plati vztah as, = %(q + 1)(q + 2). Podobné, v fadku
s Cisly ag,q podle Wallise nalezneme ,,pyramidalni® ¢isla 1, 4, 10, 20,35, ..., pro ktera
plati az 4 = %(q +1)(g¢ +2)(g + 3). Obecné, pro hodnoty a, 4 plati

1
ap,q=];(q+1)(q+2)~~(q+p). (3.23)
Wallis téz odvodil, Ze pro ¢leny a, 4 plati rekurentni vztahy
pg = —0pg-1 & Apg=—0p 14 3.24
X q P X p pla ( )

Nyni chtél Wallis interpolovat mezi prvky Tabulky 3.1 a to tak, aby zde byly obsazeny
hodnoty p = 1/2, ¢ = 1/2. Do vzorce (3.23) vlozil misto ¢isla g, ¢ € N, hodnoty nq/2,
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kde ¢,n € N, ¢imz interpoloval mezi prvky p-tého fadku. Pro ilustraci vypoctéme

nékolik hodnot
1/1 1 15
=5t a ) T %

1/5 ) 5 693
a3,5/2:6 5“‘1 §+2 5—}—3 :E.

Diky diagonalni symetrii mtizeme vlozit dané radky mezi prvky odpovidajiciho ¢-tého
sloupce v Tabulce 3.1. Dale Wallis vlozil neznamou hodnotu ay /3 1/ = L.

Tabulka 3.1: Hodnoty a, 4

q

p|0 1 2 3 4 . 10
o1 1 1 1 e 1
1]/1 2 3 4 5 e 11
2|11 3 6 10 15 ... 66

3 (1 4 10 20 35 ... 286
4 |1 5 15 35 70 ... 1001
10| 1 11 66 286 1001 ... 184756

Dalsim Wallisovym krokem bylo zaplnéni nevyplnénych hodnot v Tabulce 3.2. K us-

nadnéni zapisu zavedu oznaceni m = 2p, n = 2q, byn = apg = Ay /2,5 /2- Jestlize m an

Tabulka 3.2: Hodnoty a;, 4 = bap 24

n 0 1 2 3 4 5 6
q
T 3 5
0 0|1 1 1 1 1 1 1
1 3 15 105
131 ? : % w
sy 7 Y s 7 o
ks 15 2 35 5 63 »
Slely Tt e o
ozt 105 2 315 8 693 =
6 3|1 g 4 g 10 g 20
jsou suda ¢isla, pak ze vztahu (3.24) vyplyva
m/2+n/2 m-+n

binn = 2, nj2 = Tpam/l (n/2)-1 = Tbm, n—2- (3.25)
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Wallis zjistil, ze rovnosti (3.25) také vyhovuji ty prvky a, n, kde m a n jsou licha ¢isla,
ktera byla vlozena do Tabulky 3.2 v pfedchozim kroku. Napi. z byy = 2 ziskal

2
b2y 3 _ 15
W=y 97 g
azb41:1§50bdriel
by T 1535
BT37 8 8"

Potom Wallis pouzil symbol O k doplnéni zbyvajicich prvka v fadku m =1 (a po-
moci symetrie k sloupci n = 1). Ze vzorce (3.25) dostal hodnoty

4 4 6 8
b1z = =by1 = =0 . by = =b3 = =0
13 3 11 3 resp 15 5 13 5

Nakonec zaplnil prazdné misto v sloupci n = 1 v Tabulce 3.2 pouzitim vztahu
bm,n = bm,n—2 + bm—2,n~ (326)

Pro sudd m a n vyjadfuje rovnost (3.26) znamé pravidlo pro po¢itani s kombina¢nimi
Cisly apq = apq—1 + ap—1,4 pouzité v Tabulce 3.1. Wallis jednoduse predpokladal, Ze
vztah (3.26) analogicky plati i tehdy, jsou-li m a n liché ¢isla. Pouzitim dfive vypocte-
njch hodnot by3 = bg; = 40 napiiklad dostal z rovnosti (3.26) vysledek

4 4 8
b3 = -0+ =-0=-0.
B=3-73773
Dale g g 64
bss = b3z + b5 = §|:| + 5‘:] = T5D7 atd.

Dokonceni vypoctu hodnoty [J = b1; nyni spoc¢iva v doplnéni radku pro m = 1.

Tabulka 3.3: Vypocet pro hodnotu m = 1.

n
m| 0 1 2 3 4 5 6
3 4 15 8 105
11 0 5 30 % 0§
Dosazenim m = 1 do vzorce (3.25) Wallis dostal
n+1
bl,n = bl,n—27

z ¢ehoz pomoci tzv. britské indukce ) pro sudd n odvodil vztah

3 5 n+1
bip,=1X=X—=X---X ,
' 2 4 n

(3.27)

%) Terminem ,britska indukce* oznacujeme postup, ve kterém na zakladé provedeni indukénich
krokt pro mala prirozenda cisla povazujeme hodnoty zbyvajicich ¢lent za ovéfené.
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zatimco pro licha n dostal rovnost

O
=N
X
[SURITES

n—+1
X .
n

bin = — x (3.28)

2
S pfihlédnutim k (3.27) a (3.28) Wallis tvrdil, Ze posloupnost by, je rostouci, coz ho

vedlo k nerovnostem
b1 <bio<biz - <bry <bypy1 <---.
Pro kazdé n € N proto plati
bi2n—1 < b12n < b12n41. (3.29)

Porovnanim nerovnosti (3.29) se vzorci (3.27) a (3.28) Wallis ziskal nerovnosti

mpd T2k oY 2
2 H U 2 H 2%k —1°
Snadnou tpravou pak predchozi nerovnosti pfevedl do tvaru

2n + 2
2n+1°

< (3.30)

- 2 - (2k)
H 2k—1 2k+1)<i g(%—n(zkﬂ)

Pfipomenme, ze 2/[0 = 7/2. Limitnim pfechodem n — oo jiz snadno ziskdme Wallistiv
soucin (3.19).

Timto zptusobem Wallis odvodil vzorec, ktery dnes nese jeho jméno. Mnozstvi hy-
potéz a nedokazanych tvrzeni, které pfitom pouzil, neuniklo kritice jeho soucasniki.
Znamy je napiiklad spor%) mezi Wallisem a THOMASEM HOBBESEM (1588 — 1679).
V roce 1685 Wallis vydal knihu Algebra, ve které se snazil obhajit sviij postup. Prohlé-

sil, Ze jeho cilem

(...) nebylo popsat dikazy znamich véci, aviak spise ukdzat zpusob vysetrovdni

nebo zjistovdni véci dosud nezndmych”).

Dnes se odvozeni vzorce (3.19) zpravidla opird o metodu integrace per partes a od-
vozeni rekurentnich vztaht

w/2
1 3 2n—1
IQnZ/Sinznxdm:g-2-4-.-- "
0

2n
a
w/2
2 4 6 2n
I — in2"tl e de=2.2.2....
2n+1 /sm xr axr 35 7 2TL+1’
0

%) Vice o tomto dlouholetém sporu je mozné najit napi. v knize [21].
™) Citat je prevzat z knihy [11].
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(viz napt. [23], kap. 3, §5. pozn. 3). Jak uvidime pozdéji, je mozné Wallisiv neko-
neény soucin ziskat také dosazenim nékterych konkrétnich hodnot do znamych vyjad-
feni funkci nekoneénymi souciny.

Shrnutim dosavadnich historickych poznamek je zfejmé, Ze vyskyt nekonecénych
souéind byl v té dobé nahodily, v zadném piipadé neslo o hlubsi vySetfovani jejich
vlastnosti. Spise lze fici, ze nekonecné souciny se pouzivaly jako prostfedek k feseni

jinych problémii.



Kapitola 4

Leonhard Euler a nekonecéné

souciny

Tato kapitola pojednava o nékterych nekonec¢nych soucinech v pracich LEONHARDA
EULERA (1707 — 1783), zejména v souvislosti s funkci gama a funkei sinus. Jsou

také zminény dvé charakteriza¢ni véty pro funkci gama.

4.1 Gama funkce

Euler mél jiz od pocatku své védecké kariéry origindlni pristup k feseni problémt.
V 21 letech vytvoril zaklady teorie budouci gama funkce. Stalo se tak pri feSeni pro-
blému, ktery dlouhou dobu trapil pfedni matematiky. Nasledujici fadky vénuji popisu
daného problému. Rozvoj matematické analyzy v 17. a 18. stoleti vedl k tiloham spo-
jenym s interpolaci mezi prvky ¢iselnych posloupnosti. Vhodnou jednoduchou ilustraci
poskytuje vzorec pro soucet prvnich n ¢lenil aritmetické posloupnosti

n(n+1)

L4243 444 fn=—"F—" (4.1)

Vztah (4.1) byl znam jiz ve starém Recku a to napf. v souvislosti s tzv. figurdinimi
¢isly'). Pokud chceme uréit soudet napi. prvniho sta piirozenych ¢isel, mizeme bud
postupné vSechna ¢isla secist, nebo dosadit n = 100 do vzorce na pravé strané (4.1).
Pro libovolné n tak redukujeme vypocet na provedeni pouhych tii pocetnich operaci.
Z naseho pohledu stoji za povsimnuti, Ze zatimco vyraz na levé strané rovnosti (4.1) ma
vyznam pouze pro n € N, vyraz na pravé strané vzorce (4.1) je definovan pro libovolné
n € R a nabizi tak jedno mozné feseni problému interpolace mezi ¢leny posloupnosti 1,
1+2,1+2+4+3,14+2+3+4, atd.

Reseni podobnych interpolac¢nich problémt bylo éasto spojeno s integralnim poétem.

Naptiklad jiz zminény John Wallis v knize Arithmetica infinitorum (Aritmetika neko-

1Y Vig [44], str. 49, nebo [4], str. 42.

42
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nec¢na) (1655) pouzil metodu indivisibilii?) ploch k feSeni problému kvadratury kruhu.
Jednim ze ziskanych vysledki pritom byl nekoneény soucin (3.19) popsany v predchozi
kapitole. Poznamenejme, ze pravé soucin (3.19) sehral vyznamnou roli pfi Eulerové
odvozeni integralniho tvaru gama funkce.

Euler se zacal vénovat problémtim vedoucim ke gama funkci v roce 1729. Tehdy,
z podnétu CHRISTIANA GOLBACHA (1690 — 1764), hledal obecny ptedpis, ktery by po-
skytl vSechny ¢leny posloupnosti 1, 1-2,1-2-3,1-2-3-4, atd. Z dneSniho pohledu
Euler hledal vzorec analogicky k (4.1) lisici se pouze tim, Ze misto s¢itani pfirozenych
¢isel uvazujeme jejich nasobeni. Uvédomime-li si, ze v té dobé jiz k ,bézné matema-
tické vybavé“ pattila binomickd véta, Taylortiv rozvoj a dalsi, je zfejmé, Zze znalost
vzorce, ktery by usnadnil viypocet faktoridld, se jevila velmi zaddouci. Soucasné se téz
od takového vztahu ocekavalo, Ze umozni interpolovat mezi faktorialy.

Dnesni pojeti funkce, jakoZto vztahu mezi dvéma mnozinami ¢isel, nabizi vcelku
jednoduché feSeni. Prirozenym c¢islim priradime jejich faktoridly a ostatni hodnoty
mizeme stanovit ,libovolné“. Tomu graficky odpovida zaneseni bodd o soufadnicich
[0,1], [1,1], [2,2], [3,6], ...do kartézského soufadného systému a napfiklad jejich né-
sledné propojeni kiivkou tak, aby vznikl graf funkce. To lze samoziejmé provést mnoha
zpusoby.

Obtiznost Eulerova tkolu spoc¢ivala v tehdejsim vymezeni pojmu funkce. V [13]
Euler uvedl:

Funkce proménné veliciny je analyticky vyraz sloZeny libovolnym zptusobem z této

promeénné veli¢iny a z ¢isel nebo konstantnich velicin.

Zminovany analyticky vyraz znamenal pfedpis (vzorec) ziskany pomoci zakladnich
pocetnich operaci jako jsou séitani, odéitani, nasobeni, déleni, mocnéni, atd ®). Zadani
Goldbachovy ulohy tedy znélo: ,Najit funkci (ve formé analytického vyrazu), ktera
v prirozenych ¢islech nabyva hodnot faktoriali téchto ¢isel.“

Prvni uspokojiva feSeni Goldbachova problému se objevila v roce 1729 a jejich
autory byli nezavisle na sobé Euler a DANIEL BERNOULLI (1700 — 1782). Dne 6. fi{jna
1729 poslal Daniel Bernoulli Goldbachovi dopis vénovany feseni jedné tlohy spojené
s cykloidou. V dodatku dopisu je uvedeno feSeni interpola¢niho problému:

Necht x je index clenu a A je mekonecné wvelké cislo; tvrdim, Ze obecny clen

(tj. 2!1)*) bude

(A+E>zil 2 3 4 A
2 142 242 342 A—-1+2/"

2) Metoda indivisibilii se pouzivala pfi vypoc¢tu obsahu ploch, resp. objemu téles. Spoé¢ivala v roz-
déleni plochy na ¢asti ¢ar (napf. piimky), resp. rozdéleni télesa na ¢asti ploch (nap¥. kruhy). Tyto se
nazyvaly indivisibilie a vhodné secteni jejich velikosti (tj. z geometrického hlediska jejich slozeni do
ptivodniho ttvaru) poskytlo hledany obsah plochy, resp. objem télesa, vice viz [40], str. 25.

3) Vice poznamek k vyvoji pojmu funkce lze nalézt napt. v ¢lancich [41] a [27].

%) Poznamka autora.
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Jestlize misto toho, abychom A povaZovali za nekonecné velké, poloZime A rovno
né&jakému dostatecneé velkému cislu, pak ziskame wvelicinu, blizkou k obecnému

clenu.

Ukazme, co tim mél Bernoulli na mysli. Tak napf. chceme-li ur¢it hodnotu 3!, po-

lozime x = 3. Potom je

3\2/2 3 A-1 A 1
!N A —_— —_— . — e e e —_— — o 1 —_—mm .
s ( +2) (4 5 A+1 A+2> 6( +4A2+12A+8>

Je zfejmé, Ze se zvySujici se hodnotou A dostaneme presnéjsi odhad 3!. Napt. pro A = 10
je 3!~ 6+ g5, pro A = 100 je 3! ~ 6+ 5= a limitni pfechod A — oo dévé 3! = 6. Tolik
k feseni Daniela I. Bernoulliho. Dodejme jen, ze tento vysledek byl publikovan teprve
v roce 1843.

Euler k fesSeni pristoupil obecnéji. Goldbachovi zaslal k danému problému celkem
dva dopisy. Prvni z nich nese datum 13. fijna 1729 a pojednavé o problému interpolace
pomoci nekoneéného soucinu. V druhém dopisu z 8. ledna 1730 je popséno feseni v in-
tegralnim tvaru. Oba dopisy obsahovaly pouze jednoduchy néstin feSeni. Podrobnosti
Euler zvefejnil v ¢lanku [14]. V tomto textu Euler shrnul oba vysledky, pfi¢emz hlavni
dtraz kladl na odvozeni vzorce v integralnim tvaru. O nekoneéném soucinu se zminuje

jiz jen kréatce. Euler uvadi®):
(...) hledal jsem obecné vyjddrent, které ddvd vsechny cleny posloupnosti
1+41-24+1-2-3+1-2-3-44--- .
Za predpokladu (...), Ze se tato posloupnost chovd viceméné jako geometrickd

posloupnost, nalezl jsem ndsledujict vyjadient

1.97 21—n‘3n 31—n.4n 41—n.5n
1+n. 24+n . 3+n ' 44n

kterée vyjadruje n-ty clen dané posloupnosti. Tento vyraz se vsak nikdy uplné ne-

. (4.2)

zkrdti. Pokud je n celé cislo nebo zlomek, vysledkem je pouze pribliznd hodnota

Zadaného clenu, vyjma pripadin =0 an =1, kdy je vysledek roven cislu 1.

Zde se nabizi otazka, jak dalece Euler chapal limitni procesy spojené s nekone¢nymi
souliny. Je napt. snadné vyjadrit posloupnost ¢astecnych soucintt odpovidajici hodnoté
n=3.Je
2-2-2 3-3-3 4-4-4 (k+1)(k+1)(k+1)

= . . . . —=9.3. AP/
1-1-4 225 3-3-6 k-k-(k+3) (k+2)(k+3)

Pk

Chceme-li ziskat hodnotu 3! vypocteme limy .., pg. Je

, (k+1)(k+1)
e ey T

%) Citovany tryvek je pfevzat z anglického prekladu [15], ktery je pro étenéfe dostupny na adrese
http://home.sandiego.edu/~langton/eg.pdf.
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Euler pise, Ze si je védom toho, Ze popsany vysledek neni vhodny k uréovani hodnot
faktoriald. Vsiml si vSak, ze vzorec ma smysl i pro necelociselné hodnoty, a je proto
vhodny k interpolaci mezi faktorialy. Dale Euler uvadi, Ze pii dosazeni n = 1/2 ziskal
vztah podobny (3.19).

(...) dostal jsem fadu

\/2-4 4-6 6-8 8-10
3-3 5-5 7-7 9-9 ’

kterd vyjadruje hodnotu hledaného clenu. Tato Tada je mi ale povédomd v sou-
vislosti se vzorcem pro obsah kruhu, ktery jsem vidél u Wallise. Wallis zjistil, Ze

hodnotu podilu obsahu ctverce a kruhu o jeho prumeéru lze vyjadrit ve tvaru
2-4-4-6-6-8-8-10--- ku 3-3-5-5-7-7-9-9---.

Jestlize prumér kruhu bude roven jedné, bude obsah kruhu roven

2.4 4.6 6-8
3355 7.7

Z této souvislosti jsem odvodil, Ze ¢len s indexem n = 1/2 je roven odmocniné
z obsahu kruhu s primeérem rovnym jedné.

Jak Euler déle uvadi, v jistych pfipadech mtizeme integraci ziskat vzorce souvisejici
s kvadraturou kiivek. Protoze védél, Ze ¢len n = 1/2 souvisi s obsahem kruhu, napadlo
ho hledat obecné vyjadieni faktoriali pomoci vhodné formule v integralnim tvaru. Zacal
vySetfovat integral fol 2% (1 — z)"dx, kde n € Z a ¢islo w € R pfedstavuje libovolnou,
ale pevné zvolenou hodnotu. Pomoci binomické véty rozlozil vyraz (1 —x)", z ¢ehoz po

vynasobeni ¢lenem z% dostal

X

n n(n—1) nn—1)(n—2)
W o\ = W w1 w+2 w—+3
Pl )t =at = et A T 1-2-3

4+

Integraci obou stran vzniklé rovnosti ziskal vyraz

xw+1 nww+2 n(n . 1)xw+3

/xw(l_x)ndx:w+1_1-(w+2)+ 1-2-(w+3)

— (4.3)
S integrélem na levé strané rovnice (4.3) zacal Euler pracovat jako s uréitym integra-
lem %) s mezemi od 0 do 1. Timto zptisobem dospél k vyrazu

1 n N n(n —1)
w+l 1-(w+2) 1-2-(w+3)

/1 (1 —x)"dx = — (4.4)
0

6) Euler samoziejmé nepracoval s pojmem urcitého integralu. Provadél vSak operace, které k nému
z dnesniho pohledu vedou.
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Tento vyraz je dilezity z toho divodu, Ze pro dana n nabyva hodnoty

1
n=0 - UE
1 1
n= —_—
(w+1)(w+2)
5 1-2
n= ,
(w4 1)(w+2)(w+3)
1-2-3
n=3

(w+ 1) (w+2)(w+ 3)(w+4)’

Pravidlo, podle kterého vznikaji dalsi ¢leny, je zfejmé. Euler tak dospél pro nezidporna

celd n a libovolné w € R k obecnému vyjadieni

. __— 1-2-3-4-
Aiﬁu_x)m_{w+nw;2) m+n+m

(4.5)

Pokud n neni nezdporné celé ¢islo, je pro vyjadfeni hodnoty vyrazu [ z%“(1 — z)"dz
vhodnéjsi pouzivat vzorec (4.4). Vynasobime-li kazdou ze stran rovnosti (4.5) vyrazem

w + n + 1, dostaneme

1-2.3...n
(w+2) - (w+n)

1
(w+n+1)/0 (1 —z)"de = Wil (4.6)

Nahradime-li v rovnici (4.6) ¢len w zlomkem ve tvaru f/g dostaneme po jednoduché

Upraveé rovnost

(f+(n+1)g 1ﬁm  oYrde — 1-2-3---n
g ey = s S s 6

Polozenim f =1 a g = 0 se vyraz na pravé strané (4.7) zménina 1-2-3---n a vyraz

na levé strané (4.7) potom bude integralnim vyjadienim hledané zévislosti, tedy
1 L
1—2x)"d
1.2‘3”%:/380( 1) x (4.8)
0 1y

V dalsim textu Euler vySetfuje, co neuréity vyraz na pravé strané (4.8) znamenda. Ve
L v v 7 . 7
vzorci (4.7) nahradil proménnou = vyrazem z7+s a soucasné misto dr dosadil vyraz

=f
ﬁmfﬂ dz. Takto preved! integral na pravé strané (4.8) do tvaru

f+(n+1
s f+g 1—;1:f+¢7> dx

a polozenim f =1 a g = 0 ziskal rovnost

1 .0\
1‘2'3-“71:/ de. (4.9)
0 o"
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Pro vyjadfeni integrandu v (4.9) Euler uvazoval souvisejici vyraz (1 —x*)/z pro z — 0.
Z dnesniho pohledu pouzil rovnost lim, o (1 — 2*) /(z) = — Inz a diky tomu nasel pro

wfaktoridlovou funkci® vyjadreni

1
n!:/o (—Inz)" dx. (4.10)

7 rovnosti

1 1 1
= —Inz)"dz = [2(—Inz)"]} +n —Inz)" Ydz =n —Inz)" ldz
I~ [ (Cnayds = o(-tna) 40 [ <y tae—n [ -yl

plyne rekurentni vzorec I,, = n-I,,_1, ktery ukazuje, Ze pro n € N vzorec (4.10) skutecné
vytvaii hodnoty faktorialt. Navic integral (4.10) poskytuje smysluplné hodnoty i pro
libovolné n € (—1,00). V roce 1809 upravil v praci [29] ADRIEN MARIA LEGENDRE
(1752 — 1833) integral (4.10) pomoci substituce x = exp(—t) a ,posunuti“ defini¢niho
oboru do dnes pouzivaného tvaru

I'(z)= /Ooo e it dt, z € (0,00). (4.11)

Od Legendra téz pochazi oznaceni funkce feckym pismenem I" a pojmenovani integralu
(4.11) Eulerovygm integrdalem druhého druhu. Mezi gama funkei a faktorialy plati vztah

I'z) = (z— 1), z €N, (4.12)
Integraci per partes dostaneme z integralu (4.11) vztah
o0 o0
I'z+1) = / e 'trdt = [—efttx]go + x/ e 't 1At = ol ().
0 0
Gama funkce tedy vyhovuje funkcionalni rovnici
Iz +1)=xal(x), z € (0,00), (4.13)

ktera je analogii ke vztahu (4.24).

Reseni (4.10) v integralnim tvaru Euler podrobné zdtivodnil. Zptisob, pomoci kte-
rého odvodil souéin (4.2), vSak v [14] neuvadi. Teprve v roce 1789 ho podrobnéji popsal
v ¢lanku De termino generali serierum hypergeometricarum (O obecnych ¢lenech hy-
pergeometrické fady). Prevedeme-li Eulerovy tvahy do dnesniho znaceni, mizeme je
popsat nasledujicim zpusobem:

Vyjdeme od charakteristického vztahu pro faktoridly n! = n-(n—1)!. Jestlize n € N,
mizeme psat

(x4+n)!=z! (z+1)(z+2) - (z+n). (4.14)

Jestlize je i « prirozené ¢islo, potom plati

+n)!=mn+z)!=nl(n+1)(n+2) - (n+2).
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Je tedy

lim (z+n)! !
n—oo  nl  (n+1)(n+2)---(n+x)

Necht « znadi libovolné, ale pevné zvolené redlné ¢islo. Potom snadno nahlédneme, Ze

=1. (4.15)

pron € N a ¢ € N plati
(n+1)(n+2)--(n+x)

nh_)ngo (nta) =1. (4.16)
Pomoci (4.15) a (4.16) ziskame vztah
|
im (et} = (4.17)
n—oo n! (n + a)*
Pouzitim vzorct (4.14) a (4.17) obdrzime vztah
! 1 2).--
i S D@+ @tn) (4.18)
n—00 n! (n+ a)®

V této limité vystupuje z! jako proménné, kterd se ,neucastni limitniho procesu.

Mizeme ji proto vytknout pred limitu a po Gpravé dostaneme

|
z! = lim n! (n +a)*

n.—>oo (x+1)(x+2) - (z+n) (4.19)

Ozna¢me nyni symbolem p,, hodnotu zlomku na pravé strané vyrazu (4.19) pro néjaké
konkrétni n € N a a = 1. Je tedy napft.

U141 224 1) B 3! (3+1)*

7 =_— v = , 4.20
PETLT O P+ P e e et (4:20)
Pro limitni pfechod n — oo Euler vyuzil ,teleskopi¢nost* nekone¢ného soucinu
lim p, ~p 2o (4.21)
n—oo P1 D2 P3

Dosazenim (4.20) do (4.21) dostaneme z (4.19) vztah

x l—-x 9 9l—x qx ql—z kx
RO i B U (4.22)
r+1 z+2 x4+43 zx+4

Porovnanim s (4.2) zjistime, ze (4.22) je hledany vyraz pro interpolaci mezi faktoriély,

ktery Euler popsal v roce 1729. Dodejme jen, ze vzorec (4.22) lze upravit do tvaru

a oo (21 3 1 *ﬁ n+1\" n ]
o\l 1)\ 20l 42 _n: n n+z|

1

ﬁ [(1 + ;)x (1 + %) 1} . (4.23)

n=1

Kratce po vydani [14] Euler dokazal, ze oba ziskané vzorce (4.2) a (4.10) definuji na
(0, 00) tutéz funkci. Uvédomime-li si, kolika riznymi zptusoby je mozné fesit uvedeny
interpola¢ni problém, vyniké o to vice Eulerova genialni intuice, ktera ho vedla riznymi

postupy k totoZnym vysledkim.
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4.1.1 Bohr—Mollerupova véta

V této Casti se budu podrobnéji vénovat dalsimu moznému zptsobu zavedeni ,faktori-
alové funkce“. Hledame funkeci, kterd pro n € N vyhovuje vztahu f(n) = n!l. Jiz vime,
ze takovych funkci existuje vétsi pocet. Proto llohu zzime a budeme hledat funkci,
které splituje nékteré dodatecéné podminky 7). Jednou z ,,pfirozenych“ podminek je po-

zadavek, aby hledana funkce vyhovovala funkcionalni rovnici
f@+1)=(x+1)f(z), ze€R":=(0,00), (4.24)

ktera predstavuje zobecnéni rekurentniho vzorce (n+1)! = (n+ 1) -nl, n € N.

S prihlédnutim ke vztahtim 0! = 1, 1! = 1, 2! = 2, ... mizeme pro funkci f urcit dalsi
podminky, napt. f(0) = 1, f(1) = 1, f(2) = 2, atd. Za zminku stoji, Ze z uvedenych
podminek sta¢i uvést pouze jedinou. Ostatni podminky vyplyvaji z rovnice (4.24). Tu
lze upravit do tvaru f(z +2) = (z + 2)f(z + 1) = (z + 2)(z + 1) f(x), resp. obecné

vyjadrit ve tvaru
flx4+n)=(x+n)(z+n—-1)---(x+1)f(2), neN, zeR". (4.25)

Pak plati f(1) = f(0+1) =1-f(0) =1, f(2) = f(0+2) =2-1-f(0) = 2, atd.
Rovnice (4.25) méa dalsi dulezitou vlastnost. Pokud bychom znali vSechny hodnoty x
napf. z intervalu (0, 1), mohli bychom pomoci rovnice (4.25) vypo¢itat vSechny hodnoty
z intervalu (n,n + 1), kde n € N, tedy obecné pro libovolné z € R*. Rovnici (4.25)
navic mizeme upravit pro z € R\{—1,—-2,-3,...} do tvaru

f(z+n)
(x4+1)---(z+n—-1)(z+n)’

flx) = neN, xeR\{-1,-2,-3,...}. (4.26)
Rovnosti (4.26), (4.25) umoznuji vypo¢itat hodnoty f na mnoziné R\{—1,—-2,-3,...},
a to na zakladé znalosti hodnot funkce v intervalu (z,z + 1), kde x € (—1,00). Zbyva
tedy ,,pouze“ urcit hodnoty funkce f v néjakém vhodném intervalu.

Vratme se proto k rovnici (4.24). Reseni této rovnice neni jednozna¢né. Vzhledem
k vySe uvedenému nam situaci neusnadni ani pozadavek na spojitost funkce f. Na
fadu pfichazi vySe zminovand podminka f(0) = 1. Spojité feSeni rovnice (4.24) spolu
s podminkou f(0) = 1 vytvari spojitou funkeci, kterd produkuje faktoridly, nicméné
i tato omezeni jsou nedostatecna k ziskani jednoznac¢ného feseni. To lze ukazat pomoci
nasledujiciho ptikladu. Necht f je hledané spojité feseni rovnice (4.24), které spliiuje
podminku f(0) = 1. Uvazujme libovolnou spojitou periodickou funkeci g(x) s periodou
p = 1, pro kterou plati g(0) = 1. Je tedy napi. g(z) = cos 2wz nebo g(z) = 1+ sin 27z.
Budeme vysetfovat funkci h(x) := f(x) - g(x). Snadno ovéfime, Ze plati rovnost

h(z+1) = (z + 1)h(z).

7) Ctenéfe upozornuji, ze uvedené podminky se tykaji faktorialfi, nikoliv funkce gama. Zde odvozené
vztahy pouzijeme v paté kapitole.
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Protoze plati rovnost h(0) = 1, je h(z) spojitou funkci, jejiz hodnoty v pfirozenych
¢islech odpovidaji faktorialim téchto ¢isel.

Mohli bychom opét zesilit pozadavky kladené na funkci f a pridat nap¥. pozadavek
konvexity ®) a diferencovatelnosti nalezeného feseni. Ovem ani tyto vlastnosti hleda-
ného feseni nezajisti jednozna¢né uréené feseni funkcionalni rovnice (4.24). Dostateéné
silnou podminkou se ukazala byt tzv. logaritmicka konvexita. Nejprve vsak pfipomenme
definici konvexni funkce.

Definice 4.1.1. Funkce f definovana na intervalu I C R je konvezni na I, jestlize pro
kazdé dva body x,y € I a kazdé a € (0,1) plati

flaz + (1 —a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y).

Pravé popsana vlastnost ma fadu geometrickych interpretaci. Napiiklad porovné-
nim smérnic seen grafu konvexni funkce lze dospét pro kazdou trojici bodu

Ty < x9 < T3, T1,%2,x3 € I,

k soustavé nerovnosti, z nichz kazda charakterizuje konvexitu funkce f

[wa) = (o) _ flas) = J(e1) _ () = fw2)

To — X1 - xr3 — X1 - T3 — T2

(4.27)

Definice 4.1.2. Rekneme, ze funkce f definovani na intervalu I C R je logaritmicky

konvexni na I, je-li funkce f kladna na I a slozena funkce logof konvexni na 1.

Logaritmické konvexita je siln€jsi podminkou nez ,obycejnd“ konvexita. Logarit-
micky konvexni funkce jsou konvexni, ne kazda konvexni funkce je vSak logaritmicky
konvexni. Napft. konvexni polynomy libovolné vysokého stupné nejsou logaritmicky kon-

vexni na zadném intervalu.
Véta 4.1.3. Soucin logaritmicky konvexnich funkci je logaritmicky konvexni funkce.

Diikaz. Necht funkce f a g jsou logaritmicky konvexni na intervalu I. To podle definice
znamend, ze pro kazdé dva body z,y € I a kazdé o € (0,1) plati nerovnosti

log f(ax + (1 —a)y) < alog f(z) + (1 — a)log f(y),

log g(ax + (1 — a)y) < alogg(x) + (1 — a)logg(y).

Sectenim obou vyse uvedenych nerovnosti a naslednou jednoduchou tpravou dostaneme

nerovnost

log(f - g)(az + (1 — a)y) < alog(f-g)(x) + (1 —a)log(f - g)(v).

To vsak znamend, Ze i soucin funkci f a g je logaritmicky konvexni funkce. O

%) Reseni popsana pomoci zmifiovanjch goniometrickych funkci nejsou konvexni funkce. Podle hez-
kého pfirovnani v [10] pfipominaji ,zdda velblouda“.
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Véta 4.1.4 (Bohr—Mollerup). Ezistuje pravé jedna kladnd spojita funkce f defino-

vand na intervalu (0, 00), kterd
(i) pro vSechna x € (0,00) vyhovuje funkciondlni rovnici f(x + 1) = zf(x),
(ii) wyhovuje podmince f(1) =1,

(iii) je logaritmicky konvexni na intervalu (0, 00).

Tuto vétu dokazali v roce 1922 dansti matematici HARALD BoHR?) (1887 — 1925)
a JOHANNES MOLLERUP (1872-1937). V roce 1931 vydal EMIL ARTIN (1898-1962)
praci [1], ve které uvedl vyznamné jednodussi dikaz této véty. Vyznam Véty 4.1.4
spo€iva v tom, Ze pokud dokadzeme, ze néjaka funkce vyhovuje vSem predpokladim
Véty 4.1.4, pak se na intervalu (0,00) tato funkce nutné musi rovnat gama funkeci
(4.11).

Diikaz. K dikazu Véty 4.1.4 musime ovérit dvé skutecnosti. Za prvé je nutné ukazat,
ze funkce s uvedenymi vlastnostmi existuje a za druhé, Ze takova funkce je urcena jed-
noznacné. V prvni ¢asti dikazu ukazeme, ze funkce I'(z) definovana predpisem (4.11)
vyhovuje vSem predpokladim Véty 4.1.4. Podminka (i) je jiz ovéfena, nebot pro funkei
I'(z) jsme odvodili, ze vyhovuje rovnici (4.13). Podminku (ii) ovéfime téz snadno na-
sledujicim vypoctem

r) = / et dt = lim et dt = lim (1 — e_s) =1.
0

§—00 0 §—00

Necht funkce f(z), g(z) jsou kladné v intervalu (0,00). Zvolme p € R, p > 1a g € R
takové, 7e plati (1/p) + (1/q) = 1. Potom podle Holderovy nerovnosti'?) v integralnim
tvaru plati pro kazdé z,y € (0, c0) nerovnost

/OOO f(Hg(t) dt < </OOO /(1) dt) g (/Ooo g(t) dt> a (4.28)

Pomoci (4.28) snadno ovéfime nasledujici vztahy

/OO t&/P)+y/a)-1 -t ¢ = /OO (t;t—le—t) 1/p (ty—le—t) Va g <
0 0

e’} l/p 0 l/q
< < / oLt dt) ( / ty—let dt> )
0 0

9) Harald Bohr byl mladsi bratr slavného fyzika, autora kvantového modelu atomu, Nielse Bohra.

Poznamenejme, zZe oba bratti byli naruzivi sportovci. Hrali nejvyssi danskou fotbalovou ligu. Harald byl
dokonce ¢lenem danského reprezentacniho fotbalového muzstva, které na olympijskych hrach v Londyné
v roce 1908 ziskalo stiibrnou medaili. Pfi této poznamce se Casto dodéava, ze Harald Bohr je jediny
profesiondlni matematik, ktery ziskal olympijskou medaili.

'9) Viz napf. uéebnice [22].
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Funkce I' proto vyhovuje nerovnosti

r(Z+) < @@ wm. (1.29)
Zlogaritmovanim obou stran nerovnosti (4.29) a jednoduchou tpravou dostaneme
T Yy 1 1
loglI'( —+ =) < -logI'(z)+ —logI'(y),
p q p q

coz podle Definice 4.1.1 znamend, ze funkce I je logaritmicky konvexni na intervalu
(0,00). Funkce gama definovanéd piedpisem (4.11) proto vyhovuje vSem podminkam
Véty 4.1.4.

Nyni ukézeme, Zze podminkdm Véty 4.1.4 vyhovuje jediné funkce. Necht f je funkce,
kterd vyhovuje vSem podminkdm dokazované véty. Ze vztahu (4.27) a predpokladu
logaritmické konvexity funkce f vyplyvaji pro vSechna z1, z9, 23 € (0,00), 21 < z2 < 3,
nerovnosti

log f(x2) —log f(w1) _ log f(x3) —log f(a1) _ log f(z3) —log f(x2)
To — I B xr3 — X1 - xr3 — X2

(4.30)

Pro z € (0,1) a n € N plati nerovnosti n — 1 <n < n+x < n+ 1. Vzhledem k tomu
muZeme nerovnosti (4.30) pfepsat ve tvaru

log f(n —1) —log f(n) _ log f(z +n)—log f(n) _ logf(n+1)—log f(n)
(n—1)—n - (x+n)—n - (n+1)—n '

Z podminky (i) ihned vyplyvaji rovnosti log f(n) = log(n — 1) + log f(n — 1), resp.
log f(n+1) = log(n) +log f(n). Pouzitim téchto vztaht a jednoduchou upravou dosta-
neme

xzlog(n — 1) + log f(n) <log f(x +n) < zlogn + log f(n),

coz vzhledem ke vztahim f(z+n) =z(z+1)(x+2)...(z+n—-1)f(z) a f(n) = (n—1)!

vede po ,odlogaritmovani“ k nerovnostem
m=1D*n—-1)!<z@+1)(z+2)...(x+n—-1)f(x) <n"(n— 1)L

Vzhledem k tomu, Ze nerovnosti plati pro libovolné n € N, vyraz n lze nahradit hod-
notou n + 1. Tim ziskdme

nn! <z(z+1)(z+2)...(x+n)f(x) < (n+1)*nl,

resp.

| < x(x+1)(x;i?(x+n)f(x)< <n+1>x’

coz po limitnim prechodu n — co dava rovnost

f(z) = lim n'n!

n—ooz(x+1)(x+2)...(z+n)’ (4:31)

z ¢ehoz na zakladé jednoznacnosti limity plyne platnost Véty 4.1.4. 0
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Dtisledkem Véty 4.1.4 je vzorec
I n*n!
oo 2z + )z +2) - (z +n)’

Upravou vzorce (4.32) miizeme odvodit nékterad dalsi vyjadieni funkce gama. Protoze

I'z) =

z € (0,00), neN. (4.32)

plati
. (n+1)"
nh—{go nt =1

lze v (4.32) nahradit n” vyrazem (n + 1)*, ¢imz ziskame
(n+1)*n!

I'(z)=l . 4.
@) = e DT ) (4.33)
Jmenovatel zlomku lze upravit do tvaru
x x x
e —n! il ). il
w(e+1)(@+2) (@ +n) = nlo (1+ 1) (1+ 2) (1+n>. (4.34)

Pomoci (4.34) a ,teleskopické® vlastnosti nekoneéného soucinu

(0 () ()5 e

upravime vzorec (4.33) do tvaru

o= g T() (45)7]

n=1

z ¢ehoz vyplyva rovnost

F(m):iﬁ [<”:1)I(1+2)1} (4.35)

n=1

Nekoneény soucin (4.35) je navic definovén pro vSechna = € R\{0, —1,—2,...}. Je proto
vhodny k definici gama funkce na mnoziné Q = R\{0, —1,—2,...}. Ze vzorce (4.32) lze
pro funkci gama odvodit dalsi dilezity vztah. Ziejmé plati

n® = exlogn . 6:)3/1 . 671/1 . ex/Z . 671/2 L ea:/n . efz/n. (436)

Pomoci (4.36) muzeme z rovnosti (4.32) odvodit vztah

_ . . ) exp(z/l1+x/2+---+z/n)
I'(w) = exp (‘I'nlinéo [;W—lognb W T a/) (L 2/2) - (Lt )

Déle polozime 7 := lim, oo (3 p_; 1/k —logn). Cislo v = 0,577215... nazyvame

Euler-Mascheroniova ') konstanta. Potom lze funkci gama vyjadfit pomoci rovnosti
1 it ev/k
I'z)=—-e"". —_— € Q, 4.37
w-z ey - (.37

Vzorec (4.37) se stal vychozim bodem pro mnoho dalsich vypocti.

1) Euler uréil hodnotu + s piesnosti na 15 desetinnjch mist. Lorenzo Mascheroni (1750 — 1800) na
32 mist, z toho vSak pouze 19 bylo spravnych. Do dnesniho dne neni patrné znamo, zda je = racionalni
nebo iraciondlni ¢islo. V roce 1997 vypocital Thomas Papanikolaou hodnotu « na 1 000 000 desetinnych
mist a pomoci rozvoje 7y v fetézovy zlomek ukazal, Ze pokud je -y raciondlni ¢islo, mé jeho jmenovatel
vice nez 244 663 dislic, viz [33], str. 81.
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4.1.2 Wielandtova véta

V této Casti se budeme zabyvat nékterymi vlastnostmi funkce gama v komplexnim
oboru.

Oznaceni 4.1.5. Symbolem Ny v této kapitole rozumim mnozinu NU {0}. Mnozina A
je v celé této kapitole definovana predpisem A := {z € C: Re z > 0}.

Kromé Bohr-Molerupovy véty, ktera charakterizuje funkci gama v readlném oboru, exis-
tuje analogickd véta o jednoznacnosti funkce gama i v komplexnim oboru. V néasledu-
jicim lemmatu pfipomenu nékterd znadmé tvrzeni o funkci gama. Znéni nasledujicich
lemmat i tzv. Wielandtovy véty je prevzato z [37].

Lemma 4.1.6. Funkce ['(z) := fooo t*~le~t dt je holomorfni na A a konverguje stej-
nomérné na kazdém pdsu {z € C:a < Re z < b}, kde 0 < a < b < co. Funkce gama je
ohranicend na kazdém pdsu {z € C:a <Re z < b}, kde 0 < a < b < 0.

Diikaz. Dikaz tvrzeni lze najit napi. v knize [36]. O

Lemma 4.1.7. Nechf f je holomorfni funkce na mnoZiné A a necht na této mnoziné
vyhovuje rovnici
f(z4+1) =z2f(2), z € A. (4.38)

Potom ezistuje funkce f, kterd je meromorfni na mnoziné C, je holomorfni na mno-
zine C\{0,—1,—-2,...} a pro restrikci funkce f na mnoZinu A plati rovnost f|A =f.
Funkce f mad v bodech —n,n € Ny poly rddu nejvyse 1, jejichZ rezidua maji hodnotu

(=1)"f(1)/n!. Navic, f je celd funkce, pokud plati f(1) = 0.
Dikaz. Ze vztahu (4.38) snadno ukdZeme, Ze pro vSechna z € A plati rovnost
flz+n+1)=2(z+1)--- (2 +n)f(2).

Uvazujme bod z € C\{0,—1,—2,...}. Definujme bod 2 pfedpisem 2 := z + n + 1 tak,
aby pro dostatecné velké n € Ny bylo 2 € A. Déle zavedeme funkci f pomoci predpisu

By f(%)
1(z) = 2(z+ 1) (z+n)

Tato definice je nezavislé na volbé n a tim dostdvame funkci f, ktera je holomorfni na
mnoziné C\{0,—1,—2,...}. Pro vSechna n € Ny je
f(z4+n+1) (=)™

Je-li f(1) # 0, je bod —n,n € Ny jednoduchym pélem funkce f s hodnotou rezidua
(=1)"f(1)/nl. Je-li £(1) = 0, ma vyraz (—1)"f(1)/n! nulovou hodnotu a f je cela
funkce. O
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Véta 4.1.8 (Wielandt). Necht F(z) je funkce holomorfni na A. Necht ddle plati, Ze

F(2) mad ndsledugjici vlastnosti

(i) F(z+1) =2F(z2), z € A.

(ii) F(z) je ohranicend na pdsu S :={z€ C:1 < Re z < 2}.
Potom pro vsechna z € A plati rovnost F(z) = al'(z), kde a := F(1).

Dukaz. Vzhledem k predpokladim Véty 4.1.8 je funkce f := F — al’ holomorfni na
mnoziné A. Podle podminky (i) snadno ovéfime, Ze funkce f pro vSechna z € A vyhovuje
rovnosti f(z + 1) = zf(z). Protoze f(1) = 0, je podle Lemmatu 4.1.7 mozné funkci f
rozsifit na celou funkci f . Funkce I'|S je podle Lemmatu 4.1.6 ohranicend, proto i funkce
f|S je podle podminky (ii) Véty 4.1.8 ohranicend. Z toho plyne ohranicenost funkce f
na mnoziné Sp := {z € C: 0 < Re z < 1}. Pro body mnoziny Sy vyhovujici nerovnosti
|Im z| > 1 plyne ohrani¢enost f z rovnosti f(z) = f(z + 1)/z a ohrani¢enosti funkce f
na S. Pro z vyhovujici nerovnosti [Im z| < 1 je ohraniGenost f zfejma.

Nyni uvazujme celou funkci s(z) := f(z)f(1 — z). Protoze funkce f(z) a f(1 — z)
nabyvaji na Sy stejné hodnoty, je funkce s(z) ohrani¢end na Sy. Ze zfejmych rovnosti
f(z+1) = 2f(2) a f(—z) = —f(1 — 2)/z dostaneme vztah s(z + 1) = —s(z). Funkce
s(z) je proto ohrani¢end na C. Podle Véty 1.4.3 je funkce s(z) konstantni. Je tedy
s(z) = s(1) = f(1)£(0) = 0, z &ehoz dostaneme f(z) = 0. Tim je tvrzeni dokézéno. [

Vétu 4.1.8 dokazal HELMUT WIELANDT (1910 — 2001) v roce 1939. Wielandtova véta
umoznuje dokazat nékteré klasické vysledky o funkci gama v komplexnim oboru. Napft.
REINHOLD REMMERT (*1930) v ¢lanku [37] ukézal, jak 1ze na zakladé Véty 4.1.8 odvodit
Gausstv multiplika¢ni vzorec, vztah mezi funkci beta a gama, Stirlingiv vzorec, a dalsi.

4.2 Sinovy soudin

Vyjadfeni funkce sinus pomoci nekoneéného soué¢inu (dale jen sinovy soucin) se objevilo
poprvé v roce 1734 v Eulerové praci De summis serierum reciprocarum (O souétu
reciprokych fad) v souvislosti s problémem urceni sou¢tu fady

o0

1

)
n?
n=1

z € N. (4.39)

Soucet fady (4.39) byl pozdéji oznacen symbolem ((z) a tato funkce, rozsifend na mno-
zinu (1, 00), byla na pocest vyznamného némeckého matematika GEORGA FRIEDRICHA
BERNHARDA RIEMANNA (1826 — 1866) pozdéji nazvana Riemannova zeta funkce. Rada
S>>0, 1/n? = ((2) pfed rokem 1734 tspésné odolavala jakymkoliv pokusim o uréeni
sou¢tu. Vypocitat hodnotu ((2) se marné snazila fada matematiki, napf. GOTTFRIED
WILHELM LEIBNIZ (1646 — 1716), JOHANN BERNOULLI (1667 — 1748) a jeho bratr
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JACOB BERNOULLI (1654 — 1705), a to i pfesto, Ze v té dobé jiz byly zndmé soucty
podobnych Fad jako napf. Y o0 ,1/(n? — 1), >0, 1/(n? +n) nebo Yo%, 1/(n% — n).
Teprve Euler dokazal v roce 1734 uré¢it hodnotu ((2). VySel pfitom ze vzorce

82 84 82 82 82
1— —= (1= ) (1) (1= ) 4.4
123712345 ( 7r2)( 47r2>< 9772> » (440)

ktery pro s € R zdavodnil nasledujicim zptisobem. V rovnosti (4.40) vlevo je (Maclau-

rintiv) rozvoj funkce (sins)/s. Nulové body této funkce jsou +m, +27, £3m, atd. Proto
je fada (podle analogie s polynomy 2)) délitelna vyrazy 1+s/m, 1+s/(2m), 14+5/(37),
atd.

Eulerovo feSeni vyvolalo u nékterych matematikd rozpaky. Napf. Johann Bernoulli
poukézal na spravnost zdtvodéni pouze za predpokladu, Ze funkce sin z nemd kromé
bodt nw, n € Z, zddné dalsi nulové body. Tyto namitky byly pro Eulera motivem
k dalsimu badani. Vysledkem byla fada objevi, napi. vztah eV=1% = cosz + /—1sinz
a z ného plynouci rovnosti '3)

eVl _ e=V-lz eV=1z 4 g~ V-1z

sinz = , COSz= 5 , (4.41)

nebo formule e* = lim,, . (1 + z/n)", se kterou Euler pracoval ve tvaru
i
e = (1 n f,) : (4.42)
i

Zde bych jen poznamenal, Ze Euler v (4.42) znacil symbolem i nekonec¢né velké ¢islo 14)
(lat. infinitus). Abych se vyhnul kolizim ve znaceni, budu v nésledujicim textu pouzivat
pro nekonecné velkou veli¢inu namisto 7 oznaceni .

Pomoci vztahi (4.41) a (4.42) Euler v roce 1743 odvodil sinovy soudin znovu a to
v praci De summis serierum reciprocarum ex potestatibus numerorum naturalium orta-
rum dissertatio altera in qua eaedem summationes ex fonte maxime diverso derivantur
(Dalsi pojednéni o souc¢tu fady pfevracenych mocnin pfirozenych ¢isel, ve kterém jsou
tyto soucty odvozeny tplné odlisnym zpiisobem) %). Toto odvozeni popsal roku 1748
obsirnéji v ucebnici [13]. Pti dalsim vykladu budu vychazet pravé z této knihy.

Sinovy soucin je zde odvozen v IX. kapitole s nazvem De investigatione factorum
trinomialium (O vySetfovani trojélenych faktort). Vyklad zacind odkazem na znamy

postup nalezeni redlnych dvojélenych faktoru (tj. rozkladu na kofenové ¢initele) celistvé

12) Euler pracoval s nekone¢nymi fadami jako s polynomy nekone¢ného stupné.

13) V textu dodrzuji Eulertv zptisob zapisu a misto dnes uzivaného symbolu ¢ pro imaginarni jed-
notku pouzivam symbol v/—1. Protoze symbol v/—1 znamena dvé riizné hodnoty, a to i a —i, je vhodné
uéinit dohodu, %e symbolem /—1 v dalsim textu rozumime vyhradné &islo i.

1) Pouziti i ve smyslu oznadeni imaginarni jednotky (lat. imaginarius) nalezneme u Eulera az od
roku 1777.

15) Pouze volny preklad. Nazev ¢lanku ziejmé souvisi s predchozi praci De summis serierum reci-

procarum.
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funkce f(2) = a+ Bz +v2% 4+ 623 +e2* + .. .. Hled tedy vyraz p — gz, ktery vyhovuje
podmince f(p/q) = 0.

Co tim mame na mysli? Dnes studenti jiz na stfedni skole védi, Zze napf. polynom
22 + px + ¢, kde p, ¢ € R, ma pro p? — 4q > 0 kofeny

—pE+/p?—4q
5 .

T1,2 =

Zminény polynom lze tedy vyjadrit pomoci rozkladu na kofenové cinitele ve tvaru
(x — 21) (2 — x2). Jestlize ma vyraz p? — 4¢ zdpornou hodnotu, jsou kofeny polynomu
komplexné sdruzena ¢isla. Podobné muzeme rozlozit na kofenové ¢initele (faktory) i po-
lynomy vyssiho stupné s redlnymi koeficienty. Pravé o nalezeni vhodného postupu vy-
poctu téchto faktort se Euler snazil.

V dalsi ¢asti IX. kapitoly Euler popisuje zptisob, kterym lze nalézt imaginarni fak-
tory 16) funkce, a tedy i imaginarni nulové body funkce. Vychézi ze skuteénosti, ze
imaginarni faktory spolu souvisi tak, Ze jejich souéin je redlny vyraz. Zkoumé proto
redlny vyraz p — qz 4 rz?, jehoz faktory jsou imaginarni. Troj¢len p — gz 4 rz? bude mit
imaginarni faktory, jestlize 4pr > ¢, resp. q/ (24/pr) < 1. Protoze hodnoty funkce sinus,
resp. kosinus jsou v absolutni hodnoté rovny nejvyse jedné, bude mit vyraz p — gz + rz>
imaginarni faktory tehdy, jestlize ¢/(2,/pr) bude rovno sinu nebo kosinu néjakého thlu
@. Necht cosp = q/(2,/pr), resp. ¢ = 2,/pr - cos p. Potom trojélen p — qz + rz% ma
imaginarni faktory. Euler vsak déle nepracuje s timto trojélenem, obsahujicim nepfi-
jemnou iracionalitu, ale s jednodussim vyrazem p? —2pqz cos p+ ¢%22, jehoz imaginarni
faktory jsou gz — p(cos i ++/—1-sinp) a gz — p(cos p — /=1 -sin p). Je-li ddna funkce
f(z) = aBz+v22+ 23 +. . ., pak jeji imaginarni faktory najdeme tehdy, jestlize uréime
hodnoty p a ¢ spolu s tthlem ¢ tak, aby trojélen p? — 2pgz cos ¢ + ¢>22 byl faktorem
funkce. Imaginarnimi faktory funkce budou tedy vyrazy

gz — p(cosp + v —1 -sinp) a gz — p(cosp —/—1-sinp); (4.43)
funkce f pak bude mit nulové body
z:g(cosgo—}—\/—l-sincp) a z:g(coscp—\/—l-sincp). (4.44)
q q

V dalsi ¢asti Euler vysvétluje na nékolika ptikladech vypocet faktord funkce. Pro

ilustraci uvedu postup nalezeni faktortd funkce
a —z", (4.45)

pro kterou mame nalézt trojélenné faktory ve tvaru p? — 2pgzcosp + ¢%22. Jestlize
v (4.45) polozime z = r(cos¢ + +/—1sing) (kde r = p/q), tak seétenim a odectenim
obou vzniklych rovnic ziskdme vyrazy

0=a" —r"cosny a 0 = r" sinnep. (4.46)

16) Tj. kofenové ¢initele obsahujici kromé nezavisle proménné i imaginarni kofeny.
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Vzhledem k nenulové hodnoté r poskytuje druhd rovnice v (4.46) vztah sinng = 0.
Odtud se np rovna (2k + 1)7 nebo 2km, kde k € Z. Tyto ptipady Euler rozliSuje proto,
Ze jejich kosiny jsou rtzné; v prvnim ptipadé bude cos(2k+1)m = —1, v druhém piipadé
cos2km = +1. Euler vyuzil druhou moznost ¢ = 2k, nebot potom pro n € N plati
rovnost cosny = 1. Odtud a” —r" = 0, tedy r = a = p/q. Z toho divodu Euler usoudil,
zep=a,q=1ap=2knr/n. Faktory funkce a™ — z" proto budou vyrazy

2k
a2—2azcos—7r+22, keN, k<n. (4.47)
n

Faktory (4.47) Euler pouzil pfi feSeni dalsich uloh. Hledal napi. faktory funkce

e’ — e~ . Pomoci (4.42) vyjadiil uvedenou funkci ve tvaru
N N
¢ — e = (1 + %) - (1 - %) . (4.48)

V (4.48) provedl substituci N =n, 14+ 2/N =a al—x/N = z. Tim pfevedl (4.48) na
funkci a™ — 2™ a podle (4.47) snadno ziskal faktory funkce e* — e™* ve tvaru

(1+%)2—2<1+%) (1—%)cos2]%+(1—%)2. (4.49)

Zde se Euler nezastavil. Piihlédnutim k nekone¢né velké hodnoté N nahradil ¢len '7)

cos(2kn /N) vyrazem 1 — 2k*7%/N? a vzorec (4.49) upravil na tvar
4% 4k?7? 42?kPm? 0 4k*n? x? x?
vty Ty T e Utee )

- (4.50)
Z levé strany rovnice (4.50) Euler usoudil, ze pro k = 0 je faktorem funkce vyraz '®)
2zx. Pravé strana rovnice (4.50) zase poskytuje faktory funkce pro k # 0 ve tvaru

z? x?

k272 N2
Vzhledem k nekone¢né velké hodnoté N Euler zanedbal ¢len z2/N?. Hledanymi fak-
tory funkce jsou proto vyrazy 2z a 1+ z2/(k*n2), kde k € N. Po usporadani faktorti

1+ (4.51)

dostaneme pro funkci e* — ™% vzorec

e —e % x? x? x? x?
_— = 1+ — 1+ — 1+ — 1 4.52
2 x<+7r2><+47r2><+97T2><+167r2> (452)

Jestlize x bude imaginarni veli¢inou, stanou se tyto exponencidlni vyrazy siny a ko-

siny néjakého realného thlu. Necht z = zy/—1. Potom podle (4.41) je mozné vyjadiit

rovnost (4.52) ve tvaru

e (122 (-2 (1= 2 (-2
N U 4n? o2 1672
(4.53)

17) Uprava je umoznéna rozvojem funkce kosinus v mocninnou fadu a vhodnym zanedbanim.
18) V predchozim textu (§ 148, § 150) Euler zdivodnil, pro¢ v piipadé faktort ve formé Gtverce

jistého vyrazu uvazuje pouze jeho prvni mocninu.
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Rovnost v (4.53) vpravo je ¢asto nazyvana sinovy soucin. Uvedeny postup umoziuje
nalézt vSechny (i imaginarni) faktory funkce sinus. Z téchto faktort snadno uréime
nulové body funkce. Z (4.53) je zfejmé, ze vSechny faktory funkce sin z lze vyjadiit ve
tvaru z nebo 1 — 22/(k?7?). Nulovymi body funkce sinus jsou proto pouze hodnoty
km, k € Z. Timto zptisobem Euler vyhovél namitce Johanna Bernoulliho a ukazal, ze
funkce sinus nema kromé kw, k € Z, v oboru komplexnich ¢isel zadné dalsi nulové body.
Poznamenejme jen, ze dalsi dtikazy rovnosti (4.53) lze nalézt napf. v [36].

4.3 Zeta funkce

V X. kapitole [13] se Euler vratil k funkci ((z) a ukazal, jakym zptsobem je mozné
pouzitim sinového soucinu vypocitat funkéni hodnoty pro z = 2n, n € N. Je-li funkce
vyjadiena ve formé soucinu svych faktord, tedy je-li

fR)=Q4+az)1+62)1+v2)(1+62)---, (4.54)
potom roznasobenim téchto faktord ziskdme vyraz
f(2)=14+Az+B2+C2+ D2+ | (4.55)
kde

A = a+f+y+0+e+--,
B af+ay+ad+---+By+ B+ I+
C afy+afBd+---+ayd+---+ 06+ --- atd.

Polozme P, Q, R, S, atd. po fadé rovno souctu prvnich, druhych, t¥etich, ¢tvrtych, atd.

mocnin koeficientt «, 3, v, §, atd. Pro koeficienty P, @), R, S, atd. miZeme odvodit

nasledujici vzorce 1Y)

P=A Q=AP—-2B, R=AQ-BP+3C, S=AR—BQ+CP —4D, --- . (4.56)

xT

Porovnanim (4.52) s rozvojem funkce (e* — e~*)/2 v mocninnou fadu a néslednou

2

substituci 22 = 72z Euler ziskal vzorec

w2 gty At sy, 1 1 1
1+§z+az +Wz +§z +--- = (142) <1 + 42) (1 + 92> <1 + 16Z) - . (4.57)

Porovnanim koeficient mocnin z v rovnostech (4.54) a (4.55) spolu s definici veli¢in
A, B, C, ... obdrzel z rovnice (4.57) vzorce

2 7T4 70 7T8

AZ*’ BZ*? Czia -D:iu
6 120 5 040 362 880

Tyto vzorce Euler obvykle nazyval Newtonovy formule a v [13] je nedokazuje. Uvadi vsak, ze se

(4.58)

19)

snadno ovéfi zkouskou a ze dikaz poskytne integralni pocet. Vice viz poznamky v ruském vydani [13]
z roku 1961.
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Dosazenim hodnot (4.58) do (4.56) ziskdame

72 d 76 78
P=% @=% B9 ““omo (4.59)
Vzhledem k definici P, Q, R, S, atd. je zfejmé, ze

V [13] Euler provedl vypocet ((2), ((4), ((6), ..., ((26). Vysledky vyjadiil ve tvaru

2n—2
2” 'a2n 2n

=1
; k2n N (2n—|— 1)' bgn ’

kde agy,/bay, jsou postupné zlomky 1/1,1/3,1/3,3/5,5/3,691/105, 35/1, .. .. Jak Euler
tvrdi, tyto zlomky se zdaji byt na prvni pohled nahodilé, maji vSak celou radu dalSich

pouziti. To souvisi se vztahem

— 1 —1)"*1 By, (2m)2"
¢@2n)=>" o = (=1) 2(25)'( ) ., mneN, (4.61)
k=1 )

kde Ba,, jsou tzv. Bernoulliho ¢isla, viz napt. [45]. Timto zptusobem Euler vyfesil pro-
blém nalezeni souc¢tu prevracenych hodnot druhych mocnin pfirozenych ¢isel a navic
podal obecny navod pro urceni souctu pro sudé mocniny.

Vzorec (4.61) ukazuje pozoruhodnou souvislost mezi hodnotami funkce zeta v su-
dych ¢islech a ,geometrickou“ konstantou 7. Euler ukazal, Ze pro suda ¢isla m jsou hod-
noty ¢(m) rovny soucinu 7' a jistého racionalniho ¢isla. Hodnoty zeta funkce v sudych
¢islech proto musi byt iraciondlni ¢isla. Nabizi se pfirozena otazka. Daji se hodnoty
zeta funkce v lichych ¢islech vyjadrit pomoci mocnin 7 a existuje i v tomto pfipadé
analogicky vztah jako (4.61)? Odpovéd stale nezname. Hodnoty ((2n + 1), n € N jsou
vypoc¢teny na mnoho desetinnych mist a souvislost s 7 stale unikd (pokud vibec exis-
tuje).

Nevime dokonce ani to, zda jsou tyto hodnoty racionalni nebo iracionalni ¢isla. S jedinou
vyjimkou. V roce 1978 udivil ROGER APERY (1916 — 1994) matematickou obec svym
dtikazem iracionality ((3). Dtkaz byl zpoc¢atku pfijiman s nedtvérou, nebot, jak pise

A. van der Poorten v ¢lanku [34]:
Apéryho neuvéritelny dukaz se zdd byt smési zazraki a zdhad (... ).

Po dikladném rozboru se vSak matematici priklonili k nazoru, Ze dikaz je spravny

a na pocest autora ditkazu se dnes hodnota ((3) nékdy nazyva Apéryho konstanta.
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Dtikaz i s komentéfem je popsan napi. v [34]. Zdalo by se, Ze po ,odvaleni prvniho
balvanu“ budou nasledovat i diikazy racionality ¢i iracionality ostatnich hodnot zeta
funkce v lichych ¢islech. Neni tomu tak, i kdyz jisty pokrok existuje. Napt. TANGUY
RIvVOAL v roce 2000 dokazal, ze mnozina {((5),{(7),¢(9),¢(11),¢(13),...} obsahuje
nekone¢né mnoho iracionalnich ¢isel; ditkaz lze nalézt v [38]29). V roce 2001 WADIM
ZUDILIN dokézal, Ze minimalné jedno z ¢isel ((5), ¢(7), ¢(9), ¢(11) je iracionalni. Zatim
jenom nevime, které (ktera) z nich to je (jsou). Diikaz lze nalézt 2!) v [50].

Stanoveni hodnot ((2n), n € N nebylo jedingym Eulerovym vyznamnym vysledkem
spojenym s funkci zeta a nekoneénymi souciny. V roce 1727 publikoval ¢lanek Variae ob-
servationes circa series infinitas (Rzné pozorovani o nekoneénych radach), ve kterém

odvodil vzorec .

C(s) = H T—p’ s € (1,00), (4.62)

peP
kde symbol P ve vyrazu na pravé strané znamend mnozinu vSech prvocisel. Stejné
odvozeni je uvedeno i v 15. kapitole [13]. Ukazme, jakym zpisobem Euler vzorec (4.62)

odvodil. Nejdrive polozil

1 1 1 1 1 1
=14 ottt 4.
r=lt bt p gt T (4.63)

Vynéasobenim obou stran rovnice vyrazem 1/2" Euler dostal

! 1+1+1+1+1+1+ (4.64)
on * = on 6" 8 10" | 127 ‘ '

Odectenim (4.64) od (4.63) obdrzel

21 1+1+1+1+1+1+1+ (4.65)
on LT T am ™ 117 130 '

¢imz z jmenovateld fady odstranil vSechny sudé zéklady mocnin. Déle obé strany (4.65)

vynasobil vyrazem 1/3", ¢imz dostal

2" -1 1 1 1 1 1 1 1
TR T TR TR TR T T (4.66)

Odecteni (4.66) od (4.65) vede k rovnici

(2" —1)(3" — 1) 11 1 1 1 1
on . 3n $—1+57+77+m+@+m+@+ (4.67)

Tim se Euler zbavil ve jmenovatelich fady vsech zbyvajicich zakladt mocnin délitelnych

tfemi. Nyni je jiz zfejmé, jak postupovat dale. Vyndsobenim obou stran (4.67) vyrazem

1/5™ a naslednym odec¢tenim tohoto vyrazu od rovnice (4.67) Euler dospél k fadé
(2”—1)(3”—1)(5"—1) 1+1+ 1 N 1 N 1 N 1 n 1 L.

2n . 3n . 5n I O U E S U R T T E 1D

20y Clanek je v elektronické podobé k dispozici na adrese http://arxiv.org/abs/math/0008051.
21y Clanek lze ziskat na adrese http://front.math.ucdavis.edu/math.NT/0206176.




KAPITOLA 4. LEONHARD EULER A NEKONECNE SOUCINY 62

které v jmenovatelich chybi zédklady mocnin délitelné péti. Dalsim nasobenim vyrazy
/7", 1/11™, 1/13™, ... a néslednym odectenim se tak v jmenovatelich fad postupné
zbavil vSech mocnin o zakladech délitelnych prisluSnymi prvocisly. Provedenim téchto

operaci pres vSechna prvocisla zlustane vyraz

(2" —1)(3" — 1)(5" — 1)(7" — 1)(11" — 1)(13" — 1) - --

on.3n.5n.7n . 117 .13"... v =1
Nahrazenim z ptvodni fadou z (4.63) Euler dostal
2" 3" 5" ™ U S SR SN S SRS Y
(2n—1) (3»—1) (5 —1) (7»—1) = 2n 30 4n 5 gn Tn

Odtud je jiz snadny pfechod ke vztahu (4.62). Poznamenejme, ze pravé odvozeny vztah
sehral vyznamnou roli ve vyvoji matematiky, zvlasté v teorii ¢isel. S jeho pomoci Euler
nasel dalsi diikaz Euklidovy véty o nekoneéném poctu vSech prvocisel. Zakladni vyznam
mél vzorec (4.62) pro BERNHARDA RIEMANNA (1826 — 1866) pii jeho uvahéach o roz-
lozeni prvocisel mezi pfirozenymi ¢isly. Tzv. prvociselnou hypotézu nakonec dokazali
v roce 1896 nezavisle na sobé JACQUES HADAMARD (1865 — 1963) a CHARLES DE LA
VALLEE POUSSIN (1866 — 1962) ve tvaru rovnosti
m(x) - Inx

lim —2 —~ =1,
T—00 T

kde 7(zx) je funkce, jejiz hodnota je pro dané x rovna poctu prvocisel nepfevysujicich

¢islo z.

4.4 Funkce gama a sinovy soudin.

Funkce gama vyhovuje funkcionélni rovnici f(x + 1) = zf(z), je tedy
I'l—z)=—al(—x). (4.68)

Ze vztahu (4.37) lze snadno odvodit rovnost

F(lzc) =ze’® ﬁ {(1 + %) e_x/k} , x€R. (4.69)

Funkce definovana nekoneénym soucinem na pravé strané (4.69) ma smysl pro vsechna
x € R. Protoze funkce gama neni definovana v bodech 0, —1, —2, -- -, ur¢ime hodnotu
funkce 1/I" v téchto bodech pomoci nekone¢ného soucinu na pravé strané (4.69). Hod-
nota funkce 1/I" v bodech 0, —1, —2, - - -, je proto rovna nule a v dalsim textu budu za
definiéni obor funkce 1/I" povazovat mnozinu R. Z rovnosti (4.68) a (4.69) dostaneme

vzorec

1 1 > 22
) I(1—z) xkﬂl (1 - l<:2> ,  z€R (4.70)
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Dosazenim z = mx do pravé strany rovnosti (4.53) ziskdme dalsi z obvyklych zapisi

sinového soucinu -
2
sin(mx) = mx H (1 - ;) , z e R (4.71)
k=1

Porovnanim (4.70) a (4.71) snadno zjistime, ze
) T

sinmz = T =) zx eR. (4.72)
Pro tento vysledek, ukazujici souvislost funkce gama s funkci sinus, pouzivame nazev
reflekéni vzorec (reflection formula). Dosazenim z = 1/2 v (4.72) snadno zjistime, ze
I'(1/2) = \/m a podobné ziskdme dalsi vysledky. PoloZzenim « = 1/3 v (4.72) dostaneme
I'(1/3)'(2/3) = 2v/37/3. Déle pro x = 1/4 plyne I'(1/4)I'(2/4)I'(3/4) = /27, atd.
Zobecnénim predchozich vysledku je tzv. Gaussova multiplikacni formule

n—1

(2)e(3) o ()

Zajimavé souvislosti mezi gama funkci a zeta funkci 1ze ziskat zlogaritmovanim obou

stran rovnice (4.37). Tim dostaneme rovnost

log(I'(x)) = log <915) —yx + i (% — log (1 + %)) . (4.73)
k=1

Existuje-li derivace f’ kladné funkce f, je podil f//f derivaci funkce log f. Vyraz
f'/f proto ¢asto nazyvame logaritmickou derivaci funkce f. Pro x € RT = (0,00)
zavedeme funkci ¥(z) jakozto logaritmickou derivaci funkce gama. Vzhledem k tomu,
ze fada vpravo v (4.73) konverguje lokalné stejnomérné na R, mizeme psét

U(z) = % (log(I'(x))) = ?((f)) = —% ot ; (;t o i k) '

Pro z € R tedy plati

= /1 1
U(z) = —y+ ; (k - :n+k—1) : (4.74)

Postupnym derivovanim vztahu (4.74) ziskdme rovnosti

\I/'(x) _ i 1 () (x) _ i (_1>n+1n! (4 75)
kzl(x—i—k:—l)?’“" kzl(:c+k—1)"+1' '

Dosazenim x = 1 do rovnosti (4.74) a (4.75) dostaneme hodnoty
2
T

U(1) ==y, V1) =(@) =, ..., ¥ = ()" nl((n +1), (4.76)
kde ((z) je Riemannova zeta funkce (4.39). Rovnice (4.76) ukazuji zajimavé chovani
funkce gama a jejich derivaci v okoli bodu 1 a jeji souvislost s Euler-Mascheroniovou

konstantou a hodnotami zeta funkce, nebot
V() =I"(1)=—y ¥)=I"01)-(T"(1)7
tedy I'"(1) = 42 + %/6, atd.



Kapitola 5

Karl Friedrich (Gauss
a nekonecné souciny

Tato kapitola pojednava o tom, jak KARL FRIEDRICH GAUSS (1777 — 1855)
pracoval s nekone¢nymi souciny, konkrétné o Gaussové definici funkce gama
pomoci nekone¢ného soucinu. Toto odvozeni Gauss podal v souvislosti se
zkoumanim vlastnosti hypergeometrické fady v knize [17]. P¥i praci na této
kapitole jsem vychéazel z némeckého prekladu [18].

5.1 Vyvoj zavadéni komplexnich cisel

Gaussuv vyznam pro teorii gama funkce spociva v tom, ze s touto funkci pracoval vy-
hradné v oboru komplexnich ¢isel. Pfipomeiime, jak se komplexni ¢isla v matematice
objevila. Pojem komplexniho ¢isla prosel dlouhym vyvojem, ktery zacal zhruba v polo-
viné 16. stoleti. Roku 1545 vydal GIERONIMO CARDANO (1501-1576) knihu Ars Magna
de Regulis Algebraicis (Velké uméni pravidel algebraickych) zabyvajici se feSenim rovnic
tfetiho stupné. Cardano v Ars Magna fesil mimo jiné tlohu rozlozit ¢islo 10 na soucet
dvou séitanct, jejichz soucin je roven 40. Pro rovnici (10 — z) = 40 nalezl kofeny ve

tvaru 1 =5+ /—15, x9 = 5 — /—15 a pro jejich soucin obdrzel
(5+v—15)(5 — vV—15) = 25 — (—15) = 40.

Vysledek oznacil jako ,elegantni, ale bez uzitku“. Cardano spolu s dalsimi italskymi
matematiky rozsiril znalosti o fesSeni algebraickych rovnic a prispél téz k objevu kom-
plexnich ¢isel. V roce 1572 vydal RAFAEL BOMBELLI (1526-1573) knihu Algebra. V této
knize zavadi dislednou teorii ryze imaginarnich ¢isel. Vyraz 3¢ naptiklad oznacuje jako
v/0 =9 (v jeho oznadeni R[0m.9], kde R znaéi radix a m minus). Bombelli ukézal, jak
s imaginarnimi ¢isly pracovat, nestaral se vSak o to, jaké povahy tato ¢isla vlastné
jsou. V roce 1637 RENE DESCARTES (1596-1650) nazval tato ¢isla ,imaginérni“, jako
protiklad k ,redlnym“ c¢islam.

64
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Patrné prvni pouziti komplexnich ¢isel k feSeni lloh matematické analyzy nacha-
zime u GOTTFRIEDA WILHELMA LEIBNIZE (1646-1716) a JOHANNA BERNOULLIHO

(1667—1748). Oba pouzivali pro integraci raciondlnich funkci metodu rozkladu funkce

dx
azr+b’

¢isla. Jejich vypocty vSak byly mnohdy pouze formélni. Uvedme ilustrativni pfiklad:

na jednodus$i zlomky. Dostali se tak k integralm typu [ kde a i b jsou komplexni

Z rovnosti (t +i)(t — i) = t2 + 1 byl formdlni integraci pomoci rozkladu na parcialni

zlomky odvozovan vzorec

xT

X T
a1 dt dt 1. i—a
o g _ 1 _ _ 1 _ 1
arcte © /t2+1 2 /t—i /t—H’ 2% it (5-1)

0 0 0

Pouziti téchto vah vsak provazely pochybnosti. Jestlize totiz ve vztahu (5.1) dosadime
x = 1, dostaneme

r 1. i—-1 1 i—1\? 1 1
Z =1 =1 = —log(—1) = —log(—1)? = 0. 5.2
472 Bir1 48 <i+1> 7 08(~1) = g; log(=1) (52)

Tedy 7 = 0. Z této ukazky je ziejmé, Ze piedstavy o komplexnich ¢islech byly v té
dobé jesté nejasné a protifecivé. Védci si této skutecnosti byli védomi, Leibniz se napft.
v roce 1702 vyjadiuje o komplexnich ¢islech jako o

(...) podivnosti analyzy, o zridé ze svéta idet, o dvojité existenci, nachdzejici se
mezt bytim a nebytim.

Vyvoj vSak pokracoval déle. V roce 1714 publikoval ROGER COTES (1682-1716)
tvrzeni o komplexnich cislech, které Ize zapsat v soucasné pouzivané podobé ve tvaru

i = log(cos ¢ + isinp).

V roce 1730 vydal anglicky matematik francouzského ptivodu ABRAHAM DE MOIVRE
(1667-1754) knihu Miscellanea Analytica de seriebus et quadraturis (Rozmanitosti ana-
lytické o fadach a kvadraturach). V této knize se objevil vztah, z kterého vyplyva
tzv. Moivredv vzorec.

sehral Leonhard Euler. Prvni etapa jeho vysledkt je zakoncéena klasickym dilem Intro-
ductio in analysin infinitorum (Uvod do infinitezimalniho poétu) vydaném v roce 1748.
Na pocatku této knihy Euler zdtraznuje, ze za proménné veli¢iny nevylucuje dokonce
ani nulu a imaginarni cisla a dale uvadi mnozstvi prikladt blahodarnosti tak Siroké
interpretace proménné.

7 toho, co zatim bylo feCeno, by se mohlo zdat, Ze v poloviné 18. stoleti bylo
pocitani s komplexnimi ¢isly ,,dobfe zazitou zaleZitosti“. Nebylo tomu tak. Sdm Euler
v jedné ze svych praci napsal v/—1 - v/—4 = V4 = 2, nebof \/a - Vb = Va - b, ackoliv
V=1-v/—4 = i-2i = —2. Zésadni pielom ve vztahu matematik ke komplexnim
¢islim nastal az na pfelomu stoleti, kdy Gauss zverfejnil v roce 1799 sviij prvni dikaz
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tzv. zdkladni vety algebry. Diky tomuto dikazu komplexni ¢isla v matematice jiz dobte
,zakofenila“.

Pro dalsi rozvoj chapani komplexnich ¢isel mélo velky vliv geometrické znazornéni
komplexnich ¢isel body nebo vektory v roviné. Celkem blizko k takové predstavé byl
Euler, nepovazoval ji vSak zfejmé za pfilis vyznamnou. Stejné jako on, tak i Cotes,
Moivre a dal$i pouzivali rovinu ke znazornovani komplexnich ¢isel, prislusné ztotoznéni
vSak neprovedli a nepopsali rovnéz geometricky smysl operaci s komplexnimi éisly.
V jasné a systematické formé se tato predstava komplexnich Cisel a operaci s nimi
nachazi az v praci danského geodeta CASPARA WESSELA (1745-1818) z roku 1799.
Tato prace vSak vySla pouze v danstiné a tak byl jeji pfinos zanedbatelny. O néco
pozdéji, v roce 1806 publikoval podobnou praci francouzsky matematik JEAN ROBERT
ARGAND (1768-1822). Argand zavedl dodnes pouzivany termin modul pro absolutni
hodnotu. Obé prace vznikly patrné nezavisle a nevzbudily vétsi pozornost. Obecné
uznani geometrické interpretace komplexnich ¢isel prinesla az Gaussova prace Theoria
residuorum biquadraticorum (Teorie bikvadratickych zbytki) (1831). Roku 1837 zavedl
WiLLiaAM RowAN HAMILTON (1805-1865) komplexni ¢isla jako uspofadané dvojice
realnych cisel.

5.2 Gaussuv dopis Besselovi

Dne 21.11.1811 napsal Gauss FRIEDRICHU WILHELMOVI BESSELOVI (1784 — 1846)
dopis, ve kterém se zminuje o svych pokrocich v oblasti faktorialt. Z dopisu uvadim
nasledujici tryvek:

Z Vasich dopist s radosti vidim, Ze jste také pracoval na faktoridlech. Patrné proto
se nase ndzory budou potkdvat castéji. Prdvé ted pracuji na jednom pojedndni pro
nasi Spolecnost, dokonceno bude asi za Sest tydnu a tykd se Tady

of olatDBB+) 5 alatDa+2)5(6+1)(5+2)
1.y 1-2-9(y+1) 1-2-3-y(y+1)(y+2)

take se tyka funkce, kterd souvisi s Krampovym faktoridlem. Takovou funkci je

14+ 2 + atd.,

jisté vhodné v analyze zavést; nemyslim ale, Ze je vhodné zacit s funkci, kterou
Kramp znaéi o<, tato zdvisi na trech promeénngch velicindch, pricemzZ puvodni
funket se stane, kdyz za proménnou velicinu dosadime jednotku, tzn. 1*/1. Tedy

1-2-3---x:Hx

je tou funkci, kterd podle mého ndzoru musi byt v analyze zavedena, zvldsté kdyzZ

d]]=
[[z dx’

umoznuji Tesent mnoha dalsich uloh. Chce-li se ale clovék vyhnout nescetnym

soucin

z ni odvozen€ funkce

atd.

Krampovym paradigmatim a paradozim, nesmi za definici [[x pouZit vyraz
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1-2-3---x, ktery md néjaky smysl pouze tehdy, je-li x celé cislo, ale musi uva-
Zovat obecnéjsi definici, pouzitelnou i pro imagindrni hodnoty x, pricemz tamta
definice, jok jisté chdapete, must vyjit jako specidlni pripad této. Zvolil jsem nd-

sledugici

H 1.2.3... k. k7

T = ,
(x+1)(z+2)(x+3) - (z+ k)

kde k je nekonecne velkée. Tésim se, aZ se stretnou naSe dalsi ndzory v téchto

bodech.

Poznamenejme, Ze v dopise zminény CHRISTIAN KRAMP (1760 — 1826) byl jednim
z matematiki, ktery se snazil nalézt hodnoty faktoriali i pro neceloc¢iselné hodnoty.
V knize Analyse des réfractions astronomiques et terrestres (Analyza refrakci astrono-
mickych a pozemskych) (1799) uvedl definici tzv. numerického faktorialu®) ve tvaru

a¢ = a(a+c)(a+2¢)---(a+ (b—1)c). (5.3)

Kramp také v knize Elements d’arithmétique universelle (1808) poprvé pouzil oznac¢eni

n! pro n-faktorial.

5.3 Hypergeometricka rada

Jak bylo fe¢eno vyse, Gauss odvodil své poznatky o funkei [ [ « pfi zkoumani vlastnosti
hypergeometrické rady. Zobecnéna hypergeometricka funkce

pFylar, ... ap, B1,...,0p,x)

je definovana jako soucet tzv. hypergeometrické rady, tj. fady, ve které miizeme pomér
dvou po sobé jdoucich ¢lentt ay,41/a, vyjadiit pomoci zlomku

ni1 _ (cq +n)(ag+n)---(op +n) .
an (n+1)(B1+n)(B2+n)-- (B +n)

V pripadé, ze v uvedené definici polozime p = 2 a ¢ = 1, dostaneme tzv. Gaussovu

hypergeometrickou funkci o Fi (v, 3,7, x), jez je sou¢tem Fady

af L olet DB+ 5 alatD(a+2)B(B+1D(E+2) 3

1+ +.. (54
1.y 1-2-9(y+1) 12390+ )7 +2) (54

Pravé touto fadou se Gauss zabyval v [17]. V Gvodu vymezil konvergenci, resp. diver-
genci fady (5.4) v zavislosti na koeficientech «, (3, 7, x, nasledujicim zptsobem:

(...) Kdyz potom i ¢turtd hodnota x bude rovna urcité hodnoté, tak v zdvislosti
na ni bude tada bud konvergovat nebo divergovat. Bude-li x redlné c¢islo, mensi
v absolutni hodnoté nez jedna, tak (...) bude tada mit konecny soucet. Stejny

1Y V néméing Die numerische Facultiten.
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vysledek ziskdme tehdy, md-li x imagindrni hodnotu ve tvaru a+by/—1, pokud je
a’?+b% < 1. Naproti tomu, pro redlnou hodnotu x vétsi nez 1, nebo pro imagindrni
hodnotu ve tvaru a + by/—1, kde a® + b*> > 1, bude ada (...) divergovat, takze
nemuze byt ani e o jejim souctu. Pro hodnotu x = 1 (nebo obecné pro hodnotu
a+ byv/—1, kde a® + b* = 1), bude konvergence, resp. divergence vady zdviset na
povaze ¢isel a, B ay; (...)

Je tedy zfejmé, ze Gauss pracoval s hodnotami x v komplexnim oboru. Timto
zpusobem rozsitil Eulerovy vysledky z redlného oboru do mnoziny komplexnich ¢isel.
Uvedenou Gaussovu poznamku zobecnuje nasledujici véta.

Véta 5.3.1. Necht © € C a pro v € C plati, Ze je rizné od nuly, resp. zdpornijch
celociselnych hodnot. Pak Tada (5.4) konverguje pro vechna |x| < 1. Je-li |z| = 1,
potom fada (5.4) konverguje tehdy, plati-li Re [y — a — ] > 0.

Dosazenim konkrétnich hodnot za parametry «, [, v a = muzeme z fady (5.4)
dostat rozvoje né€kterych zndmych funkci. Jednoduchym vypoctem lze napi. ovérit, ze
plati rovnosti (misto symbolu 9 F; budu psat jiz jen F)

(t+u)" =t"F (—n,ﬂ,ﬁ, —%) , resp. log(l+t)=1tF(1,1,2,—t).

Podobnych odvozeni najdeme v [18, §5] celkem 23. Jak déle Gauss uvadi, nabyvaji-li
k, k' nekone¢né velkych hodnot, plati potom napf. vztahy

t t
t—F(1,k1,~ ) =1+tF |1,k 2 -~
e 7”]{ + 777k7

3 42 1
sint:tF(k,k’,, ), cost:F(k,k",, )

2’ 4kk' 2’ 4kk'
Pozdéji vyuzijeme i nasledujici rovnosti
113
t:Sint'F<2,2,2,Sin2t> y (55)
1 1 1 13
sinnt:nsint-F<2n+2,—2n+2,2,sin2t> : (5.6)

5.4 Gaussovo pojednani o hypergeometrické radé

V prvnim oddilu prvni kapitoly Gauss zavedl pojem vzajemné sousednich funkci, coz
jsou funkce, jejichz parametry «, 8 nebo v maji hodnotu vétsi nebo mensi o ¢islo jedna
oproti parametrim ptuvodni funkce, tedy |0/ —a| =1, ..., kde «, resp. o’ jsou para-
metry puvodni, resp. sousedni funkce, atd. Tvrdi, Ze mezi témito funkcemi v nékterych
pfipadech existuje jednoduchy vztah a uvadi 15 rovnic mezi sousednimi funkcemi. Né-
které z nich budeme dale potifebovat a tak je uvedu v nasledujicim piehledu. Pismenem

F pfitom znac¢im ptvodni funkci F(a, 3,7, z). Cislovani rovnic pfejimam z knihy [18].
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B)0=0—-a=-fF+al—z)Fla+1,5,7,2) = (y=-F)F(e,f- 177
(") 0=(v—a-1)F+aF(a+1,8,72) = (y=1)F(a, 8,7 - 1,2)

6) 0=(y—a—B)F—(y—a)F(a—1,8,v,2) + B(1 —2)F(a, B+ 1,7, )
8) 0=7(1-2)F —vF(a—1,8,7,2) + (v = B)zF(a, 8,7 + 1,z)

@) 0=(a-1-(y=F-Da)F+(y-a)F(la—=1,0,7z) -
- (v =D —2)F(e, 5,7 = 1,2)

(12*) 0= ("Y-,B—l)F—’-ﬂF(CM,,B—Fl,’y,‘T) - (7_1)F(O‘7577_17x)

(15") 0=v(v—1-2y—a-B-12)F + (y - a)(y = B)zF(a, 8,7 + 1,2) —
—v(y -1 —2)F(a, 8,7 — 1, 2).

(
(

Zduvodnéni uvedenych tvrzeni vychézi z porovnani koeficientht u odpovidajicich

mocnin z. Pro zjednoduseni zapisu polozme

(a+1)(a+2)---(a+m—1)ﬂ(ﬁ+1)---(ﬁ—|—m—2).

M =
1-2:3---m-v(y+1)---(y+m—1)

Potom koeficient ¢lent obsahujicich ™ u funkce

F(a,B,v,z) bude «a(f+m—1)M,
F(a,f—1,7,2) bude «(8—1)M,
Fla+1,8,7,2) bude (a+m)(8+m—1)M,
a(f+m—1)(y+m-—-1)M

v—1

F(a,B,v—1,2) bude

Koeficient ¢lenu obsahujictho 2™~ ! ve funkei F(a + 1, 3,7, x), resp. koeficient u ¢lenu
s "™ u funkce xF(a+1, 3,7) bude roven vyrazu m(y+m—1) M. Porovnanim koeficientti
jednotlivych mocnin dostaneme rovnice (3*) a (5%). Ze zamény « a [ (coz si miuzeme
dovolit, nebot z definice funkce F' plyne, Ze plati rovnost F(«, 3,7,2) = F(8,a,v,x))
hned dostaneme ze vzorce (5*) formuli (12*). Stejnou zdménou dostaneme z rovnice (3*)
vzorec (6*), z propojeni rovnic (6*) a (12*) vznikne rovnice (9*). Substituci a — (v —1)
ay — (v + 1) pfevedeme rovnici (5*) do tvaru

0= (’}/—O[—F 1)(F(Oé— 175374_ 1) + (Oé— ].)F(a,ﬁ,’}/—}— 1,$) _ryF(Oé_ 1aﬁ,’77m)‘
Podobné, dosazenim « + 1 misto v v rovnici (9*) dostaneme

0 = (a=1—(y—=B)x)F(a, B,y + 1)+
+(y—a+1)Fla-1,8,v+1) —~(1 —2)F(a, 8,7, T).

Odectenim téchto dvou rovnic dostaneme ihned vzorec (8*). Eliminaci uvedeného vy-

razu F'(a — 1, 3,7, ) z rovnic (8*) a (9*) dospé&jeme konecné ke vzorci (15%).
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V tfetim oddilu prvni kapitoly Gauss vySetfoval ty pripady, ve kterych je posledni
prvek x roven jedné. Dokazal, Ze fada je konvergentni pouze v pfipadé, kdy je v—a— /3
kladny vyraz (specidlni piipad Véty 5.3.1). Déle vyslovil pozndmku, kteréd je obsahem

nasledujiciho lemmatu.

Lemma 5.4.1. Kdyz jsou koeficienty Tady
1+ar+bx? +ca>+--- =8 (5.7)
od urcitého ¢lenu kladné a klesaji pod jakoukoliv hranicni hodnotu?), potom se soucin
1-2)S=1+(a—Dz+(b-a)z®+ (c—b)a+--- (5.8)
pro x =1 rovnd 0, a to i kdyz je soucet S Tady (5.7) nekonecné velky.

Zdtuvodnéni lemmatu je jednoduché, posloupnost ¢astecnych souc¢td rady na pravé
strané rovnosti (5.8) déava pro x = 1 postupné éleny s; = 1, so = a, s3 = b, s4 = ¢, atd.
takze soucet nekoneéné mnoha ¢leni fady (5.8) je roven 0.

Pokud je ale v — a — 8 kladny vyraz, jsou pro funkci F(a, 3,7 — 1,z) splnény
podminky lemmatu (5.4.1) a pro x = 1 musi platit

(1 - CL‘)F(Oé,ﬁ,’}/ - 1,$) = 0.
Proto z vySe uvedené rovnosti 15) plyne, Ze

0=v(a+pB—7)F(a,B,7,1) + (v —a)(y = B)F(a, 3,7 + 1,1),

neboli

FmﬁmJﬁzghiilg?ﬂm@7+LD. (5.9)

Potom dale plati

_(y+l-a)(vy+1-p5)
F(a,B,v+1,1) = (’y+1)(’y+1—a—ﬂ)F(a’/B’7+2’1)’
ﬁwL@7+z1p:W+2_aX7+2_mam@7+3J%

(Y+2)(y+2—-a—-0)

atd. Obecné, pokud k znaéi kladné celé ¢islo, tak je funkce F'(«, 3,7, 1) rovna sou¢inu

(y—a)y+1—a) - (y+k—1-0q)
Fla,3,7,1) A1) (k=1 '
=Bl +1-06)--(y+k—-1-5)

oA tl-a-p) - ihci—a—p [@By+k). (510

%) V lemmatu je pro ilustraci pouzita Gaussova terminologie. Dnes bychom totéz vyjadfili tak, ze

koeficienty a, b, c, ...tvori monoténni posloupnost s kladnymi ¢leny, jejiz limita je rovna nule.
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5.5 Zavedeni funkce gama

V této kapitole je popsan zptsob, kterym Gauss zavedl gama funkci a odvodil nékteré

jejl vlastnosti. Na zacatku Gauss uvedl vyraz

1-2-3.--k B
H(k:,z): (z+1)(2+2)(z+3)---(z+k)k ’ (5.11)

kde k znaci kladné celé ¢islo a z uvazoval jako libovolné komplexni ¢islo. Potom snadno

ovéril, ze vyraz
H(k‘f}/_ 1)'1_[(]{3,’}/—06—6— 1)
[I(k,y—a=1)-TI(k,y = 8-1)

po prislusném zkraceni dava zlomek

(V- +l-a)--(y+k-1-0a)
Ty +1)--(y+k=1)
, (y=B+1-8)-(v+k—-1-0)
(Y—a=-B)(y+l-—a=p)(+k-1-a-p)
Diky tomu rovnost (5.10) upravil do tvaru
H(k,’y—l)'H(k,’}/—Oé—ﬁ—l).
H(k,’y—a—l)'H(k,’y—ﬁ—l)

Jaké vlastnosti ma funkce [[(k, z)? Je zfejmé, Ze funkce je definovana pro vSechna

F(a,B,7,1) = F(a,B8,v+k,1) (5.12)

z s vyjimkou zapornych celych ¢isel. Pro celociselné nezaporné hodnoty z vSak Gauss
dostal (pro vSechny hodnoty k € N)

H(k70) = 1,
ey = £ -1

1+ o

. Ny i
R
[T.3) = (k—i—ll)'(/?: fé)]zjf+3) - (1+;) <11'j 1{)) <1+l?::)’

atd. Predchozi rovnosti zobecnil do vztahu

[T = 122 > —. (513)
O (T 1 e

Obecné, je-li zndma hodnota funkce [[(k, z) dané k a z, potom lze urc¢it hodnotu

r
funkce [](k, z + 1) z rekurentniho vzorce

[Ttz 1) =Ttkee) - — 2 (5.14)
1+ 2
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Podobné lze stanovit rekurentni vzorec vzhledem k proménné k

1 z+1
<1 - k)
[[E+12)=]]¢ 2§ 45 (5.15)

1+2
1
+ k

1
Protoze je [[(1,2) = e Gauss odvodil pomoci vzorce (5.15) nasledujici vztahy

z
2 z+1
1 (1> 1 2t

2 = fry
H(,z) 1+2 2+=2 1+2z 242
1
3 z+1
1 97+1 <2> 1 9741 32+1
3, — : ) — . . ’
H( ?) 142 2+2 3+z 1+2z 242 2*(33+2)
2

atd. Zobecnénim predchozich rovnic zjistil, Ze funkce [[(k, z) vyhovuje rovnici

1 2z+1 3z+1 k.z+1
k — . . .
112 s+l 17-(2+2) 22-3+2) (k-1 (k+2)

(5.16)

Poté obratil pozornost k tém pfipadtim, kdy do funkce [[(k,z) pfi pevné stano-
vené hodnoté z dosazoval nekonec¢né velké hodnoty proménné k. Pfi tomto vysetfovani
polozil k rovno h, pfi¢emz predpokladal, ze z < h. Potom je zfejmé, ze kdyz h prejde
v h+1, zvétsi se hodnota logaritmu [[(k, z) a tento pfirtstek lze pomoci rovnosti (5.15)

vyjadrit jako

1 z+1 1\*
(1+3) (1+3)
log H(h +1,z) —log H(h, z) =log vz (= log 172 . (5.17)
1+ h * h+1

Z rovnosti (h+1)/(h) =1/(h/h + 1) a rovnice (5.17) tedy plyne, ze
1 z
log H(h +1,2) —log H(h, z) = —zlog (1 - h—i-1> — log <1 + h+1> . (5.18)

Oba logaritmy z (5.18) vpravo Gauss rozvinul do mocninnych fad ve tvaru

1 n 1 n 7 z 22 n
\n+1 2(h +1)2 h+1 2(h+1)? ’

Vzhledem k absolutni konvergenci obou fad Gauss vyjadril zkoumany pfiristek loga-

ritmu [[(h, z) konvergentni fadou

z(14+2)  2(1-2%) 201423 2(1_242 4

2h+ 12 317 A+ B+
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Prejde-li k£ z hodnoty h 4+ 1 na h + 2, bude pro prirtstek funkce platit

z(14+ 2 2(1 — 22 2(1+ 23
logH(h+ 2,2) —logH(h—l- 1,2)= 2((h :2))2 + 3Eh+2)g’ + 4((hi2)‘)1

Obecné, ptejde-li hodnota k z h na h + n bude prirtstek log [[(h + n, z) —log [[(h, 2)

roven vyrazu

1 1 1 1 !
2Z““)<<h+1>2+<h+2>2+<h+3>2+“'+<h+n>2>+
1 1 2 1 1 1 !

T g _Z)((h+1)3+(h+2)3+(h+3)3+m+(h+n)3>jL
1 1 3 L 1 1 !

Poroste-li n nade vSechny meze, je podle Gausse vysledkem vyraz ve tvaru absolutné

konvergentni dvojné fady
2i+1

> 2+ 2% z—z
; [Z (2z h++] 2i (2i+1)(h+j)2i+1)}

Jestlize z neni zaporné celé ¢islo, pak bude mit funkce limg_,o [[(k, 2) koneéné velkou
hodnotu. Hodnota limg_,, [[(k, z) proto zavisi vyhradné na hodnoté z, neboli pfed-
stavuje funkci pouze proménné z, kterou budeme déle oznacovat [] z. Funkei [] z tedy

Gauss definoval jako limitu soucinu

. 1:2.3---k-k?
koo (24 1)(24+2)(24+3) - (2 + k)
nebo jako nekoneény soucin

1 2z+l 3z+1 4z+1

HZ:Z+1'12(2—|-Z).22(3_|_Z)'3z(4+z)”" (519)

ktery predstavuje analogii Eulerova vzorce (4.2). Je zde vSak podstatny rozdil v de-
finiénim oboru oproti Eulerové definici a to takovy, Ze ve vzorci (5.19) uvazujeme
z e C\{-1, -2, =3, ...}.

5.6 Vlastnosti funkce [] =

Z rekurentniho vzorce (5.14) ihned plyne nasledujici dilezita rovnost

[[c+)=CG+D]]~ (5.20)

Zobecnénim (5.20) pro n € N snadno dostaneme

[[G+n) =GE+DE+2)(z+3)--(z+n) ][] > (5.21)
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Pro zéporné celoc¢iselné hodnoty proménné z bude funkce [ [ z nabyvat nekoneéné vel-
kych funkénich hodnot. Pro z = 0 Gauss dostal z rovnosti (5.19) vztah [[0 = 1 a odtud
pomoci (5.21) ziskal pro nezaporné celo¢iselné hodnoty z rovnosti [[1 =1, [[2 = 2,
[I3=6,]]4=24, ..., tedy obecné

[[:=12:3-2 zeN (5.22)

Gauss si uvédomoval, ze k definici faktorialti pro neceloéiselné hodnoty se vzorec (5.22)
nehodi. Existuje totiz vétsi mnozstvi funkci, které budou pro nezaporné celociselné
hodnoty spliiovat podminku (5.22), pfic¢emz v ostatnich hodnotach se budou lisit. Jako
piiklady uvedl funkce f(z) = cos(27z) - [] 2 nebo g(z) = cos®*(wz) - [[ z. Na druhou
stranu, zname-li hodnoty funkce [] z v néjakém intervalu délky 1, nap¥. pro z € (0, 1),
1ze snadno pomoci rovnice (5.21) vypocitat hodnoty funkce [[z pro vSechny ostatni
realné hodnoty proménné z. Gauss proto vytvoril tabulku, kterd obsahovala logaritmy
funkce [ ] z vypo¢itané pro hodnoty z € (0, 1) s presnosti na 20 desetinnych mist.

Gauss se také vyjadril ke vztahu funkei [[(k, 2) a [] z. Pokud je zavedena funkce
Iz, je podle Gausse definice funkce [ [(k, z) zbyteéna, nebot tato se d& vyjadfit pomoci
[12. Z rovnic (5.11), (5.21) a (5.22) totiz pro obé funkce vyplyva rovnost

KTk T]=
H(k,z) DR (5.23)

Gauss se také zabyval vztahem mezi jim zavedenou funkei [] z a Krampovou funkci
(5.3). Podotkl, Ze pro obé funkce plati rovnice

vre _ € p(-1) 1o _ ATl (E+0-1)
ITe.¢-1) ImE-1

Protoze Krampovu funkci a’¢ lze vyjadiit pomoci []z, je podle Gausse vhodngjsi

pouzivat spise funkei [] z. Jako divod téz Gauss uvedl:

Zdd se mi vjhodné, aby se v matematické analyze zavedla funkce jedné proménné,
namisto funkce tri proménnych, zvldsté kdyz se tato druhd funkce dd snadno
vyjadrit pomoct proni.

Z definice funkce F(«, 3,7, x) plyne limy_. o F(o, 3,7 + k,1) = 1. Diky tomu lze

rovnost (5.12) upravit do nésledujiciho tvaru
[[6-D-[ly—a-F-1)
[Iy—a-1)-TI(y-8-1)
Polozenim ¢ = /2 v (5.5) Gauss dostal rovnost

113 ™ 1-1 1-1-3 1-
F<T2ﬁﬂ>2l+23+245+2-

Fla,B3,7,1) = (5.24)

1-3-5+
4-6-7 .
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Ze vzorce (5.24) proto plyne

F =_ =
( 2 [I0-]J0
Vzhledem k rovnostem [[0=1a [[3 = 3 [[ (—3) bude platit 7 = (I] (—%))2 , neboli
1 1
H (—2> =/, resp. H 3=
Nyni polozil ¢t = 7/2 v rovnosti (5.6). Tim lze s pomoci (5.24) ziskat vztah
nr _ nlls-11(-3)

sin —

2 II(=gn) I3’

w\w

1
12’

L\.’J\»—l

NG (5.25)

N | =

ktery upravil do tvaru

1
—nm

M5 T (-57) -4

sin —nm
2

Substituci n = 2z dostal dalsi elegantni rovnosti

H(—z) . H(+z) = SiIZIZ’?T, resp. H(—z) . H(z -1)= sinwzﬁ’ (5.26)

coz jsou vztahy ekvivalentni s Eulerovym vzorcem (4.72). Dalsi vztah Gauss odvodil

tim, Ze v rovnici (5.26) vpravo nahradil z vyrazem z + 3. Tim dostal

ML) m(3)-an o

Z rovnosti (5.26) a definice funkce [] z vyplyvaji dalsi vyznamné disledky. Plati totiz

2 1-2-3---k)?
sinzr H(iz) ' H(+ kli»nc}o (1-22)(4 E 22)(9 - Z2)) (k2 —22)’

z ¢ehoz Gauss snadno odvodil tzv. sinovy soucin

sinzm = 27 (1 — 2%) <1—12> (1—"’2> = H<1—>.

Analogickym zpusobem odvodil z rovnice (5.27) a Wallisova vzorce (3.19) vyjadieni

funkce kosinus pomoci nekone¢ného soucinu

cos zm = (1 — 42?) (1 - 4;) <1 - ) ﬁ < n_21) )

n=1
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5.7 Gaussova multiplika¢ni formule

V této Casti je popsan zpisob, kterym Gauss odvodil tzv. multiplika¢ni vzorec. Zacal

zkoumanim vyrazu

H(k,z)H<k,z—i>H(k,z—Z)...H(k:,z—n;1>, (5.28)

ktery budu znacit symbolem ([[(k, 2)),,_;. Rozepsanim soucinti v (5.28) podle definice

[1(k, z) a zménou pofadi ¢initelti v jmenovateli zlomku dostal Gauss rovnost

. (1'2'3"'k)n'knz-kj(”*l)/Q.nnk
(H(k’z)>n—1  (nz+1D(nz+2)--- (nz+nk)

Dale plati, zZe
1-2:3---kn-(nk)™

k = .
H(n ) (nz+1)(nz+2)--- (nz + nk)
Pokud je n € N, bude po prislusném kraceni

nh? (H(k’ Z))n—l B (1 .2.3... k)nnnk
[1(nk,nz)  1-2-3---nk-k(r-1D/2

(5.29)

Vyraz v (5.29) vpravo je nezavisly na proménné z, takze jeho hodnota zistane stejna
i pfi zméné veli¢iny z. Diky rovnosti [[(k,0) = [[(nk,0) = 1 se d& vyjadiit soucinem

[T (k=) -TL (k=) -TL (v =3) -+ TT (k=)

Pro k — oo dostal Gauss rovnost

() n(-2) ()
n(2)n()n() (). e

Ze vzorce na pravé strané rovnice (5.26) vyplyva pro a € N, a < n — 1 rovnost

I(-5) T (-5) - o=

V dalsim kroku Gauss vzajemné vynasobil faktory z pravé strany rovnosti (5.30) (prvni

s poslednim, druhy s pfedposlednim, atd.). V pfipadé, ze vyraz n — 1 je roven sudému

¢islu, obdrzel rovnost

H<_%>H<_%>H<_n;1> - sinﬂlwsingw”.sin:_l ' (5.31)

n n

2n7T

Pokud je vyraz n — 1 liché ¢islo, potom ,,prostfedni® faktor
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zistane nevynasoben a plati

H<_711>H<_Z>"'H<_n;1>:sinwlwsinﬁ%”'sm:? v (582)

n n on N

Pro tipravu vyrazu v rovnosti (5.32) vpravo se vratime k Eulerovi a jeho knize [13]. Zde
v § 240, kapitoly 14, Euler odvodil vztah

2 2
sinnz = 2" ! sin zsin (z - z> sin <I + z) sin <7T - z) sin <7r + z) ey (5.33)
n n n n

kde na pravé strané rovnosti (5.33) uvazujeme celkem n éinitelti s funkei sinus. Déle-
nim obou stran rovnice (5.33) vyrazem sinz a naslednym limitnim pfechodem z — 0

dostaneme v pripadé, Ze je n sudé ¢islo rovnost

2 -2
Sini.sinj...sinu:\/n.21—n_

n n 2n

V piipadé, ze je n liché ¢islo obdrzime rovnost

2 -1
sinz-sin—ﬂ-~--sinu:vn-21_”.

n n 2n

Spojenim poslednich dvou rovnosti se vzorci (5.31), resp. (5.32) dostaneme tzv. Gausstv

multiplika¢ni vzorec

nnznz-H(z—i)'gi—i)--ﬂ(z—%l) (QW)\;;“), (5.34)

Dosadime-li do rovnosti (5.34) za n ¢islo 2, vysledkem je tzv. Legendrova formule

va [Te2 =2 [ T (= - %) (5.35)




Kapitola 6

Karl Weilerstrass a faktorizacéni

veta

V této kapitole se budeme vénovat odvozeni tzv. faktorizacni véty, jejimz
autorem je KARL WEIERSTRASS (1815 —1897). Jsou zminény i nékteré di-
sledky plynouci z faktorizacni véty.

6.1 Reprezentace funkce nulovymi body

Podle zékladni véty algebry ma kazdy polynom n-tého stupné (n > 1) pravé n korenti !)
(kazdy pocitame tolikrat, kolik ¢ini jeho ndsobnost). Jsou-li vSechny kofeny polynomu
P(z) (ozna¢me je symboly z,,) rtizné od nuly, lze dany polynom vyjadfit ve tvaru

P(z)zckl;[1 (1—2),

kde ¢ € C\{0}. Je tedy kazdy polynom jednozna¢né (az na jistou multiplikativni kon-
stantu ¢) urcen svymi kofeny. V dalsim textu se budeme zabyvat tim, jak dalece jsou

svymi nulovymi body charakterizovany celé transcendentni funkce.

6.2 Cauchyho prispévek

UvaZzujme celou transcendentni funkci f(z), jejiz nulové body tvoii nekonecnou po-
sloupnost {z,}2%;, vyhovujici podmince lim, . |2,] = oco. Cleny posloupnosti jsou
uspofadany podle absolutnich hodnot, tj. pro vsechna n € N plati |z,| < |zp+1]|, pfi-
¢emz prozatim predpoklddame, ze vSechny ¢leny posloupnosti {z,} jsou rizné od nuly.
Pfipomerime, Ze funkce f'/f je meromorfni funkci. Necht dale plati, Ze fada

o

> 6.1)

n=1

1)V piipadé polynomt je z historickych diivodii zvykem pouZivat nazev koven misto nulovy bod.

78
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konverguje. Potom lze dokazat, ze i fada

> 1
Z m (6.2)
n=1 n

konverguje pro vSechna z € C\{z,}, n € N. S ohledem na vzorec (1.10) a konvergenci

fady (6.2) mizeme Fici, Ze vyraz

HON i 1
predstavuje funkci, ktera je holomorfni pro vSechna z € C. Manipulaci s touto funkci
lze dospét k vyjadieni funkce f ve tvaru

1) = 10) eg@ﬁ (1-2),

kde g(z) pfedstavuje celou funkci. K tomuto vysledku dospél v roce 1829 Cauchy
v ¢lanku [9], str. 232. Tim ukézal, Ze pokud mé funkce f(z) nekonecné mnoho nu-
lovych bodu z, a fada (6.1) konverguje, neni tato funkce plné charakterizovana pouze

I(-2)

n=1

posloupnosti {z,}, tj. sou¢inem

ale 7e funkce f je uréena aZ na exponencialni faktor ve tvaru e9(%),

6.3 Faktorizacni véta

Predchozi Cauchyho vysledek zobecnil Weierstrass v roce 1876 i pro ty pripady, kdy
fada (6.1) diverguje. V ¢lanku [48] Weierstrass pise:

Je-li ay,aqg,...,a, posloupnost nulovych bodi celé raciondlni funkce G(x) a xo
néjaky bod ruzny od vyse wvedenych hodnot, tak plati

g((;)) - H (jo__i;) '

n=1

Nabizi se otdzka, zda lze tuto vétu rozsiTit na transcendentni celé funkce, pritom
se vsak dostaneme do znacnych potizi. Vime jiz, Ze obecné je nutné doplnit vyraz

o faktor
e@(x) .

I
(Cauchy, Ezercices de Mathematiques, IV.); toto ovsem staci pouze tehdy, ma-li
funkce konecny pocet nulovych bodu, nebo tehdy, kdyz rada

o0

1
Zan—mo’

n=1
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a také soucin

o

H r — anp

el <$0 - an)
konverguji, coZ nent obecny pripad. (...) Obecné vSak neni mozné timto zpisobem
ziskat konvergentni soucin, jak ukazuje naptiklad funkce 1/ [[(z), kterd z dangch

faktorid

z x
1 1+—-, 14—
+ 2z, +2, +3,

vytvdri ve vétsiné pripadu divergentni soucin.

Na tomto misté podotknu, ze v roce 1854 Weierstrass vydal ¢lanek [49], ve kterém
se zabyval zobecnénim faktorialii, resp. rozsifenim faktoridld na mnozinu C. Pfitom

pracoval s nekoneénym soucinem

SIH{(E) 6D}

ktery predstavuje pfevracenou hodnotu funkce gama. Tato funkce pfedstavuje celou
funkci, ktera je pro zachidzeni mnohem jednodussi nez samotné funkce gama. V bodech,
které jsou pdly funkce gama, méa tato funkce nulové body. Weierstrass pro ni zavedl
zvlastni symbol. Vyraz 1/ (x) nazval factorielle x a oznacil ho Fc(x). O tomto souéinu

Weierstrass v [49] napsal:

Rad bych pro toto navrhl ndzev Factorielle u a zdpis Fc(u), protoze aplikace této
funkce v teorii faktoridli je jisté vyhodnéjsi nez pouZiti gama funkce. Je spo-
jitd pro kazZdou hodnotu u stejné jako nejjednodussi transcendentni funkce exp,
sin, cos. Navic md v podstaté charakter raciondlni celé funkce, takzZe je mozné ji

rozvinout v konvergentni radu celych kladnych mocnin u.

Faktory, ze kterych je sestavena funkce 1/ [ =, pfindseji myslenku tzv. konvergenc-
nich faktoru. Tyto exponencialni faktory zpusobuji konvergenci jinak divergentniho
nekonec¢ného soucinu a pfitom neméni mnozinu vsech nulovych bodu funkce. Faktory
funkce 1/ ][]z se pro Weierstrasse staly inspiraci pro ,uhodnuti“ hledaného tvaru fak-
tort nekone¢ného soucéinu. O funkci 1/ [| 2 napsal Weierstrass v ¢lanku [48] nasledujici:

Ale prdve tato funkce nds vede k cesté, kterd vede k cili. Podle Gaussovy definice

je tato funkce rovna konvergentnimu nekonecnému soucinu

ﬁ{<1+2)(”zl>x}

neboli
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vede k funkci, kterd je vyjddrena jako soucin nekonecné mnoha faktori. Ty sice
nejsou linedrni funkce proménné x, presto vsak jde o jednoznacné funkce s jedi-
nygm singuldrnim bodem (00) a také jedingm nulovym bodem. Toto vyjadreni mé

vedlo k otdzce, zda je mozné sestrojit libovolnou funkci G(x) z faktori ve tvaru
(kz + l)eé(x),

a sledovanim této myslenky jsem zjistil, jakd teorie jednoznacnych funkci s ko-
necnym poctem podstatngch singularit prinese uspokojivé reseni. KazZdou takovou

funkci nazgvdm elementarni faktor?) z, (...)

Ukazme, jakym zptisobem Weierstrass pracoval s vysSe uvedenymi elementarnimi
faktory. Nejprve odvodil pro hodnoty |z| < 1 rovnosti

1 =, d XKt
== 2.° _@Zrﬂ’
r=0 r=0

z nichz odvodil vzorce

(55) S
l—-z=exp| — , resp. (l—uz)exp — | =1
4 r+1 r

r=1

Potom zaved] funkce

E(z,0) = 1-uz,
Bz1) = (1-2)exp(a),
1
E(z,2) = (1-—z)exp (m + 2m2> ;
m xr
E - (- .
(,m) (1—w)exp | Y =
r=1
Pro funkce E(x, m) plati, Ze maji jediny nulovy bod z =1 a je
e T
E(x,m)=exp | — . 6.3
rom =e (=301 (63)

Necht hodnoty a,, tvofi nekoneénou posloupnost vsech nulovych bodu funkce f(z),
pficemz tato posloupnost vyhovuje podminkam:

(i) pro kazdé n € N plati 0 < |a,| < |an+1],

(ii) lim |a,| = oc.
n—oo

) Weierstrass ve své praci pouzil vyraz Primfunction, v anglické literatuie se pouziva termin pri-
mary factor.
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Necht x je libovolny bod v koneéné ¢asti roviny. Potom vzhledem k vyse uvedenym
podminkam muze pouze konecény pocet prvkl posloupnosti a,, leZzet v kruhu se stfedem
v pocatku a polomérem |z|. Ozna¢me tyto prvky ai, ag, ...,ax—1 a necht a, znaci

néktery ze zbyvajicich nulovych bodu funkce. Pro n > k je podle vzorce (6.3)

T > 1 x \ T
E(L —exp [ — z '
<an’mn> xp Zr—l—mn <an>

r=1

Pak plati

00 0o 0O 1 r4+mny,
HE <;,mn> = exp (—nz;”z:; e <0i> ) . (6.4)

Nekoneény soucin v (6.4) bude konvergovat, bude-li konvergovat dvojna rada

2 z:: r +1mn <c:i> - ' (6.5)

Konvergence fady (6.5) bude zélezet na ,poloze“ kofeni a,, funkce f(z) a tomu odpo-

vidajici volbé ¢isel m,,. Weierstrass ukazal, ze pro zajisténi konvergence fady (6.5) staci

1 z\""
an \ an

konvergovala. K zajisténi konvergence fady (6.6) zvolime klesajici posloupnost kladngch

zvolit ¢isla m, tak, aby fada
oo

D

n=1

(6.6)

Cisel €, €1, €2, €3, ... takovou, ze € < 1 a fada ) -, €, konverguje. Cisla m,, vybereme
tak, aby vyhovovala nerovnici €™ 1 < ¢,. Potom zvolime ¢ tak, aby bylo (s vyjimkou
prvnich k£ —1 ¢lend posloupnosti a,, kterych je kone¢né mnoho a neovlivni konvergenci
fady (6.6))

< e.

Qg

Tim dostaneme pro vSechna n > k nerovnosti

x mn+1

Gn

mp+1
<e™mm < gy

Pak, vzhledem k nerovnostem |z| < |ay| pro n > k, plati

1 x \""
an \ an

pri¢emz vyraz (e + €1 + €2 + - -+ ) konverguje vzhledem k predpokladané konvergenci

o0

D

n=~k

1 1
— (e +ep1+- )< —(e+er+e+---),

<
]

||

fady .., €s. Z toho plyne, Ze pro kazdou posloupnost ay, kterd splituje vyse uvedené
pozadavky, existuje posloupnost pfirozenych ¢isel m,, takova, ze fada (6.6) konverguje
absolutné.

Pro fadu (6.5) jsou splnény nerovnosti

0o 00 1 z r+mpy oo 0O z r+mn 00 1 . -1
2.2 Y D2 |z

r
ok T la ek r=1 1 n nek L= || 19n
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Protoze posloupnost |a,| je neklesajici, plati pro vSechna n > k nerovnost |a,| > |ak|.

Pro vSechna n > k je

R P
ag G
proto plati nésledujici nerovnost
00 mp+1 e8] mn+1 00 m
1 x| 1 x| || 1 fxz\™
T ol I P 31 o I P 1 ol o I
n:kl_? n 1_an:k " 1_an:k " "

Vzhledem ke konvergenci fady (6.6) ma vyraz na pravé strané (6.7) pro vSechna x € C
kone¢nou hodnotu. Tim je zaru¢ena absolutni konvergence dvojné fady (6.5). Z toho
plyne, Ze nekone¢ny soucin na levé strané rovnice (6.4) konverguje absolutné.

V predchézejici ¢asti jsme predpokladali, ze bod x = 0 neni nulovym bodem funkce
f a to z toho duvodu, Ze odpovidajici faktor musi mit v tomto pripadé jiny tvar, nez
faktory vztazené k ostatnim nulovym bodim. Predpokladejme, Ze pocatek je nulovym
bodem funkce f s nasobnosti A\. Potom odpovidajici faktor bude nabjvat tvar z*.

Takto vyjadiena funkce vSak neni jedina transcendentni cela funkce s vyse uvedenou
mnozinou nulovych bodt. Weierstrass ukazal, ze pokud G(z) znaéi libovolnou celou

funkci, potom vyraz B
G(z)eC®)

opét predstavuje néjakou celou funkei se stejnymi nulovymi body, jako ma funkce G(x).
Jestlize tedy f(z) pfedstavuje n&jakou celou funkci proménné z, pak mohou nastat
tfi pripady:

1. Funkce f(x) neméa nulové body. Potom mize byt vyjadiena ve tvaru

f(@) = 9.

2. Funkce f(x) mé koneény pocet nulovych bodi. Potom je mozné ji vyjadiit ve
tvaru

f() = Go()e®,
kde Go(x) znaci celou funkci.

3. Funkce f(x) mé nekoneény pocet nulovych bodu. V takovém pfipadé muze byt
vyjadfena ve tvaru

f(z) = 2 G(a)e D,
kde A je bud nula, nebo pfirozené ¢islo, G(x) je funkce ve tvaru nekoneéného

{(-2)17)

n=1

soucinu

¢isla ay, jsou nulové body funkce f (rtizné od nuly) a m,, je vhodna posloupnost

prirozenych cisel.
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Tim je zdivodnéna nasledujici véta.

Véta 6.3.1 (Faktorizaéni véta). Necht G(z) je celd funkce, pro kterou je podldtek
nulovym bodem ndsobnosti A\. Necht {a,} znacéi koneénou nebo nekoneénou posloup-
nost vsech zbyvagicich nulovych bodi funkce G, pricemZ plati, Ze kaZdy nulovy bod se
v posloupnosti vyskytuje tolikrat, kolik ¢ini jeho ndsobnost. Potom existuje posloupnost

prirozenych ¢isel {my} a celd funkce g(x) takovd, Ze funkce G muze byt vyjddrena ve

G() ::CAE{(l_ a“;) exp (ii (:;L)) }

r=1

tvaru

Na zakladé faktoriza¢ni véty mohl Weierstrass odpovédét na diive formulovanou

otazku nasledujicim zpusobem.

Véta 6.3.2. KazZdd celd funkce proménné x mize byt vyjddrena ve tvaru soucinu, jehoZ
elementdrni faktory jsou ve tvaru

(kz + 1)ed®),

kde g(x) je vhodnd cela funkce a ¢isla k, | jsou konstanty. V nékterych pripadech mize
byt funkce g(z) identicky rovna nule a stejné tak jedno z cisel k, | muze mit nulovou
hodnotu.

Weierstrass tak ukazal, Ze pro libovolnou posloupnost {a,}, kterd vyhovuje pod-
mince lim,, o |a,| = 00, existuje celd funkce, jejiz nulové body jsou tvofeny pouze
¢leny posloupnosti {a,}. Toto mu umoznilo odhalit fadu dalsich vlastnosti komplex-
nich funkci. Uvedu jednu z nich, kterou uvedl soucasné s faktorizaéni vétou. V tieti
kapitole ¢lanku [48] Weierstrass pise:

Je-li f(x) jednoznacnd funkce proménné x s podstatnou singularitou v bodé oo,
tak je mozné v tom pripadé, kdy md funkce libovolny pocet poli (i nekonecné
velky), sestrojit funkci Go(x), pro kterou je posloupnost nulovich bodi identickd
s posloupnosti nulovych bodu funkce 1/ f(z). Pak je Go(x)- f(x) rovnéZ celd funkce

proménné x a oznacime-li tento soucin symbolem G1(x), tak plati

_ Gi(z)
Go(z)’

Zdroven jsou tyto funkce G1(x), Ga(x) takové, Ze se pro tutéZ hodnotu nekrati.

f(x)

A obrdacené, mdame-li dvé celé funkce této vlastnosti, a alespori jedna z mich je
transcendentni, tak podil

Gl(a:)
G2 (1‘)

predstavuje funkci, kterd md za singularitu nejvyse bod oco.

Tim Weierstrass dokazal nasledujici dilezitou vétu o reprezentaci meromorfnich

funkei.
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Véta 6.3.3. Kazdd funkce meromorfni v celé Gaussové roviné mize byt vyjadrena jako
podil dvou celych funkci.

Kazdou meromorfni funkci proménné x je tedy mozné vyjadrit jako soucin tii fak-
tortt. Prvni z nich je tvoren celo¢iselnou mocninou proménné z, druhym faktorem je
celd funkce ve tvaru e9(*) a tfeti faktor je podil dvou (kone¢nych nebo nekoneénych)
soucind.

Faktoriza¢ni vétu lze zobecnit pro libovolnou otevienou mnozinu, viz [39], str. 335.

Véta 6.3.4. Necht Q je oteviend mnozZina v S, Q # S. Necht ddale mnoZina A C
nemd v Q0 Zadny hromadny bod. KazZdému o € A pritadme prirozené ¢islo m(a)). Potom
existuje funkce f holomorfni na mnoziné Q0 s nulovymi body pouze v mnoziné A takovd,

Ze ndsobnost nulového bodu a funkce f je m(«).

Weierstrassova véta méla velky vliv na matematickou obec. O jejim vyznamu vy-

povida napt. citat z knihy [36], str. 80:

Vedomi toho, Ze existuji celé funkce s ,libovolné“ predepsanymi nulovymi body,
zpusobilo zdsadni prevrat v myslent téch, kdo se zabyvali teorii funkci. Nahle bylo
mozné ,sestrojit“ holomorfni funkce, o kterych drive nebylo mozné dokonce ani

uvazovat pri pouZiti klasické (matematické) vyzbroje.



Kapitola 7

Biografické udaje

7.1 Francgois Viete (1540 — 1603)

Viete se narodil ve francouzské provincii Poitiers v dobé, kdy se ve Francii za¢inal prohlubovat
spor mezi katoliky a hugenoty ). Nejprve navstévoval frantiskanskou §kolu v rodném mésté. Od
roku 1558 studoval prava na univerzité v Poitiers, roku 1560 se stal bakalarem a zacal pracovat
jako advokét v rodném mésté. V té dobé se ve Francii rozpoutala ob¢anskd valka?). V roce
1568 presidlil do La Rochelle. Zde ptisel do styku s vid¢imi osobnostmi hugenoti, mimo jiné
s Jindfichem Navarrskym, pozdéjsim kralem JINDRICHEM IV. (1553 — 1610). Viéte sdm byl
katolik, v ndbozenskych otazkach vsak byl velmi tolerantni.

Roku 1571 se Viete prestéhoval do Pafize a pokracoval v advokatni praxi. V Pafizi se
seznamil s vyznamnymi matematiky, zejména s profesorem paiizské univerzity PIERREM DE
LA RAME (1515 — 1572). Zacal vyddvat drobnéjsi prace a rozesilat je zndmym matematikim.
Roku 1573 presel do statni sluzby a stal se poradcem parlamentu v Rennes v Bretani. V letech
1580 az 1584 pracoval jako poradce krale JINDRICHA III. (1551 — 1589) a od roku 1589 se stal
osobnim poradcem krale Jindficha IV. Ve sluzbé u krale ziistal do roku 1602, kdy ho Jindfich I'V.
propustil ze svych sluzeb. V nasledujicim roce Viete zemfel.

I kdyz Viete nebyl profesiondlnim matematikem, presto sehral vyznamnou roli ve vyvoji
matematiky. Je povazovan za jednoho ze zakladateld algebry. Pod jeho vlivem se algebra stala
naukou o obecnych postupech pfi praci s vyrazy a rovnicemi. To byl vyznamny posun, nebot do
té doby se pracovalo pouze s konkrétné zadanymi jednotlivymi tlohami. Viete zacal oznacovat
veli¢iny pismeny, pouzival symboly pro aritmetické operace, atp. Vice informaci o Vietovi lze
nalézt v ¢lanku [5], str. 191 — 202.

1) Hugenoti [igenoti] byli francouzsti protestanti. Pochazeli ze vSech spoleenskych vrstev, véetné
vysokych feudali (napt. Bourbont). V roce 1598 doslo k zrovnopravnéni katolikti a hugenotti ediktem
nantskym. Tento vynos krale Jindficha IV. zarucoval hugenotim nabozenskou svobodu a obcanskou
rovnost. V roce 1685 byl krdlem LUDVIKEM XIV. (1638 — 1715) edikt nantsky zruSen a doslo k opétov-
nému pronasledovani hugenott, coz vedlo k jejich emigraci z Francie. Samotny pojem hugenoti pochazi
z némeckého Eidgenossen (sdruzeni), coz byl spolek t¥i mést — Zenevy, Freiburgu a Bernu, jez spoleéné
prijala reformaci a stala se ohniskem, ze kterého protestantismus pronikal do Francie.

2) Celkem osm véalek mezi katoliky a hugenoty v obdobi 1562 — 1598.

86
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7.2 John Wallis (1616 — 1703)

Wallis se narodil v Ashfordu v Kentu jako syn anglického knéze. VSeobecné klasické vzdélani
ziskal v Cambridge, kde vystudoval teologii, byl vysvécen a nékolik let ptisobil jako knéz. V roce
1645 se prestéhoval do Londyna a o dva roky pozdéji se zacal intenzivné zabyvat matematikou.
Studoval klasicka dila feckych matematikt, dale dila Descarta, Keplera, Robervala, Torricelliho
a Cavalieriho. Mél pry fenomenalni pamét a byl vyborny po¢ta¥. Vyprévi se, ze jednou za beze-
sné noci vypocital zpaméti druhou odmocninu 53-mistného ¢isla na 27 mist a rdno nadiktoval
vysledek svého vypoctu. Za anglické revoluce se Wallis proslavil rozlusténim tajnych dopisa pfi-
vrzenci tehdejsiho krale KARLA I. STUARTA (1600 — 1649), které zachytili stoupenci OLIVERA
CROMWELLA (1599 — 1658). Ten ho roku 1649 jmenoval profesorem geometrie v Oxfordu.

John Wallis stal u zrodu londynské védecké spolecnosti, pozdéjsi Royal Society. Zabyval
se infinitezimalnim poctem, teorii Cisel, aritmetikou a algebrou, kryptografii a polozil zaklady
interpolace. Wallis patfil mezi nejvyznamnéjsi tvircem infiniteziméalniho poc¢tu v obdobi pied
ISAACEM NEWTONEM (1642 — 1727) a GOTTFRIEDEM WILHELMEM LEIBNIZEM (1646 — 1716).
Vice informaci o Wallisové zivoté lze ziskat v ¢lanku [5], str. 215 — 219.

7.3 Leonhard Euler (1707 — 1783)

Leonhard Euler se narodil 15. dubna 1707 ve Svycarské Basileji v rodiné venkovského pastora.
V roce 1720 zacal studovat na Basilejské univerzité. Magistrem filozofie se stal v roce 1723
a na prani svého otce zacal studovat teologii. Kromé teologickych predméti si zapsal i nékolik
cizich jazykl, matematiku, fyziku, astronomii a medicinu. Matematiku Eulera ucil pfitel jeho
otce JOHANN BERNOULLI (1667 — 1748). Ten brzy rozpoznal Eulerovo nevSedni nadéni pro
matematiku a pomohl pfemluvit Eulerova otce k souhlasu s opusténim studia teologie kvtili
matematice. Béhem studii na univerzité se Euler seznamil s Bernoulliho syny MIKULASEM I1.
(1695 — 1726), DANIELEM 1. (1700 — 1782) a JOHANNEM II. (1710 — 1790). V roce 1726 ukon-
¢il studium na basilejské univerzité a zacal publikovat védeckd pojednéni. V lipskych Acta
eruditorum uverejnil ¢lanek Constructio linearum isochronarum in medio quocunque resistente
(Konstrukce isochronni kiivky v prostfedi kladoucim odpor) (1726). V této praci navazal na
Bernoulliho problém brachystochrony %), pficemz tlohu rozsiiil o pfedpoklad pohybu hmotného
bodu v prostiedi s odporem. V roce 1727 se Eulerovi dostalo pochvalného uznani Paiizské Aka-
demie za ¢lanek Meditationes super problemate nautico (Pojednani o problému moteplavby), ve
kterém fesil ilohu nejvhodnéjsiho umisténi lodniho stézné. Kladna odezva publikovanych praci
vedla Eulera k tsili o ziskani mista v akademickém prostfedi. Hledané uplatnéni nasel tehdy
dvacetilety Euler ve sluzbach carského Ruska.

Rusko od pocatku 18. stoleti prochazelo vyraznou spolecenskou reformou. Tehdejsi rusky
car PETR 1. VELIKY (1672 — 1725) zalozil v roce 1703 v usti feky Névy Petrohrad, ktery
se v roce 1712 stal novym hlavnim méstem zemé. Car se snazil priblizit Rusko Evropé. Zval
do Ruska zahrani¢ni odborniky, kteii jako femeslnici, obchodnici, dtistojnici a védci poméhali
pii pokusu o ,revoluci shora“. Zavedl julidnsky kalendaf (od 1.1.1700), po zdpadnim vzoru

3) Brachystochrona je kiivka, po niz se hmotny bod pfesune v nejkratsim case ptisobenim gravitace
z jednoho bodu do druhého. Podobné byly studovany i dalsi k¥ivky: izochrona (k¥ivka, po niz téleso pada
rovnomérnou rychlosti) a tautochrona (kfivka, po niz hmotny bod gravitaénim poli dosdhne nejnizsiho
bodu v ¢ase, nezavislém na vychozim bodé).
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reorganizoval cirkev, armadu, statni spravu a gkolstvi?). Po carové smrti pokracovala v tomto
dile i jeho manzelka KATERINA I. (1690 — 1727). V prosinci roku 1725 v Petrohradé zalozila (na
zékladé vynosu cara Petra I. z 28. ledna 1724) Akademii véd, kam pfijali pozvani i Mikulas II.
a Daniel I. Bernoulliovi.

V cCervenci 1726 vSak Mikulas II. zemfel a jeho misto bylo diky pfimluveé Daniela I. nabidnuto
Eulerovi s tim, Ze bude vyucovat pouziti matematickych a fyzikdlnich metod v mediciné. Euler
pfijel do Petrohradu v kvétnu 1727 a stravil zde nésledujicich 13 let. Z rozhodnuti vedeni
Akademie se nakonec nemusel vénovat medicinskym védam, ale mohl se plné soustfedit pouze
na matematiku a pfibuzné obory. V roce 1730 se stal profesorem fyziky, coz mu umoznilo stat
se plnopravnym ¢lenem Akademie. V roce 1733 se Daniel I. rozhodl vratit do Basileje a Euler
po ném prevzal stolici matematiky. Toto jmenovani ho financéné zajistilo natolik, Ze mohl zalozit
rodinu. V lednu 1734 se oZenil s KATERINOU GSELL (1700 — 1773), dcerou §vycarského malife
pusobiciho v Petrohradé na gymnéaziu. Méli spolu celkem 13 déti. Sam Euler o sobé prohlasoval,
7e nejlépe se mu pracuje, kdyz v ruce chova jedno dité a ostatni déti si hraji u jeho nohou.

Jiz od pocatku svého petrohradského pobytu Euler védecky usilovné pracoval. Do sféry jeho
zajmu patfily z matematiky hlavné diferencialni rovnice, teorie fad, specialni funkce, variacni
pocet, diferencidlni geometrie, Fetézové zlomky, teorie Cisel a z fyziky hlavné mechanika. Jiz
ve druhém dilu Komentdii Akademie za rok 1727 Euler publikoval dva ptispévky. Kromé sa-
motné publika¢ni ¢innosti Euler zvladal fadu dalsich ¢innosti. Psal u¢ebnice a popularné nau¢né
¢lanky, prednasel studenttim. Byl ¢asto zvan jako expert k feSeni riiznych problému technického
charakteru: byl ¢lenem komise pro miry a vahy, pracoval na zmapovani Ruska, pficemz kromé
samotného geodetického méfeni se vénoval i kresleni map, atd. Jiz z tohoto vyctu je ziejmé, ze
pro Eulera je charakteristické propojeni teoretického badani s praktickou ¢innosti.

V této dobé byl jiz Euler velmi uznavanym védcem. V letech 1738 a 1740 ziskal Velkou
cenu Parizské Akademie. Se ziskanym véhlasem rostla Eulerova cena a tak neni divu, Ze obdrzel
nabidku pruského krale FRIEDRICHA II. VELIKEHO (1712 — 1786) k préci v Prusku. Zpocatku
Euler nechtél Petrohrad opustit, avSsak zména politického klimatu v Rusku po roce 1740 ho
pfiméla zménit nézor. Proto zde v ¢ervenci 1741 pierusil pobyt a odjel do Berlina.

Friedrich II. Veliky se stal kralem pruské fise v roce 1740. Byl pfiznivcem umeéni, vénoval se
literatufe a divadlu. Stejné tak ho zaujala filozofie osvicenectvi, se kterou ho seznamil VOLTAIRE
(1694 — 1778). Brzy po svém nastupu k moci zakézal pod vlivem osviceneckych myslenek muceni,
provedl reformu statni spravy, skolstvi, pravniho fadu a zemédélstvi. Ve smyslu osviceneckého
absolutismu vybudoval Grednicky stat, ve kterém zajmy statu nadfadil vSemu ostatnimu a sam
sebe prohlasoval za prvniho sluzebnika statu. Obréazek o krali si mizeme vytvorit na zakladé
vyvoje vztahu mezi nim a Voltairem. Ten pobyval v Prusku v letech 1750 — 1753, pficemz
s Friedrichem II. si dopisoval jiz fadu let pfedtim. Voltaire byl po svém piijezdu do Pruska
okouzlen. Béhem tfi let pobytu vSak jeho nadSeni vyprchalo a od pruského dvora odesel po
roztrzce s Friedrichem, kterého pak charakterizoval slovy ®):

Vynikd vrozenou inteligenci a naddnim, ale jeho premrsténd sebeldska z ného nakonec
ucinila velmi smeésného a velmi zlého clovéka.

Friedrich II. se snazil vytvorit z Berlina kulturni a védeckou metropoli. Jednim ze zptusob1,

%) Pro historiky matematiky mtze byt zajimavy fakt, ze kdy# car predepsal pro necirkevni knihy
tzv. obcanské pismo, které priblizovalo cyrilici latinské antikvé, tak se v roce 1708 stala prvni knihou,
tisténou novym typem pisma, ucebnice geometrie.

®) Viz [20], str. 568.
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jak toho chtél dosdhnout, byla pfeména tehdejsi berlinské védecké spolecnosti (zaloZené roku
1700) na Akademii véd v roce 1744. Prezidentem Akademie se stal PIERRE LOUISE MOREAU
DE MAUPERTUIS (1698 — 1759). Euler byl jmenovan feditelem matematického ustavu. Kromé
toho se jako ¢len spravni rady podilel na vedeni celé Akademie.

Vztah mezi Eulerem a Friedrichem II. se hodné podobal vztahu krale s Voltairem; sahal od
nadseni a okouzleni az k nezdjmu a neshodam. O jejich vztahu se mtizeme doéist ©):

Krdl Friedrich, touZici ukdzat se jako osviceny vladat a pFiznivec védy a uméni, nedokdzal
plné ocenit teoreticke viyzkumy v oblasti matematiky a mechaniky. Na druhé strané Fuler
neumeél hrdt roli dvorniho a saldnniho spolecnika, nutnou pro dobré vztahy s pruskym

kralem.

Po smrti Maupertiuse se Euler stal viidéi osobnosti Akademie, i kdyZ pro neshody s kralem
nebyl jmenovan jejim prezidentem.

Béhem svého pobytu v Berliné Euler nepferus$il spolupraci s Petrohradskou Akademii.
Z Ruska stale pobiral ¢ast svého platu. Na oplatku Euler publikoval nékteré své prace v Petro-
hradé, recenzoval prace ruskych studentti, nakupoval pro petrohradskou akademii knihy a pfi-
stroje, atd. Tato spoluprace, spolu s rostoucimi neshodami s pruskym kralem, vedla k Eulerové
navratu do Ruska. Stalo se tak na pfani carevny KATERINY II. VELIKE (1729 — 1796). O tom,
ze Euler byl prakticky zaloZeny muz, svédéi nésledujici text 7):

Katefina II. (...) dala ruskému vyslanci v Prusku instrukce, aby pristoupil na jakékoliv
Eulerovy podminky. Euler (...) pfedloZil ruskému vyslanci tyto podminky: Stane se fedi-
telem Akademie s platem 3000 rubli rocné. Jeho Zena obdrzi v pripadé jeho smrti penzi
1000 rubli. Jeho tii synové ziskaji dobré postaveni v Petrohradé a nejstarsi syn Johann
se stane sekretdrem Akademie.

V roce 1766 se Euler (k velké nelibosti Friedricha II.) vratil do Petrohradu, kde se skuteéné
stal feditelem Akademie. Eulerova druha etapa pobytu v Petrohradé byla poznamenana zra-
kovymi problémy. Podle [51] Euler ve své autobiografii tvrdi, Ze jeho zrakové problémy zacaly
v roce 1738, a to diky vycCerpanosti z naméahavé kartografické prace. V roce 1740 Euler na jedno
oko oslepl. V roce 1771 byl operovan na oc¢ni zakal, nicméné ani tento zasah prilis jeho zrak
nezlepsil a kratce nato Euler oslepl tplné. Presto se ve své praci Euler nezastavil. Naopak,
»pochvaloval si“; ze teprve nyni se mtze diky své slepoté plné soustiedit na praci. Jeho vyni-
kajici pamét mu umoziovala provadét dlouhé vipocty zpaméti a skoro polovina jeho publikaci
pochézi z obdobi uplné slepoty. S pripravou publikaci mu v té dobé poméahala Ffada asistenti,
napf. syn JOHANN ALBRECHT EULER (1734 — 1800), ANDERS JOHANN LEXELL (1740 — 1784),
Nikoraus Fuss (1755 — 1826) a fada dalsich. Pravé od Fusse, ktery byl manzZelem Eulerovy
vnucky, pochazi mnoho Zivotopisnych adaju o Eulerovi. Euler zemfel dne 18. zari 1783.

Euleriv odkaz pfredstavuje tictyhodny vykon. Publikoval velké mnozstvi praci, podle né-
kterych pramenti®) je celkovy pocet jeho dél a praci roven é&islu 886. Vétsina jeho publikaci
pfinesla vyznamné objevy spadajici do vsech odvétvich matematiky, pfi¢emz nékteré obory
sam svymi vyzkumy zalozil. Kromé mnozZstvi ¢lanka napsal fadu knih, které se staly prototy-
pem uspésnych matematickych uéebnic. Jmenujme napt. Methodus inveniendi (Variacni pocet)

5) Vig [2], str. 460 — 461.
™) Viz [3], str. 126.
8) Viz napf. [40], str. 50.
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(1744), Introductio in analysin infinitorum (Uvod do analyzy nekoneéné maljch veli¢in) (1748),
Institutiones calculi differentialis (Zaklady diferencidlniho poctu) (1755), Institutiones calculi
integralis (Zaklady integralniho poc¢tu) (1768 - 1770), Anleitung zur Algebra (Uvod do algebry)
(1770). Zde jsou uvedeny pouze nejvyznamnéjsi uéebnice matematiky. Kromé toho vydal fadu
knih vénovanych napt. optice, hydrodynamice, mechanice, atd. Euler se téz snazil popularizovat
védecké poznatky Siroké vefejnosti. Piikladem miize byt dvousvazkova kniha Lettres a une prin-
cess d’Allemagne sur divers sujets de physique & de philosophie (Dopisy némecké princezné)
(1768). Eulerovy uéebnice mély takovou autoritu, Ze pomohly ustalit znaceni v mnoha mate-
matickych disciplindch. Od Eulera pochézeji symboly f(z), 7, i, e, a dal$i?). Eulerovu reputaci
dobfe vystihuje vyrok francouzského akademika FRANGOISE ARAGA (1786 —1853):

Euler byl schopen pocitat bez jakékoli viditelné ndmahy, asi jako jini lidé dychaji nebo

jako se orel vzndsi ve vzduchu.

7.4 Karl Friedrich Gauss (1777 — 1855)

Gauss se narodil 30. 4. 1777 v Braunschweigu. Rodice byli mélo zamozni, jeho otec provozoval
rtizné zivnosti; byl zednik, zahradnik, G¢etni pohiebniho spolku — tehdejsi pojistovny, atd. Karl
Friedrich pochézel z otcova druhého manzelstvi. Jiz v raném détstvi projevoval zna¢né nadani.
Philip Lenard v knize [30] o Gaussovi uvadi:

(...) dasné doma a pozdéji ve skole jevil maly Gauss zndmky neobyéejného naddni; étend
se naucil tim, Ze se vyptdval, jak se které pismeno vyslovuje, a jesté drive budilo udiv

jeho pocitdni zpaméti, jemuz ho nikdo neudil.

Gaussuv neprehlédnutelny talent zptusobil, ze byl v roce 1791 jako ¢trnactilety hoch pred-
staven vévodovi z Braunschweigu Karlu Wilhelmu Ferdinandovi, ktery pak az do své smrti
v roce 1806 Gaussovi vyplacel stipendium. To umoznilo Gaussovi, aby se stal finan¢né nezavis-
lym a mohl se vénovat pouze studiu a védecké praci. V letech 1792 — 95 studoval na Collegiu
Carolinum v Braunschweigu, coz byl technicky orientovany tstav, z néhoz pozdéji vznikla vy-
soka skola technické. Na této skole prostudoval dvé vyznamné knihy: Newtonovu Philosophiae
naturalis principia mathematica (Matematické zaklady ptirodni filozofie) (1687) a Ars Con-
jectandi (Uméni pfedpovidat) (1713) od Jacoba Bernoulliho. Od roku 1796 studoval na uni-
verzité v Gottingen. V roce 1998 opustil bez diplomu Géttingen a vratil se do Braunschweigu.
Na prani vévody z Braunschweigu predlozil na univerzité v Helmstedtu disertaci, v niz poprvé
dokéazal bez logickych skokt zakladni vétu algebry o tom, ze kazda algebraicka rovnice ma ale-
spon jeden koren. Za tuto praci ziskal bez dalsich zkousek titul doktora filozofie. Dodejme jen,
ze sam Gauss nebyl s dikazem zakladni véty algebry zcela spokojen a publikoval jesté dalsi t¥i
dikazy véty.

Védeckou proslulost ziskal Gauss v roce 1801 za publikace svych objevi v oblasti teorie ¢isel
a astronomie. Z Petrohradu obdrzel nabidku, aby se stal feditelem mistni hvézdarny. Gauss si
v8ak cenil své nezavislosti a misto odmitl, coz si mohl dovolit diky renté od brunsvického vévody.
V roce 1805 se ozenil s dcerou brunsvického kozeluha Johannou Asthoffovou a v roce 1806 se jim
narodil syn Joseph. V témze roce v8ak brunsvicky vévoda ptisel v bitvé u Jeny o zivot a Gauss

%) Viz [53)].
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tak pfisel o materialni podporu, kterou mu vévoda poskytoval. Z toho divodu prijal pozvani,
aby na univerzité v Gottingenu zastaval misto profesora matematiky. Soucasné se stal feditelem
rozestavéné gottingenské hvézdarny, zde pracoval az do své smrti. V roce 1808 se manzeltim
Gaussovym narodila dcera Minna. Od roku 1809 vSak Gausse zacaly stihat zivotni pohromy.
Pfi porodu syna Ludwiga zemfela Gaussova zena Johanna. O pil roku pozdéji zemfel i Ludwig.
V roce 1810 se ozenil podruhé, a to s pritelkyni své byvalé Zeny, dcerou profesora prav Minnou
Waldeckovou. Toto manzelstvi vydrzelo do roku 1831, kdy Gaussova druhd Zena zemfela na
plicni tuberkulézu. Z tohoto manzelstvi se narodily tii déti: Eugen, Wilhelm a Thereza. Gauss
pracoval intenzivné az do vysokého véku, zemfel ve spanku 23. tinora 1855 ve véku 77 let.

Zkusme nacrtnout alesponn hruby obrys védecké prace, kterou po sobé Gauss zanechal.
Pozdéjsi generace nazyvaly Gausse kniZetem matematiki. Jeho soucasnici v ném vidéli ,muze,
pred nimz nema matematika tajemstvi“. S jistou nadsazkou miiZzeme ¥ici, Ze tvorivy védecky
piistup prokazal jiz jako chlapec ve zndmé piihodé se sou¢tem prvniho sta pfirozenych cisel.
Prvni skutecné védeckou praci publikoval v roce 1796. Tato prace byla vénovana euklidovské
konstrukci pravidelného sedmnéctithelniku. Objev konstrukce sehral vyznamnou roli v jeho
7ivote, nebot do té doby vahal mezi studiem matematiky a filozofie. Svého objevu si musel
velice vazit, nebot na sklonku Zivota projevil pfani, aby pravidelny sedmnéctithelnik zdobil
jeho nahrobek. K tomuto objevu Gausse dovedly jeho mimotfadné znalosti z teorie ¢isel a feseni
algebraickych rovnic. Ve stejné dobé objevil metodu nejmensich ¢tvercl, kterou pak tspésné
vyuzival po celou svou profesni kariéru. V roce 1798 obh4jil disertaci obsahujici diukaz jiz
zminéné zakladni véty algebry. V roce 1801 vydal spis Disquisitiones Arithmeticae (Aritmeticka
badéni), ve kterém shrnul své poznatky z teorie ¢isel. Také diky této praci se pak teorie Cisel
stala samostatnou matematickou disciplinou.

V roce 1801 se stfedem Gaussova zdjmu stala astronomie, a to v souvislosti s uréenim
trajektorii planetek. V té dobé totiz italsky astronom G. PIAZZE pozoroval planetku Ceres
a urcil jeji polohu ve tfech po sobé jdoucich pozorovanich — 2. a 22. ledna a 11. tnora 1801.
Poté se planetka astronomiim ,ztratila“, nebot dospéla do blizkosti Slunce. Gauss dokdzal diky
metodé nejmensich ¢tverct vypocitat drahu planetky a podle jeho idajt pak tato byla skutecné
dne 7. prosince 1801 znovu objevena. Tento zdafily vypocet z velmi kratké pozorovatelné drahy
byl povazovan za velky triumf newtonovské fyziky i samotného Gausse. Kratce nato v roce 1802
Gauss znovu pouzil svou metodu pfi vypoctu trajektorie drahy nové objevené planetky Pallas.
Své vysledky o vypoctech drah nebeskych téles Gauss v roce 1809 shrnul v praci Theoria motus
corporum coelestium (Teorie pohybu nebeskych téles). V letech 1816 — 1818 vychézely jeho
prace vénované teorii chyb a pfibliznym vypoctim, inspirované pravé vypocty drah nebeskych
téles. Po roce 1817 se Gauss ve své praci odklonil od astronomie ke geodézii. V letech 1821
az 1825 vedl geodetické vymeérovani hannoverského kralovstvi. Po navstévé sjezdu némeckych
prirodovédcu a lékait v roce 1828 se predmét jeho zdjmu opét zménil a Gauss se zacal zabyvat
dalgimi fyzikalnimi problémy. Spolu s mladym fyzikem WILHELMEM WEBEREM (1804 — 1891)
patrali po pri¢inach zemského magnetismu. Béhem tohoto badani vypracovali nové postupy,
predlozili absolutni fyzikalni soustavu mér C'GS a vytvorili obecny pojem potencidlu. Gauss se
stal organizatorem magnetickych méreni, ktera probihala po celém svété a vyustila do vytvoreni
atlasu zemského magnetismu.

Kromé vyjmenovanych fyzikalnich problémi se Gauss i nadale vénoval matematice. V roce
1831 navrhl pod vlivem svych geodetickych vyzkumi znazornéni komplexnich ¢isel v roviné.
Toto zobrazeni dnes na jeho pocest nazyvame Gaussova rovina. Poznamenejme, Ze pravé toto
znézornéni spolu s Gaussovou autoritou zbavilo komplexni ¢isla nddechu jakési mystiky a umoz-
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nilo jejich plné pfijeti. Gauss byl ziejmé také prvnim matematikem, ktery si uvédomil existenci
neeukleidovskych geometrii. I kdyz o svych objevech v tomto oboru nepublikoval zZddné prace,
presto je z jeho korespondence se spoluzdkem z gottingenské univerzity FARKASEM BOLYAIEM
(1775 — 1856) zfejmé, 7e si byl védom bezespornosti téchto geometrickych systémii 19).

Na konec této Gasti uvedu citdt z knihy [30], jenz popisuje Gaussovy ndzory na zpiisob

védeckého mysleni:

(...) Gauss, vynikajici matematik, povaZoval analytické pocitdni — jakkoli v ném byl veli-
kym mistrem — jen za pomocny prostredek k bezvadnému, bezpecnému provedent prace jizZ
predem prostym zpusobem vykonané v myslenkdch, takzZe nikdy nebral vibec do ruky pero
k pocitant, pokud uloha jim predem nebyla upiné uznana za vesitelnou. To, co se nyni
na Skoldch ¢im ddle vice uéi jako pFirodni védy, je prdvé to, co Gaussovi — a tim spise
tem, kteri byli jesté vice prirodozpytci — bylo pouhym prostredkem, pouhou vedlejsi véci:
matematickou technikou. Fyzika takovymto zpisobem predndsend neni cvicenim zdravého
prostého myslent tvdri v tvdf jeviim prirodnim, (...) ngbrz pouze cvi¢istém pro poctdrskou
techniku, zabavicku to malych duchi.

7.5 Karl Weierstrass (1815 — 1897)

Karl Weierstrass se narodil 31. fijna 1815 v Ostenfelde v Pruské provincii Vestfalsko. Jeho otec,
povolanim celnik, byl velmi vzdélany muz se zdjmem o védu a uméni. Diky otcovu povolani byla
Weierstrassova rodina nucena neustale ménit své bydlisté a to az do roku 1829, kdy otec ziskal
stalé misto na bernim Gradé v Paderbornu. Zde Karl Weierstrass zacal navstévovat katolické
gymnézium. Béhem studia vynikal nejen v matematice, ale také v némciné, latiné a fectiné.
V roce 1834 vstoupil na univerzitu v Bonnu, kde na otcovo pfani zacal studovat prava, finance
a ekonomii. Ovsem daleko vice ho lakala matematika, coz vedlo k roztrzce s otcem. V reakci na
to zacal studium na univerzité zanedbavat. Vénoval se zabavé a ¢etbé matematickych ucebnic.
V té dobé pfecetl napt. Laplaceovu knihu Traité de Mécanique Céleste (Nebeskd mechanika)
(1799) a Jacobiho prace o eliptickych funkcich. V roce 1838 netispésné ukonéil studium na
univerzité. V kvétnu 1839 nastoupil na Akademii v Miinsteru. Zde navstévoval hlavné Guder-
mannovy prednasky o eliptickych funkcich. SAm Gudermann povzbuzoval Weierstrasse v jeho
studiu matematiky. V roce 1841 slozil ucitelské zkousky a v letech 1842 — 1855 ucil na gymnaziu
v Miinsteru. K ziskdni uéitelské zptsobilosti podal v roce 1841 praci s nazvem Uber die En-
twicklung der Modular-Functionen (O rozvoji moduldrnich funkei). Jiz tato prace méla védecky
charakter. Po dobu svého ptisobeni na gymnaziu Weierstrass védecky pracoval hlavné v oboru
teorie funkci komplexni proménné. V roce 1854 publikoval v Crelleové zurnalu praci s nazvem
Zur Theorie der Abel’schen Functionen (K teorii Abelovych funkci). Na zdkladé této prace
ziskal v bieznu 1854 cestny doktorat na univerzité v Konigsbergu. Poté vyuzil ro¢ni dovolenou
na doplnéni svych matematickych znalosti. Béhem této doby usilovné pracoval na doplnéni te-
orie zverejnéné v ¢lanku z roku 1854 a v roce 1856 vydal v Crelleové zurnalu ¢lanek s nazvem
Theorie der Abel’schen Functionen (Teorie Abelovskych funkei). Diky této préaci byl povolan
na berlinskou univerzitu jako mimoiadny profesor. Kromé toho jesté pusobil jako ucitel na

10) Poutavé &teni, i kdyz s jistou literdrni nadsézkou, o vztahu Gausse k neekleidovskym geometriim

lze nalézt v dodatku Tryznivé tajemstvi ke knize [47].
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berlinské primyslové akademii (pozdé&jsi technické vysoké skole). V roce 1864 se stal fadnym
profesorem na berlinské univerzité. Zemfel v Berliné dne 17.2.1897.

Weierstrasse lze zcela opravnéné povazovat za otce moderni analyzy. Byl povéstny svou
peclivosti, ktera se projevila i v jeho matematickém dile. Weierstrassovi vdééime za zpresnéni
zékladnich matematickych pojmu. Diky nému a jeho zdktm vynikla dtlezitost stejnomérné kon-
vergence. Zaslouzil se o rozvoj teorie funkci pomoci mocninnych fad. Zabyval se teorii eliptickych
funkci a Abelovskych funkci. Je zndm svym prikladem spojité, nikde nediferencovatelné funkce.
Nelze také nezminit Weierstrassovu definici limity funkce za pouziti veli¢in &, §. Weierstrass
mél velky vliv jako ucitel. Jeho prednasky byly vyhledavané a Weierstrass sam byl skolitelem
mnoha dalsich matematik. Mezi jeho zaky napft. patfili GEORG FERDINAND LUDWIG PHILIPP
CANTOR (1845 — 1918), FERDINAND GEORG FROBENIUS (1849 — 1917), OTTO LUuDWIG HOL-
DER (1859 — 1937), ADOLF HURWITZ (1859 — 1919), MATYAS LERCH (1860 — 1922), MAGNUS
GOSTA MITTAG-LEFFLER (1846 — 1927), HERMANN AMANDUS SCHWARZ (1843 — 1921) a dalsi.
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Zdroje na internetu

Neékteré zahranicni univerzity pfikrocily k digitalizaci tiskd, na které se jiz nevztahuji
autorska prava, a k jejich publikaci na internetu. Diky tomu je moZné ¢erpat informace
ze zdroju, které by jinak byly htife dostupné. Pti tvorbé disertacni prace jsem potfeboval
pfistup zejména k tém pracim, které napsali Leonhard Euler, Karl Friedrich Gauss
a Karl Weierstrass. Mnohé z dila Leonharda Eulera lze ziskat na strankach

http://www.math.dartmouth.edu/~euler/.

Na této adrese muize ¢tenat vyhledavat Eulerovy ¢lanky razené podle tématického za-

fazeni (matematika, fyzika, astronomie, mechanika, ostatni), data napsani, resp. data

vydani. Dale pak lze vyhledavat jednotlivé clanky podle mista vydéani, nebo podle Ene-

stromského indexu. Cennou soucasti stranek jsou preklady 67 ¢lankid do angli¢tiny.
Dalsim moznym zdrojem ¢lankt Leonharda Eulera jsou stranky

http://gallica.bnf.fr/.

Na této adrese lze ziskat Eulerovy publikace v cCitelnéjsi podobé nez z predchoziho
odkazu, nicméné neni zde tak jasna struktura stranek, jako v pfedchozim ptipadé.
Podle vzhledu uvedenych dokumenti soudim, Ze se jedna o shodné vydani dila Opera
Omnia s tim, které se dffve nachdzelo v knihovné MFF 1) a bylo zni¢eno béhem povodni
v roce 2002.

Gaussovu knihu [17] jsem ziskal na strankach

http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/index.html.

Tyto stranky spravuje Gottinger Digitalisierungs Zentrum, coz je pracovisté Univerzity
v Gottingen, které ma na starosti digitalizaci archivnich materidli (nejen) z oblasti
matematiky. Némecky pieklad knihy [18] jsem ziskal meziknihovni vypujéni sluzbou.
Weierstrassovy ¢lanky [48] a [49] jsem nasel na strankach University of Michigan
Historical Mathematics Collection. Toto je neustale dopliiovand sbirka matematickych

1YV tzv. profesorské ¢itarng.
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praci z obdobi 19. a poc¢atku 20. stoleti. Navic, kromé tisténych matematickych praci
je zde uvedena i jedna ,hudebni prace o matematice”. Tuto kolekci je mozné nalézt na

adrese
http://www.hti.umich.edu/u/umhistmath/.

7 téchto stranek je mozné se ,proklikat“ na ptislusné Weierstrassovy texty.
Mnohé ucebnice, ze kterych jsem ¢erpal pouceni (napt. [19]), se nachazeji na stran-

kach Cornell University Library: Historical Mathematics Monographs s adresou

http://historical.library.cornell.edu/math/.

N4

Library na adrese
http://www.mathematik.uni-bielefeld.de/~rehmann/DML/.

Na zdejsich strankéch je mozné vyhledavat publikace bud podle jména publikace nebo
autora. Odkazy pak vedou na jiz vySe uvedené adresy, takze tyto stranky predstavuji
jakysi souhrnny katalog stranek s digitalizovanymi matematickymi texty.
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