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Abstrakt

Tématem této diplomové prace je studium bindrniho operatoru A, ktery mode-
luje standardni symetrickou diferenci mnozin. Tento operator je studovan jednak
samostatné (v kapitole IT), jednak s dopliujici svazovou strukturou (kapitola III a
nésledujici). Je zavedena tiida ODL a jsou prozkoumdany nékteré jeji zékladni vlast-
nosti. Déle je ukazana tiida HOR, ktera je podtiidou tiidy ODL a ma tzky vztah
ke ttidé Booleovych algeber. V posledni kapitole je popsana konstrukce volného
ortokomplementdrniho diferené¢niho svazu se dvéma generatory.

Abstract

The theme of this thesis is the investigation of a binary operator, /A, that models the
standard symmetric difference of sets. This operator is studied both separately (in
Chapter II) and with the supplementary lattice structure (Chapter III and the rest).
The class ODL is introduced and some of its basic properties are investigated. Then
there is exhibited the class HOR. The class HOR is a subclass of ODL which is
closely related to the class of Boolean algebras. In the last Chapter there is described
the construction of free orthocomplemented difference lattice with two generators.
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1. Zakladni pojmy

1.1. Oznaceni

b 77

Abychom se vyhnuli kolizi oznaceni se symboly A, V, budeme pro logické spojky
resp. "nebo” pouzivat oznaceni ”.a.”, resp. ”.nebo.” . Pro implikaci a ekvivalenci budeme
samoziejmé moci uzivat standardni symboly =, <.

Jsou-li X,Y mnoziny, pak zapis X C Y znamenda X CY a. X #VY. Jeli f: X =Y,
S C X, pak f[S] = {f(x); = € S}. Mohutnost mnoziny X budeme znagcit | X]|.

Je-li A algebra signatury £, pak jeji nosnou mnozinu budeme znacit A. Nebude-li moci
dojit k nedorozumeéni, pak misto z € A, resp. X C A budeme psét jen 2 € A, resp. X C A.
Misto |A| budeme psat jen |A|. Algebra A se nazyvé trividlni, jestlize |A| = 1, netrividlni
pokud |A| > 2. Termin ”trividlni” pak budeme uzivat i ve spojeni s konkrétnimi tiidami
algeber. Tedy napf. B je trividlni Booleova algebra, pokud |B| = 1.

Je-li F' € L opera¢ni symbol, pak v piipadé, ze by mohlo dojit k nedorozumeéni,
budeme piislusnou n-arni operaci algebry A znacit Fj.

Pomoci Sub(A) budeme znacit mnozinu vsech podalgeber algebry A. Jsou-li A, B
izomorfni algebry téze signatury, budeme psat A = B. Zapis f : A = B znamend, ze
zobrazeni f je izomorfismem algebry A na algebru B.

Univerzalni algebra

V této podkapitole si predstavime nékteré zékladni pojmy z univerzalni algebry (a z teorie
modelu), ke kterym pak budu odkazovat na ruznych dalsich mistech prace. Omezim se
pouze na znéni vét a definic, misto dukazu pak bude zpravidla uveden odkaz na piislusnou
literaturu.

Definice 1.1. Teorii rozumime kazdou dvojici 7 = (£, T, kde L je jazyk a T' je mnozina
formuli v jazyce L.

Definice 1.2. Rekneme, 7e teorie 7 je kategorickd v mohutnosti k nebo ze je k-kategorickd
(kde k je néjaké kardindlni ¢islo), jestlize vSechny modely teorie 7 mohutnosti & jsou izo-
morfni. Teorii oznacime jako kategorickou, jestlize je kategorickd v kazdé mohutnosti (tj.
je r-kategorickd pro kazdé kardindlni ¢islo ).

Oznaceni 1.3. Je-li ddna teorie 7 = (L, T), pak tfidu jejich modeli budeme znaéit
Mod(7). Nebude-li moci dojit k nedorozumeéni, budeme pouzivat jen oznaceni Mod(T').

Je-li K tiida L-struktur, oznaéme Th(K') mnozinu vsech L-formuli, jez plati v kazdé
strukture ze tiidy K.

Definice 1.4. Bud K tiida struktur v jazyce £. Rekneme, ze K je aziomatizovatelnd
trida, existuje-li teorie (£, T) takovd, ze K = Mod(T).



Definice 1.5. Bud K tiida £-struktur. Rekneme, ze K je varieta (L-struktur), existuje-li
mnozina ® atomickych L-formuli tak, ze K = Mod(®).

Definice 1.6. Rekneme, 7e varieta K je konecné bazirovand , existuje-li koneéna mnozina
identit E tak, ze K = Mod(FE).

Definice 1.7. Kwvaziidentitou se nazyva kazda formule tvaru

TL 8. . .8 Ty = T
kde n > 0 a kazda z formuli 7, ..., 7,,7 je atomicka. Pokud n = 0, chdpeme cely vyse
uvedeny vyraz jako atomickou formuli 7, tedy kazdou atomickou formuli povazujeme
rovnéz za kvaziidentitu.

Definice 1.8. Bud K tifda L-struktur. Rekneme, ze K je kvazivarieta (L-struktur),
existuje-li mnozina L-kvaziidentit 7" takovd, ze K = Mod(T).

Nyni si uvedeme jesté charakteriza¢ni véty pro variety (a kvazivariety), jejichz dukazy
muze ¢tenafl nalézt napiiklad v kapitole o axiomatizovatelnosti [17] ¢i na strané 83 knihy
[6]. Predtim ale nékolik nezbytnych definic:

Definice 1.9. Bud ¢ formule. Rekneme, 7e ¢ je univerzdini formule, jestlize o = V1.V,
kde 1 je oteviena (tj. bezkvantifikdtorova) formule, n > 0.

Definice 1.10. Bud K tiida L-struktur. Rekneme, %e K je univerzalni tiida, existuje-li
mnozina otevrrenych L-formuli T takovd, Ze K = Mod(T).

Véta 1.11. Necht K je trida L-struktur. Pak K je kvazivarieta prdavé tehdy, kdyz je
univerzalni a uzaviend na kartézské souciny konecénych souboru svych proki.

Dukaz Viz [17], podkapitola 11.4. ]

Véta 1.12. Necht K # 0 je trida L-struktur. Pak K je varieta prdvé tehdy, kdyz K je
uzavrena na homomorfni obrazy, podstruktury a kartézské souciny.

Dukaz Viz [17], podkapitola 11.5. ]

1.3. Teorie grup

V této podkapitole se seznamime s nékolika vysledky z teorie grup, které pak pouzijeme v
¢asti vénované diferenénim algebram. Zajemce o blizsi sezndmeni s touto latkou odkazuji
predevsim na knihu [14].

Definice 1.13. Grupoubudeme nazyvat algebru G = (G, 4, —, 0), ktera spliuje nasledujici
podminky:
(G4) Operace + je asociativni, tj. a + (b+ ¢) = (a + b) + ¢ pro viechna a,b,c € G.
(G) Existuje prvek 0 € G takovy, 7e a +0 = a = 0 4 a pro viechna a € G, tento prvek
se nazyva neutrdalni.
(Gs3) Ke kazdému prvku a € G existuje prvek —a € G takovy, ze a+(—a) = (—a)+a = 0.
Tento prvek se nazyva prvek inverzni k prvku a.

Jestlize navic plati @ + b = b+ a pro vechna a,b € G, mluvime o Abelové grupé.
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Vyse uvedeny zapis se zpravidla pouzivé pro aditivnd grupu — pro jazyk L = (4, —,0).
Pokud bychom operace oznacili symboly L = (-, =1, 1), hovoii se obvykle o tzv. multipli-
kativnich grupach. Protoze je rozdil cisté formélni, budeme pouzivat vzdy zapis, ktery je v
dané situaci vyhodnéjsi. V této podkapitole tedy zvolime uspornéjsi multiplikativni zapis,
v Casti vénované diferenénim algebram se ukazi vyhody aditivniho zapisu.

Oznaceni 1.14. Bud G grupa, § # X, Y C G. Pak oznacme XY = {zy;z € X,y € Y'}.
Je-li g € G, pak misto {g} X budeme psdt pouze gX, misto X{g} pak Xg.

Lemma 1.15. Necht H je podgrupa grupy G. Pak systém mnozin {gH;g € G} je rozklad
mnoziny G.

Diikaz Kazd4d mnozina gH je neprazdna, protoze g € gH. Necht jsou nyni ¢,¢» € G
anecht ¢.H N g H # (. Bud g € g1 H N g2 H. Pak existuji prvky hi, hy € H takové, Ze
g = g1h1, resp. g = gohy. Tedy gihy = gohs, tudiz g, 'go = h1h, ' € H. Pak ale g, € g1 H,
a tedy g1 H = goH. Zbyvéa ukdzat, ze sjednocenim vsech mnozin {gH; g € G} je G. To ale
plyne z toho, ze g € gH C G. [

Definice 1.16. Bud H podgrupa grupy G. Pak systém mnozin {gH;g € G} nazveme
rozklad grupy G na levé tridy podle podgrupy H a budeme jej znacit G/, H.

Analogicky, systém G/,H = {Hg;g € G} se nazyva rozklad grupy G na pravé tridy
podle podgrupy H. V souladu s imluvou z ivodni podkapitoly budeme znac¢it mohutnost
systému mnozin {gH; g € G} symbolem |G/, H|, obdobné oznaceni |G/, H| pouzijeme pro
mohutnost rozkladu grupy G na pravé tiidy podle podgrupy H.

Lemma 1.17. Necht H je podgrupa grupy G. Pak |G/ H|=|G/,H]|.

Ditkaz Definujme zobrazeni f : G/;H — G/,H takto: f(¢H) = Hg ~*. Toto zobrazen{
je definovano korektné a je to bijekce mezi G/;H a G/, H. O

Definice 1.18. Necht H je podgrupa grupy G. Oznacme
(G: H] = |G/ H| =|G/,H]|.
Kardindlni ¢islo [G : H| se nazyva index podgrupy H v grupé G.

Lemma 1.19. Necht H je podgrupa grupy G, g € G. Pak plati:
lgH| = |Hg| = [H]|.

Dukaz Pro mnozinu |gH| definujme zobrazeni [ : H — gH takto: [(x) = gx. Zobrazeni
[ je bijekce H — gH. Analogicky lze nadefinovat zobrazeni p : H — Hg predpisem
p(x) = xg. Zobrazeni p je rovnéz bijekce. H

Véta 1.20. (Lagrangeova) Necht H je podgrupa grupy G. Pak
G| =[H|-[G: H].

Dtikaz Mnozina G je disjunktné rozlozena na levé tiidy podle podgrupy H. Viechny tyto
levé tiidy maji dle predchoziho Lemmatu mohutnost |H|, a jejich pocet je [G : H].
O]



Dusledek 1.21. Necht G je koneénd grupa. Pak vdd (tj. pocet proki) kazdé podgrupy
grupy G déli rad grupy G.

Na zéveér podkapitoly uvedeme (jiz bez dukazu) jesté jeden vysledek prevzaty z knihy
7], strana 40:

Véta 1.22. Bud T teorie komutativnich grup, jejichZ kazdy prvek md vdd p, kde p > 1
je prvocislo. Pak kaZdé dva modely teorie T téZe mohutnosti jsou izomorfni.

1.4. Ortomodularni svazy

Pripomenme si definici ortomodularniho svazu:

Definice 1.23. Ortokomplementdrnim svazem (zkracené OCL) budeme nazyvat algebru
L= (X,AV,5,0,1) typu (2,2,1,0,0) takovou, ze (X, A, V) je svaz a pro kazdé z,y € X
plati:

(OCy)) z Azt =0,zVvat=1,

(0C,) (#4)* =&

(OC3) kdyz x < y, pak y*= < z+.

Pokud L spliiuje navic néasledujici podminku:

(OMges) kdyz x <y ay Axt =0g, pak z =y,

pak se nazyva ortomoduldrni svaz (zkracené OML).

Ttidu vsech ortokomplementarnich svazu budeme znacit OCL, tidu vsech ortomodularnich
svazu OML, tiidu vsech Booleovych algeber BA.

Tvrzeni 1.24. Necht L je OCL. Pak L je OML prdvé tehdy, kdyz je splnéna ndsledujici
odminka (tzv. ortomoduldrni zdkon) pro libovolné x,y € L:
(OMi) kdyz z <y, paky =z V (y A at)

Ditkaz Necht L je OCL, bud z,y € L, z < y. Necht je splnéna podminka OMg;.
Jelikoz x <y, jeizV (yAzt) <y. NynfyA(zV(yAzh)t=yA (@t AyAzh)t) =
y Azt A (y Azt)t = 0. Podle pominky OMy.; uz musi platit z V (y A zt) = v.
Obracené, necht je splnéna podminka (OM,,), ¥ <y, yAxt =0. Pak 2V (yAzt) =
xrV0=ux tedy x = y. O]

Definice 1.25. Bud L OML. Pro kazdy prvek z € L nazveme maximdlni Booleovu
podalgebru ve svazu L obsahujici prvek z blok v L. Systém vsech bloku v L budeme
znacit BI(L).

Je-li k kardindl, pak oznacime Bl,(L) = {B € BI(L); |B| > k}.

Definice 1.26. Necht L je OML anecht z,y € L,z < y. Ozna¢me [z,y], = {z € L; 2 < y
a. ¢ < z} interval v L. Specidlnim casto se vyskytujicim piipadem bude [0, z];, = {y €
L; y <}



Obrazek 1: Diagram svazu M Os.

Definice 1.27. Bud & kardinal. Ozna¢me MO, takovy OCL L, ktery mé 2 - x + 2 prvki
a pro kazdé dva prvky x,y € L rizné od 0,1 plati z Ay =0, x Vy = 1.

Tvrzeni 1.28. Je-li L MO, pro néjaké r, pak je to OML.

Diikaz Budte z,y € L, z < y. Pokud z = y, ortomoduldrni zdkon samoziejmé plati. Bud
tedy z < y. Pak musf byt x = 0 nebo y = 1. Potom v prvnim piipadé y Azt =y = 0, ve
druhém y A 2+ = 2+ = 0. V obou pifpadech jsme dospéli ke sporu, a tedy = = 3. O

Na zaveér této podkapitoly si jesté predstavime metodu konstrukce ortokomplementarnich
(ale predevsim ortomoduldrnich) svazu pomoci tzv. horizontalni sumy. Ideou této kon-
strukee je jakési slepeni danych ortokomplementarnich svazu pomoci jejich nejmensich a
nejvétsich prvki. Jelikoz je tato metoda velmi ¢asto pouzivand, setkame se s ni v kazdé
knize vénované ortomodularnim svazum. Diagram na Obrazku 1 se da také chépat jako
horizontalni suma tii ¢tyrprvkovych BA.

Definice 1.29. Necht I je neprazdnd mnozina a necht K;, i € I jsou OCL takové, Ze
| K| > 2 pro kazdé i € I. Piedpokladejme, Ze pro kazdé i,j € I, Ox, = Og;, 1, = 1k, a
ze zadny dalsi spoleény prvek (kromé nejmenstho a nejvétsiho) algebry K;,¢ € I nemaji.
Algebru M, kterou nazveme horizontdlni sumou K;,i € I definujeme tak, ze jejim nosicem
bude sjednoceni nosicti vSech K;,i € I. Dale Oy = Og,, 1)y = 1k, pro kazdé ¢ € I.
Operace Anr, Var, “a pak definujeme tak, aby mnoziny K;,i € I byly poduniverza v M
aproxr € Kj,i € l,ye Kj,j €I, v #y, v,y ruzné od Og,, 1k, resp. Og;, 1x; polozme
.T/\MyZOM,LL’\/My: ]-M

Tvrzeni 1.30. Necht I je indexovd mnoZina a necht K;,i € I jsou OML. Pak jejich
horizontdlni suma (oznacme ji M) je tézZ OML.

Dikaz Budte x,y € M, x <. JelikoZ jsou prvky z,y srovnatelné, musi existovat j € I
takové, ze x,y € K. Jelikoz K je dle pfedpokladu OML, musi v ném platit ortomoduldrni
zakon. O]



Zajemce o blizsi seznameni s konstrukei metodou horizontalni sumy odkazuji na knihy
[12] a [1]. Pro néds bude mit tato konstrukce zajimavé vyuziti v kapitole vénované orto-
komplementarnim svazum se symetrickou diferenci, viz prislusna podkapitola.

1.5. Komutativita

Nyni si predstavime dva druhy komutativity ve t¥idé ortokomplementarnich svazu. Ukézeme,
ze pro tridu OML jsou spolu ekvivalentni.

Definice 1.31. Bud L OCL. Prvky x,y € L se nazyvaji komutativni (zkracené z C v,
nebo podrobnéji z Cy, y), jestlize z = (z Ay) V (z A y*). Pokud prvky z,y komutativn{
nejsou, budeme psat z|y (nebo podrobnéji x|Ly).

Tvrzeni 1.32. Bud L OCL, budte x,y € L.Prvek x komutuje s y prdvé tehdy, kdyz
komutuje s y=.

Diikaz Prvek z komutuje s ¥, jestlize (podle definice komutativity) z = (x Ay)V (x Ayt).
To je ale ekvivalentni s z = (z A (y2)1) V (z Ayt), atedy iz C yt. ]

Tvrzeni 1.33. Bud' L OCL, z,y € L, x <y. Pak z C y.
Dikaz Jelikoz x <y, plati z Ay = z. Pak ale (z Ay)V (zAyt) =2V (zAyt) =2, O

Definice 1.34. Bud L OCL. Prvky z,y € L se nazyvaji booleovsky komutativni, jestlize
podalgebra algebry L generovana prvky x,y je Booleova algebra.

Lemma 1.35. Bud L OCL. Pak L je OML prdvé tehdy, kdyz relace C je ve svazu L
symetricka.

Diitkaz Necht je L OML, z,y € L, x C y, tedy = (z Ay) V (x A y+). Madme ukézat, ze
y=(yAz)V(yAaxt). Vidy plati, ze y > (y Az) V (y A xt). Misto obracené nerovnosti
staci ukazat, ze y A [(y Ax) V (y Azt = 0p. Nynf ale plati: y A [(y Ax) V (y Azt =
YAy Va) Ayt va) =y Ay Vat) Ayt VI@Ay) VEAy)]) =y Ayt Vat) A
rVizAy)=yAyra) ALy A @Ayt =0r.

Obracené, necht je relace C' symetrickd. Pak ukdZeme, ze v L plati ortomoduldrni
zékon, tj. podminka (OM,a,): kdyz # < y, pak y = 2 V (y A z1). Nechf 2 < y, pak dle
Tvrzenf 1.33 2 C'y. Tedy téz y C x. Pak aley = (yAz)V(yAat)=xV (yAzt). O

Disledek 1.36. Bud' L OML, x,y € L. Pak x C y prdvé tehdy, kdyz x = (xVy)A(zVy™t).

Ditkaz Plati: z = (zVy)A(zVyt) @zt = (@t AyH)V(EtAay) et CyesyCat &
yCax<saxCy. O

Definice 1.37. Bud L OML, z,y € L. Oznacme ¢,(y) = z A (2 V y). Prvek o, (y) se
nazyva Sasakiho projekce prvku y na prvek x.
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Tvrzeni 1.38. Bud L OML, x,y € L. Pak plati:
x C'y praveé tehdy, kdyz p.(y) =z Ny.

Diikaz Necht z C y. Chceme ukdzat, Zze xA(z+Vy) = xAy. Vidy plati zA(z+Vy) > xAy;
jelikoz L je OML, staci ukéazat, ze z A (xt Vy) A(zAy)t = 0. Plati 2 A (- Vy) Az Ay)t =
A (@t Vy At vylt) =2 Azt =0, nebot o+ C y. Obrécené, necht ¢,(y) = z A y.
Vidy 2 > (x Ay)V (zAyh). Nynfz Al(z Ay) V(e AyD)]) =z A[(zAy)tA(xt vy)] =
[ A (@t VYA (@ Ayt =0 (y) A(zAy)t = (@ Ay)A(x Ay)t = 0. Protoze L je OML,
musi uz platit z = (z Ay) V (z Ayb). O

Véta 1.39. (Foulisova-Hollandova) Bud’te x,y, z proky ortomoduldrniho svazu L. Ne-
cht alespori jeden z mich komutuje se zbylymi dvéma. Pak

zA(yVz)=(xAy)V(zAz)

eV (yAz)=(xVy A(xVz).

Dukaz Nejprve dokazme prvni rovnost. Vzdy plati, ze x A (y V 2) > (x Ay) V (z A z).
Protoze L je OML, staci ukdzat, ze z A (y V 2) A(x Ay) V (z A 2)]F =0, tedy z A (y V
2)A (2t Vyt) A (zt v 21t) = 0. Rozlisme 2 pifpady:

(1) Necht # C' y, z C z. Pak plati x A (y V2) A (xt Vy) Azt Vzt) = [z Azt vyh)] A
[(yv2) AtV =AYy A[yVe)Alet Ve =A@t Vi) Ay Ve Ay =
[T A AV )Nyt =W Az A (V) Az =(yV2)tA(yVz)Ax=0.

(2) Necht plati y C' z, y C' z (piipad, kdy z C' z, z C y je symetricky). Pak x A (yV 2) A
(z-Vy ) Az Vat) = [gA(zt VYD) Ay V) AleVar)] = [z Ayt A [(yVe) Aletvet)] =
s AyEA VA @V =2 Ayt AZA(zt V) =yt A (e A2) A (xA2)t=0.

V predchozich tvahach bylo vyuzito Tvrzeni 1.38 a symetri¢nost relace C' v ortomo-
dulérnich svazech. K dokonceni dukazu zbyva ukazat druhou rovnost:

Jestlize alespon jeden z prvku z, y, z komutuje se zbylymi dvéma, plati totéz i pro prvky
xt,yt, 2zt Podle jiz dokdzané ¢asti tvrzeni pak plati: x-A(ytVzt) = (atAyt)V(atazt).
To je ale ekvivalentni s tvrzenim z V (y A z) = (x Vy) A (x V 2).

O

Tvrzeni 1.40. Bud L OML, z,y,z € L. Kdyzx C y, v C z, pak také x C yAz, v C yV z.

Dukaz Necht plati podminky uvedené v predpokladech. Pak ale (diky symetri¢nosti C')
plati y C z, 2 C x. Tedy y = (yAx)V (yAat), 2z = (zAz)V (2 Azt). Potom
yVz=(yAz)Vyrz)V(zAz)V(zAzt) =[(zAy)V (zA2)]V[(ztAy)V(at Az)] =
[ZA(yV2)|V][ztA(yVz)], protoze zA(yVz) = (xAy)V(zA2), 2t A(yV2) = (2t Ay)V(ztAz)
diky Foulisové-Hollandoveé vété.

Nynf ale z rovnosti y V 2z = [z A (y V 2)] V [zT A (y V 2)] plyne y V 2 C z, a tedy téz
xCyVz.

Zbyvé dokédzat, ze x C y A z. Jelikoz x C y, x C z, tak z C y*, 2 C z*+. Dle vyse
dokézaného x C y* Vv 2+, tedy téz  C (y*+ V z1)*, tudiz 2 C y A 2. O

Tvrzeni 1.41. Nechf t(xi,....,x,) je {A,V,0,1,% }-term. Bud L. OML, a,b,,....,b, € L,
pricemz a C'b; proi=1,...n. Pak a Ctr(by,.....,b,).
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Dikaz Indukci dle slozitosti termu ¢. Jestlize t je proménnd, plyne tvrzeni z predpokladu.
Kdyz je t slozeny term, pouzije se Tvrzeni 1.40 a Lemma 1.35. O

Tvrzeni 1.42. Bud L OML, X C L. Bud' K podalgebra algebry L generovand mnozinou
X. Pak K je Booleova algebra prdavé tehdy, kdyz kazdé dva prvky mnoziny X komutugi.

Dikaz Kdyz K je Booleova algebra, tak pro kazdé dva prvky z,y € K plati: x =
(x Ay) V (x Ayt), tedy spolu kazdé 2 prvky mnoziny X komutuji. Obrdcend implikace
se dokaze nédsledovné: Bud'te a,b € K. Pak existuji termy s(Xq,....,Xm) a t(y1, ..., ¥n) @
prvky ay, ..., am, by, ..., b, € X takové, ze a = sp(ay, ..., an), b =tr(by, ..., b,). S vyuzitim
predchoziho tvrzeni pak plyne, ze sp(ai,....,an) C tr(by,....,by), a tedy a C b. Distribu-
tivni zakon pak plyne z Foulisovy-Hollandovy veéty, jelikoz kazdé dva prvky algebry K
spolu podle vyse uvedené uvahy komutuji. O]

Disledek 1.43. Bud L OML, x,y € L. Pak proky x,v jsou booleovsky komutativni prdvé
tehdy, kdyz x C'y.

Tvrzeni 1.44. Bud L OML, v € L. Pak mnozina C(x) = {y € L; x C y} je podalgebra
v L. Navic, jestlize y € L a prvky x,y jsou srovnatelné (tj. x < y nebo y < z), pak
y e C(x).

Dikaz Ovérme, ze ptislusna mnozina je podalgebra: uzavienost na konstanty 0,1 plyne
z Tvrzeni 1.33. Uzavienost na operaci + plati diky Tvrzeni 1.32 a uzavienost na binarn{
operace prusek a spojeni dostaneme diky Tvrzeni 1.40. Druha ¢ast tvrzeni plyne z komu-
tativity srovnatelnych prvka, viz. Tvrzeni 1.33. O]

Tvrzeni 1.45. Bud L OML, M C L, pricemz x C y pro kazdé x,y € M. Pak existuje
B € BI(L) tak, ze M C B.
Dukaz Podle Tvrzeni 1.42 je M obsazena v néjaké Booleové podalgebie (oznacme ji C')

svazu L. Podle Zornova lemmatu je kazda Booleova algebra podalgebrou néjaké maximalni
Booleovy algebry B. Potom M C C' C B. ]

Na zévér této podkapitoly uvedme jesté jedno tvrzeni, které je ekvivalentni komuta-
tivité prvku ve t¥idé ortomoduldrnich svazu (a to jak booleovské, tak té z Definice 1.31).

Definice 1.46. Bud L OCL. Pro z,y € L, bud com(x,y) komutdtor prvku xz,vy, tj.
com(z,y) = (xVy)A(xVyt) A (@t Vy A@xtvyh).

Tvrzeni 1.47. Bud L OML. Proky z,y € L spolu komutuji pravé tehdy, kdyz com(z,y) =
0y.

Ditkaz Necht nejprve x C'y, tedy z = (zAy)V (zAyt). Pak (zVy)A(zVyt)A(ztVy) A
(z2vy) = [@vy)Azvy)IAll vy A vy )] [(avy)AzvyD)IAllny )v(eny)l =
(zVy) AleVyD)] Azt = [(at Ayt) Vet Ayt Azt = 2 Aat = 0g. Obraceng,
necht com(z,y) = 0z. Vzdy platl 7e v > (x Ay) V (x Ayt). Jelikoz L je OML, misto
nerovnosti * < (z Ay) V (z A yt) staél ukdzat, ze z A [(z Ay) V (x AyH)]E) = 0. Ale
eA[(zAy)V (@ AYH)]H) = eA (@t VYt ) A(et Vy) < (@Vy) AVy ) Alet V) Azt vyt) =
0r. O
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1.6. Intervalové algebry

€1

V této podkapitole ukazeme, jak dodefinovat operaci — na intervalu ortomoduldrniho

svazu tak, aby vznikl opét svaz (tzv. intervalové algebra).

Definice 1.48. Bud L ortomoduldrni svaz, o € L, i € L, o < i. Necht a je prvek L, ktery
lezi v intervalu [0, i]. Pak prvek a™ = oV (a* Ai) nazveme relativni ortokomplement prvku
a v intervalu [o, 7].

Tvrzeni 1.49. Bud L ortomoduldrni svaz, o € L, i € L, o <. Necht a € [0,i]. Pak
(i) aVat =1

(ii) a™ = (o Vat) Ai

(ili) a Aa™ = o.

Ditkaz (i) aVa® =aV (oV (at Ai))=aV (at ANi)=(aVat)A(aVi)=1A(aVi)=1i
diky faktu, ze a C i, a C a* s pouzitim Foulisovy-Hollandovy véty.

(ii) Jelikoz 0 C'i, 0 C a*, tak a™ =0V (a* Ai) = (o Vat) A (oVi) = (oVat)Ai, opét s
pouzitim Foulisovy-Hollandovy véty.

(iii) aAat =aA((oVat)Ai)=aA(oVat)=(aNo)V(aAat)=0V0=o. O

Lemma 1.50. Bud L ortomoduldrni svaz, 0,i € L, o < i. Bud a prvek L, ktery lezi v
intervalu [o,i], a* = oV (at A1) bud relativni ortokomplement proku a v intervalu [o,1].
Pak prvek a® komutuje se vsemi proky intervalu |o,i|, se kterymi komutuje prvek a.

Ditkaz Necht b je prvek z intervalu [o, 1], ktery komutuje s a. Potom zdrovenn b C' a* a
z nerovnosti 0 < b < 7 plyne, ze b C' o, b C i. Podle Tvrzeni 1.41 tedy b komutuje s
oV (at Ni)=a. O

Lemma 1.51. Bud L ortomoduldrni svaz, o,i € L, o < i. Pak ([0,i],V,A\,",0,1) je
ortomoduldarni svaz.

Dikaz Podminku OC; jsme dokazali v Tvrzeni 1.49 . Ovéime podminku OCs,:

Necht y je prvek z intervalu [o,4]. Pak (y*)™ = ((iA((oVyr)Ai)L) Vo= (iA((oF Ay)V
it))Vo= (iAot Ay)V(iAit)Vo = (ot Ay) Vo = y, s vyuzitim Foulisovy-Hollandovy véty,
ortomoduldrniho zakona a faktt, ze navzdjem kolmé ¢i spolu srovnatelné prvky komutuji.

Platnost podminky OCs plyne z toho, Ze je-li z < y, pak y* < z+, a tedy i y* =
oV (yt Ni) <oV (zt Ad) =2, OvéFme koneéné platnost ortomoduldrniho zdkona:

Bud'te x,y € [o,i] prvky takové, ze x > y* a x Ay = 0. Chceme ukdzat, ze uz v = y.
Polozme s = z, t+ = y© = oV (y* Ai). Pak s > t+, s At = 2 A ((oF ANy) Vit) =
(z A (ot Ay))V (zAit) < ((oF Ao) V (i Ait) = 0. Diky ortomodularité svazu L tedy
s=t+ tedy iz =y ]

Definice 1.52. Bud L ortomoduldrni svaz, 0,7 € L, o < i. Pak algebru z piedchoziho
lemmatu nazveme intervalova algebra.

Lemma 1.53. Bud'te L, M ortomoduldrni svazy takové, Ze M je intervalovou algebrou ve
svazu L a necht a,b jsou proky M. Pak a komutuje s b v L prdvé tehdy, kdyz a komutuje
sbv M.
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Diikaz Budte o, prvky vymezujici intervalovou algebru M v L, o < 4. S vyuZzitim bodu
(ii) Tvrzeni 1.49 je aAbT™ = aA(oVbE)Ni=aA (oVbh). Jelikoz o < a, 0 < b, tak a C o,
o C b*. Podle Foulisovy-Hollandovy véty nynf a AbT = (a Ao) V (a Abt) =0V (a AbL).
Protoze 0 < a, 0 < b, jeio < aAb. Potom (a Ab)V (aAbT)=(aAb)VoV (aAbl) =
(aAD)V (a AbL), ¢imz je lemma dokdzdno. O

V dalsich kapitolach se casto bude vyskytovat specialni ptipad, kdy bude jednim z
prvki vymezujicich intervalovou algebru prvek 0. Pro takovy pifpad zavedme nasledujici
oznaceni:

Oznaceni 1.54. Kdyz L je néjaka algebra, ¢ € L néjaky jeji prvek, ozna¢ime L¢ interva-
lovou algebru v L vymezenou prvky 0y, c.

V tomto specidlnim pfipadé se zjednodusi i definice relativniho ortokomplementu (spo-
jen{ s 07) muzeme vynechat, tedy v L¢ plati: at = 07, V (at Ad) = at A

1.7. Neékteré vlastnosti Booleovych algeber

V této podkapitole si pfipomeneme nékteré zakladni vlastnosti Booleovych algeber, které
pak dale vyuzijeme pfedevSim v ¢éasti prace vénované horizontalnim sumam Booleovych
algeber.

Lemma 1.55. KaZdd Booleova algebra je ortomodularnim svazem.

Dukaz Bud B Booleova algebra. Ovéime nejprve, ze B je OCL. Podminky (OC;) a (OCy)
jsou splnény diky tomu, ze kazda BA je jednoznaéné komplementarni svaz. Podminka
(OCj3) je ekvivalentni platnosti De Morganovych zakont, které plati ve vsech Booleovych
algebrach. K tomu, aby B byla OML ukazme, ze plati podminka (OMy.y). Necht z,y € B
r < yayAaxrt = 0p. Jelikoz kazdé dva prvky spolu v B komutujif, musi platit y =
(yAz)V (yAzt) =y Az Tedy y <z, a proto y = z. O

Zajemce o problematiku vztahu mezi tfidami OCL, OML a BA odkazuji na knihu
6], ptipadné na jakoukoliv jinou knihu vénujici se teorii svazu.

Ptripomenme i zndmy vysledek o reprezentovatelnosti Booleovych algeber, ktery poprvé
ukazal Marshall H. Stone v roce 1936.

Definice 1.56. Bud S C P(X). Pak se uspoiddand dvojice (X,S) nazyvd mnoZinovd
algebra, jestlize mnozina S je poduniverzum v Booleové podalgebie P(X). Symbolem
Uf(B) zna¢ime mnozinu vsech ultrafiltru v B. Je-li a € B, polozme r(a) = {F €
Uf(B);a € F}. Dale oznatme B = {r(a);a € B}. Necht S(B) je topologie na mnoziné
U f(B) generovana systémem B. Topologicky prostor (U f(B),S(B)) se nazyva Stonetv
prostor Booleovy algebry B.

Véta 1.57. (Stoneova) Bud B Booleova algebra. Pak B je izomorfni s algebrou obo-
jetngych mnozin Stoneova prostoru algebry B.
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Dukaz Viz kapitola 4 knihy [6]. O

Definice 1.58. Bud B Booleova algebra. Atomem v B nazveme kazdy nenulovy prvek
a € B, pro ktery plati: jestlize b < a pro néjaky prvek b € B, tak b = 0 .nebo. b = a.
Rekneme, ze B je atomickd BA, jestlize ke kazdému prvku 0 # b € B existuje atom a € B
takovy, ze a < b.

Definice 1.59. Bud B Booleova algebra. Rekneme, 7e B je tipind BA, jestlize ke kazdym
dvéma prvkum a,b € B existuje infimum a supremum.

V nésledujicich kapitoldch nam bude stacit slabsi verze Stoneovy véty:

Véta 1.60. Bud B Booleova algebra. Pak B je izomorfni s Booleovou algebrou P(X) pro
néjakou mnozinu X prave tehdy, kdyz B je uplna atomickd.

Dikaz Plyne ze Stoneovy véty 1.57, da se vSak dokazat i jednodussim zpusobem, kdyz
se ukaze, ze zobrazeni At : B = P(At(B)) a S : P(At(B)) = B (kde S je definovano pro
A C At(B) predpisem S(A) = suppA) jsou vzajemné inverzni izomorfismy. O

Dusledek 1.61. Bud'te By, By koneéné Booleovy algebry se stejnym pocétem proki. Pak
B = Bs.

1.8. Ortokomplementarni posety

Obecnéjsim pojmem nez je pojem ortokomplementarniho svazu je ortokomplementarni
poset. V pripadé této struktury nebudeme pozadovat, aby nosna mnozina byla svazove
usporadanad (tj. aby pro kazdou dvojici prvku existovalo supremum a infimum), spokojime
se s tim, ze bude usporadana relaci <, ktera bude reflexivni, slabé antisymetricka a tran-
zitivni.

Ve vétsine ¢lanku a knih (viz napt. [13]) je zvolen postup vykladu ”od posetu ke svazu”
— jako primarni struktura je definovan ortokomplementarni poset. To mé tu vyhodu, zZe za
tfidu ortokomplementarnich svazu se prohlasi tiida téch ortokomplementdrnich posetu,
které jsou zaroven svazy. Vsechna tvrzeni dokazana pro posety pak plati i pro ortokomple-
mentarni svazy. Cilem této prace ale bude predevsim studium svazovych struktur, takze
kapitoly o ortokomplementarnich posetech lze chapat spise jen jako rozsifeni a nameét k
zamysleni, ktera tvrzeni platici pro tiidu OCL plati i pro tiidu ortokomplementarnich
poset.

Definice 1.62. Usporddanou mnoZinou nazveme usporadanou dvojici (X, <), kde X je
neprazdna mnozina a < je reflexivni, slabé antisymetricka a tranzitivni relace na mnoziné
X. Pro uspotddanou mnozinu budeme pouzivat oznaceni poset (coz je zkratka anglického
nazvu partially ordered set). Analogicky jako v terminologii pro svazy bude (0, 1)-poset
uspofadand mnozina P, kterd obsahuje nejmensi prvek 0 a nejvétsi prvek 1. Tedy 0 <
a < 1 pro kazdy prvek a € P.
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Definice 1.63. Bud P = (X,<,0,1) (0,1)-poset, a,b € P. Zavedeme operaci ortokom-
plementace + : X — X spliujici nésledujici podminky:

(OP) kdyz a < b, tak bt < at

(OP) (a*)" =a

(OP) existuje supremum mnoziny {a,a*} a je rovno 1.

Rekneme, ze P = (X, <,0,1,%) je ortokomplementdrni poset, jestlize P = (X, <,0,1)
je (0,1)-poset a operace = : X — X je ortokomplementace na mnoziné X.

V souladu s oznacenim ve tiidé ortokomplementarnich svazu budeme supremum prvku
a,b € P znacit a V b, infimum a A b. Uvédomme si ale, Ze supremum ani infimum nemusi
obecné v ortokomplementarnim posetu existovat. Tiidu vSech ortokomplementarnich po-
setu budeme znacit OCP.

Definice 1.64. Bud P = (X, <,0,1,%) ortokomplementarni poset, a,b € P. Rekneme,
ze P je ortomoduldrni poset (zkrdcené OMP), jestlize jsou splnény nasledujici podminky:
(OMPy) kdyz a < b, tak existuje supremum a V b prvki a,b v P
(OMP,) kdyz a < b, tak b=a V (a* A D).

Ttidu vSech ortomodularnich posetu budeme znacit OMP.

Lemma 1.65. Kazdy ortokomplementdrni svaz je ortokomplementdrni poset, kazdy orto-
moduldrni svaz je ortomoduldrni poset.

Diikaz Bud L = (X, A,V,1,0,1) OCL. Relaci < ve svazu L definujme nésledovné: Pro
a,b € L bud
a <z, b pravé tehdy, kdyz a A b = a.

Ovéime, Ze <; je uspoiddani na X, budte a,b,c € X : reflexivita relace <; plyne z
faktu, ze aAa = a. Slabd antisymetrie: Kdyz a < b a zaroven b < a, tak a = aAb=bAa =
b. Tranzitivita: Kdyz a < b a zaroven b < ¢, tak aAc = (aAb)Ac=aA(bAc) =aNb=a.

Ozna¢me P = (X,<7,0p,1;,2). Pak uz P je ortokomplementarni poset, nebot se
jedna o (0,1)-poset s ortokomplementaci.

Necht je nyni L navic ortomoduldrni. Pak podminka (OM P}) je splnéna diky tomu,
ze L je svaz a podminka (OM P) je ortomoduldrni zakon (viz Tvrzeni 1.24).

m

Na zaveér této podkapitoly poznamenejme, ze vSechna tvrzeni dokdzana vyse o orto-
komplementérnich (ortomoduldrnich) svazech plati i o posetech, pokud v téchto tvrzenich
pozadujeme navic existenci prislusnych suprem ¢i infim. Jako ptiklad takového tvrzeni
uvazme de Morganovy zakony pro tfidu OCP, ty potom maji nasledujici tvar:

Lemma 1.66. Bud P = (X,<,0,1,%) ortokomplementdrni poset, z,y € P.
Kdyz existuje a V' b, tak (a Vv b)* = at AbE.
Kdyz existuje a Ab, tak (a Ab)* = at Vbt

Dikaz Jelikoz a < a V b, tak at > (a Vv b)*, analogicky b < a V b, a tedy b+ > (a V b)*.
Celkem tedy (aV b)* < at A bt. Dokazme opaénou nerovnost: K tomu, abychom ukdzali
(aVb)*t > at A bt staci ukdzat, ze a Vb < (at A bt)t. To nastane pravé tehdy, kdyz
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a < (at AbH)E ab < (at Abh)E Prvni nerovnost je ovsem ekvivalentni s tvrzenim
at > at Abt, drubhd s bt > at A b, kterd obé trivalné plati. Druhé tvrzeni se dokéze
analogicky. O

1.9. Greechieho diagramy

Konstrukce pomoci horizontélni sumy (kterou jsme si predstavili v podkapitole 1.4) se
d& prirozenym zpusobem zobecnit. Budeme vytvaret ortokomplementarni svaz (¢i poset)
z Booleovych algeber obdobné jako pfi konstrukci pomoci horizontdlni sumy, v tomto
piipadé ovsem povolime, aby jednotlivé BA mély i jiné spoleéné prvky nez 0 a 1. Otéazky,
za jakych podminek ndm touto metodou vzniknou OMP (piipadné OML) ndm pak zod-
povi zavérecné tvrzeni.

Poznamenejme jesté, ze zde popiseme pouze zakladni vlastnosti Greechieho diagramu
(které budeme potiebovat v nasledujicich kapitoldch — zhruba ve stejném rozsahu jako
v [13]), zdjemci o studium této problematiky mohou nalézt fadu dalsich souvisejicich
vysledku v publikacich [1], [12], ¢i v jiné publikaci vénované ortomoduldrnim svazum.

Definice 1.67. Bud B systém Booleovych algeber. Rekneme, ze B je témér disjunktni
systém, jestlize pro libovolné A, B € B plati pravé jedna z nasledujicich podminek:

(i) A=1B

(i) AnB=1{0,1}

(iii) AN B = {0,1,2,2%}, kde z je atom v A a zdroveii v B, a navic plati 04 = O,
14=1p, 214 =zt5.

Ptipomenme nyni pojem cyklu:

Definice 1.68. Bud B témér disjunktni systém Booleovych algeber. Kone¢nd posloupnost
By, By, Bs, ..., B,_1 algeber z B se nazyva cyklus délky n, jestlize jsou splnény nasledujici
podminky: (indexy budeme chapat stejné jako v ndsledujicich tvrzenich této podkapitoly
modulo n)

(i) pro libovolné i € {0,1,...,n — 1} plati B; N B;y; = {0,1, 2,2}, kde z; je atom v
algebrach B;, B; 1.

(ii) kdyz j & {i — 1,4,i+ 1}, tak B; N B; = {0,1}

(iii) pro ruzné indexy i, j, k plati B; N B; N By, = {0,1}.

Uveédomme si, ze kazdy cyklus { By, By, Ba, ..., B,_1} jednoznacné urc¢uje posloupnost
atomu {eg, €1, ...,e,_1}, kde e; je atom ndlezejici do algeber B; 1 a B; pro 0 < <n — 1.
Muzeme tedy vyslovit nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 1.69. Bud B témér disjunktni systém Booleovijch algeber, bud { By, By, Ba, ..., B,_1}
cyklus délky n. Necht e; je atom ndlezejici do algeber B;_y a B; pro 0 < i <n — 1. Pak
€; 1 €it1-
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Duikaz Necht plati uvedené piedpoklady. Piipomeiime, Ze ¢; L e, < e; < eiﬁrl. Prvky
ei, €41 jsou atomy v B;. Jelikoz B;_1 N By = {0, 1}, museji to byt atomy ruzné. Proto
téz e; Ne; 1 = 0. Nyni plati: e; < e; \/eiﬁrl = (e Veiﬁrl) A (€it1 \/6iL+1) = (e; Negyr) \/eifrl =
€ty [l
Tvrzeni 1.70. Bud B témér disjunktni systém Booleovych algeber. Polozme L = |JB
a definugme na L relaci <p ndsledujicim zpusobem: x <p y prdvé tehdy, kdyz existuje
Booleova algebra B € B takovd, Ze x,y € B a v <g y. Podobné definujme operaci
Lo = LB Pak <; je uspordddni a - je ortokomplementace.

Dukaz Viz [13], strana 10. O

Dostavame se k fundamentalnimu vysledku v teorii Greechieho diagramt. V anglicky
psané literatute se ¢asto nazyva Loop Lemma, protoze se zabyva zavislosti mezi délkami
cyklu (pro néz se v tomto kontextu pouziva vyraz loop) v témét disjunktnim systému a
ortomodularitou posetu, ktery z néj vznikne konstrukci popsanou v predchozim tvrzeni.

Lemma 1.71. (Loop Lemma) Bud B témeér disjunkini systém Booleovijch algeber.
Polozme L =\JB. Pak plati:

(a) L je OMP praveé tehdy, kdyz B neobsahuje cyklus délky 3.

(b) L je OML prdvé tehdy, kdyz B neobsahuje ani cyklus délky 3, ani cyklus délky 4.

Dukaz Viz [13], strana 11. O

Definice 1.72. Algebra L se nazyva Greechicho logika, jestlize jsou splnény nésledujici
podminky:

(a) Kazdy prvek L se dd napsat jako supremum nejvys spocetné navzajem po dvou
kolmych atomu v L.

(b) Bloky v L tvori téméf disjunktni systém.

Greechieho diagramy slouzi k zachyceni Greechieho logik. Jedna se o grafy (tj. mnoziny
uzlu a hran), kde uzly odpovidaji atomum v Greechieho logice a hrany znézornuji nalezeni
do bloku (tedy kdyz lezi dva vrcholy na stejné hrané, jsou jim odpovidajici atomy v
tomtéz bloku). Vyhodou Greechieho diagramu je snadné ovéreni, zda obsahuji cyklus
délky 3 (pripadné 4), a d& se tedy snadno nahlédnout, zda jsou prislusné Greechieho
logiky ortomodularnimi posety (pripadné svazy).

Na zaver této podkapitoly si jesté ukazme nékolik piikladi Greechieho diagramu, vice
jich ¢tenaii najdou v knihdch [12] ¢i [1]. Na Obrazku 2 je vlevo Greechicho diagram
osmiprvkové Booleovy algebry, vpravo je pak takzvany Dilworthuv svaz, ktery vznikl
slepenim ze tii osmiprvkovych Booleovych algeber.

Obrazek 3 pak znazornuje Greechieho diagramy ortomoduldarnich posetu, které obsa-
huji cykly. Jelikoz zadny neobsahuje cyklus délky 3, jde o posety. Poset zachyceny dia-
gramem vpravo je zdroven svazem, nebot neobsahuje cyklus délky 4, poset vlevo takovy
cyklus ovSsem obsahuje, proto svazem neni.

i pro vice nez dvé Booleovy algebry; nejmensi takovy svaz je tvoren tfemi osmiprv-
kovymi Booleovymi algebrami, které maji jeden spoleény atom. Diagram tohoto svazu
je znazornén na Obréazku 4.
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Obrazek 2: Ukazky Greechieho diagramu, vlevo osmiprvkova BA, vpravo Dilworthuv svaz.

Obrazek 3: Greechieho diagramy obsahujici cykly.

Obrazek 4: Greechieho diagram OML, v némz je jeden atom spolecny tfem BA.
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2. Diferencni algebry

Nésledujici kapitola bude vénovana studiu operatoru symetrické diference. Axiomy, které
by mél tento operator spliovat, jsou voleny tak, aby zachycoval symetricky rozdil mnozin.
Muzeme jej ovsem chépat také jako logickou spojku nazyvanou ”alternativa” (kterd se
v piirozeném jazyce zpravidla vyjadfuje jako vylucovaci disjunkce, ”bud A, anebo B”).
Jak uvidime déle, na dvouprvkové struktutre (majici pouze prvky 0 a 1, které muzeme
interpretovat jako pravdivostni hodnoty) se skutetné chovéd jako vyse zminéna logicka
spojka.

My si zde predstavime nékteré zakladni vlastnosti tohoto operatoru (které pak bu-
deme vyuzivat i v dalsich kapitolach této prace) a budeme se zabyvat i vlastnostmi t¥idy
diferencnich algeber.

Definice 2.1. Bud D = (X,0,0,1) algebra typu (2,0,0). Rekneme, ze D je diferencni
algebra (zkr. DA) jestlize pro libovolné x,y, z € X plati:
(dy) zo(yoz)=(zoy) oz,

(dp) 00 =1,
(d3) xox =0,
(dy) (3 : x;é 0)=1+#0.

Lemma 2.2. Diferenéni algebra D = (X, 0,0, 1) je netrividlni, prdavé kdyz 1 # O.
Dukaz Implikace zprava doleva je ziejma. Opacnd implikace plyne z podminky (dy). O
Tvrzeni 2.3. Bud D = (X,¢,0,1) diferenéni algebra. Pak operace o je komutationd.

Dikaz Dokazme nejprve, ze pro x € X plati 0 ¢ x = z. Plati:
Oox=(zox)ox=xo(xoxr)=200=u2.

Budte z,y € X.
zoy = (zoy)o0 = (zoy)o[(yor)o(yox)] =zoyoycoxo(yor) =xo00zx0(yox) =
zozro(yoxr)=00(yoxr)=youx. O

Tvrzeni 2.4. Bud D konecnd DA. Pak D md 2™ prokii.

Dikaz Pro z € D polozme —x = x. Algebra Gp = (X, ¢, —,0) je grupa, v niz kazdy
prvek ma rad 2. Tudiz pocet prvku grupy Gp (a tedy i algebry D) musi byt podle Véty
1.20 mocninou ¢isla 2. O

Piiklad 2.5. Bud B BA. Pak algebra Dg = (B, Ap,0p,1p) je diferencni algebra.

Oznaéeni 2.6. Je-li D DA, x € D, polozme x+ = x¢ 1. Tiidu vsech diferenénich algeber
budeme znacit DA.

Tvrzeni 2.7. Bud D diferencni algebra. Pak pro x,y,z € D plati:
(a) 0+ =1,1t =0 ;

(b) xtt ==z ;

(c)at =yt =z=y;
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(d)zoyt =atoy=(voy)t;
(e) ztoyt =azoy ;
(oot =1,

(9) xoy=zox0z=1y;
(h) zoy=x0z=y==2;
(i))roy=0cx=y;
(j)roy=1sz=y"

Dikaz (a) 0t =001=1,1t=101=0.
b)ztt =(zol)ol=x0(lol)=200=2.

Kdyzzol=yo1l,pak (zo1)o1l = (yo1l)o1, apodle (b) plati z = y.
royt =zo(yol)=(roy)ol = (roy)t

roxt = (zox)t=0t=1.

g) Necht zoy =z Pakzoz=x0(xoy) = (zox)oy =00y =y. Opacna implikace se
dokéze analogicky.

(h) Necht zoy =z¢z Pakzo(zoy) =x0(z02), tudiz (roz)oy = (xox) oz Podle
podminky (d3) definice 2.1 dostdvame 0oy =09 z, a tedy y = z.

(i) Kdyz =z = y, pak zoy = 0 podle podminky (d3). Pfedpokladejme naopak, ze xoy = 0.
Pak (zoy) oy =00¢y. To znamend, ze x o (yoy) =y, a tedy x = y.
j)rzoy=1oroyt =0 2=y O

Tvrzeni 2.8. Bud D netrividlni DA, x € D. Pak x # x*.

(
(
()
(
(
(

Diikaz Sporem. Necht z = 2. Pak z o2 = z o x*, tj. 0 = 1, coZ je spor. O

Definice 2.9. Bud D diferenéni algebra, X C D. Rekneme, ze X je nezdvisld mnozina
v diferenc¢ni algebte D, plati-li: Vn > 1Vxy,...,2, € X 1 x10... 02, # 1.

Definice 2.10. Bud D DA, I C D. Rekneme, ze I je kvaziidedl v D, plati-li
0el,
Ve,yel:zoye€l.

Je-li navic 1 ¢ I, budeme [ nazyvat vlastni kvazitdedl.

Tvrzeni 2.11. Bud I C D kvaziidedl. Pak I je vlastni kvaziidedl prdvé tehdy, kdyz pro
kazdé x € D nejuys jeden z proki x, x* patii do 1.

Diikaz Necht nejprve I je vlastni kvaziidedl. Kdyby pro néjaky prvek x € D platilo
soucasné x € I, x+ € I, pak by téz x oz € I, tj. 1 € I, coz je spor.

Necht tedy obréicené pro kazdé x € D nejvys jeden z prvki x, o+ patii do I. Protoze
0cl,je0t¢I,tj.1¢&1 aljetudiz vlastni kvaziidedl. m

Tvrzeni 2.12. Bud X nezdvisld mnoZina v diferencni algebre D. Pak existuje vlastni
kvaziideal I v D takovy, Ze X C I.

Dukaz Polozme I = {0}U{x10...02,; n>1, x1,...,2, € X}. Z konstrukee je ziejmé,
ze se jedna o kvaziidedl (je uzavien na operaci ¢) a je to dokonce nejmensi kvaziideal
obsahujici mnozinu X. Protoze X je nezavisla mnozina, je to vlastni kvaziidedl. O]
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Tvrzeni 2.13. Bud I C D vlastni kvaziidedl, v € D, 2+ ¢ I. Polozme J = TU{iox;i €
I}. Pak J je rovnéz vlastni kvaziidedl v D, pricemz x € J, x+ & J.

Dikaz Ovérme nejprve, ze J je kvaziidedl. Splnéni podminky 0 € J plyne z toho, ze
I CJ,0 € I. Budte nyni u,v € J. Pokud jsou oba prvky zdroven v I, plati uov € I,
a tedy uov € J. Necht tedy napt. u € I, v = x. Pak ale uox € J podle definice J.
Dokazme jesté, ze 1 ¢ J. Postupujme sporem, necht 1 € .J. Pak mus{ byt 1 = i ¢ x pro
néjaké i € I. Z rovnosti 1 =i o x ale plyne 2+ =i € I, coz je spor.

Déale, z = 0 o x € J. Koneéné, kdyby + € J, pak by téz 1 = x o 2+ € J, coz by byl
spor s jiz dokazanym faktem, ze J je vlastni kvaziideal. [

Tvrzeni 2.14. Bud I C D kvaziidedl. Pak plati:
I je mazximdlni vlastni kvaziidedl v D prdvé tehdy, kdyZ Vo € D bud x € I nebo
rtel.

Dukaz (=) Necht I je maximdln{ vlastn{ kvaziidedl. Bud = € D. Piedpokladdejme nejprve
sporem, ze v & I, v+ ¢ I. Podle Tvrzeni 2.13 pak existuje vlastni kvaziidedl J D I, coz je
spor s maximalitou I. Tedy aspon jeden z prvki z, 2+ je prvkem I. Protoze I je vlastni,
nemohou byt oba prvky mnoziny 1.
(<) Obracené, necht plati podminka z pravé strany. Protoze 0 € I,je 0+ € I, tj. 1 € 1, a
I je vlastni kvaziideal. Predpoklddejme dale, ze I C J, kde J je kvaziideadl v D. Ukézeme,
ze pakuz 1 € J:

Protoze I C J, existuje prvek = takovy, ze x € J, x ¢ I. Protoze = ¢ I, podle nasi
podminky musi 2+ € I. Celkem tedy z € J, 2+ € J, tudizil =z ot € J. O

Tvrzeni 2.15. Bud Iy C D vlastni kvaziidedl, b € D, b+ & I,. Pak existuje mazimdini
vlastni kvaziidedl J v D takovy, Ze Iy C J, b€ J.

Dukaz Necht Jy = [y U {iob; i € Iy}. Podle Tvrzeni 2.13 je Jy vlastni kvaziidedl v
LabeJy. Omacme I = {I C D;I je vlastni kvaziideal v D, J, C I}. Pak T # 0,
nebot Jy € Z. Déle ovéime, Ze systém Z je uzavien na sjednoceni fetézci. Bud C C T
neprazdny fetézec. Ukazeme, ze | JC € Z. To, ze Jy C |JC je ziejmé z toho, ze Jy C I pro
kazdé I € C. Staci tedy ovérit, ze | JC je vlastni kvaziidedl v D. Podminky 0 € C, 1 ¢ C
plynou z toho, ze |JC je sjednoceni vlastnich kvaziidedlu. Necht je nyni z,y € |JC. Pak
existuji néjaké vlastni kvaziidealy K, Ky € C takové, ze v € Ky, y € K. Jelikoz C je
fetézec, musi platit K; C K5 nebo Ky C K. Necht napi. K; C K, pak z,y € K» a tedy
izoy e Ky, tudiz zoy € |JC.

Podle principu maximality systém Z obsahuje néjaky maximalni prvek; jeden zvolme
pevné a oznacme jej J. Protoze b € Jya Jy C J, plati b € J. Tedy J je hledany maximalni
vlastni kvaziideal. O]

Tvrzeni 2.16. Bud I mazimdlni vlastni kvaziidedl v D. Pak |D| =2 - |I|.
Dtikaz 7 Tvrzeni 2.14 plyne, 7Ze * je vzdjemné jednoznaéné zobrazeni mezi mnozinou [

a mnozinou D \ I. O
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Tvrzeni 2.17. Bud'te D, Dy diferencni algebry, I C D, mazimdini vlastni kvaziidedl.
Bud f : I — Dy zobrazeni takové, Ze pro kazdé x,y € I plati: f(xop, y) = f(x)op, f(y).
Pak f(I) je kvaziidedl v Dy.

Diukaz Ovérme, ze f(I) je kvaziidedl v Dy. Musime tedy ukazat, ze f(I) obsahuje prvek
Op, a je uzavien na operaci ¢p,. Pritom:
f(ODl) = f(ODl oD, ODl) = f(ODl) ODy f(ODl) = ODQ. Jelikoz OD1 < [, jei f(0D1) S

f).
Dale, jsou-li a,b € f(I), a = f(x), b= f(y) pro z,y € I, pak aop, b = f(z) op, f(y) =
f(zop, y) € f(I), nebot xop, y € I. Tedy f(I) je kvaziidedl v D. O

Tvrzeni 2.18. Bud'te Dy, D, diferencni algebry, I C D, mazimdini vlastni kvaziidedl.
Bud’ f : I — Dy zobrazeni takové, Ze pro kazdé x,y € I plati: f(zop, y) = f(z)op, f(y).

Pak existuje morfismus g : D1 — Ds rozsirugici zobrazeni f. Pritom plati, Ze je-li f
prosté zobrazeni a mnozina f(I) je mazimalni vlastni kvaziidedl v Do, pak g je izomorfis-
mus algebry Dy na D,.

Diitkaz Definujme zobrazeni g : D; — D, takto:
g(x) = f(zx) prox € I, .
g(z) = (f(x'P1))tr2 pro x € Dy \ 1.

Ukazme, ze g je hledany morfismus. Plati ¢(0p,) = f(0p,) = Op,,
Lp,

9(1p,) = (f(p)) 22 = (£(0p,)) 22 = 0 = 1p,.
Zbyva ukazat, ze g zachovava operaci ¢. RozliSme 3 piipady.

Necht nejprve x € I,y € I. Pak g(z)op,g(y) = f(x)on, f(y) = f(zop,y) = g(vop,y),
nebot z op, y € I.

Necht nyni o € I, y € I. Nejprve si uvédomme, Ze z maximality kvaziidealu I v D; a
z Tvrzeni 2.14 plyne, ze z1P1 € I, y*tP1 € I. Tedy i 21P1 op, y* 21 € I. Ale podle Tvrzeni
2.7 (e) je aProp, y*P1 = wop,y. Potom g(x)op, g(y) = (f(z01)) P2 0p, (f(y 1)) 22 =
f(xPr)op, 1p,0p, f(yP1)op, 1p, = f(z*P1)op, f(y*P1)on, (1p,9p, 1p,) = f(z7P1)op,
fytrr) op, Op, = f(aP1op, y™P1) = f(zop, y) = g(x op, ¥).

Uvazujme tieti piipad, kdy x € I, y ¢ I (piipad = ¢ I, y € I je symetricky). Pak
ytP1 € Tatedyizop,yt?Pr € I. Piipomenme jesté, ze xop, y=P1 = (moDly)LDl dle Tvrzeni
2.7 (d). Z toho téz plyne, 7ze z op, y & I. Nyni g(x) op, g(y) = f(x) op, (f(y*Pr))tr: =
f(.l’) <>D2 f(le1)0D2 1D2 = f<x0D1 yLD1)0D2 1D2 = (f(xODl y)LDl)LDQ = g(x0D1 y)a nebot’
xop, y &l

Dokazme konecné, ze je-li f prosté zobrazeni a mnozina f(I) je maximalni vlastni
kvaziidedl v Dy, pak ¢ je izomorfismus algebry D; na Ds. Staci tedy ukazat, ze g je
bijekce. Z uvedenych predpokladu je jasné, ze f : I — Dy je vzdjemné jednoznacné
zobrazeni mnozin I a f(I). Bud nynf # ¢ I. Pak g(z) = (f(z1P1))1P2 je slozeni tif
bijektivnich zobrazeni (bijektivnost +21,2P2 plyne z maximality idedld I, f(I)), tudiz i
zobrazeni g je bijektivni. O

Tvrzeni 2.19. Budte D1, Dy DA, pricemZ |Dy| = |Ds|. Pak algebry Dy, Dy jsou izo-
morfni.
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Dukaz Zvolme maximélni vlastni kvaziidedly I, J v Dy, Do. Pak |I| = |J|. Déle, algebry
(I,0p,,0p,), (J,©p,,0p,) jsou komutativni grupy, v nichz kazdy prvek ma fad 2. Pritom
teorie komutativnich grup, jejichz kazdy prvek m&a rad p, kde p > 1 je prvocislo, je
kategorickd v kazdé mohutnosti (viz Véta 1.22). Existuje tudiz izomorfismus f grupy
(I,op,,0p,) na grupu (J,op,,0p,). Podle predchoziho tvrzeni lze zobrazeni f rozsitit do
izomorfismu algeber Dy a Ds. O

Dusledek 2.20. Trida DA je kategorickd v kazdé mohutnosti.

Tvrzeni 2.21. Je-li D netrividlni koneénd DA, pak je izomorfni s kartézskou mocninou
dvouprvkové diferencni algebry.

Dukaz Necht D je konecnd diferencéni algebra. Jeji nosi¢ musi mit (dle Tvrzeni 2.4)
2™ prvku. Muzeme tedy vytvorit kartézsky souc¢in n exemplaiu dvouprvkové DA, ¢imz
ziskdme mnozinu majici 2" prvku. Operaci ¢ na této mnoziné pak dodefinujeme po
slozkéch, tim vznikne diferen¢éni algebra E . Konkrétné tedy, kazdy prvek algebry FE
bude reprezentovan jako usporadana n-tice nul a jednicek. Symetricka diference na jed-
notlivych slozkach pak bude definovana jako sé¢itani modulo 2, tedy 0 0 =141 = 0,
1®0=0®1 = 1. Pfi této definici jsou splnény podminky (d;) — (d4) z Definice diferenéni
algebry, jelikoz operace @ je asociativni, nula je vuéi ni neutralni prvek a 00 = 1H1 = 0.

Zkonstruovali jsme tedy diferencni algebru, jejiz nosi¢ ma stejnou mohutnost jako nosic
dané algebry D. Podle Tvrzeni 2.19 jsou uz spolu tyto algebry izomorfni. m

Tvrzeni 2.22. Trida DA je kvazivarieta.

Dukaz Podle Definice 1.8 si staci uvédomit, ze jsme tiidu DA definovali pomoci kvazii-
dentit. Podminky (d;) — (d3) jsou atomické formule, a tudiz kvaziidentity. Podminka (dy)
je potom s vyuzitim kontrapozice implikace ekvivalentni formuli (1 = 0 = Va : z = 0),
pficemz po vynechéni obecného kvantifikdtoru ziskame formuli: (1 = 0 = = = 0), ktera
uz je kvaziidentitou. [

Veéta 2.23. Kazdou alespori dvouprvkovou diferenéni algebru lze vnotit do kartézské moc-
niny dvouprvkové diferencni algebry.

Dukaz Necht D je diferencni algebra. Pokud je D konecéné, pouZijeme piredchozi Tvrzeni.
Necht je tedy D nekone¢nd, jeji mohutnost ozna¢me x. Vezméme k exemplaiu dvouprv-
kové diferencni algebry a vytvoime jejich kartézsky soucin. Tim jsme ziskali diferenc¢ni
algebru mohutnosti 2%, oznac¢me ji C. To, ze C' je diferenéni algebra plyne z toho, ze
dle predchoziho tvrzeni je tiida DA kvazivarieta a ta je podle Véty 1.11 uzaviena na
kartézské souciny. Uvazme néjakou podmozinu A ¢ C' mohutnosti &, obsahujici prvky
Oc,1¢c. V dalsim kroku vytvorme mnozinu B = AU {zx o y;x,y € A}. B je podalgebra
algebry C' (uzavienost na operaci ¢ jsme zajistili rozsifenim mnoziny A). Zbyva ukézat,
ze ma mohutnost x. To ale plyne z toho, ze jsme do mnoziny A pridali nejvyse -k novych
prvku a ze vztahu k - k = kK + k = Kk platicich pro kazdy nekonecny kardinal.

Nyni jiz muzeme podle Tvrzeni 2.19 izomorfné zobrazit D na B, ptislusné zobrazeni
je tudiz vnoreni D do C. m
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Tvrzeni 2.24. Trida DA je minimdlni kvazivarieta obsahujici netrividlni algebru.

Dukaz Bud K kvazivarieta, kterd obsahuje netrividlni algebru. Tato algebra musi byt
alespon dvouprvkova, oznacme ji A. Dvouprvkova DA je tedy jeji podalgebrou. Vzhledem
k uzavienosti kvazivariet na kartézské souciny musi byt ve tiidé K vSechny kartézské
mocniny algebry A. Podle ptedchozi véty jde ovSsem kazdou diferen¢ni algebru vnorit do
kartézské mocniny dvouprvkové diferencni algebry, tudiz ji 1ze vnorit i do néjaké kartézské
mocniny algebry A. Tedy DA C K. O
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3. Ortokomlementarni diferenéni svazy

V této kapitole se budeme vénovat studiu operace symetrické diference s doplnujici sva-
zovou strukturou. Za tuto strukturu byly zvoleny ortokomplementérni svazy (viz Defi-
nice 1.23), kterym je v poslednich letech (pfedevsim v souvislosti s kvantovou logikou)
vénovéna znacnd pozornost. Stejny postup je pouzit i v ¢lanku [16]. Jak se ukazuje, je
tato struktura zvolena vhodné, protoze piitomnost operace symetrické diference si vy-
nucuje ortomodularitu piislusného svazu ( viz Tvrzeni 3.5), a daji se tak pouzit nékteré
algebraické metody vyvinuté ke studiu ortomodularnich svazi. Zaroven si muzeme klast
prirozené otazky, zda tvrzeni platna pro tridu OML plati i pro takto vytvorenou t¥idu
(pro niz budeme pouzivat oznaceni ODL), piipadné jak upravit jejich znéni takovym
zpusobem, aby i pro ortokomplementarni diferenc¢ni svazy platila.

Tento pristup ke studiu symetrické diference v ortomodularnich svazech je pomeérné
novy (poprvé se objevuje ve vyse citovaném ¢lanku), ostatni autoii se pii studiu této
problematiky omezili na jazyk (A, V,1). Rozsifenim signatury o symbol /A pro operétor
symetrické diference (majici vlastnosti popsané v predchozi kapitole) dostaneme zcela
novou tfidu algeber (kterd mimochodem obsahuje tfidu B.A).

Poznamenejme jesté, ze jako dopliujici struktura by mohla byt zvolena i néjaka trida
posetu, napiiklad ortokomplementdrni posety (viz piislusna podkapitola). Tento pFistup
zvolili Prof. Ptak a RNDr. Matousek v pripravovaném ¢lanku. Dospéli tak k obecnéjsim
strukturdam, jejichz studium je (stejné jako studium tiidy ODL) teprve v pocatcich.

Definice 3.1. Bud L = (X,A,V,5,0,1,A), kde (X,A,V,1,0,1)jeOCLa A : X? — X
je binarni operace. Pak L nazyvame ortokomplementdrni diferenéni svaz (zkr. ODL),
jestlize pro libovolna x,y, z € X plati nasledujici podminky:

(D) zA(yLz)=(rAy) Az,

(Dy) 2 Al =xat 1 Az =at

D3) x Ay <z Vy.

Ttidu vSech ortokomplementarnich diferencnich svaziu budeme znacit ODL.

Bud L = (X,A,V,5,0,1,A) ODL. Pak OCL (X, A, V,*,0,1) budeme znaéit Lg,pp a
nazyvat jej supportem L. ODL L pak budeme ¢asto ztotoznovat s dvojici (Lgupp, 2).
Pfijméme umluvu, ze operace A mé prednost pred operacemi A, V; tedy napt. x Ay A z
znamena z A (y A z).

Tvrzeni 3.2. Bud L = (X,A,V,%,0,1,A) ODL. Pak algebra D;, = (X,A,0,1) je
diferencéni algebra. Navic, pro x € L je xPr = gt

Diitkaz Piedevsim si uvédomme, Ze z vlastnosti (D;) plyne 1 A1 = 1+ = 0. Nynf
dokazeme vlastnosti (dy) a (d3) z Def. 2.1. Bud tedy = € L.
(de) 2A0=2A1A)=zA)A1l=0A1=(z1)t =2z,
(d3) Nejprve ukazme, 7e v~ Azt = x A x:

Azt =@ A1) AAA)=2AAAN)Az=2AN0Ax =101
Nyni plat{ jednak 2 Az < zVz =z, jednak v Az = v+ Azt < 2t vat =zt Tedy
rANx<zAzxt=0.

Koneéné z1Pr :xADlexAlexLL. O
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Dusledek 3.3. Bud L konecny ODL. Pak L md 2™ proki.
Dikaz Plyne z Tvrzeni 3.2 a Tvrzeni 2.4. m

Tvrzeni 3.4. Bud L ODL, x,y € L. Pak
@Ay V(yAat) <z Ay < (zVy) Az Ayt

Dikaz V nasledujicich ivahédch vyuzijeme podminku (D3) a Tvrzeni 2.7, (d), (e): zAy <
sVy, zAy=zt Ayt <atvyl=(@Ay)t tudiz 2 Ay < (zVy)A(zAy)t Déle
(xAy)t =2t Ay < ztvy = (zAyt)t, z éehoz plyne x Ayt < 2 /Ay diky podmince (OC3)
z definice OCL. Analogicky se dokdze 2t Ay < z Ay, atedy (xAyt)V(yAzt) < zAy. O

Tvrzeni 3.5. Bud' L ODL. Pak jeho support Leuy, je OML.

Diikaz Budte z,y € L, x < y, y Azt = 0. Dokdzeme, 7e pak y = =.

Protoze z <y, platf (x AyH)V (yAzt) =y Azt (xVy) A(zAy)t =y Axt. Podle
Tvrzeni 3.4 to znamend, ze y Azt <z Ay <y Azx*, amusi tudiz byt Ay =y Azt
Podle predpokladu tedy x A y = 0. To ale dle Tvrzeni 2.7, (j), znamend, ze = = y. [

Nyni vSechny pojmy definované pro ortomodularni svazy, resp. pro diferencni algebry,
1ze uvazovat pro libovolny ODL L tim zpusobem, ze je vztahneme k jeho supportu Lgpp,
resp. k diferenc¢ni algebte Dy

Tedy napft., je-li L ODL, z,y € L, pak fekneme, ze prvky z,y komutuji (v L), jestlize
komutuji v OML Lgypp. Je-li X C L, pak fekneme, ze X je nezdvisld mnozina v L, je-li
X nezavisla mnozina v diferencni algebie Dy, (viz Definice 2.9).

Tvrzeni 3.6. Bud L ODL, x,y € L. Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
(a) 2 Cy;

(b)xDNy=(xAyt)V(yAat);

(c)zhy=(zVy) ANy

(d) v CzAy.

Dukaz (a)=(b), (a)=(c) Necht tedy x C y. Pak prvky z a y lez{ v téze Booleové
podalgebte svazu L a tudiz (z Ayt) V (y Azt) = (z Vy) A(x Ay)t, arovnosti z Ay =
(xAyt)V(yAzt)=(zVy)A(zAy)* plynou piimo z Tvrzeni 3.4.

(b)=(d), (¢)=(d) Necht napt. z Ay = (xAyt)V(yAzt). Protoze z C xAyt, z C yAxt,
plati 2 C (z Ayt) V (y Aat), atedy 2 C o Ay.

(d)=(a) Necht # C' x Ay. Z implikace (a)=(d) mdme zCz A (x Ay); piitom z A (x Ay) =
Y. [

Ukazme nyni dva jednoduché piiklady ortokomplementarnich diferencnich svazu.

Tvrzeni 3.7. Bud B BA. Pak existuje prdvé jedno zobrazeni \ : B x B — B splijici
vsechny podminky (D), (Ds) a (D3) z Definice 3.1.
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Dikaz Pro dukaz existence definujme zobrazeni A jakozto standardni symetrickou dife-
renci v Booleové algebie, tj. * Ay = (x Ayt) V (y A zt). Vlastnosti (D;), (Ds) a (D3)
jsou pak samoziejmé splnény.

Dokazme jednoznacnost. Bud tedy A; : B x B — B zobrazen{ téz splitujici podminky
(D1), (Dg) a (Dj3), tj. dvojice (B, A;) je ODL. Jsou-li nyni z,y € B, pak z C' y, a dle
Tvrzeni 3.6 plati z Ay y = (x AyT) V(y Azt) =2 Ay. O

Kazdou Booleovu algebru B budeme chapat téz jako ODL s jednoznacné definovanou
operaci A.

Priklad 3.8. Bud’ L = MO3 s prvky {0, 1,2, 2t y,yt, 2, 21 }. Pak existuje pravé jedno
zobrazeni A : L x L — L takové, ze x Ay = z a (L, A) je ODL. Vznikly ODL budeme
opét znacit MOs.

Nésledujici véta zodpovida otazku, pro¢ v obecném OML L nelze definovat operaci A
tak, ze bychom polozili t Ay = (z Ayt)V (y Axt), resp. x Ay = (x Vy)A(x Ay)t:

Tvrzeni 3.9. Bud L OML. Pro x,y € L polozme x Ayy = (x Ayt)V(yAxt), 2 Doy =
(xVy)A(xAy)t. Bud i € {1,2}. Pak plati:
operace A; je asociativni prdvé kdyz L je Booleova algebra.

Dikaz Je-li L Booleova algebra, pak samoziejmé pro libovolné prvky z,y € L plati
x A1y =1x Ay y a operace Ay je asociativni.

Obréceng, necht napf. operace A je asociativni, tj. splituje podminku (D;). Podminky
(D3) a (Dj3) spliuje samoziejmé vzdy. Tedy dvojice (L, A;) je ODL. Z Tvrzeni 3.6 nyni
plyne, ze pro kazdé x,y € L plati x C' y, tj. L je BA. O

Poznamenejme, ze Tvrzeni 3.9 je téz dokdzano piimo (tj. bez pouziti pojmu ODL) v
knize [1], strana 272.
Pokracujme nyni ve studiu vztahu mezi operaci A a komutativnosti v ODL.

Tvrzeni 3.10. Bud L ODL, x,y € L. Pak
r<ysrsAy=yAzt;
rlysrAy=xVy.

Diikaz Necht nejprve z < y. Pak plati  C y, Ay = 0, a tedy podle Tvrzeni 3.6

plati 2 Ay = (z Ayt) V (y Aat) = y A zt. Obréacenég, necht z Ay = y A xt. Pak

r=@Ay)Ay<(zAy)Vy=(yAz")Vy=y.

Druhou ekvivalenci dokazeme s vyuzitim prvni takto:
rlysr<yterAyt=ytArt s @Ayt =y Azt esrAy=yVa,

nebot (x Ayt)t =z Aytt=zAy. O

Lemma 3.11. Bud L OML, bud’te x,vy,x1, %2 € L, pricemiy = x1Vxa, 1 < 2, o < .
PakxCuy, z1=yANzx, 29 =y N2+,
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Diikaz Protoze z; <z, 2o < 25, je v C 21, v C 15. Odtud i o C 21 V 29, tj. 2 C 4.
Protoze x5 < zt, plati x < m% Protoze dale z; < x, plati z; < xQL, a tudiz z; C z,.
Tedy prvky x1,zo, x po dvou komutuji. Podle Tvrzeni 1.45 pak plati
yANr=(x; V) ANr=(r1 ANx)V(xa Ax) =121V O0 =2,
yArt = (Vo) Aot = (g Azt)V (zg Axt) =0V zy = 2o O

Tvrzeni 3.12. Bud' L ODL, x,y,2 € L, 2 Cy, 2 C 2. Pakx CyANzax Ay z =
(xANy) A (xAz).

Ditkaz Z komutativnosti plyne, ze y = (yAx)V (y Axt), z = (z Az) V (2 Azt). Protoze
(yAz) L(yAzt), (zAz) L (2 Azt), z Tvrzeni 3.10 plyne, 7e
y=@wWAx)AyAzt), 2= (zAx)A(zAzh).
Nyni
YAz = [(YAD) D (AT Al(2A2) A(2Az)] = [(yAD) A (2AD)| DAz A2 Az,
Piitom (y Ax) A (zAx) < (yAz)V (2 Az) < 2. Analogicky (y Azt) A (z Axt) <zt
Jetedy [(yAx) A (zAx)] L[(yAzt) A (2 Azt)]. Dle Tyvrzeni 3.10 tedy
yAz=[ynz)A(EAD)]VI[yAzt) A (zAzh).
Konecng, protoze (y Az) A (zAx) < o, (yAzt) A (z Azt) < 2zt tvrzend plyne z
Lemma 3.11. U

Tvrzeni 3.13. Bud L ODL, x € L. Pak mnozina C(x) (viz Definice 1.31) je podalgebra
v L.

Dukaz Podle Tvrzeni 1.44 je mnozina C(x) podalgebra v Lg,,p. Uzavienost na operaci
A plyne z Tvrzeni 3.12. O

Tvrzeni 3.14. Bud L, x,y € L. Pak
(a) zVxANy=2xVy;
(b) x AN Ny=x Ayt

Dikaz (a) Plati (zVa Ay) Cx, (xVaAy) C (xAy), atudiz podle Tvrzeni 3.12 téz
(xvaxlAy) C (zA(xAvy)). Protoze ale z A (x Ay) =y, dokdzali jsme, ze (zVaAy) Cy.
Odtud pak

eV Ay=[xVvz Ay VylAllaveAy)Vyt] = (@Vy AllzVyt) Ve Ay
Konecné (zVyt) Ve Ay > (x AyH) Ve Ay = (x Ay)tVaAy=1. Musitedy piimo
byt (zVyt) Ve Ay=1. To tedy znamena, 7e

sVrxAy=xVy A[lzVy)VzAyl=(xVy)Al=xVy.
M) Plati e Az Ay =(z Az Ay)tt = (@t vzt Ayt =(zt vyt =2z Ayt O

*]

Poznamenejme, ze bod (a) predchoziho tvrzeni je zesilenim podminky (D3) z definice
ODL.

Tvrzeni 3.15. Bud L ODL, x € L. Pak bud x leZ{ v prdvé jednom bloku, nebo aspori ve
trech blocich.
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Dikaz Sporem. Necht z lez{ v pravé dvou blocich By, By. Pak existuji prvky y € By,
2z € By takové, ze y, z nekomutuji. Protoze x C' y, x C z, podle Tvrzeni 3.12 téz = C
(y A 2). Musi tedy byt bud y A 2z € By, nebo y /A z € By. Vzhledem k symetrii muzeme
predpokladat, ze y A z € By. Protoze téz y € By, plati y C' (y A z). Podle Tvrzeni 3.6
pak y C z, coz je spor. n

Poznamenejme, ze ma-li OML L 2" prvku, pak jesté nemusi byt supportem pro néjaky
ODL K. Za L stac¢i vzit napt. horizontalni sumu OML s nésledujicim Greechieho diagra-
mem:

a

a dvou exemplaiu ¢tyiprvkové Booleovy algebry. V.OML L pak prvek a lezi v pravé dvou
blocich. Podle Tvrzeni 3.15 pak L nemuze byt supportem pro zadny ODL.

Pravé sestrojeny OML L m4 16 (= 2%) prvki. Poznamenejme jesté, Zze L m4 nejmensf
mozny pocet prvku. (Presnéji: ¢islo 4 je nejmensi prirozené ¢islo n takové, ze existuje
OML L s 2" prvky jez neni supportem pro zadny ODL.) Je-li totiz K OML s osmi prvky,
pak bud K je Booleova algebra, nebo K je MOs. Jinym piikladem OML, ktery neni
ze stejného duvodu supportem pro néjaky ODL je Dilworthtuv svaz, jehoz diagram je v
podkapitole vénované Greechieho diagramum na Obréazku 2 vpravo.

Tvrzeni 3.16. Bud L ODL, ¢ € C(L). Pak algebra L¢ je opét ODL. Navic, (L)supp =
(LSUPP)C'

Dikaz Podle Lemmatu 1.51 je L¢ OML. Staci tedy ukézat, Ze jsou splnény podminky
(D1), (D2) a (D3) z Definice 3.1. Pfitom platnost podminek (D) a (D3) se nahlédne lehce,
nebot se uvedené vlastnosti pfenesou ze svazu L na podsvaz L. Zbyvéa tedy pouze oveérit
podminku (Dy). Bud tedy x € [0p,c|. Pak @ Ape 17 = 2 A c = ¢ Azt = xte. Rovnost
17c Are o = o< plyne z komutativity operace A.

Konecne, rovnost (L)supp = (Lsupp)© j€ zfejma. O

3.1. Mnozinova reprezentovatelnost ODL

Dalsi z mnoha zajimavych otazek tykajici se ttidy ODL je problém mnozinové reprezen-
tovatelnosti svazu z této tiidy. V ¢lanku [16] je vénovana této tématice kapitola 6, kde je
ukazano, ze ttida mnozinove reprezentovatelnych ODL tvoii varietu. Shrime zde vysledky
formulované v tomto ¢lanku.

Definice 3.17. Bud X néjakd mnozina, necht Q C P(X) (kde P(X) je mnozina podmnozin
X). Pak dvojici (X, Q) nazveme D-okruh, jestlize

X e,

VA, B € Q:AAB € Q (kde A je symetrickd diference mnozin).
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Tvrzeni 3.18. Necht (X,Q) je D-okruh. Pak
(a) D €Q,

(b)) VA€ Q: A€ Q (where A° = {x € X;x ¢ A}),
()VA,BEQ:ANB=0= AUB € Q.

Dukaz (a) Jelikoz X € Q, musi i XAX =0 € Q
(b) Bud A € Q. Pak XAA = A° € Q.
(¢) Kdyz A, B€Q: ANB =0, tak AUB = AAB € Q. O

Definice 3.19. Necht L je ODL. Rekneme, ze L je mnozinové reprezentovatelny ODL,
jestlize existuje D-okruh (X, Q) takovy, ze (L, <,0,1,A) = (Q,C, 0, X, A). Svaz (Q,C
.0, X, A) budeme oznacovat Ly q).

V souladu s anglickym pojmenovanim budeme pro mnozinové reprezentovatelny ODL
pouzivat zkratku SRODL (set representable ODL), tfidu vSsech mnozinové reprezentova-

telnych ODL pak ozna¢ime SRODL.

Tvrzeni 3.20. Bud L ODL. Pak L je mnoZinové reprezentovatelny prdvé tehdy, kdyz
existuje mnozina M a zobrazeni f : L — P(M) takové, Ze plati nasledugjici podminky:
Ve,ye L:x<y< f(z) C fy),

Vo,y € L: f(x Ary) = f(x) A f(y).

Diukaz Kdyz L je mnozinové reprezentovatelny, uvazime D-okruh (X, (), za zobrazeni
f vezmeme prislusny izomorfismus a uvedené podminky samoziejmé plati. Staci tedy
dokazat, ze uvedené dvé podminky jsou postacujici.

Oznac¢me X = f(1) C M, Q = f(L) = {f(x);x € L}. Pak z druhé podminky plyne,
ze dvojice (X, Q) je D-okruh. Déle, z prvni podminky plyne, Ze f je izomorfismus posetu
(L, <) na poset (€2, C). Konecné plati:

f(0) = f(0AL0) = f(0)Af(0) =0,

fla) = flelArl) = f(2)Af(1) = f(2)AX = (f(2))".

Tedy f je hledany izomorfismus. m

Definujme nynfi jesté nékteré pojmy, které budeme v nésledujicich tvrzenich potiebovat.
Nejprve pripomeneme definici idedlu pro ortomodularni svazy a pak zavedeme pojem
d-idedlu pro tiidu ODL. Pojem idedl (i k nému dudlni pojem — filtr) by slo obecnéji de-
finovat i pro posety, jelikoz jsou ale v centru naseho zajmu predevsim horizontalni sumy
Booleovych algeber (které uz jsou ortomoduldrnimi svazy), budeme vSechny definice a
tvrzeni uvadét pro svazové struktury.

Definice 3.21. Bud L {0,1}-svaz, [ C L, F C L.

Rekneme, ze I je idedlv L, jestlize jsou splnény nasledujici podminky (pro kazdé x,y € L) :
(a) 0, €1,
(byxel, y<z=yel,
(c)z,yel=zVyel.

Idedl I se nazyva vlastni, jestlize 1, & I (nebo ekvivalentné: I # L).
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Definice 3.22. Bud L OML, I C L, F C L.
Rekneme, ze I je prooidedl v L, jestlize

(a) I jeidedl v L,

(b) Vo € L: bud z € I nebo z+ € I.

Definice 3.23. Bud L ODL, I C L.
(A) Rekneme, ze I je d-idedl v L, jestlize jsou splnény nésledujici podminky (pro kazdé
z,y€L):
(a) 0, €1,
b)yxel, y<z=yel,
)z, yel=xAyel.
(B) Rekneme, ze I je d-prvoidedl v L, jestlize plati :
(a) I je d-idedl v L,
(b) Vo € L: bud z € I nebo z+ € I.

Ukazme si, v jakém vzajemném vztahu jsou pojmy idedl a d-ideal.
Tvrzeni 3.24. Bud L ODL. Pak kaZdy idedl v L je rovnéZ d-idedlem v L.

Diukaz Bud [ ideal v L. Ovérme platnost podminky (c) z Def. 3.23. Bud'te x,y € I. Pak
(protoze I je idedl) jeixzVy € I. Jelikoz x Ay < xVy, musi téz z Ay € I. n

Tvrzeni 3.25. Bud B Booleova algebra, I C B. Pak I je d-idedl v B prdvé kdyz I je
wdedl v B.

Dikaz Jestlize I jeideal v B, pak podle predchoziho tvrzeni je I rovnéz d-idedl. Obracené,
nechf I je d-idedl v B. Budte x,y € I. Protoze B je BA, plati z Vy = 2 A (y A at).
(S vyuzitim distributivnosti v Booleovych algebrach musi totiz byt: z A (y A zt) =
@AyAzDHYVEtAAa) =2V (yAat) = (@Va)A(zVy) =axVy.) Je-
likoz y Axt <y ay € I, vidime, ze y A - € I. Podminka (c) z Def. 3.23 nyni implikuje,
7e x A\ (y ANxt) € I. To znamend, 7e z Vy € I. O

Poznamenejme, ze obecné d-idedly nejsou idedly. Napt. v ODL MOj (viz Obrazek 1)
je mnozina I = {0,z,y, 2} d-idedl (dokonce d-prvoidedl), ale I neni idedl (neobsahuje
totiz prvek z V y = 0.

V ¢lanku [16] je dokazéna nasledujici charakterizaéni véta, kterou budeme od této
chvile ¢asto vyuzivat. K jejimu dukazu je rozpracovana technika vyuzivajici ohodnoceni
prislusného ortokomplementarniho diferenc¢niho svazu, kterou zde rovnéz ukazeme.

Definice 3.26. Bud L ODL, e : L — {0,1}. Pak e nazveme ODL-ohodnoceni (zkrécené
ohodnoceni nebo evaluace ) na L, jestlize jsou splnény nésledujici podminky pro libovolné

x,y € L:

(E1) e(1z) =1,

(E2) <y =e(r) <e(y),
(E3) e(rAy) = e(x) ® e(y).

Ozna¢me &£(L) mnozinu vsech ohodnoceni na L.
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Tvrzeni 3.27. Bud L ODL. Pak L je mnoZinové reprezentovatelnyy ODL prdvé tehdy,
kdyz plati:
Va,be€ Lya £b3Jee &(L):e(a)=1,e(b) =0.

Diukaz (=) Necht L = L(x ), kde (X,Q) je svazové usporddany D-okruh. Pro z € X
definujme zobrazeni e, : @ — {0,1} takto:

je-li A € Q, pak e, (A) = 1 pokud = € A, e, (A) =0 pokud z & A.
Dokazme, Ze takto definované zobrazeni e, je evaluace na L. Pro A, B € §Q plati:

Gx(lL) = ex(X) = 1;

je-li A < B, pak A C B, a tudiz e,(A) < e,(B);

k dukazu rovnosti e, (AAB) = e,(A) @ e,(B) staci rozligit ¢tyfi piipady x € A, x & A
ar € B, x ¢ B:
Kdyz z € A, © € B, tak « ¢ AAB, tedy e,(AAB) = 0, e,(A) = 1, e,(B) = 1 a plati
e.(AAB) = e, (A) @ e.(B).
Kdyz x € A, x ¢ B, tak © € AAB, tedy e,(AAB) =1, e,(A) = 1, e,(B) = 0 a opét plati
vyse uvedend rovnost.
V piipadé x € A, x € B je x € AAB, tedy e,(AAB) = 1 a zaroven e, (A) =0, e,(B) =1
a opét plati e,(AAB) = e,(A) ® e, (B).
V poslednim piipadé x € A, x ¢ B plati v ¢ AAB, tudiz e,(AAB) = 0, e,(A) = 0,
e.(B) =0, a proto e, (AAB) = e,(A) @ e,(B).

Bud'te nyni A, B € Q, A € B. Pak existuje prvek z € A takovy, ze z € B. Pro tento
prvek x plati e, (A) =1, e,(B) = 0.
(<) Obracené, necht plati podminka z pravé strany ekvivalence. Pro z € L oznatme
f(z) ={e € E(L);e(x) = 1}. Ukdzeme, ze takto definované zobrazeni f : L — P(E(L))
splnuje obé podminky z Tvrzeni 3.20:
(a) Necht nejprve x < y. Necht e € f(x), tj. e(z) = 1. Podle (Ey) pak e(z) < e(y); musi
tudiz byt e(y) = 1 a tedy e € f(y). Dokazali jsme, ze f(z) C f(y).

Obrécene, necht # £ y. Pak podle naseho predpokladu existuje e € E(L) tak, ze
e(a) =1, e(b) =0. Tudiz f(z) € f(y).
(b) f(zAry) = {c € E(L);e(wAry) = 1} = {e € E(L); e(x) & ey) = 1}
={ee€ &(L);(e(xr) =1 .a. e(y) =0) .nebo. (e(x) =0 .a. e(y) = 1)} = f(z)Af(y). O

Tvrzeni 3.28. Necht L je ODL.

(1) Je-li e evaluace na L, pak mnozina I. = {x € L; e(x) = 0} je d-prvoidedl v L.

(2) Obracene, je-li I d-prvoidedl v L, pak zobrazeni ey definované takto:
ef(zr)=0proxel,ef(x)=1proxe L\I

je evaluace na L.

Dikaz (1) Bud L ODL, e evaluace na L. Ovéime, ze I, = {z € L; e(z) = 0} je
d-prvoidedal v L, nejprve ukazme, ze se jednd o d-ideal: Splnénost podminky 0, € I. plyne
z toho, ze e(0p) = e(1, A1) = e(1y) ®e(ly) = 1@ 1 = 0. Podminka =z € I, y <
x = y € I, je splnéna diky podmince (Es) z definice ohodnoceni, a koneéné podminka
x, y € I, =z Ay € I, plati diky nésledujici uvaze: je-li z, y € I, pak e(x) =0, e(y) =0
a s vyuzitim podminky (E3) musi platit e(z A y) = e(x) @ e(y) = 00 = 0, a tedy
x Ay e l.

33



Zbyvé ukazat, ze I, je d-prvoidedl. Zvolme libovolny prvek x € L, chceme dospét k
nésledujicimu tvrzeni: bud = € I, nebo z+ € I.. Kdyby x € I, a zdroven x+ € I, tak i
xNxt =17 € I, tedy e(1L) = 0, coz je spor. Pro spor nyni predpokladejme, ze = & I,
xt & 1. Pak ale e(z) = 1, e(zt) = 1, a tedy e(x A at) = e(z) @e(zt) =11 = 0.
Potom ale opét e(1) = 0, zase jsme dospéli ke sporu. Tud{z pravé jeden z prvki z, zt
lezi v idedlu ..

2) Bud' I d-prvoidedl v L. Ovéime, 7e vyse definované zobrazeni e; je ohodnoceni na
L. Nejprve splnénost podminky (E;): Z toho, ze I je d-prvoidedl a z faktu 0y € I plyne,
ze 1, ¢ I, a tedy e;(1) = 1. Podminka (E3): Bud z < y. Pokud e;(y) = 1, neni co
dokazovat a plati er(z) < e;(y). Kdyz e;(y) =0, tak y € I a podle (b) v definici d-idealu
yel, x<y=zeclatedye/zr)= 0. Kvali podmince (E3) e(zAy) = e(z) ® e(y)
rozliSme ctyti piipady:

Kdyz x € I, y € I, tak Ay € I, tedy e(zAy) = 0, e(z) = 0, e(y) = 0 a plati e(zAy) =
e(x) ®e(y).

V pifpadé z € I, y € I diky tomu, ze I je d-prvoidedl plati y*+ € I, a tudiz Ayt € I.
Oviem zAyt = (zAy)*, tedy e((xAy)t) = 0 a e(zAy) = 1. Celkem tedy e(z) = 0,
e(y) =1 a plati e(zAy) = e(x) ® e(y).

Zbylé dva piipady (z € [,y l axz &1,y & I) se dokdzi analogicky:

Jestlize v ¢ I, y € I, pak 2t € I, a tudiz 2 Ay = (zAy)*t € I. Tedy e((zAy)*t) =0 a
e(xAy) = 1. Celkem tedy e(z) =1, e(y) = 0 a e(xAy) = e(z) ® e(y).

V poslednim pifpadé z & I, y € I, tak x- Ayt = zAy € I, tedy e(zAy) = 0, e(x) = 0,
e(y) = 0, opét plati e(zAy) = e(x) @ e(y). O

Véta 3.29. Bud L ODL. Pak L je mnoZinové reprezentovatelnyy ODL prdvé tehdy, kdyZ
plati:
Vao,y € L,xt £y : existuje d-prvoidedl I v L takovy, Ze x,y € I.

Dikaz K dukazu vyuzijeme ptredchozich dvou tvrzeni. Podle prvniho z nich pro kazdé
z,y € Lzt £ y existuje ohodnoceni e € £(L) takové, ze e(z') = 1,e(y) = 0. Diky
druhému tvrzeni pak muzeme podle tohoto ohodnoceni definovat d-prvoideal I v L tak,
ze xt € I,y € I. Jelikoz I je d-prvoidedl, musi uz platit = € I. n

3.2. Horizontalni suma BA

V této podkapitole se seznamime se zajimavou podtiidou tfidy ODL. Bude se jednat
o ty ortokomplementarni svazy se symetrickou diferenci, které jsou horizontdlni sumou
Booleovych algeber. Nejprve si ale uvédomme nasledujici fakt:

Tvrzeni 3.30. Horizontdlni suma Booleovych algeber je ortomoduldrnim svazem.

Dikaz Podle Tvrzeni 1.55 je kazda Booleova algebra ortomoduldrnim svazem. Hori-
zontalni suma ortomodularnich svazu je pak dle 1.30 opét OML. n
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Definice 3.31. Oznatme HOR tiidu vsech ODL L takovych, zZe jejich support Lgupp je
horizontalni sumou svych bloku.
Tedy L € HOR pravé kdyz plati tyto dvé podminky:

L je netrivialni ODL, tedy 0 # 1 ,

VBl, B; € BI(L) . By 7£ By = BN By = {OL, lL}

Definice 3.32. Bud L horizontélni suma BA. Nechf B je néjaky blok v L. Rekneme, ze
prvek a € B je vlastni prvek bloku B, jestlize a # 0 .a. a # 1.

Nabizi se otazka, zda kazdy OML L, ktery je horizontalni sumou Booleovych algeber
a |L| = 2" pro néjaké prirozené ¢islo n uz je supportem pro néjaky ODL M. Obecné
tomu tak byt nemusi, jak ukaZe nasledujici piiklad. Pied nim uvedme ale jesté pomocné
tvrzeni:

Tvrzeni 3.33. Necht L € HOR, ktery je tvoren k bloky By, ..., By. Necht v € B;,y €
Bii#j,1<i,j<k,z,y#0,z,y#1 (tj. x,y jsou vlasini proky z riznych bloku). Pak
prvekx Ay & B, vt Ay & B;.

Dukaz Necht x Ay = 2. Podle bodu (g) Tvrzeni 2.7 plati # A z = y. Kdyby 2z € B;,
tak by vzhledem k uzavienosti Booleovych algeber na symetrickou diferenci muselo platit
y=x Az € B;, coz je spor. K obdobnému sporu dospéjeme, pokud z € B;, pak totiz
r=yA z € DB, O

Piiklad 3.34. Bud L horizontalni suma dvou osmiprvkovych Booleovych algeber a jedné
ctytprvkové Booleovy algebry. Pak L neni supportem pro zadny ODL.

Dikaz Uvazme vyse uvedeny OML L, bloky odpovidajici osmiprvkovym Booleovym al-
gebram ozna¢me Bi, Bs, blok odpovidajici ¢tyiprvkové BA oznaé¢me Bs. Uvédomme si,
ze L ma 16 prvkua ( Op, 1z, 6 vlastnich prvku z bloku By, 6 vlastnich prvka z bloku By, 2
vlastni prvky z bloku Bs). Zvolme nyni libovolné 3 ruzné vlastni prvky z,y, z z bloku B;
a vlastni prvek u z bloku B,. Vlastni prvky bloku B; ozna¢me v a v*.

Necht A je operace ¢inici z L ODL. Zaméime svoji pozornost k prvkium z A u, y A u,
z A\ u. Podle Tvrzeni 3.33 nemuze byt zadny z téchto prvka v bloku B; ani Bs. Jedinym
zbyvajicim blokem ve svazu L je Bs, viechny tyto prvky tedy lezf v ném. Zadny ze trojice
prvka x A wu, y A u, z A u navic nemuze byt roven Oy, ¢i 1, protoze 0y, € By, 11, € B;.
Alespon 2 prvky z x Au, y Au, z Aw jsou tedy rovny jednomu z prvki v, v*. Bez Gjmy na
obecnosti muzeme predpokladat, ze napt. t Au = v, y Au = v. Potom ale t Au =y Au,
a dle Tvrzeni 2.7 (h) (s vyuzitim komutativity operace A) x = y. To je ale spor s tim, ze
jsme prvky z,y, z volili ruzné. O

Zavedme nyni pojmy HBA-posloupnost a ODL-posloupnost, které popisuji ortomo-
dularni svazy vytvorené jako horizontdlni sumu Booleovych algeber. Jednotlivé prvky po-
sloupnosti popisuji pocet prvku v Booleovych algebrach, jejichz horizontalni suma tvori
vysledny ortomodularni svaz. Omezime se na kone¢né horizontalni sumy, vystacime tedy
s koneé¢nymi posloupnostmi.
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Obrazek 5: Horizontalni suma BA, ktera neni supportem pro zadny ODL.

Definice 3.35. HBA-posloupnosti nazveme posloupnost 21, ..., 2% takovou, ze

ST (2K —2) = 2m — 2,

i=1
ODL-posloupnost bude takova HBA-posloupnost, ze OML, ktery popisuje, je uz suppor-
tem pro néjaky ODL.

Jelikoz u OML, ktery je horizontalni sumou Booleovych algeber, nezalezi na poradi
jednotlivych bloku, budeme vzdy predpokladat, ze v HBA-posloupnosti jsou jeji prvky
usporddany sestupné, tj. je-li 251, ..., 2¥» HBA-posloupnost, pak 28t > 2k2 > > 2km,

Tvrzeni 3.36. Kazdd HBA-posloupnost musi mit lichy pocet prvki.

Diikaz Bud 2%, ..., 2= HBA-posloupnost. Ze vzorce definujictho HBA-posloupnost plyne:
2k 4 2km =2n 24 2.,
tedy
2k 4 4 2km =27 4 9(m — 1).
Po vydéleni obou stran rovnosti dvéma dostaneme
k=l 4 2km=l = on=1l 4 (1;m — 1),
Jelikoz 2M~1 + . 4 2F=~1 je sudé a 2"~ je rovnéz sudé, musi byt sudé i (m — 1), a tedy
m je liché. O

Jak je na zakladé vyse uvedeného prikladu ziejmé, ne kazdda HBA-posloupnost je
zaroven ODL-posloupnosti. Ve zminéném piipadé problém spocival v tom, ze v prislusném
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OML byly 2 velké bloky a pouze jeden zbyvajici maly, do néjz se nemohly vtésnat sy-
metrické diference dvojic prvku z velkych bloku tak, aby zustaly v platnosti vSechny
charakteristické vlastnosti operace /A. Muzeme vyslovit nésledujici obecnéjsi tvrzeni:

Tvrzeni 3.37. Bud H = 2" ... 2k» HBA-posloupnost, m > 3. Pokud 2¥*—2 > 5~ (2Fi — 2),
i=3
tak H neni ODL-posloupnostsi.

Dikaz Bud L OML odpovidajici HBA-posloupnosti H. Necht B; je blok odpovidajici
prvnimu ¢lenu posloupnosti, je to blok maximalni velikosti v L (vzhledem k tomu, ze
kazdd HBA-posloupnost je uspordddna sestupné) a ma 28 — 2 vlastnich prvki. Druhému
¢lenu posloupnosti necht odpovida blok By. Zvolme né&jaky vlastni prvek a € Bs libovolné.
Pak pro kazdy vlastni prvek z € By, t Aa & By, xt Aa & B,. Pokud zvolime ruzné vlastni
prvky z,y € By, podle Tvrzeni 2.7 (h) museji byt ruzné i prvky = A a, y A\ a. Téchto

prvki je 28 — 2 a museji se (podle Tvrzeni 3.33) rovnat riznym vlastnim prvkim bloki

Bs, ..., B,,. Pokud je tedy 2" —2 > 5~ (2% — 2), nelze na daném OML dodefinovat operaci
i=3
symetrické diference. m

Ukazme si nyni jednu metodu konstrukce svazu ze ttidy HOR.

Definice 3.38. Bud B netrividlni BA, B C Sub(B). Rekneme, ze B je rozklad algebry
B, plati-li:

UB = B,

VBI,BQ eB:.: B %B2$31m32:{0,1}7

jestlize |B| > 4, pak VB, € B : |By| > 4.

Tvrzeni 3.39. Bud B BA, B rozklad algebry B. Necht OML K je horizontdlni sumou
vSech algeber ze systému B. Pro x,y € K (= B) polozme x Ay = x Apy. Pak dvojice
Ly = (K, ) je ODL.

L se realizuji v B

Dukaz Podminky (D;) a (D2) jsou ziejmé, jelikoz operace A i operace
i v Lg stejné. Dokézeme tedy zbyvajici podminku (Dj) :

Bud'te z,y € B. Existuje-li By € B tak, ze 2,y € By, pak Vg y = z Vg y, a tedy
rANy=xApy <xVpy=xVgy. jestlize takovy blok B; neexistuje, pak z Vg y =1, a

nerovnost z A y < x Vi y plati automaticky. O

Priklad 3.40. Bud B Booleova algebra takova, ze |B| = 32. Pak B lze rozlozit pomoci
vyse popsané konstrukce tak, ze vyslednym ODL je horizontalni suma péti osmiprvkovych
Booleovych algeber.

Dikaz K tomu, aby sla B uvedenym zpusobem rozlozit staci ukazat, ze na ni existuje
vhodny rozklad B. Uvazme proto nasledujici podalgebry B;, Bs, Bs, B, a Bs, které
budou hledany rozklad tvofit. Pouzijeme mnozinovou reprezentaci Booleovych algeber,
kde atomy v algebfe B budou oznaceny 1,2,3,4,5. Nejmensim prvkem B bude () =
0p, nejvétsim pak {1,2,3,4,5} = 1p (coz budeme zkracené zapisovat 12345, analogické
zkraceni pouzijeme i pro ostatni prvky algebry B).
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By = {05,15,1,24,35,124, 135, 2345}

By ={0p,15,2,13,45,123,245,1345}

By = {0p,15,3,14,25,134,235, 1245}
e B, ={0p,15,4,15,23,145,234, 1235}
o B; ={0p,15,5,12,34,125,345, 1234}

Je ziejmé, ze prunikem kazdych dvou ruznych podalgeber z rozkladu B jsou pouze
prvky {0p, 15}, a tudiz horizontdlni suma péti osmiprvkovych BA tvoif ODL. Diagram
této Booleovy algebry, na kterém jsou jednotlivé podalgebry B; az Bs barevné odliseny,
se nachazi jako barevna priloha na konci préce. O

Nyni uvedme nékteré jednoduché vlastnosti horizontdlni sumy Booleovych algeber,
které budeme potiebovat dale:

Tvrzeni 3.41. Bud L € HOR.

(a) Bud'te x,y € L, y < x a necht x € B € BI(L). Pak téZ y € B.

(b) Je-li x € L, x ¢ {0,1}, pak prvek x lezi v prdvé jednom bloku z BI(L).

(¢) Necht n > 2, x1,...,x, € L pricemZ z;|px; pro kazdé i # j. Pak kaZdy z proki
X1, ..., X, leZi v prave jednom bloku ze systému BI(L).

Dukaz Tvrzeni (a): Jelikoz y < x, plati y C' = a prvky z, y musi lezet ve stejném bloku.
Tvrzeni (b): Jelikoz L € HOR, jsou jedinymi spole¢nymi prvky jednotlivych bloku 0, 1.
Protoze prvek x neni roven 0 ani 1, musi lezet v pravé jednom bloku.

Tvrzeni (c): Z predpokladu ”x;|x; pro kazdé i # 57 plyne, ze zadny z prvku w1, ..., z,
nemuze byt roven 0 nebo 1. Nyni staci uzit bod (b). O

Nabizi se otazka, zda kazdy konecny ODL, ktery je horizontalni sumou Booleovych
algeber, musel uz vzniknout vyse popsanou konstrukei. Formalnéji feceno, zda ke kazdému
ODL L € HOR majicimu 2" prvka uz existuje Booleova algebra B majici rovnéz 2"
prvku a jeji rozklad B takovy, ze bloky v L odpovidaji podalgebram v B tvoticim B.
Odpoveéd na ni bohuzel neni zatim zndma. Toto tvrzeni je urcité pravdivé pro ty HOR,
jejichz mohutnost je mensi nebo rovna 32 (jak je ukdzano v zavéru této podkapitoly).
Domnivame se ovSem, ze uvedené tvrzeni plati pro kazdy konecny HOR.

Uved'me jesté jedno tvrzeni tykajici se svazi ze tiidy HOR.

Tvrzeni 3.42. Bud L € HOR, |L| = 2" pro néjaké prirozené cislo n. Jestlize existuje
blok By v L takovy, Ze |By| = 2", tak vsechny ostatni bloky v L museji mit velikost 4.

Dukaz Kdyby existoval v L néjaky blok By # B takovy, ze |Bs| > 4, tak uz podle
Tvrzeni 3.37 neni posloupnost piislusejici svazu L ODL-posloupnosti. To je ale spor s
tim, ze L je ODL. O]

Tvrzeni 3.43. Bud L € HOR, |L| < 32. Pak L vznikl rozloZenim z Booleovy algebry.
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Diikaz Bud tedy L € HOR, rozlisme ndasledujici piipady:

(1) |L| =1, |L| = 2, |L| = 4: ve vSech téchto piipadech je L piimo Booleova algebra a
neni co dokazovat.

(2) |L| = 8, pak je L bud BA, nebo je to svaz MOs, ktery vzniknul rozlozenim osmiprv-
kové BA podle rozkladu tvoreného tremi ¢yiprvkovymi podalgebrami osmiprvkové BA.
(3) |L| = 16, pak je opét L bud BA, nebo je to svaz MO, ktery vzniknul rozloZenim
Sestnactiprvkové BA podle rozkladu tvoreného sedmi ¢yiprvkovymi podalgebrami, nebo
se jedna o horizontélni sumu jedné osmiprvkové BA se ¢tyfmi ¢tyiprvkovymi BA (jind
moznost — horizontalni suma dvou osmiprvkovych BA a jedné ¢tyiprvkové — nemuze kvuli
predchozimu tvrzeni nastat, viz také priklad na Obrézku 5). Ve vsech téchto piipadech
Ize najit v Sestnactiprvkové BA podalgebry odpovidajici blokum v L.

(4) |L| = 32, opét muze byt L (a) BA (v tom piipadé neni co dokazovat), nebo je to (b) ho-
rizontalni suma Sestnactiprvkové BA s osmi ¢tyiprvkovymi BA — diky predchozimu tvrzeni
jsou timto vycerpany vSechny moznosti, kdy je soucasti horizontalni sumy Sestnéactiprvkova
BA, nebo je to (c¢) horizontalni suma nékolika (nejvyse vsak péti) osmiprvkovych Boo-
leovych algeber, pricemz zbyvajici prvky L (jsou-li néjaké) lezi ve ¢tyiprvkovych BA, ¢i
(d) L je MO,5. Ve vsech téchto pripadech existuje rozklad na BA takovy, ze podalgebry
rozkladu odpovidaji blokum v L, bod (c¢) je podrobné popsén v Piikladu 6, prislusny
diagram této BA lze pak nalézt v barevné obrazové priloze. n

3.3. Mnozinové reprezentovatelné HOR

V této podkapitole vztahneme vysledky tykajici se mnozinové reprezentovatelnosti or-
tokomplementédrnich diferenénich svazu na tiidu HOR. Jak je ukdzéno v ¢lanku [16],
nékteré svazy ze tiidy HOR jsou mnozinové reprezentovatelné, jiné nikoli. Ptiklad HOR,
ktery neni mnozinové reprezentovatelny, je ukazan ve vyse citovaném ¢lanku na strané 21
jako Example 8.14. V této podkapitole se ale budeme vénovat predevsim svazum ze tiidy
HOR NSRODL. Nejprve vyslovme nasledujici charakteriza¢ni vétu:

Tvrzeni 3.44. Bud L € HOR. Pak L je SRODL prdvé kdy? plati ndsledujici podminka:
Va,y € L: jestlize x|y, pak existuje d-prvoidedl I v L takovy, Ze x,y € I.

Ditkaz (=) Necht tedy L je SRODL. Bud'te z,y € L, x|ry. Pak nemtze byt xt < y
(jinak by y C z). Existuje proto (podle Véty ) d-prvoidedl I v L takovy, ze z,y € I.
(<) Obrdcené, necht plati dand podminka. Ukazme nejprve, ze pak plati:

Ve € L,z # 1: existuje d-prvoidedl I v L takovy, ze x € I.
Bud tedy x € L, x # 1. Rozlisme dva piipady:
(a) L je BA — pak je tvrzeni zfejmé.
(b) L neni BA

Bud B blok v L takovy, ze x € B. Protoze L neni BA, existuje ddle n&jaky blok
B’ # B. Zvolme y € B', y ¢ {0,1}. Prvek 2’ € B zvolme tak, aby 2’ € B\ {0,1}, z < a’
(je-li  # 0, muzeme vzit pifmo 2’ = z). Pak 2/[py a dle naseho predpokladu existuje
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d-prvoideal I v L takovy, ze 2’,y € I. Protoze x < a2/, je téz x € I.

Nyni dokonéime diikaz, Ze L je mnozinové reprezentovatelny. Budte =,y € L, o+ £ v.
Ukazeme, ze pak existuje d-prvoidedl I v L takovy, ze z,y € I. Jestlize z|py, pak existence
prvoidedlu I plyne pifmo z naseho predpokladu. Necht tedy = C' y. Bud B blok v L
takovy, 7Ze z,y € B. Protoze 2+ £ v, je x V y < 1. Z predchoziho nyni plyne, Ze existuje
d-prvoidedl I v L takovy, ze x V y € I. Pak ovSem samoziejmé téz x € I, y € I. O]

Uved'me do souvislosti jesté pojem kvaziidedlu (ktery byl definovan ve druhé kapitole)
s pojmy d-idedl, piipadné d-prvoideadl.

Tvrzeni 3.45. Bud L € HOR, I C L. Pak plati:

I je d-idedl v L prdve kdyz
(1) I je kvaziidedl v L (tj. I je kvaziidedl v diferencni algebre Dy,),
(2)VBeBl(L)Ve,yc B:xe€l .a.y<z=yel.

Dukaz Je-li I d-idedl v L, pak podminky (1) a (2) samoziejmé plati. Obrdcené, necht
tedy plati podminky (1) a (2). Jelikoz I je kvaziidedl, staci ovéfit podminku (b) z definice
d-idedlu: Bud'te x,y € L, v € I, y < x. Bud B € BI(L) blok takovy, ze z € B. Z Tvrzen{
3.41 (a) plyne, ze téz y € B. Diky podmince (2) pak uz y € I. O

Tvrzeni 3.46. Bud L € HOR, I C L. Pak plati:

I je d-prvoidedl v L prdve kdyz
(1) I je mazimdlni vlastni kvaziidedl v L,
(2)VBeBl(L)Vx,yec B:xz el .a.y<z=vyecl.

Dukaz Je-li I d-prvoidedl v L, pak podminky (1), (2) opét plati. Obracené, plati-li (1),
(2), pak z predchoziho tvrzeni plyne, ze I je d-idedl v L. Jelikoz I je maximdlni vlastni

kvaziidedl v L, diky Tvrzeni 2.14 ma selektivni vlastnost, tj. je zaroven d-prvoideal v
L. O

V ¢lanku [16] je ukdzano, ze je-li L € HOR takovy, ze obsahuje nejvyse jeden blok,
jehoz velikost je vétsi nez 4, tak uz je mnozinoveé reprezentovatelny. Ve zbytku této podka-
pitoly tuto konstrukci zobecnime pro svazy ze tiidy HOR obsahujici dva bloky velikosti
vétsi nez 4. K tomu ale budeme potiebovat nésledujici pomocnd tvrzen:

Tvrzeni 3.47. Bud L € HOR, By, By necht jsou bloky v L, I, necht je prvoidedl v By,
I, prvoidedl v By. Necht J je mezdvisld mnoZina v L takovd, Ze I C J, I, C J. Pak
ezistuje d-prvoideal I v L takovy, Ze J C I.

Dikaz Zvolme néjaky maximalni vlastni kvaziideal I v diferen¢ni algebte Dy, takovy, ze
J C I (ten urcité existuje diky Tvrzeni 2.12). Ukdzeme, ze uz je to d-prvoideal. Podle
predchoziho tvrzeni staci ukazat, ze VB € BI(L) Ve,y € B:xz €1 .a.y <z =y € I.
Bud tedy B néjaky blok v L. UkéZeme, ze BN I je idedl v Booleové algebie B. Rozlisme
tii pripady:

(1) |B| = 2, pak ale i |L| = 2 a tvrzeni trividlné plati.

(2) |B| = 4, potom B = {0,a,a"*, 1}, Jelikoz I m4 selektivn{ vlastnost, plat{ bud BNI =
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{0,a} nebo BN I =1{0,a"}. V obou pifpadech je BN I idedl v B.

(3) |B| > 4, pak B = By nebo B = B,. Ukédzeme, ze B; NI = I; pro i = 1,2. Inkluze
I, C B;N1I pro i = 1,2 je ziejmé, nebot I; C J C I. Pfedpoklddejme pro spor, Ze existuje
prvek x; € B; NI pro i = 1,2 takovy, ze x; € I;. Jelikoz I; je prvoideal v B; pro i = 1,2,
musf platit x;- € [; pro i = 1,2. Nyni z; € I, - € I, C I, coz je spor s tim, Ze [
je vlastni kvaziidedl. Tedy takové prvky x; pro ¢ = 1,2 neexistuji a obracend inkluze je
dokazana. O

Uvedme jesté tvrzeni, které ndm zaruci, Ze sjednocenim dvou vlastnich prvoidedli z
ruznych bloku vznikne nezavisla mnozina.

Tvrzeni 3.48. Bud L € HOR, B1, By necht jsou bloky v L, I, necht je prvoidedl v By,
15 prvoidedl v By. Pak I, U 15 je nezavisld mnoZina v L.

Dikaz Predpokladejme pro spor, ze mnozina I; U I neni nezavisla. Tedy existuje néjaké
k-tice x1, ...,z prvku z I; a n-tice yq,...,y, prvku z Iy (k,n > 1) tak, ze x1 A ... A xp A
Yp... Ny, = 1. Jelikoz prvoidedly I; a I jsou uzavieny na symetrickou diferenci, existuji
prvky vy AN Az =x € I, y1 AN .. Ay =y € I, Uvédomme si jesté, ze x,y # 1,
protoze 1 € I, U I,. Nyni by mélo platit x A y = 1. Potom ale musi byt = y*, coz je
spor s tim, ze prvky x,y jsou z ruznych bloki. n

Véta 3.49. Bud L € HOR, necht existuji bloky By, By € BI(L) takové, ze |B| = 4 pro
kazdy blok v L ruzny od By i By. Pak L je mnoZinové reprezentovatelny.

Dtikaz K dikazu vyuzijeme tvodni tvrzeni této podkapitoly. Chceme tedy ukazat, ze
Vx,y € L: jestlize x|y, pak existuje d-prvoidedl I v L takovy, ze z,y € 1.

Zvolme tedy néjaké prvky =,y € L, x| y. Potom (specielné) z,y # 1. Jelikoz spolu
prvky nekomutuji, museji lezet v ruznych blocich svazu L, necht x € By, y € B;. Zvolme
néjaky prvoideal I, C By tak, aby = € I. Obdobné zvolme prvoidedl I; C B; takovy, ze
y € I, (existence piislusnych prvoidedlu plyne z toho, ze z,y # 1). Podle Tvrzeni 3.48 je
nyni I;Ul5 nezavisla mnozina v L. Nyni jsou splnény predpoklady pro pouziti Tvrzeni 3.47,
podle néjz existuje d-prvoideal I v L takovy, ze I, U I; C I. Potom ale téz x,y € I. [
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4. Volny ODL se dvéma generatory

V nasledujici ¢asti prace se budu zabyvat konstrukei ortokomplementarniho svazu se syme-
trickou diferenci, ktery bude mit dvouprvkovou mnozinu generatoru. Obdobna konstrukce
je predveda pro tfidu ortomoduldrnich svazu v knize [1] na strandch 74-86. Tam je zkon-
struovan volny OML se dvéma generatory majici 96 prvka. Nami konstruovany volny
ODL bude mit (diky pfitomnosti operace symetrické diference) 128 prvku. Nejprve si
ale definujme potfebné pojmy. Pripomenme jesté Oznaceni 1.54 z ivodni kapitoly, podle
kterého L° je intervalova algebra vymezena prvky 0 a c.

Definice 4.1. Necht K je tiida algeber signatury £ . Necht A je néjakd algebra z K a
necht X je podmnozina mnoziny A. Algebra A se nazyva volnd algebra nad mnoZinou K
generovand mnozZinou X pravé tehdy, kdyz spliuje nasledujici podminky:
(a) X je mnozina generatoru pro A
(b) Je-li ddna néjakd algebra B ze tiidy K a libovolné zobrazeni g : X — B, pak existuje
morfismus h : A — B rozsifujici zobrazeni g.

Pokud K je trida Booleovych algeber, budeme pouzivat oznaceni volnd Booleova alge-
bra, analogicky pro tfidu OML, resp. ODL pouzijeme oznaceni volny OML, resp. volny
ODL.

Definice 4.2. ODL-morfismem nazveme zobrazeni f mezi dvéma ODL, které je morfis-
mem.

Lemma 4.3. Bud L ODL a necht c je prvek L, ktery komutuje se vsemi proky L. Pak
zobrazeni f : L — L¢ definované predpisem f(x) = x A ¢ je ODL-morfismus.

Ditkaz (f(2))t = (xAe)t = (zAe)tre =zt Ae= f(zth)
fl@ny)=xznyAhc=(xAc)AN(yAc)= f(z)A f(y)
flavy)=@Vvy)he=(xAc)V(ync)=(xAc)V(yAc)= f(z)V f(y)
flabhy)=(@lhy)he=(xNc)A(yAe)=flz) A f(y)

V predchozich rovnostech byla vyuzita Foulisova-Hollandova véta a Tvrzeni 3.12. [

Lemma 4.4. Necht L je ODL a necht ¢ je pruek L, ktery komutugje se vsemi proky L. Pak
zobrazeni h : L — L¢ x L definované predpisem h(z) = (x Ac,x Act) je izomorfismus
mezi L a L¢ x L° .

Dikaz Ukazeme nejprve, Zze zobrazeni h a zobrazeni g, kde g je definovano pomoci
predpisu g(x,y) = (z Vy), jsou bijekce. Bud tedy x libovolny prvek z L. Pak (hog)(x) =
gh(z)) = g(lx A,z Act]) = (Ae)V (z Act) = o, nebot prvek ¢ dle predpokladu
komutuje se vSemi prvky, tedy i s prvkem z.

Obrécens, necht je nyni 2 € L¢,y € L. Pak (goh)([z,y]) = h(g([z,y])) = h(zVy) =
[(xVy)Ac, (zVy)Act]. Podle Foulisovy-Hollandovy véty ale nyni plati, ze (zVy) Ac =
(xAc)V (yAc). Oviem z A ¢ = x, nebof z < ¢; y A c = 0, protoze y < c¢*-. Podobné
(xVy)Act = (zAch)V(yAct) = 0Vy = y. Celkem tedy [(zVy)Ac, (xVy)Act] = [z, y].

Ukazeme jesté, ze zobrazeni h je morfismus. Necht jsou z, v libovolné prvky z L. Potom
h)ANh(y) =[x Ac,e At ) A([yAe,y Act]) = [z AyAc,a Ay Act] = h(z Ay).
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h(zVy) =[(zVy) Ae,(zVy) Act]l= ([ A,z A ) A(yAe,yAet]) =[x Ae) vV (y A
o), (xAcH)V(ynch)] = [(xAe), (A VIyAc), (yAct)] = h(x)V h(y), opét s pouZitim
Foulisovy-Hollandovy véty.

(h@)t =z A,z Akt =[x Ae)tee, (@ Aty et ] = [zt Ac,zt A ct] = h(z?h)
hzApy) = ((xApy) Ne, (@ Dpy) Nett) = (@Ae) Ap(yAo), (wAett) Ap (y Aetr)) =
= (@A) Are(yAe), (@nett) A (YAetE)) = (Ac,a A E) AL, o (YAC yAett) =
= h(z) A L h(y).

Lex Le

O

Disledek 4.5. Kdyz L je ODL a c je jeho centrdlni prvek, pak L = L¢ x Lo,

Lemma 4.6. Bud' T ODL s generdtory s,t. Oznaémec = (sVt)A(sVtH)A(stVE)A(stV
t+). Necht M O3 je ODL s generdtory x1, xo. Pak existuje ODL-morfismus hy : MOs — T¢
takovy, Ze:

(i) hi(z1) =sAC=sA(sTVE)A (st Vi)

(ii) hi(yr) =t Ae=tA(sVtE) A (st VD).

Dikaz Prvek ¢ komutuje se vSemi prvky — viz podkapitola o komutativité ve tiidé orto-
moduldrnich svazu. Rozlisme 2 piipady:

1) Pokud spolu prvky s a ¢t komutuji, je ¢ rovno 0. Svaz T¢ je tedy trividlni a zobrazen{
hy zobrazi véechny prvky svazu M O3 na jediny prvek svazu T°. Toto zobrazeni samoziejmeé
zachovavé operace A, V, ~ a A\, je tudiz hledanym ODL-morfismem.

2) Necht tedy spolu prvky s a t nekomutuji. Podle Lemmatu 4.3 existuje ODL-morfismus
fi1: T — T°¢ definovany predpisem: fi(x) = x A ¢. Tudiz ortokomplementarni diferenén{
svaz T° musi mit f1(s) a f1(t) jako své generdtory. (Podrobnéji: svaz T° nemuze mit vétsi
mnozinu generatoru, protoze je podsvazem svazu generovaného dvéma prvky. Prvky s
a t se nemohou zobrazit do jednoho bodu, protoze v tom ptipadé by spolu komutovaly,
coz je spor s Lemmatem 1.53. Do obdobného sporu bychom se dostali i v piipadech, kdy
fi(s) = Alt), fit) = fi(sH).)

Pritom:
f(8)=sA(sVHA(VEYA(sEVE) A (st VL) =sA (st Vi) A (st VD)

[E) =t A(SVHOA(SVI)A(SEVEH)A(sTVEY) =t A (sV ) A (st Vit

Jelikoz prvek ¢ komutuje se vSemi prvky 7', muzeme v nésledujicich ivahach vyuzivat

Foulisovu-Hollandovu vétu.

fl(s)\/fl(t):(s/\é)\/(t/\é) (sVt)hc=¢

AV AE) =(sAg) V(- AT)=(sVEt)Ae=¢

AV AR) = (st ATV (EAT) = (st Vi) Ae=T

HGEHV A = (st AV (it Ae) = (st vit)ane=

Podobneé:

)N fi(t) = sACTAtAT= (sAt)AT= (SA)A(sA)EA(sVE)A(sTVEA(sVEL) =0
(s)/\fl(f%) = SACAtLNE = (s/\ti)/\a (sSAtHYA(SAED)EA(sVE)A(sVER)A(sTVEL) = 0
f(sHAfi(t) = sTACAtAE = (s Lmt)/\az( LAA(sEAD)EA(sVEA(sEVEA(sHVEL) =0
HEHA A =staentt ac=(sEAt ) Ae=(sPAE)A(sEAD)EA(sEVE)A(sV
t+)

Astvit)=0
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Zbyva ukazat, ze prvky fi(s) A fi(t) a (fi(s) A fi(t))* jsou rizné od prvki fi(s),
[, filst), fith), 0, e Kdyz poté dokdzeme, ze prisek prvku fi(s) A fi(t) (resp.
(fi(s) A fi(t))1) s kterymkoliv prvkem kromé ¢ je roven 0 a Ze spojeni téhoz prvku
(respektive prvku (fi(s) A fi(t))*) s kterymkoliv prvkem kromé 0 je rovno ¢, budeme s
ditkazem hotovi. Vysledny svaz bude mit 8 prvku (0, fi(s) A fi(t), (f1(s) A fi(t)*, fi(s),
[(8), fi(sh), fi(th), ©) a bude izomorfn{ se svazem MQOs. Poznamenejme jesté, Ze roli
prvku 1 pro nas bude hrét prvek ¢ jakozto nejvétsi prvek intervalové algebry T¢.

Dukaz dokonc¢ime nasledujicimi dvéma lemmaty:

Lemma 4.7. Kdyz L je ODL s generdtory x,y, které spolu mekomutuji, pak x A\ y a
(z A y)*t jsou rizné od proki x, y, x*, y*, 0, 1.

Dukaz Pred vlastnim dukazem si jesté uvédomme, ze zadny z prvku z,y nemuze byt
roven 0 ani 1, v tom ptipadé by totiz byl porusen predpoklad o tom, ze spolu dané prvky
nekomutuji.
x Ay # 0, protoze kdyby x Ay = 0, pak = y dle (i) Tvrzeni 2.7, spor s nekomutativitou
prvku z a y
x Ay # 1, protoze kdyby # Ay = 1, pak x = y* dle (j) Tvrzeni 2.7, spor.
x Ay # z, protoze kdyby x Ay = z, pak x Az = y podle (g) Tvrzeni 2.7, ale x A x = 0.
x Ay # vy, protoze kdyby x Ay =y, pak y Ay = x podle (g) Tvrzeni 2.7, ale y Ay = 0.
x Ay # xt, protoze kdyby r Ay = 2, pak t Azt = y dle (g) Tvrzeni 2.7, ale z Azt = 1.
r Ay # y*, protoze kdyby x Ay = y*, pak y Ayt = z dle (g) Tvrzeni 2.7, ale y Ayt = 1.

Analogické dtivody plati i pro prvek (z A y)+, staci si uvédomit, ze dle (d) tvrzeni 2.7
je roven x A y*. Potom plati:
x Ayt # 0, protoze kdyby A y+ = 0, pak = y*, spor.
x Ayt # 1, protoze kdyby z Ayt = 1, pak x = (y)* dle (j) Tvrzeni 2.7, coz je spor s
nekomutativitou prvku z, y.
x Ay # x, protoze kdyby z Ay = z, pak x A x = y dle (g) Tvrzeni 2.7, ale x A z = 0.
x Ay # vy, protoze kdyby x Ay =y, pak y Ay = x dle (g) Tvrzeni 2.7, ale y Ay = 0.
x Ay # xt, protoze kdyby x Ay = 2, pak r Azt = y dle (g) Tvrzeni 2.7, ale z Azt = 1.
x Ny # yt, protoze kdyby x Ay = y*, pak y A 2t = x opét podle (g) Tvrzeni 2.7, ale
y Ayt =1.

O

Lemma 4.8. Bud L ODL s generdtory x,y, které spolu nekomutuji. Necht x Ay =
rAyt =t ANy=at Ayt =0, 2Vy=aVyt =2t Vvy=atVyt =1. Pak plati i
)z Ayrhy=axAyAyt =z AyAz=xAyAzt=0

i) zAyVy=aAyVyt=cAyVe=acAyVvat=1.

Dtikaz Z kapitoly o ortokomplementérnich diferenénich svazech vime, ze t AyAz = xAy*
axAyVz = xVy - viz Tvrzeni 3.14. Proto: t AyAy = yAx Ay = yAz+ = 0 Analogicky
rAyAr=xAyt =0, 2 AyAxt =zt Ayt Aaxt =2t Ay =0, 2Ayrny=yAz Ayt =
st Ayt Ayt =2z Ayt =0.Obdobné: s AyVe=sVy=1,2AyVy=yVazs=1,
rAyVart =zt Aytvaet =ztvyt =1, 2Ayvyt =zt Aytvyt=2tvyt=1. O
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]

Disledek 4.9. Kdyz T je ODL s generdtory s,t a kdyz¢ = (sVt)A(sVtL) A (st VE)A
(st Vv t1), pak bud T¢ = MOs nebo je trividlnim ODL.

Lemma 4.10. Bud' T ODL s generdtory s,t a bud c = (sAt)V(sAtH)V (st AV (s ALL).
Necht x5 a vy jsou generdtory Booleovy algebry B = 2*. Pak existuje ODL-morfismus
hy : B — T% takovy, Ze:

ho(ze) =sAc=(sAt)V (s Att)

Dikaz Podle Lemmatu 4.3 existuje ODL-morfismus f, : T" — T definovany predpisem:
fa(x) = x A ¢, protoze prvek ¢ komutuje se vsemi prvky svazu T¢. Tudiz ortokom-
plementarni diferencni svaz T¢ musi mit fo(s) a fo(f) jako své generdtory. S vyuzitim
Foulisovy-Hollandovy véty dostaneme: fo(s) = sAc=sA[(sAt)V (sAtt)V (st At)V
(sTAtH)] = (sASA)V(SASAEE)V (SAsTAL)V (sAsEALE) = (sAt)V (sAth)

o) =t Ac=tA[(SA)V(SAtY)V(sEA)V (sEAtH)] =(tAsAt)V(EAsSALY)V
(tASEA)V(EAsEALY) = (sAt)V (st AL).

Tyto dva prvky spolu komutuji (viz kapitola o komutativité), proto musi byt algebra
jimi generovana Booleovou algebrou. Jelikoz 2% je volnd Booleova algebra nad dvouprv-
kovou mnozinou generatorti, musi existovat ODL-morfismus hs spliujici vyse uvedené
podminky. O]

Disledek 4.11. Necht T je ODL s generdtory s,t. Necht ¢ = (s At)V (s Att) V (st A
t)V (st Att). Pak T¢ je Booleova algebra magjici nejvijse 16 proki, jejimiz generdtory jsou
(sA)V (sAtE) a (sAt)V (st AtL).

Lemma 4.12. Bud T ODL s generdtory s,t, které spolu nekomutuji. Nechtf B je BA
generovand proky m = (s At)V (sAtt) an = (sAt)V (st At). Pak md B prdvé 16 proki.

Ditkaz Kdyz s,t spolu nekomutuji, pak com(s,t) # 0. Tedy (s Vt) A (s V) A (st VE) A
(st vitt) # 0. Jelikoz je podle predpokladii B generovana prvky m a n, miZeme uvazit i
mnozinu generdtori m* a nt. Pfitom m* = (st VtE) A (st Vi), nt = (st VL) A(sVidh).
Protoze com(s,t) > 0, musi byt i m* Ant = (s Vt+) A (st Vi) A (st Vv it) > 0. Tudiz
také m V n < 1. Algebra B tedy obsahuje tetézec délky 5, proto uz musi mit prave 16
prvku. O]

Véta 4.13. Bud T ODL s generdtory s,t, které spolu nekomutugi. Pak T = MO3 x BAj.

Dikaz Podle Lemmatu 4.4 je T = T° X T<". Jako prvek ¢ nyni vezmeme ¢, prvkem
c*t tedy bude ¢ Podle Disledku 4.11 je algebra 7¢ homomorfnim obrazem Booleovy
algebry BAy4, T¢ je dle Dusledku 4.9 homomorfnim obrazem MOQOs. Jelikoz nenastanou
patologické pripady (ze se nékolik prvku piislusnym ODL-morfismem zobrazi do jednoho
bodu - jsou vylouceny tim, ze spolu prvky s a t nekomutuji a Lemmatem 4.12), je tedy
T = MO; x BA,.

m
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ODL, ktery jsme touto konstrukei ziskali, je volnym ortokomplementarnim diferen¢nim
svazem se dvéma generatory, jak ukazuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.14. Bud T ODL s generdtory s,t. Pak T je volny ODL s dvouprvkovou
mnozinou generdatori.

Dikaz K ovéreni uvedeného tvrzeni musi byt splnény obé podminky z Definice volné
algebry (4.1) formulované pro tiidu ODL, tedy
(a) {s,t} je mnozina generatoru pro T’
(b) Je-li dan néjaky svaz L ze tiidy ODL a libovolné zobrazeni g : {s,t} — L, pak existuje
morfismus h : T' — L rozsitujici zobrazeni g.

Podminka (a) je predpokladem tvrzeni. Dokazme tedy (b). Bud L né&jaky ODL a
g :{s,t} — L predpokladané zobrazeni. Morfismus h rozsirujici g definujeme induktivné.
Bud nyni z € T. Tento prvek se da napsat jako term v jazyce (A,V,~,0,1,A), kde
jedinymi proménnymi jsou s a t. Uvazme piislusny term, ktery ozna¢me term(z). Podle
tvaru termu term(x) definujme nésledujici piipady (z,y € T).
h(z ) = g(z), jestlize term(x) = s nebo term(z) =t

h(zt) = (h(z))*

h(x Ay) = h(z) A h(y)
h(z Vy) =h(z)V h(y)
h(z Ay) = h(x) & h(y)

Tedy napiiklad h(s A t) = h(s) A h(t) = g(s) A g(t). Takto definované zobrazeni je
morfismem rozsitujici zobrazeni g. O]

V nasledujici kapitole je uveden seznam prvki volného ODL se dvéma generatory.
Je zvolen stejny zpusob zdpisu jako v knize [1], v levém sloupci je uvedena reprezentace
daného prvku pomoci termu s proménnymi s a ¢, v pravém sloupci pak reprezentace
téhoz prvku ve svazu MOs x 2¢. Grafickou podobu tohoto svazu pak muZe ¢tenaf nalézt v
priloze, prvky jsou indexovany prirozenymi ¢isly 1-128 stejnym zpusobem jako v uvedené
tabulce. Pro vétsi prehlednost byla tabulka rozdélena do ¢tyt ¢ésti po 32 prvceich.

Muzeme si napifklad ovéfit, Ze po3 A ps7 = p3, Po3 V Ps7 = P12g & Po3 A ps7 = Prio
jak podle obou uvedenych reprezentaci, tak podle obrazku v ptiloze (i kdyz u operace A
uvedeny obrazek piilis ndzorny neni).
PosApsr = (tEV(ENAS))A(sAL) = (FEA(sTAED))V((EAS)A(sAL)) = (sAtE)V (EASALL) =
(sAtH)VO=sAtt=p;
Pz Vpsr =tEV (EAS)V(sAL) =tEV({EAsS)V(sEALY) = (tAs)V (stVvit) =
(t/\S)\/(t/\S)J' =1 = P128
Pos Apsr = (tEV(EAS)) A (sAt) = (tEV(EAS)) A (st ALY = (HEV (EAS)) At Ast =
(HEVEAS))A) Ast = (A V((EAS)AL)) Ast = (0V (EAS)) Ast =5t A(sAt) =

L\/(8/\15) = P110

Poznamenejme, ze pro vypocet symetrické diference danych prvku jsme vyuzili obé
¢asti z Tvrzeni 3.10. Nejprve jsme vyuzili fakt, Zze (t+ V (¢t A s)) > t+, a proto (t+V
(tAs)) Att = (ttV (tAs)) At, v posledni rovnosti potom diky s+ < (s A )L plati
st A (sAt) = stV (sAt). Kromé toho jsme také (jako jeden ze zakladnich ndstroji)
pouzivali Foulisovu-Hollandovu vétu.
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Vypocet s vyuzitim reprezentace v . M O3 x 2* je nazornéjsi, nebot operace muzeme
provadét po jednotlivych slozkach:
pos Apsr = (b+,1,1,0,1) A (a A b,0,1,1,0) = (0,0,1,0,0) = p3
pos V psr = (b+,1,1,0,1) V(@ A b,0,1,1,0) = (1,1,1,1,1) = piog
pos AN psr = (b+,1,1,0,1) A (a A b,0,1,1,0) = (b+,1,1,0,1) A (a+ A b+,0,1,1,0) =
(CLJ', 17 0, ]_, ].) = P110

Pro snadnéjsf orientaci v piilozeném obrazku zavedme jesté ndsledujici pojem:

Definice 4.15. Bud P poset, z,y € P. Rekneme, ze prvek x pokrijvd y nebo ze y je
pokryt x, jestlize y < x a neexistuje prvek ¢ € P takovy, ze y < ¢ .a. ¢ < x.

Prvky p1 — pi6, P17 — P32, P33 — Pas, Pa9 — P64, Pes — P8os Ps1 — P96, Po7 — P112 & P113 — P128
tvoii Booleovy algebry By, By, Bs, By, Bs, Bg, By a Bsg, jejichz usporddani je patrné z
obrazku. Jsou-li ddny dva prvky p; a p; z ruznych Booleovych algeber B,, a B,, tak p;
pokryva p; pravé tehdy, kdyz bud
(1) pi € By ap; e B,UB3UB4UBsUBgU By a j =1+ 16k pro néjaké k € {1,2,3,4,5,6}
nebo
(2) pj € Bsap; € B,UB3sUB,UB;UBgUB7 a j =i+ 16l pro néjaké [ € {1,2,3,4,5,6}.
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Reprezentace v:

p3z =t A (1 Vs) A (tHVsth)
pas =t A (tHV s)

p3s = (tE As)V
pgﬁzt/\(tLVS )
psr = (st ARV
p38—(5\/tL)

[tA Vst A
AtV (A s)

p40— S\/tl)
[t\/(tL/\s ]

AtV (sEAth)V
p43—(3 VD) AV (H A st
—tv(tL/\s

pss = (st V) A
P59 = S\/tL)
)\/(s At)

P63— sAt)
YV (st At)V

[tA (Vv st) AtV s)

(v sh)]

AtV (stEAEE) V(A s))
46:tV(tJ‘AS)

AtV (tEAs)V
paig =tV (tHAs)V
}Mg—(SAt)
sEVEHA(sVIEE)A
p51— sAt)

(tt A st

V (st At
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(s A )]

MO;5 x 24
(6,0,0,0,0) = (b,by)
(b,1,0,0,0) = (b, by)
(b,0,1,0,0) = (b, b3)
(0,0,0,1,0) = (b, by)
(b,0,0,0,1) = (b, bs)
(b,1,1,0,0) = (b, bg)
(b,1,0,1,0) = (b, b7)
(b,1,0,0,1) = (b, bg)
(0,0,1,1,0) = (b, by)
(b,0,1,0,1) = (b, byp)
(b,0,0,1,1) = (b, b11)
(b,1,1,1,0) = (b, b12)
(b,1,1,0,1) = (b, by3)
(b,1,0,1,1) = (b, b1y)
(b,0,1,1,1) = (b, bys)
(b,1,1,1,1) = (b, big
(a A b,0,0,0,0) =
(a AD,1,0,0,0) =
(a AD,0,1,0,0) =
(a AD,0,0,1,0) =
(aAD,0,0,0,1) =
(a AND,1,1,0,0) =
(a AND,1,0,1,0) =
(a Ab,1,0,0,1) =
(aADb,0,1,1,0

(a Ab,0,1,0,1) =
(a Ab,0,0,1,1) =
(aAb,1,1,1,0) =
(aAb1,1,0,1) =
(a AB,1,0,1,1
(aAb,0,1,1,1) =
(aAb1,1,1,1



Reprezentace v:

L

Pes = (s A A(sVE) A (st VI
pos = (st A t)A(sVH)

per = (sVIE)A(sEVE) A[(sE A L)V (sAtL)]
pes = (sVE)A (st VL) A(st AtV (st Ath)]
Poy = (57 At) A (st VD)

pro=(sVE)A[(st At)V (s At)]

prn=(sVEH)A[(st At)V (st At
pra = st At

p73—(s\/t)/\(s VI A[(sT AV (sAL)V (st AtH)]

= (sEVEH AL AV (sAD)
p75 = (st V) A (st AtV (st Ath)]
p76—(5\/t) A(sE AV (sAt)V (st AtD)]
= (st AV (sAL)
= (st AtV (st At
= (st V) A[(sEAY) V (sAL)V (st At
Pgo—(LAt) (sAt)V (st AtH)
ps1 =tEA(EVST)A(EV )
pga = (SAL) VLAtV sH)A(LV s)]
pgthJ‘/\(t\/S)
poa = (STA)VIEEA(EVS)A(EV sh))
pss =t A (EV sh)
pse = (sVE)A[ttV (t/\s)]
p87—(s\/t) (st \/t) [tV (EAS)V (R A s)]
pss = (sT V) A [ V(A s)]
poo = (s VO ALV (A 50)]
poo = t+
por = (st VE) AtV (EA st
poa = (SVEO ALV (EAsY)V(EAS)]
pgthJ‘\/(t/\S)
pos = (STVEH ALV (EAST)V (EAS)]
pos = t+ V (t A sh)
pos =tV (EA STV (EAS)
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MO5 x 24

(a A bt,0,0,0,0) = (a A bt by)
(@A DbH,1,0,0,0) = (a A bt by)
(@ Ab+,0,1,0,0) = (a A bt b3)
(@ Ab+,0,0,1,0) = (a A bt by)
(a A bt,0,0,0,1) = (a A bt bs)
(a A b, 1,1,0,0) = (a A bL, bg)
(@A DH,1,0,1,0) = (a A bt by)
(@A b+,1,0,0,1) = (a A bt bg)
(@ Ab+,0,1,1,0) = (a A bt by)
(a A b, 0,1,0,1) = (a A bt by)
(@A b, 0,0,1,1) = (a AN bt byy)
(CL A bJ', 1, 1, ]., O) = ((1, A bJ', b12)
(CLAbJ',Ll,O,]_) = (aAb ,blg)
(CLAbJ‘,]_,O,l,]_) = (CLAb ,b14)
(@ Ab0,1,1,1) = (a A b, brs)
(@A 1,1,1,1) = (a A bL, byg)
(b+,0,0,0,0) = (b*, by)
(b+,1,0,0,0) = (b, by)
(b+,0,1,0,0) = (b, bs)
(b+,0,0,1,0) = (b, by)
(b+,0,0,0,1) = (b*, bs)
(b+,1,1,0,0) = (b*, bg)
(b+,1,0,1,0) = (b, by)
(b+,1,0,0,1) = (b, bg)
(b+,0,1,1,0) = (b, by)
(b+,0,1,0,1) = (b, byo)
(b+,0,0,1,1) = (b, byy)
(b+,1,1,1,0) = (b, b1o)
(b+,1,1,0,1) = (b, b13)
(b+,1,0,1,1) = (bh, b1y)
(b,0,1,1,1) = (b, bys)
(b+,1,1,1,1) = (b, big)
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6. Zaveéer

V praci byly predvedeny nékteré vysledky studia tiidy diferencnich algeber a tiidy ODL.
U ortokomplementarnich diferencnich svazu byla zvysena pozornost vénovana tém z nich,
které jsou horizontdlni sumou Booleovych algeber a zminéna byla i problematika mnozinové
reprezentovatelnosti téchto svazu. Déle byla ukazana konstrukce volného ODL s dvouprv-
kovou mnozinou generatoru a dvé ruzné reprezentace tohoto svazu.

Jednd se spise o vybrané problémy studia symetrické diference v ortomodularnich
svazech, mnoho otazek tykajicich se této problematiky zustava zatim nezodpovézenych.
Uvedme zde nékteré z nich (prvn{ dvé otdzky jsou prevzaty z cldnku [16]), i kdyz tento
seznam neni zdaleka vycerpavajici:

e Da se kazdy OML K vnoftit do néjakého OML Ly, takového, Ze Lg,pp je supportem
pro néjaky ODL L?

e Je varieta SRODL konecné bazirovana?
o Je tiida HOR N SRODL konetné axiomatizovatelna?
e D4 se kazdy konecny svaz ze tiidy HOR ziskat rozlozenim BA?

e Uvazme tiidu ODP takovou, ze doplnujici strukturou k operaci symetrické diference
nebudou ortokomplementarni svazy, ale ortokomplementarni posety. Ktera tvrzeni
o tride ODL plati i pro tiidu ODP? Jakym zpusobem pieformulovat ta tvrzent,
ktera neplati?

Naznac¢enymi sméry by se mohlo ubirat dalsi zkouméani tiidy ODL (pripadné ODP).

52



7.

Pouzita literatura

Reference

1]
2]

3]

[10]
[11]
[12]
[13]

[14]

[15]
[16]

BERAN L., Orthomodular Lattices, Algebraic Approach, D. Reidel, Dordrecht, 1985.

BrRUNS G., GREECHIE R., Blocks and Commutators in Orthomodular Lattices, Al-
gebra Universalis, Vol. 27(1990), 1-9.

BRrRUNS G., HARDING J., Algebraic aspects of orthomodular lattices, in Coecke B.,
Moore D. and Wilce A. eds. Current Research in Operational Quantum Logic, 2000,
37-65.

Bruns G., Roppy M., Projective orthomodular lattices, Canad. Math. Bull. Vol.
37 (2), 1994, 145-153.

BRrUNS G., RoDDY M., Projective orthomodular lattices II, Algebra Universalis Vol.
37(1997), 143-153.

BURRIS S., SANKAPPANAVAR H.P., A Course in Universal Algebra, Springer-Verlag,
Springer-Verlag, 1981. (online: http://www.thoralf.uwaterloo.ca/htdocs/ualg.html)

CHAaNG C.C., KeisLER H.J., Model Theory, North-Holland Publishing Company,
Amsterdam, London, 1973.

CHEVALIER G., Commutators and Decompositions of Orthomodular Lattices, Order
6: 181-194, 1989.

D’ANDREA A.B., PULMANNOVA S., Boolean quotiens of orthomodular lattices, Al-
gebra Universalis Vol. 34 (1995), 485-495.

GUDDER S.P., Stochastic Methods in Quantum Mechanics, Amsterdam 1979.
HARDING J., Lectures on orthomodular lattices, Prague 1997.
KALMBACH G., Orthomodular Lattices, Academic Press, London, 1983.

KaTusHiMA  N., Algebraic  Structures of Operational Logics in  Phy-
sicals  and  Automata  Ezperiments,  diplomova  prace 1999,  online:
http://www.jaist.ac.jp/library/thesis/is-master-1999 /paper/katusima/paper.pdf

MACLANE S., BIRKHOFF G., Algebra (Third Edition), AMS Chelsea Publishing
Company, Providence, 1999.

MAEDA, MAEDA, Symmetric Lattices, Academic Press, London, 1983.

MATOUSEK M., Orthocomplemented lattices with a symmetric difference, zaslano do
Algebra Universalis.

23



[17] MATOUSEK M., Uvod do teorie modelii, uéebni text ke kurzu Logika III, nepubli-
kovano.

[18] PTAK P., PULMANNOVA S., Orthomodular Structures as Quantum Logics, Kluwer
Academic Publishers, Dordrecht/Boston/London, 1991.

54



8. Piilohy

95






