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použité prameny a literaturu.

V Praze 20. srpna 2007
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Abstrakt

Tématem této diplomové práce je studium binárńıho operátoru 4, který mode-
luje standardńı symetrickou diferenci množin. Tento operátor je studován jednak
samostatně (v kapitole II), jednak s doplňuj́ıćı svazovou strukturou (kapitola III a
následuj́ıćı). Je zavedena tř́ıda ODL a jsou prozkoumány některé jej́ı základńı vlast-
nosti. Dále je ukázána tř́ıda HOR, která je podtř́ıdou tř́ıdy ODL a má úzký vztah
ke tř́ıdě Booleových algeber. V posledńı kapitole je popsána konstrukce volného
ortokomplementárńıho diferenčńıho svazu se dvěma generátory.

Abstract

The theme of this thesis is the investigation of a binary operator,4, that models the
standard symmetric difference of sets. This operator is studied both separately (in
Chapter II) and with the supplementary lattice structure (Chapter III and the rest).
The class ODL is introduced and some of its basic properties are investigated. Then
there is exhibited the class HOR. The class HOR is a subclass of ODL which is
closely related to the class of Boolean algebras. In the last Chapter there is described
the construction of free orthocomplemented difference lattice with two generators.
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1.4 Ortomodulárńı svazy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.5 Komutativita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.6 Intervalové algebry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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1. Základńı pojmy

1.1. Označeńı

Abychom se vyhnuli kolizi označeńı se symboly ∧, ∨, budeme pro logické spojky ”a”,
resp. ”nebo” použ́ıvat označeńı ”.a.”, resp. ”.nebo.” . Pro implikaci a ekvivalenci budeme
samozřejmě moci už́ıvat standardńı symboly ⇒, ⇔.

Jsou-li X, Y množiny, pak zápis X ⊂ Y znamená X ⊆ Y .a. X 6= Y . Je-li f : X → Y ,
S ⊆ X, pak f [S] = {f(x); x ∈ S}. Mohutnost množiny X budeme značit |X|.

Je-li A algebra signatury L, pak jej́ı nosnou množinu budeme značit Ȧ. Nebude-li moci
doj́ıt k nedorozuměńı, pak mı́sto x ∈ Ȧ, resp. X ⊆ Ȧ budeme psát jen x ∈ A, resp. X ⊆ A.
Mı́sto |Ȧ| budeme psát jen |A|. Algebra A se nazývá triviálńı, jestliže |A| = 1, netriviálńı
pokud |A| ≥ 2. Termı́n ”triviálńı” pak budeme už́ıvat i ve spojeńı s konkrétńımi tř́ıdami
algeber. Tedy např. B je triviálńı Booleova algebra, pokud |B| = 1.

Je-li F ∈ L operačńı symbol, pak v př́ıpadě, že by mohlo doj́ıt k nedorozuměńı,
budeme př́ıslušnou n-árńı operaci algebry A značit FA.

Pomoćı Sub(A) budeme značit množinu všech podalgeber algebry A. Jsou-li A, B
izomorfńı algebry téže signatury, budeme psát A ∼= B. Zápis f : A ∼= B znamená, že
zobrazeńı f je izomorfismem algebry A na algebru B.

1.2. Univerzálńı algebra

V této podkapitole si představ́ıme některé základńı pojmy z univerzálńı algebry (a z teorie
model̊u), ke kterým pak budu odkazovat na r̊uzných daľśıch mı́stech práce. Omeźım se
pouze na zněńı vět a definic, mı́sto d̊ukazu pak bude zpravidla uveden odkaz na př́ıslušnou
literaturu.

Definice 1.1. Teoríı rozumı́me každou dvojici T = 〈L, T 〉, kde L je jazyk a T je množina
formuĺı v jazyce L.

Definice 1.2. Řekneme, že teorie T je kategorická v mohutnosti κ nebo že je κ-kategorická
(kde κ je nějaké kardinálńı č́ıslo), jestliže všechny modely teorie T mohutnosti κ jsou izo-
morfńı. Teorii označ́ıme jako kategorickou, jestliže je kategorická v každé mohutnosti (tj.
je κ-kategorická pro každé kardinálńı č́ıslo κ).

Označeńı 1.3. Je-li dána teorie T = 〈L, T 〉, pak tř́ıdu jej́ıch model̊u budeme značit
Mod(T ). Nebude-li moci doj́ıt k nedorozuměńı, budeme použ́ıvat jen označeńı Mod(T ).

Je-li K tř́ıda L-struktur, označme Th(K) množinu všech L-formuĺı, jež plat́ı v každé
struktuře ze tř́ıdy K.

Definice 1.4. Bud’ K tř́ıda struktur v jazyce L. Řekneme, že K je axiomatizovatelná
tř́ıda, existuje-li teorie 〈L, T 〉 taková, že K = Mod(T ).
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Definice 1.5. Bud’ K tř́ıda L-struktur. Řekneme, že K je varieta (L-struktur), existuje-li
množina Φ atomických L-formuĺı tak, že K = Mod(Φ).

Definice 1.6. Řekneme, že varieta K je konečně baźırovaná , existuje-li konečná množina
identit E tak, že K = Mod(E).

Definice 1.7. Kvaziidentitou se nazývá každá formule tvaru
τ1 .a. ... .a. τn ⇒ τ

kde n ≥ 0 a každá z formuĺı τ1, ..., τn, τ je atomická. Pokud n = 0, chápeme celý výše
uvedený výraz jako atomickou formuli τ , tedy každou atomickou formuli považujeme
rovněž za kvaziidentitu.

Definice 1.8. Bud’ K tř́ıda L-struktur. Řekneme, že K je kvazivarieta (L-struktur),
existuje-li množina L-kvaziidentit T taková, že K = Mod(T ).

Nyńı si uvedeme ještě charakterizačńı věty pro variety (a kvazivariety), jejichž d̊ukazy
může čtenář nalézt např́ıklad v kapitole o axiomatizovatelnosti [17] či na straně 83 knihy
[6]. Předt́ım ale několik nezbytných definic:

Definice 1.9. Bud’ ϕ formule. Řekneme, že ϕ je univerzálńı formule, jestliže ϕ = ∀x1...∀xnψ,
kde ψ je otevřená (tj. bezkvantifikátorová) formule, n ≥ 0.

Definice 1.10. Bud’ K tř́ıda L-struktur. Řekneme, že K je univerzálńı tř́ıda, existuje-li
množina otevřených L-formuĺı T taková, že K = Mod(T ).

Věta 1.11. Necht’ K je tř́ıda L-struktur. Pak K je kvazivarieta právě tehdy, když je
univerzálńı a uzavřená na kartézské součiny konečných soubor̊u svých prvk̊u.

Důkaz Viz [17], podkapitola 11.4.

Věta 1.12. Necht’ K 6= ∅ je tř́ıda L-struktur. Pak K je varieta právě tehdy, když K je
uzavřena na homomorfńı obrazy, podstruktury a kartézské součiny.

Důkaz Viz [17], podkapitola 11.5.

1.3. Teorie grup

V této podkapitole se seznámı́me s několika výsledky z teorie grup, které pak použijeme v
části věnované diferenčńım algebrám. Zájemce o bližš́ı seznámeńı s touto látkou odkazuji
předevš́ım na knihu [14].

Definice 1.13. Grupou budeme nazývat algebruG = (Ġ,+,−, 0), která splňuje následuj́ıćı
podmı́nky:
(G1) Operace + je asociativńı, tj. a+ (b+ c) = (a+ b) + c pro všechna a, b, c ∈ Ġ.
(G2) Existuje prvek 0 ∈ Ġ takový, že a + 0 = a = 0 + a pro všechna a ∈ Ġ, tento prvek
se nazývá neutrálńı.
(G3) Ke každému prvku a ∈ Ġ existuje prvek −a ∈ Ġ takový, že a+(−a) = (−a)+a = 0.
Tento prvek se nazývá prvek inverzńı k prvku a.

Jestliže nav́ıc plat́ı a+ b = b+ a pro všechna a, b ∈ Ġ, mluv́ıme o Abelově grupě.
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Výše uvedený zápis se zpravidla použ́ıvá pro aditivńı grupu – pro jazyk L = (+,−, 0).
Pokud bychom operace označili symboly L = (·, −1 , 1), hovoř́ı se obvykle o tzv. multipli-
kativńıch grupách. Protože je rozd́ıl čistě formálńı, budeme použ́ıvat vždy zápis, který je v
dané situaci výhodněǰśı. V této podkapitole tedy zvoĺıme úsporněǰśı multiplikativńı zápis,
v části věnované diferenčńım algebrám se ukáž́ı výhody aditivńıho zápisu.

Označeńı 1.14. Bud’ G grupa, ∅ 6= X, Y ⊆ Ġ. Pak označme XY = {xy;x ∈ X, y ∈ Y }.
Je-li g ∈ G, pak mı́sto {g}X budeme psát pouze gX, mı́sto X{g} pak Xg.

Lemma 1.15. Necht’ H je podgrupa grupy G. Pak systém množin {gH; g ∈ G} je rozklad
množiny Ġ.

Důkaz Každá množina gH je neprázdná, protože g ∈ gH. Necht’ jsou nyńı g1, g2 ∈ G
a necht’ g1H ∩ g2H 6= ∅. Bud’ g ∈ g1H ∩ g2H. Pak existuj́ı prvky h1, h2 ∈ H takové, že
g = g1h1, resp. g = g2h2. Tedy g1h1 = g2h2, tud́ıž g −1

1 g2 = h1h
−1

2 ∈ H. Pak ale g2 ∈ g1H,
a tedy g1H = g2H. Zbývá ukázat, že sjednoceńım všech množin {gH; g ∈ G} je Ġ. To ale
plyne z toho, že g ∈ gH ⊆ G.

Definice 1.16. Bud’ H podgrupa grupy G. Pak systém množin {gH; g ∈ G} nazveme
rozklad grupy G na levé tř́ıdy podle podgrupy H a budeme jej značit G/lH.

Analogicky, systém G/pH = {Hg; g ∈ G} se nazývá rozklad grupy G na pravé tř́ıdy
podle podgrupy H. V souladu s úmluvou z úvodńı podkapitoly budeme značit mohutnost
systému množin {gH; g ∈ G} symbolem |G/lH|, obdobné označeńı |G/pH| použijeme pro
mohutnost rozkladu grupy G na pravé tř́ıdy podle podgrupy H.

Lemma 1.17. Necht’ H je podgrupa grupy G. Pak |G/lH| = |G/pH|.

Důkaz Definujme zobrazeńı f : G/lH → G/pH takto: f(gH) = Hg −1. Toto zobrazeńı
je definováno korektně a je to bijekce mezi G/lH a G/pH.

Definice 1.18. Necht’ H je podgrupa grupy G. Označme
[G : H] = |G/lH| = |G/pH|.

Kardinálńı č́ıslo [G : H] se nazývá index podgrupy H v grupě G.

Lemma 1.19. Necht’ H je podgrupa grupy G, g ∈ Ġ. Pak plat́ı:
|gH| = |Hg| = |H|.

Důkaz Pro množinu |gH| definujme zobrazeńı l : H → gH takto: l(x) = gx. Zobrazeńı
l je bijekce H → gH. Analogicky lze nadefinovat zobrazeńı p : H → Hg předpisem
p(x) = xg. Zobrazeńı p je rovněž bijekce.

Věta 1.20. (Lagrangeova) Necht’ H je podgrupa grupy G. Pak
|G| = |H| · [G : H].

Důkaz Množina Ġ je disjunktně rozložena na levé tř́ıdy podle podgrupy H. Všechny tyto
levé tř́ıdy maj́ı dle předchoźıho Lemmatu mohutnost |H|, a jejich počet je [G : H].

7



Důsledek 1.21. Necht’ G je konečná grupa. Pak řád (tj. počet prvk̊u) každé podgrupy
grupy G děĺı řád grupy G.

Na závěr podkapitoly uvedeme (již bez d̊ukazu) ještě jeden výsledek převzatý z knihy
[7], strana 40:

Věta 1.22. Bud’ T teorie komutativńıch grup, jejichž každý prvek má řád p, kde p > 1
je prvoč́ıslo. Pak každé dva modely teorie T téže mohutnosti jsou izomorfńı.

1.4. Ortomodulárńı svazy

Připomeňme si definici ortomodulárńıho svazu:

Definice 1.23. Ortokomplementárńım svazem (zkráceně OCL) budeme nazývat algebru
L = (X,∧,∨,⊥ ,0,1) typu (2,2,1,0,0) takovou, že (X,∧,∨) je svaz a pro každé x, y ∈ X
plat́ı:
(OC1) x ∧ x⊥ = 0, x ∨ x⊥ = 1,
(OC2) (x⊥)⊥ = x
(OC3) když x ≤ y, pak y⊥ ≤ x⊥.
Pokud L splňuje nav́ıc následuj́ıćı podmı́nku:
(OMdef ) když x ≤ y a y ∧ x⊥ = 0L, pak x = y,
pak se nazývá ortomodulárńı svaz (zkráceně OML).

Tř́ıdu všech ortokomplementárńıch svaz̊u budeme značitOCL, tř́ıdu všech ortomodulárńıch
svaz̊u OML, tř́ıdu všech Booleových algeber BA.

Tvrzeńı 1.24. Necht’ L je OCL. Pak L je OML právě tehdy, když je splněna následuj́ıćı
odmı́nka (tzv. ortomodulárńı zákon) pro libovolné x, y ∈ L:
(OMlaw) když x ≤ y, pak y = x ∨ (y ∧ x⊥)

Důkaz Necht’ L je OCL, bud’ x, y ∈ L, x ≤ y. Necht’ je splněna podmı́nka OMdef .
Jelikož x ≤ y, je i x ∨ (y ∧ x⊥) ≤ y. Nyńı y ∧ (x ∨ (y ∧ x⊥))⊥ = y ∧ (x⊥ ∧ (y ∧ x⊥)⊥) =
y ∧ x⊥ ∧ (y ∧ x⊥)⊥ = 0. Podle pomı́nky OMdef už muśı platit x ∨ (y ∧ x⊥) = y.

Obráceně, necht’ je splněna podmı́nka (OMlaw), x ≤ y, y∧x⊥ = 0. Pak x∨ (y∧x⊥) =
x ∨ 0 = x, tedy x = y.

Definice 1.25. Bud’ L OML. Pro každý prvek x ∈ L nazveme maximálńı Booleovu
podalgebru ve svazu L obsahuj́ıćı prvek x blok v L. Systém všech blok̊u v L budeme
značit Bl(L).

Je-li κ kardinál, pak označ́ıme Blκ(L) = {B ∈ Bl(L); |B| ≥ κ}.

Definice 1.26. Necht’ L je OML a necht’ x, y ∈ L, x ≤ y. Označme [x, y]L = {z ∈ L; z ≤ y
.a. x ≤ z} interval v L. Speciálńım často se vyskytuj́ıćım př́ıpadem bude [0, x]L = {y ∈
L; y ≤ x}.
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a b c a⊥b⊥c⊥

Obrázek 1: Diagram svazu MO3.

Představme si ještě jednu speciálńı tř́ıdu ortomodulárńıch svaz̊u:

Definice 1.27. Bud’ κ kardinál. Označme MOκ takový OCL L, který má 2 · κ+ 2 prvk̊u
a pro každé dva prvky x, y ∈ L r̊uzné od 0,1 plat́ı x ∧ y = 0, x ∨ y = 1.

Tvrzeńı 1.28. Je-li L MOκ pro nějaké κ, pak je to OML.

Důkaz Bud’te x, y ∈ L, x ≤ y. Pokud x = y, ortomodulárńı zákon samozřejmě plat́ı. Bud’

tedy x < y. Pak muśı být x = 0 nebo y = 1. Potom v prvńım př́ıpadě y ∧ x⊥ = y = 0, ve
druhém y ∧ x⊥ = x⊥ = 0. V obou př́ıpadech jsme dospěli ke sporu, a tedy x = y.

Na závěr této podkapitoly si ještě představ́ıme metodu konstrukce ortokomplementárńıch
(ale předevš́ım ortomodulárńıch) svaz̊u pomoćı tzv. horizontálńı sumy. Ideou této kon-
strukce je jakési slepeńı daných ortokomplementárńıch svaz̊u pomoćı jejich nejmenš́ıch a
největš́ıch prvk̊u. Jelikož je tato metoda velmi často použ́ıvaná, setkáme se s ńı v každé
knize věnované ortomodulárńım svaz̊um. Diagram na Obrázku 1 se dá také chápat jako
horizontálńı suma tř́ı čtyřprvkových BA.

Definice 1.29. Necht’ I je neprázdná množina a necht’ Ki, i ∈ I jsou OCL takové, že
|Ki| > 2 pro každé i ∈ I. Předpokládejme, že pro každé i, j ∈ I, 0Ki

= 0Kj
, 1Ki

= 1Kj
a

že žádný daľśı společný prvek (kromě nejmenš́ıho a největš́ıho) algebry Ki, i ∈ I nemaj́ı.
Algebru M , kterou nazveme horizontálńı sumou Ki, i ∈ I definujeme tak, že jej́ım nosičem
bude sjednoceńı nosič̊u všech Ki, i ∈ I. Dále 0M = 0Ki

, 1M = 1Ki
pro každé i ∈ I.

Operace ∧M ,∨M , ⊥M pak definujeme tak, aby množiny Ki, i ∈ I byly poduniverza v M
a pro x ∈ Ki, i ∈ I, y ∈ Kj, j ∈ I, x 6= y, x, y r̊uzné od 0Ki

,1Ki
resp. 0Kj

,1Kj
položme

x ∧M y = 0M , x ∨M y = 1M

Tvrzeńı 1.30. Necht’ I je indexová množina a necht’ Ki, i ∈ I jsou OML. Pak jejich
horizontálńı suma (označme ji M) je též OML.

Důkaz Bud’te x, y ∈M , x ≤ y. Jelikož jsou prvky x, y srovnatelné, muśı existovat j ∈ I
takové, že x, y ∈ Kj. Jelikož Kj je dle předpokladu OML, muśı v něm platit ortomodulárńı
zákon.
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Zájemce o bližš́ı seznámeńı s konstrukćı metodou horizontálńı sumy odkazuji na knihy
[12] a [1]. Pro nás bude mı́t tato konstrukce zaj́ımavé využit́ı v kapitole věnované orto-
komplementárńım svaz̊um se symetrickou diferenćı, viz př́ıslušná podkapitola.

1.5. Komutativita

Nyńı si představ́ıme dva druhy komutativity ve tř́ıdě ortokomplementárńıch svaz̊u. Ukážeme,
že pro tř́ıdu OML jsou spolu ekvivalentńı.

Definice 1.31. Bud’ L OCL. Prvky x, y ∈ L se nazývaj́ı komutativńı (zkráceně x C y,
nebo podrobněji x CL y), jestliže x = (x ∧ y) ∨ (x ∧ y⊥). Pokud prvky x, y komutativńı
nejsou, budeme psát x|y (nebo podrobněji x|Ly).

Tvrzeńı 1.32. Bud’ L OCL, bud’te x, y ∈ L.Prvek x komutuje s y právě tehdy, když
komutuje s y⊥.

Důkaz Prvek x komutuje s y, jestliže (podle definice komutativity) x = (x∧y)∨(x∧y⊥).
To je ale ekvivalentńı s x = (x ∧ (y⊥)⊥) ∨ (x ∧ y⊥), a tedy i x C y⊥.

Tvrzeńı 1.33. Bud’ L OCL, x, y ∈ L, x ≤ y. Pak x C y.

Důkaz Jelikož x ≤ y, plat́ı x ∧ y = x. Pak ale (x ∧ y) ∨ (x ∧ y⊥) = x ∨ (x ∧ y⊥) = x.

Definice 1.34. Bud’ L OCL. Prvky x, y ∈ L se nazývaj́ı booleovsky komutativńı, jestliže
podalgebra algebry L generovaná prvky x, y je Booleova algebra.

Lemma 1.35. Bud’ L OCL. Pak L je OML právě tehdy, když relace C je ve svazu L
symetrická.

Důkaz Necht’ je L OML, x, y ∈ L, x C y, tedy x = (x ∧ y) ∨ (x ∧ y⊥). Máme ukázat, že
y = (y ∧ x) ∨ (y ∧ x⊥). Vždy plat́ı, že y ≥ (y ∧ x) ∨ (y ∧ x⊥). Mı́sto obrácené nerovnosti
stač́ı ukázat, že y ∧ [(y ∧ x) ∨ (y ∧ x⊥)]⊥ = 0L. Nyńı ale plat́ı: y ∧ [(y ∧ x) ∨ (y ∧ x⊥)]⊥ =
y ∧ [(y⊥ ∨ x⊥) ∧ (y⊥ ∨ x)] = y ∧ (y⊥ ∨ x⊥) ∧ (y⊥ ∨ [(x ∧ y) ∨ (x ∧ y⊥)]) = y ∧ (y⊥ ∨ x⊥) ∧
(y⊥ ∨ (x ∧ y)) = [y ∧ (y ∧ x)⊥] ∧ [(y ∧ (x ∧ y)⊥)]⊥ = 0L.

Obráceně, necht’ je relace C symetrická. Pak ukážeme, že v L plat́ı ortomodulárńı
zákon, tj. podmı́nka (OMlaw): když x ≤ y, pak y = x ∨ (y ∧ x⊥). Necht’ x ≤ y, pak dle
Tvrzeńı 1.33 x C y. Tedy též y C x. Pak ale y = (y ∧ x) ∨ (y ∧ x⊥) = x ∨ (y ∧ x⊥).

Důsledek 1.36. Bud’ L OML, x, y ∈ L. Pak x C y právě tehdy, když x = (x∨y)∧(x∨y⊥).

Důkaz Plat́ı: x = (x∨ y)∧ (x∨ y⊥)⇔ x⊥ = (x⊥∧ y⊥)∨ (x⊥∧ y)⇔ x⊥ C y ⇔ y C x⊥ ⇔
y C x⇔ x C y.

Definice 1.37. Bud’ L OML, x, y ∈ L. Označme ϕx(y) = x ∧ (x⊥ ∨ y). Prvek ϕx(y) se
nazývá Sasakiho projekce prvku y na prvek x.
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Tvrzeńı 1.38. Bud’ L OML, x, y ∈ L. Pak plat́ı:
x C y právě tehdy, když ϕx(y) = x ∧ y.

Důkaz Necht’ x C y. Chceme ukázat, že x∧(x⊥∨y) = x∧y. Vždy plat́ı x∧(x⊥∨y) ≥ x∧y;
jelikož L je OML, stač́ı ukázat, že x∧(x⊥∨y)∧(x∧y)⊥ = 0. Plat́ı x∧(x⊥∨y)∧(x∧y)⊥ =
x ∧ (x⊥ ∨ y) ∧ (x⊥ ∨ y⊥) = x ∧ x⊥ = 0, nebot’ x⊥ C y. Obráceně, necht’ ϕx(y) = x ∧ y.
Vždy x ≥ (x∧ y)∨ (x∧ y⊥). Nyńı x∧ [(x∧ y)∨ (x∧ y⊥)]⊥) = x∧ [(x∧ y)⊥ ∧ (x⊥ ∨ y)] =
[x ∧ (x⊥ ∨ y)] ∧ (x ∧ y)⊥ = ϕx(y) ∧ (x ∧ y)⊥ = (x ∧ y) ∧ (x ∧ y)⊥ = 0. Protože L je OML,
muśı už platit x = (x ∧ y) ∨ (x ∧ y⊥).

Věta 1.39. (Foulisova-Hollandova) Bud’te x, y, z prvky ortomodulárńıho svazu L. Ne-
cht’ alespoň jeden z nich komutuje se zbylými dvěma. Pak
x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)
x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z).

Důkaz Nejprve dokažme prvńı rovnost. Vždy plat́ı, že x ∧ (y ∨ z) ≥ (x ∧ y) ∨ (x ∧ z).
Protože L je OML, stač́ı ukázat, že x ∧ (y ∨ z) ∧ [(x ∧ y) ∨ (x ∧ z)]⊥ = 0, tedy x ∧ (y ∨
z) ∧ (x⊥ ∨ y⊥) ∧ (x⊥ ∨ z⊥) = 0. Rozlǐsme 2 př́ıpady:

(1) Necht’ x C y, x C z. Pak plat́ı x∧ (y∨z)∧ (x⊥∨y⊥)∧ (x⊥∨z⊥) = [x∧ (x⊥∨y⊥)]∧
[(y ∨ z) ∧ (x⊥ ∨ z⊥)] = [x ∧ y⊥] ∧ [(y ∨ z) ∧ (x⊥ ∨ z⊥)] = [x ∧ (x⊥ ∨ z⊥)] ∧ (y ∨ z) ∧ y⊥ =
[x ∧ z⊥] ∧ (y ∨ z) ∧ y⊥ = (y⊥ ∧ z⊥) ∧ (y ∨ z) ∧ x = (y ∨ z)⊥ ∧ (y ∨ z) ∧ x = 0.

(2) Necht’ plat́ı y C x, y C z (př́ıpad, kdy z C x, z C y je symetrický). Pak x∧(y∨z)∧
(x⊥∨y⊥)∧(x⊥∨z⊥) = [x∧(x⊥∨y⊥)]∧[(y∨z)∧(x⊥∨z⊥)] = [x∧y⊥]∧[(y∨z)∧(x⊥∨z⊥)] =
x ∧ [y⊥ ∧ (y ∨ z)] ∧ (x⊥ ∨ z⊥) = x ∧ [y⊥ ∧ z] ∧ (x⊥ ∨ z⊥) = y⊥ ∧ (x ∧ z) ∧ (x ∧ z)⊥ = 0.

V předchoźıch úvahách bylo využito Tvrzeńı 1.38 a symetričnost relace C v ortomo-
dulárńıch svazech. K dokončeńı d̊ukazu zbývá ukázat druhou rovnost:

Jestliže alespoň jeden z prvk̊u x, y, z komutuje se zbylými dvěma, plat́ı totéž i pro prvky
x⊥, y⊥, z⊥. Podle již dokázané části tvrzeńı pak plat́ı: x⊥∧(y⊥∨z⊥) = (x⊥∧y⊥)∨(x⊥∧z⊥).
To je ale ekvivalentńı s tvrzeńım x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z).

Tvrzeńı 1.40. Bud’ L OML, x, y, z ∈ L. Když x C y, x C z, pak také x C y∧z, x C y∨z.

Důkaz Necht’ plat́ı podmı́nky uvedené v předpokladech. Pak ale (d́ıky symetričnosti C)
plat́ı y C x, z C x. Tedy y = (y ∧ x) ∨ (y ∧ x⊥), z = (z ∧ x) ∨ (z ∧ x⊥). Potom
y ∨ z = (y ∧ x)∨ (y ∧ x⊥)∨ (z ∧ x)∨ (z ∧ x⊥) = [(x∧ y)∨ (x∧ z)]∨ [(x⊥ ∧ y)∨ (x⊥ ∧ z)] =
[x∧(y∨z)]∨[x⊥∧(y∨z)], protože x∧(y∨z) = (x∧y)∨(x∧z), x⊥∧(y∨z) = (x⊥∧y)∨(x⊥∧z)
d́ıky Foulisově-Hollandově větě.

Nyńı ale z rovnosti y ∨ z = [x ∧ (y ∨ z)] ∨ [x⊥ ∧ (y ∨ z)] plyne y ∨ z C x, a tedy též
x C y ∨ z.

Zbývá dokázat, že x C y ∧ z. Jelikož x C y, x C z, tak x C y⊥, x C z⊥. Dle výše
dokázaného x C y⊥ ∨ z⊥, tedy též x C (y⊥ ∨ z⊥)⊥, tud́ıž x C y ∧ z.

Tvrzeńı 1.41. Necht’ t(x1, ....,xn) je {∧,∨,0,1,⊥ }-term. Bud’ L OML, a, b1, ..., bn ∈ L,
přičemž a C bi pro i = 1, ..., n. Pak a C tL(b1, ...., bn).

11



Důkaz Indukćı dle složitosti termu t. Jestliže t je proměnná, plyne tvrzeńı z předpokladu.
Když je t složený term, použije se Tvrzeńı 1.40 a Lemma 1.35.

Tvrzeńı 1.42. Bud’ L OML, X ⊆ L̇. Bud’ K podalgebra algebry L generovaná množinou
X. Pak K je Booleova algebra právě tehdy, když každé dva prvky množiny X komutuj́ı.

Důkaz Když K je Booleova algebra, tak pro každé dva prvky x, y ∈ K plat́ı: x =
(x ∧ y) ∨ (x ∧ y⊥), tedy spolu každé 2 prvky množiny X komutuj́ı. Obrácená implikace
se dokáže následovně: Bud’te a, b ∈ K. Pak existuj́ı termy s(x1, ....,xm) a t(y1, ....,yn) a
prvky a1, ..., am, b1, ..., bn ∈ X takové, že a = sL(a1, ...., am), b = tL(b1, ...., bn). S využit́ım
předchoźıho tvrzeńı pak plyne, že sL(a1, ...., am) C tL(b1, ...., bn), a tedy a C b. Distribu-
tivńı zákon pak plyne z Foulisovy-Hollandovy věty, jelikož každé dva prvky algebry K
spolu podle výše uvedené úvahy komutuj́ı.

Důsledek 1.43. Bud’ L OML, x, y ∈ L. Pak prvky x, y jsou booleovsky komutativńı právě
tehdy, když x C y.

Tvrzeńı 1.44. Bud’ L OML, x ∈ L. Pak množina C(x) = {y ∈ L; x C y} je podalgebra
v L. Nav́ıc, jestlǐze y ∈ L a prvky x, y jsou srovnatelné (tj. x ≤ y nebo y ≤ x), pak
y ∈ C(x).

Důkaz Ověřme, že př́ıslušná množina je podalgebra: uzavřenost na konstanty 0,1 plyne
z Tvrzeńı 1.33. Uzavřenost na operaci ⊥ plat́ı d́ıky Tvrzeńı 1.32 a uzavřenost na binárńı
operace pr̊usek a spojeńı dostaneme d́ıky Tvrzeńı 1.40. Druhá část tvrzeńı plyne z komu-
tativity srovnatelných prvk̊u, viz. Tvrzeńı 1.33.

Tvrzeńı 1.45. Bud’ L OML, M ⊆ L, přičemž x C y pro každé x, y ∈ M . Pak existuje
B ∈ Bl(L) tak, že M ⊆ B.

Důkaz Podle Tvrzeńı 1.42 je M obsažena v nějaké Booleově podalgebře (označme ji C)
svazu L. Podle Zornova lemmatu je každá Booleova algebra podalgebrou nějaké maximálńı
Booleovy algebry B. Potom M ⊆ C ⊆ B.

Na závěr této podkapitoly uved’me ještě jedno tvrzeńı, které je ekvivalentńı komuta-
tivitě prvk̊u ve tř́ıdě ortomodulárńıch svaz̊u (a to jak booleovské, tak té z Definice 1.31).

Definice 1.46. Bud’ L OCL. Pro x, y ∈ L, bud’ com(x, y) komutátor prvk̊u x, y, tj.
com(x, y) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ y⊥) ∧ (x⊥ ∨ y) ∧ (x⊥ ∨ y⊥).

Tvrzeńı 1.47. Bud’ L OML. Prvky x, y ∈ L spolu komutuj́ı právě tehdy, když com(x, y) =
0L.

Důkaz Necht’ nejprve x C y, tedy x = (x∧y)∨(x∧y⊥). Pak (x∨y)∧(x∨y⊥)∧(x⊥∨y)∧
(x⊥∨y⊥) = [(x∨y)∧(x∨y⊥)]∧[(x⊥∨y)∧(x⊥∨y⊥)] = [(x∨y)∧(x∨y⊥)]∧[(x∧y⊥)∨(x∧y)]⊥ =
[(x ∨ y) ∧ (x ∨ y⊥)] ∧ x⊥ = [(x⊥ ∧ y⊥) ∨ (x⊥ ∧ y)]⊥ ∧ x⊥ = x ∧ x⊥ = 0L. Obráceně,
necht’ com(x, y) = 0L. Vždy plat́ı, že x ≥ (x ∧ y) ∨ (x ∧ y⊥). Jelikož L je OML, mı́sto
nerovnosti x ≤ (x ∧ y) ∨ (x ∧ y⊥) stač́ı ukázat, že x ∧ [(x ∧ y) ∨ (x ∧ y⊥)]⊥) = 0L. Ale
x∧[(x∧y)∨(x∧y⊥)]⊥) = x∧(x⊥∨y⊥)∧(x⊥∨y) ≤ (x∨y)∧(x∨y⊥)∧(x⊥∨y)∧(x⊥∨y⊥) =
0L.
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1.6. Intervalové algebry

V této podkapitole ukážeme, jak dodefinovat operaci ⊥ na intervalu ortomodulárńıho
svazu tak, aby vznikl opět svaz (tzv. intervalová algebra).

Definice 1.48. Bud’ L ortomodulárńı svaz, o ∈ L, i ∈ L, o ≤ i. Necht’ a je prvek L, který
lež́ı v intervalu [o, i]. Pak prvek a+ = o∨ (a⊥∧ i) nazveme relativńı ortokomplement prvku
a v intervalu [o, i].

Tvrzeńı 1.49. Bud’ L ortomodulárńı svaz, o ∈ L, i ∈ L, o ≤ i. Necht’ a ∈ [o, i]. Pak
(i) a ∨ a+ = i
(ii) a+ = (o ∨ a⊥) ∧ i
(iii) a ∧ a+ = o.

Důkaz (i) a∨ a+ = a∨ (o∨ (a⊥ ∧ i)) = a∨ (a⊥ ∧ i) = (a∨ a⊥)∧ (a∨ i) = 1∧ (a∨ i) = i
d́ıky faktu, že a C i, a C a⊥ s použit́ım Foulisovy-Hollandovy věty.
(ii) Jelikož o C i, o C a⊥, tak a+ = o ∨ (a⊥ ∧ i) = (o ∨ a⊥) ∧ (o ∨ i) = (o ∨ a⊥) ∧ i, opět s
použit́ım Foulisovy-Hollandovy věty.
(iii) a ∧ a+ = a ∧ ((o ∨ a⊥) ∧ i) = a ∧ (o ∨ a⊥) = (a ∧ o) ∨ (a ∧ a⊥) = o ∨ 0 = o.

Lemma 1.50. Bud’ L ortomodulárńı svaz, o, i ∈ L, o ≤ i. Bud’ a prvek L, který lež́ı v
intervalu [o, i], a+ = o ∨ (a⊥ ∧ i) bud’ relativńı ortokomplement prvku a v intervalu [o, i].
Pak prvek a+ komutuje se všemi prvky intervalu [o, i], se kterými komutuje prvek a.

Důkaz Necht’ b je prvek z intervalu [o, i], který komutuje s a. Potom zároveň b C a⊥ a
z nerovnost́ı o ≤ b ≤ i plyne, že b C o, b C i. Podle Tvrzeńı 1.41 tedy b komutuje s
o ∨ (a⊥ ∧ i) = a+.

Lemma 1.51. Bud’ L ortomodulárńı svaz, o, i ∈ L, o ≤ i. Pak ([o, i],∨,∧,+ , o, i) je
ortomodulárńı svaz.

Důkaz Podmı́nku OC1 jsme dokázali v Tvrzeńı 1.49 . Ověřme podmı́nku OC2:
Necht’ y je prvek z intervalu [o, i]. Pak (y+)+ = ((i∧((o∨y⊥)∧i)⊥)∨o = (i∧((o⊥∧y)∨

i⊥))∨o = (i∧o⊥∧y)∨(i∧i⊥)∨o = (o⊥∧y)∨o = y, s využit́ım Foulisovy-Hollandovy věty,
ortomodulárńıho zákona a fakt̊u, že navzájem kolmé či spolu srovnatelné prvky komutuj́ı.

Platnost podmı́nky OC3 plyne z toho, že je-li x ≤ y, pak y⊥ ≤ x⊥, a tedy i y+ =
o ∨ (y⊥ ∧ i) ≤ o ∨ (x⊥ ∧ i) = x+. Ověřme konečně platnost ortomodulárńıho zákona:

Bud’te x, y ∈ [o, i] prvky takové, že x ≥ y+ a x∧ y = o. Chceme ukázat, že už x = y+.
Položme s = x, t⊥ = y+ = o ∨ (y⊥ ∧ i). Pak s ≥ t⊥, s ∧ t = x ∧ ((o⊥ ∧ y) ∨ i⊥) =
(x ∧ (o⊥ ∧ y)) ∨ (x ∧ i⊥) ≤ ((o⊥ ∧ o) ∨ (i ∧ i⊥) = 0. Dı́ky ortomodularitě svazu L tedy
s = t⊥, tedy i x = y+.

Definice 1.52. Bud’ L ortomodulárńı svaz, o, i ∈ L, o ≤ i. Pak algebru z předchoźıho
lemmatu nazveme intervalová algebra.

Lemma 1.53. Bud’te L,M ortomodulárńı svazy takové, že M je intervalovou algebrou ve
svazu L a necht’ a, b jsou prvky M . Pak a komutuje s b v L právě tehdy, když a komutuje
s b v M .
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Důkaz Bud’te o, i prvky vymezuj́ıćı intervalovou algebru M v L, o ≤ i. S využit́ım bodu
(ii) Tvrzeńı 1.49 je a∧ b+ = a∧ (o∨ b⊥)∧ i = a∧ (o∨ b⊥). Jelikož o ≤ a, o ≤ b, tak a C o,
o C b⊥. Podle Foulisovy-Hollandovy věty nyńı a ∧ b+ = (a ∧ o) ∨ (a ∧ b⊥) = o ∨ (a ∧ b⊥).
Protože o ≤ a, o ≤ b, je i o ≤ a ∧ b. Potom (a ∧ b) ∨ (a ∧ b+) = (a ∧ b) ∨ o ∨ (a ∧ b⊥) =
(a ∧ b) ∨ (a ∧ b⊥), č́ımž je lemma dokázáno.

V daľśıch kapitolách se často bude vyskytovat speciálńı př́ıpad, kdy bude jedńım z
prvk̊u vymezuj́ıćıch intervalovou algebru prvek 0. Pro takový př́ıpad zaved’me následuj́ıćı
označeńı:

Označeńı 1.54. Když L je nějaká algebra, c ∈ L nějaký jej́ı prvek, označ́ıme Lc interva-
lovou algebru v L vymezenou prvky 0L, c.

V tomto speciálńım př́ıpadě se zjednoduš́ı i definice relativńıho ortokomplementu (spo-
jeńı s 0L) můžeme vynechat, tedy v Lc plat́ı: a+ = 0L ∨ (a⊥ ∧ i) = a⊥ ∧ i.

1.7. Některé vlastnosti Booleových algeber

V této podkapitole si připomeneme některé základńı vlastnosti Booleových algeber, které
pak dále využijeme předevš́ım v části práce věnované horizontálńım sumám Booleových
algeber.

Lemma 1.55. Každá Booleova algebra je ortomodulárńım svazem.

Důkaz Bud’B Booleova algebra. Ověřme nejprve, žeB je OCL. Podmı́nky (OC1) a (OC2)
jsou splněny d́ıky tomu, že každá BA je jednoznačně komplementárńı svaz. Podmı́nka
(OC3) je ekvivalentńı platnosti De Morganových zákon̊u, které plat́ı ve všech Booleových
algebrách. K tomu, aby B byla OML ukažme, že plat́ı podmı́nka (OMdef ). Necht’ x, y ∈ B
x ≤ y a y ∧ x⊥ = 0L. Jelikož každé dva prvky spolu v B komutuj́ı, muśı platit y =
(y ∧ x) ∨ (y ∧ x⊥) = y ∧ x. Tedy y ≤ x, a proto y = x.

Zájemce o problematiku vztah̊u mezi tř́ıdami OCL, OML a BA odkazuji na knihu
[6], př́ıpadně na jakoukoliv jinou knihu věnuj́ıćı se teorii svaz̊u.

Připomeňme i známý výsledek o reprezentovatelnosti Booleových algeber, který poprvé
ukázal Marshall H. Stone v roce 1936.

Definice 1.56. Bud’ S ⊆ P(X). Pak se uspořádaná dvojice 〈X,S〉 nazývá množinová
algebra, jestliže množina S je poduniverzum v Booleově podalgebře P(X). Symbolem
Uf(B) znač́ıme množinu všech ultrafiltr̊u v B. Je-li a ∈ B, položme r(a) = {F ∈
Uf(B); a ∈ F}. Dále označme B = {r(a); a ∈ B}. Necht’ S(B) je topologie na množině
Uf(B) generovaná systémem B. Topologický prostor 〈Uf(B),S(B)〉 se nazývá Stone̊uv
prostor Booleovy algebry B.

Věta 1.57. (Stoneova) Bud’ B Booleova algebra. Pak B je izomorfńı s algebrou obo-
jetných množin Stoneova prostoru algebry B.
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Důkaz Viz kapitola 4 knihy [6].

Definice 1.58. Bud’ B Booleova algebra. Atomem v B nazveme každý nenulový prvek
a ∈ B, pro který plat́ı: jestliže b ≤ a pro nějaký prvek b ∈ B, tak b = 0 .nebo. b = a.
Řekneme, že B je atomická BA, jestliže ke každému prvku 0 6= b ∈ B existuje atom a ∈ B
takový, že a ≤ b.

Definice 1.59. Bud’ B Booleova algebra. Řekneme, že B je úplná BA, jestliže ke každým
dvěma prvk̊um a, b ∈ B existuje infimum a supremum.

V následuj́ıćıch kapitolách nám bude stačit slabš́ı verze Stoneovy věty:

Věta 1.60. Bud’ B Booleova algebra. Pak B je izomorfńı s Booleovou algebrou P(X) pro
nějakou množinu X právě tehdy, když B je úplná atomická.

Důkaz Plyne ze Stoneovy věty 1.57, dá se však dokázat i jednodušš́ım zp̊usobem, když
se ukáže, že zobrazeńı At : B ∼= P(At(B)) a S : P(At(B)) ∼= B (kde S je definováno pro
A ⊆ At(B) předpisem S(A) = supBA) jsou vzájemně inverzńı izomorfismy.

Důsledek 1.61. Bud’te B1, B2 konečné Booleovy algebry se stejným počtem prvk̊u. Pak
B1
∼= B2.

1.8. Ortokomplementárńı posety

Obecněǰśım pojmem než je pojem ortokomplementárńıho svazu je ortokomplementárńı
poset. V př́ıpadě této struktury nebudeme požadovat, aby nosná množina byla svazově
uspořádaná (tj. aby pro každou dvojici prvk̊u existovalo supremum a infimum), spokoj́ıme
se s t́ım, že bude uspořádaná relaćı ≤, která bude reflexivńı, slabě antisymetrická a tran-
zitivńı.

Ve většině článk̊u a knih (viz např. [13]) je zvolen postup výkladu ”od posetu ke svazu”
– jako primárńı struktura je definován ortokomplementárńı poset. To má tu výhodu, že za
tř́ıdu ortokomplementárńıch svaz̊u se prohláśı tř́ıda těch ortokomplementárńıch poset̊u,
které jsou zároveň svazy. Všechna tvrzeńı dokázaná pro posety pak plat́ı i pro ortokomple-
mentárńı svazy. Ćılem této práce ale bude předevš́ım studium svazových struktur, takže
kapitoly o ortokomplementárńıch posetech lze chápat sṕı̌se jen jako rozš́ı̌reńı a námět k
zamyšleńı, která tvrzeńı plat́ıćı pro tř́ıdu OCL plat́ı i pro tř́ıdu ortokomplementárńıch
poset̊u.

Definice 1.62. Uspořádanou množinou nazveme uspořádanou dvojici (X,≤), kde X je
neprázdná množina a ≤ je reflexivńı, slabě antisymetrická a tranzitivńı relace na množině
X. Pro uspořádanou množinu budeme použ́ıvat označeńı poset (což je zkratka anglického
názvu partially ordered set). Analogicky jako v terminologii pro svazy bude (0,1)-poset
uspořádaná množina P , která obsahuje nejmenš́ı prvek 0 a největš́ı prvek 1. Tedy 0 ≤
a ≤ 1 pro každý prvek a ∈ P .
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Definice 1.63. Bud’ P = (X,≤,0,1) (0,1)-poset, a, b ∈ P . Zavedeme operaci ortokom-
plementace ⊥ : X → X splňuj́ıćı následuj́ıćı podmı́nky:
(OP1) když a ≤ b, tak b⊥ ≤ a⊥

(OP2) (a⊥)⊥ = a
(OP3) existuje supremum množiny {a, a⊥} a je rovno 1.

Řekneme, že P = (X,≤,0,1,⊥ ) je ortokomplementárńı poset, jestliže P = (X,≤,0,1)
je (0,1)-poset a operace ⊥ : X → X je ortokomplementace na množině X.

V souladu s označeńım ve tř́ıdě ortokomplementárńıch svaz̊u budeme supremum prvk̊u
a, b ∈ P značit a ∨ b, infimum a ∧ b. Uvědomme si ale, že supremum ani infimum nemuśı
obecně v ortokomplementárńım posetu existovat. Tř́ıdu všech ortokomplementárńıch po-
set̊u budeme značit OCP .

Definice 1.64. Bud’ P = (X,≤,0,1,⊥ ) ortokomplementárńı poset, a, b ∈ P . Řekneme,
že P je ortomodulárńı poset (zkráceně OMP), jestliže jsou splněny následuj́ıćı podmı́nky:
(OMP1) když a ≤ b⊥, tak existuje supremum a ∨ b prvk̊u a, b v P
(OMP2) když a ≤ b, tak b = a ∨ (a⊥ ∧ b).

Tř́ıdu všech ortomodulárńıch poset̊u budeme značit OMP .

Lemma 1.65. Každý ortokomplementárńı svaz je ortokomplementárńı poset, každý orto-
modulárńı svaz je ortomodulárńı poset.

Důkaz Bud’ L = (X,∧,∨,⊥ ,0,1) OCL. Relaci ≤ ve svazu L definujme následovně: Pro
a, b ∈ L bud’

a ≤L b právě tehdy, když a ∧ b = a.
Ověřme, že ≤L je uspořádáńı na X, bud’te a, b, c ∈ X : reflexivita relace ≤L plyne z

faktu, že a∧a = a. Slabá antisymetrie: Když a ≤ b a zároveň b ≤ a, tak a = a∧b = b∧a =
b. Tranzitivita: Když a ≤ b a zároveň b ≤ c, tak a∧c = (a∧b)∧c = a∧ (b∧c) = a∧b = a.

Označme P = (X,≤L,0L,1L,⊥L ). Pak už P je ortokomplementárńı poset, nebot’ se
jedná o (0,1)-poset s ortokomplementaćı.

Necht’ je nyńı L nav́ıc ortomodulárńı. Pak podmı́nka (OMP1) je splněna d́ıky tomu,
že L je svaz a podmı́nka (OMP2) je ortomodulárńı zákon (viz Tvrzeńı 1.24).

Na závěr této podkapitoly poznamenejme, že všechna tvrzeńı dokázaná výše o orto-
komplementárńıch (ortomodulárńıch) svazech plat́ı i o posetech, pokud v těchto tvrzeńıch
požadujeme nav́ıc existenci př́ıslušných suprem či infim. Jako př́ıklad takového tvrzeńı
uvažme de Morganovy zákony pro tř́ıdu OCP , ty potom maj́ı následuj́ıćı tvar:

Lemma 1.66. Bud’ P = (X,≤,0,1,⊥ ) ortokomplementárńı poset, x, y ∈ P .
Když existuje a ∨ b, tak (a ∨ b)⊥ = a⊥ ∧ b⊥.
Když existuje a ∧ b, tak (a ∧ b)⊥ = a⊥ ∨ b⊥

Důkaz Jelikož a ≤ a ∨ b, tak a⊥ ≥ (a ∨ b)⊥, analogicky b ≤ a ∨ b, a tedy b⊥ ≥ (a ∨ b)⊥.
Celkem tedy (a ∨ b)⊥ ≤ a⊥ ∧ b⊥. Dokažme opačnou nerovnost: K tomu, abychom ukázali
(a ∨ b)⊥ ≥ a⊥ ∧ b⊥ stač́ı ukázat, že a ∨ b ≤ (a⊥ ∧ b⊥)⊥. To nastane právě tehdy, když
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a ≤ (a⊥ ∧ b⊥)⊥ a b ≤ (a⊥ ∧ b⊥)⊥. Prvńı nerovnost je ovšem ekvivalentńı s tvrzeńım
a⊥ ≥ a⊥ ∧ b⊥, druhá s b⊥ ≥ a⊥ ∧ b⊥, která obě triválně plat́ı. Druhé tvrzeńı se dokáže
analogicky.

1.9. Greechieho diagramy

Konstrukce pomoćı horizontálńı sumy (kterou jsme si představili v podkapitole 1.4) se
dá přirozeným zp̊usobem zobecnit. Budeme vytvářet ortokomplementárńı svaz (či poset)
z Booleových algeber obdobně jako při konstrukci pomoćı horizontálńı sumy, v tomto
př́ıpadě ovšem povoĺıme, aby jednotlivé BA měly i jiné společné prvky než 0 a 1. Otázky,
za jakých podmı́nek nám touto metodou vzniknou OMP (př́ıpadně OML) nám pak zod-
pov́ı závěrečné tvrzeńı.

Poznamenejme ještě, že zde poṕı̌seme pouze základńı vlastnosti Greechieho diagramů
(které budeme potřebovat v následuj́ıćıch kapitolách – zhruba ve stejném rozsahu jako
v [13]), zájemci o studium této problematiky mohou nalézt řadu daľśıch souvisej́ıćıch
výsledk̊u v publikaćıch [1], [12], či v jiné publikaci věnované ortomodulárńım svaz̊um.

Definice 1.67. Bud’ B systém Booleových algeber. Řekneme, že B je téměř disjunktńı
systém, jestliže pro libovolné A,B ∈ B plat́ı právě jedna z následuj́ıćıch podmı́nek:
(i) A = B
(ii) A ∩B = {0,1}
(iii) A ∩ B = {0,1, x, x⊥}, kde x je atom v A a zároveň v B, a nav́ıc plat́ı 0A = 0B,
1A = 1B, x⊥A = x⊥B .

Připomeňme nyńı pojem cyklu:

Definice 1.68. Bud’ B téměř disjunktńı systém Booleových algeber. Konečná posloupnost
B0, B1, B2, ..., Bn−1 algeber z B se nazývá cyklus délky n, jestliže jsou splněny následuj́ıćı
podmı́nky: (indexy budeme chápat stejně jako v následuj́ıćıch tvrzeńıch této podkapitoly
modulo n)
(i) pro libovolné i ∈ {0, 1, ..., n − 1} plat́ı Bi ∩ Bi+1 = {0,1, xi, x⊥i }, kde xi je atom v
algebrách Bi, Bi+1.
(ii) když j 6∈ {i− 1, i, i+ 1}, tak Bi ∩Bj = {0,1}
(iii) pro r̊uzné indexy i, j, k plat́ı Bi ∩Bj ∩Bk = {0,1}.

Uvědomme si, že každý cyklus {B0, B1, B2, ..., Bn−1} jednoznačně určuje posloupnost
atomů {e0, e1, ..., en−1}, kde ei je atom náležej́ıćı do algeber Bi−1 a Bi pro 0 ≤ i ≤ n− 1.
Můžeme tedy vyslovit následuj́ıćı tvrzeńı:

Tvrzeńı 1.69. Bud’ B téměř disjunktńı systém Booleových algeber, bud’ {B0, B1, B2, ..., Bn−1}
cyklus délky n. Necht’ ei je atom náležej́ıćı do algeber Bi−1 a Bi pro 0 ≤ i ≤ n − 1. Pak
ei ⊥ ei+1.
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Důkaz Necht’ plat́ı uvedené předpoklady. Připomeňme, že ei ⊥ ei+1 ⇔ ei ≤ e⊥i+1. Prvky
ei, ei+1 jsou atomy v Bi. Jelikož Bi−1 ∩ Bi+1 = {0,1}, musej́ı to být atomy r̊uzné. Proto
též ei∧ ei+1 = 0. Nyńı plat́ı: ei ≤ ei∨ e⊥i+1 = (ei∨ e⊥i+1)∧ (ei+1∨ e⊥i+1) = (ei∧ ei+1)∨ e⊥i+1 =
e⊥i+1.

Tvrzeńı 1.70. Bud’ B téměř disjunktńı systém Booleových algeber. Položme L =
⋃
B

a definujme na L relaci ≤L následuj́ıćım zp̊usobem: x ≤L y právě tehdy, když existuje
Booleova algebra B ∈ B taková, že x, y ∈ B a x ≤B y. Podobně definujme operaci
⊥L = ⊥B . Pak ≤L je uspořádáńı a ⊥L je ortokomplementace.

Důkaz Viz [13], strana 10.

Dostáváme se k fundamentálńımu výsledku v teorii Greechieho diagramů. V anglicky
psané literatuře se často nazývá Loop Lemma, protože se zabývá závislost́ı mezi délkami
cykl̊u (pro něž se v tomto kontextu použ́ıvá výraz loop) v téměř disjunktńım systému a
ortomodularitou posetu, který z něj vznikne konstrukćı popsanou v předchoźım tvrzeńı.

Lemma 1.71. (Loop Lemma) Bud’ B téměř disjunktńı systém Booleových algeber.
Položme L =

⋃
B. Pak plat́ı:

(a) L je OMP právě tehdy, když B neobsahuje cyklus délky 3.
(b) L je OML právě tehdy, když B neobsahuje ani cyklus délky 3, ani cyklus délky 4.

Důkaz Viz [13], strana 11.

Definice 1.72. Algebra L se nazývá Greechieho logika, jestliže jsou splněny následuj́ıćı
podmı́nky:
(a) Každý prvek L se dá napsat jako supremum nejvýš spočetně navzájem po dvou
kolmých atomů v L.
(b) Bloky v L tvoř́ı téměř disjunktńı systém.

Greechieho diagramy slouž́ı k zachyceńı Greechieho logik. Jedná se o grafy (tj. množiny
uzl̊u a hran), kde uzly odpov́ıdaj́ı atomům v Greechieho logice a hrany znázorňuj́ı náležeńı
do blok̊u (tedy když lež́ı dva vrcholy na stejné hraně, jsou jim odpov́ıdaj́ıćı atomy v
tomtéž bloku). Výhodou Greechieho diagramů je snadné ověřeńı, zda obsahuj́ı cyklus
délky 3 (př́ıpadně 4), a dá se tedy snadno nahlédnout, zda jsou př́ıslušné Greechieho
logiky ortomodulárńımi posety (př́ıpadně svazy).

Na závěr této podkapitoly si ještě ukažme několik př́ıklad̊u Greechieho diagramů, v́ıce
jich čtenáři najdou v knihách [12] či [1]. Na Obrázku 2 je vlevo Greechieho diagram
osmiprvkové Booleovy algebry, vpravo je pak takzvaný Dilworth̊uv svaz, který vznikl
slepeńım ze tř́ı osmiprvkových Booleových algeber.

Obrázek 3 pak znázorňuje Greechieho diagramy ortomodulárńıch poset̊u, které obsa-
huj́ı cykly. Jelikož žádný neobsahuje cyklus délky 3, jde o posety. Poset zachycený dia-
gramem vpravo je zároveň svazem, nebot’ neobsahuje cyklus délky 4, poset vlevo takový
cyklus ovšem obsahuje, proto svazem neńı.

Uvědomme si ještě, že atom spolu s koatomem může být v Greechieho logice společný
i pro v́ıce než dvě Booleovy algebry; nejmenš́ı takový svaz je tvořen třemi osmiprv-
kovými Booleovými algebrami, které maj́ı jeden společný atom. Diagram tohoto svazu
je znázorněn na Obrázku 4.
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Obrázek 2: Ukázky Greechieho diagramů, vlevo osmiprvková BA, vpravo Dilworth̊uv svaz.

Obrázek 3: Greechieho diagramy obsahuj́ıćı cykly.

Obrázek 4: Greechieho diagram OML, v němž je jeden atom společný třem BA.
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2. Diferenčńı algebry

Následuj́ıćı kapitola bude věnována studiu operátoru symetrické diference. Axiomy, které
by měl tento operátor splňovat, jsou voleny tak, aby zachycoval symetrický rozd́ıl množin.
Můžeme jej ovšem chápat také jako logickou spojku nazývanou ”alternativa” (která se
v přirozeném jazyce zpravidla vyjadřuje jako vylučovaćı disjunkce, ”bud’ A, anebo B”).
Jak uvid́ıme dále, na dvouprvkové struktuře (maj́ıćı pouze prvky 0 a 1, které můžeme
interpretovat jako pravdivostńı hodnoty) se skutečně chová jako výše zmı́něná logická
spojka.

My si zde představ́ıme některé základńı vlastnosti tohoto operátoru (které pak bu-
deme využ́ıvat i v daľśıch kapitolách této práce) a budeme se zabývat i vlastnostmi tř́ıdy
diferenčńıch algeber.

Definice 2.1. Bud’ D = (X, �,0,1) algebra typu (2, 0, 0). Řekneme, že D je diferenčńı
algebra (zkr. DA) jestliže pro libovolné x, y, z ∈ X plat́ı:
(d1) x � (y � z) = (x � y) � z,
(d2) x � 0 = x,
(d3) x � x = 0,
(d4) (∃x : x 6= 0)⇒ 1 6= 0.

Lemma 2.2. Diferenčńı algebra D = (X, �,0,1) je netriviálńı, právě když 1 6= 0.

Důkaz Implikace zprava doleva je zřejmá. Opačná implikace plyne z podmı́nky (d4).

Tvrzeńı 2.3. Bud’ D = (X, �,0,1) diferenčńı algebra. Pak operace � je komutativńı.

Důkaz Dokažme nejprve, že pro x ∈ X plat́ı 0 � x = x. Plat́ı:
0 � x = (x � x) � x = x � (x � x) = x � 0 = x.

Bud’te x, y ∈ X.
x�y = (x�y)�0 = (x�y)� [(y �x)� (y �x)] = x�y �y �x� (y �x) = x�0�x� (y �x) =

x � x � (y � x) = 0 � (y � x) = y � x.

Tvrzeńı 2.4. Bud’ D konečná DA. Pak D má 2n prvk̊u.

Důkaz Pro x ∈ D položme −x = x. Algebra GD = (X, �,−,0) je grupa, v ńıž každý
prvek má řád 2. Tud́ıž počet prvk̊u grupy GD (a tedy i algebry D) muśı být podle Věty
1.20 mocninou č́ısla 2.

Př́ıklad 2.5. Bud’ B BA. Pak algebra DB = (Ḃ,∆B,0B,1B) je diferenčńı algebra.

Označeńı 2.6. Je-li D DA, x ∈ D, položme x⊥ = x �1. Tř́ıdu všech diferenčńıch algeber
budeme značit DA.

Tvrzeńı 2.7. Bud’ D diferenčńı algebra. Pak pro x, y, z ∈ D plat́ı:
(a) 0⊥ = 1,1⊥ = 0 ;
(b) x⊥⊥ = x ;
(c) x⊥ = y⊥ ⇒ x = y ;
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(d) x � y⊥ = x⊥ � y = (x � y)⊥ ;
(e) x⊥ � y⊥ = x � y ;
(f) x � x⊥ = 1 ;
(g) x � y = z ⇔ x � z = y ;
(h) x � y = x � z ⇒ y = z ;
(i) x � y = 0⇔ x = y ;
(j) x � y = 1⇔ x = y⊥.

Důkaz (a) 0⊥ = 0 � 1 = 1, 1⊥ = 1 � 1 = 0.
(b) x⊥⊥ = (x � 1) � 1 = x � (1 � 1) = x � 0 = x.
(c) Když x � 1 = y � 1, pak (x � 1) � 1 = (y � 1) � 1, a podle (b) plat́ı x = y.
(d) x � y⊥ = x � (y � 1) = (x � y) � 1 = (x � y)⊥.
(e) Pomoćı (d) dostáváme: x⊥ � y⊥ = (x⊥ � y)⊥ = (x � y)⊥⊥ = x � y.
(f) x � x⊥ = (x � x)⊥ = 0⊥ = 1.
(g) Necht’ x � y = z. Pak x � z = x � (x � y) = (x � x) � y = 0 � y = y. Opačná implikace se
dokáže analogicky.
(h) Necht’ x � y = x � z. Pak x � (x � y) = x � (x � z), tud́ıž (x � x) � y = (x � x) � z. Podle
podmı́nky (d3) definice 2.1 dostáváme 0 � y = 0 � z, a tedy y = z.
(i) Když x = y, pak x�y = 0 podle podmı́nky (d3). Předpokládejme naopak, že x�y = 0.
Pak (x � y) � y = 0 � y. To znamená, že x � (y � y) = y, a tedy x = y.
(j) x � y = 1⇔ x � y⊥ = 0⇔ x = y⊥.

Tvrzeńı 2.8. Bud’ D netriviálńı DA, x ∈ D. Pak x 6= x⊥.

Důkaz Sporem. Necht’ x = x⊥. Pak x � x = x � x⊥, tj. 0 = 1, což je spor.

Definice 2.9. Bud’ D diferenčńı algebra, X ⊆ D. Řekneme, že X je nezávislá množina
v diferenčńı algebře D, plat́ı-li: ∀n ≥ 1 ∀x1, . . . , xn ∈ X : x1 � . . . � xn 6= 1.

Definice 2.10. Bud’ D DA, I ⊆ D. Řekneme, že I je kvaziideál v D, plat́ı-li
0 ∈ I,
∀x, y ∈ I : x � y ∈ I.

Je-li nav́ıc 1 6∈ I, budeme I nazývat vlastńı kvaziideál.

Tvrzeńı 2.11. Bud’ I ⊆ D kvaziideál. Pak I je vlastńı kvaziideál právě tehdy, když pro
každé x ∈ D nejvýš jeden z prvk̊u x, x⊥ patř́ı do I.

Důkaz Necht’ nejprve I je vlastńı kvaziideál. Kdyby pro nějaký prvek x ∈ D platilo
současně x ∈ I, x⊥ ∈ I, pak by též x � x⊥ ∈ I, tj. 1 ∈ I, což je spor.

Necht’ tedy obráceně pro každé x ∈ D nejvýš jeden z prvk̊u x, x⊥ patř́ı do I. Protože
0 ∈ I, je 0⊥ 6∈ I, tj. 1 6∈ I a I je tud́ıž vlastńı kvaziideál.

Tvrzeńı 2.12. Bud’ X nezávislá množina v diferenčńı algebře D. Pak existuje vlastńı
kvaziideál I v D takový, že X ⊆ I.

Důkaz Položme I = {0}∪{x1 � . . .�xn; n ≥ 1, x1, . . . , xn ∈ X}. Z konstrukce je zřejmé,
že se jedná o kvaziideál (je uzavřen na operaci �) a je to dokonce nejmenš́ı kvaziideál
obsahuj́ıćı množinu X. Protože X je nezávislá množina, je to vlastńı kvaziideál.
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Tvrzeńı 2.13. Bud’ I ⊆ D vlastńı kvaziideál, x ∈ D, x⊥ 6∈ I. Položme J = I ∪{i � x; i ∈
I}. Pak J je rovněž vlastńı kvaziideál v D, přičemž x ∈ J , x⊥ 6∈ J .

Důkaz Ověřme nejprve, že J je kvaziideál. Splněńı podmı́nky 0 ∈ J plyne z toho, že
I ⊆ J , 0 ∈ I. Bud’te nyńı u, v ∈ J . Pokud jsou oba prvky zároveň v I, plat́ı u � v ∈ I,
a tedy u � v ∈ J . Necht’ tedy např. u ∈ I, v = x. Pak ale u � x ∈ J podle definice J .
Dokažme ještě, že 1 6∈ J . Postupujme sporem, necht’ 1 ∈ J . Pak muśı být 1 = i � x pro
nějaké i ∈ I. Z rovnosti 1 = i � x ale plyne x⊥ = i ∈ I, což je spor.

Dále, x = 0 � x ∈ J . Konečně, kdyby x⊥ ∈ J , pak by též 1 = x � x⊥ ∈ J , což by byl
spor s již dokázaným faktem, že J je vlastńı kvaziideál.

Tvrzeńı 2.14. Bud’ I ⊆ D kvaziideál. Pak plat́ı:
I je maximálńı vlastńı kvaziideál v D právě tehdy, když ∀x ∈ D bud’ x ∈ I nebo

x⊥ ∈ I.

Důkaz (⇒) Necht’ I je maximálńı vlastńı kvaziideál. Bud’ x ∈ D. Předpokládejme nejprve
sporem, že x 6∈ I, x⊥ 6∈ I. Podle Tvrzeńı 2.13 pak existuje vlastńı kvaziideál J ⊃ I, což je
spor s maximalitou I. Tedy aspoň jeden z prvk̊u x, x⊥ je prvkem I. Protože I je vlastńı,
nemohou být oba prvky množiny I.
(⇐) Obráceně, necht’ plat́ı podmı́nka z pravé strany. Protože 0 ∈ I, je 0⊥ 6∈ I, tj. 1 6∈ I, a
I je vlastńı kvaziideál. Předpokládejme dále, že I ⊂ J , kde J je kvaziideál v D. Ukážeme,
že pak už 1 ∈ J :

Protože I ⊂ J , existuje prvek x takový, že x ∈ J , x 6∈ I. Protože x 6∈ I, podle naš́ı
podmı́nky muśı x⊥ ∈ I. Celkem tedy x ∈ J , x⊥ ∈ J , tud́ıž i 1 = x � x⊥ ∈ J .

Tvrzeńı 2.15. Bud’ I0 ⊆ D vlastńı kvaziideál, b ∈ D, b⊥ 6∈ I0. Pak existuje maximálńı
vlastńı kvaziideál J v D takový, že I0 ⊆ J , b ∈ J .

Důkaz Necht’ J0 = I0 ∪ {i � b; i ∈ I0}. Podle Tvrzeńı 2.13 je J0 vlastńı kvaziideál v
L a b ∈ J0. Označme I = {I ⊆ Ḋ; I je vlastńı kvaziideál v D, J0 ⊆ I}. Pak I 6= ∅,
nebot’ J0 ∈ I. Dále ověřme, že systém I je uzavřen na sjednoceńı řetězc̊u. Bud’ C ⊆ I
neprázdný řetězec. Ukážeme, že

⋃
C ∈ I. To, že J0 ⊆

⋃
C je zřejmé z toho, že J0 ⊆ I pro

každé I ∈ C. Stač́ı tedy ověřit, že
⋃
C je vlastńı kvaziideál v D. Podmı́nky 0 ∈ C, 1 6∈ C

plynou z toho, že
⋃
C je sjednoceńı vlastńıch kvaziideál̊u. Necht’ je nyńı x, y ∈

⋃
C. Pak

existuj́ı nějaké vlastńı kvaziideály K1, K2 ∈ C takové, že x ∈ K1, y ∈ K2. Jelikož C je
řetězec, muśı platit K1 ⊆ K2 nebo K2 ⊆ K1. Necht’ např. K1 ⊆ K2, pak x, y ∈ K2 a tedy
i x � y ∈ K2, tud́ıž x � y ∈

⋃
C.

Podle principu maximality systém I obsahuje nějaký maximálńı prvek; jeden zvolme
pevně a označme jej J . Protože b ∈ J0 a J0 ⊆ J , plat́ı b ∈ J . Tedy J je hledaný maximálńı
vlastńı kvaziideál.

Tvrzeńı 2.16. Bud’ I maximálńı vlastńı kvaziideál v D. Pak |D| = 2 · |I|.

Důkaz Z Tvrzeńı 2.14 plyne, že ⊥ je vzájemně jednoznačné zobrazeńı mezi množinou I
a množinou Ḋ \ I.
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Tvrzeńı 2.17. Bud’te D1, D2 diferenčńı algebry, I ⊆ D1 maximálńı vlastńı kvaziideál.
Bud’ f : I → D2 zobrazeńı takové, že pro každé x, y ∈ I plat́ı: f(x �D1 y) = f(x) �D2 f(y).

Pak f(I) je kvaziideál v D2.

Důkaz Ověřme, že f(I) je kvaziideál v D2. Muśıme tedy ukázat, že f(I) obsahuje prvek
0D2 a je uzavřen na operaci �D2 . Přitom:

f(0D1) = f(0D1 �D1 0D1) = f(0D1) �D2 f(0D1) = 0D2 . Jelikož 0D1 ∈ I, je i f(0D1) ∈
f(I).
Dále, jsou-li a, b ∈ f(I), a = f(x), b = f(y) pro x, y ∈ I, pak a �D2 b = f(x) �D2 f(y) =
f(x �D1 y) ∈ f(I), nebot’ x �D1 y ∈ I. Tedy f(I) je kvaziideál v D2.

Tvrzeńı 2.18. Bud’te D1, D2 diferenčńı algebry, I ⊆ D1 maximálńı vlastńı kvaziideál.
Bud’ f : I → D2 zobrazeńı takové, že pro každé x, y ∈ I plat́ı: f(x �D1 y) = f(x) �D2 f(y).

Pak existuje morfismus g : D1 → D2 rozšiřuj́ıćı zobrazeńı f . Přitom plat́ı, že je-li f
prosté zobrazeńı a množina f(I) je maximálńı vlastńı kvaziideál v D2, pak g je izomorfis-
mus algebry D1 na D2.

Důkaz Definujme zobrazeńı g : Ḋ1 → Ḋ2 takto:
g(x) = f(x) pro x ∈ I,
g(x) = (f(x⊥D1 ))⊥D2 pro x ∈ Ḋ1 \ I.

Ukažme, že g je hledaný morfismus. Plat́ı g(0D1) = f(0D1) = 0D2 ,

g(1D1) = (f(1
⊥D1
D1

))⊥D2 = (f(0D1))
⊥D2 = 0

⊥D2
D2

= 1D2 .
Zbývá ukázat, že g zachovává operaci �. Rozlǐsme 3 př́ıpady.

Necht’ nejprve x ∈ I, y ∈ I. Pak g(x)�D2 g(y) = f(x)�D2 f(y) = f(x�D1 y) = g(x�D1 y),
nebot’ x �D1 y ∈ I.

Necht’ nyńı x 6∈ I, y 6∈ I. Nejprve si uvědomme, že z maximality kvaziideálu I v D1 a
z Tvrzeńı 2.14 plyne, že x⊥D1 ∈ I, y⊥D1 ∈ I. Tedy i x⊥D1 �D1 y

⊥D1 ∈ I. Ale podle Tvrzeńı
2.7 (e) je x⊥D1 �D1 y

⊥D1 = x�D1 y. Potom g(x)�D2 g(y) = (f(x⊥D1 ))⊥D2 �D2 (f(y⊥D1 ))⊥D2 =
f(x⊥D1 )�D2 1D2 �D2 f(y⊥D1 )�D2 1D2 = f(x⊥D1 )�D2 f(y⊥D1 )�D2 (1D2 �D2 1D2) = f(x⊥D1 )�D2

f(y⊥D1 ) �D2 0D2 = f(x⊥D1 �D1 y
⊥D1 ) = f(x �D1 y) = g(x �D1 y).

Uvažujme třet́ı př́ıpad, kdy x ∈ I, y 6∈ I (př́ıpad x 6∈ I, y ∈ I je symetrický). Pak
y⊥D1 ∈ I a tedy i x�D1y

⊥D1 ∈ I. Připomeňme ještě, že x�D1y
⊥D1 = (x�D1y)⊥D1 dle Tvrzeńı

2.7 (d). Z toho též plyne, že x �D1 y 6∈ I. Nyńı g(x) �D2 g(y) = f(x) �D2 (f(y⊥D1 ))⊥D2 =
f(x)�D2 f(y⊥D1 )�D2 1D2 = f(x�D1 y

⊥D1 )�D2 1D2 = (f(x�D1 y)⊥D1 )⊥D2 = g(x�D1 y), nebot’

x �D1 y 6∈ I.
Dokažme konečně, že je-li f prosté zobrazeńı a množina f(I) je maximálńı vlastńı

kvaziideál v D2, pak g je izomorfismus algebry D1 na D2. Stač́ı tedy ukázat, že g je
bijekce. Z uvedených předpoklad̊u je jasné, že f : I → D2 je vzájemně jednoznačné
zobrazeńı množin I a f(I). Bud’ nyńı x 6∈ I. Pak g(x) = (f(x⊥D1 ))⊥D2 je složeńı tř́ı
bijektivńıch zobrazeńı (bijektivnost ⊥D1 ,⊥D2 plyne z maximality ideál̊u I, f(I)), tud́ıž i
zobrazeńı g je bijektivńı.

Tvrzeńı 2.19. Bud’te D1, D2 DA, přičemž |D1| = |D2|. Pak algebry D1, D2 jsou izo-
morfńı.
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Důkaz Zvolme maximálńı vlastńı kvaziideály I, J v D1, D2. Pak |I| = |J |. Dále, algebry
(I, �D1 ,0D1), (J, �D2 ,0D2) jsou komutativńı grupy, v nichž každý prvek má řád 2. Přitom
teorie komutativńıch grup, jejichž každý prvek má řád p, kde p > 1 je prvoč́ıslo, je
kategorická v každé mohutnosti (viz Věta 1.22). Existuje tud́ıž izomorfismus f grupy
(I, �D1 ,0D1) na grupu (J, �D2 ,0D2). Podle předchoźıho tvrzeńı lze zobrazeńı f rozš́ı̌rit do
izomorfismu algeber D1 a D2.

Důsledek 2.20. Tř́ıda DA je kategorická v každé mohutnosti.

Tvrzeńı 2.21. Je-li D netriviálńı konečná DA, pak je izomorfńı s kartézskou mocninou
dvouprvkové diferenčńı algebry.

Důkaz Necht’ D je konečná diferenčńı algebra. Jej́ı nosič muśı mı́t (dle Tvrzeńı 2.4)
2n prvk̊u. Můžeme tedy vytvořit kartézský součin n exemplář̊u dvouprvkové DA, č́ımž
źıskáme množinu maj́ıćı 2n prvk̊u. Operaci � na této množině pak dodefinujeme po
složkách, t́ım vznikne diferenčńı algebra E . Konkrétně tedy, každý prvek algebry E
bude reprezentován jako uspořádaná n-tice nul a jedniček. Symetrická diference na jed-
notlivých složkách pak bude definována jako sč́ıtáńı modulo 2, tedy 0 ⊕ 0 = 1 ⊕ 1 = 0,
1⊕0 = 0⊕1 = 1. Při této definici jsou splněny podmı́nky (d1) – (d4) z Definice diferenčńı
algebry, jelikož operace ⊕ je asociativńı, nula je v̊uči ńı neutrálńı prvek a 0⊕0 = 1⊕1 = 0.

Zkonstruovali jsme tedy diferenčńı algebru, jej́ıž nosič má stejnou mohutnost jako nosič
dané algebry D. Podle Tvrzeńı 2.19 jsou už spolu tyto algebry izomorfńı.

Tvrzeńı 2.22. Tř́ıda DA je kvazivarieta.

Důkaz Podle Definice 1.8 si stač́ı uvědomit, že jsme tř́ıdu DA definovali pomoćı kvazii-
dentit. Podmı́nky (d1) – (d3) jsou atomické formule, a tud́ıž kvaziidentity. Podmı́nka (d4)
je potom s využit́ım kontrapozice implikace ekvivalentńı formuli (1 = 0 ⇒ ∀x : x = 0),
přičemž po vynecháńı obecného kvantifikátoru źıskáme formuli: (1 = 0 ⇒ x = 0), která
už je kvaziidentitou.

Věta 2.23. Každou alespoň dvouprvkovou diferenčńı algebru lze vnořit do kartézské moc-
niny dvouprvkové diferenčńı algebry.

Důkaz Necht’ D je diferenčńı algebra. Pokud je D konečná, použijeme předchoźı Tvrzeńı.
Necht’ je tedy D nekonečná, jej́ı mohutnost označme κ. Vezměme κ exemplář̊u dvouprv-
kové diferenčńı algebry a vytvořme jejich kartézský součin. T́ım jsme źıskali diferenčńı
algebru mohutnosti 2κ, označme ji C. To, že C je diferenčńı algebra plyne z toho, že
dle předchoźıho tvrzeńı je tř́ıda DA kvazivarieta a ta je podle Věty 1.11 uzavřena na
kartézské součiny. Uvažme nějakou podmožinu A ⊂ Ċ mohutnosti κ, obsahuj́ıćı prvky
0C ,1C . V daľśım kroku vytvořme množinu B = A ∪ {x � y;x, y ∈ A}. B je podalgebra
algebry C (uzavřenost na operaci � jsme zajistili rozš́ı̌reńım množiny A). Zbývá ukázat,
že má mohutnost κ. To ale plyne z toho, že jsme do množiny A přidali nejvýše κ ·κ nových
prvk̊u a ze vztah̊u κ · κ = κ+ κ = κ plat́ıćıch pro každý nekonečný kardinál.

Nyńı již můžeme podle Tvrzeńı 2.19 izomorfně zobrazit D na B, př́ıslušné zobrazeńı
je tud́ıž vnořeńı D do C.
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Tvrzeńı 2.24. Tř́ıda DA je minimálńı kvazivarieta obsahuj́ıćı netriviálńı algebru.

Důkaz Bud’ K kvazivarieta, která obsahuje netriviálńı algebru. Tato algebra muśı být
alespoň dvouprvková, označme ji A. Dvouprvková DA je tedy jej́ı podalgebrou. Vzhledem
k uzavřenosti kvazivariet na kartézské součiny muśı být ve tř́ıdě K všechny kartézské
mocniny algebry A. Podle předchoźı věty jde ovšem každou diferenčńı algebru vnořit do
kartézské mocniny dvouprvkové diferenčńı algebry, tud́ıž ji lze vnořit i do nějaké kartézské
mocniny algebry A. Tedy DA ⊆ K.
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3. Ortokomlementárńı diferenčńı svazy

V této kapitole se budeme věnovat studiu operace symetrické diference s doplňuj́ıćı sva-
zovou strukturou. Za tuto strukturu byly zvoleny ortokomplementárńı svazy (viz Defi-
nice 1.23), kterým je v posledńıch letech (předevš́ım v souvislosti s kvantovou logikou)
věnována značná pozornost. Stejný postup je použit i v článku [16]. Jak se ukazuje, je
tato struktura zvolena vhodně, protože př́ıtomnost operace symetrické diference si vy-
nucuje ortomodularitu př́ıslušného svazu ( viz Tvrzeńı 3.5), a daj́ı se tak použ́ıt některé
algebraické metody vyvinuté ke studiu ortomodulárńıch svaz̊u. Zároveň si můžeme klást
přirozené otázky, zda tvrzeńı platná pro tř́ıdu OML plat́ı i pro takto vytvořenou tř́ıdu
(pro niž budeme použ́ıvat označeńı ODL), př́ıpadně jak upravit jejich zněńı takovým
zp̊usobem, aby i pro ortokomplementárńı diferenčńı svazy platila.

Tento př́ıstup ke studiu symetrické diference v ortomodulárńıch svazech je poměrně
nový (poprvé se objevuje ve výše citovaném článku), ostatńı autoři se při studiu této
problematiky omezili na jazyk (∧,∨,⊥ ). Rozš́ı̌reńım signatury o symbol 4 pro operátor
symetrické diference (maj́ıćı vlastnosti popsané v předchoźı kapitole) dostaneme zcela
novou tř́ıdu algeber (která mimochodem obsahuje tř́ıdu BA).

Poznamenejme ještě, že jako doplňuj́ıćı struktura by mohla být zvolena i nějaká tř́ıda
poset̊u, např́ıklad ortokomplementárńı posety (viz př́ıslušná podkapitola). Tento př́ıstup
zvolili Prof. Pták a RNDr. Matoušek v připravovaném článku. Dospěli tak k obecněǰśım
strukturám, jejichž studium je (stejně jako studium tř́ıdy ODL) teprve v počátćıch.

Definice 3.1. Bud’ L = (X,∧,∨,⊥ ,0,1,4), kde (X,∧,∨,⊥ ,0,1) je OCL a 4 : X2 → X
je binárńı operace. Pak L nazýváme ortokomplementárńı diferenčńı svaz (zkr. ODL),
jestliže pro libovolná x, y, z ∈ X plat́ı následuj́ıćı podmı́nky:
(D1) x4 (y4 z) = (x4 y)4 z,
(D2) x4 1 = x⊥, 14 x = x⊥,
(D3) x4 y ≤ x ∨ y.
Tř́ıdu všech ortokomplementárńıch diferenčńıch svaz̊u budeme značit ODL.

Bud’ L = (X,∧,∨,⊥ ,0,1,4) ODL. Pak OCL (X,∧,∨,⊥ ,0,1) budeme značit Lsupp a
nazývat jej supportem L. ODL L pak budeme často ztotožňovat s dvojićı (Lsupp,4).
Přijměme úmluvu, že operace 4 má přednost před operacemi ∧, ∨; tedy např. x ∧ y4 z
znamená x ∧ (y4 z).

Tvrzeńı 3.2. Bud’ L = (X,∧,∨,⊥ ,0,1,4) ODL. Pak algebra DL = (X,4,0,1) je
diferenčńı algebra. Nav́ıc, pro x ∈ L je x⊥DL = x⊥L.

Důkaz Předevš́ım si uvědomme, že z vlastnosti (D2) plyne 1 4 1 = 1⊥ = 0. Nyńı
dokážeme vlastnosti (d2) a (d3) z Def. 2.1. Bud’ tedy x ∈ L.
(d2) x4 0 = x4 (14 1) = (x4 1)4 1 = x⊥4 1 = (x⊥)⊥ = x.
(d3) Nejprve ukažme, že x⊥4 x⊥ = x4 x:

x⊥4 x⊥ = (x4 1)4 (14 x) = x4 (14 1)4 x = x4 04 x = x4 x.
Nyńı plat́ı jednak x4 x ≤ x ∨ x = x, jednak x4 x = x⊥ 4 x⊥ ≤ x⊥ ∨ x⊥ = x⊥. Tedy
x4 x ≤ x ∧ x⊥ = 0.

Konečně x⊥DL = x4DL
1 = x4L 1 = x⊥L .
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Důsledek 3.3. Bud’ L konečný ODL. Pak L má 2n prvk̊u.

Důkaz Plyne z Tvrzeńı 3.2 a Tvrzeńı 2.4.

Tvrzeńı 3.4. Bud’ L ODL, x, y ∈ L. Pak
(x ∧ y⊥) ∨ (y ∧ x⊥) ≤ x4 y ≤ (x ∨ y) ∧ (x ∧ y)⊥.

Důkaz V následuj́ıćıch úvahách využijeme podmı́nku (D3) a Tvrzeńı 2.7, (d), (e): x4y ≤
x ∨ y, x4 y = x⊥ 4 y⊥ ≤ x⊥ ∨ y⊥ = (x ∧ y)⊥, tud́ıž x4 y ≤ (x ∨ y) ∧ (x ∧ y)⊥. Dále
(x4y)⊥ = x⊥4y ≤ x⊥∨y = (x∧y⊥)⊥, z čehož plyne x∧y⊥ ≤ x4y d́ıky podmı́nce (OC3)
z definice OCL. Analogicky se dokáže x⊥∧y ≤ x4y, a tedy (x∧y⊥)∨(y∧x⊥) ≤ x4y.

Tvrzeńı 3.5. Bud’ L ODL. Pak jeho support Lsupp je OML.

Důkaz Bud’te x, y ∈ L, x ≤ y, y ∧ x⊥ = 0. Dokážeme, že pak y = x.
Protože x ≤ y, plat́ı (x ∧ y⊥) ∨ (y ∧ x⊥) = y ∧ x⊥, (x ∨ y) ∧ (x ∧ y)⊥ = y ∧ x⊥. Podle

Tvrzeńı 3.4 to znamená, že y ∧ x⊥ ≤ x4 y ≤ y ∧ x⊥, a muśı tud́ıž být x4 y = y ∧ x⊥.
Podle předpokladu tedy x4 y = 0. To ale dle Tvrzeńı 2.7, (j), znamená, že x = y.

Nyńı všechny pojmy definované pro ortomodulárńı svazy, resp. pro diferenčńı algebry,
lze uvažovat pro libovolný ODL L t́ım zp̊usobem, že je vztáhneme k jeho supportu Lsupp,
resp. k diferenčńı algebře DL.

Tedy např., je-li L ODL, x, y ∈ L, pak řekneme, že prvky x, y komutuj́ı (v L), jestliže
komutuj́ı v OML Lsupp. Je-li X ⊆ L, pak řekneme, že X je nezávislá množina v L, je-li
X nezávislá množina v diferenčńı algebře DL (viz Definice 2.9).

Tvrzeńı 3.6. Bud’ L ODL, x, y ∈ L. Pak následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:
(a) x C y;
(b) x4 y = (x ∧ y⊥) ∨ (y ∧ x⊥);
(c) x4 y = (x ∨ y) ∧ (x ∧ y)⊥;
(d) x C x4 y.

Důkaz (a)⇒(b), (a)⇒(c) Necht’ tedy x C y. Pak prvky x a y lež́ı v téže Booleově
podalgebře svazu L a tud́ıž (x ∧ y⊥) ∨ (y ∧ x⊥) = (x ∨ y) ∧ (x ∧ y)⊥, a rovnosti x4 y =
(x ∧ y⊥) ∨ (y ∧ x⊥) = (x ∨ y) ∧ (x ∧ y)⊥ plynou př́ımo z Tvrzeńı 3.4.
(b)⇒(d), (c)⇒(d) Necht’ např. x4y = (x∧y⊥)∨(y∧x⊥). Protože x C x∧y⊥, x C y∧x⊥,
plat́ı x C (x ∧ y⊥) ∨ (y ∧ x⊥), a tedy x C x4 y.
(d)⇒(a) Necht’ x C x4y. Z implikace (a)⇒(d) máme xCx4(x4y); přitom x4(x4y) =
y.

Ukažme nyńı dva jednoduché př́ıklady ortokomplementárńıch diferenčńıch svaz̊u.

Tvrzeńı 3.7. Bud’ B BA. Pak existuje právě jedno zobrazeńı 4 : Ḃ × Ḃ → Ḃ splňuj́ıćı
všechny podmı́nky (D1), (D2) a (D3) z Definice 3.1.
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Důkaz Pro d̊ukaz existence definujme zobrazeńı 4 jakožto standardńı symetrickou dife-
renci v Booleově algebře, tj. x4 y = (x ∧ y⊥) ∨ (y ∧ x⊥). Vlastnosti (D1), (D2) a (D3)
jsou pak samozřejmě splněny.

Dokažme jednoznačnost. Bud’ tedy 41 : Ḃ× Ḃ → Ḃ zobrazeńı též splňuj́ıćı podmı́nky
(D1), (D2) a (D3), tj. dvojice (B,41) je ODL. Jsou-li nyńı x, y ∈ B, pak x C y, a dle
Tvrzeńı 3.6 plat́ı x41 y = (x ∧ y⊥) ∨ (y ∧ x⊥) = x4 y.

Každou Booleovu algebru B budeme chápat též jako ODL s jednoznačně definovanou
operaćı 4.

Př́ıklad 3.8. Bud’ L = MO3 s prvky {0, 1, x, x⊥, y, y⊥, z, z⊥}. Pak existuje právě jedno
zobrazeńı 4 : L̇ × L̇ → L̇ takové, že x4 y = z a (L,4) je ODL. Vzniklý ODL budeme
opět značit MO3.

Následuj́ıćı věta zodpov́ıdá otázku, proč v obecném OML L nelze definovat operaci 4
tak, že bychom položili x4 y = (x ∧ y⊥) ∨ (y ∧ x⊥), resp. x4 y = (x ∨ y) ∧ (x ∧ y)⊥ :

Tvrzeńı 3.9. Bud’ L OML. Pro x, y ∈ L položme x∆1 y = (x∧ y⊥)∨ (y ∧ x⊥), x∆2 y =
(x ∨ y) ∧ (x ∧ y)⊥. Bud’ i ∈ {1, 2}. Pak plat́ı:

operace ∆i je asociativńı právě když L je Booleova algebra.

Důkaz Je-li L Booleova algebra, pak samozřejmě pro libovolné prvky x, y ∈ L plat́ı
x∆1 y = x∆2 y a operace ∆1 je asociativńı.

Obráceně, necht’ např. operace ∆1 je asociativńı, tj. splňuje podmı́nku (D1). Podmı́nky
(D2) a (D3) splňuje samozřejmě vždy. Tedy dvojice (L,∆1) je ODL. Z Tvrzeńı 3.6 nyńı
plyne, že pro každé x, y ∈ L plat́ı x C y, tj. L je BA.

Poznamenejme, že Tvrzeńı 3.9 je též dokázáno př́ımo (tj. bez použit́ı pojmu ODL) v
knize [1], strana 272.

Pokračujme nyńı ve studiu vztahu mezi operaćı 4 a komutativnost́ı v ODL.

Tvrzeńı 3.10. Bud’ L ODL, x, y ∈ L. Pak
x ≤ y ⇔ x4 y = y ∧ x⊥;
x ⊥ y ⇔ x4 y = x ∨ y.

Důkaz Necht’ nejprve x ≤ y. Pak plat́ı x C y, x ∧ y⊥ = 0, a tedy podle Tvrzeńı 3.6
plat́ı x 4 y = (x ∧ y⊥) ∨ (y ∧ x⊥) = y ∧ x⊥. Obráceně, necht’ x 4 y = y ∧ x⊥. Pak
x = (x4 y)4 y ≤ (x4 y) ∨ y = (y ∧ x⊥) ∨ y = y.
Druhou ekvivalenci dokážeme s využit́ım prvńı takto:

x ⊥ y ⇔ x ≤ y⊥ ⇔ x4 y⊥ = y⊥ ∧ x⊥ ⇔ (x4 y⊥)⊥ = (y⊥ ∧ x⊥)⊥ ⇔ x4 y = y ∨ x,
nebot’ (x4 y⊥)⊥ = x4 y⊥⊥ = x4 y.

Lemma 3.11. Bud’ L OML, bud’te x, y, x1, x2 ∈ L, přičemž y = x1∨x2, x1 ≤ x, x2 ≤ x⊥.
Pak x C y, x1 = y ∧ x, x2 = y ∧ x⊥.
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Důkaz Protože x1 ≤ x, x2 ≤ x⊥, je x C x1, x C x2. Odtud i x C x1 ∨ x2, tj. x C y.
Protože x2 ≤ x⊥, plat́ı x ≤ x⊥2 . Protože dále x1 ≤ x, plat́ı x1 ≤ x⊥2 , a tud́ıž x1 C x2.

Tedy prvky x1, x2, x po dvou komutuj́ı. Podle Tvrzeńı 1.45 pak plat́ı
y ∧ x = (x1 ∨ x2) ∧ x = (x1 ∧ x) ∨ (x2 ∧ x) = x1 ∨ 0 = x1,
y ∧ x⊥ = (x1 ∨ x2) ∧ x⊥ = (x1 ∧ x⊥) ∨ (x2 ∧ x⊥) = 0 ∨ x2 = x2.

Tvrzeńı 3.12. Bud’ L ODL, x, y, z ∈ L, x C y, x C z. Pak x C y 4 z a x ∧ y 4 z =
(x ∧ y)4 (x ∧ z).

Důkaz Z komutativnosti plyne, že y = (y ∧ x)∨ (y ∧ x⊥), z = (z ∧ x)∨ (z ∧ x⊥). Protože
(y ∧ x) ⊥ (y ∧ x⊥), (z ∧ x) ⊥ (z ∧ x⊥), z Tvrzeńı 3.10 plyne, že

y = (y ∧ x)4 (y ∧ x⊥), z = (z ∧ x)4 (z ∧ x⊥).
Nyńı

y4z = [(y∧x)4(y∧x⊥)]4[(z∧x)4(z∧x⊥)] = [(y∧x)4(z∧x)]4[(y∧x⊥)4(z∧x⊥)].
Přitom (y ∧ x)4 (z ∧ x) ≤ (y ∧ x) ∨ (z ∧ x) ≤ x. Analogicky (y ∧ x⊥)4 (z ∧ x⊥) ≤ x⊥.
Je tedy [(y ∧ x)4 (z ∧ x)] ⊥ [(y ∧ x⊥)4 (z ∧ x⊥)]. Dle Tvrzeńı 3.10 tedy

y4 z = [(y ∧ x)4 (z ∧ x)] ∨ [(y ∧ x⊥)4 (z ∧ x⊥)].
Konečně, protože (y ∧ x) 4 (z ∧ x) ≤ x, (y ∧ x⊥) 4 (z ∧ x⊥) ≤ x⊥, tvrzeńı plyne z
Lemma 3.11.

Tvrzeńı 3.13. Bud’ L ODL, x ∈ L. Pak množina C(x) (viz Definice 1.31) je podalgebra
v L.

Důkaz Podle Tvrzeńı 1.44 je množina C(x) podalgebra v Lsupp. Uzavřenost na operaci
4 plyne z Tvrzeńı 3.12.

Tvrzeńı 3.14. Bud’ L, x, y ∈ L. Pak
(a) x ∨ x4 y = x ∨ y;
(b) x ∧ x4 y = x ∧ y⊥.

Důkaz (a) Plat́ı (x ∨ x4 y) C x, (x ∨ x4 y) C (x4 y), a tud́ıž podle Tvrzeńı 3.12 též
(x∨x4y) C (x4 (x4y)). Protože ale x4 (x4y) = y, dokázali jsme, že (x∨x4y) C y.
Odtud pak

x ∨ x 4 y = [(x ∨ x 4 y) ∨ y] ∧ [(x ∨ x 4 y) ∨ y⊥] = (x ∨ y) ∧ [(x ∨ y⊥) ∨ x 4 y].
Konečně (x ∨ y⊥) ∨ x4 y ≥ (x4 y⊥) ∨ x4 y = (x4 y)⊥ ∨ x4 y = 1. Muśı tedy př́ımo
být (x ∨ y⊥) ∨ x4 y = 1. To tedy znamená, že

x ∨ x4 y = (x ∨ y) ∧ [(x ∨ y⊥) ∨ x4 y] = (x ∨ y) ∧ 1 = x ∨ y..
(b) Plat́ı x ∧ x4 y = (x ∧ x4 y)⊥⊥ = (x⊥ ∨ x⊥4 y)⊥ = (x⊥ ∨ y)⊥ = x ∧ y⊥.

Poznamenejme, že bod (a) předchoźıho tvrzeńı je ześıleńım podmı́nky (D3) z definice
ODL.

Tvrzeńı 3.15. Bud’ L ODL, x ∈ L. Pak bud’ x lež́ı v právě jednom bloku, nebo aspoň ve
třech bloćıch.
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Důkaz Sporem. Necht’ x lež́ı v právě dvou bloćıch B1, B2. Pak existuj́ı prvky y ∈ B1,
z ∈ B2 takové, že y, z nekomutuj́ı. Protože x C y, x C z, podle Tvrzeńı 3.12 též x C
(y4 z). Muśı tedy být bud’ y4 z ∈ B1, nebo y4 z ∈ B2. Vzhledem k symetrii můžeme
předpokládat, že y 4 z ∈ B1. Protože též y ∈ B1, plat́ı y C (y 4 z). Podle Tvrzeńı 3.6
pak y C z, což je spor.

Poznamenejme, že má-li OML L 2n prvk̊u, pak ještě nemuśı být supportem pro nějaký
ODL K. Za L stač́ı vźıt např. horizontálńı sumu OML s následuj́ıćım Greechieho diagra-
mem:

a
rr
r

r r
a dvou exemplář̊u čtyřprvkové Booleovy algebry. V OML L pak prvek a lež́ı v právě dvou
bloćıch. Podle Tvrzeńı 3.15 pak L nemůže být supportem pro žádný ODL.

Právě sestrojený OML L má 16 (= 24) prvk̊u. Poznamenejme ještě, že L má nejmenš́ı
možný počet prvk̊u. (Přesněji: č́ıslo 4 je nejmenš́ı přirozené č́ıslo n takové, že existuje
OML L s 2n prvky jež neńı supportem pro žádný ODL.) Je-li totiž K OML s osmi prvky,
pak bud’ K je Booleova algebra, nebo K je MO3. Jiným př́ıkladem OML, který neńı
ze stejného d̊uvodu supportem pro nějaký ODL je Dilworth̊uv svaz, jehož diagram je v
podkapitole věnované Greechieho diagramům na Obrázku 2 vpravo.

Tvrzeńı 3.16. Bud’ L ODL, c ∈ C(L). Pak algebra Lc je opět ODL. Nav́ıc, (Lc)supp =
(Lsupp)c.

Důkaz Podle Lemmatu 1.51 je Lc OML. Stač́ı tedy ukázat, že jsou splněny podmı́nky
(D1), (D2) a (D3) z Definice 3.1. Přitom platnost podmı́nek (D1) a (D3) se nahlédne lehce,
nebot’ se uvedené vlastnosti přenesou ze svazu L na podsvaz Lc. Zbývá tedy pouze ověřit
podmı́nku (D2). Bud’ tedy x ∈ [0L, c]. Pak x4Lc 1Lc = x4 c = c ∧ x⊥ = x⊥c . Rovnost
1Lc 4Lc x = x⊥c plyne z komutativity operace 4.

Konečně, rovnost (Lc)supp = (Lsupp)c je zřejmá.

3.1. Množinová reprezentovatelnost ODL

Daľśı z mnoha zaj́ımavých otázek týkaj́ıćı se tř́ıdy ODL je problém množinové reprezen-
tovatelnosti svaz̊u z této tř́ıdy. V článku [16] je věnována této tématice kapitola 6, kde je
ukázáno, že tř́ıda množinově reprezentovatelných ODL tvoř́ı varietu. Shrňme zde výsledky
formulované v tomto článku.

Definice 3.17. Bud’X nějaká množina, necht’ Ω ⊆ P(X) (kde P(X) je množina podmnožin
X). Pak dvojici (X,Ω) nazveme D-okruh, jestliže

X ∈ Ω,
∀A,B ∈ Ω : A∆B ∈ Ω (kde ∆ je symetrická diference množin).
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Tvrzeńı 3.18. Necht’ (X,Ω) je D-okruh. Pak
(a) ∅ ∈ Ω,
(b) ∀A ∈ Ω : Ac ∈ Ω (where Ac = {x ∈ X;x 6∈ A}),
(c) ∀A,B ∈ Ω : A ∩B = ∅ ⇒ A ∪B ∈ Ω.

Důkaz (a) Jelikož X ∈ Ω, muśı i X∆X = ∅ ∈ Ω
(b) Bud’ A ∈ Ω. Pak X∆A = Ac ∈ Ω.
(c) Když A,B ∈ Ω : A ∩B = ∅, tak A ∪B = A∆B ∈ Ω.

Definice 3.19. Necht’ L je ODL. Řekneme, že L je množinově reprezentovatelný ODL,
jestliže existuje D-okruh (X,Ω) takový, že (L̇,≤,0,1,4) ∼= (Ω,⊆, ∅, X,∆). Svaz (Ω,⊆
, ∅, X,∆) budeme označovat L(X,Ω).

V souladu s anglickým pojmenováńım budeme pro množinově reprezentovatelný ODL
použ́ıvat zkratku SRODL (set representable ODL), tř́ıdu všech množinově reprezentova-
telných ODL pak označ́ıme SRODL.

Tvrzeńı 3.20. Bud’ L ODL. Pak L je množinově reprezentovatelný právě tehdy, když
existuje množina M a zobrazeńı f : L→ P(M) takové, že plat́ı následuj́ıćı podmı́nky:
∀x, y ∈ L : x ≤ y ⇔ f(x) ⊆ f(y),
∀x, y ∈ L : f(x4L y) = f(x) ∆ f(y).

Důkaz Když L je množinově reprezentovatelný, uváž́ıme D-okruh (X,Ω), za zobrazeńı
f vezmeme př́ıslušný izomorfismus a uvedené podmı́nky samozřejmě plat́ı. Stač́ı tedy
dokázat, že uvedené dvě podmı́nky jsou postačuj́ıćı.

Označme X = f(1) ⊆ M , Ω = f(L) = {f(x);x ∈ L}. Pak z druhé podmı́nky plyne,
že dvojice (X,Ω) je D-okruh. Dále, z prvńı podmı́nky plyne, že f je izomorfismus posetu
(L,≤) na poset (Ω,⊆). Konečně plat́ı:

f(0) = f(0∆L0) = f(0)∆f(0) = ∅,
f(x⊥) = f(x∆L1) = f(x)∆f(1) = f(x)∆X = (f(x))c.

Tedy f je hledaný izomorfismus.

Definujme nyńı ještě některé pojmy, které budeme v následuj́ıćıch tvrzeńıch potřebovat.
Nejprve připomeneme definici ideálu pro ortomodulárńı svazy a pak zavedeme pojem
d-ideálu pro tř́ıdu ODL. Pojem ideál (i k němu duálńı pojem – filtr) by šlo obecněji de-
finovat i pro posety, jelikož jsou ale v centru našeho zájmu předevš́ım horizontálńı sumy
Booleových algeber (které už jsou ortomodulárńımi svazy), budeme všechny definice a
tvrzeńı uvádět pro svazové struktury.

Definice 3.21. Bud’ L {0, 1}-svaz, I ⊆ L, F ⊆ L.
Řekneme, že I je ideál v L, jestliže jsou splněny následuj́ıćı podmı́nky (pro každé x, y ∈ L) :

(a) 0L ∈ I,
(b) x ∈ I, y ≤ x⇒ y ∈ I,
(c) x, y ∈ I ⇒ x ∨ y ∈ I.

Ideál I se nazývá vlastńı, jestliže 1L 6∈ I (nebo ekvivalentně: I 6= L̇).
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Definice 3.22. Bud’ L OML, I ⊆ L, F ⊆ L.
Řekneme, že I je prvoideál v L, jestliže

(a) I je ideál v L,
(b) ∀x ∈ L: bud’ x ∈ I nebo x⊥ ∈ I.

Definice 3.23. Bud’ L ODL, I ⊆ L.
(A) Řekneme, že I je d-ideál v L, jestliže jsou splněny následuj́ıćı podmı́nky (pro každé
x, y ∈ L) :

(a) 0L ∈ I,
(b) x ∈ I, y ≤ x⇒ y ∈ I,
(c) x, y ∈ I ⇒ x4 y ∈ I.

(B) Řekneme, že I je d-prvoideál v L, jestliže plat́ı :
(a) I je d-ideál v L,
(b) ∀x ∈ L: bud’ x ∈ I nebo x⊥ ∈ I.

Ukažme si, v jakém vzájemném vztahu jsou pojmy ideál a d-ideál.

Tvrzeńı 3.24. Bud’ L ODL. Pak každý ideál v L je rovněž d-ideálem v L.

Důkaz Bud’ I ideál v L. Ověřme platnost podmı́nky (c) z Def. 3.23. Bud’te x, y ∈ I. Pak
(protože I je ideál) je i x ∨ y ∈ I. Jelikož x4 y ≤ x ∨ y, muśı též x4 y ∈ I.

Tvrzeńı 3.25. Bud’ B Booleova algebra, I ⊆ B. Pak I je d-ideál v B právě když I je
ideál v B.

Důkaz Jestliže I je ideál vB, pak podle předchoźıho tvrzeńı je I rovněž d-ideál. Obráceně,
necht’ I je d-ideál v B. Bud’te x, y ∈ I. Protože B je BA, plat́ı x ∨ y = x 4 (y ∧ x⊥).
(S využit́ım distributivnosti v Booleových algebrách muśı totiž být: x 4 (y ∧ x⊥) =
(x ∧ (y ∧ x⊥)⊥) ∨ (x⊥ ∧ (y ∧ x⊥)) = x ∨ (y ∧ x⊥) = (x ∨ x⊥) ∧ (x ∨ y) = x ∨ y.) Je-
likož y ∧ x⊥ ≤ y a y ∈ I, vid́ıme, že y ∧ x⊥ ∈ I. Podmı́nka (c) z Def. 3.23 nyńı implikuje,
že x4 (y ∧ x⊥) ∈ I. To znamená, že x ∨ y ∈ I.

Poznamenejme, že obecně d-ideály nejsou ideály. Např. v ODL MO3 (viz Obrázek 1)
je množina I = {0, x, y, z} d-ideál (dokonce d-prvoideál), ale I neńı ideál (neobsahuje
totiž prvek x ∨ y = 0.

V článku [16] je dokázána následuj́ıćı charakterizačńı věta, kterou budeme od této
chv́ıle často využ́ıvat. K jej́ımu d̊ukazu je rozpracována technika využ́ıvaj́ıćı ohodnoceńı
př́ıslušného ortokomplementárńıho diferenčńıho svazu, kterou zde rovněž ukážeme.

Definice 3.26. Bud’ L ODL, e : L→ {0, 1}. Pak e nazveme ODL-ohodnoceńı (zkráceně
ohodnoceńı nebo evaluace ) na L, jestliže jsou splněny následuj́ıćı podmı́nky pro libovolné
x, y ∈ L:
(E1) e(1L) = 1,
(E2) x ≤ y ⇒ e(x) ≤ e(y),
(E3) e(x∆y) = e(x)⊕ e(y).

Označme E(L) množinu všech ohodnoceńı na L.

32



Tvrzeńı 3.27. Bud’ L ODL. Pak L je množinově reprezentovatelný ODL právě tehdy,
když plat́ı:

∀a, b ∈ L, a 6≤ b ∃e ∈ E(L) : e(a) = 1, e(b) = 0.

Důkaz (⇒) Necht’ L = L(X,Ω), kde (X,Ω) je svazově uspořádaný D-okruh. Pro x ∈ X
definujme zobrazeńı ex : Ω→ {0, 1} takto:

je-li A ∈ Ω, pak ex(A) = 1 pokud x ∈ A, ex(A) = 0 pokud x 6∈ A.
Dokažme, že takto definované zobrazeńı ex je evaluace na L. Pro A,B ∈ Ω plat́ı:

ex(1L) = ex(X) = 1;
je-li A ≤L B, pak A ⊆ B, a tud́ıž ex(A) ≤ ex(B);
k d̊ukazu rovnosti ex(A∆B) = ex(A)⊕ ex(B) stač́ı rozlǐsit čtyři př́ıpady x ∈ A, x 6∈ A

a x ∈ B, x 6∈ B:
Když x ∈ A, x ∈ B, tak x 6∈ A∆B, tedy ex(A∆B) = 0, ex(A) = 1, ex(B) = 1 a plat́ı
ex(A∆B) = ex(A)⊕ ex(B).
Když x ∈ A, x 6∈ B, tak x ∈ A∆B, tedy ex(A∆B) = 1, ex(A) = 1, ex(B) = 0 a opět plat́ı
výše uvedená rovnost.
V př́ıpadě x 6∈ A, x ∈ B je x ∈ A∆B, tedy ex(A∆B) = 1 a zároveň ex(A) = 0, ex(B) = 1
a opět plat́ı ex(A∆B) = ex(A)⊕ ex(B).
V posledńım př́ıpadě x 6∈ A, x 6∈ B plat́ı x 6∈ A∆B, tud́ıž ex(A∆B) = 0, ex(A) = 0,
ex(B) = 0, a proto ex(A∆B) = ex(A)⊕ ex(B).

Bud’te nyńı A,B ∈ Ω, A 6⊆ B. Pak existuje prvek x ∈ A takový, že x 6∈ B. Pro tento
prvek x plat́ı ex(A) = 1, ex(B) = 0.
(⇐) Obráceně, necht’ plat́ı podmı́nka z pravé strany ekvivalence. Pro x ∈ L označme
f(x) = {e ∈ E(L); e(x) = 1}. Ukážeme, že takto definované zobrazeńı f : L → P(E(L))
splňuje obě podmı́nky z Tvrzeńı 3.20:
(a) Necht’ nejprve x ≤ y. Necht’ e ∈ f(x), tj. e(x) = 1. Podle (E2) pak e(x) ≤ e(y); muśı
tud́ıž být e(y) = 1 a tedy e ∈ f(y). Dokázali jsme, že f(x) ⊆ f(y).

Obráceně, necht’ x 6≤ y. Pak podle našeho předpokladu existuje e ∈ E(L) tak, že
e(a) = 1, e(b) = 0. Tud́ıž f(x) 6⊆ f(y).
(b) f(x∆Ly) = {e ∈ E(L); e(x∆Ly) = 1} = {e ∈ E(L); e(x)⊕ e(y) = 1} =
= {e ∈ E(L); (e(x) = 1 .a. e(y) = 0) .nebo. (e(x) = 0 .a. e(y) = 1)} = f(x)∆f(y).

Tvrzeńı 3.28. Necht’ L je ODL.
(1) Je-li e evaluace na L, pak množina Ie = {x ∈ L; e(x) = 0} je d-prvoideál v L.
(2) Obráceně, je-li I d-prvoideál v L, pak zobrazeńı eI definované takto:

eI(x) = 0 pro x ∈ I, eI(x) = 1 pro x ∈ L \ I
je evaluace na L.

Důkaz (1) Bud’ L ODL, e evaluace na L. Ověřme, že Ie = {x ∈ L; e(x) = 0} je
d-prvoideál v L, nejprve ukažme, že se jedná o d-ideál: Splněnost podmı́nky 0L ∈ Ie plyne
z toho, že e(0L) = e(1L 4 1L) = e(1L) ⊕ e(1L) = 1 ⊕ 1 = 0. Podmı́nka x ∈ Ie, y ≤
x ⇒ y ∈ Ie je splněna d́ıky podmı́nce (E2) z definice ohodnoceńı, a konečně podmı́nka
x, y ∈ Ie ⇒ x4 y ∈ Ie plat́ı d́ıky následuj́ıćı úvaze: je-li x, y ∈ Ie, pak e(x) = 0, e(y) = 0
a s využit́ım podmı́nky (E3) muśı platit e(x 4 y) = e(x) ⊕ e(y) = 0 ⊕ 0 = 0, a tedy
x4 y ∈ Ie.
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Zbývá ukázat, že Ie je d-prvoideál. Zvolme libovolný prvek x ∈ L, chceme dospět k
následuj́ıćımu tvrzeńı: bud’ x ∈ Ie nebo x⊥ ∈ Ie. Kdyby x ∈ Ie a zároveň x⊥ ∈ Ie, tak i
x4 x⊥ = 1L ∈ Ie, tedy e(1L) = 0, což je spor. Pro spor nyńı předpokládejme, že x 6∈ Ie,
x⊥ 6∈ Ie. Pak ale e(x) = 1, e(x⊥) = 1, a tedy e(x 4 x⊥) = e(x) ⊕ e(x⊥) = 1 ⊕ 1 = 0.
Potom ale opět e(1L) = 0, zase jsme dospěli ke sporu. Tud́ıž právě jeden z prvk̊u x, x⊥

lež́ı v ideálu Ie.
2) Bud’ I d-prvoideál v L. Ověřme, že výše definované zobrazeńı eI je ohodnoceńı na

L. Nejprve splněnost podmı́nky (E1): Z toho, že I je d-prvoideál a z faktu 0L ∈ I plyne,
že 1L 6∈ I, a tedy eI(1L) = 1. Podmı́nka (E2): Bud’ x ≤ y. Pokud eI(y) = 1, neńı co
dokazovat a plat́ı eI(x) ≤ eI(y). Když eI(y) = 0, tak y ∈ I a podle (b) v definici d-ideálu
y ∈ I, x ≤ y ⇒ x ∈ I a tedy eI(x) = 0. Kv̊uli podmı́nce (E3) e(x∆y) = e(x) ⊕ e(y)
rozlǐsme čtyři př́ıpady:
Když x ∈ I, y ∈ I, tak x∆y ∈ I, tedy e(x∆y) = 0, e(x) = 0, e(y) = 0 a plat́ı e(x∆y) =
e(x)⊕ e(y).
V př́ıpadě x ∈ I, y 6∈ I d́ıky tomu, že I je d-prvoideál plat́ı y⊥ ∈ I, a tud́ıž x∆y⊥ ∈ I.
Ovšem x∆y⊥ = (x∆y)⊥, tedy e((x∆y)⊥) = 0 a e(x∆y) = 1. Celkem tedy e(x) = 0,
e(y) = 1 a plat́ı e(x∆y) = e(x)⊕ e(y).

Zbylé dva př́ıpady (x 6∈ I, y ∈ I a x 6∈ I, y 6∈ I) se dokáž́ı analogicky:
Jestliže x 6∈ I, y ∈ I, pak x⊥ ∈ I, a tud́ıž x⊥∆y = (x∆y)⊥ ∈ I. Tedy e((x∆y)⊥) = 0 a
e(x∆y) = 1. Celkem tedy e(x) = 1, e(y) = 0 a e(x∆y) = e(x)⊕ e(y).
V posledńım př́ıpadě x 6∈ I, y 6∈ I, tak x⊥∆y⊥ = x∆y ∈ I, tedy e(x∆y) = 0, e(x) = 0,
e(y) = 0, opět plat́ı e(x∆y) = e(x)⊕ e(y).

Věta 3.29. Bud’ L ODL. Pak L je množinově reprezentovatelný ODL právě tehdy, když
plat́ı:

∀x, y ∈ L, x⊥ 6≤ y : existuje d-prvoideál I v L takový, že x, y ∈ I.

Důkaz K d̊ukazu využijeme předchoźıch dvou tvrzeńı. Podle prvńıho z nich pro každé
x, y ∈ L, x⊥ 6≤ y existuje ohodnoceńı e ∈ E(L) takové, že e(x⊥) = 1, e(y) = 0. Dı́ky
druhému tvrzeńı pak můžeme podle tohoto ohodnoceńı definovat d-prvoideál I v L tak,
že x⊥ ∈ I, y ∈ I. Jelikož I je d-prvoideál, muśı už platit x ∈ I.

3.2. Horizontálńı suma BA

V této podkapitole se seznámı́me se zaj́ımavou podtř́ıdou tř́ıdy ODL. Bude se jednat
o ty ortokomplementárńı svazy se symetrickou diferenćı, které jsou horizontálńı sumou
Booleových algeber. Nejprve si ale uvědomme následuj́ıćı fakt:

Tvrzeńı 3.30. Horizontálńı suma Booleových algeber je ortomodulárńım svazem.

Důkaz Podle Tvrzeńı 1.55 je každá Booleova algebra ortomodulárńım svazem. Hori-
zontálńı suma ortomodulárńıch svaz̊u je pak dle 1.30 opět OML.
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Definice 3.31. Označme HOR tř́ıdu všech ODL L takových, že jejich support Lsupp je
horizontálńı sumou svých blok̊u.
Tedy L ∈ HOR právě když plat́ı tyto dvě podmı́nky:

L je netriviálńı ODL, tedy 0L 6= 1L ,
∀B1, B2 ∈ Bl(L) : B1 6= B2 ⇒ B1 ∩B2 = {0L,1L}.

Definice 3.32. Bud’ L horizontálńı suma BA. Necht’ B je nějaký blok v L. Řekneme, že
prvek a ∈ B je vlastńı prvek bloku B, jestliže a 6= 0 .a. a 6= 1.

Nab́ıźı se otázka, zda každý OML L, který je horizontálńı sumou Booleových algeber
a |L| = 2n pro nějaké přirozené č́ıslo n už je supportem pro nějaký ODL M . Obecně
tomu tak být nemuśı, jak ukáže následuj́ıćı př́ıklad. Před ńım uved’me ale ještě pomocné
tvrzeńı:

Tvrzeńı 3.33. Necht’ L ∈ HOR, který je tvořen k bloky B1, ..., Bk. Necht’ x ∈ Bi, y ∈
Bj, i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ k, x, y 6= 0, x, y 6= 1 (tj. x, y jsou vlastńı prvky z r̊uzných blok̊u). Pak
prvek x4 y 6∈ Bi, x4 y 6∈ Bj.

Důkaz Necht’ x4 y = z. Podle bodu (g) Tvrzeńı 2.7 plat́ı x4 z = y. Kdyby z ∈ Bi,
tak by vzhledem k uzavřenosti Booleových algeber na symetrickou diferenci muselo platit
y = x4 z ∈ Bi, což je spor. K obdobnému sporu dospějeme, pokud z ∈ Bj, pak totiž
x = y4 z ∈ Bj.

Př́ıklad 3.34. Bud’ L horizontálńı suma dvou osmiprvkových Booleových algeber a jedné
čtyřprvkové Booleovy algebry. Pak L neńı supportem pro žádný ODL.

Důkaz Uvažme výše uvedený OML L, bloky odpov́ıdaj́ıćı osmiprvkovým Booleovým al-
gebrám označme B1, B2, blok odpov́ıdaj́ıćı čtyřprvkové BA označme B3. Uvědomme si,
že L má 16 prvk̊u ( 0L, 1L, 6 vlastńıch prvk̊u z bloku B1, 6 vlastńıch prvk̊u z bloku B2, 2
vlastńı prvky z bloku B3). Zvolme nyńı libovolně 3 r̊uzné vlastńı prvky x, y, z z bloku B1

a vlastńı prvek u z bloku B2. Vlastńı prvky bloku B3 označme v a v⊥.
Necht’ 4 je operace čińıćı z L ODL. Zaměřme svoji pozornost k prvk̊um x4 u, y4 u,

z4 u. Podle Tvrzeńı 3.33 nemůže být žádný z těchto prvk̊u v bloku B1 ani B2. Jediným
zbývaj́ıćım blokem ve svazu L je B3, všechny tyto prvky tedy lež́ı v něm. Žádný ze trojice
prvk̊u x4 u, y 4 u, z 4 u nav́ıc nemůže být roven 0L či 1L, protože 0L ∈ B1, 1L ∈ B1.
Alespoň 2 prvky z x4u, y4u, z4u jsou tedy rovny jednomu z prvk̊u v, v⊥. Bez újmy na
obecnosti můžeme předpokládat, že např. x4u = v, y4u = v. Potom ale x4u = y4u,
a dle Tvrzeńı 2.7 (h) (s využit́ım komutativity operace 4) x = y. To je ale spor s t́ım, že
jsme prvky x, y, z volili r̊uzné.

Zaved’me nyńı pojmy HBA-posloupnost a ODL-posloupnost, které popisuj́ı ortomo-
dulárńı svazy vytvořené jako horizontálńı sumu Booleových algeber. Jednotlivé prvky po-
sloupnosti popisuj́ı počet prvk̊u v Booleových algebrách, jejichž horizontálńı suma tvoř́ı
výsledný ortomodulárńı svaz. Omeźıme se na konečné horizontálńı sumy, vystač́ıme tedy
s konečnými posloupnostmi.

35



0

1

a b c

a⊥ b⊥ c⊥

d e f

d⊥ e⊥ f⊥

g g⊥

Obrázek 5: Horizontálńı suma BA, která neńı supportem pro žádný ODL.

Definice 3.35. HBA-posloupnost́ı nazveme posloupnost 2k1 , ..., 2km takovou, že
m∑
i=1

(2ki − 2) = 2n − 2.

ODL-posloupnost bude taková HBA-posloupnost, že OML, který popisuje, je už suppor-
tem pro nějaký ODL.

Jelikož u OML, který je horizontálńı sumou Booleových algeber, nezálež́ı na pořad́ı
jednotlivých blok̊u, budeme vždy předpokládat, že v HBA-posloupnosti jsou jej́ı prvky
uspořádány sestupně, tj. je-li 2k1 , ..., 2km HBA-posloupnost, pak 2k1 ≥ 2k2 ≥ ... ≥ 2km .

Tvrzeńı 3.36. Každá HBA-posloupnost muśı mı́t lichý počet prvk̊u.

Důkaz Bud’ 2k1 , ..., 2km HBA-posloupnost. Ze vzorce definuj́ıćıho HBA-posloupnost plyne:
2k1 + ...+ 2km = 2n − 2 + 2 ·m,

tedy
2k1 + ...+ 2km = 2n + 2(m− 1).

Po vyděleńı obou stran rovnosti dvěma dostaneme
2k1−1 + ...+ 2km−1 = 2n−1 + (m− 1).

Jelikož 2k1−1 + ...+ 2km−1 je sudé a 2n−1 je rovněž sudé, muśı být sudé i (m− 1), a tedy
m je liché.

Jak je na základě výše uvedeného př́ıkladu zřejmé, ne každá HBA-posloupnost je
zároveň ODL-posloupnost́ı. Ve zmı́něném př́ıpadě problém spoč́ıval v tom, že v př́ıslušném
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OML byly 2 velké bloky a pouze jeden zbývaj́ıćı malý, do nějž se nemohly vtěsnat sy-
metrické diference dvojic prvk̊u z velkých blok̊u tak, aby z̊ustaly v platnosti všechny
charakteristické vlastnosti operace 4. Můžeme vyslovit následuj́ıćı obecněǰśı tvrzeńı:

Tvrzeńı 3.37. Bud’ H = 2k1 , ..., 2km HBA-posloupnost, m ≥ 3. Pokud 2k1−2 >
m∑
i=3

(2ki − 2),

tak H neńı ODL-posloupnost́ı.

Důkaz Bud’ L OML odpov́ıdaj́ıćı HBA-posloupnosti H. Necht’ B1 je blok odpov́ıdaj́ıćı
prvńımu členu posloupnosti, je to blok maximálńı velikosti v L (vzhledem k tomu, že
každá HBA-posloupnost je uspořádána sestupně) a má 2k1 − 2 vlastńıch prvk̊u. Druhému
členu posloupnosti necht’ odpov́ıdá blok B2. Zvolme nějaký vlastńı prvek a ∈ B2 libovolně.
Pak pro každý vlastńı prvek x ∈ B1, x4a 6∈ B1, x4a 6∈ B2. Pokud zvoĺıme r̊uzné vlastńı
prvky x, y ∈ B1, podle Tvrzeńı 2.7 (h) musej́ı být r̊uzné i prvky x 4 a, y 4 a. Těchto
prvk̊u je 2k1 − 2 a musej́ı se (podle Tvrzeńı 3.33) rovnat r̊uzným vlastńım prvk̊um blok̊u

B3, ..., Bm. Pokud je tedy 2k1−2 >
m∑
i=3

(2ki − 2), nelze na daném OML dodefinovat operaci

symetrické diference.

Ukažme si nyńı jednu metodu konstrukce svaz̊u ze tř́ıdy HOR.

Definice 3.38. Bud’ B netriviálńı BA, B ⊆ Sub(B). Řekneme, že B je rozklad algebry
B, plat́ı-li:
∪B = B,
∀B1, B2 ∈ B : B1 6= B2 ⇒ B1 ∩B2 = {0,1},
jestliže |B| ≥ 4, pak ∀B1 ∈ B : |B1| ≥ 4.

Tvrzeńı 3.39. Bud’ B BA, B rozklad algebry B. Necht’ OML K je horizontálńı sumou
všech algeber ze systému B. Pro x, y ∈ K̇ (= Ḃ) položme x4 y = x4B y. Pak dvojice
LB = (K,4) je ODL.

Důkaz Podmı́nky (D1) a (D2) jsou zřejmé, jelikož operace 4 i operace ⊥ se realizuj́ı v B
i v LB stejně. Dokážeme tedy zbývaj́ıćı podmı́nku (D3) :

Bud’te x, y ∈ Ḃ. Existuje-li B1 ∈ B tak, že x, y ∈ B1, pak x ∨K y = x ∨B y, a tedy
x4 y = x4B y ≤ x ∨B y = x ∨K y. jestliže takový blok B1 neexistuje, pak x ∨K y = 1, a
nerovnost x4 y ≤ x ∨K y plat́ı automaticky.

Př́ıklad 3.40. Bud’ B Booleova algebra taková, že |B| = 32. Pak B lze rozložit pomoćı
výše popsané konstrukce tak, že výsledným ODL je horizontálńı suma pěti osmiprvkových
Booleových algeber.

Důkaz K tomu, aby šla B uvedeným zp̊usobem rozložit stač́ı ukázat, že na ńı existuje
vhodný rozklad B. Uvažme proto následuj́ıćı podalgebry B1, B2, B3, B4 a B5, které
budou hledaný rozklad tvořit. Použijeme množinovou reprezentaci Booleových algeber,
kde atomy v algebře B budou označeny 1, 2, 3, 4, 5. Nejmenš́ım prvkem B bude ∅ =
0B, největš́ım pak {1, 2, 3, 4, 5} = 1B (což budeme zkráceně zapisovat 12345, analogické
zkráceńı použijeme i pro ostatńı prvky algebry B).
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• B1 = {0B,1B, 1, 24, 35, 124, 135, 2345}

• B2 = {0B,1B, 2, 13, 45, 123, 245, 1345}

• B3 = {0B,1B, 3, 14, 25, 134, 235, 1245}

• B4 = {0B,1B, 4, 15, 23, 145, 234, 1235}

• B5 = {0B,1B, 5, 12, 34, 125, 345, 1234}

Je zřejmé, že pr̊unikem každých dvou r̊uzných podalgeber z rozkladu B jsou pouze
prvky {0B,1B}, a tud́ıž horizontálńı suma pěti osmiprvkových BA tvoř́ı ODL. Diagram
této Booleovy algebry, na kterém jsou jednotlivé podalgebry B1 až B5 barevně odlǐseny,
se nacháźı jako barevná př́ıloha na konci práce.

Nyńı uved’me některé jednoduché vlastnosti horizontálńı sumy Booleových algeber,
které budeme potřebovat dále:

Tvrzeńı 3.41. Bud’ L ∈ HOR.
(a) Bud’te x, y ∈ L, y ≤ x a necht’ x ∈ B ∈ Bl(L). Pak též y ∈ B.
(b) Je-li x ∈ L, x 6∈ {0,1}, pak prvek x lež́ı v právě jednom bloku z Bl(L).
(c) Necht’ n ≥ 2, x1, . . . , xn ∈ L přičemž xi|Lxj pro každé i 6= j. Pak každý z prvk̊u
x1, . . . , xn lež́ı v právě jednom bloku ze systému Bl(L).

Důkaz Tvrzeńı (a): Jelikož y ≤ x, plat́ı y C x a prvky x, y muśı ležet ve stejném bloku.
Tvrzeńı (b): Jelikož L ∈ HOR, jsou jedinými společnými prvky jednotlivých blok̊u 0,1.
Protože prvek x neńı roven 0 ani 1, muśı ležet v právě jednom bloku.
Tvrzeńı (c): Z předpokladu ”xi|Lxj pro každé i 6= j” plyne, že žádný z prvk̊u x1, . . . , xn
nemůže být roven 0 nebo 1. Nyńı stač́ı už́ıt bod (b).

Nab́ıźı se otázka, zda každý konečný ODL, který je horizontálńı sumou Booleových
algeber, musel už vzniknout výše popsanou konstrukćı. Formálněji řečeno, zda ke každému
ODL L ∈ HOR maj́ıćımu 2n prvk̊u už existuje Booleova algebra B maj́ıćı rovněž 2n

prvk̊u a jej́ı rozklad B takový, že bloky v L odpov́ıdaj́ı podalgebrám v B tvoř́ıćım B.
Odpověd’ na ni bohužel neńı zat́ım známa. Toto tvrzeńı je určitě pravdivé pro ty HOR,
jejichž mohutnost je menš́ı nebo rovna 32 (jak je ukázáno v závěru této podkapitoly).
Domńıváme se ovšem, že uvedené tvrzeńı plat́ı pro každý konečný HOR.

Uved’me ještě jedno tvrzeńı týkaj́ıćı se svaz̊u ze tř́ıdy HOR.

Tvrzeńı 3.42. Bud’ L ∈ HOR, |L| = 2n pro nějaké přirozené č́ıslo n. Jestlǐze existuje
blok B1 v L takový, že |B1| = 2n−1, tak všechny ostatńı bloky v L musej́ı mı́t velikost 4.

Důkaz Kdyby existoval v L nějaký blok B2 6= B1 takový, že |B2| > 4, tak už podle
Tvrzeńı 3.37 neńı posloupnost př́ıslušej́ıćı svazu L ODL-posloupnost́ı. To je ale spor s
t́ım, že L je ODL.

Tvrzeńı 3.43. Bud’ L ∈ HOR, |L| ≤ 32. Pak L vznikl rozložeńım z Booleovy algebry.
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Důkaz Bud’ tedy L ∈ HOR, rozlǐsme následuj́ıćı př́ıpady:
(1) |L| = 1, |L| = 2, |L| = 4: ve všech těchto př́ıpadech je L př́ımo Booleova algebra a
neńı co dokazovat.
(2) |L| = 8, pak je L bud’ BA, nebo je to svaz MO3, který vzniknul rozložeńım osmiprv-
kové BA podle rozkladu tvořeného třemi čyřprvkovými podalgebrami osmiprvkové BA.
(3) |L| = 16, pak je opět L bud’ BA, nebo je to svaz MO7, který vzniknul rozložeńım
šestnáctiprvkové BA podle rozkladu tvořeného sedmi čyřprvkovými podalgebrami, nebo
se jedná o horizontálńı sumu jedné osmiprvkové BA se čtyřmi čtyřprvkovými BA (jiná
možnost – horizontálńı suma dvou osmiprvkových BA a jedné čtyřprvkové – nemůže kv̊uli
předchoźımu tvrzeńı nastat, viz také př́ıklad na Obrázku 5). Ve všech těchto př́ıpadech
lze naj́ıt v šestnáctiprvkové BA podalgebry odpov́ıdaj́ıćı blok̊um v L.
(4) |L| = 32, opět může být L (a) BA (v tom př́ıpadě neńı co dokazovat), nebo je to (b) ho-
rizontálńı suma šestnáctiprvkové BA s osmi čtyřprvkovými BA – d́ıky předchoźımu tvrzeńı
jsou t́ımto vyčerpány všechny možnosti, kdy je součást́ı horizontálńı sumy šestnáctiprvková
BA, nebo je to (c) horizontálńı suma několika (nejvýše však pěti) osmiprvkových Boo-
leových algeber, přičemž zbývaj́ıćı prvky L (jsou-li nějaké) lež́ı ve čtyřprvkových BA, či
(d) L je MO15. Ve všech těchto př́ıpadech existuje rozklad na BA takový, že podalgebry
rozkladu odpov́ıdaj́ı blok̊um v L, bod (c) je podrobně popsán v Př́ıkladu 6, př́ıslušný
diagram této BA lze pak nalézt v barevné obrazové př́ıloze.

3.3. Množinově reprezentovatelné HOR

V této podkapitole vztáhneme výsledky týkaj́ıćı se množinové reprezentovatelnosti or-
tokomplementárńıch diferenčńıch svaz̊u na tř́ıdu HOR. Jak je ukázáno v článku [16],
některé svazy ze tř́ıdy HOR jsou množinově reprezentovatelné, jiné nikoli. Př́ıklad HOR,
který neńı množinově reprezentovatelný, je ukázán ve výše citovaném článku na straně 21
jako Example 8.14. V této podkapitole se ale budeme věnovat předevš́ım svaz̊um ze tř́ıdy
HOR∩ SRODL. Nejprve vyslovme následuj́ıćı charakterizačńı větu:

Tvrzeńı 3.44. Bud’ L ∈ HOR. Pak L je SRODL právě když plat́ı následuj́ıćı podmı́nka:
∀x, y ∈ L: jestlǐze x|Ly, pak existuje d-prvoideál I v L takový, že x, y ∈ I.

Důkaz (⇒) Necht’ tedy L je SRODL. Bud’te x, y ∈ L, x|Ly. Pak nemůže být x⊥ ≤ y
(jinak by y C x). Existuje proto (podle Věty ) d-prvoideál I v L takový, že x, y ∈ I.
(⇐) Obráceně, necht’ plat́ı daná podmı́nka. Ukažme nejprve, že pak plat́ı:
∀x ∈ L, x 6= 1: existuje d-prvoideál I v L takový, že x ∈ I.

Bud’ tedy x ∈ L, x 6= 1. Rozlǐsme dva př́ıpady:
(a) L je BA – pak je tvrzeńı zřejmé.
(b) L neńı BA

Bud’ B blok v L takový, že x ∈ B. Protože L neńı BA, existuje dále nějaký blok
B′ 6= B. Zvolme y ∈ B′, y 6∈ {0,1}. Prvek x′ ∈ B zvolme tak, aby x′ ∈ B \ {0,1}, x ≤ x′

(je-li x 6= 0, můžeme vźıt př́ımo x′ = x). Pak x′|Ly a dle našeho předpokladu existuje
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d-prvoideál I v L takový, že x′, y ∈ I. Protože x ≤ x′, je též x ∈ I.

Nyńı dokonč́ıme d̊ukaz, že L je množinově reprezentovatelný. Bud’te x, y ∈ L, x⊥ 6≤ y.
Ukážeme, že pak existuje d-prvoideál I v L takový, že x, y ∈ I. Jestliže x|Ly, pak existence
prvoideálu I plyne př́ımo z našeho předpokladu. Necht’ tedy x C y. Bud’ B blok v L
takový, že x, y ∈ B. Protože x⊥ 6≤ y, je x ∨ y < 1. Z předchoźıho nyńı plyne, že existuje
d-prvoideál I v L takový, že x ∨ y ∈ I. Pak ovšem samozřejmě též x ∈ I, y ∈ I.

Uved’me do souvislosti ještě pojem kvaziideálu (který byl definován ve druhé kapitole)
s pojmy d-ideál, př́ıpadně d-prvoideál.

Tvrzeńı 3.45. Bud’ L ∈ HOR, I ⊆ L. Pak plat́ı:
I je d-ideál v L právě když

(1) I je kvaziideál v L (tj. I je kvaziideál v diferenčńı algebře DL),
(2) ∀B ∈ Bl(L) ∀x, y ∈ B : x ∈ I .a. y ≤ x ⇒ y ∈ I.

Důkaz Je-li I d-ideál v L, pak podmı́nky (1) a (2) samozřejmě plat́ı. Obráceně, necht’

tedy plat́ı podmı́nky (1) a (2). Jelikož I je kvaziideál, stač́ı ověřit podmı́nku (b) z definice
d-ideálu: Bud’te x, y ∈ L, x ∈ I, y ≤ x. Bud’ B ∈ Bl(L) blok takový, že x ∈ B. Z Tvrzeńı
3.41 (a) plyne, že též y ∈ B. Dı́ky podmı́nce (2) pak už y ∈ I.

Tvrzeńı 3.46. Bud’ L ∈ HOR, I ⊆ L. Pak plat́ı:
I je d-prvoideál v L právě když

(1) I je maximálńı vlastńı kvaziideál v L,
(2) ∀B ∈ Bl(L) ∀x, y ∈ B : x ∈ I .a. y ≤ x ⇒ y ∈ I.

Důkaz Je-li I d-prvoideál v L, pak podmı́nky (1), (2) opět plat́ı. Obráceně, plat́ı-li (1),
(2), pak z předchoźıho tvrzeńı plyne, že I je d-ideál v L. Jelikož I je maximálńı vlastńı
kvaziideál v L, d́ıky Tvrzeńı 2.14 má selektivńı vlastnost, tj. je zároveň d-prvoideál v
L.

V článku [16] je ukázáno, že je-li L ∈ HOR takový, že obsahuje nejvýše jeden blok,
jehož velikost je větš́ı než 4, tak už je množinově reprezentovatelný. Ve zbytku této podka-
pitoly tuto konstrukci zobecńıme pro svazy ze tř́ıdy HOR obsahuj́ıćı dva bloky velikosti
větš́ı než 4. K tomu ale budeme potřebovat následuj́ıćı pomocná tvrzeńı:

Tvrzeńı 3.47. Bud’ L ∈ HOR, B1, B2 necht’ jsou bloky v L, I1 necht’ je prvoideál v B1,
I2 prvoideál v B2. Necht’ J je nezávislá množina v L taková, že I1 ⊆ J , I2 ⊆ J . Pak
existuje d-prvoideál I v L takový, že J ⊆ I.

Důkaz Zvolme nějaký maximálńı vlastńı kvaziideál I v diferenčńı algebře DL takový, že
J ⊆ I (ten určitě existuje d́ıky Tvrzeńı 2.12). Ukážeme, že už je to d-prvoideál. Podle
předchoźıho tvrzeńı stač́ı ukázat, že ∀B ∈ Bl(L) ∀x, y ∈ B : x ∈ I .a. y ≤ x ⇒ y ∈ I.
Bud’ tedy B nějaký blok v L. Ukážeme, že B ∩ I je ideál v Booleově algebře B. Rozlǐsme
tři př́ıpady:
(1) |B| = 2, pak ale i |L| = 2 a tvrzeńı triviálně plat́ı.
(2) |B| = 4, potom B = {0, a, a⊥,1}, Jelikož I má selektivńı vlastnost, plat́ı bud’ B∩ I =
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{0, a} nebo B ∩ I = {0, a⊥}. V obou př́ıpadech je B ∩ I ideál v B.
(3) |B| > 4, pak B = B1 nebo B = B2. Ukážeme, že Bi ∩ I = Ii pro i = 1, 2. Inkluze
Ii ⊆ Bi∩ I pro i = 1, 2 je zřejmá, nebot’ Ii ⊆ J ⊆ I. Předpokládejme pro spor, že existuje
prvek xi ∈ Bi ∩ I pro i = 1, 2 takový, že xi 6∈ Ii. Jelikož Ii je prvoideál v Bi pro i = 1, 2,
muśı platit x⊥i ∈ Ii pro i = 1, 2. Nyńı xi ∈ I, x⊥i ∈ Ii ⊆ I, což je spor s t́ım, že I
je vlastńı kvaziideál. Tedy takové prvky xi pro i = 1, 2 neexistuj́ı a obrácená inkluze je
dokázána.

Uved’me ještě tvrzeńı, které nám zaruč́ı, že sjednoceńım dvou vlastńıch prvoideál̊u z
r̊uzných blok̊u vznikne nezávislá množina.

Tvrzeńı 3.48. Bud’ L ∈ HOR, B1, B2 necht’ jsou bloky v L, I1 necht’ je prvoideál v B1,
I2 prvoideál v B2. Pak I1 ∪ I2 je nezávislá množina v L.

Důkaz Předpokládejme pro spor, že množina I1∪ I2 neńı nezávislá. Tedy existuje nějaká
k-tice x1, ..., xk prvk̊u z I1 a n-tice y1, ..., yn prvk̊u z I2 (k, n ≥ 1) tak, že x1 4 ...4 xk 4
y1...4 yn = 1. Jelikož prvoideály I1 a I2 jsou uzavřeny na symetrickou diferenci, existuj́ı
prvky x1 4 ... 4 xk = x ∈ I1, y1 4 ... 4 yk = y ∈ I2. Uvědomme si ještě, že x, y 6= 1,
protože 1 6∈ I1 ∪ I2. Nyńı by mělo platit x4 y = 1. Potom ale muśı být x = y⊥, což je
spor s t́ım, že prvky x, y jsou z r̊uzných blok̊u.

Věta 3.49. Bud’ L ∈ HOR, necht’ existuj́ı bloky B1, B2 ∈ Bl(L) takové, že |B| = 4 pro
každý blok v L r̊uzný od B1 i B2. Pak L je množinově reprezentovatelný.

Důkaz K d̊ukazu využijeme úvodńı tvrzeńı této podkapitoly. Chceme tedy ukázat, že
∀x, y ∈ L: jestliže x|Ly, pak existuje d-prvoideál I v L takový, že x, y ∈ I.

Zvolme tedy nějaké prvky x, y ∈ L, x|Ly. Potom (specielně) x, y 6= 1. Jelikož spolu
prvky nekomutuj́ı, musej́ı ležet v r̊uzných bloćıch svazu L, necht’ x ∈ Bk, y ∈ Bl. Zvolme
nějaký prvoideál Ik ⊆ Bk tak, aby x ∈ Ik. Obdobně zvolme prvoideál Il ⊆ Bl takový, že
y ∈ Il (existence př́ıslušných prvoideál̊u plyne z toho, že x, y 6= 1). Podle Tvrzeńı 3.48 je
nyńı I1∪I2 nezávislá množina v L. Nyńı jsou splněny předpoklady pro použit́ı Tvrzeńı 3.47,
podle nějž existuje d-prvoideál I v L takový, že Ik ∪ Il ⊆ I. Potom ale též x, y ∈ I.
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4. Volný ODL se dvěma generátory

V následuj́ıćı části práce se budu zabývat konstrukćı ortokomplementárńıho svazu se syme-
trickou diferenćı, který bude mı́t dvouprvkovou množinu generátor̊u. Obdobná konstrukce
je předveda pro tř́ıdu ortomodulárńıch svaz̊u v knize [1] na stranách 74-86. Tam je zkon-
struován volný OML se dvěma generátory maj́ıćı 96 prvk̊u. Námi konstruovaný volný
ODL bude mı́t (d́ıky př́ıtomnosti operace symetrické diference) 128 prvk̊u. Nejprve si
ale definujme potřebné pojmy. Připomeňme ještě Označeńı 1.54 z úvodńı kapitoly, podle
kterého Lc je intervalová algebra vymezená prvky 0L a c.

Definice 4.1. Necht’ K je tř́ıda algeber signatury L . Necht’ A je nějaká algebra z K a
necht’ X je podmnožina množiny A. Algebra A se nazývá volná algebra nad množinou K
generovaná množinou X právě tehdy, když splňuje následuj́ıćı podmı́nky:
(a) X je množina generátor̊u pro A
(b) Je-li dána nějaká algebra B ze tř́ıdy K a libovolné zobrazeńı g : X → B, pak existuje
morfismus h : A→ B rozšǐruj́ıćı zobrazeńı g.

Pokud K je tř́ıda Booleových algeber, budeme použ́ıvat označeńı volná Booleova alge-
bra, analogicky pro tř́ıdu OML, resp. ODL použijeme označeńı volný OML, resp. volný
ODL.

Definice 4.2. ODL-morfismem nazveme zobrazeńı f mezi dvěma ODL, které je morfis-
mem.

Lemma 4.3. Bud’ L ODL a necht’ c je prvek L, který komutuje se všemi prvky L. Pak
zobrazeńı f : L→ Lc definované předpisem f(x) = x ∧ c je ODL-morfismus.

Důkaz (f(x))⊥ = (x ∧ c)⊥ = (x ∧ c)⊥Lc = x⊥ ∧ c = f(x⊥)
f(x ∧ y) = x ∧ y ∧ c = (x ∧ c) ∧ (y ∧ c) = f(x) ∧ f(y)
f(x ∨ y) = (x ∨ y) ∧ c = (x ∧ c) ∨ (y ∧ c) = (x ∧ c) ∨ (y ∧ c) = f(x) ∨ f(y)
f(x4 y) = (x4 y) ∧ c = (x ∧ c)4 (y ∧ c) = f(x)4 f(y)

V předchoźıch rovnostech byla využita Foulisova-Hollandova věta a Tvrzeńı 3.12.

Lemma 4.4. Necht’ L je ODL a necht’ c je prvek L, který komutuje se všemi prvky L. Pak
zobrazeńı h : L → Lc × Lc⊥ definované předpisem h(x) = (x ∧ c, x ∧ c⊥) je izomorfismus
mezi L a Lc × Lc⊥.

Důkaz Ukážeme nejprve, že zobrazeńı h a zobrazeńı g, kde g je definováno pomoćı
předpisu g(x, y) = (x∨ y), jsou bijekce. Bud’ tedy x libovolný prvek z L. Pak (h ◦ g)(x) =
g(h(x)) = g([x ∧ c, x ∧ c⊥]) = (x ∧ c) ∨ (x ∧ c⊥) = x, nebot’ prvek c dle předpokladu
komutuje se všemi prvky, tedy i s prvkem x.

Obráceně, necht’ je nyńı x ∈ Lc, y ∈ Lc⊥ . Pak (g ◦h)([x, y]) = h(g([x, y])) = h(x∨ y) =
[(x∨ y)∧ c, (x∨ y)∧ c⊥]. Podle Foulisovy-Hollandovy věty ale nyńı plat́ı, že (x∨ y)∧ c =
(x ∧ c) ∨ (y ∧ c). Ovšem x ∧ c = x, nebot’ x ≤ c; y ∧ c = 0, protože y ≤ c⊥. Podobně
(x∨y)∧c⊥ = (x∧c⊥)∨ (y∧c⊥) = 0∨y = y. Celkem tedy [(x∨y)∧c, (x∨y)∧c⊥] = [x, y].

Ukážeme ještě, že zobrazeńı h je morfismus. Necht’ jsou x, y libovolné prvky z L. Potom
h(x) ∧ h(y) = ([x ∧ c, x ∧ c⊥]) ∧ ([y ∧ c, y ∧ c⊥]) = [x ∧ y ∧ c, x ∧ y ∧ c⊥] = h(x ∧ y).
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h(x ∨ y) = [(x ∨ y) ∧ c, (x ∨ y) ∧ c⊥] = ([x ∧ c, x ∧ c⊥]) ∧ ([y ∧ c, y ∧ c⊥]) = [(x ∧ c) ∨ (y ∧
c), (x∧ c⊥)∨ (y∧ c⊥)] = [(x∧ c), (x∧ c⊥)]∨ [(y∧ c), (y∧ c⊥)] = h(x)∨h(y), opět s použit́ım
Foulisovy-Hollandovy věty.
(h(x))⊥ = [x ∧ c, x ∧ c⊥]⊥ = [(x ∧ c)⊥Lc , (x ∧ c⊥)

⊥
Lc⊥ ] = [x⊥ ∧ c, x⊥ ∧ c⊥] = h(x⊥)

h(x4L y) = ((x4L y)∧ c, (x4L y)∧ c⊥L) = ((x∧ c)4L (y ∧ c), (x∧ c⊥L)4L (y ∧ c⊥L)) =
= ((x∧ c)4Lc (y∧ c), (x∧ c⊥L)4

Lc⊥ (y∧ c⊥L)) = (x∧ c, x∧ c⊥L)4
Lc×Lc⊥ (y∧ c, y∧ c⊥L) =

= h(x)4
Lc×Lc⊥ h(y).

Důsledek 4.5. Když L je ODL a c je jeho centrálńı prvek, pak L ∼= Lc × Lc⊥.

Lemma 4.6. Bud’ T ODL s generátory s, t. Označme c = (s∨t)∧(s∨t⊥)∧(s⊥∨t)∧(s⊥∨
t⊥). Necht’ MO3 je ODL s generátory x1, x2. Pak existuje ODL-morfismus h1 : MO3 → T c

takový, že:
(i) h1(x1) = s ∧ c = s ∧ (s⊥ ∨ t) ∧ (s⊥ ∨ t⊥)
(ii) h1(y1) = t ∧ c = t ∧ (s ∨ t⊥) ∧ (s⊥ ∨ t⊥).

Důkaz Prvek c komutuje se všemi prvky – viz podkapitola o komutativitě ve tř́ıdě orto-
modulárńıch svaz̊u. Rozlǐsme 2 př́ıpady:

1) Pokud spolu prvky s a t komutuj́ı, je c rovno 0. Svaz T c je tedy triviálńı a zobrazeńı
h1 zobraźı všechny prvky svazu MO3 na jediný prvek svazu T c. Toto zobrazeńı samozřejmě
zachovává operace ∧, ∨, ⊥ a 4, je tud́ıž hledaným ODL-morfismem.

2) Necht’ tedy spolu prvky s a t nekomutuj́ı. Podle Lemmatu 4.3 existuje ODL-morfismus
f1 : T → T c definovaný předpisem: f1(x) = x ∧ c. Tud́ıž ortokomplementárńı diferenčńı
svaz T c muśı mı́t f1(s) a f1(t) jako své generátory. (Podrobněji: svaz T c nemůže mı́t větš́ı
množinu generátor̊u, protože je podsvazem svazu generovaného dvěma prvky. Prvky s
a t se nemohou zobrazit do jednoho bodu, protože v tom př́ıpadě by spolu komutovaly,
což je spor s Lemmatem 1.53. Do obdobného sporu bychom se dostali i v př́ıpadech, kdy
f1(s) = f1(t⊥), f1(t) = f1(s⊥).)

Přitom:
f1(s) = s ∧ (s ∨ t) ∧ (s ∨ t⊥) ∧ (s⊥ ∨ t) ∧ (s⊥ ∨ t⊥) = s ∧ (s⊥ ∨ t) ∧ (s⊥ ∨ t⊥)
f1(t) = t ∧ (s ∨ t) ∧ (s ∨ t⊥) ∧ (s⊥ ∨ t) ∧ (s⊥ ∨ t⊥) = t ∧ (s ∨ t⊥) ∧ (s⊥ ∨ t⊥)

Jelikož prvek c komutuje se všemi prvky T , můžeme v následuj́ıćıch úvahách využ́ıvat
Foulisovu-Hollandovu větu.
f1(s) ∨ f1(t) = (s ∧ c) ∨ (t ∧ c) = (s ∨ t) ∧ c = c
f1(s) ∨ f1(t⊥) = (s ∧ c) ∨ (t⊥ ∧ c) = (s ∨ t⊥) ∧ c = c
f1(s⊥) ∨ f1(t) = (s⊥ ∧ c) ∨ (t ∧ c) = (s⊥ ∨ t) ∧ c = c
f1(s⊥) ∨ f1(t⊥) = (s⊥ ∧ c) ∨ (t⊥ ∧ c) = (s⊥ ∨ t⊥) ∧ c = c
Podobně:
f1(s)∧ f1(t) = s∧ c∧ t∧ c = (s∧ t)∧ c = (s∧ t)∧ (s∧ t)⊥∧ (s∨ t)∧ (s⊥∨ t)∧ (s∨ t⊥) = 0
f1(s)∧f1(t⊥) = s∧c∧t⊥∧c = (s∧t⊥)∧c = (s∧t⊥)∧(s∧t⊥)⊥∧(s∨t)∧(s∨t⊥)∧(s⊥∨t⊥) = 0
f1(s⊥)∧f1(t) = s⊥∧c∧t∧c = (s⊥∧t)∧c = (s⊥∧t)∧(s⊥∧t)⊥∧(s∨t)∧(s⊥∨t)∧(s⊥∨t⊥) = 0
f1(s⊥)∧ f1(t⊥) = s⊥ ∧ c∧ t⊥ ∧ c = (s⊥ ∧ t⊥)∧ c = (s⊥ ∧ t⊥)∧ (s⊥ ∧ t⊥)⊥ ∧ (s⊥ ∨ t)∧ (s∨
t⊥) ∧ (s⊥ ∨ t⊥) = 0
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Zbývá ukázat, že prvky f1(s) 4 f1(t) a (f1(s) 4 f1(t))⊥ jsou r̊uzné od prvk̊u f1(s),
f1(t), f1(s⊥), f1(t⊥), 0, c. Když poté dokážeme, že pr̊usek prvku f1(s) 4 f1(t) (resp.
(f1(s) 4 f1(t))⊥) s kterýmkoliv prvkem kromě c je roven 0 a že spojeńı téhož prvku
(respektive prvku (f1(s)4 f1(t))⊥) s kterýmkoliv prvkem kromě 0 je rovno c, budeme s
d̊ukazem hotovi. Výsledný svaz bude mı́t 8 prvk̊u (0, f1(s)4f1(t), (f1(s)4f1(t))⊥, f1(s),
f1(t), f1(s⊥), f1(t⊥), c) a bude izomorfńı se svazem MO3. Poznamenejme ještě, že roli
prvku 1 pro nás bude hrát prvek c jakožto největš́ı prvek intervalové algebry T c.

Důkaz dokonč́ıme následuj́ıćımi dvěma lemmaty:

Lemma 4.7. Když L je ODL s generátory x, y, které spolu nekomutuj́ı, pak x 4 y a
(x4 y)⊥ jsou r̊uzné od prvk̊u x, y, x⊥, y⊥, 0, 1.

Důkaz Před vlastńım d̊ukazem si ještě uvědomme, že žádný z prvk̊u x, y nemůže být
roven 0 ani 1, v tom př́ıpadě by totiž byl porušen předpoklad o tom, že spolu dané prvky
nekomutuj́ı.
x4y 6= 0, protože kdyby x4y = 0, pak x = y dle (i) Tvrzeńı 2.7, spor s nekomutativitou
prvk̊u x a y
x4 y 6= 1, protože kdyby x4 y = 1, pak x = y⊥ dle (j) Tvrzeńı 2.7, spor.
x4 y 6= x, protože kdyby x4 y = x, pak x4 x = y podle (g) Tvrzeńı 2.7, ale x4 x = 0.
x4 y 6= y, protože kdyby x4 y = y, pak y4 y = x podle (g) Tvrzeńı 2.7, ale y4 y = 0.
x4y 6= x⊥, protože kdyby x4y = x⊥, pak x4x⊥ = y dle (g) Tvrzeńı 2.7, ale x4x⊥ = 1.
x4y 6= y⊥, protože kdyby x4y = y⊥, pak y4y⊥ = x dle (g) Tvrzeńı 2.7, ale y4y⊥ = 1.

Analogické d̊uvody plat́ı i pro prvek (x4 y)⊥, stač́ı si uvědomit, že dle (d) tvrzeńı 2.7
je roven x4 y⊥. Potom plat́ı:
x4 y⊥ 6= 0, protože kdyby x4 y⊥ = 0, pak x = y⊥, spor.
x4 y⊥ 6= 1, protože kdyby x4 y⊥ = 1, pak x = (y⊥)⊥ dle (j) Tvrzeńı 2.7, což je spor s
nekomutativitou prvk̊u x, y.
x4 y 6= x, protože kdyby x4 y = x, pak x4 x = y dle (g) Tvrzeńı 2.7, ale x4 x = 0.
x4 y 6= y, protože kdyby x4 y = y, pak y4 y = x dle (g) Tvrzeńı 2.7, ale y4 y = 0.
x4y 6= x⊥, protože kdyby x4y = x⊥, pak x4x⊥ = y dle (g) Tvrzeńı 2.7, ale x4x⊥ = 1.
x4 y 6= y⊥, protože kdyby x4 y = y⊥, pak y 4 x⊥ = x opět podle (g) Tvrzeńı 2.7, ale
y4 y⊥ = 1.

Lemma 4.8. Bud’ L ODL s generátory x, y, které spolu nekomutuj́ı. Necht’ x ∧ y =
x ∧ y⊥ = x⊥ ∧ y = x⊥ ∧ y⊥ = 0, x ∨ y = x ∨ y⊥ = x⊥ ∨ y = x⊥ ∨ y⊥ = 1. Pak plat́ı i:
(i) x4 y ∧ y = x4 y ∧ y⊥ = x4 y ∧ x = x4 y ∧ x⊥ = 0
(ii) x4 y ∨ y = x4 y ∨ y⊥ = x4 y ∨ x = x4 y ∨ x⊥ = 1.

Důkaz Z kapitoly o ortokomplementárńıch diferenčńıch svazech v́ıme, že x4y∧x = x∧y⊥
a x4y∨x = x∨y – viz Tvrzeńı 3.14. Proto: x4y∧y = y4x∧y = y∧x⊥ = 0 Analogicky
x4y∧x = x∧y⊥ = 0, x4y∧x⊥ = x⊥4y⊥∧x⊥ = x⊥∧y = 0, x4y∧y = y4x∧y⊥ =
x⊥ 4 y⊥ ∧ y⊥ = x ∧ y⊥ = 0. Obdobně: x4 y ∨ x = x ∨ y = 1, x4 y ∨ y = y ∨ x = 1,
x4 y∨x⊥ = x⊥4 y⊥∨x⊥ = x⊥∨ y⊥ = 1, x4 y∨ y⊥ = x⊥4 y⊥∨ y⊥ = x⊥∨ y⊥ = 1.

44



Důsledek 4.9. Když T je ODL s generátory s, t a když c = (s∨ t)∧ (s∨ t⊥)∧ (s⊥ ∨ t)∧
(s⊥ ∨ t⊥), pak bud’ T c ∼= MO3 nebo je triviálńım ODL.

Lemma 4.10. Bud’ T ODL s generátory s, t a bud’ c = (s∧t)∨(s∧t⊥)∨(s⊥∧t)∨(s⊥∧t⊥).
Necht’ x2 a y2 jsou generátory Booleovy algebry B = 24. Pak existuje ODL-morfismus
h2 : B → T c takový, že:
h2(x2) = s ∧ c = (s ∧ t) ∨ (s ∧ t⊥)
h2(y2) = t ∧ c = (s ∧ t) ∨ (s⊥ ∧ t).

Důkaz Podle Lemmatu 4.3 existuje ODL-morfismus f2 : T → T c definovaný předpisem:
f2(x) = x ∧ c, protože prvek c komutuje se všemi prvky svazu T c. Tud́ıž ortokom-
plementárńı diferenčńı svaz T c muśı mı́t f2(s) a f2(t) jako své generátory. S využit́ım
Foulisovy-Hollandovy věty dostaneme: f2(s) = s ∧ c = s ∧ [(s ∧ t) ∨ (s ∧ t⊥) ∨ (s⊥ ∧ t) ∨
(s⊥ ∧ t⊥)] = (s ∧ s ∧ t) ∨ (s ∧ s ∧ t⊥) ∨ (s ∧ s⊥ ∧ t) ∨ (s ∧ s⊥ ∧ t⊥) = (s ∧ t) ∨ (s ∧ t⊥)

f2(t) = t∧ c = t∧ [(s∧ t)∨ (s∧ t⊥)∨ (s⊥ ∧ t)∨ (s⊥ ∧ t⊥)] = (t∧ s∧ t)∨ (t∧ s∧ t⊥)∨
(t ∧ s⊥ ∧ t) ∨ (t ∧ s⊥ ∧ t⊥) = (s ∧ t) ∨ (s⊥ ∧ t).

Tyto dva prvky spolu komutuj́ı (viz kapitola o komutativitě), proto muśı být algebra
jimi generovaná Booleovou algebrou. Jelikož 24 je volná Booleova algebra nad dvouprv-
kovou množinou generátor̊u, muśı existovat ODL-morfismus h2 splňuj́ıćı výše uvedené
podmı́nky.

Důsledek 4.11. Necht’ T je ODL s generátory s, t. Necht’ c = (s ∧ t) ∨ (s ∧ t⊥) ∨ (s⊥ ∧
t)∨ (s⊥∧ t⊥). Pak T c je Booleova algebra maj́ıćı nejvýše 16 prvk̊u, jej́ımǐz generátory jsou
(s ∧ t) ∨ (s ∧ t⊥) a (s ∧ t) ∨ (s⊥ ∧ t).

Lemma 4.12. Bud’ T ODL s generátory s, t, které spolu nekomutuj́ı. Necht’ B je BA
generovaná prvky m = (s∧ t)∨ (s∧ t⊥) a n = (s∧ t)∨ (s⊥∧ t). Pak má B právě 16 prvk̊u.

Důkaz Když s, t spolu nekomutuj́ı, pak com(s, t) 6= 0. Tedy (s∨ t)∧ (s∨ t⊥)∧ (s⊥ ∨ t)∧
(s⊥ ∨ t⊥) 6= 0. Jelikož je podle předpoklad̊u B generována prvky m a n, můžeme uvážit i
množinu generátor̊u m⊥ a n⊥. Přitom m⊥ = (s⊥∨ t⊥)∧ (s⊥∨ t), n⊥ = (s⊥∨ t⊥)∧ (s∨ t⊥).
Protože com(s, t) > 0, muśı být i m⊥ ∧ n⊥ = (s ∨ t⊥) ∧ (s⊥ ∨ t) ∧ (s⊥ ∨ t⊥) > 0. Tud́ıž
také m ∨ n < 1. Algebra B tedy obsahuje řetězec délky 5, proto už muśı mı́t právě 16
prvk̊u.

Věta 4.13. Bud’ T ODL s generátory s, t, které spolu nekomutuj́ı. Pak T ∼= MO3×BA4.

Důkaz Podle Lemmatu 4.4 je T ∼= T c × T c
⊥

. Jako prvek c nyńı vezmeme c, prvkem
c⊥ tedy bude c. Podle Důsledku 4.11 je algebra T c homomorfńım obrazem Booleovy
algebry BA4, T c je dle Důsledku 4.9 homomorfńım obrazem MO3. Jelikož nenastanou
patologické př́ıpady (že se několik prvk̊u př́ıslušným ODL-morfismem zobraźı do jednoho
bodu - jsou vyloučeny t́ım, že spolu prvky s a t nekomutuj́ı a Lemmatem 4.12), je tedy
T ∼= MO3 ×BA4.
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ODL, který jsme touto konstrukćı źıskali, je volným ortokomplementárńım diferenčńım
svazem se dvěma generátory, jak ukazuje následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 4.14. Bud’ T ODL s generátory s, t. Pak T je volný ODL s dvouprvkovou
množinou generátor̊u.

Důkaz K ověřeńı uvedeného tvrzeńı muśı být splněny obě podmı́nky z Definice volné
algebry (4.1) formulované pro tř́ıdu ODL, tedy
(a) {s, t} je množina generátor̊u pro T
(b) Je-li dán nějaký svaz L ze tř́ıdy ODL a libovolné zobrazeńı g : {s, t} → L, pak existuje
morfismus h : T → L rozšǐruj́ıćı zobrazeńı g.

Podmı́nka (a) je předpokladem tvrzeńı. Dokažme tedy (b). Bud’ L nějaký ODL a
g : {s, t} → L předpokládané zobrazeńı. Morfismus h rozšǐruj́ıćı g definujeme induktivně.
Bud’ nyńı x ∈ T . Tento prvek se dá napsat jako term v jazyce (∧,∨,⊥ ,0,1,4), kde
jedinými proměnnými jsou s a t. Uvažme př́ıslušný term, který označme term(x). Podle
tvaru termu term(x) definujme následuj́ıćı př́ıpady (x, y ∈ T ).
h(x) = g(x), jestliže term(x) = s nebo term(x) = t
h(x⊥) = (h(x))⊥

h(x ∧ y) = h(x) ∧ h(y)
h(x ∨ y) = h(x) ∨ h(y)
h(x4 y) = h(x)4 h(y)

Tedy např́ıklad h(s ∧ t) = h(s) ∧ h(t) = g(s) ∧ g(t). Takto definované zobrazeńı je
morfismem rozšǐruj́ıćı zobrazeńı g.

V následuj́ıćı kapitole je uveden seznam prvk̊u volného ODL se dvěma generátory.
Je zvolen stejný zp̊usob zápisu jako v knize [1], v levém sloupci je uvedena reprezentace
daného prvku pomoćı termu s proměnnými s a t, v pravém sloupci pak reprezentace
téhož prvku ve svazu MO3×24. Grafickou podobu tohoto svazu pak může čtenář nalézt v
př́ıloze, prvky jsou indexovány přirozenými č́ısly 1-128 stejným zp̊usobem jako v uvedené
tabulce. Pro větš́ı přehlednost byla tabulka rozdělena do čtyř část́ı po 32 prvćıch.

Můžeme si např́ıklad ověřit, že p93 ∧ p57 = p3, p93 ∨ p57 = p128 a p93 4 p57 = p110

jak podle obou uvedených reprezentaćı, tak podle obrázku v př́ıloze (i když u operace 4
uvedený obrázek př́ılǐs názorný neńı).
p93∧p57 = (t⊥∨(t∧s))∧(s4t) = (t⊥∧(s⊥4t⊥))∨((t∧s)∧(s4t)) = (s∧t⊥)∨(t∧s∧t⊥) =
(s ∧ t⊥) ∨ 0 = s ∧ t⊥ = p3

p93 ∨ p57 = t⊥ ∨ (t ∧ s) ∨ (s 4 t) = t⊥ ∨ (t ∧ s) ∨ (s⊥ 4 t⊥) = (t ∧ s) ∨ (s⊥ ∨ t⊥) =
(t ∧ s) ∨ (t ∧ s)⊥ = 1 = p128

p934p57 = (t⊥∨ (t∧s))4 (s4 t) = (t⊥∨ (t∧s))4 (s⊥4 t⊥) = ((t⊥∨ (t∧s))4 t⊥)4s⊥ =
((t⊥∨ (t∧ s))∧ t)4 s⊥ = ((t⊥∧ t)∨ ((t∧ s)∧ t))4 s⊥ = (0∨ (t∧ s))4 s⊥ = s⊥4 (s∧ t) =
s⊥ ∨ (s ∧ t) = p110

Poznamenejme, že pro výpočet symetrické diference daných prvk̊u jsme využili obě
části z Tvrzeńı 3.10. Nejprve jsme využili fakt, že (t⊥ ∨ (t ∧ s)) ≥ t⊥, a proto (t⊥ ∨
(t ∧ s)) 4 t⊥ = (t⊥ ∨ (t ∧ s)) ∧ t, v posledńı rovnosti potom d́ıky s⊥ ≤ (s ∧ t)⊥ plat́ı
s⊥ 4 (s ∧ t) = s⊥ ∨ (s ∧ t). Kromě toho jsme také (jako jeden ze základńıch nástroj̊u)
použ́ıvali Foulisovu-Hollandovu větu.
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Výpočet s využit́ım reprezentace v MO3 × 24 je názorněǰśı, nebot’ operace můžeme
provádět po jednotlivých složkách:
p93 ∧ p57 = (b⊥, 1, 1, 0, 1) ∧ (a4 b, 0, 1, 1, 0) = (0, 0, 1, 0, 0) = p3

p93 ∨ p57 = (b⊥, 1, 1, 0, 1) ∨ (a4 b, 0, 1, 1, 0) = (1, 1, 1, 1, 1) = p128

p93 4 p57 = (b⊥, 1, 1, 0, 1) 4 (a 4 b, 0, 1, 1, 0) = (b⊥, 1, 1, 0, 1) 4 (a⊥ 4 b⊥, 0, 1, 1, 0) =
(a⊥, 1, 0, 1, 1) = p110

Pro snadněǰśı orientaci v přiloženém obrázku zaved’me ještě následuj́ıćı pojem:

Definice 4.15. Bud’ P poset, x, y ∈ P . Řekneme, že prvek x pokrývá y nebo že y je
pokryt x, jestliže y < x a neexistuje prvek c ∈ P takový, že y < c .a. c < x.

Prvky p1−p16, p17−p32, p33−p48, p49−p64, p65−p80, p81−p96, p97−p112 a p113−p128

tvoř́ı Booleovy algebry B1, B2, B3, B4, B5, B6, B7 a B8, jejichž uspořádáńı je patrné z
obrázku. Jsou-li dány dva prvky pi a pj z r̊uzných Booleových algeber Bm a Bn, tak pj
pokrývá pi právě tehdy, když bud’

(1) pi ∈ B1 a pj ∈ B2∪B3∪B4∪B5∪B6∪B7 a j = i+16k pro nějaké k ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}
nebo
(2) pj ∈ B8 a pi ∈ B2∪B3∪B4∪B5∪B6∪B7 a j = i+ 16l pro nějaké l ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
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5. Seznam prvk̊u volně genervaného ODL se dvěma

generátory

Reprezentace v:
L MO3 × 24

p1 = 0 (0, 0, 0, 0, 0) = (0, b1)
p2 = s ∧ t (0, 1, 0, 0, 0) = (0, b2)
p3 = s ∧ t⊥ (0, 0, 1, 0, 0) = (0, b3)
p4 = s⊥ ∧ t (0, 0, 0, 1, 0) = (0, b4)
p5 = s⊥ ∧ t⊥ (0, 0, 0, 0, 1) = (0, b5)
p6 = (s ∧ t) ∨ (s ∧ t⊥) (0, 1, 1, 0, 0) = (0, b6)
p7 = (s ∧ t) ∨ (s⊥ ∧ t) (0, 1, 0, 1, 0) = (0, b7)
p8 = (s ∧ t) ∨ (s⊥ ∧ t⊥) (0, 1, 0, 0, 1) = (0, b8)
p9 = (s ∧ t⊥) ∨ (s⊥ ∧ t) (0, 0, 1, 1, 0) = (0, b9)
p10 = (s⊥ ∧ t⊥) ∨ (s ∧ t⊥) (0, 0, 1, 0, 1) = (0, b10)
p11 = (s⊥ ∧ t⊥) ∨ (s⊥ ∧ t) (0, 0, 0, 1, 1) = (0, b11)
p12 = (s ∧ t) ∨ (s ∧ t⊥) ∨ (s⊥ ∧ t) (0, 1, 1, 1, 0) = (0, b12)
p13 = (s ∧ t) ∨ (s ∧ t⊥) ∨ (s⊥ ∧ t⊥) (0, 1, 1, 0, 1) = (0, b13)
p14 = (s⊥ ∧ t⊥) ∨ (s⊥ ∧ t) ∨ (s ∧ t) (0, 1, 0, 1, 1) = (0, b14)
p15 = (s⊥ ∧ t⊥) ∨ (s⊥ ∧ t) ∨ (s ∧ t⊥) (0, 0, 1, 1, 1) = (0, b15)
p16 = (s ∧ t) ∨ (s ∧ t⊥) ∨ (s⊥ ∧ t) ∨ (s⊥ ∧ t⊥) (0, 1, 1, 1, 1) = (0, b16)
p17 = s ∧ (s⊥ ∨ t) ∧ (s⊥ ∨ t⊥) (a, 0, 0, 0, 0) = (a, b1)
p18 = s ∧ (s⊥ ∨ t) (a, 1, 0, 0, 0) = (a, b2)
p19 = s ∧ (s⊥ ∨ t⊥) (a, 0, 1, 0, 0) = (a, b3)
p20 = (s⊥ ∧ t) ∨ [s ∧ (s⊥ ∨ t⊥) ∧ (s⊥ ∨ t)] (a, 0, 0, 1, 0) = (a, b4)
p21 = (s⊥ ∧ t⊥) ∨ [s ∧ (s⊥ ∨ t⊥) ∧ (s⊥ ∨ t)] (a, 0, 0, 0, 1) = (a, b5)
p22 = s (a, 1, 1, 0, 0) = (a, b6)
p23 = (s⊥ ∨ t) ∧ [s ∨ (s⊥ ∧ t)] (a, 1, 0, 1, 0) = (a, b7)
p24 = (s⊥ ∨ t) ∧ [s ∨ (s⊥ ∧ t⊥)] (a, 1, 0, 0, 1) = (a, b8)
p25 = (s⊥ ∨ t⊥) ∧ [s ∨ (s⊥ ∧ t)] (a, 0, 1, 1, 0) = (a, b9)
p26 = (s⊥ ∨ t⊥) ∧ [s ∨ (s⊥ ∧ t⊥)] (a, 0, 1, 0, 1) = (a, b10)
p27 = (s⊥ ∨ t⊥) ∧ (s⊥ ∨ t) ∧ [s ∨ (s⊥ ∧ t⊥) ∨ (s⊥ ∧ t)] (a, 0, 0, 1, 1) = (a, b11)
p28 = s ∨ (s⊥ ∧ t) (a, 1, 1, 1, 0) = (a, b12)
p29 = s ∨ (s⊥ ∧ t⊥) (a, 1, 1, 0, 1) = (a, b13)
p30 = (s⊥ ∨ t) ∧ [s ∨ (s⊥ ∧ t⊥) ∨ (s⊥ ∧ t)] (a, 1, 0, 1, 1) = (a, b14)
p31 = (s⊥ ∨ t⊥) ∧ [s ∨ (s⊥ ∧ t⊥) ∨ (s⊥ ∧ t)] (a, 0, 1, 1, 1) = (a, b15)
p32 = s ∨ (s⊥ ∧ t⊥) ∨ (s⊥ ∧ t) (a, 1, 1, 1, 1) = (a, b16)
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Reprezentace v:
L MO3 × 24

p33 = t ∧ (t⊥ ∨ s) ∧ (t⊥ ∨ s⊥) (b, 0, 0, 0, 0) = (b, b1)
p34 = t ∧ (t⊥ ∨ s) (b, 1, 0, 0, 0) = (b, b2)
p35 = (t⊥ ∧ s) ∨ [t ∧ (t⊥ ∨ s⊥) ∧ (t⊥ ∨ s)] (b, 0, 1, 0, 0) = (b, b3)
p36 = t ∧ (t⊥ ∨ s⊥) (b, 0, 0, 1, 0) = (b, b4)
p37 = (s⊥ ∧ t⊥) ∨ [t ∧ (t⊥ ∨ s⊥) ∧ (t⊥ ∨ s⊥)] (b, 0, 0, 0, 1) = (b, b5)
p38 = (s ∨ t⊥) ∧ [t ∨ (t⊥ ∧ s)] (b, 1, 1, 0, 0) = (b, b6)
p39 = t (b, 1, 0, 1, 0) = (b, b7)
p40 = (s ∨ t⊥) ∧ [t ∨ (t⊥ ∧ s⊥)] (b, 1, 0, 0, 1) = (b, b8)
p41 = (s⊥ ∨ t⊥) ∧ [t ∨ (t⊥ ∧ s⊥)] (b, 0, 1, 1, 0) = (b, b9)
p42 = (s⊥ ∨ t⊥) ∧ (s ∨ t⊥) ∧ [t ∨ (s⊥ ∧ t⊥) ∨ (s ∧ t⊥)] (b, 0, 1, 0, 1) = (b, b10)
p43 = (s⊥ ∨ t⊥) ∧ [t ∨ (t⊥ ∧ s⊥)] (b, 0, 0, 1, 1) = (b, b11)
p44 = t ∨ (t⊥ ∧ s) (b, 1, 1, 1, 0) = (b, b12)
p45 = (s ∨ t⊥) ∧ [t ∨ (s⊥ ∧ t⊥) ∨ (t⊥ ∧ s)] (b, 1, 1, 0, 1) = (b, b13)
p46 = t ∨ (t⊥ ∧ s⊥) (b, 1, 0, 1, 1) = (b, b14)
p47 = (s⊥ ∨ t⊥) ∧ [t ∨ (t⊥ ∧ s) ∨ (t⊥ ∧ s⊥)] (b, 0, 1, 1, 1) = (b, b15)
p48 = t ∨ (t⊥ ∧ s) ∨ (t⊥ ∧ s⊥) (b, 1, 1, 1, 1) = (b, b16)
p49 = (s4 t) ∧ (s⊥ ∨ t) ∧ (s ∨ t⊥) (a4 b, 0, 0, 0, 0) = (a4 b, b1)
p50 = (s⊥ ∨ t) ∧ (s ∨ t⊥) ∧ [(s4 t) ∨ (s⊥ ∧ t)] (a4 b, 1, 0, 0, 0) = (a4 b, b2)
p51 = (s4 t) ∧ (s⊥ ∨ t) (a4 b, 0, 1, 0, 0) = (a4 b, b3)
p52 = (s4 t) ∧ (s ∨ t⊥) (a4 b, 0, 0, 1, 0) = (a4 b, b4)
p53 = (s⊥ ∨ t) ∧ (s ∨ t⊥) ∧ [(s4 t) ∨ (s ∧ t⊥)] (a4 b, 0, 0, 0, 1) = (a4 b, b5)
p54 = (s⊥ ∨ t) ∧ [(s4 t) ∨ (s⊥ ∧ t)] (a4 b, 1, 1, 0, 0) = (a4 b, b6)
p55 = (s ∨ t⊥) ∧ [(s4 t) ∨ (s⊥ ∧ t)] (a4 b, 1, 0, 1, 0) = (a4 b, b7)
p56 = (s⊥ ∨ t) ∧ (s ∨ t⊥) ∧ [(s4 t) ∨ (s⊥ ∧ t) ∨ (s ∧ t⊥)] (a4 b, 1, 0, 0, 1) = (a4 b, b8)
p57 = (s4 t) (a4 b, 0, 1, 1, 0) = (a4 b, b9)
p58 = (s⊥ ∨ t) ∧ [(s4 t) ∨ (s ∧ t⊥)] (a4 b, 0, 1, 0, 1) = (a4 b, b10)
p59 = (s ∨ t⊥) ∧ [(s4 t) ∨ (s ∧ t⊥)] (a4 b, 0, 0, 1, 1) = (a4 b, b11)
p60 = (s4 t) ∨ (s⊥ ∧ t) (a4 b, 1, 1, 1, 0) = (a4 b, b12)
p61 = (s⊥ ∨ t) ∧ [(s4 t) ∨ (s⊥ ∧ t) ∨ (s ∧ t⊥)] (a4 b, 1, 1, 0, 1) = (a4 b, b13)
p62 = (s ∨ t⊥) ∧ [(s4 t) ∨ (s⊥ ∧ t) ∨ (s ∧ t⊥)] (a4 b, 1, 0, 1, 1) = (a4 b, b14)
p63 = (s4 t) ∨ (s ∧ t⊥) (a4 b, 0, 1, 1, 1) = (a4 b, b15)
p64 = (s4 t) ∨ (s⊥ ∧ t) ∨ (s ∧ t⊥) (a4 b, 1, 1, 1, 1) = (a4 b, b16)
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Reprezentace v:
L MO3 × 24

p65 = (s⊥4 t) ∧ (s ∨ t) ∧ (s⊥ ∨ t⊥) (a4 b⊥, 0, 0, 0, 0) = (a4 b⊥, b1)
p66 = (s⊥4 t) ∧ (s ∨ t) (a4 b⊥, 1, 0, 0, 0) = (a4 b⊥, b2)
p67 = (s ∨ t) ∧ (s⊥ ∨ t⊥) ∧ [(s⊥4 t) ∨ (s ∧ t)] (a4 b⊥, 0, 1, 0, 0) = (a4 b⊥, b3)
p68 = (s ∨ t) ∧ (s⊥ ∨ t⊥) ∧ [(s⊥4 t) ∨ (s⊥ ∧ t⊥)] (a4 b⊥, 0, 0, 1, 0) = (a4 b⊥, b4)
p69 = (s⊥4 t) ∧ (s⊥ ∨ t⊥) (a4 b⊥, 0, 0, 0, 1) = (a4 b⊥, b5)
p70 = (s ∨ t) ∧ [(s⊥4 t) ∨ (s ∧ t)] (a4 b⊥, 1, 1, 0, 0) = (a4 b⊥, b6)
p71 = (s ∨ t) ∧ [(s⊥4 t) ∨ (s⊥ ∧ t⊥)] (a4 b⊥, 1, 0, 1, 0) = (a4 b⊥, b7)
p72 = s⊥4 t (a4 b⊥, 1, 0, 0, 1) = (a4 b⊥, b8)
p73 = (s ∨ t) ∧ (s⊥ ∨ t⊥) ∧ [(s⊥4 t) ∨ (s ∧ t) ∨ (s⊥ ∧ t⊥)] (a4 b⊥, 0, 1, 1, 0) = (a4 b⊥, b9)
p74 = (s⊥ ∨ t⊥) ∧ [(s⊥4 t) ∨ (s ∧ t)] (a4 b⊥, 0, 1, 0, 1) = (a4 b⊥, b10)
p75 = (s⊥ ∨ t⊥) ∧ [(s⊥4 t) ∨ (s⊥ ∧ t⊥)] (a4 b⊥, 0, 0, 1, 1) = (a4 b⊥, b11)
p76 = (s ∨ t) ∧ [(s⊥4 t) ∨ (s ∧ t) ∨ (s⊥ ∧ t⊥)] (a4 b⊥, 1, 1, 1, 0) = (a4 b⊥, b12)
p77 = (s⊥4 t) ∨ (s ∧ t) (a4 b⊥, 1, 1, 0, 1) = (a4 b⊥, b13)
p78 = (s⊥4 t) ∨ (s⊥ ∧ t⊥) (a4 b⊥, 1, 0, 1, 1) = (a4 b⊥, b14)
p79 = (s⊥ ∨ t⊥) ∧ [(s⊥4 t) ∨ (s ∧ t) ∨ (s⊥ ∧ t⊥)] (a4 b⊥, 0, 1, 1, 1) = (a4 b⊥, b15)
p80 = (s⊥4 t) ∨ (s ∧ t) ∨ (s⊥ ∧ t⊥) (a4 b⊥, 1, 1, 1, 1) = (a4 b⊥, b16)
p81 = t⊥ ∧ (t ∨ s⊥) ∧ (t ∨ s) (b⊥, 0, 0, 0, 0) = (b⊥, b1)
p82 = (s ∧ t) ∨ [t⊥ ∧ (t ∨ s⊥) ∧ (t ∨ s)] (b⊥, 1, 0, 0, 0) = (b⊥, b2)
p83 = t⊥ ∧ (t ∨ s) (b⊥, 0, 1, 0, 0) = (b⊥, b3)
p84 = (s⊥ ∧ t) ∨ [t⊥ ∧ (t ∨ s) ∧ (t ∨ s⊥)] (b⊥, 0, 0, 1, 0) = (b⊥, b4)
p85 = t⊥ ∧ (t ∨ s⊥) (b⊥, 0, 0, 0, 1) = (b⊥, b5)
p86 = (s ∨ t) ∧ [t⊥ ∨ (t ∧ s)] (b⊥, 1, 1, 0, 0) = (b⊥, b6)
p87 = (s ∨ t) ∧ (s⊥ ∨ t) ∧ [t⊥ ∨ (t ∧ s) ∨ (t⊥ ∧ s)] (b⊥, 1, 0, 1, 0) = (b⊥, b7)
p88 = (s⊥ ∨ t) ∧ [t⊥ ∨ (t ∧ s)] (b⊥, 1, 0, 0, 1) = (b⊥, b8)
p89 = (s ∨ t) ∧ [t⊥ ∨ (t ∧ s⊥)] (b⊥, 0, 1, 1, 0) = (b⊥, b9)
p90 = t⊥ (b⊥, 0, 1, 0, 1) = (b⊥, b10)
p91 = (s⊥ ∨ t) ∧ [t⊥ ∨ (t ∧ s⊥)] (b⊥, 0, 0, 1, 1) = (b⊥, b11)
p92 = (s ∨ t) ∧ [t⊥ ∨ (t ∧ s⊥) ∨ (t ∧ s)] (b⊥, 1, 1, 1, 0) = (b⊥, b12)
p93 = t⊥ ∨ (t ∧ s) (b⊥, 1, 1, 0, 1) = (b⊥, b13)
p94 = (s⊥ ∨ t) ∧ [t⊥ ∨ (t ∧ s⊥) ∨ (t ∧ s)] (b⊥, 1, 0, 1, 1) = (b⊥, b14)
p95 = t⊥ ∨ (t ∧ s⊥) (b⊥, 0, 1, 1, 1) = (b⊥, b15)
p96 = t⊥ ∨ (t ∧ s⊥) ∨ (t ∧ s) (b⊥, 1, 1, 1, 1) = (b⊥, b16)
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Reprezentace v:
L MO3 × 24

p97 = s⊥ ∧ (s ∨ t⊥) ∧ (s ∨ t) (a⊥, 0, 0, 0, 0) = (a⊥, b1)
p98 = (s ∧ t) ∨ [s⊥ ∧ (s ∨ t⊥) ∧ (s ∨ t)] (a⊥, 1, 0, 0, 0) = (a⊥, b2)
p99 = (s ∧ t⊥) ∨ [s⊥ ∧ (s ∨ t⊥) ∧ (s ∨ t)] (a⊥, 0, 1, 0, 0) = (a⊥, b3)
p100 = s⊥ ∧ (s ∨ t) (a⊥, 0, 0, 1, 0) = (a⊥, b4)
p101 = s⊥ ∧ (s ∨ t⊥) (a⊥, 0, 0, 0, 1) = (a⊥, b5)
p102 = (s ∨ t) ∧ (s ∨ t⊥) ∧ [s⊥ ∨ (s ∧ t) ∨ (s ∧ t⊥)] (a⊥, 1, 1, 0, 0) = (a⊥, b6)
p103 = (s ∨ t) ∧ [s⊥ ∨ (s ∧ t)] (a⊥, 1, 0, 1, 0) = (a⊥, b7)
p104 = (s ∨ t⊥) ∧ [s⊥ ∨ (s ∧ t)] (a⊥, 1, 0, 0, 1) = (a⊥, b8)
p105 = (s ∨ t) ∧ [s⊥ ∨ (s ∧ t⊥)] (a⊥, 0, 1, 1, 0) = (a⊥, b9)
p106 = (s ∨ t⊥) ∧ [s⊥ ∨ (s ∧ t⊥)] (a⊥, 0, 1, 0, 1) = (a⊥, b10)
p107 = s⊥ (a⊥, 0, 0, 1, 1) = (a⊥, b11)
p108 = (s ∨ t) ∧ [s⊥ ∨ (s ∧ t⊥) ∨ (s ∧ t)] (a⊥, 1, 1, 1, 0) = (a⊥, b12)
p109 = (s ∨ t⊥) ∧ [s⊥ ∨ (s ∧ t⊥) ∨ (s ∧ t)] (a⊥, 1, 1, 0, 1) = (a⊥, b13)
p110 = s⊥ ∨ (s ∧ t) (a⊥, 1, 0, 1, 1) = (a⊥, b14)
p111 = s⊥ ∨ (s ∧ t⊥) (a⊥, 0, 1, 1, 1) = (a⊥, b15)
p112 = s⊥ ∨ (s ∧ t⊥) ∨ (s ∧ t) (a⊥, 1, 1, 1, 1) = (a⊥, b16)
p113 = (s ∨ t) ∧ (s ∨ t⊥) ∧ (s⊥ ∨ t) ∧ (s⊥ ∨ t⊥) (1, 0, 0, 0, 0) = (1, b1)
p114 = (s ∨ t) ∧ (s ∨ t⊥) ∧ (s⊥ ∨ t) (1, 1, 0, 0, 0) = (1, b2)
p115 = (s ∨ t) ∧ (s ∨ t⊥) ∧ (s⊥ ∨ t⊥) (1, 0, 1, 0, 0) = (1, b3)
p116 = (s ∨ t) ∧ (s⊥ ∨ t) ∧ (s⊥ ∨ t⊥) (1, 0, 0, 1, 0) = (1, b4)
p117 = (s ∨ t⊥) ∧ (s⊥ ∨ t) ∧ (s⊥ ∨ t⊥) (1, 0, 0, 0, 1) = (1, b5)
p118 = (s ∨ t) ∧ (s ∨ t⊥) (1, 1, 1, 0, 0) = (1, b6)
p119 = (s ∨ t) ∧ (s⊥ ∨ t) (1, 1, 0, 1, 0) = (1, b7)
p120 = (s ∨ t⊥) ∧ (s⊥ ∨ t) (1, 1, 0, 0, 1) = (1, b8)
p121 = (s ∨ t) ∧ (s⊥ ∨ t⊥) (1, 0, 1, 1, 0) = (1, b9)
p122 = (s ∨ t⊥) ∧ (s⊥ ∨ t⊥) (1, 0, 1, 0, 1) = (1, b10)
p123 = (s⊥ ∨ t) ∧ (s⊥ ∨ t⊥) (1, 0, 0, 1, 1) = (1, b11)
p124 = s ∨ t (1, 1, 1, 1, 0) = (1, b12)
p125 = s ∨ t⊥ (1, 1, 1, 0, 1) = (1, b13)
p126 = s⊥ ∨ t (1, 1, 0, 1, 1) = (1, b14)
p127 = s⊥ ∨ t⊥ (1, 0, 1, 1, 1) = (1, b15)
p128 = 1 (1, 1, 1, 1, 1) = (1, b16)
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6. Závěr

V práci byly předvedeny některé výsledky studia tř́ıdy diferenčńıch algeber a tř́ıdy ODL.
U ortokomplementárńıch diferenčńıch svaz̊u byla zvýšená pozornost věnována těm z nich,
které jsou horizontálńı sumou Booleových algeber a zmı́něna byla i problematika množinové
reprezentovatelnosti těchto svaz̊u. Dále byla ukázána konstrukce volného ODL s dvouprv-
kovou množinou generátor̊u a dvě r̊uzné reprezentace tohoto svazu.

Jedná se sṕı̌se o vybrané problémy studia symetrické diference v ortomodulárńıch
svazech, mnoho otázek týkaj́ıćıch se této problematiky z̊ustává zat́ım nezodpovězených.
Uved’me zde některé z nich (prvńı dvě otázky jsou převzaty z článku [16]), i když tento
seznam neńı zdaleka vyčerpávaj́ıćı:

• Dá se každý OML K vnořit do nějakého OML Lsupp takového, že Lsupp je supportem
pro nějaký ODL L?

• Je varieta SRODL konečně baźırovaná?

• Je tř́ıda HOR∩ SRODL konečně axiomatizovatelná?

• Dá se každý konečný svaz ze tř́ıdy HOR źıskat rozložeńım BA?

• Uvažme tř́ıdu ODP takovou, že doplňuj́ıćı strukturou k operaci symetrické diference
nebudou ortokomplementárńı svazy, ale ortokomplementárńı posety. Která tvrzeńı
o tř́ıdě ODL plat́ı i pro tř́ıdu ODP? Jakým zp̊usobem přeformulovat ta tvrzeńı,
která neplat́ı?

Naznačenými směry by se mohlo ub́ırat daľśı zkoumáńı tř́ıdy ODL (př́ıpadně ODP).
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8. Př́ılohy
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Obrázek 6: Rozklad BA o 32 prvćıch na 5 podalgeber.
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