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1 Úvod
Ljapunovova vìta (the Lyapunov convexity theorem) øíká, ¾e obor hodnot neatomickékoneènì dimenzionální vektorové míry je konvexní a kompaktní. Tento klasický výsledeko vektorových mírách dokázal poprvé ruský matematik A. A. Ljapunov roku 1940. SamaLjapunovova vìta je matematicky pozoruhodná a existuje té¾ mnoho jejích aplikací. Jsoutaké neustále publikovány nové èi modi�kované dùkazy této vìty. Takté¾ byla studovánav¹emo¾ná zobecnìní èi modi�kace této vìty.Tato práce se zabývá pøedev¹ím zobecnìními za situace, kdy hodnoty uva¾ované vek-torové míry le¾í v Banachovì prostoru obecnì nekoneèné dimenze. Od poèátku jsou známyprotipøíklady ukazující, ¾e za takové situace Ljapunovova vìta ve své originální formulaciobecnì neplatí. V monogra�i [DU77] (str.265) se zøejmì poprvé objevuje tvrzení, ¾e ko-neènì dimenzionální prostory jsou platností Ljapunovovy vìty dokonce charakterizovány.Pøesnìji øeèeno, platí, ¾e Banachùv prostor X je koneènì dimenzionální, právì kdy¾ oborhodnot ka¾dé neatomické vektorové míry s hodnotami v X je konvexní. Tato práce ob-sahuje dva zjednodu¹ené a podrobnì provedené dùkazy tohoto faktu. Pøitom je pou¾itamy¹lenka pocházející z [KP92] (str.1193).V následující kapitole jsou odvozena nìkterá fakta o vektorových mírách s hodnotamiv Banachových prostorech, která budou v dal¹í kapitole potøeba k dùkazu Knowlesovazobecnìní Ljapunovovy vìty do nekoneèné dimenze. Jde zejména o to, ¾e ka¾dou vektorovoumíru lze "kontrolovat" pomocí obyèejné skalární koneèné nezáporné míry (Bartle-Dunford-Schwartz theorem).
2 Vektorové míry
Uveïme de�nici zobecòující bì¾né "skalární" míry.De�nice 2.1. Buï X reálný Banachùv prostor, 
 mno¾ina (zcela abstraktní) a S �-algebrajistých podmno¾in 
. Pak � je vektorová míra na mìøitelném prostoru (
;S) s hodnotamiv X jestli¾e platí:(1) � : S �! X ,(2) �(?) = 0 ,(3) pro ka¾dou posloupnost fAng1n=1 po dvou disjunktních mno¾in z S je

� 1[
n=1An! = 1X

n=1 �(An) v normové topologii prostoru X, tj.





 NX
n=1 �(An)� � 1[

n=1An!




 �! 0 ; N !1 .
Poznámka 2.2. Jde tedy o zobecnìní míry (spoèetnì aditivní) s hodnotami v R v tomsmyslu, ¾e hodnoty le¾í v abstraktním Banachovì prostoru X. Pod "vektory" jsou mínìnyprvky X. Prvky S jsou nazývány mìøitelné mno¾iny.
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De�nice 2.3. Vektorová míra � na mìøitelném prostoru (
;S) s hodnotami v X se nazýváneatomická jestli¾e pro ka¾dou mno¾inu A 2 S, pro kterou �(A) 6= 0, existuje mno¾inaB � A, B 2 S tak, ¾e �(B) 6= 0 a zároveò �(A) 6= �(B).Mno¾ina A 2 S je atom (pøesnìji �-atom), jestli¾e �(A) 6= 0 a zároveò pro ka¾douB � A, B 2 S je �(B) = 0 nebo �(B) = �(A).Míra � je tedy neatomická, pokud S neobsahuje ¾ádné atomy.
Tvrzení 2.4 ("spojitost míry"). Buïte 
;S; �;X jako v De�nici 2.1. Je-li fAng1n=1monotónní posloupnost mìøitelných mno¾in, pak platí:

Je-li A1 � A2 � � � � , pak limn!1�(An) = � 1[
n=1An! ,

a je-li A1 � A2 � � � � , pak limn!1�(An) = � 1\
n=1An! .

Dùkaz. Dùkaz probíhá analogicky jako v pøípadì obyèejné (koneèné) míry.Mìjme nejprve rostoucí posloupnost mìøitelných mno¾in A1 � A2 � � � � . Je-li fDng1n=1zdisjunktnìní, tj. D1 := A1, D2 := A2 n A1, D3 := A3 n A2, atd., je díky �-aditivitì:
limn!1�(An) = limn!1 nX

k=1 �(Dk) = 1X
n=1 �(Dn) = � 1[

n=1Dn! = � 1[
n=1An! .

Mìjme nyní klesající posloupnost mìøitelných mno¾inA1 � A2 � � � � . PakBn := A1nAnje rostoucí posloupnost. Tedy podle první èásti a s pou¾itím de Morganových pravidelmáme:
�(A1)� lim�(An) = lim [�(A1)� �(An)] = lim�(Bn) = � 1[

n=1Bn! =
= � 1[

n=1A1 n An! = � A1 n 1\
n=1An! = �(A1)� � 1\

n=1An! .
Odtud lim�(An) = � (T1n=1An).

Aby bylo mo¾no mluvit o mno¾inách "malé" míry, zaveïme následující mno¾inovoufunkci.
De�nice 2.5. Pøi znaèení z De�nice 2.1 de�nujme pro E 2 S mno¾inovou funkci:

e�(E) := sup fk�(A)k : A 2 S; A � Eg .
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Zøejmì e� je nezáporná a monotonní. Uka¾me, ¾e e� je té¾ subaditivní. Zvolme A1; A2 2 S.Polo¾me A := A1 [ A2 a zvolme B 2 S, B � A. Pak B = (A1 \ B) [ ((A2 n A1) \ B).Odtud máme:
k�(B)k � k�(A1 \B)k+ k�((A2 n A1) \B)k �� e�(A1 \B) + e�((A2 n A1) \B) � e�(A1) + e�(A2) ,a tedy té¾ e�(A) � e�(A1) + e�(A2).Øekneme, ¾e A 2 S je �-omezená jestli¾e e�(A) <1.Vektorové míry mají následující vlastnost, která je neoèekávaná u¾ v pøípadì komplexnímíry (srov. [Ru03], str.136).Vìta 2.6 ( omezenost oboru hodnot vektorové míry ). Buïte 
;S; �;X jako vDe�nici 2.1. Pak e�(
) <1. (srov. [DU77] I.1.19, [Go65] 2.6.)Dùkaz. Jestli¾e tvrzení neplatí, jistì existuje mìøitelná E � 
 tak, ¾e e�(E) =1. ZvolmeK 2 N tak velké, aby K > 2k�(E)k. Z de�nice suprema existuje E1 2 S; E1 � E tak, ¾ek�(E1)k � K. Nyní je E = E1 [E2, kde E2 = E nE1 2 S. Proto¾e �(E) = �(E1) + �(E2)máme k�(E1)k = k�(E)� �(E2)k � k�(E)k+ k�(E2)k ,tedy k�(E2)k � k�(E1)k � k�(E)k � K �K=2 = K=2 .Dále zøejmì alespoò jedna z mno¾in E1, E2 je �-neomezená, tj. platí alespoò jeden zevztahù e�(E1) = 1, e�(E2) = 1. Dokázali jsme, ¾e ka¾dá �-neomezená mno¾ina obsahuje�-neomezenou mno¾inu libovolnì velké míry. Proto lze najít klesající posloupnost En 2 Stak, ¾e: k�(En)k > n . (�)Ze spojitosti míry (Tvrzení 2.4) plyne, ¾e lim�(En) existuje a je koneèná. Ze spojitostinormy existuje tedy té¾ koneèná limk�(En)k. Spor s (�).Poznámka 2.7. Ve Vìtì 2.6 je pøedpoklad �-aditivity podstatný, pouhá koneèná aditivitaobecnì nestaèí (protipøíklad viz. [Go65] 2.7.).De�nice 2.8. Uva¾ujme opìt znaèení z De�nice 2.1. Podobnì jako v pøípadech X = R èiX = C zaveïme dal¹í mno¾inovou funkci j�j s názvem totální variace vektorové míry �.Pro ka¾dou mno¾inu A 2 S de�nujme:

j�j(A) := sup( MX
k=1 k�(Ak)k : fAkgMk=1 koneèný mìøitelný rozklad mno¾iny A) ,

kde fAkgMk=1 je koneèný mìøitelný rozklad mno¾iny A, tj.M 2 N, SMk=1Ak = A, Ak\Al = ?pro k 6= l a Ak 2 S.Totální variace j�j je zøejmì nezáporná a monotonní.
7



V pøípadech reálné (rozumí se koneèné) èi komplexní míry platí, jak uká¾eme ve Vìtì 2.13,¾e j�j(
) < 1. Naproti tomu následující pøíklad ukazuje, ¾e v pøípadì obecné vektorovémíry mù¾e být j�j(
) =1.
Pøíklad 2.9 ( vektorová míra s neomezenou variací ([Co80] str.357, cviè.5b, [LM02]41.6.)). Polo¾me 
 := N, S := expN a X := l2. Pro E � N de�nujme �(E) := fxng1n=1,kde xn := (1=n pro n 2 E ,0 pro n =2 E .Pak zøejmì � je vektorová míra na (N; expN) s hodnotami v l2. Je-li N 2 N, máme:

j�j(N) � NX
n=1k�(fng)k2 + k�(fN + 1; N + 2; : : :g)k2 � NX

n=1k�(fng)k2 =
= NX

n=1
p(1=n)2 = NX

n=1 1=n!1 , N !1 .
Tedy j�j(N) =1.
Poznámka 2.10. Platí, ¾e dokonce pro ka¾dý X Banachùv prostor nekoneèné dimenzeexistuje vektorová míra s hodnotami v X, která nemá omezenou variaci. To plyne snadnoz hluboké Dvoretzky-Rogersovy vìty ([Lu02] *10.4.), podle které v ka¾dém Banachovì pro-storu nekoneèné dimenze existuje bezpodmíneènì konvergentní øada (tj. konvergentní poka¾dém pøerovnání), která není absolutnì konvergentní. Buï P1n=1 xn taková øada (jejísouèet nezávisí na pøerovnání - viz. [Lu02] 3.12.). Pro A � N de�nujme:

�(A) :=Xn2A xn .
Pak � je zøejmì vektorová míra na (N; expN) s hodnotami v X, která (zøejmì) nemáomezenou variaci (srov. [DU77] str.32).
De�nice 2.11. Øekneme,¾e vektorová míra � má omezenou variaci, jestli¾e j�j(
) <1.
Vìta 2.12 ( j�j je míra ). Buïte 
;S; �;X jako v De�nici 2.1, pøièem¾ nech» � máomezenou variaci. Pak j�j je nezáporná koneèná míra na S. (srov. [DU77] I.1.9)
Dùkaz. Jde o to ovìøit �-aditivitu j�j.Zvolme nejprve A;B 2 S tak, aby A \ B = ?. Buïte fAkgMk=1, fBkgNk=1 mìøitelnérozklady mno¾in A;B. Pak z de�nice totální variace plyne:MX

k=1k�(Ak)k+ NX
k=1k�(Bk)k � j�j(A [B) .
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Fixujeme-li nyní pevnì rozklad mno¾iny A a pøejdeme k supremu pøes rozklady mno¾inyB, máme: MX
k=1k�(Ak)k+ j�j(B) � j�j(A [B) ,

a tedy dal¹ím pøechodem k supremu té¾:
j�j(A) + j�j(B) � j�j(A [B) . (�)

Pro dùkaz �-aditivity zvolme nyní fAkg1k=1 posloupnost po dvou disjuntních mno¾in zS. Pro N 2 N máme u¾itím vztahu (�) (a indukce) a monotonie j�j následující:NX
n=1 j�j(An) � j�j N[

n=1An! � j�j 1[
n=1An! ,

Odtud: 1X
n=1 j�j(An) � j�j 1[

n=1An! .
Doka¾me opaènou nerovnost. Buï fBkgMk=1 rozklad mno¾iny S1n=1An. Pak máme:MX

k=1k�(Bk)k = MX
k=1k�

 Bk \ 1[
n=1An!k = MX

k=1k�
 1[
n=1(Bk \ An)!k =

= MX
k=1k

1X
n=1 �(Bk \ An)k � MX

k=1
1X
n=1k�(Bk \ An)k =

= 1X
n=1

MX
k=1k�(Bk \ An)k � 1X

n=1 j�j(An) ,
kde ve tøetí rovnosti byla pou¾ita �-aditivita míry �, v následující nerovnosti trojúhelníkovánerovnost "podrobená" limitnímu pøechodu (spojitost normy) a v pøedposlední rovnostimo¾nost pøerovnat øadu s nezápornými èleny beze zmìny souètu. Pøechodem k supremudostáváme: j�j 1[

n=1An! � 1X
n=1 j�j(An) .

V následující vìtì se omezíme na reálné míry.
Vìta 2.13 ( reálná míra má omezenou variaci ). Buïte 
;S; �;X jako v De�nici 2.1,pøièem¾ nech» X = R. Pak pro ka¾dou A 2 S je j�j(A) � 2e�(A). Speciálnì vzhledem kVìtì 2.6 má � omezenou variaci.
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Dùkaz. Buï fAkgMk=1 koneèný mìøitelný rozklad mno¾iny A. Pak de�nujeme-li P := fk :�(Ak) � 0g a Z := fk : �(Ak) < 0g, máme:MX
k=1 j�(Ak)j =Xk2P �(Ak)�Xk2Z �(Ak) = � [k2P Ak!� � [k2ZAk! =

= ������
 [
k2P Ak!�����+

������
 [
k2ZAk!����� � e�

 [
k2P Ak!+ e� [k2ZAk! � 2e�(A) ,

kde v druhé rovnosti byla pou¾ita koneèná aditivita � a nakonci monotonie e�. Odtud plyne:
j�j(A) � 2e�(A) .

Poznámka 2.14. V pøípadì komplexní míry dostaneme obdobnì odhad j�j(A) � 4e�(A).Pøikroème k de�nici zobecòující pojem absolutní spojitosti.De�nice 2.15. Buïte �, � vektorové míry na spoleèném mìøitelném prostoru (
;S). Pak� je �-spojitá ( znaèení � << � ), jestli¾epro ka¾dé " > 0 existuje � > 0 tak, ¾e pro v¹echny A 2 S platí:
pokud e�(A) < � , pak k�(A)k < " .

Poznámka 2.16. Ekvivalentní podmínka je:pro ka¾dé " > 0 existuje � > 0 tak, ¾e pro v¹echny A 2 S platí:e�(A) < � ) e�(A) < " .
Tato podmínka je zøejmì silnìj¹í ne¾ ta, která je pou¾itá v De�nici 2.15.Nech» je naopak splnìna podmínka z De�nice 2.15. Pro A 2 S takovou, ¾e e�(A) < �,platí díky monotonii e� té¾ e�(B) < � pro v¹echny B 2 S, B � A. Podmínka z de�nice dávák�(B)k < " pro v¹echny B 2 S, B � A. Odtud e�(A) < ".Lemma 2.17. Buïte 
;S; �;X jako v De�nici 2.1. Je-li fEng1n=1 klesající posloupnostmìøitelných mno¾in v 
 a je-li T1n=1En = ?, pak limn!1 e�(En) = 0.Dùkaz. Nech» (pro spor) limn!1 e�(En) 6= 0. Pak existuje � > 0 a vybraná posloupnost zfEng( oznaème ji opìt fEng) tak, ¾e e�(En) > �. De�nujme vybranou posloupnost fEnkgz fEng následujícím zpùsobem. En1 := E1 .Proto¾e e�(E1) > �, existuje A1 2 S, A1 � E1 tak, ¾e k�(A1)k > �. Proto¾e En \ A1 & ?,existuje ze "spojitosti míry"(Tvrzení 2.4) a spojitosti normy index n2 2 N tak, ¾e:

k�(En2 \ A1)k < �2 .
10



De�nujme: F1 := A1 n En2 .Jeliko¾ F1 [ (En2 \ A1) = A1, musí být
k�(F1)k > �2(jinak bychom z aditivity � a trojúhelníkové nerovnosti dostali k�(A1)k < �, co¾ je spor spøedchozím).V k. kroku uvá¾íme, ¾e e�(Enk) > �. Najdeme mìøitelnou Ak � Ek tak, ¾e k�(Ak)k > �.Ze "spojitosti míry" najdeme index nk+1 2 N tak, ¾e:

k�(Enk+1 \ Ak)k < �2 ,
a polo¾íme-li: Fk := Ak n Enk+1 ,máme: k�(Fk)k > �2 .

Takto sestrojíme indukcí dvì posloupnosti fEnkg1k=1, fFkg1k=1 tak, ¾e:(1) Fk � Enk n Enk+1 ,(2) k�(Fk)k > �2 .
Vzhledem k tomu, ¾e En klesají, plyne z (1) disjunktnost mno¾in Fk. Díky �-aditivitì øadaP1k=1 �(Fk) konverguje. Nutná podmínka k tomu je limk!1k�(Fk)k = 0, co¾ je spor s (2).
Tvrzení 2.18 (" spojitost e� "). Buïte 
;S; �;X jako v De�nici 2.1. Nech» fAng1n=1 jemonotónní posloupnost mìøitelných mno¾in. Pak platí:

Je-li A1 � A2 � � � � , pak limn!1 e�(An) = e� 1[
n=1An! ,

a je-li A1 � A2 � � � � , pak limn!1 e�(An) = e� 1\
n=1An! .

Dùkaz. Buï nejdøíve fAng klesající. Zvolme " > 0. Nebo» je [An nT1k=1Ak]& ?, plyne zlemmatu 2.17, ¾e existuje n0 2 N tak, ¾e pro n � n0 je:
e� An n 1\

k=1Ak! < " .
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Odtud poøadì z monotonie a subaditivity e� máme:
e� 1\

k=1Ak! � e�(An) � e� 1\
k=1Ak!+ e� An n 1\

k=1Ak! < e� 1\
k=1Ak!+ " .

V pøípadì fAng rostoucí je dùkaz analogický.Tvrzení 2.19. Buïte 
;S; �;X jako v De�nici 2.1. Pak e� je té¾ spoèetnì subaditivní,tj.je-li fAng1n=1 posloupnost mno¾in z S, platí:
e� 1[

n=1An! � 1X
n=1 e�(An) .

Dùkaz. Zvolme fAng1n=1 posloupnost mno¾in z S. Pak s pomocí subaditivity e� pro ka¾déN 2 N máme: e� N[
n=1An! � NX

n=1 e�(An) � 1X
n=1 e�(An) .

Pøejdeme-li s vyu¾itím Tvrzení 2.18 na levé stranì k limitì N !1, máme:
e� 1[

n=1An! � 1X
n=1 e�(An) .

Platí následující charakterizace absolutní spojitosti zobecòující analogické charakteri-zace pro skalární míry (pro � nezápornou koneènou je ov¹em e� = �).
Vìta 2.20 ( Pettis ). Buïte �, � vektorové míry na mìøitelném prostoru (
;S). Pak� << �, právì kdy¾ pro v¹echny A 2 S platí:e�(A) = 0 ) e�(A) = 0 .
Dùkaz. ")": Nech» je e�(A) = 0. Volme " = 1n . Dle pøedpokladu plyne odtud pro ka¾doumìøitelnou B � A nerovnost k�(B)k < 1n . Proto¾e n 2 N bylo voleno libovolnì, je nutnìe�(A) = 0."(": Pro spor nech» � není �-spojitá. Tedy existuje " > 0 tak, ¾e pro ka¾dé n 2 Nexistuje k �n := 12n mno¾ina An 2 S tak, ¾e e�(An) < 12n a zároveò e�(An) � ". Pro ka¾dén 2 N polo¾me: Bn := 1[

k=nAk .
Monotonie e� dává: e�(Bn) � e�(An) � " .

12



Díky monotonii posloupnosti fBng1n=1 plyne z Tvrzení 2.18, ¾e je té¾:
e�(B) � " , kde jsme oznaèili B := 1\

n=1
1[
k=nAk . (�)

Zároveò v¹ak ze spoèetné subaditivity e� (Tvrzení 2.19) plyne:
e�(Bn) � 1X

k=n e�(Ak) < 1X
k=n 12k .

Poslední výraz konverguje k nule pro n ! 1 jako zbytek konvergentní øady. Odtude�(Bn)! 0, a proto¾e B � Bn, je díky monotonii e� nutnì e�(B) = 0. Podle pøedpokladu jetedy té¾ e�(B) = 0. Spor s (�).
De�nice 2.21. Rodina f�i : i 2 Ig vektorových mìr na spoleèném mìøitelném prostoru(
;S) je omezená, jestli¾e existuje M > 0 tak, ¾e:

sup fk�i(A)k : i 2 I; A 2 Sg �M .
Dále øekneme, ¾e rodina f�i : i 2 Ig je stejnomìrnì �-aditivní, jestli¾e pro ka¾dou po-sloupnost fAng1n=1 po dvou disjunktních mno¾in z S, platí:NX

n=1 �i(An) �! �i 1[
n=1An! stejnomìrnì vzhledem k i 2 I ,

neboli jinak zapsáno:
supi2I

�����
����� NX
n=1 �i(An)� �i 1[

n=1An!�����
�����X �! 0 ; N !1 .

Tvrzení 2.22. Buï f�i : i 2 Ig rodina vektorových mìr na mìøitelném prostoru (
;S) shodnotami v X a � vektorová míra na mìøitelném prostoru (
;S) s hodnotami v Y . Nech»rodina vektorových mìr f�i : i 2 Ig je omezená a �i << � pro ka¾dé i 2 I. Je-li rodinaf�i : i 2 Ig navíc je¹tì stejnomìrnì �-aditivní, pak je té¾ stejnomìrnì �-spojitá.
Dùkaz. Rodina f�igi2I mù¾e být pova¾ována za jednu mno¾inovou funkci � : A 7! f�i(A)gi2Is hodnotami v kartézském souèinu XI . De�nujme:

Z := �f�ig 2 XI : supkf�igkZ <1	 , kdekf�igkZ := supi2I k�ikX .
Pak (Z; k�kZ) je Banachùv prostor, pøièem¾ vektorové operace jsou de�novány "po slo¾-kách". Díky pøedpokladu omezenosti rodiny f�i : i 2 Ig le¾í obor hodnot � v Z. Díky
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pøedpokladu stenomìrné �-aditivity rodiny f�i : i 2 Ig je � �-aditivní. Díky pøedpokladu�i << � platí zøejmì sada implikací:e�(E) = 0 ) k�i(E)k = 0 , pro i 2 I ) k�(E)k = 0 .
Odtud s pou¾itím netriviální implikace Vìty 2.20 (Pettis) máme � << �. Odtud plyne, ¾ef�i : i 2 Ig je stejnomìrnì �-spojitá.
Tvrzení 2.23. Buï f�i : i 2 Ig rodina reálných mìr na mìøitelném prostoru (
;S), kteráje omezená a stejnomìrnì �-aditivní. Pak existuje nezáporná míra � na S tak, ¾e platí�i << � stejnomìrnì vùèi i 2 I. Navíc lze míru � zvolit tak, aby pro ka¾dou A 2 S platilo:

�(A) � sup fe�i(A) : i 2 Ig .
Dùkaz. Nejdøíve doka¾me následující fakt: Pro ka¾dé " > 0 existuje koneèná podmno¾inaindexù J � I tak, ¾e pro ka¾dou A 2 S platí:

j�jj(A) = 0 pro ka¾dé j 2 J ) j�i(A)j < " pro ka¾dé i 2 I .
Dùkaz faktu: Nech» (pro spor) fakt neplatí. Postupnou konstrukcí indukcí, kdy v negacifaktu volíme J vhodnì "èím dál vìt¹í" lze snadno ovìøit, ¾e existuje " > 0 a posloupnostmìr f�ng z uva¾ované rodiny a posloupnost mno¾in fAng z S tak, ¾e pro ka¾dé n 2 Nplatí:

(1) j�ij(An) = 0 pro i = 1; 2; : : : ; n ,(2) j�n+1(An)j � " .
Polo¾me: Fn := 1[

k=nAk .
Pak podle (1) a (2) platí:

j�n+1(Fn)j = ������n+1 1[
k=nAk!����� = j�n+1(An) + �n+1(An+1) + �n+1(An+2) + � � � j =

= j�n+1(An) + 0 + 0 + � � � j � " . (3)
Uva¾ujeme-li nyní zdisjunktnìnou posloupnost D1 := A1, D2 := A2 nA1, D3 := A3 n (A1 [A2), . . . , pak díky stejnomìrné �-aditivitì musí být:n�1X

k=1 �i(Dk) �! �i 1[
k=1An! stejnomìrnì pro i 2 N ,
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neboli:
supi2N

�����n�1X
k=1 �i(Dk)� �i 1[

k=1Dk!����� = supi2N
�����n�1X
k=1 �i(Ak)� �i 1[

k=1Ak!����� =
= supi2N

����� 1Xk=n �i(Ak)����� = supi2N
������i
 1[
k=nAk!����� == supi2N j�i(Fn)j �! 0 ; n!1 ,

co¾ je ve sporu s (3) a fakt je dokázán.Podle faktu existuje k " := 1m koneèná podmno¾ina indexù Jm � I tak, ¾e pro ka¾douA 2 S platí:
j�jj(A) = 0 pro ka¾dé j 2 Jm ) j�i(A)j < 1m pro ka¾dé i 2 I .

De�nujme: �m := X
k2Jm 12k j�kj .S pou¾itím Vìt 2.12 a 2.13 je zøejmé, ¾e �m jsou nezáporné koneèné míry na S. Platnostfaktu dává pro A 2 S:

�m(A) = 0 ) j�i(A)j < 1m pro ka¾dé i 2 I . (5)
Dále s vyu¾itím odhadu z Vìty 2.13 máme pro ka¾dou A 2 S:

�m(A) = X
k2Jm 12k j�kj(A) � sup f2e�k(A) : k 2 Jmg � 2M , (6)

kde M := sup fe�i(A) : i 2 I; A 2 Sg, co¾ je koneèné èíslo díky pøedpokladu omezenostirodiny f�i : i 2 Ig. Nakonec polo¾me:
� := 12 1X

n=1 �n2n .
Snadný odhad s vyu¾itím (6) dává pro A 2 S:�(A) �M .Proto¾e øady s kladnými èleny lze pøerovnávat bez ovlivnìní souètu, lze snadno ovìøit�-aditivitu �. Tedy � je té¾ nezáporná koneèná míra.Jestli¾e nyní pro A 2 S platí �(A) = 0, pak je �m(A) = 0 pro ka¾dé m 2 N, a tedydle (5) je j�i(A)j < 1m pro ka¾dé m 2 N, a tedy �i(A) = 0 (dokonce e�i(A) = 0, jak jesnadno vidìt). Dle Vìty 2.20 (Pettis) je tedy �i << � pro ka¾dé i 2 I a Tvrzení 2.22(jeho¾ pøedpoklady jsou zøejmì splnìny) dává dokonce stejnomìrnou �-spojitost rodinymìr f�i : i 2 Ig.
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Následuje jedna z centrálních vìt o vektorových mírách. Její dùkaz se opírá o Hahn-Banachovu vìtu.
Vìta 2.24 ( Bartle-Dunford-Schwartz (1955) ). Buïte 
;S; �;X jako v De�nici 2.1.Pak existuje nezáporná míra � na S tak, ¾e:

(a) � << � ,(b) �(A) � e�(A) pro v¹echny A 2 S , speciálnì tedy � << � .
Je-li navíc � neatomická, je � nutnì té¾ neatomická.
Dùkaz. Nejdøíve pøejdeme od vektorové míry � k jisté rodinì reálných mìr. Za tím úèelemde�nujme: I := f' : ' 2 X�; k'k � 1g .Pro ka¾dý funkcionál ' 2 I de�nujme mno¾inovou funkci �' : S ! R pøedpisem:

�' := ' � � .
Zøejmì �' je reálná míra na (
;S). S pou¾itím "Schwarzovy" nerovnosti máme:

j�'(A)j = j'(�(A))j � k'kk�(A)k � k�(A)k � e�(A) � e�(
) ,
tedy rodina f�' : ' 2 Ig je omezená. Doka¾me, ¾e rodina f�' : ' 2 Ig je stejnomìrnì�-aditivní. Zvolme tedy posloupnost fAng1n=1 po dvou disjunktních mno¾in z S. Pak zøejmì1\

n=1
1[

k=n+1Ak = ? ,
a tedy dle lemmatu 2.17 je:

limn!1 e�
 1[
k=n+1Ak! = 0 .

Pro ka¾dou míru z uva¾ované rodiny máme:����� nX
k=1 �'(Ak)� �' 1[

k=1Ak!����� =
����� 1X
k=n+1�'(Ak)����� =

������'
 1[
k=n+1Ak!����� �

� k'k �����
������
 1[
k=n+1Ak!�����

����� �
� e� 1[

k=n+1Ak! �! 0 ; n!1 .
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Aplikace Tvrzení 2.23 dává existenci nezáporné míry � na S takové, ¾e rodina f�' : ' 2Ig je vùèi ní stejnomìrnì �-spojitá. Odtud s pou¾itím duálního vyjádøení normy ([Lu02]2.24.) máme následující. Pro ka¾dé " > 0 existuje � > 0 tak, ¾e pro v¹echny A 2 S platí:
�(A) < � ) sup fj' (�(A))j : ' 2 X�; k'k � 1g = k�(A)k < " ,

tedy � << �.Pøejdìme k dùkazu bodu (b). Odhad z Tvrzení 2.23 dává pro A 2 S následující:
�(A) � sup fe�'(A) : ' 2 Ig= sup fsup fk�'(B)k : B 2 S; B � Ag : ' 2 Ig= sup fk�'(B)k : B 2 S; B � A;' 2 Ig= sup fsup fj' (�(B))j : ' 2 X�; k'k � 1g : B 2 S; B � Ag= sup fk�(B)k : B 2 S; B � Ag= e�(A) .

Doka¾me je¹tì poslední tvrzení vìty. Z bodù (a), (b) s pøihlédnutím k Vìtì 2.20 (Pettis)plyne, ¾e pro ka¾dou A 2 S platí:
�(A) = 0 () e�(A) = 0 . (�)

Buï nyní � neatomická. Nech» (pro spor) S obsahuje �-atom A. Pak je �(A) > 0. Tedydíky (�) je té¾ e�(A) > 0. Existuje tedy B � A, B 2 S tak, ¾e �(B) 6= 0. Z neatomiènostimíry � existuje C � B, C 2 S tak, ¾e �(C) 6= 0, a zároveò:
�(B n C) = �(B)� �(C) 6= 0 ,

tedy té¾ e�(C) 6= 0 a e�(B n C) 6= 0. Díky (�) je nyní �(C) 6= 0 a zároveò:
�(A n C) = �(B n C) + �(A nB) � �(B n C) > 0 ,

tedy A není �-atom. Spor.
Poznámka 2.25. Jeli � vektorová míra a � nezáporná koneèná míra taková, ¾e � << �,názývá se nìkdy míra � "control measure" pro míru � ([DU77] str.11). Pøedchozí vìtazaruèuje existenci "control measure" � pro zadanou �. Tato vìta zaruèuje dokonce exis-tenci nezáporné koneèné míry vzájemnì absolutnì spojité se zadanou vektorovou mírou(takové míry jsou v [KK75] nazývány ekvivalentní), co¾ bude pozdìji té¾ podstatnì vyu¾ito(v kapitole 6).
Poznámka 2.26. Vìty 2.20 (Pettis) a 2.24 (Bartle-Dunford-Schwartz) jsou v [BDS55] a[DS58] dokázovány neelementárnì. Elementární a ètivé podání lze najít v [Go65]. Zdá sebýt struènìj¹í ne¾ postup v [DU77], i kdy¾ ne nepodobné, a je pou¾ito té¾ v této práci.
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Poznámka 2.27. Je-li vektorová míra � speciálnì znaménková èi komplexní míra, paktotální variace j�j je zøejmì "control measure" pro �.Je-li vektorová míra � koneènì dimenzionální, èili je-li � = (�1; �2; : : : ; �n), kde �i jsoureálné míry na S, pak nezáporná míra � := j�1j + j�2j + � � � + j�nj je zøejmì "controlmeasure" pro �.
Pro de�nování integrálu podle vektorové míry bude mít význam následující de�nice.

De�nice 2.28. Buïte 
;S; �;X jako v De�nici 2.1. Mno¾inová funkce k�k de�novanápro ka¾dou mno¾inu A 2 S pøedpisem:
k�k(A) := supn������X�i�(Ai)������ : fAig koneèný mìøitelný rozklad A; j�ij � 1; �i 2 Ro ,

se nazývá semivariace vektorové míry �. Semivariace k�k je zøejmì nezáporná a mono-tonní.
Ji¾ víme, ¾e vektorová míra nemusí mít omezenou variaci, má v¹ak v¾dy omezenousemivariaci.

Tvrzení 2.29 ( omezenost semivariace). Buïte 
;S; �;X jako v De�nici 2.1. Pak proka¾dou A 2 S je k�k(A) � 2e�(A). (srov. [DS58] IV.10.4)
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Dùkaz. Pro A 2 S máme:
k�k(A) = supj�ij�1fAig

������X�i�(Ai)������
= supj�ij�1fAig sup'2X�k'k�1

���'�X�i�(Ai)����
= sup'2X�k'k�1 supj�ij�1fAig

���X�i' (�(Ai))���
� sup'2X�k'k�1 supfAigX j(' � �) (Ai)j
� sup'2X�k'k�1 j' � �j (A)� sup'2X�k'k�1 2(̂' � �) (A)= 2 sup'2X�k'k�1 supB2SB�A j(' � �)(B)j� 2 supB2SB�A sup'2X�k'k�1k'kk�(B)k� 2 supB2SB�A k�(B)k= 2e�(A) ,

kde v druhé rovnosti jsme pou¾ili duální vyjádøení normy a asi uprostøed úprav Vìtu 2.13pro reálnou míru ' � � (snadno se ovìøí, ¾e ' � � : S ! R je skuteènì reálná míra na(
;S) ).Nyní není problém de�novat integrál z reálné ("esenciálnì") omezené mìøitelné funkcepodle vektorové míry.De�nice 2.30. Buïte 
;S; �;X jako v De�nici 2.1. Reálná funkce f : 
 ! R je S-mìøitelná, jestli¾e vzory otevøených mno¾in v R jsou prvky S. Reálná funkce s : 
! R jejednoduchá, je-li S-mìøitelná a její obor hodnot je koneèná mno¾ina. Takovou funkci lzevyjádøit pomocí charakteristických funkcí v tzv. kanonickém tvaru:
s = NX

j=1 �j�Ej ,
kde Ej 2 S, �j 2 R, N 2 N, �j 6= �i pro j 6= i, Ej \ Ei = ? pro j 6= i, SNj=1Ej = X.Oèíslujeme-li koneènì mnoho rùzných hodnot funkce s od jednièky do N , staèí zøejmì vzít
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za Ej vzor j-té hodnoty funkce s. Naèe¾ de�nujme:Z

 s d� := NX

j=1 �j �(Ej) .
Stejnì jako v pøípadì skalární míry zjistíme nejprve snadno pomocí koneèné aditivity,¾e hodnota integrálu se nezmìní, vynecháme-li v De�nici 2.30 po¾adavek, aby �j 6= �i proj 6= i, a po té doká¾eme, ¾e de�novaný integrál je lineární na prostoru jednoduchých funkcí.Proveïme to.Tvrzení 2.31. V De�nici 2.30 lze vynechat po¾adavek, aby �j 6= �i pro j 6= i, ani¾ sezmìní hodnota integrálu.Dùkaz. Dùkaz plyne z koneèné aditivity �. Zvolme s jednoduchou funkci. Nech» s =PN�j=1 ��j �E�j je vyjádøení splòující po¾adavky z De�nice 2.30 obecnì kromì po¾adavku��j 6= ��i pro j 6= i. Buï s =PNj=1 �j �Ej kanonické vyjádøení funkce s. Pak máme:N�X

j=1 ��j �(E�j ) = NX
i=1

X
fj:��j=�ig��j �(E�j ) = NX

i=1 �i �
0@ [

fj:��j=�igE�j
1A =

= NX
i=1 �i �(Ei) = Z
 s d� .

Tvrzení 2.32 (aditivita pro jednoduché funkce). Buïte s1; s2 jednoduché funkce, pakZ

 s1 d�+

Z

 s2 d� = Z
(s1 + s2) d� .

Dùkaz. Buï s1 = PN1j=1 �1j �E1j , s2 = PN2j=1 �2j �E2j kanonická vyjádøení funkcí s1 a s2.Uva¾me následující koneèný mìøitelný rozklad mno¾iny 
:D := fE1j \ E2i : j 2 f1; 2; : : : ; N1g; i 2 f1; 2; : : : ; N2g; E1j \ E2i 6= ?g .Rozklad D je "spoleèné zjemìní" pøedchozích v tom smyslu , ¾e funkce s1; s2; s1 + s2 jsoukonstantní na prvcích tohoto rozkladu. Ve zmìnìném oznaèení lze psát: D = fFi : i 2f1; 2; : : : ;Mgg. Zvolme libovolnì xi 2 Fi pro i 2 f1; 2; : : : ;Mg. S pomocí Tvrzení 2.31máme:
Z

 s1 d�+

Z

 s2 d� = MX

i=1 s1i (xi)�(Fi) +
MX
i=1 s2i (xi)�(Fi) =

= MX
i=1 (s1i + s2i )(xi)�(Fi) = Z


(s1 + s2) d� .
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Nyní odvoïme "Schwarzovu nerovnost" na prostoru jednoduchých funkcí.Tvrzení 2.33 ("Schwarz" pro jednoduché funkce). Buï s : 
 ! R jednoducháfunkce. Pak platí: ��������Z
 s d�
�������� � ksk1k�k(
) ,

kde ksk1 znaèí supremovou normu, tj. ksk1 := supfjs(w)j : w 2 
g.Dùkaz. Pro s v kanonickém tvaru máme:��������Z
 s d�
�������� =

�����
����� NX
j=1 �j �(Ej)�����

����� � ksk1 �����
����� NX
j=1 �jksk1 �(Ej)�����

����� � ksk1k�k(
) ,
kde poslední nerovnost plyne z de�nice semivariace.Tvrzení 2.34 ( o hustotì jednoduchých funkcí ). Nech» f : 
 ! R je omezenámìøitelná funkce. Pak existují sn : 
 ! R jednoduché funkce tak, ¾e sn � f na 
 azároveò jsnj % jf j.Dùkaz. (a) Buï nejprve f navíc nezáporná. Pou¾ijeme obvyklou konstrukci (viz. napø.[LM02] 3.9.) k sestrojení pospoupnosti fsng nezáporných jednoduchých funkcí takových,¾e sn % f . Proto¾e f je omezená, plyne z této konstrukce zøejmì navíc sn � f .(b) V obecném pøípadì pou¾ijeme rozklad f = f+ � f� a na ka¾dou z nezápornýchfunkcí f+; f� aplikujeme bod (a). Získáme tak posloupnosti s+n a s�n takové, ¾e s+n � f+,s�n � f�, s+n % f+ a s�n % f�. Odtud s+n � s�n � f na 
, pøièem¾ funkce sn := s+n � s�njsou zøejmì jednoduché. Dále

jsnj = ��s+n � s�n �� = s+n + s�n % f+ + f� = jf j .
De�nice 2.35. Pro f : 
! R omezenou mìøitelnou de�nujme:Z


 f d� := limn!1 Z
 sn d� ,
kde sn : 
! R jsou jednoduché funkce takové, ¾e sn � f .Korektnost de�nice:1) Existence limity. Z aditivity integrálu a Tvrzení 2.33 ("Schwarz") pro jednoduché funkceplyne odhad:��������Z
 sn d��

Z

 sk d�

�������� = ��������Z
(sn � sk) d��������� � ksn � skk1k�k(
) .
Proto¾e je k�k(
) <1 (Tvrzení 2.29), plyne z k�k1-cauchyovskosti posloupnosti fsng1n=1k�kX-cauchyovskost posloupnosti fRX sn d�g1n=1, a tedy s pou¾itím úplnosti X té¾ její kon-vergence.
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2) Jednoznaènost. Nech» sn � f , tn � f , I1 := limn!1 R
 sn d�, I2 := limn!1 R
 tn d�.Posloupnost s "prostøídanými" èleny fs1; t1; s2; t2; : : :g je zøejmì té¾ posloupnost jednodu-chých funkcí stejnomìrnì konvergující k f . Oznaèíme-li I3 limitu posloupnosti odpovídají-cích integrálù, máme I1 = I2 = I3, nebo» jde o limity vybraných posloupností.Tvrzení 2.36 ( linearita integrálu ). Buïte f; g : 
 ! R omezené mìøitelné funkce a�; � 2 R. Pak platí: � Z
 f d�+ � Z
 g d� = Z
(�f + �g) d� .
Dùkaz. Pro jednoduché funkce ji¾ máme aditivitu (Tvrzení 2.32), homogenita se doká¾esnadno. Zbytek se doká¾e snadno limitním pøechodem.Tvrzení 2.37. Buïte 
;S; �;X jako v De�nici 2.1. Buï ' 2 X� a buï f : 
! R omezenámìøitelná funkce. Pak ' � � : S ! R je koneèná znaménková míra na (
;S) a platí:

'�Z
 f d�
� = Z
 f d(' � �) .Dùkaz. Tvrzení, ¾e ' � � je koneèná znaménková míra, se ovìøí snadno s pomocí linearitya spojitosti funkcionálu '.Buï f = �A charakteristická funkce mìøitelné mno¾iny A 2 S. Pak tvrzení pøechází videntitu: '�Z
 �A d�

� = ' (�(A)) = (' � �)(A) = Z
 �A d(' � �) .Díky linearitì obou stran v f platí tvrzení té¾ pro jednoduché funkce. Je-li nyní f omezenámìøitelná, pak podle Tvrzení 2.34 existují jednoduché funkce takové, ¾e sn � f na 
a zároveò jsnj % jf j. Limitní pøechod (nalevo de�nice integrálu a spojitost ', napravoLebesgueova vìta (pro znaménkovou míru) s konvergentní majorantou jf j) dává tvrzení.
Budeme potøebovat umìt integrovat je¹tì o nìco obecnìj¹í funkce ne¾ omezené (srovn. [HS69]20.32).De�nice 2.38. Buïte 
;S; �;X jako v De�nici 2.1. Buï f 2 L1(
;S; �), kde � je nezá-porná koneèná míra na (
;S) a buï � << �. Pak de�nujme:Z


 f d� := Z
 f � d� ,
kde f � je omezený reprezentant L1-tøídy urèené funkcí f .Jednoznaènost de�nice: Buïte f �; f �� dva omezení reprezentanti L1-tøídy funkce f .Oznaèíme-li A := fw 2 
 : f �(w) � f ��(w) 6= 0g, pak �(A) = 0, a tedy té¾ e�(A) = 0. Spou¾itím linearity integrálu máme:Z


 f � d��
Z

 f �� d� = Z
(f � � f ��) d� =

= Z
 �A(f � � f ��) d�+ Z
 �Ac(f � � f ��) d� = 0 + 0 = 0 ,
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kde druhý integrál je nula, nebo» zøejmì �Ac(f � � f ��) = 0. Zdùvodnìme nulovost prvníhointegrálu. Díky Tvrzení 2.34 existují jednoduché funkce takové, ¾e sn � f � � f �� na 
.Pak zøejmì �Asn � �A(f � � f ��) na 
. Pro v¹echna n 2 N máme z de�nice integrálu zjednoduché funkce R
 �Asn d� = 0, nebo» je e�(A) = 0. Odtud té¾ R
 �A(f � � f ��) d� = 0.Linearita integrálu zøejmì zùstává v platnosti i po uvedeném roz¹íøení de�nice na funkcez f 2 L1(
;S; �), a proto¾e platí-li � << �, je zøejmì té¾ '�� << �, zùstává v platnosti,jak se snadno ovìøí, té¾ Tvrzení 2.37.Pøipomeòme, ¾e pro � nezápornou koneènou míru na mìøitelném prostoru (
;S) platí(L1(
;S; �))� �= L1(
;S; �) (tento reprezentaèní teorém je v podstatì dùsledkem Radon-Nikodýmovy vìty, i kdy¾ ne okam¾itým, viz. [Ru03] 6.12 nebo [Co90] appendix B (viz. té¾kapitola 9 (Dodatek))). Tedy L1(�) má preduál. Doka¾me nyní významný dùsledek Vìty2.24 (Bartle-Dunford-Schwartz).Dùsledek 2.39 ( Bartle-Dunford-Schwartz ). Buïte 
;S; �;X jako v De�nici 2.1.Buï � míra nezáporná koneèná na S taková, ¾e � << � (existuje podle Vìty 2.24). Pakde�nujeme-li operátor T : L1(
; �;S)! X pøedpisem:
T : f 7�! Z


 f d� ,
je T lineární a je spojitý vùèi w�-topologii na L1(�) a w-topologii na X a platí pro nìj, ¾e

T (�A) = �(A) pro ka¾dou A 2 S .
Dùkaz. T je na L1(�) dobøe de�nován (viz. De�nice 2.38). Linearita T plyne z linearityintegrálu. Proto¾e je � << �, je zøejmì té¾ ' � � << �, pro ka¾dý ' 2 X�. Pou¾ijeme-liTvrzení 2.37 a Radon-Nikodýmovu vìtu pro znaménkovou míru, pak pro ka¾dý funkcionál' 2 X� máme:

'(T (f)) = '�Z
 f d�
� = Z
 f d(' � �) =

Z

 f d(' � �)d� d� , (4)

kde d('��)d� =: g' 2 L1(�) je Radon-Nikodýmova derivace znaménkové míry ' � � podlemíry �.Uka¾me nyní w�-w spojitost T .(1) Dùkaz pomocí netù (pou¾íváme "Heineho de�nici spojitosti pro nety", viz. napø. [Lu02]C.12.): Zvolme f� w�! f0 w�-konvergentní net v L1(�), pøièem¾ prvky L1(�) ztoto¾òujemes funkcionály z (L1(�))�. Zvolme je¹tì ' 2 X�. Pak dle (4) máme:
'(T (f�)) = Z
 f�g' d� = f�(g') �! f0(g') = Z
 f0g' d� = '(T (f0)) ,

tedy T (f�) w! T (f0).(2) Dùkaz bez netù (Pou¾ijeme následující známou vlastnost slabých topologií (viz.napø. [Kr] 2.3.vìta8). Nech» topologie na X je slabì vytvoøená souborem zobrazení f'igi2I ,
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kde 'i : X ! Yi. Prostory Yi jsou topologické. Buï Z dal¹í topologický prostor. Pakzobrazení T : Z ! X je spojité, právì kdy¾ ka¾dé slo¾ené zobrazení 'i � T : Z ! Yi jespojité.) V na¹em pøípadì je:
X = (X; �(X;X�) ) = (X;w-topologie )Z = ( (L1(�))�; �((L1(�))�; "L1(�)) ) = ( (L1(�))�; w�-topologie )Yi = R .

Zobrazení T bude w�-w spojité, pokud uká¾eme, ¾e pro ka¾dé ' 2 X� je '�T : L1(�)! Rw�-spojité. Av¹ak pro f 2 L1(�) je podle (4):
(' � T )(f) = Z
 fg' d� = f(g') = "g'(f) ,

tedy ' � T 2 "L1(�). Proto je ' � T je w�-spojité, nebo» w�-topologie je nejmen¹í topologiína (L1(�))� �= L1(�), v ní¾ jsou v¹echny funkcionály z kanonického obrazu "L1(�) spojité.Koneènì pro A 2 S je podle de�nice integrálu opravdu:
T (�A) = Z
 �A d� = �(A) .

Poznámka 2.40. Je-li vektorová míra � speciálnì koneènì dimenzionální, èili je-li � =(�1; �2; : : : ; �n), kde �i jsou reálné míry na S, pak T má následující tvar:
T (f) = �Z
 f d�1;Z
 f d�2; � � � ;Z
 f d�n

� 2 Rn pro f 2 L1(�) ,
kde � := j�1j+ j�2j+ � � �+ j�nj. (srov. s pozn. 2.27)Následující dùsledek øíká, ¾e obor hodnot vektorové míry je v¾dy relativnì slabì kom-paktní.Dùsledek 2.41 ( Bartle-Dunford-Schwartz ). Buïte 
;S; �;X jako v De�nici 2.1.Pak w-uzávìr oboru hodnot � je w-kompaktní.Dùkaz. Buï T operátor z Dùsledku 2.39. Podle Alaogluovy vìty (viz. [Lu02] 7.4., 16.6. )je jednotková koule ff 2 L1(�) : kfk1 � 1g w�-kompaktní. Díky w�-w spojitosti T jeT (ff 2 L1(�) : kfk1 � 1g) w-kompaktní mno¾ina. Pro obor hodnot � nyní máme

�(S) = f�(A) : A 2 Sg = fT (�A) : A 2 Sg � T (ff 2 L1(�) : kfk1 � 1g) ,
odtud: �(S)w � T (ff 2 L1(�) : kfk1 � 1g) ,a proto¾e uzavøená podmno¾ina topologického kompaktního prostoru je kompaktní, jsmehotovi.
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Tvrzení 2.42. Mìjme situaci jako v Dùsledku 2.39. Pak mno¾ina
U := ff 2 L1(�) : 0 � f � 1g je w�-uzavøená .

Dùkaz. (a) Dùkaz pomocí netù (pou¾íváme charakterizaci uzávìru mno¾iny v topologickémprostoru pomocí netù viz. napø. [Lu02] C.8.): Nech» ff�g � U je net a nech» f� w�! f0 2L1(�). Pak zøejmì 0 � f0 � 1, tedy f0 2 U .(b) Dùkaz bez netù: Doka¾me nejprve následující pomocný fakt:
f 2 U () 0 � Z
 fg d� �

Z

 g d� pro v¹echny g � 0; g 2 L1(�) .

")": zøejmé."(": Volíme-li speciálnì g := �E, kde E 2 S, dostáváme:
0 � ZE f d� , Z

E(f � 1) d� � 0 pro v¹echny E 2 S ,
tedy máme ( [LM02] 8.18.):

0 � f �-s.v. , f � 1 � 0 �-s.v. .
Celkem 0 � f � 1 �-s.v., tedy f 2 U .Jinak zapsáno, øíká pomocný fakt následující:

U = \
g�0g2L1(�)

�f : 0 � Z
 fg d� �
Z

 g d�

�

= \
g�0g2L1(�) ff : 0 � f(g) � kgk1g

= \
g�0g2L1(�) ff : 0 � "g(f) � kgk1g ,

a proto¾e "g je w�-spojitá funkce, je mno¾ina U w�-uzavøená.Pøipomeòme, ¾e x 2 C je extremálním bodem konvexní mno¾iny C, jestli¾e ze vztahux = a+b2 , kde a; b 2 C plyne, ¾e a = b, tj. jestli¾e x není støedem ¾ádné (netriviální) úseèkys koncovými body v C.
Tvrzení 2.43. Mìjme situaci jako v Dùsledku 2.39. Pak mno¾ina

U = ff 2 L1(�) : 0 � f � 1g
je w�-kompaktní a konvexní a extremální body U jsou právì v¹echny charakteristické funkcemno¾in z S
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Dùkaz. Konvexita U se ovìøí snadno.Proto¾e U je w�-uzavøená (Tvrzení 2.42) a je podmno¾inou uzavøené jednotkové koule,která je w�-kompakt dle Alaogluovy vìty, je U té¾ w�-kompaktní.Ka¾dá charakteristická funkce �A, kde A 2 S, je zøejmì extremálním bodem U .Naopak nech» f0 2 U není charakteristická funkce mno¾iny z S. Tedy oznaèíme-liB := fw 2 
 : f0(w) =2 f1; 0gg 2 S, je �(B) > 0. Nyní máme:
E" := fw 2 
 : " � f0(w) � 1� "g % B , "! 0+

(symbol "% " znamená, ¾e platí E"1 � E"2 pro "1 � "2 > 0 a S">0E" = B). Kdyby bylo�(E") = 0 pro v¹echna " > 0, pak by ze spojitosti míry bylo té¾ �(B) = 0, co¾ by byl spor.Existuje tedy E 2 S a " > 0 tak, ¾e �(E) > 0 a " � f0 � 1� " na E. De�nujme nyní:
f 10 := (f0 na Ec ,f0 + "2 na E ,
f 20 := (f0 na Ec ,f0 � "2 na E .Pak f 10 ; f 20 2 U , f 10 6= f 20 a pøitom:

f0 = f 10 + f 202 ,
tedy f0 není extremálním bodem mno¾iny U .Následuje dal¹í z dùsledkù týkajících se oboru hodnot vektorové míry. Je-li A � X,znaèí convA nejmen¹í uzavøenou konvexní nadmno¾inu mno¾iny A. Pøipomeòme, ¾e vka¾dém Banachovì prostoru (dokonce v ka¾dém topologickém vektorovém prostoru) platíconvA = convA, kde convA znaèí nejmen¹í konvexní nadmno¾inu mno¾iny A.
Dùsledek 2.44. Mìjme situaci jako v Dùsledku 2.39. Pak platí:

conv�(S) = �Z
 f d� : f 2 L1(�); 0 � f � 1� .
(srov. [Vl99] 1.2.6, [DU77] IX.1.3(c))

Dùkaz. Buï T operátor z Dùsledku 2.39. Oznaème:
V := �Z
 f d� : f 2 L1(�); 0 � f � 1� ,
U := ff 2 L1(�) : 0 � f � 1g .

"�": Máme: �(S) = T (f�A : A 2 Sg) � T (U) = V .
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Proto¾e V je zøejmì konvexní, je: conv �(S) � V .Podle Tvrzení 2.43 je U w�-kompaktní. Díky w�-w spojitosti T je tedy V = T (U) w�-kompaktní, speciálnì w�-uzavøená (proto¾e jsme v Hausdor�ovì prostoru, viz. [Kr] 7.3.7.).Proto¾e pro konvexní mno¾iny splývá slabý a normový uzávìr ( [Lu02] 16.2.), je V té¾normovì uzavøená, tedy máme:conv�(S) = conv �(S) � V ."�": Podle Tvrzení 2.43 je konvexní mno¾ina U w�-kompaktní a její extremální bodyjsou právì charakteristické funkce mìøitelných mno¾in. Podle Krejn-Milmanovy vìty ( [Lu02]18.5.) je: U = convw� f�A : A 2 Sg = conv f�A : A 2 Sgw� .Je známo, ¾e je-li zobrazení f mezi topologickými prostory spojité, je f(A) � f(A) proka¾dou mno¾inu A ( [Kr] 2.1.2.). V na¹em pøípadì spojitost T dává (vyu¾íváme té¾ linearityT , resp. toho, ¾e konvexní obal a lineární obraz komutují):
V = T (U) = T �conv f�A : A 2 Sgw�� �� T (conv f�A : A 2 Sg)w = conv T (f�A : A 2 Sg) = conv�(S) .

3 Ljapunovova vìta a její zobecnìní
Následuje vìta, která je zobecnìním klasické Ljapunovovy vìty do nekoneèné dimenze. Jdevlastnì o zobecnìní Lindenstraussova funkcionálnì analytického pøístupu z [Li66].Vìta 3.1 ( Knowles (1975), Ljapunovova vìta ve slabé topologii ). Buï � vektorovámíra na mìøitelném prostoru (
;S) s hodnotami v X. Buï � míra nezáporná koneèná naS taková, ¾e � << � (existuje podle Vìty 2.24). Buï

T : L1(
;S; �)! X : f 7�! Z

 f d�operátor daný integrováním podle vektorové míry �. Pro A 2 S oznaème�AL1(�) := f�Af : f 2 L1(�) gpodprostor tìch funkcí z L1(�), které se anulují mimo A. Pak je ekvivalentní:(1) Pro ka¾dou mno¾inu A 2 S takovou, ¾e �(A) > 0 platí, ¾e restrikce operátoru T napodprostor �AL1(�) není prostá.(2) Pro ka¾dou mno¾inu A 2 S je mno¾ina f�(A \ B) : B 2 Sg w-kompaktní akonvexní.(3) Pro ka¾dou funkci 0 6= f 2 L1(�) existuje funkce g 2 L1(�) tak, ¾e fg 6= 0 aR
 fg d� = 0.
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Dùkaz. Implikace (3))(1) je sice snadná (za f ve (3) staèí volit �A z (1)), av¹ak postupdùkazu je následující: (1))(3))(2))(1).(1))(3): Buï f 2 L1(�), f 6= 0. Tedy oznaèíme-li B := fw 2 
 : f(w) 6= 0g, je�(B) > 0. Dále je:
A" := fw 2 
 : jf(w)j > "g % B , "! 0+

(symbol "% " znamená, ¾e platí A"1 � A"2 pro "1 � "2 > 0 a S">0A" = B). Kdyby bylo�(A") = 0 pro v¹echna " > 0, pak by ze spojitosti míry bylo té¾ �(B) = 0, co¾ by byl spor.Existují tedy " > 0 a A 2 S tak, ¾e �(A) > 0 a jf j > " na A. Podle (1) existuje h 2 L1(�)tak, ¾e �Ah 6= 0 a pøitom 0 = T (�Ah) = R
 fg d�. Polo¾me:
g := (�Ahf na A ,0 na Ac .

Pak fg 6= 0 a pøitom: Z

 fg d� = Z
 �Ah d� = 0 .

(2))(1): Nech» pro spor (1) neplatí. Tedy existuje e
 2 S, �(e
) > 0 tak, ¾e T je prostýna �e
L1(
;S; �) �= L1(e
; eS; e�), kde eS := fE \ e
 : E 2 Sg je restringovaná �-algebra ae� je restrikce míry � na eS. Pou¾ijeme-li (2) a Dùsledek 2.44 (kde v¹e je restringované nae
, resp. na eS) v druhé a tøetí z následujících rovností, máme:
T �n�A : A 2 eSo� = �( eS) = conv(�( eS))

= �Ze
 f d� : f 2 L1(e�); 0 � f � 1�
= T �nf 2 L1(e�); 0 � f � 1o� .

Odtud je zcela jasné, ¾e T není na L1(e
; eS; e�) prostý, co¾ je hledaný spor.(3))(2) ("Lindenstrauss's argument" z [Li66]): Zvolme A 2 S. Máme ukázat, ¾ef�(A \B) : B 2 Sg je w-kompaktní a konvexní mno¾ina. Postup bude stejný, av¹ak zápisjednodu¹¹í (bez vlnek z pøedchozího bodu), budeme-li BÚNO pøedpokládat, ¾e A = 
.Máme tedy ukázat, ¾e �(S) je w-kompaktní a konvexní. Uká¾eme, ¾e z platnosti (3) plyne:
�(S) = T (U) = V ,

kde
V := �Z
 f d� : f 2 L1(�); 0 � f � 1� ,
U := ff 2 L1(�) : 0 � f � 1g .
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Uká¾eme-li to, pak konvexnost �(S) plyne z linearity T a zøejmé konvexnosti U a w-kompaktnost �(S) plyne z w�-w spojitosti T a w�-kompaktnosti U (Tvrzení 2.43) ("spojitýobraz kompaktu je kompakt"). Zbývá tedy ovìøit �(S) = T (U)."�": Zøejmì je: �(S) = T (f�A : A 2 Sg) � T (U)."�": Zvolme p 2 T (U). Oznaème mno¾inu tìch prvkù U , které se pomocí T zobrazí nap následovnì: Kp := f g 2 U : Tg = p g = T�1 (fpg) \ U .Uká¾eme-li, ¾eKp obsahuje charakteristickou funkci nìjaké mno¾iny E 2 S, budeme hotovi,nebo» pak p = T (�E) = �(E) 2 �(S).Mno¾ina T�1(fpg) je w�-uzavøená jako vzor jednobodové (tedy w�-uzavøené) mno-¾iny pøi w�-spojitém zobrazení T . Proto¾e U je w�-kompaktní (Tvrzení 2.43), je Kp =T�1(fpg \ U té¾ w�-kompaktní a podle Krejn-Milmanovy vìty obsahuje Kp extremálníbod g0. Uká¾eme, ¾e g0 musí být charakteristická funkce mìøitelné mno¾iny.Nech» (pro spor) g0 není charakteristická funkce mno¾iny z S. Pak existuje E 2 S a" > 0 tak, ¾e �(E) > 0 a " � g0 � 1� " na E (viz. dùkaz Tvrzení 2.43). Polo¾me:
f := �E 6= 0 .

Podle (3) existuje funkce g 2 L1(�) tak, ¾e �Eg 6= 0 aZ

 �Eg d� = 0 = T (�Eg) .

Polo¾me nyní: eg := �Egkgk1 " 6= 0 .
Máme �� � eg � � a T (eg) = 0. Tedy g0 + eg; g0 � eg 2 U , nebo» 0 � g0 � eg � 1. Dáleg0 + eg; g0 � eg 2 Kp, nebo» díky linearitì T je:

T (g0 � eg) = T (g0)� T (eg) = T (g0)� 0 = T (g0) = p .
Dále g0 + eg 6= g0 � eg, nebo» eg 6= 0. Koneènì je:

g0 = g0 � eg2 + g0 + eg2 .
tedy g0 není extremální bod Kp. Spor.Poznámka 3.2. Za "Lindenstraussovým argumentem" obsa¾eným v implikaci (3))(2) lzevidìt jistou ideu "konvexi�kace" (srov. [Ba02] str.131). Pokusme se ji popsat. Jde nám ozkoumání oboru hodnot mno¾inové funkce � na S. Prvkùm E 2 S "odpovídají" charakte-ristické funkce �E. Místo zobrazení E 7! �(E), lze zkoumat zobrazení �E 7! �(E). Nyníjde o to, roz¹íøit de�nièní obor tohoto zobrazení bez roz¹íøení oboru hodnot z charakteris-tických funkcí na vìt¹í mno¾inu funkcí, která bude konvexní a kompaktní, a na ní¾ budenavíc toto zobrazení lineární a spojité. Nyní staèí vyu¾ít faktu, ¾e spojitý lineární obrazkonvexního kompaktu je konvexní kompakt.
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Poznámka 3.3. Vìta 3.1 tedy dává nutnou a postaèující podmínku k tomu, aby oborhodnot vektorové míry a zároveò obory hodnot v¹ech jejích restrikcí, byly konvexní a slabìkompaktní. Tato podmínka øíká, ¾e vektorová míra má být v urèitém smyslu "dostateènìneprostá" (pøesnìji jde o neprostotu restrikcí operátoru daného integrací dle této míry).Splòuje-li vektorová míra � ekvivalentní podmínky z Vìty 3.1, je ji¾ nutnì neatomická.Kdyby toti¾ mno¾ina A 2 S byla atom, pak by restrikce míry � na tento atom mìla oborhodnot roven dvouprvkové mno¾inì f0; �(A)g, co¾ není konvexní mno¾ina. Spor s podmín-kou (2).Jako dùsledek dostáváme klasickou Ljapunovu vìtu.Vìta 3.4 ( Ljapunov, 1940 ). Buï � : S ! X vektorová míra na mìøitelném prostoru(
;S). Nech» Banachùv prostor X je koneènì dimenzionální a nech» míra � je neatomická.Pak obor hodnot � je konvexní a kompaktní podmno¾ina X.Dùkaz. Nech» dimX = n. Ovìøme, ¾e je splnìna podmínka (1) z Vìty 3.1. Zvolme tedyA 2 S tak, aby �(A) > 0. Uka¾me, ¾e prostor YA := �AL1(�) �� L1(�) má dimenzivìt¹í ne¾ n (ve skuteènosti je dimYA =1). S vyu¾itím neatomiènosti � snadno postupnìsestrojíme posloupnost fEkgn+1k=1 mno¾in z S tak, ¾e:A � E1 � E2 � � � � � En+1 ,�(A) > �(E1) > �(E2) > � � � > �(En+1) > 0 .
Je zøejmé, ¾e �E1 ; �E2 ; : : : ; �En+1 2 YA jsou lineárnì nezávislé (polo¾íme-li toti¾Pn+1i=1 ci�Ei =0, dostáváme nutnì c1 = 0, odtud nutnì c2 = 0, atd. a¾ cn+1 = 0). Odtud:dimYA > n .Lineární operátor T tedy nemù¾e prostor YA prostì zobrazovat do prostoru X, jeho¾ di-menze je n.Tvrzení nyní plyne z Vìty 3.1.
4 Charakterizace koneènì dimenzionálních prostorùpomocí Ljapunovovy vìty
V této èásti uká¾eme, ¾e platí dokonce obrácení Ljapunovovy vìty v tom smyslu, ¾e koneènìdimenzionální prostory jsou platností Ljapunovovy vìty charakterizovány.Lemma 4.1 ( o existenci nekoneèného biortogonálního systému ). Buï X nor-movaný lineární prostor nekoneèné dimenze. Pak v X existuje nekoneèný biortogonálnísystém, tj. existuje posloupnost dvojic f(fn; xn)g1n=1 taková, ¾e fn 2 X�; xn 2 X a

fi(xj) := (1 pro j = i ,0 pro j 6= i .
(srov. [HHZ96] theorem 272(Markushevich))
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Dùkaz. Konstrukce se provede indukcí a pøipomíná klasický Gram-Schmidtùv ortogonali-zaèní proces.1. krok: Zvolme x1 2 X tak, aby x1 6= 0. Proto¾e prvky X� oddìlují body X (dùsledekHahn-Banachovy vìty, viz. [Lu02] 2.20.), existuje ef1 2 X� tak, ¾e ef1(x1) 6= 0. Polo¾me:
f1 := ef1ef1(x1) .Máme tedy f1(x1) = 1.2. krok: Proto¾e X je nekoneènì dimenzionální, lze zvolit ex2 2 X tak, ¾e ex2 =2Lin(fx1g). Polo¾me: x2 := ex2 � f1 (ex2)x1 .Máme tedy f1(x2) = 0. Díky lineární nezávislosti ex2 a x1 je nutnì x2 6= 0. Existuje tedyef2 2 X� tak, ¾e ef2(x2) 6= 0. Polo¾me:

f2 := ef2 � ef2(x1)f1ef2(x2) .
Máme tedy f2(x1) = 0, f2(x2) = 1.n. krok: Máme ji¾ sestrojeny x1, x1,. . . , xn�1, f1, f1,. . . , fn�1 tak, ¾e pro i; j 2f1; 2; : : : ; n� 1g máme:

fi(xj) := (1 pro j = i ,0 pro j 6= i .Zvolme exn =2 Lin(fx1; x2; : : : ; xn�1g).Polo¾me:
xn := exn � n�1X

i=1 fi (exn)xi .
Máme tedy fi(xn) = 0 pro i = 1; 2; : : : ; n � 1. Proto¾e xn 6= 0, existuje efn 2 X� tak, ¾eefn(xn) 6= 0. Polo¾me:

fn := efn �Pn�1i=1 efn(xi)fiefn(xn) .
Máme tedy fn(xi) = 0 pro i = 1; 2; : : : ; n� 1 a fn(xn) = 1. S konstrukcí lze pokraèovat donekoneèna, èím¾ získáme po¾adovaný biortogonální systém.
Vìta 4.2. Nech» X je Banachùv prostor nekoneèné dinmenze. Buï 
 = [0; 1] a buï S �-algebra borelovských podmno¾in [0; 1]. Pak existuje neatomická vektorová míra � : S ! Xna mìøitelném prostoru ([0; 1];S) taková, ¾e její obor hodnot není konvexní mno¾ina. Míru� lze navíc volit tak, ¾e má omezenou variaci.(srov. [DU77] IX.1. corollary 6. )
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Dùkaz. Uveïme dva podobné dùkazy.První dùkaz : Buï � Lebesgueova míra na S. Prostor L2([0; 1];S; �) � L2([0; 1]) je Hil-bertùv a existuje v nìm tedy ortonormální báze. Proto¾e L2([0; 1]) je separabilní (spoèetnouhustou podmno¾inu tvoøí racionální lineární kombinace charakteristických funkcí intervalùs racionálními koncovými body), je ortonormální báze nutnì spoèetná (jinak prvky ortonor-mální báze tvoøí nespoèetnou p2-izolovanou mno¾inu, co¾ je spor se separabilitou). Nech»je tedy fg1; g2; : : : g ortonormální báze prostoru L2([0; 1]). Proto¾e je L2([0; 1]) � L1([0; 1]),je kgnk1 <1 pro v¹echna n 2 N. Proto¾e gn 6= 0 s.v., je ov¹em té¾ kgnk1 > 0 pro v¹echnan 2 N. Polo¾íme-li: fn := gnkgnk1 ,
je kfnk1 = 1 pro v¹echna n 2 N. Proto¾e fgng je ortonormální báze, platí, ¾e jediný prvekL2([0; 1]), který je kolmý na v¹echny gn, je nulový prvek ( [Lu02] 1.34.(ii)). Neboli prov¹echny g 2 L2([0; 1]) platí implikace:Z

[0;1] fng d� = 0 pro ka¾dé n 2 N ) g = 0 .
Proto¾e X je nekoneènì dimenzionální, existuje podle lemmatu 4.1 v X nekoneènýbiortogonální systém f('n; xn)g1n=1 takový, ¾e 'n 2 X�; xn 2 X a

'i(xj) := (1 pro j = i ,0 pro j 6= i .De�nujme operátor T : L1([0; 1];S; �)! X vztahem:
T (g) := 1X

n=1 12n xnkxnk
Z
[0;1] fng d� .

Abychom ovìøili, ¾e uvedená øada v Banachovì prostoru konverguje, staèí ukázat, ¾e kon-verguje absolutnì ( [Lu02] 3.11.). K tomu pou¾ijme odhad:1X
n=1
�������� 12n xnkxnk

Z
[0;1] fng d�

�������� = 1X
n=1 12n

����Z[0;1] fng d�
���� � 1X

n=1 12n
Z
[0;1] jfngj d� �

� 1X
n=1 12nkgk1

Z
[0;1] jfnj d� = kgk1 1X

n=1 12n = kgk1 .
Odtud plyne té¾ odhad: kT (g)k � kgk1 ,tedy T je omezený. Proto¾e T je zøejmì té¾ lineární, je T 2 L(L1([0; 1]); X).Uka¾me, ¾e T je prostý. Zvolme g 2 L1([0; 1]) tak, ¾e T (g) = 0. Chceme ukázat, ¾eg = 0. Spoèítejme 'n(T (g)). S vyu¾itím spojitosti 'j v druhé rovnosti máme pro v¹echnaj 2 N: 0 = 'j(T (g)) = 1X

n=1 12n 'j(xn)kxnk
Z
[0;1] fng d� = 12j

Z
[0;1] fjg d� .
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Odtud: Z
[0;1] fjg d� = 0 pro ka¾dé j 2 N .

Proto¾e je g 2 L1([0; 1]) � L2([0; 1]), máme odtud g = 0.Nyní pro A 2 S de�nujme:
�(A) := T (�A) = 1X

n=1 12n xnkxnk
Z
[0;1] fn�A d� .

Ovìøme, ¾e � je �-aditivní. Volme fAig1i=1 posloupnost po dvou disjunktních mno¾in z S.V¹imnìme si, ¾e podle Lebesgueovy vìty s konvergentní majorantou fn pro pevné n 2 Nplatí: NX
i=1
Z
[0;1] fn�Ai d� = Z[0;1] fn�SNi=1 Ai d� �!

Z
[0;1] fn�S1i=1 Ai d� ; N !1 .

Máme: 1X
i=1 �(Ai) = 1X

i=1
1X
n=1 12n xnkxnk

Z
[0;1] fn�Ai d�

= 1X
n=1

1X
i=1 12n xnkxnk

Z
[0;1] fn�Ai d�

= 1X
n=1 12n xnkxnk

Z
[0;1] fn�S1i=1 Ai d� = � 1[

i=1Ai! ,
kde v druhé rovnosti jsme mohli zamìnit poøadí sum (limit), nebo» je:�����

����� 1Xn=1 12n xnkxnk
Z
[0;1] fn�Ai d�

�����
����� � � � � � 1X

n=1 k�Aik12n � 1X
n=1 12n .

Dostali jsme odhad "majorantní" øadou nezávislou na i 2 N, tedy øada konverguje stejno-mìrnì vzhledem k i 2 N. Zámìna sum (limit) je tedy mo¾ná na základì Moore-Osgoodovalemmatu pro metrické prostory ( [Ve97] 15.3.3), které se snadno zobecní pro funkce doBanachova prostoru. Jiná mo¾nost je dívat se na sumu (pøes n) jako na speciální pøípadintegrálu (podle poèítací míry). Pak plyne mo¾nost zámìny z "Lebesgueovy" vìty proBochnerùv integrál s konvergentní majorantou 1 ( [Co80] str.353). Pro ka¾dé N 2 N an 2 N je toti¾:�����
����� NX
i=1 12n xnkxnk

Z
[0;1] fn�Aig d�

�����
����� = 12n kxnkkxnk

����Z[0;1] fn�SNi=1 Ai d�
���� � 12n � 1 ,

pøièem¾ funkce sN(n) :=PNi=1 12n xnkxnk R[0;1] fn�Aig d� jsou bochnerovsky integrovatelné, ne-bo» zøejmì jejich normy jsou integrovatelné ( [LM02] 42.2.) a jsou zøejmì mìøitelné.
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Z prostoty T plyne snadno, ¾e míra � je neatomická.Uka¾me, ¾e � má koneènou variaci. Buï fAigNi=1 koneèný mìøitelný rozklad [0; 1]. Pakmáme: NX
i=1k�(Ai)k = NX

i=1
�����
����� 1Xn=1 12n xnkxnk

Z
[0;1] fn�Ai d�

�����
����� �

� NX
i=1

1X
n=1 12n

Z
Ai jfnj d� = 1X

n=1 12n NX
i=1
Z
Ai jfnj d� =

= 1X
n=1 12n

Z
[0;1] jfnj d� = 1X

n=1 12n = 1 .
Uka¾me koneènì, ¾e obor hodnot � není konvexní mno¾ina. Pøedpokládejme pro spor,¾e �(S) je konvexní. Oznaème: z := �([0; 1]) .Proto¾e �(?) = 0, musí být díky konvexitì prvek z+02 = z2 prvkem �(S). Proto existujeA 2 S, A � [0; 1] tak, ¾e: z2 = �(A) = T (�A) .Pak ov¹em koneèná aditivita � dává:

�([0; 1] n A) = �([0; 1])� �(A) = z � z2 = z2 .
Odtud: z2 = �([0; 1] n A) = T ��[0;1]nA� .
Tím jsme dostali spor s prostotou T .

Druhý dùkaz : Buï � Lebesgueova míra na S. Nech» ff1; f2; : : : g je taková ortonormálníbáze prostoru L2([0; 1];S; �), ¾e její prvky jsou stejnì omezené. Zvolme napøíklad známoutrigonometrickou bázi f1;p2 cos(n2�x);p2 sin(n2�x) : n 2 Ng, její¾ prvky jsou omezenékonstantou p2. Proto¾e ffng1n=1 je ortonormální báze, platí pro v¹echny g 2 L2([0; 1])implikace (viz. [Lu02] 1.34.(ii)):Z
[0;1] fng d� = 0 pro ka¾dé n 2 N ) g = 0 .

Proto¾e X je nekoneènì dimenzionální, existuje podle lemmatu 4.1 v X nekoneènýbiortogonální systém f('n; xn)g1n=1 takový, ¾e 'n 2 X�; xn 2 X a
'i(xj) := (1 pro j = i ,0 pro j 6= i .
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De�nujme operátor T : L2([0; 1];S; �)! X vztahem:
T (g) := 1X

n=1 12n xnkxnk
Z
[0;1] fng d� .

Pak pro g 2 L2([0; 1]) s pou¾itím Schwarzovy nerovnosti máme:
kT (g)k � 1X

n=1
�������� 12n xnkxnk

Z
[0;1] fng d�

�������� � 1X
n=1 12n

����Z[0;1] fng d�
���� �

� 1X
n=1 12nkfnk2kgk2 = kgk2 1X

n=1 12n = kgk2 .
Máme tedy T 2 L(L2([0; 1]); X).Uka¾me, ¾e T je prostý. Zvolme g 2 L2([0; 1]) tak, ¾e T (g) = 0. Chceme ukázat, ¾eg = 0. S vyu¾itím spojitosti 'j v druhé rovnosti máme pro v¹echna j 2 N:

0 = 'j(T (g)) = 1X
n=1 12n 'j(xn)kxnk

Z
[0;1] fng d� = 12j

Z
[0;1] fjg d� .

Odtud: Z
[0;1] fjg d� = 0 pro ka¾dé j 2 N ,

tedy g = 0.Nyní pro A 2 S de�nujme: �(A) := T (�A) .Ovìøme, ¾e � je �-aditivní. Volme fAig1i=1 posloupnost po dvou disjunktních mno¾in z S. Pak platí: �SNi=1 Ai k�k2�! �S1i=1 Ai .To plyne ze spojitosti míry takto:


�S1i=1 Ai � �SNi=1 Ai


2 =
�Z

[0;1]
����S1i=N+1 Ai���2 d�� 12 =

= �Z[0;1] �S1i=N+1 Ai d�
� 12 =

=  � 1[
i=N+1Ai!! 12 �! 0 ; N !1 ,
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nebo» S1i=N+1Ai & ? a � je na S koneèná. Nyní staèí pou¾ít linearitu a spojitost T :1X
i=1 �(Ai) = 1X

i=1 T (�Ai) = limN!1 NX
i=1 T (�Ai) =

= limN!1T ��SNi=1 Ai� = T ��S1i=1 Ai� = � 1[
i=1Ai! .

Z prostoty T plyne snadno, ¾e míra � je neatomická.Uka¾me, ¾e � má koneènou variaci. Buï fAigNi=1 koneèný mìøitelný rozklad [0; 1]. Pakmáme: NX
i=1k�(Ai)k = NX

i=1
�����
����� 1Xn=1 12n xnkxnk

Z
[0;1] fn�Ai d�

�����
����� �

� NX
i=1

1X
n=1 12n

Z
Ai jfnj d� =

= 1X
n=1 12n NX

i=1
Z
Ai jfnj d� = 1X

n=1 12n
Z
[0;1] jfnj d� � p2 ,

kde v poslední nerovnosti jsme pou¾ili odhad kfnk1 � p2, který plyne z omezenosti funkcífn konstantou p2.Uka¾me koneènì, ¾e obor hodnot � není konvexní mno¾ina (zde se postup neli¹í odprvního dùkazu). Pøedpokládejme pro spor, ¾e �(S) je konvexní. Oznaème:
z := �([0; 1]) .

Proto¾e �(?) = 0, musí být díky konvexitì prvek z+02 = z2 prvkem �(S). Proto existujeA 2 S, A � [0; 1] tak, ¾e: z2 = �(A) = T (�A) .Pak ov¹em koneèná aditivita � dává:
�([0; 1] n A) = �([0; 1])� �(A) = z � z2 = z2 .

Odtud: z2 = �([0; 1] n A) = T ��[0;1]nA� .
Tím jsme dostali spor s prostotou T .
Vìta 4.3. Banachùv prostor X je koneènì dimenzionální, právì kdy¾ obor hodnot ka¾déneatomické vektorové míry s hodnotami v X je konvexní mno¾ina.
Dùkaz. Plyne z Vìt 3.4 a 4.2.
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Poznámka 4.4. Pokud se týèe situace v prvním dùkazu Vìty 4.2, dá se ukázat, ¾e platí:
T (f) = Z[0;1] f d� pro v¹echny f 2 L1([0; 1])

(Je-li f charakteristická funkce, platí to z de�nice � a pak se pou¾ije linearita a spojitostobou stran a hustota jednoduchých funkcí v L1([0; 1])). Zøejmì tedy 
 := [0; 1], S, �, X, �a T splòují pøedpoklady Vìty 3.1 (Knowles). Proto¾e T je prostý, není splnìna podmínka(1) z této vìty, tedy ani ekvivalentní podmínka (2). Tedy existuje A 2 S tak, ¾e mno¾inaf�(A \ B) : B 2 Sg není konvexní nebo není w-kompaktní (pak ov¹em ani kompaktní).Odtud plyne, ¾e pro restringovanou míru � j�A není splnìno tvrzení Ljapunovovy vìty.Takto se postupuje v [DU77], kde je tedy obrácení Ljapunovy vìty dokazováno jako dùsledeknetriviální Vìty 3.1 (Knowles).Dokázat, ¾e �(S) není konvexní, lze v¹ak elegantnì bez pou¾ití Vìty 3.1 (viz. závìrprvního i druhého dùkazu Vìty 4.2). Tuto my¹lenku lze najít v [KP92] (str.1193). Co setýèe první èásti dùkazu Vìty 4.2 podstatným krokem je sestrojení prostého operátoru T 2L(Lp([0; 1]); X). V [KP92] se uva¾uje prostý operátor T 2 L(L1([0; 1]); X), jeho existencev¹ak není zdùvodnìna. V této práci pou¾itá konstrukce pochází z [DU77], kde T je de�novánna L1([0; 1]). Zdá se v¹ak, ¾e jednodu¹¹í je konstruovat T 2 L(L2([0; 1]); X) (viz. druhýdùkaz Vìty 4.2). V dùkazu se pak lze napøíklad vyhnout pracnému zdùvodòování zámìnysumace pøi ovìøování �-aditivity konstruované míry.
5 Pøíklady a protipøíklady
V této èásti jsou uvedeny nìkteré pøíklady èi protipøíklady týkající se tématu.Diskutujme nejprve jednoduchý konkrétní pøíklad na neplatnost Ljapunovovy vìty vnekoneèné dimenzi.Pøíklad 5.1 ( Uhl (1969) ([Uh69], srov. té¾ [SS03] 1.2)). Polo¾me 
 := [0; 1]. BuïS �-algebra borelovských podmno¾in intervalu [0; 1] a buï � Lebesgueova míra na S. Dálebuï X := Lp([0; 1];S; �) � Lp, kde 1 � p <1. De�nujme mno¾inovou funkci � : S ! Lpvztahem: �(A) := �A pro ka¾dou A 2 S .Pak platí:(1) � je vektorová míra na ([0; 1];S) s hodnotami v Lp.(2) � je neatomická.(3) Obor hodnot �(S) je uzavøený, není v¹ak konvexní ani kompaktní.(4) Pro p = 1 má � omezenou variaci, pro 1 < p <1 nemá � omezenou variaci.Dùkaz. ad(1): Zøejmì platí �(?) = 0.Volme fAig1i=1 posloupnost po dvou disjunktních mno¾in z S . Pak platí:NX

i=1 �(Ai) = � N[
i=1Ai! = �SNi=1 Ai k�kp�! �S1i=1 Ai = � 1[

i=1Ai! ,
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nebo» ze spojitosti míry je:


�S1i=1 Ai � �SNi=1 Ai


p =
�Z

[0;1]
����S1i=N+1 Ai���p d�� 1p =

= �Z[0;1] �S1i=N+1 Ai d�
� 1p =

=  � 1[
i=N+1Ai!! 1p �! 0 ; N !1 ,

nebo» S1i=N+1Ai & ? a � je na S koneèná.ad(2): Neatomiènost � plyne snadno z neatomiènosti Lebesgueovy míry na [0; 1].ad(3): Uka¾me, ¾e �(S) je uzavøený. Volme f�Ang1n=1 � �(S) tak, ¾e:
�An Lp�! f .

Víme (napø. [LM02] 10.9.), ¾e existuje vybraná posloupnost (oznaème ji stejnì) tak, ¾e:
�An �! f �-s.v. v [0; 1] .

Odtud máme: f(x) 2 f0; 1g pro �-s.v. x 2 [0; 1] ,z èeho¾ plyne f 2 �(S).Uka¾me, ¾e �(S) není konvexní. Máme:12�[0;1] = �[0;1] + �?2 2 conv �(S) ,
Pøedpokládejme pro spor, ¾e �(S) je konvexní. Speciálnì tedy platí:12�[0;1] 2 �(S) ,
Pro v¹echny A 2 S v¹ak je:



12�[0;1] � �(A)



p =

�Z
[0;1]
����12�[0;1] � �(A)����p d�� 1p =

= �Z[0;1]
�12�[0;1]�p d�� 1p =

= �12
�p 1p Z[0;1] d� = 12 ,

Tedy pro ¾ádnou mno¾inu A 2 S nemù¾e být �(A) = 12�[0;1]. Spor.
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Uka¾me, ¾e �(S) není kompaktní. Najdeme nekoneènou mno¾inu v �(S), její¾ ka¾dédva prvky mají od sebe vzdálenost (12) 1p . Pro ka¾dé n 2 N polo¾me:
An := ft 2 [0; 1] : sin(2n�t) > 0g

( An je tedy mno¾ina, na ní¾ je n-tá Rademacherova funkce, která je na [0; 1] de�novanápøedpisem sign sin(2n�t), kladná (resp. rovna jedné), srov.[Lu02] *10.5. ). Jinak zapsáno:
An := [

1�k�2nk liché
�k � 12n ; k2n

� .
Nech» m > n, pak:

k�An � �Amkp = �Z[0;1] j�An � �Am jp d�� 1p =
= �Z[0;1] (�Bm)p d�

� 1p =
= �Z[0;1] �Bm d�

� 1p = �12
� 1p ,

kde
Bm :=

264 [
2�k�2mk sudé

�k � 12m ; k2m
� \ An

375 [
264 [
1�k�2mk liché

�k � 12m ; k2m
� \ Acn

375 ,
kde " :=" znaèí rovnost a¾ na koneènou mno¾inu (nìkterých krajních bodù m-tých dyadic-kých intervalù).ad(4): Pro 1 � p <1 a A 2 S snadný výpoèet dává:

k�(A)k = (�(A)) 1p .
Buï nejprve p = 1. Zvolme fAigMi=1 koneèný mìøitelný rozklad [0; 1], pakMX

i=1k�(Ai)k1 = MX
i=1 �(Ai) = �([0; 1]) = 1 ,

tedy variace � je omezená, konkrétnì j�j([0; 1]) = 1.Za druhé uva¾me 1 < p < 1. Buï fInkg1�k�2n koneèný mìøitelný rozklad [0; 1] nadyadické intervaly délky 12n s krajními body k�12n , k2n . Pak máme:2nX
k=1k�(Ink)kp =

2nX
k=1 (�(Ink)) 1p = 2n� 12n

� 1p = 2n�np .
Poslední výraz jde k 1 pro n!1, tedy j�j([0; 1]) =1.
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Poznámka 5.2. Pøípad p =1 v pøedchozím pøíkladu dává "neatomickou koneènì aditivnívektorovou míru", která v¹ak není �-aditivní. Volíme-li napøíklad An := � 1n+1 ; 1n� 2 S pron 2 N, pak S1n=1An = (0; 1], pøièem¾ je:




 NX
i=1 �(Ai)� � 1[

i=1Ai!




1 = 




�( N[i=1Ai)� � 1[
i=1Ai!




1 =

= 


�SNi=1 Ai � �S1i=1 Ai


1 =
= 


�(0; 1N+1 ]


1 = 1 pro v¹echna N 2 N .

Uka¾me naopak nìkteré pozitivní netriviální pøíklady v nekoneèné dimenzi.
Pøíklad 5.3 ( neatomická vektorová míra s omezenou variací s hodnotami v l2,její¾ obor hodnot je konvexní a kompaktní ([MR96], 3.2.)). Polo¾me 
 := [0;1].Buï S �-algebra borelovských podmno¾in intervalu [0;1) a buï � Lebesgueova míra na S.Dále buï X := l2. De�nujme mno¾inovou funkci � : S ! l2 vztahem:

� j�[n; n+ 1] := (0; 0; : : : ; 0| {z }n�1 ; 12n� j�[n; n+ 1]; 0; 0; : : :) pro v¹echna n 2 N .
Je zøejmé, ¾e � je dobøe de�novaná vektorová míra na ([0;1);S) s hodnotami v l2.Neatomiènost � snadno plyne z neatomiènosti Lebesgueovy míry. Je té¾ zøejmé, ¾e platí:

�(S) = �x 2 l2 : 0 � xn � 12n ; n 2 N
� .

Odtud se snadno ovìøí, ¾e �(S) je konvexní.Dále na mno¾inì fx 2 l2 : 0 � xn � 12n ; n 2 Ng zøejmì splývá k�k2-normová topo-logie s topologií bodové konvergence (èili konvergencí "po slo¾kách"). Obor hodnot �(S)lze tedy homeomorfnì zobrazit na kartézský souèin Qn2N �0; 12n � se souèinovou topologií.Ten je v¹ak podle Tichonovovy vìty kompakt (jako kartézský souèin kompaktù, viz. [Kr]7.2.6.). Kompaktnost Qn2N �0; 12n � (tzv. Hilbert cube) lze ovìøit té¾ pøímìj¹í cestou, a siceovìøením sekvenciální kompaktnosti, která pro metrické prostory splývá s kompaktností (zezvolené posloupnosti v Qn2N �0; 12n � vybereme posloupnost konvergentní v první slo¾ce, z níposlopnost konvergentní v druhé slo¾ce atd. Nakonec uva¾ujeme "diagonální" posloupnost,která ji¾ konverguje v ka¾dé slo¾ce).Uka¾me je¹tì, ¾e � má omezenou variaci. Zvolme fAigMi=1 koneèný mìøitelný rozklad[0;1]. Uva¾me, ¾e platí: �(S) � l1 � l2(vyu¾íváme toho, ¾e pro x 2 l1 je kxk2 � kxk1, co¾ lze odvodit limitním pøechodem ve
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zøejmé nerovnosti jx1j2 + � � �+ jxnj2 � (jx1j+ � � �+ jxnj)2 ). Máme:MX
i=1 k�(Ai)k2 � MX

i=1 k�(Ai)k1 = MX
i=1

1X
n=1 12n�([n; n+ 1] \ Ai) =

= 1X
n=1 12n MX

i=1 �([n; n+ 1] \ Ai) = 1X
n=1 12n = 1 ,

tedy j�j([0;1]) � 1.
Poznámka 5.4. V [MR96] (3.2.) je slo¾itìj¹í konstrukce uvedeného typu pou¾ita k se-strojení pøíkladu ukazujícího, ¾e ani v pøípadì neatomické míry nemusí konvexita a/nebokompaktnost �(S) implikovat odpovídající vlastnost u oboru hodnot restringované míry�(S j�A), kde A 2 S.

Následuje pozitivní pøíklad, který ilustruje Vìtu 3.1 (Knowles).
Pøíklad 5.5 ( Vektorová míra s hodnotami v L1(h0; 1i) s konvexním a w-kompaktnímoborem hodnot ( [KK75], V.1.(str.84), viz. té¾ [DU77], IX.1.8. ) ). Buï � nezápornákoneèná míra na mìøitelném prostoru (
0;A) (napøíklad Lebesgueova míra na borelovskýchpodmno¾inách [0; 1]) a buï � Lebesgueova míra na ([0; 1];B), kde B je �-algebra borelov-ských podmno¾in [0; 1]. Polo¾me:


 := 
0 � [0; 1] ,S := A� B (souèinová �-algebra) .
A de�nujme mno¾inovou funkci � : S ! L1(
0;A; �) vztahem:

�(E)(!) := Z[0;1] �E(!; t) d�(t) , kde E 2 S; ! 2 
0 .
Tedy �(E)(!) udává Lebesgueovu míru "øezu" mno¾iny E pøi pevné souøadnici !.Není tì¾ké ovìøit, ¾e � je vektorová míra a ¾e souèinová míra �
� je "control measure"z Vìty 3.1 k míøe � a ¾e operátor T z Vìty 3.1 daný integrováním podle vektorové míry �funguje v tomto pøípadì takto:

(Tf) (!) = �Z
 f d�
� (!) = Z[0;1] f(!; t) d�(t) , kde f 2 L1(� 
 �); ! 2 
0 .

K tomu je rozhodující zji¹tìní, ¾e pro charakteristické funkce mno¾in z S pøedchozí vztahplatí, co¾ plyne pøímo z de�nice míry � a de�nice integrálu podle vektorové míry.Na¹ím cílem bude nyní ovìøit podmínku (1) z Vìty 3.1. Zvolme tedy E 2 S tak, ¾e:
(� 
 �)(E) > 0 .
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Pro ! 2 
0 polo¾me:
�(!) := R[0;1] t �E(!; t) d�(t)R[0;1] �E(!; t) d�(t) ,

pøièem¾ je pou¾ita domluva, ¾e "00 = 0". Zøejmì platí 0 � �(!) � 1. Nyní pro (!; t) 2 
de�nujme: f(!; t) := [t� �(!)]�E(!; t) .Pak zøejmì f 2 �EL1(� 
 �), pøièem¾ f je na E � 
 �-s.v. nenulová. Pro ka¾dé pevné! 2 
0 existuje toti¾ nejvý¹e jedno t 2 [0; 1] tak, ¾e (!; t) 2 E a zároveò f(!; t) = 0, tedyFubiniova vìta dává (� 
 �)(E \ ff = 0g) = 0. Proto¾e (� 
 �)(E) > 0, je f 6= 0. Proka¾dé ! 2 
0 je v¹ak:
(Tf) (!) = �Z
 f d�

� (!) = Z[0;1] f(!; t) d�(t) =
= Z[0;1]

"t� R[0;1] t �E(!; t) d�(t)R[0;1] �E(!; t) d�(t)
#�E(!; t) d�(t) = 0 .

Odtud máme Tf = 0, èím¾ jsme dokázali, ¾e T není na podprostoru �EL1(� 
 �) prostý.Podle Vìty 3.1 je tedy obor hodnot � konvexní a w-kompaktní.
6 Banachovy prostory s Ljapunovovou vlastností
Víme ji¾, ¾e obor hodnot neatomické vektorové míry obecnì nemusí být konvexní. Uva¾ujeme-li v¹ak slabý uzávìr oboru hodnot, konvexita je ji¾ zaruèena. Dùkaz je zalo¾en na aplikacikoneènì dimenzionální verze Ljapunovovy vìty.Lemma 6.1. Buï � vektorová míra na mìøitelném prostoru (
;S) s hodnotami v X,která je neatomická. Pak pro ka¾dý funkcionál ' 2 X� je reálná míra '�� té¾ neatomická.(srov. [KK75] V.6.3, V.6.4.)Dùkaz. Zvolme funkcionál ' 2 X�. Podle Vìty 2.24 existuje míra � nezáporná koneèná naS taková, ¾e � << � a � << �. Z toto plyne, ¾e � je nutnì té¾ neatomická (viz. poslednítvrzení Vìty 2.24). Ze vztahu � << � plyne zøejmì ' � � << �.Nech» pro spor existuje A 2 S atom reálné míry ' � �. Polo¾me E0 := A. Oznaèmew := ('��)(E0) 6= 0. Podle Ljapunovovy Vìty 3.4 pou¾ité na 1-dimenzionální neatomickounezápornou míru � restringovanou na E0 je obor hodnot této míry interval [0; �(E0)].Existuje tedy mìøitelná B � E0 tak, ¾e platí:

�(B) = �(E0)2 .
Aditivita dává té¾ �(E0 n B) = �(E0)2 . Proto¾e E0 je (' � �)-atom, platí nutnì jeden znásledujících vztahù:(1) (' � �)(B) = w a (' � �)(E0 nB) = 0 ,(2) (' � �)(B) = 0 a (' � �)(E0 nB) = w .
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Platí-li (1), polo¾íme E1 := B, platí-li (2), polo¾íme E1 := E0 nB.Aplikujeme pøedchozí postup na mno¾inu E1 atd. Indukcí získáme posloupnost mìøi-telných mno¾in E0 � E1 � E2 � : : : ,takových, ¾e pro v¹echna n 2 N je:
�(En) = 12n�(E0) a zároveò(' � �)(En) = w .

To je spor s ' � � << �.
Vìta 6.2 ( Kluvánek (1973) ([Kl73]) ). Buïte 
;S; �;X jako v De�nici 2.1, pøièem¾nech» vektorová míra � je neatomická. Pak w-uzávìr oboru hodnot míry � je w-kompaktnía konvexní.

(srov. [SS03] Lemma 2.3 (Lew,1971), [DU77] str.264)
Dùkaz. Slabou kompaktnost �(S)w zaruèuje Dùsledek 2.41.Abychom ukázali konvexitu �(S)w, uká¾eme, ¾e �(S)w splývá s conv �(S). Proto¾e�(S)w � conv w�(S) = conv �(S), staèí ovìøit opaènou inkluzi. Zvolme x 2 conv �(S).Máme ukázat, ¾e x 2 �(S)w. Zvolme '1; '1; : : : ; 'n 2 X� a " > 0. Vektorová míra de�no-vaná vztahem: � := ('1 � �; '2 � �; : : : ; 'n � �) ,je koneènì dimenzionální a podle lemmatu 6.1 neatomická. Tedy podle Ljapunovovy Vìty 3.4je �(S) kompaktní a konvexní. Odtud plyne:

('1(x); '2(x); � � � ; 'n(x)) 2 conv �(S) = �(S)
(proto¾e x 2 conv �(S), existují xji 2 �(S), �ji 2 [0; 1], Kj 2 N, PKji=1 �ji = 1 tak, ¾ePKji=1 �jixji ! x, spojitost a linearita 'k dává PKji=1 �ji'k(xji ) ! 'k(x) pro k = 1; 2; : : : ; n,tedy ('1(x); '2(x); � � � ; 'n(x)) 2 conv �(S) ). Proto existuje A 2 S tak, ¾e:

'k(x) = ('k � �)(A) pro v¹echna k = 1; 2; : : : ; n ,
neboli j'k(x)� 'k(�(A))j = 0 pro v¹echna k = 1; 2; : : : ; n ,tedy �(A) 2 U'1;:::;'n;"(x) = fy 2 X : j'k(x� y)j < "; k = 1; 2; : : : ; ng .Ukázali jsme, ¾e ka¾dé bázové slabé okolí bodu x protíná �(S), tedy x 2 �(S)w.
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Poznámka 6.3. Z pøedchozího plyne, ¾e le¾í-li hodnoty vektorové míry � v normovanémlineárním prostoru, je �(S)w konvexní. Uva¾uje-li se situace zobecnìná v tom smyslu, ¾ehodnoty � le¾í v obecném lokálnì konvexním prostoru, pak ji¾ �(S)w nemusí být konvexní anemusí platit obdoba lemmatu 6.1 (viz. [Kl73], [KK75] str.96). Pro platnost tìchto tvrzení jetøeba pøedpokládat navíc napø. metrizovatelnost uva¾ovaného lokálnì konvexního prostoru.
Dal¹í otázka se týká konvexity v pøípadì, ¾e budeme uva¾ovat pouze normový uzá-vìr oboru hodnot vektorové míry. Díky pøíkladu 5.1 (Uhl) víme, ¾e obecnì ji¾ konvexitunedostaneme.

De�nice 6.4 ( Kadets, Schechtman (1993)). Øekneme, ¾e Banachùv prostor X máLjapunovovu vlastnost, jestli¾e uzávìr oboru hodnot ka¾dé neatomické vektorové míry shodnotami v X je konvexní.
Pøíklad 5.1 ihned dává, ¾e prostory Lp([0; 1]) pro 1 � p < 1 nemají Ljapunovovuvlastnost.

Poznámka 6.5. Zmiòme, které dal¹í klasické Banachovy prostory nemají Ljapunovovuvlastnost.Proto¾e prostory l2 a L2([0; 1]) jsou (izometricky-)izomorfní (Riesz-Fischerova vìta,[Lu02] 1.38.), nemá ani l2 Ljapunovovu vlastnost.Proto¾e Ljapunovova vlastnost se zøejmì zachovává na podprostory, nemá Ljapunovovuvlastnost ¾ádný prostor obsahující izomorfní kopii prostoru l2, co¾ jsou napøíklad prostoryC([0; 1]), l1, L1([0; 1]). Dùvody jsou následující.Prostor C([0; 1]) obsahuje izomorfní kopii l2 z toho dùvodu, ¾e dokonce ka¾dý separa-bilní Banachùv prostor je izometricky-izomorfní podprostoru prostoru C([0; 1]) (Banach-Mazurova vìta, [HHZ96] Theorem 97).Dále uka¾me, ¾e l2 lze izometricky-izomorfnì vnoøit do l1. Oznaème Bl2 uzavøenoujednotkovou kouli v l2 a Sl2 jednotkovou sféru v l2. Proto¾e podprostor separabilního met-rického prostoru je té¾ separabilní, existuje posloupnost fxng1n=1 prvkù z Bl2 hustá v Bl2.Oznaème (�; �) skalární souèin v l2. De�nujme zobrazení � : l2 ! l1 pøedpisem:
�(x) := f(xn; x)g1n=1 .

Pro x 2 Bl2 máme pro ka¾dé n 2 N:
j(�(x))nj = j(xn; x)j � kxnk2kxk2 � 1 , tedyk�(x)k1 � 1 ,

odtud � 2 L(l2; l1).Zvolme nyní " > 0 a x 2 Sl2. Z hustoty existuje vybraná posloupnost tak, ¾e xnk k�k2�! x.Ze spojitosti skalárního souèinu existuje index n0 2 N tak ,¾e:
j(�(x))n0 � 1j = j(xn0 ; x)� (x; x)j < " ,
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tedy k�(x)k1 = 1.Je-li nyní 0 6= x 2 l2, pak dle pøedchozího je k�( xkxk2 )k1 = 1, tedy k�(x)k1 = kxk2.Tedy � je skuteènì lineární izometrie.Z Hahn-Banachovy vìty plyne dokonce, ¾e ka¾dý separabilní Banachùv prostor je izometricky-izomorfní podprostoru prostoru l1 ([HHZ96] Proposition 92).Koneènì uká¾eme, ¾e l1 lze izometricky-izomorfnì vnoøit do L1([0; 1]). De�nujme zob-razení 	 : l1 ! L1([0; 1]) pøedpisem:
	 : fxng1n=1 7�! "t 7! 1X

n=1 xn�An(t)
# ,

kde fAng1n=1 je disjunktní rozklad [0; 1] na mìøitelné mno¾iny kladné míry. Pro ka¾dé x 2 l1zøejmì platí:
kfxng1n=1k1 = 




 1X

n=1 xn�An(t)





1 ,

tedy 	 je skuteènì lineární izometrie.Platí té¾, ¾e l1 a L1([0; 1]) jsou izomorfní ([AK06] 4.3.10.).Uká¾eme, ¾e prostor l1 má Ljapunovovu vlastnost. Obecnìji ka¾dý Banachùv prostormající Schurovu vlastnost má Ljapunovovu vlastnost.Poznámka 6.6. Zmiòme, které dal¹í klasické Banachovy prostory mají Ljapunovovu vlast-nost.Kadets a Schechtman v roce 1993 ukázali pomocí pravdìpodobnostních metod (mar-tingalù), ¾e prostory lp pro p 6= 2 a prostor c0 mají Ljapunovovu vlastnost (viz. té¾ [Vl99],kde jsou té¾ jednodu¹¹í dùkazy pro l1 a c0 pocházející od Kadetse).De�nice 6.7. Øekneme, ¾e Banachùv prostor X má Schurovu vlastnost, jestli¾e v X jeka¾dá slabì konvergentní posloupnost té¾ silnì (normovì) konvergentní.Vìta 6.8 ( Schurovo lemma ). Prostor l1 má Schurovu vlastnost.Dùkaz. viz. napø. [Lu02] *3.2.Vìta 6.9. Jestli¾e Banachùv prostor X má Schurovu vlastnost, potom X má Ljapunovovuvlastnost.Dùkaz. Zvolme (
;S) mìøitelý prostor a neatomickou vektorovou míru � na (
;S) s hod-notami v X. Uká¾eme, ¾e je �(S) = �(S)w. Tím budeme hotovi, nebo» mno¾ina �(S)w jepodle Vìty 6.2 konvexní.Nejprve uka¾me, ¾e �(S)w je w-uzavøená. Podle Eberlein-©muljanovy vìty ([Lu02]16.12.) splývá pro slabou topologii kompaktnost a sekvenciální kompaktnost. Uvá¾íme-li navíc, ¾e X má Schurovu vlastnost, plyne odtud, ¾e v X splývají kompaktní a slabìkompaktní mno¾iny. Odtud plyne, ¾e mno¾ina �(S)w, která je w-kompaktní podle Dù-sledku 2.41, je té¾ kompaktní vzhledem k normové topologii prostoru X. Proto¾e �(S) �
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�(S)w, je �(S) té¾ kompaktní (jako uzavøená podmno¾ina kompaktu) a tedy tím spí¹ew-kompaktní, speciálnì w-uzavøená."�": To, ¾e platí �(S) � �(S)w, je zøejmé."�": Zøejmì je �(S) � �(S), a díky w-uzavøenosti �(S) té¾ �(S) � �(S)w.Uvedený dùkaz pochází ze [SS03] (Corollary 4.1.). Uveïme je¹tì jeden dùkaz Vìty 6.9pocházející od Kadetse ([Vl99] 1.4.14), který nepou¾ívá hlubokou Eberlein-©muljanovuvìtu.Lemma 6.10 ( Kadets, Popov ). Buï � vektorová míra na mìøitelném prostoru (
;S)s hodnotami v X. Jestli¾e pro ka¾dou mno¾inu A 2 S a ka¾dé " > 0 existuje mno¾inaB � A, B 2 S tak, ¾e 



�(B)� �(A)2




 < " ,

pak �(S) je konvexní. (srov. [Vl99] 1.4.5, [KP92] lemma 2)Dùkaz. Zvolme ex; ey 2 �(S) a � 2 (0; 1). Máme ukázat, ¾e �ex + (1 � �)ey 2 �(S). Staèíukázat platnost pøedchozího vztahu pro � = 12 , èili ¾e platí:ex+ ey2 2 �(S)(odtud se iterací dostane dokazované pro pøípad, ¾e � je dyadický zlomek z (0; 1) a odtudji¾ snadno plyne dokazované pro ka¾dé � 2 (0; 1) ).Zvolme " > 0. Existují x; y 2 �(S) tak, ¾e kx � exk < "2 a ky � eyk < "2 . Ní¾e uká¾eme,¾e existuje z 2 �(S) tak, ¾e 

x+y2 � z

 < "2 . Tím budeme hotovi, nebo» pak máme:



ex+ ey2 � z



 � 



ex� x2 + ey � y2




+ 


x+ y2 � z


 � 12 �"2 + "2�+ "2 = " .

Zbývá ukázat existenci z 2 �(S) aproximujícího x+y2 . Existují mno¾iny A;B 2 S tak,¾e x = �(A) a y = �(B). Podle pøedpokladu existují U1; U2 2 S, U1 � A n B, U2 � B n Atak, ¾e platí: 



�(U1)� 12�(A nB)




 < "4 , 



�(U2)� 12�(B n A)





 < "4 .
Nyní staèí polo¾it:z := �(W ) , kde W := U1 [ U2 [ (A \B) 2 S .Pak s vyu¾itím aditivity � máme:


x+ y2 � z


 = 



�(A) + �(B)2 � �(W )



 =

= 



12�(A nB) + 12�(B n A) + �(A \B)� [�(A \B) + �(U1) + �(U2)]



 �
� 



12�(A nB)� �(U1)



+ 



12�(B n A)� �(U2)



 < "4 + "4 = "2 .
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De�nice 6.11. Buï � nezáporná koneèná míra na mìøitelném prostoru (
;S), která jeneatomická. Buï A 2 S taková, ¾e �(A) > 0. Z Ljapunovovy Vìty 3.4 plyne existencemìøitelné mno¾iny A11 � A takové, ¾e �(A11) = �(A)2 . Polo¾íme-li A12 := A n A11, je�(A12) = �(A)2 . Nyní podobnì ka¾dou z mno¾in A11, A12 disjunktnì rozlo¾íme na dvì mì-øitelné podmno¾iny tak, aby ka¾dá z nich mìla míru �(A)4 atd. Dostaneme tak jistý "strompodmno¾in", jeho¾ úèelem je imitovat dyadické dìlení intervalu [0; 1], které le¾í v základuRademacherova systému funkcí (srov. [Di84] str.204). Situace je znázornìna na následují-cím schématu:
A� �A11 A12� � � �A21 A22 A23 A24= n = n = n = nV ka¾dém øádku schématu je disjunktní rozklad mno¾iny A. Spojnice znaèí, ¾e spodní mno-¾ina je podmno¾inou vrchní.De�nujme (zobecnìné) Rademacherovy funkce na mno¾inì A ("Rademacher-like" sys-tém na A). Pro n 2 N de�nujme rn : 
! R vztahem:

rn := 1p�(A)
2nX
i=1 (�1)i+1�Ani .

Buïte nyní n;m 2 N taková, ¾e m > n. Pak máme:Z

 rnrm d� = 1�(A) 2nX

j=1
j2m�nX

i=(j�1)2m�n+1(�1)j+1(�1)i+1�(Ami) =
= 1�(A) �(A)2m 2nX

j=1(�1)j+1 j2m�nX
i=(j�1)2m�n+1(�1)i+1 = 0 ,

nebo» pøi pevném j je ka¾dá suma pøes i nulová, proto¾e sèítáme sudý poèet èísel, z nich¾polovina je rovna 1 a polovina �1. Neformálnì øeèeno, rn je konstantní na ka¾dé "periodì"rm. Dále pro n 2 N platí:
krnk2 =sZ
 jrnj2 d� =

vuut 1�(A) 2nX
i=1 1 �(A)2n = p1 = 1 .

Tedy frng1n=1 je ortonormální systém v L2(�). Dále systém frng1n=1 je stejnì omezený,nebo» jrnj � 1.Zøejmì rn 2 L1(�) �= (L1(�))�.
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Dále doká¾eme tvrzení, které je jakousi obdobou známého Riemann-Lebesgueova lem-matu.
Tvrzení 6.12. Buïte frng1n=1 Rademacherovy funkce z De�nice 6.11. Pak platí:

rn w��! 0 , neboli rn �((L1)�;"L1)�! 0 .
(srov. [KS89] I.3.5.)

Dùkaz. Volme g 2 L1(�). Máme ukázat, ¾e rn(g) ! 0. Volme " > 0. Jednoduché funkce,které jsou díky koneènosti � prvky L2(�), jsou husté v L1(�) (viz. Tvrzení 9.1 ). Existujetedy eg 2 L2(�) tak, ¾e keg � gk1 < "2 . Proto¾e frng1n=1 je ortonormální soustava v L2(�) aeg 2 L2(�), platí pro Fourierovy koe�cienty:
(eg; rn)! 0

(to plyne z Besselovy nerovnosti ([Lu02] 1.32.), podle které platíP1n=1 j(eg; rn)j2 � kegk22, kde (�; �) znaèí skalární souèin v L2(�) ). Existuje tedy n0 2 N tak,¾e pro n � n0 je: j(eg; rn)j = ����Z
 rneg d�
���� < "2 .

Nyní pro n � n0 máme:
jrn(g)j = ����Z
 rng d�

���� = ����Z
 rn(g � eg) + rneg d�����
� ����Z
 rn(g � eg) d�

����+ ����Z
 rneg d�
����

� krnk1keg � gk1 + j(eg; rn)j < "2 + "2 < " .
Druhý dùkaz Vìty 6.9. Buï � vektorová míra na mìøitelném prostoru (
;S) s hodnotamiX, která je neatomická. Buï � nezáporná koneèná míra na (
;S) taková, ¾e � << � a ¾e� je té¾ neatomická (existuje podle Vìty 2.24).Volme A 2 S libovolnì. Uva¾me nejprve pøípad, ¾e �(A) > 0. Uva¾ujme frng1n=1Rademacherovy funkce na mno¾inì A. Pro n 2 N de�nujme fn : 
! R vztahem:

fn(x) := (1+rn(x)2 pro x 2 A ,0 pro x =2 A .
Pak podle Tvrzení 6.12 platí: fn w��! 12�A .
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Z Dùsledku 2.39 plyne: T (fn) w�! 12T (�A) ,kde T je operátor daný integrováním dle �. Proto¾e X má Schurovu vlastnost je té¾:
T (fn) k�kX�! 12T (�A) ,Z de�nice fn plyne, ¾e fn je charakteristická funkce jisté mìøitelné podmno¾iny An mno¾inyA, pro n 2 N lze tedy psát:

fn = �An , kde An � A; An 2 S .
Uvá¾íme-li, ¾e platí: T (�An) = �(An) , T (�A) = �(A) ,dostáváme: k�(An)� 12�(A)kX ! 0 .
Odtud snadno vidíme, ¾e jsou splnìny pøedpoklady lemmatu 6.10 (pøípad �(A) = 0, a tedy�(A) = 0 je triviální), tedy �(S) je konvexní.V [SS03] je uvedena následující nutná a postaèující podmínka k tomu, aby Banachùvprostor mìl Ljapunovovu vlastnost.
Vìta 6.13. Banachùv prostor X má Ljapunovovu vlastnost, právì kdy¾ uzávìr oboru hod-not ka¾dé neatomické vektorové míry s hodnotami v X je w-uzavøený.
Dùkaz. ")": Plyne ihned z faktu, ¾e pro konvexní mno¾iny splývá normový a slabý uzávìr( [Lu02] 16.2.)."(": Buï � neatomická vektorová míra na (
;S) s hodnotami X. Díky pøedpokladu,¾e �(S) je w-uzavøený, se snadno odvodí, ¾e �(S) = �(S)w (viz. (první) dùkaz Vìty 6.9) amno¾ina �(S)w je konvexní podle Vìty 6.2.
Poznámka 6.14. Byla té¾ studována konvexita uzávìru oboru hodnot v pøípadì, ¾e seuva¾ují pouze míry s omezenou variací. K tomu slou¾í následující de�nice z [SS03]: Ba-nachùv prostor X má slabou Ljapunovovu vlastnost, jestli¾e uzávìr oboru hodnot ka¾déneatomické vektorové míry s hodnotami v X s omezenou variací je konvexní.Postaèující podmínka pro to, aby prostor mìl slabou Ljapunovovu vlastnost je obsa¾enav následujícím výsledku z [Uh69] (viz. té¾ [DU77] IX.1.10, [KK75] V.6. theorem 2). BuïX Banachùv prostor, který má Radon-Nikodýmovu vlastnost (dále jen RNP, viz. [Lu02]22.5.). Pak uzávìr oboru hodnot ka¾dé neatomické vektorové míry s hodnotami v X somezenou variací je kompaktní a konvexní.
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Dùkaz. (podle [KK75] V.6.2.)Buï � neatomická vektorová míra na (
;S) s hodnotami X, která má omezenou vari-aci. Zøejmì platí � << j�j. Proto¾e X má RNP, existuje (z de�nice RNP) bochnerovskyintegrovatelná funkce f : 
! X taková, ¾e platí:
�(E) = (B)

Z
E f dj�j pro E 2 S ,

kde (B)R znaèí Bochnerùv integrál.Z de�nice bochnerovské integrovatelnosti funkce f existují jednoduché funkce fn : 
!X tak, ¾e: Z

kf � fnk dj�j ! 0 , n!1 .

Pro g 2 L1(
;S; j�j) � L1(j�j) a n 2 N de�nujme:
T (g) := (B)

Z

 gf dj�j ,Tn(g) := (B)
Z

 gfn dj�j .Operátory T; Tn : L1(j�j)! X jsou lineární. Dále platí:

kT (g)k = ����(B)
Z

 gf dj�j

���� � Z
kgfk dj�j =
Z

 jgj kfk dj�j � kgk1 Z
kfk dj�j .Proto¾e z bochnerovské integrovatelnosti f plyne R
kfk dj�j <1, jsou operátory T; Tn té¾omezené.Zvolme g 2 L1(j�j) tak, aby kgk1 � 1. Pak obdobnì jako vý¹e máme:

k(T � Tn)(g)k � � � � � kgk1 Z
kf � fnk dj�j � Z
kf � fnk dj�j .
Odtud kT � TnkL(L1(j�j);X) ! 0, n!1. Neboli Tn konvergují k T v operátorové normì.Proto¾e fn jsou jednoduché funkce, je obor hodnot ka¾dého Tn koneènì dimenzionální.Operátory Tn jsou tedy koneènì dimenzionální, a tedy kompaktní ([Lu02] 2.47.). Proto¾ekompaktní operátory tvoøí uzavøený podprostor prostoru spojitých lineárních operátorù([Lu02] 2.47.), je té¾ T kompaktní.Zøejmì platí:�(S) = f�(E) : E 2 Sg = fT (�E) : E 2 Sg = T (f�E : E 2 Sg) .Proto¾e mno¾ina f�E : E 2 Sg je omezená (jako podmno¾ina jednotkové koule v prostoruL1(j�j) ), je �(S) relativnì kompaktní (kompaktní operátor ze své de�nice zobrazuje ome-zené mno¾iny na relativnì kompaktní tj. na mno¾iny s kompaktním uzávìrem).Zbývá ovìøit konvexitu �(S). Uka¾me, ¾e �(S) = �(S)w a díky Vìtì 6.2 budeme hotovi."�": To, ¾e platí �(S) � �(S)w, je zøejmé."�": Zøejmì staèí ukázat, ¾e mno¾ina �(S) je w-uzavøená. Podle první èásti dùkazu je�(S) kompaktní, tedy je tím spí¹e w-kompaktní a tedy w-uzavøená.
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Mezi Banachovy prostory s RNP patøí napøíklad ka¾dý re
exivní prostor nebo ka¾dý se-parabilní prostor, který má preduál (tj. je duálem jistého Banachova prostoru) (viz. [Lu02]22.6.). Snadno èitelný dùkaz tìchto tvrzení (který nezahrnuje pøípad neseparabilních pro-storù, co¾ nebude pøi na¹í aplikaci vadit) lze nalést v [Ku] (kapitola Bochner integral,podkapitola Vector measures) nebo v [Ku98] (23.25, 23.26).Proto¾e prostory l2 a Lp([0; 1]) pro 1 < p <1 jsou re
exivní ([Lu02] 2.35.), mají RNPa podle pøedchozí vìty mají slabou Ljapunovovu vlastnost, aèkoli Ljapunovovu vlastnostnemají. Pokud jde o ostatní vý¹e diskutované klasické Banachovy prostory, je odpovìï naotázku, mají-li slabou Ljapunovovu vlastnost, stejná jako v pøípadì Ljapunovovy vlastnosti(Pøíklad 5.1 ihned dává, ¾e prostor L1([0; 1]) nemá slabou Ljapunovovu vlastnost. Proto¾eL1([0; 1]) je separabilní, nemají slabou Ljapunovovu vlastnost ani prostory C([0; 1]), l1,L1([0; 1]), nebo» L1([0; 1]) lze do nich (izometricky-)izomorfnì vnoøit (viz. poznámku 6.5).Naopak má-li prostor Ljapunovovu vlastnost, má zøejmì té¾ slabou Ljapunovovu vlastnost.).V [KP92] lze najít následující charakterizaci pomocí tzv. narrow operátorù: BanachùvprostorX má slabou Ljapunovovu vlastnost, právì kdy¾ ka¾dý operátor T 2 L(L1([0; 1]); X)je narrow, tj. jestli¾e pro ka¾dou mìøitelnou podmno¾inu A � [0; 1] a ka¾dé " > 0 existujef 2 L1([0; 1]) tak, ¾e f 2 = �A a kT (f)k < ".
7 Aplikace Ljapunovovy vìty
V této èásti aplikujeme klasickou Ljapunovovu vìtu na dùkaz faktu, ¾e ¾ádný koneènìdimenzionální podprostor prostoru L1(
;S; �), kde míra � je nezáporná, koneèná a nea-tomická, není Èeby¹evùv. Tento výsledek byl v této obecnosti poprvé dokázán v [Ph60](2.5.), kde je za autora oznaèen Henry Dye. Následující vìta je jen jiná forma Ljapunovovyvìty.
Vìta 7.1 ( "Bang-bang" princip ). Buï � koneènì dimenzionální neatomická vektorovámíra na mìøitelném prostoru (
;S). Buï � koneèná nezáporná míra na (
;S) taková, ¾e� << �. Pak platí:�Z


 f d� : f 2 L1(�); �1 � f(x) � 1 pro x 2 
� =
= �Z
 f d� : f 2 L1(�); f(x) 2 f�1; 1g pro x 2 
� .

Dùkaz. Ljapunovova Vìta 3.4 a Dùsledek 2.44 dávají:�Z

 f d� : f 2 L1(�); f(x) 2 f0; 1g pro x 2 
� = �(S) =

= conv�(S) = �Z
 f d� : f 2 L1(�); 0 � f(x) � 1 pro x 2 
� .
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Zbytek je pouze a�nní transformace pøedchozího:�Z

 2
�f � 12

� d� : f 2 L1(�); f(x) 2 f0; 1g pro x 2 
� =
= �Z
 2

�f � 12
� d� : f 2 L1(�); 0 � f(x) � 1 pro x 2 
� .

Tedy: �Z

 ef d� : ef 2 L1(�); ef(x) 2 f�1; 1g pro x 2 
� =

= �Z
 ef d� : ef 2 L1(�); �1 � ef(x) � 1 pro x 2 
� .
De�nice 7.2. Buï X normovaný lineární prostor a M � X jeho podmno¾ina. Pro x 2 Xde�nujme vzdálenost x od Mdist(x;M) := inffkx� yk : y 2Mg ,a mno¾inu nejlep¹ích aproximací prvku x z mno¾iny M:PM(x) := fm 2M : kx�mk = dist(x;M)g .Øekneme, ¾e M je proximinální, jestli¾e PM(x) 6= ? pro ka¾dé x 2 X, neboli existuje-lipro ka¾dý prvek x 2 X v M nejbli¾¹í prvek.Øekneme, ¾e M je Èeby¹evova, jestli¾e PM(x) je jednobodová pro ka¾dé x 2 X, neboliexistuje-li pro ka¾dý prvek x 2 X v M jediný nejbli¾¹í prvek (je-li M podprostor, øíká seté¾, ¾e M má Haarovu vlastnost ([Lu02] *2.10.) ).Platí, ¾e ka¾dý koneènì dimenzionální podprostor U normovaného lineárního prostoruje proximinální.Volíme-li toti¾ x 2 X, pak pøi hledání nejbli¾¹í aproximace x v U se staèí omezit naprùnik U s uzavøenou koulí B se støedem v x tak velkého polomìru, aby tento prùnik bylneprázdný (za polomìr B lze volit kx� vk, kde v je libovolný prvek z U). Proto¾e B \U jekompakt (jako uzavøená omezená podmno¾ina koneènì dimenzionálního prostoru) nabýváspojitá funkce y 7! kx�yk na B\U minima. Zajímavá je v tomto pøípadì tedy jen otázkajednoznaènosti nejlep¹í aproximace.Vìta 7.3. Buï � koneèná nezáporná neatomická míra na (
;S). Pak ¾ádný koneènì di-menzionální podprostor prosoru L1(
;S; �) není Èeby¹evùv. .(srov. [Pi89] 2.7.)Dùkaz. Buï U koneènì dimenzionální podprostor L1(
;S; �) � L1(�). Buï fu1; u2; : : : ; ungbáze U . Uva¾me koneènì dimenzionální vektorovou míru � na (
;S) s hodnotami v Rnde�novanou pro A 2 S vztahem:

�(A) := �ZA u1 d�;
Z
A u2 d�; � � � ;

Z
A unf d�

� .
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Není tì¾ké ovìøit z de�nice, ¾e z neatomiènosti � plyne neatomiènost �. Proto¾e zøejmìplatí: Z

 0 d� = �Z
 0u1 d�;

Z

 0u2 d�; � � � ;

Z

 0unf d�

� = 0 ,
existuje podle "Bang-bang" principu (Vìta 7.1) h 2 L1(�), jh(x)j = 1 pro x 2 
 tak, ¾e:Z


 h d� = �Z
 hu1 d�;
Z

 hu2 d�; � � � ;

Z

 hunf d�

� = 0 .
Odtud dostáváme: Z


 hu d� = 0 pro v¹echny u 2 U .
Zvolme 0 6= u� 2 U a polo¾me:

f := hju�j 2 L1(�) .
Pro ka¾dé � 2 R, j�j � 1 platí:

h(f � �u�) = h(hju�j � �u�) = h2ju�j � h�u� = ju�j � h�u� � 0 ,
nebo» jh�j � 1. Zvolme nyní u 2 U . Díky pøedchozímu platí:

kf � �u�k1 = Z
 jf � �u�j d� = Z
 jhj jf � �u�j d� = Z
 h(f � �u�) d� =
= Z
 h f d��

Z

 h�u� d�| {z }=0

= Z
 h f d� = Z
 h f d��
Z

 hu d�| {z }=0

=
= Z
 h(f � u) d� � Z
 jh(f � u)j d� = Z
 jhj j(f � u)j d� =
= Z
 j(f � u)j d� = kf � uk1 ,

tedy ka¾dý prvek �u� pro � 2 [�1; 1] je nejlep¹í aproximace prvku f z podprostoru U .Poznámka 7.4. Zmiòme se velmi struènì o významu "Bang-bang" principu pro "controltheory". Uva¾ujme dynamický systém (tzv. "control" systém) popsaný soustavou lineárníchobyèejných diferenciálních rovnic:
_x(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) pro s.v. t 2 [0; T ] , x(0) = 0 ,

kde øe¹ení x : [0; T ] ! Rn je z tøídy absolutnì spojitých funkcí, u : [0; T ] ! Rm je "kont-rola" (viz. ní¾e) a A : [0; T ] ! Rn�n, B : [0; T ] ! Rn�m jsou (po slo¾kách) integrovatelnématicové funkce. Vektor x(t) 2 Rn pøedstavuje "stav" systému v èase t. Vektor u(t) 2 Rmpøedstavuje "kontrolu", kterou lze v ka¾dém èase volit libovolnì z jistého omezeného n-rozmìrného intervalu za úèelem ovlivnit stav systému. Konkrétnì pøedpokládáme, ¾e proka¾dou slo¾ku u platí, ¾e ui je mìøitelná a juij � 1.
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Uva¾ujme nyní mno¾inu v¹ech mo¾ných stavù, kam systém mù¾e v èase T dospìt,pou¾ijeme-li v¹echny "pøípustné" kontroly (tzv. "reachable set" nebo "attainable set")."Bang-bang" princip v tomto pøípadì tvrdí, ¾e tato mno¾ina je stejná jako mno¾ina, kteroubychom dostali, pokud bychom za "pøípustné" pova¾ovali pouze kontroly, pro jejich¾ slo¾kyplatí juij = 1 (tj. takové, kdy v ka¾dý èas pou¾íváme "plnou sílu" (kladnou èi zápornou),tzv. "Bang-bang" kontroly).Uva¾ujeme-li speciální pøípad, kdy n = m, A(t) = 0,
B(t) =

0B@b1(t) 0 � � � 00 b2(t) � � � 0
0 � � � 0 bn(t)

1CA, ui(t) = u(t) pro i = 1; 2; : : : ; n (skalární kontrola), do-
stáváme pro stav systému v èase T :

x(T ) = �Z T
0 u(t) b1(t) dt;Z T

0 u(t) b2(t) dt; � � � ;Z T
0 u(t) bn(t) dt� ,

a vý¹e uvedený "Bang-bang" princip plyne snadno z Vìty 7.1. Obecný pøípad, který se zespeciálního získá s jistou dávkou techniky, je zpracován zejm. v monogra�i [HL69], viz.té¾ [Ho75](II.15.12).Zobecnìní Ljapunovovy vìty do nekoneèné dimenze (viz. Vìtu 3.1 (Knowles)) umo¾òujezobecòovat "Bang-bang" princip na systémy øízené parciálními diferenciálními rovnicemi- viz. [KK75].Pro nelineární systémy obecnì "Bang-bang" princip neplatí. Pøíkladem je následující"control" systém ([NS98]):
_x(t) = 1� y(t)2_y(t) = u(t) ,

kde poèáteèní stav je (x(0); y(0)) = (0; 0) a skalární kontrola u(t) nabývá hodnoty z inter-valu [�1; 1].Zvolíme-li u(t) := 0 pro t 2 [0; 1], dostáváme øe¹ení (x(t); y(t)) = (t; 0) pro t 2 [0; 1].Tedy pomocí této kontroly se systém v èase t = 1 dostane ze stavu (0; 0) do stavu (1; 0).Je-li nyní (x(t); y(t)) libovolné øe¹ení, takové, ¾e (x(1); y(1)) = (1; 0), pak máme:
1 = x(1)� x(0) = Z 1

0 _x(t) dt = Z 1
0 �1� y(t)2� dt � 1� 0 = 1 ,

tedy nerovnost je nutnì rovností, co¾ platí pouze v pøípadì, ¾e y(t) � 0, odkud plyneu(t) � 0. Tedy jediná kontrola, která umo¾òuje pøesunout stav (0; 0) do (1; 0), je kontrolau(t) � 0, která není "Bang-bang"."Bang-bang" princip v uvedené formì nezaruèuje, ¾e "Bang-bang" kontrola nebude mítnekoneènì mnoho skokù, co¾ není pøíznívé z hlediska praktické realizovatelnosti. Zesílení"Bang-bang" principu v tomto smìru lze dosáhnout za pøedpokladu, ¾e matice A(t), B(t)jsou (po èástech) reálnì analytické (viz. [NS98] - pøehledný èlánek o tomto tématu). Beztìchto zesílených pøedpokladù na A(t), B(t) lze dokázat alespoò hustotu stavù dosa¾itelných
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pomocí "Bang-bang" kontrol s koneènì mnoha skoky v mno¾inì stavù dosa¾itelných obecnoumìøitelnou omezenou kontrolou.
Poznámka 7.5. Obsáhlý seznam literatury s anotacemi o oboru hodnot vektorové míry aaplikacích na problémy spravedlivého dìlení ("fair division" èi "cake cutting") asi do roku1996 lze nalést na stránkách [Hi].
8 Jiné dùkazy Ljapunovovy vìty a nìkteré poznámky
Za nejelegantnìj¹í dùkaz Ljapunovovy vìty bývá pova¾ován Lindenstraussùv dùkaz z [Li66],jeho¾ jádrem je aplikace Krejn-Milmanovy vìty (viz. té¾ napø. [Ru73], kde je uvedena mo-di�kovaná verze nepou¾ívající indukci). Relativní struènost dùkazu je vyvá¾ena pou¾itímpokroèilých vìt funkcionální analýzy. Bylo publikováno mnoho jiných dùkazù Ljapunovovyvìty. Pøed tím, ne¾ se o nìkterých z nich struènì zmíníme, uveïme dùkaz nejjednodu¹¹íverze Ljapunovovy vìty pro 1-dimenzionální nezápornou koneènou míru, který pou¾íváZornovo lemma.
Tvrzení 8.1 ( "Darbouxova vlastnost" neatomické míry ). Buï � koneèná nezá-porná neatomická míra na (
;S). Pak �(S) = [0; �(
)]. (srov. [Ol90])
Dùkaz. Volme 0 < � < �(
). Máme ukázat, ¾e existuje B 2 S tak, ¾e �(B) = �. Zaveïmenásledující podsystém mìøitelných mno¾in:

S� := fA 2 S : �(A) � �g .
Zøejmì S� 6= ?, nebo» 
 2 S�. De�nujme na S� èásteèné uspoøádání pomocí "inkluze�-s.v." takto: A1 � A2 , pokud �(A1 n A2) = 0 .Zvolme fA�g�2� øetìzec v S�. Polo¾me:

� := inf f�(A� ) : � 2 �g � � .
Z de�nice in�ma existuje spoèetný podøetìzec indexovaný pomocí mno¾iny �0 = f�n : n 2Ng � � tak, ¾e: � = inf f�(A� ) : � 2 �0g(indexy �n volme napøíklad tak, aby �(A�n) < � + 1n ). Polo¾me:

A0 := \
�2�0A� 2 S .

Zøejmì A0 � A� pro v¹echna � 2 �. Spojitost míry dává �(A0) � �, tedy A0 2 S�. Ovìøilijsme, ¾e A0 je dolní závorou øetìzce fA�g�2� v S�. Podle Zornova lemmatu existuje v S�minimální prvek B. Tvrdíme, ¾e je nutnì �(B) = � (Nech» pro spor �(B) > �. Proto¾e
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� je neatomická, obsahuje ka¾dá mno¾ina kladné míry mìøitelnou podmno¾inu libovolnìmalé kladné míry. Existuje tedy A � B, A 2 S tak, ¾e:
0 < �(A) < �(B)� �2 .

Potom v¹ak máme:
�(B n A) = �(B)� �(A) > �(B)� �(B)� �2 = �(B) + �2 > � ,

tedy B n A 2 S� a zároveò �(B n A) < �(B), z èeho¾ ji¾ ihned plyne spor s minimalitouB ).
Poznámka 8.2. Návod na dùkaz pøedchozího tvrzení bez pou¾ití Zornova lemmatu (axiomuvýbìru) lze nalést v [LM02] 2.15.

V èlánku [Ar90] (viz. té¾ [Ol90]) je Zornovo lemma pou¾ito té¾ k dùkazu Ljapunovovyvìty v její plné obecnosti. Naznaème pouze hlavní my¹lenku. Nech» � = (�1; �2; : : : ; �n) :S ! Rn je neatomická koneènì dimenzionální vektorová míra na mìøitelném prostoru(
;S). Máme dokázat, ¾e �(S) = conv�(S), zejména netriviální inkluzi �(S) � conv�(S).Zvolme x 2 conv�(S). Máme najít D 2 S tak, aby �(D) = x. Pro A 2 S oznaèmeSA := fB 2 S : B � Ag restrikci �-algebry S na mno¾inu A. Zaveïme následujícípodsystém mìøitelných mno¾in:
Sx := fA 2 S : x 2 conv�(SA) g .

Zøejmì Sx 6= ?, nebo» 
 2 Sx. Pomocí Zornova lemmatu lze nyní dokázat, ¾e Sx obsa-huje minimální prvek D vzhledem k èásteènému uspoøádání "inkluzí j�j-s.v." (uspoøádáníje de�nováno tak, ¾e A1 � A2, pokud j�j(A1 n A2) = 0). Druhým krokem dùkazu jepotom ovìøení, ¾e je nutnì �(D) = x. V dùkazu se pou¾ívá "pouze" teorie míry (Radon-Nikodýmova vìta) a konvexní geometrie v Rn (existence opìrné nadroviny v bodì hranicekonvexní mno¾iny v Rn apod.). Dùkaz patøí k relativnì krat¹ím.Ljapunovovu vìtu lze dokázat bez Zornova lemmatu èi jiné formy axiomu výbìru (dùkazuvedený v této práci u¾ívá axiom výbìru, nebo» vyu¾ívá Hahn-Banachovu vìtu (resp.duální vyjádøení normy v dùkazu Vìty 2.24) a Krejn-Milmanovu vìtu, které se dokazujípomocí Zornova lemmatu). Takovým pøíkladem je dùkaz podaný v [Ta90]. Tento dùkaztaké nepou¾ívá ¾ádný z nástrojù funkcionální analýzy, nýbr¾ zùstává na poli teorie míry(Radon-Nikodýmova vìta) a konvexní geometrie v Rn. Je zalo¾en na Shapley-Folkmanovìvìtì, co¾ je vìta z konvexní geometrie blízce pøíbuzná známé Caratheodoryho vìtì (jejíelementární dùkaz viz. [Zh93]).
Na závìr pøipojme dvì s tématem volnìji související poznámky.
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Poznámka 8.3. Tato poznámka se týká mìr, které nejsou neatomické. Uva¾me následujícípøíklad. De�nujme (pravdìpodobnostní) míru na borelovských podmno¾inách intervalu [0; 1]pøedpisem: � := 1X
n=1 12n " 12n ,

kde " 12n je Dirakova míra v bodì 12n . Pak � je dokonce èistì atomická ( v tom smyslu,¾e ka¾dá mno¾ina f 12ng je �-atomem a � �[0; 1] nS1n=1 � 12n	� = 0 ). Pøitom v¹ak oborhodnot � je celý interval [0; 1], tedy kompaktní a konvexní mno¾ina v Rn. Zvolíme-li toti¾x 2 [0; 1], pak staèí sjednotit ty body, které "odpovídají" dyadickému rozvoji x, abychomdostali mno¾inu, na ní¾ má � hodnotu x. Pro "mnohé" podmno¾iny A � [0; 1] v¹ak platí,¾e restrikce � na A nemá konvexní obor hodnot (napø. je-li A nìkterý z �-atomù, je oborhodnot � j�A dvoubodová mno¾ina).V pøípadì koneènì dimenzionálních vektorových mìr (ne nutnì neatomických) byly od-vozeny jisté nutné a zároveò postaèující podmínky konvexity oboru hodnot (viz. napø. [MR96],[Dv94]). V obecném pøípadì v¹ak takové podmínky zøejmì nejsou známy.
Poznámka 8.4. Tato poznámka se týká následujícího pozorování (viz. napø. [KK75] VII.3.Lemma1, èi [Bo69] str.323 ). Obor hodnot vektorové míry � na mìøitelném prostoru (
;S) je støe-dovì symetrická mno¾ina.Skuteènì, zvolíme-li A 2 S, pak platí:

�(A) + �(Ac)2 = �(
)2 ,
tedy bod �(
)2 je støedem symetrie mno¾iny �(S).Platí (Bolker, [Bo69]), ¾e mno¾ina 0 2 K � Rn je uzavøeným konvexním obalem oboruhodnot nìjaké vektorové míry (co¾ platí, právì kdy¾ K je oborem hodnot nìjaké neatomickévektorové míry ([KK75] VII.1.) ) , právì kdy¾ K je zonoid, tj. uzavøená konvexní støedovìsymetrická mno¾ina libovolnì pøesnì aproximovatelná v Hausdor�ovì metrice zonotopem,pøièem¾ zonotop je Minkowského souèet koneèného poètu úseèek (pøipomeòme, ¾e dvì ne-prázdné kompaktní mno¾iny v Rn mají Hausdor�ovu vzdálenost men¹í nebo rovnu ne¾ ",právì kdy¾ jedna le¾í v eulidovském "-okolí druhé a naopak). Napøíklad krychle nebo koule(obsahující 0) v R3 jsou oborem hodnot vektorové míry, ale pravidelný osmistìn nikoli(platí toti¾, ¾e ka¾dá hrana zonoidu je té¾ zonoid, speciálnì støedovì symetrická mno¾ina,co¾ pravidelný osmistìn, jeho¾ nìkteré hrany mají tvar trojúhelníku, nesplòuje), v R2 jeka¾dá uzavøená konvexní støedovì symetrická mno¾ina obsahující 0 oborem hodnot vekto-rové míry (viz. napø. [Bo71]).Charakterizace mno¾in v Banachových prostorech, které jsou oborem hodnot nìjaké vek-torové míry je slo¾itý problém ([DU77] str.275, kde je pøehled nìkterých výsledkù).
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9 Dodatek: Duál k L1
Tento dodatek obsahuje dùkaz vìty o reprezentaci spojitých lineárních funkcionálù naprostoru L1(
;S; �), v pøípadì, ¾e míra � je koneèná.
Tvrzení 9.1 ( hustota jednoduchých funkcí v L1 ). Buï � koneèná nezáporná mírana mìøitelném prostoru (
;S). Nech» f : 
 ! R je S-mìøitelná funkce. Pak existujísn : 
 ! R jednoduché funkce tak, ¾e sn ! f na 
 a zároveò jsnj � jf j pro ka¾dé n 2 N(dokonce jsnj % jf j ). Je-li navíc f 2 L1(
;S; �), pak sn k�k1�! f .
Dùkaz. Základ konstrukce je stejný jako v dùkazu Tvrzení 2.34.(a) Buï nejprve f navíc nezáporná. Pou¾ijeme obvyklou konstrukci (viz. napø. [LM02]3.9.) k sestrojení pospoupnosti fsng nezáporných jednoduchých funkcí takových, ¾e sn % f .(b) V obecném pøípadì pou¾ijeme rozklad f = f+ � f� a na ka¾dou z nezápornýchfunkcí f+; f� aplikujeme bod (a). Získáme tak posloupnosti s+n a s�n takové, ¾e s+n % f+ as�n % f�. Funkce sn := s+n � s�n jsou zøejmì jednoduché a platí:

jsnj = ��s+n � s�n �� = s+n + s�n % f+ + f� = jf j .
Dále platí: jsn � f j � jsnj+ jf j � 2jf j .Pro dùkaz posledního tvrzení staèí tedy pou¾ít Lebesgueovu vìtu s konvergentní majoran-tou 2jf j.
Vìta 9.2 (�L1�� �= L

1 ). Buï � koneèná nezáporná míra na mìøitelném prostoru (
;S)a buï ' 2 (L1(
;S; �))�. Pak existuje právì jedno g 2 L1(
;S; �) tak, ¾e platí:
'(f) = Z
 fg d� , pro v¹echny f 2 L1(
;S; �)

a k'k = kgk1. (srov. [Ru03] 6.12, [Co90] appendix B)
Dùkaz. Pro struènost pi¹me dále L1(
;S; �) � L1 a L1(
;S; �) � L1.jednoznaènost : Nech» existují g1; g2 2 L1 splòující tvrzení vìty. Proto¾e �(
) < 1(koneènost míry), je �E 2 L1 pro ka¾dou E 2 S. Máme tedy:Z


 �Eg1 d� = Z
 �Eg2 d� , pro v¹echny E 2 S ,
èili: Z

E(g1 � g2) d� = 0 , pro v¹echny E 2 S ,
odtud plyne ( [LM02] 8.17.): g1 � g2 = 0 �-s.v. .
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existence: Pro E 2 S de�nujme:
�(E) := '(�E) .Uká¾eme, ¾e � je koneèná znaménková míra na (
;S).Z linearity ' a faktu, ¾e �A[B = �A+�B pro disjunktní A;B � 
 plyne, ¾e � je koneènìaditivní reálná mno¾inová funkce na S. Platí �(?) = '(�?) = '(0) = 0. Ovìøme, ¾e � je�-aditivní. Volme fAig1i=1 posloupnost po dvou disjunktních mno¾in z S . Pak platí:

�SNi=1 Ai k�k1�! �S1i=1 Ai .To plyne ze spojitosti míry takto:


�S1i=1 Ai � �SNi=1 Ai


1 =
Z


����S1i=N+1 Ai��� d� =

= Z
 �S1i=N+1 Ai d� =
= � 1[

i=N+1Ai! �! 0 ; N !1 ,
nebo» S1i=N+1Ai & ? a � je na S koneèná. Nyní staèí pou¾ít linearitu a spojitost ':1X

i=1 �(Ai) = 1X
i=1 '(�Ai) = limN!1 NX

i=1 '(�Ai) =
= limN!1'��SNi=1 Ai� = ' ��S1i=1 Ai� = � 1[

i=1Ai! .
Uka¾me, ¾e � << �, tj. ¾e � je absolutnì spojitá vzhledem k �. Volme E 2 S tak,aby �(E) = 0. Pak k�Ek1 = R
 �E d� = �(E) = 0, tedy �E = 0 (jako prvek L1), a tedy�(E) = '(�E) = '(0) = 0.Podle Radon-Nikodýmovy vìty (verze pro � koneènou nezápornou, � koneènou zna-ménkovou, � << �) existuje g 2 L1 tak, ¾e pro v¹echny E 2 S platí:

'(�E) = �(E) = ZE g d� = Z
 �Eg d� . (1)
Tím dostáváme platnost dokazovaného vztahu pro charakteristické funkce mìøitelnýchmno¾in a z linearity ' a linearity integrálu té¾ pro v¹echny jednoduché funkce (lineárníkombinace charakteristických) s : 
! R:

'(s) = Z
 s g d� . (2)
Roz¹iøme nejprve platnost dokazovaného vztahu z jednoduchých funkcí na funkce f 2L1 � L1 (poslední inkluze platí díky koneènosti míry �). Zvolme tedy f 2 L1. Proto¾e
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f je mìøitelná (jako èlen L1 èi L1), existuje podle Tvrzení 9.1 posloupnost jednoduchýchmìøitelných funkcí sn ! f taková, ¾e jsnj � jf j a proto¾e f 2 L1, platí té¾ sn k�k1�! f .Uka¾me, ¾e platí R
 sn g d� �! R
 f g d�. Zøejmì platí sng � fg ! 0. Nyní staèí pou¾ítLebesgueovu vìtu s konvergentní majorantou 2kfk1jgj, nebo» platí:
jsng � fgj = jsn � f jjgj � (jsnj+ jf j)jgj � 2kfk1jgj .

Ve vztahu (2) aplikovaném na sn lze tedy pøejít na obou stranách k limitám, pøièem¾ vlevopou¾ijeme spojitost '. Dostáváme:
'(f) = Z
 f g d� , pro v¹echny f 2 L1 . (3)

Nyní uká¾eme, ¾e je kgk1 � k'k, tedy speciálnì g 2 L1. Zvolme " > 0. De�nujmenásledující mìøitelnou mno¾inu:
H" := fx 2 
 : jg(x)j > k'k+ "g .

Uká¾eme, ¾e �(H") = 0. Polo¾me f := �H" sign g 2 L1. Pak platí:����Z
 f g d�
���� = ����Z
 �H" sign g g d����� = ZH" jgj d� � (k'k+ ")�(H") .

Zároveò v¹ak s vyu¾itím (3) máme:����Z
 f g d�
���� = j'(f)j � k'kkfk1 = k'kZ
 j�H" sign gj d� =

= k'kZ
 �H" d� = k'k�(H") .
Celkem dostáváme: (k'k+ ")�(H") � k'k�(H") .Odtud nutnì plyne, ¾e �(H") = 0. Proto¾e H" % fx 2 
 : jg(x)j > k'kg, je ze spojitostimíry té¾ �(fx 2 
 : jg(x)j > k'kg) = 0, a tedy z de�nice esenciálního suprema je

kgk1 � k'k (�)
( kgk1 := inff� > 0 : �(fx 2 
 : jg(x)j > �g) = 0 g ).Nyní lze ukázat, ¾e zobrazení f 7! R
 f g d� je spojitý lineární funkcionál na L1. Linea-rita je zøejmá. Spojitost plyne z následujícího:����Z
 f g d�

���� � Z
 jf j jgj d� � kgk1 Z
 jf j d� = kgk1kfk1 .
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Proto¾e jednoduché funkce jsou husté v L1 (Tvrzení 9.1), plyne z platnosti (2) a zezji¹tìní, ¾e na obou stranách dokazovaného tvrzení jsou spojité funkce (funkcionály) naL1, po¾adovaný závìr:
'(f) = Z
 f g d� , pro v¹echny f 2 L1 . (4)

Z (4) plyne pro f 2 L1, kfk1 � 1 odhad:
j'(f)j � � � � � kgk1kfk1 � kgk1 ,

tedy k'k � kgk1 . (��)Vztahy (�), (��) dávají konìènì zbytek tvrzení:
k'k = kgk1 .
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