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1 Uvod

Ljapunovova véta (the Lyapunov convexity theorem) k4, Ze obor hodnot neatomické
kone¢né dimenzionalni vektorové miry je konvexni a kompaktni. Tento klasicky vysledek
o vektorovych mirach dokazal poprvé rusky matematik A. A. Ljapunov roku 1940. Sama
Ljapunovova véta je matematicky pozoruhodnd a existuje téz mnoho jejich aplikaci. Jsou
také neustale publikovany nové ¢i modifikované dikazy této véty. Taktéz byla studovana
vSemozna zobecnéni ¢i modifikace této véty.

Tato prace se zabyva predevsim zobecnénimi za situace, kdy hodnoty uvazované vek-
torové miry lezi v Banachové prostoru obecné nekonec¢né dimenze. Od pocatku jsou znadmy
protiptiklady ukazujici, Ze za takové situace Ljapunovova véta ve své originalni formulaci
obecné neplati. V monografii [DU77] (str.265) se ziejmé poprvé objevuje tvrzeni, ze ko-
nec¢né dimenzionalni prostory jsou platnosti Ljapunovovy véty dokonce charakterizovany.
Presnéji feceno, plati, ze Banachiv prostor X je konecné dimenzionalni, pravé kdyz obor
hodnot kazdé neatomické vektorové miry s hodnotami v X je konvexni. Tato prace ob-
sahuje dva zjednodusené a podrobné provedené diikazy tohoto faktu. Pfitom je pouzita
myslenka pochéazejici z [KP92] (str.1193).

V nasledujici kapitole jsou odvozena nékterd fakta o vektorovych mirdch s hodnotami
v Banachovych prostorech, kterd budou v dalsi kapitole potieba k ditkazu Knowlesova
zobecnéni Ljapunovovy véty do nekonecné dimenze. Jde zejména o to, ze kazdou vektorovou
miru lze "kontrolovat” pomoci oby¢ejné skalarni koneéné nezaporné miry (Bartle-Dunford-
Schwartz theorem).

2 Vektorové miry

Uvedme definici zobecnujici bézné ”skalarni” miry.

Definice 2.1. Bud X redlnyj Banachiv prostor, Q@ mnoZina (zcela abstrakini) a S o-algebra
jgistych podmnoZin ). Pak p je vektorovd mira na méfitelném prostoru (€2, S) s hodnotami
v X jestlize plati:

(1) pu:8— X,

(2) w@)=0,

(8)  pro kaZdou posloupnost { A} | po dvou disjunkinich mnoZin z S je

o 0
u(U An> = Z w(Ay) v normové topologii prostoru X, tj.
n=1 n=1

— 0, N—=>x.

> (A - u(U An> ‘

n=1

Poznamka 2.2. Jde tedy o zobecnéni miry (spocetné aditivni) s hodnotami v R v tom
smyslu, Ze hodnoty lezi v abstrakinim Banachove prostoru X. Pod "vektory” jsou mineny
proky X. Proky 8 jsou nazyvdny meéritelné mnoziny.



Definice 2.3. Vektorovd mira p na méritelném prostoru (2, S) s hodnotami v X se nazgvd
neatomické jestlize pro kaZdou mnoZinu A € S, pro kterou u(A) # 0, existuje mnoZina
B C A, B €S tak, zZe u(B) # 0 a zdroven u(A) # u(B).

Mnozina A € S je atom (presnéji p-atom), jestlize p(A) # 0 a zdroven pro kaZdou
BC A, Be S jeu(B) =0 nebo u(B) = p(A).

Mira i je tedy neatomickd, pokud S neobsahuje Zadné atomy.

Tvrzeni 2.4 (”spojitost miry”). Budte 0, S, u, X jako v Definici 2.1. Je-li {A,}5,
monotonni posloupnost meritelngch mnozin, pak plati:

Jelli AL C Ay C oo, pak lim p(A (UA) ;

aje-li. Ay D Ay D -+, pak hmu (ﬂA)

Diikaz. Dikaz probihd analogicky jako v pfipadé obycejné (konecné) miry.
Méjme nejprve rostouci posloupnost méfitelnych mnozin Ay C Ay C -+ -. Je-li {D,}2,
zdisjunktnéni, tj. Dy := Ay, Dy := Ay \ Ay, D3 := A3\ A, atd., je diky o-aditivite:

lim p(A,) = lim Y u(Dy) =) w(Dy) = p (U Dn> =p (U An> .

Méjme nyni klesajici posloupnost méfitelnych mnozin A; D Ay O ---. Pak B, := A1\ A,
je rostouci posloupnost. Tedy podle prvni ¢asti a s pouzitim de Morganovych pravidel
mame:

pu(Ar) —lim pi(An) = lim [;u(Ay) — p(Ap)] = lim p(B (U B )

=u (TQAl\An> =4 (Al\ﬂAn) = u(A1) = (ﬁ An) -

n=1

Odtud lim p(A4,) = p(No, An)-
[

mozno mluvi mnozin malé” miry, zavedme nasledujici mnoZinovou
Aby bylo mozno mluvit o ozinach "malé” , zaved
funkeci.

Definice 2.5. Pri znaceni z Definice 2.1 definujme pro E € § mnoZinovou funkci:

p(E) = sup{|lm(A)|: AeS,ACE} .



Ziejmé i je nezapornd a monotonni. Ukazme, Ze u je téZ subaditivni. Zvolme Ay, Ay € S.
Polozme A == Ay U Ay a zvolme B € S, B C A. Pak B = (A1 NB)U((A2\ A1) N B).
Odtud mame:

(B[] < |p(An B)|| + [|n((A2\ A1) N B)|| <
<p(AinB) + p((A2\ A1) N B) < p(Ar) + a(As)

a tedy téZ ji(A) < p(Ar) + f(As).
Rekneme, Ze A € S je p-omezend jestlize i(A) < oo.

Vektorové miry maji nasledujici vlastnost, kterd je neocekavana uz v pripadé komplexni
miry (srov. [Ru03], str.136).

Véta 2.6 ( omezenost oboru hodnot vektorové miry ). Budte Q,S,pu, X jako v
Definici 2.1. Pak () < oc. (srov. [DUTT] 1.1.19, [Go65] 2.6.)

Diikaz. Jestlize tvrzeni neplati, jisté existuje méfitelnd E C Q tak, Ze u(FE) = co. Zvolme
K € N tak velké, aby K > 2||u(FE)||. Z definice suprema existuje £y € S, Fy C E tak, ze
|(EL)|| > K. Nyni je E = F1UFE,, kde F; = E'\ B} € S. Protoze u(E) = u(Ey) 4+ u(Ey)
mame

[L(ED] = |W(E) — p(E2)l| < [ E)| + l(E2)]l

tedy
[(E) | = [|n(ED)|| = [|n(B)| = K — K/2 = K/2.

Déle ziejmé alespon jedna z mnozin I, F5 je u-neomezend, tj. plati alesponn jeden ze
vztahl f(E)) = oo, i(Es) = oo. Dokazali jsme, ze kazdd p-neomezend mnozina obsahuje
p-neomezenou mnozinu libovolné velké miry. Proto lze najit klesajici posloupnost £, € S
tak, ze:

(B[] >n . (%)

Ze spojitosti miry (Tvrzeni 2.4) plyne, Ze lim pu(E,) existuje a je konecna. Ze spojitosti
normy existuje tedy téz konecna lim||p(E,)||. Spor s (x). O

Poznamka 2.7. Ve Véte 2.6 je predpoklad o-aditivity podstatny, pouhd konecnd aditivita
obecné nestaci (protipriklad viz. [Go65] 2.7.).

Definice 2.8. Uvazujme opét znaceni z Definice 2.1. Podobné jako v pripadech X = R ¢i
X = C zavedme dalsi mnoZinovou funkei |u| s ndzvem totélni variace vektorové miry p.
Pro kaZdou mnozinu A € S definujme:

M
|| (A) := sup {Z (AR - {Ax}il, konecng méritelny rozklad mnoZiny A } ,
k=1

kde {Ak}ﬁil je konecnyj meéritelny rozklad mnoziny A, tj. M € N, in:l Ap = A, A44,NA =2
prok #1 a A € S.
Totdlni variace || je zrejmé nezdapornd a monotonni.
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V ptipadech redlné (rozumi se kone¢né) ¢i komplexni miry plati, jak ukdzeme ve Vété 2.13,
ze |p](€) < oo. Naproti tomu nésledujici ptiklad ukazuje, ze v piipadé obecné vektorové
miry mize byt |p|(Q2) = co.

Piiklad 2.9 ( vektorova mira s neomezenou variaci ([Co80] str.357, cvi¢.5b, [LM02]
41.6.)). Polozme Q :=N, § := expN a X := [®. Pro E C N definujme p(E) := {x,}°°,,

kde
1/n pro nekE,
Xy 1=
0 pro n ¢ E .

Pak zreymé p je vektorovd mira na (N,expN) s hodnotami v (?. Je-li N € N, mdme:

l(N) > > lle({nD)lls + (N +1,N +2,.. Pl > D lu({n})]: =
:ZWZZl/TL—)O@,N%O@.

Tedy |p|(N) = oo.

Poznamka 2.10. Plati, Ze dokonce pro kazdy X Banachiv prostor nekonecné dimenze
existuje vektorova mira s hodnotami v X, ktera nemd omezenou variaci. To plyne snadno
z hluboké Dvoretzky-Rogersovy véty ([Lu02] *10.4.), podle které v kazdém Banachové pro-
storu nekonecné dimenze ezistuje bezpodminecné konvergentni fada (tj. konvergentni po
kazdém prerovndni), kterd neni absolutné konvergenini. Bud Y " x, takovd Fada (jeji
soucet mnezavisi na prerovnant - viz. [Lu02] 8.12.). Pro A C N definujme:

u(A) = an .

Pak p je zrejmé vektorovd mira na (N,expN) s hodnotami v X, kterd (ziejmé) nemd
omezenou variaci (srov. [DUT7] str.32).

Definice 2.11. Rekneme,Ze vektorovd mira u md omezenou variaci, jestlize |p|(Q2) < oo.

Véta 2.12 ( |u| je mira ). Budte Q,8,u, X jako v Definici 2.1, pricemz necht p md
omezenou variaci. Pak |p| je nezdpornd koneénd mira na S. (srov. [DUT7] 1.1.9)

Diikaz. Jde o to ovérit o-aditivitu |ul.
Zvolme nejprve A, B € S tak, aby AN B = @. Budte {4}, {By}Y | méfitelné
rozklady mnozin A, B. Pak z definice totalni variace plyne:

D (A + D llu(Bill < lul(AU B) .

k=1 k=1



Fixujeme-li nyni pevné rozklad mnoziny A a piejdeme k supremu ptes rozklady mnoziny
B, mame:

M
D (A + [pl(B) < ul(AUB),
a tedy dalsim prechodem k supremu téz:

|l (A) + [ul(B) < [ul(AUB) . (%)

Pro ditkaz o-aditivity zvolme nyni {Ag}%°; posloupnost po dvou disjuntnich mnozin z
S. Pro N € N méme uzitim vztahu (%) (a indukce) a monotonie |u| néasledujici:

Zrm )<l (UA ) <lu (GA) ,
Odtud: _
ZWI <|M|<UA>-

Dokazme opacnou nerovnost. Bud { By }4+L, rozklad mnoziny [ J7 | A,,. Pak mame:

Yo luBll = M(Bk nUJ An) ="l N(U(Bk N An)) =
=D I uBen )<YD lu(Byn )l =

k=1 n=1 k=1 n=1
—ZZHMBWA |<Z\u\
n=1 k=1

kde ve tieti rovnosti byla pouzita o-aditivita miry p, v nasledujici nerovnosti trojihelnikova
nerovnost ”"podrobend” limitnimu p¥echodu (spojitost normy) a v predposledni rovnosti
moznost prerovnat rfadu s nezapornymi ¢leny beze zmény souctu. Pfechodem k supremu

dostavame:
|1 (U An) <> |ul(An)
n=1 n=1

V nésledujici vété se omezime na redlné miry.

Véta 2.13 ( redlnd mira ma omezenou variaci ). Budte Q, S, i, X jako v Definici 2.1,
pricemz necht X = R. Pak pro kaZdou A € S je |p|(A) < 2u(A). Specidlné vzhledem k
Vete 2.6 ma p omezenou variact.



Diikaz. Bud {A;}2L, koneény méfitelny rozklad mnoziny A. Pak definujeme-li P := {k :
w(Ag) >0} a Z = {k: u(Ag) < 0}, mame:

g;mmwz§jMAw—§:mAw:M(Ly%)_M(LL%>:

keP keZ keP keZ
= M(U Ak) + u<U Ak> Sﬁ(U Ak> +ﬁ(UAk> < 2ji(4)
keP keZ keP keZ

kde v druhé rovnosti byla pouzita koneéna aditivita p a nakonci monotonie . Odtud plyne:

|1l (4) < 2p(4) .
[
Pozndmka 2.14. V pripadé komplexni miry dostaneme obdobné odhad |p|(A) < 4u(A).
Prikro¢me k definici zobecnujici pojem absolutni spojitosti.

Definice 2.15. Budte \, p vektorové miry na spolecném mévitelném prostoru (€2, S). Pak
v je A-spojita ( znaceni p << X ), jestlie
pro kazde ¢ > 0 emistuje 0 > 0 tak, Ze pro vSechny A € S plati:

pokud MA) <68, pak |u(A)|| <e.

Poznamka 2.16. Fkuvivalentni podminka je:
pro kazdé € > 0 existuje 0 > 0 tak, Ze pro vsechny A € S plati:

MA) <6 = fi(A)<e.

Tato podminka je zrejmé silnéjsi nezZ ta, kterd je pouZita v Definici 2.15. B

Necht je naopak splnéna podminka z Definice 2.15. Pro A € S takovou, Ze \(A) < 0,
plati diky monotonii \ té7 X(B) < 6 pro vSechny B € S, B C A. Podminka z definice ddva
|(B)|| < e pro vsechny B € S, B C A. Odtud p(A) < e.

Lemma 2.17. Budte 2, S, u, X jako v Definici 2.1. Je-li {E,}°, klesajici posloupnost
méFitelngch mnozin v Q a je-li (\,—, E, = &, pak lim,,_,o i(E,,) = 0.

Diikaz. Necht (pro spor) lim, . u(E,) # 0. Pak existuje > 0 a vybrana posloupnost z
{E,}( oznaéme ji opét {E,}) tak, ze u(E,) > d. Definujme vybranou posloupnost {E,, }
z {E,} nésledujicim zpisobem.

En1 = E1 .

Protoze fi(Ey) > ¢, existuje A; € S, Ay C Ej tak, Ze ||u(A1)|| > 0. Protoze E, N A; \, &,
existuje ze "spojitosti miry” (Tvrzeni 2.4) a spojitosti normy index ny € N tak, Ze:

o
(B, N A < 5 -
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Definujme:
F1 = A1 \ En2 .

Jelikoz Fy U (F,, N A1) = A, musi byt

4]
lu(Foll > 5

(jinak bychom z aditivity u a trojihelnikové nerovnosti dostali ||p(A;)|| < 0, coz je spor s
pfedchozim).

V k. kroku uvazime, ze fi(E,,) > . Najdeme méfitelnou A, C Ej tak, ze ||pu(Ag)|| > 6.
Ze ”spojitosti miry” najdeme index ng.q € N tak, ze:

d
(B N AR < 5

a polozime-li:

et
mame: 5
u(F > 5
Takto sestrojime indukci dvé posloupnosti {E,, }32, {Fi}32, tak, ze:

(1) F, C B, \ E,

@ > .

k+1 9

Vzhledem k tomu, ze E, klesaji, plyne z (1) disjunktnost mnozin Fy. Diky o-aditivité fada
Y ey 11(Fy) konverguje. Nutna podminka k tomu je limy_oo||(F%)|] = 0, coZ je spor s (2).
[

Tvrzeni 2.18 (” spojitost 11 ”). Budte ), S, i, X jako v Definici 2.1. Necht {A,}22, je
monotonni posloupnost méeritelngych mnoZin. Pak plati:

Je-li Ay C Ay C---, pak lim p(A,) =n (U An> ,

ajeli Ay DAy D---, pak nh—g)loﬂ(A"):M<ﬂA”) .

Diikaz. Bud nejdiive {A,} klesajici. Zvolme & > 0. Nebot je [A, \ ey Ax] N\ @, plyne z
lemmatu 2.17, ze existuje ng € N tak, ze pro n > ny je:

ﬁ(An\ﬁAk) <e.
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Odtud poradé z monotonie a subaditivity ;z mame:
i (ﬂAk) < Ji(An) < i (ﬂAk) + i (An\ﬂAk> < (ﬂAk) +e.
k=1 k=1 k=1 k=1

V piipadé {4,} rostouci je diikaz analogicky. ]

Tvrzeni 2.19. Budte Q, S, u, X jako v Definici 2.1. Pak i je téZ spocetné subaditivni,tj.
je-li { A, }52, posloupnost mnozin z S, plati:

i (G An) <Y

Dikaz. Zvolme {A,}°, posloupnost mnozin z S. Pak s pomoci subaditivity g pro kazdé

N € N mame: N N
fi (U An) < SO HA) < Y A4
n=1 n=1 n=1

Ptejdeme-li s vyuzitim Tvrzeni 2.18 na levé strané k limité N — oo, mame:

i (U An) <3 i(A) -
]

Plati nasledujici charakterizace absolutni spojitosti zobecnujici analogické charakteri-
zace pro skalarni miry (pro pu nezapornou konecnou je ovSem i = p).

Véta 2.20 ( Pettis ). Budte A\, p vektorové miry na méritelném prostoru (£, S). Pak
<< X, prave kdyz pro vsechny A € S plati:

MA) =0 = ji(A)=0.

Diikaz. ”=": Necht je X(A) = 0. Volme ¢ = % Dle predpokladu plyne odtud pro kazdou
méfitelnou B C A nerovnost [|u(B)|| < £. Protoze n € N bylo voleno libovolné, je nutné
n(A) =0.

7<=": Pro spor necht ;1 neni A-spojita. Tedy existuje € > 0 tak, Ze pro kazdé n € N
existuje k 6, := 55 mnozina 4, € S tak, ze A(A,) < 5 a zéroveil ji(4,) > e. Pro kazdé
n € N polozme:

k=n

Monotonie g dava:

12



Diky monotonii posloupnosti {B,}2 ; plyne z Tvrzeni 2.18, 7Ze je té7:
o o
i(B) > e, kde jsme oznadili B := ﬂ U A . (%)
n=1k=n

Zaroven vsak ze spocetné subaditivity A (Tvrzeni 2.19) plyne:

X(B.) <3 XA < 2217 |

Posledni vyraz konverguje k nule pro n — oo jako zbytek konvergentni fady. Odtud
A(B,) — 0, a protoze B C By, je diky monotonii A nutné A(B) = 0. Podle piedpokladu je
tedy t€z u(B) = 0. Spor s (x). O

Definice 2.21. Rodina {yu; : i € I} vektorovjch mér na spoleéném meévitelném prostoru
(Q,8) je omezend, jestlize existuje M > 0 tak, Ze:

sup {[lpi(A)|| i€, AeSp< M.

Dile tekneme, Ze rodina {p; : i € I} je stejnomérné o-aditivni, jestlize pro kaZdou po-
sloupnost {A,}o°, po dvou disjunktnich mnozin z S, plati:

N o0
ZM (An) — i (U An) stejnomeérné vzhledem ki € I,
n=1

n=1

neboli jinak zapsano:

— 0, N—-o0.
X

sup
iel

> mi(An) — (U An)

Tvrzeni 2.22. Bud {u; : i € I} rodina vektorovjch mér na méfitelném prostoru (Q,S) s
hodnotami v X a A vektorovd mira na mévitelném prostoru (Q,S) s hodnotami vY . Necht
rodina vektorovgch mer {u; i € I} je omezend a p; << X pro kazdé i € 1. Je-li rodina
{pi =i € T} navic jesté stejnomeérné o-aditivni, pak je téZ stejnomérné \-spojitd.

Diikaz. Rodina {y;},., mize byt povaZovana za jednu mnozinovou funkci p : A — {p;(A)}
s hodnotami v kartézském soucinu X’. Definujme:

el

Z = {{a;} € X" : sup|[{ai}]|z < o0} , kde

[{eitllz == S.UP||Oéz'||X .
el

Pak (Z,]|:||z) je Banachtv prostor, pficemz vektorové operace jsou definovany ”po sloz-
kach”. Diky pfedpokladu omezenosti rodiny {p; : i € I} lezi obor hodnot u v Z. Diky
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predpokladu stenomérné o-aditivity rodiny {p; : i € I'} je p o-aditivni. Diky pfedpokladu
1y << A plati zfejmé sada implikaci:

NE)=0 = [m(E)|=0,proicl = |[uE)=0.

Odtud s pouZzitim netrividlni implikace Véty 2.20 (Pettis) mame p << A. Odtud plyne, zZe
{pi =i € 1} je stejnomérné \-spojita. O

Tvrzeni 2.23. Bud {y; : i € I} rodina redlngch mér na méritelném prostoru (2, S), kterd
je omezend a stejnomerné o-aditivni. Pak existuje nezaporna mira A na S tak, Ze plati
W << X stegnomérné vici i € I. Navic lze miru A zvolit tak, aby pro kazdou A € S platilo:

AMA) <sup{m;(A4):iel} .

Diikaz. Nejdiive dokazme néasledujici fakt: Pro kazdé ¢ > 0 existuje konec¢nd podmnozina
indexu J C I tak, ze pro kazdou A € S plati:

lpil(A) =0 prokazdé jeJ = |u(A)] <e prokazdé iel.

Dikaz faktu: Necht (pro spor) fakt neplati. Postupnou konstrukei indukcei, kdy v negaci
faktu volime .J vhodné ”¢im dal vétsi” lze snadno ovéfit, ze existuje € > 0 a posloupnost
mér {u,} 7 uvazované rodiny a posloupnost mnozin {A,} z S tak, 7e pro kazdé n € N
plati:

(1) |wil(A,) =0 pro i=1,2,...,n,
(2) s (An)] > =

Polozme:

Pak podle (1) a (2) plati:

|1 (F) | =

Hn+1 (U Ak) ‘ = |M7’L+1(An) + ,un-|—1(An_|_1) —+ M?’L-I-I(An—I—Q) —+ .. | —

k=n
= |ptn1(An) +04+0+---|=e.  (3)

Uvazujeme-li nyni zdisjunktnénou posloupnost Dy := Ay, Dy := Ay \ Ay, D3 := A3\ (A, U
Ay), ..., pak diky stejnomérné o-aditivité musi byt:

n—1 oo
Z ti(Dg) — 1 (U An) stejnomérné proi € N |
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neboli:

sup

i:,ui(Dk:) — My (U Dk) ‘ = sup i:/h‘(Ak) — M (U Ak) ‘ =

€N |1 k=1 ieN T k=1
0 0
= sup | pi(A)| =sup s | | Ax || =
ieN |4 i€eN =

:Sup‘/ﬁz(Fn)‘H()? n— o0,
1€N

coz je ve sporu s (3) a fakt je dokdzan.
Podle faktu existuje k ¢ := % kone¢nd podmnozina indexii J,,, C I tak, ze pro kazdou
A € S plati:

1
|i|(A) =0 pro kazdé j e J,, = |w(A)<— prokazdé iel.
m

Definujme:
1
Am, 1= Z 2_k|,ukr| .
kedm

S pouzitim Vét 2.12 a 2.13 je zfejmé, Ze A,, jsou nezaporné konecné miry na S. Platnost
faktu davé pro A € S:

1
An(A) =0 = |u(4)| < — pro kazdé i€ I . (5)
Déle s vyuzitim odhadu z Véty 2.13 mame pro kazdou A € S:
1 ~
Am(A) = Z 2—k|Mk|(A) <sup{2mx(A) 1 k€ J,} < 2M | (6)
kJEJm

kde M := sup{pi(A):ie€ I, A€ S}, coz je koneéné &islo diky predpokladu omezenosti
rodiny {y; : i € I'}. Nakonec polozme:

Snadny odhad s vyuzitim (6) dava pro A € S:
AMA) < M .

Protoze fady s kladnymi cleny lze prerovnavat bez ovlivnéni souctu, lze snadno ovérit
o-aditivitu A. Tedy A je té7 nezadporna konecna mira.

Jestlize nyni pro A € § plati AM(A) = 0, pak je \,,(A) = 0 pro kazdé m € N, a tedy
dle (5) je [u;(A)| < & pro kazdé m € N, a tedy p;(A) = 0 (dokonce z;(A) = 0, jak je
snadno vidét). Dle Véty 2.20 (Pettis) je tedy p; << A pro kazdé i € I a Tvrzeni 2.22
(jehoz predpoklady jsou ziejmé splnény) dava dokonce stejnomérnou A-spojitost rodiny
mér {p; : i € I}. O
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Nasleduje jedna z centralnich vét o vektorovych mirach. Jeji dikaz se opird o Hahn-
Banachovu vétu.

Véta 2.24 ( Bartle-Dunford-Schwartz (1955) ). Budte 2, S, 1, X jako v Definici 2.1.
Pak existuje nezipornda mira X\ na S tak, Ze:

(@) p<<A,
() MA) <pu(A) pro vsechny A€ S, specidlné tedy N\ << p .

Je-li navic pu neatomicka, je A\ nutné téz neatomickd.

Diikaz. Nejdrive prejdeme od vektorové miry p k jisté rodiné redlnych mér. Za tim tacelem
definujme:

Ti={¢:pe X" ¢l <1} .
Pro kazdy funkciondl ¢ € I definujme mnozinovou funkci p, : S — R piedpisem:

fhp = PO L.

Z¥ejmé (i, je redlnd mira na (€2, S). S pouzitim ”Schwarzovy” nerovnosti mame:

| (A)] = le(u(AN] < Nl (A < I < 1(A) < B(9Q)

tedy rodina {u, : ¢ € I} je omezena. Dokazme, ze rodina {p, : ¢ € I} je stejnomérné
o-aditivni. Zvolme tedy posloupnost { A, }>°; po dvou disjunktnich mnozin z S. Pak ziejmé

00 00
AU a=o,
n=1k=n+1

a tedy dle lemmatu 2.17 je:

JM(G Ak)ZO-

k=n-+1

Pro kazdou miru z uvazované rodiny mame:

> o (Ar) = py (U Ak) ‘ =

< lleell

= <

Z fo(A) Mgo( U Ak)
k=n+1 k=n+1

(2
k=n—+1
§ﬁ( G Ak)—>0, n— oo .

k=n+1

<
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Aplikace Tvrzeni 2.23 dava existenci nezaporné miry A na S takové, ze rodina {y, : ¢ €
I} je viéi ni stejnomérné A-spojitd. Odtud s pouzitim duélniho vyjadieni normy ([Lu02]
2.24.) mame nésledujici. Pro kazdé ¢ > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro vSechny A € S plati:

MA) <6 = sup{le(u(A))]: e e X7 [lel <1} = lp(A)] <e,

tedy pu << A
Prejdéme k dikazu bodu (b). Odhad z Tvrzeni 2.23 dava pro A € S nésledujici:

AMA) <sup{p,(A):pel}
= sup {sup {||p,(B)[| : B€E S, B C A} : p € I}
=sup{||uo(B)[[: BES,BC A,pel}
= sup {sup {|¢ (u(B))| : ¢ € X", |l¢|| <1} : B€ S,B C A}
=sup{|u(B)||: B€ S, B C A}

— 7i(A) .

Dokazme jesté posledni tvrzeni véty. Z bodi (a), (b) s ptihlédnutim k Vété 2.20 (Pettis)
plyne, ze pro kazdou A € S plati:

MA)=0 <<= p(A)=0. (%)

Bud nyni g neatomicka. Necht (pro spor) S obsahuje A-atom A. Pak je A(A) > 0. Tedy
diky (x) je téz p(A) > 0. Existuje tedy B C A, B € S tak, ze u(B) # 0. Z neatomi¢nosti
miry p existuje C C B, C' € S tak, ze u(C) # 0, a zrovei:

B\ C) = pu(B) —pu(C) #0,
tedy t6% Ji(C') # 0 a fi( B\ C) # 0. Diky () je nynf A(C) # 0 a zarovei:
MA\C) = MB\C)+AA\B) > AB\C) >0,
tedy A nenf A-atom. Spor. 0

Poznamka 2.25. Jeli p vektorovd mira a A nezdporna konecnd mira takovd, Ze p << A,
nazyvd se nekdy mira A 7control measure” pro miru p ([DU7T7] str.11). Piedchozi véta
zarucuje existenci “control measure” A pro zadanou p. Tato véta zarucuje dokonce exis-
tenci nezaporné konecné miry vzajemné absolutne spojité se zadanou vektorovou mirou
(takové miry jsou v [KK75] nazgvdny ekvivalentni), coZ bude pozdéji téZ podstatné vyuzito
(v kapitole 6).

Pozndmka 2.26. Vety 2.20 (Pettis) a 2.2/ (Bartle-Dunford-Schwartz) jsou v [BDS55] a
[DS58] dokdzoviny neelementdrné. Elementdrni a ¢tivé podani lze najit v [Go65]. Zdd se
byt strucnéjsi nez postup v [DU7T7], i kdyz ne nepodobné, a je pouZito téZ v této prici.
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Poznamka 2.27. Je-li vektorovd mira j specidlné znaménkovd ¢t komplexni mira, pak
totdlni variace || je ziejmé ”control measure” pro pu.

Je-li vektorova mira p koneéné dimenziondlni, ¢ili je-li pp = (p1, po, - - -, pin), kde p; jsou
redlné miry na S, pak nezapornd mira A = || + |p2| + -+ + |pal| je ziejmé “control
measure” pro ji.

Pro definovani integralu podle vektorové miry bude mit vyznam néasledujici definice.

Definice 2.28. Budte Q, S, u, X jako v Definici 2.1. MnoZinovd funkce ||p|| definovand
pro kazdou mnozinu A € S predpisem:

lrall(4) = sup {||> cana)

‘ : {A;} konecny méritelny rozklad A, |oy| < 1,04 € R} ,

se nazgvd semivariace vektorové miry p. Semivariace ||p|| je ziejmé nezdpornd a mono-
tonni.

Jiz vime, ze vektorova mira nemusi mit omezenou variaci, ma vsak vzdy omezenou
semivariaci.

Tvrzeni 2.29 ( omezenost semivariace). Budte 2, S, u, X jako v Definici 2.1. Pak pro
kaZdou A € S je ||u||(A) < 2pr(A). (srov. [DS58] TV.10.4)
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Dikaz. Pro A € § mame:

i) = sup |3 ain4)

{A:}

|
¥ (Z %M(Ai)> ‘

> aip (u(4)|

= sup sup
la;|<1 peX*
{A:} llell<t

= Sup Sup
peX™ |OLZ"S1
lloll <1 {A;}

< sup sup o A;
sup {Ai}Z\(w 1) (A7)
llell<1

< sup |popf (4)

peX™
llell<1
< sup 2(pop)(4)
peX™
llell<1
=2 sup sup |(¢ o u)(B)|
pEX* BES
lol[<1 BCA
<2sup sup [lo|lu(B)]
BeS peX*
BCA [lg|I<1
< 2sup ||u(B)||
BeS
BCA
= 2/j(A) )

kde v druhé rovnosti jsme pouzili dualni vyjadfeni normy a asi uprostied uprav Vétu 2.13
pro redlnou miru ¢ o u (snadno se ovéii, ze p o u : & — R je skuteéné redlnd mira na

(©2,5) ). 0

Nyni neni problém definovat integrdl z redlné (”esencidlné”) omezené méritelné funkce
podle vektorové miry.

Definice 2.30. Budte Q,S,u, X jako v Definici 2.1. Redlnd funkce f : Q@ — R je S-
meéritelnd, jestlize vzory otevienych mnozin v R jsou prvky S. Redlnd funkce s : 2 — R je
jednoduchad, je-li S-meritelnd a jeji obor hodnot je konecnd mnoZina. Takovou funkci lze
vyjadrit pomoci charakteristickych funkci v tzv. kanonickém tvaru:

N
5= Z AiXE;
7j=1

kde B; € S, \; € R, N €N, \; # N\ proj # i, E;NE; =@ proj # i, UL, B; = X.
Ocislujeme-li konecne mnoho rizngch hodnot funkce s od jednicky do N, staci zrejmé vzit
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za F; vzor j-té hodnoty funkce s. NaceZ definujme:

N
/ sdy := Z)‘j w(E;)
0 =

Stejné jako v pripadé skaldrni miry zjistime nejprve snadno pomoci konecéné aditivity,
ze hodnota integralu se nezméni, vynechdme-li v Definici 2.30 pozadavek, aby A; # A; pro
J # 1, a po té dokazeme, 7e definovany integral je linedrni na prostoru jednoduchych funkei.
Provedme to.

Tvrzeni 2.31. V Definici 2.30 lze vynechat poZadavek, aby X; # X, pro j # i, aniZ se
zmeéni hodnota integralu.

Dukaz Diikaz plyne z koneéné aditivity p. Zvolme s jednoduchou funkci. Necht s =
ZJ 1A XE; je vyjadreni splhujici pozadavky z Definice 2.30 obecné kromé pozadavku
A # Afpro j #i. Bud s = Zjvzl Aj X, kanonické vyjddieni funkce s. Pak mdme:

N* N
> uE) =Y > smeE=3oau| U 5
j=1

=1 {] )\* =1 {j;)\*f:)\-}

—ZML /sdu

]
Tvrzeni 2.32 (aditivita pro jednoduché funkce). Budle s', s? jednoduché funkce, pak

/sldu+/52du:/(sl+sz)du.
Q Q Q
1, o2

o > 1 NL 1 2 NZ 9 ) s 1.z cs 1y ,
Diikaz. Bud st = 37 A Xpt; 80 = D o1 A XB? kanonickd vyjadieni funkci s' a s°.
Uvazme nasledujici koneény métitelny rozklad mnoziny €2:

D:={E;NE;:je{l,2,....,N'},ie{l,2,...,N’}, EJNE} # &} .

Rozklad D je ”spoletné zjemeni” piedchozich v tom smyslu , Ze funkce s!, 5%, s' + 52 jsou
konstantni na prvcich tohoto rozkladu. Ve zménéném oznaceni lze psat: D = {F; : i €
{1,2,..., M}}. Zvolme libovolné x; € F; pro i € {1,2,...,M}. S pomoci Tvrzeni 2.31
mame:

/Q s dp / = Dl plF) + D7) () =
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Nyni odvodme ”Schwarzovu nerovnost” na prostoru jednoduchych funkei.

Tvrzeni 2.33 (”Schwarz” pro jednoduché funkce). Bud s :  — R jednoduchd

funkce. Pak plati:
‘ / sduH < lslaollll(®)

kde ||s]|eo 2naci supremovou normu, tj. ||s||e := sup{|s(w)| : w € Q}.

Dikaz. Pro s v kanonickém tvaru mame:

N N
s
| [ sl = [Son | < bl |3 28| < il
0 j=1 j=1 1%lle0
kde posledni nerovnost plyne z definice semivariace. O

Tvrzeni 2.34 ( o hustoté jednoduchych funkci ). Necht f : Q@ — R je omezend
meritelna funkce. Pak existuji s, : Q@ — R jednoduch€ funkce tak, Ze s, = f na Q a
zaroven |s,| | f].

Diikaz. (a) Bud nejprve f navic nezdporna. Pouzijeme obvyklou konstrukei (viz. napf.
[LMO02] 3.9.) k sestrojeni pospoupnosti {s,} nezdpornych jednoduchych funkei takovych,
ze s, /* f. Protoze f je omezena, plyne z této konstrukce zfejmé navic s, = f.

(b) V obecném piipadé pouzijeme rozklad f = f* — f~ a na kazdou z nezépornych
funkci f*, f~ aplikujeme bod (a). Ziskame tak posloupnosti s a s, takové, ze s = f+,
s; =3 [T, 80 A ftas, 2 f7.0dtud st — s, = f na Q, pricemz funkce s, := s — s
jsou ziejmeé jednoduché. Dale

sl = [st —sp|=st+s; A fT+f=|f].

Definice 2.35. Pro f : Q — R omezenou meritelnou definujme:
/fd,u = lim [ s,du,
0 n—o0 0

kde s, : 2 = R jsou jednoduché funkce takové, Ze s, = f.
Korektnost definice:
1) Existence limity. Z aditivity integralu a Tvrzeni 2.33 (”Schwarz”) pro jednoduché funkce

plyne odhad:
/sndu—/skduH = ‘
Q Q

Protoze je ||p]|(2) < oo (Twrzeni 2.29), plyne z ||-||oo-cauchyouvskosti posloupnosti {s,}5,
|| || x -cauchyovskost posloupnosti {fX Spdv}Se, a tedy s pouZitim dplnosti X téZ jeji kon-
vergence.

/ﬂ (5, SWH < lsw — selloollll(€)
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2) Jednoznacnost. Nechl s, = f, tn = f, I == limy, o0 [, Sp dpt, Tp := limy, o0 [, by dpi.
Posloupnost s "prostiidanymi” éleny {s1,t1, $2, 12, ...} je ziejmé téZ posloupnost jednodu-
chych funkci stejnomerné konvergugici k f. Oznacime-li I3 limitu posloupnosti odpovidaji-
cich integrdali, mame I, = I, = I3, nebot jde o limity vybrangch posloupnosti.

Tvrzeni 2.36 ( linearita integralu ). Budte f,g: Q — R omezené méritelné funkce a

a, B € R. Pak plati:
o [ fans [ gdu= [ (@f+ s0)dn.

Diikaz. Pro jednoduché funkce jiz mame aditivitu (Tvrzeni 2.32), homogenita se dokéaze
snadno. Zbytek se dokaze snadno limitnim pfechodem. O

Tvrzeni 2.37. Budte Q,S, u, X jako v Definici 2.1. Bud'p € X* a bud f : Q@ — R omezenda
méritelnd funkce. Pak oo u: S — R je konecnd znaménkovd mira na (2, S) a plati:

w(/ﬂf@) Z/Qfd(s&ou)-

Diikaz. Tvrzeni, ze ¢ o i je kone¢na znaménkova mira, se ovéri snadno s pomoci linearity
a spojitosti funkcionalu .

Bud f = x4 charakteristickd funkce méfitelné mnoziny A € S. Pak tvrzeni prechdzi v
identitu:

w(/ﬂmdu) zv(u(A))Z(wou)(A)z/ﬂxAd(goou)-

Diky linearité obou stran v f plati tvrzeni téZ pro jednoduché funkce. Je-li nyni f omezend
meéritelna, pak podle Tvrzeni 2.34 existuji jednoduché funkce takové, ze s, = f na Q
a zarovel |s,| * |f|. Limitni pfechod (nalevo definice integralu a spojitost ¢, napravo
Lebesgueova véta (pro znaménkovou miru) s konvergentni majorantou |f|) dava tvrzeni.

O]
Budeme potfebovat umét integrovat jesté o néco obecnéjsi funkce nez omezené (srovn. [HS69]
20.32).

Definice 2.38. Budte 0, S, u, X jako v Definici 2.1. Bud f € L>®(Q,S,\), kde X je nezd-
pornd konecnd mira na (2,8) a bud p << . Pak definujme:

/Qfdurz/ﬂf*du,

kde f* je omezeny reprezentant L°°-tridy urcené funkci f.

Jednoznacnost definice: Budte f*, f** dva omezeni reprezentanti L™®-tFidy funkce f.
Oznacime-li A == {w € Q: f*(w) — f*(w) # 0}, pak \M(A) = 0, a tedy téZ (A) = 0. S
pouzitim linearity integralu mdme:

[5ran= [ rau= [ ==

= [t = rydu [t = ) =0+0=0,
Q Q
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kde druhy integral je nula, nebot ziejmé xac(f* — f**) = 0. Zdivodnéme nulovost pruniho
integralu. Diky Tvrzeni 2.34 existuji jednoduché funkce takové, Ze s, = f* — f** na €.
Pak zrejmé xasn = xa(f* — f**) na Q. Pro vSechna n € N mdme z definice integrilu z
jednoduché funkce [ xasn dp =0, nebot je i(A) = 0. Odtud téZ [, xa(f* — f**)dp=0.

Linearita integralu zfejmé zistava v platnosti i po uvedeném rozsiteni definice na funkce
z f € L*(,8,)), a protoze plati-li p << A, je zfejmé téZ popu << A, zistava v platnosti,
jak se snadno ovéri, téz Tvrzeni 2.37.

Pipomenme, Ze pro A nezapornou koneénou miru na méfitelném prostoru (€2, S) plati
(LY, 8, 0)* = L°(0, S, \) (tento reprezentalni teorém je v podstaté disledkem Radon-
Nikodymovy véty, i kdyz ne okamzitym, viz. [Ru03] 6.12 nebo [C0o90] appendix B (viz. téz
kapitola 9 (Dodatek))). Tedy L*(\) mé predudl. Dokazme nyni vyznamny disledek Véty
2.24 (Bartle-Dunford-Schwartz).

Diusledek 2.39 ( Bartle-Dunford-Schwartz ). Budte 2, S, u, X jako v Definici 2.1.
Bud X mira nezipornd koneénd na S takovd, Ze p << \ (existuje podle Véty 2.24). Pak
definujeme-li operdator T : L=®(Q, A\, S) — X piedpisem:

T:fH/Qfdu,

je T linedrni a je spojity vici w*-topologii na L>®(\) a w-topologii na X a plati pro néj, Ze
T(xa) = p(A) pro kaZdou A€ S .

Dikaz. T je na L*(\) dobre definovan (viz. Definice 2.38). Linearita 1" plyne z linearity
integralu. Protoze je p << A, je zfejmé téz ¢ o u << A, pro kazdy ¢ € X*. Pouzijeme-li
Tvrzeni 2.37 a Radon-Nikodymovu vétu pro znaménkovou miru, pak pro kazdy funkcional
v € X* mame:

o= ([ ran) = [ raem= [ FHE

kde d(‘g—;") =: g, € L*(\) je Radon-Nikodymova derivace znaménkové miry ¢ o u podle
miry .

Ukazme nyni w*-w spojitost T

(1) Diikaz pomoci net (pouzivame ”Heineho definici spojitosti pro nety”, viz. napf. [Lu02]
C.12.): Zvolme f, i fo w*-konvergentni net v L°°(\), pfi¢em7 prvky L®(\) ztotoziiujeme
s funkcionaly z (L'()\))*. Zvolme jesté ¢ € X*. Pak dle (A) mame:

P(T(fa)) = /Q Fao AN = Fulgs) — Folgy) = /Q fogp AN = G(T(f0))

tedy T(fa) = T(fo).
(2) Dikaz bez neti (PouZijeme nasledujici znamou vlastnost slabych topologii (viz.
napf. [Kr] 2.3.véta8). Necht topologie na X je slabé vytvorena souborem zobrazeni {¢; }icr,
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kde ¢; : X — Y;. Prostory Y; jsou topologické. Bud Z dalsi topologicky prostor. Pak
zobrazeni T : 7 — X je spojité, pravé kdyz kazdé slozené zobrazeni @, o1 : Z — Y, je
spojité.) V nasem piipadé je:

X = (XO(XX)):(thopologle)

Z = ((L'(\)",o((L'(A)",e L1 (V) ) = ((L'(A))", w"-topologie )

Y, =R.

Zobrazeni T' bude w*- w spojité, pokud ukdzeme, ze pro kazdé ¢ € X* je poT : L*(\) - R
w*-spojité. Avsak pro f € L>®()) je podle (A):

(poT)(f) = / Fo,d) = F(g,) = e, ()

tedy @ oT € eL*()). Proto je poT je w*-spojité, nebot w*-topologie je nejmensi topologii
na (L'(\))* = L>=(\), v niZ jsou vSechny funkcionély z kanonického obrazu e L*(\) spojité.
Koneéné pro A € S je podle definice integralu opravdu:

T(xa) = /QXA dp = p(A) .

[

Poznamka 2.40. Je-li vektorova mira i specidlné konecné dimenziondlni, cili je-li p =
(1, pay - - -y fin), kde p; jsou redlné miry na S, pak T md nasledujict tvar:

T(f) = (/Qfduh/gfdugw- 7/Qfdun> ER'  pro feL¥(N),

kde X := || + |p2| + -+ + || (srov. s pozn. 2.27)

Nésledujici dusledek 1ika, ze obor hodnot vektorové miry je vzdy relativné slabé kom-
paktni.

Diusledek 2.41 ( Bartle-Dunford-Schwartz ). Budte 2, S, u, X jako v Definici 2.1.
Pak  w-uzdver oboru hodnot u je w-kompakini.

Diikaz. Bud T operator z Disledku 2.39. Podle Alaogluovy véty (viz. [Lu02] 7.4., 16.6. )
je jednotkova koule {f € L®(\) : [|flloc < 1} w*-kompaktni. Diky w*-w spojitosti 1" je
T({feL®) :|flle <1}) w-kompaktni mnozina. Pro obor hodnot y nyni mame
w(S) ={u(A) : A€ S} ={T(xa): A S} CcT{f € L™V : fll <1})
odtud: "
w(S) CcTHfe LN flle <1},

a protoze uzaviena podmnozina topologického kompaktniho prostoru je kompaktni, jsme
hotovi. [
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Tvrzeni 2.42. Méjme situaci jako v Disledku 2.39. Pak mnoZina
U:={fel>*\):0< f<1} je w*-uzaviend

Diikaz. (a) Dikaz pomoci netii (pouzivame charakterizaci uzavéru mnoziny v topologickém

prostoru pomoci nett viz. napf. [Lu02] C.8.): Necht {f,} C U je net a necht f, Y fo €
L>®()\). Pak ziejmé 0 < fy < 1, tedy fo € U.
(b) Dtikaz bez netii: Dokazme nejprve nasledujici pomocny fakt:

fel <— Og/fgd)\gfgd)\ pro viechny ¢ >0, g € L'()) .
Q Q

"=": zfejmé.
7<": Volime-li speciilné g := xg, kde E € §, dostavame:

Og/fd)\, /(f—l)d/\go pro véechny E € S,
E E

tedy mame ( [LMO02] 8.18.):
0< f A-swv., f—1<0 As.v..

Celkem 0 < f <1 A-s.v., tedy f e U.
Jinak zapsano, rikd pomocny fakt nasledujici:

v= () {ri0s [renns [on

g>0
geL'(y)

= () {f:0<fl9) <llglh}

g>0
geLr ()

= () {f:0<5(f)<lglh} .

g>0
geL'())

a protoze ¢, je w*-spojitd funkce, je mnozina U w*-uzaviena. O

Pripomenme, ze z € C' je extremdlnim bodem konvexni mnoziny C, jestlize ze vztahu
“TJ”’, kde a,b € C plyne, 7e a = b, tj. jestlize z neni stfedem zadné (netrivialn{) Gsecky
s koncovymi body v C.

T =

Tvrzeni 2.43. Méjme situaci jako v Disledku 2.39. Pak mnoZina
U={fel*\):0<f<1}

je w*-kompakini a konvexni a extremdalni body U jsou prdave vSechny charakteristicke funkce
mnozin z S
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Diikaz. Konvexita U se ovéri snadno.

Protoze U je w*-uzaviend (Tvrzeni 2.42) a je podmnozinou uzaviené jednotkové koule,
kterd je w*-kompakt dle Alaogluovy véty, je U téz w*-kompaktni.

Kazda charakteristicka funkce x4, kde A € S, je zfejmé extremalnim bodem U.

Naopak necht f; € U neni charakteristickd funkce mnoziny z §. Tedy oznacime-li
B:={weQ: fo(w) ¢ {1,0}} € S, je A(B) > 0. Nyni mame:

E.={weQ:e< fo(w)<1l—-¢} "B, £—0"

(symbol 7 77 znamena, ze plati £, C E., proe; > g5 > 0a |J,.., E. = B). Kdyby bylo
A(E.) = 0 pro vSechna ¢ > 0, pak by ze spojitosti miry bylo téz A(B) = 0, coz by byl spor.

Existuje tedy £ € S ae > 0 tak, 7e A(F) >0ae < fy <1—¢ na E. Definujme nyni:

f& :: {fo na FE°¢,

Jot+5 na E,
9 f[) na E° s
f() = .
fo — 3 na E .
Pak fl, f2 € U, fi # f2 a piitom:
1 2
+
poBEh
tedy fo neni extremalnim bodem mnoziny U. O]

Nasleduje dalsi z disledki tykajicich se oboru hodnot vektorové miry. Je-li A C X,
znaci convA nejmensi uzavienou konvexni nadmnozinu mnoziny A. Pripomenme, 7e v
kazdém Banachové prostoru (dokonce v kazdém topologickém vektorovém prostoru) plati
convA = convA, kde convA zna¢i nejmensi konvexni nadmnozinu mnoziny A.

Ddsledek 2.44. Mejme situaci jako v Dusledku 2.59. Pak plati:

commn(s) = { [ fdnsre =0 <1}
Q
(srov. [VI99] 1.2.6, [DU77] I1X.1.5(¢c))
Diikaz. Bud T operator z Disledku 2.39. Oznacme:
AL AN EVES
Q
U:=={fel>*)):0< f<1}.

7C”: Mame:
WS =T({xa: AeSHCTU)=V.
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Protoze V' je ziejmé konvexni, je:
conv ((S) C V.

Podle Tvrzeni 2.43 je U w*-kompaktni. Diky w*-w spojitosti T je tedy V = T(U) w*-
kompaktni, specidlné w*-uzaviené (protoze jsme v Hausdorffové prostoru, viz. [Kr] 7.3.7.).
Protoze pro konvexni mnoziny splyva slaby a normovy uzavér ( [Lu02] 16.2.), je V téz
normoveé uzaviena, tedy mame:

convp(S) = conv u(S) C V.

7D7": Podle Tvrzeni 2.43 je konvexni mnozina U w*-kompaktni a jeji extremalni body
jsou pravé charakteristické funkce méfitelnych mnozin. Podle Krejn-Milmanovy véty ( [Lu02]
18.5.) je:

U =rcont” {xa:AeS}=conv{xs: A8} .
Je znamo, 7e je-li zobrazeni f mezi topologickymi prostory spojité, je f(A) C f(A) pro
kazdou mnozinu A ( [Kr] 2.1.2.). V nasem p¥ipadé spojitost 7" dava (vyuzivame téz linearity
T, resp. toho, Ze konvexni obal a linedrni obraz komutuji):

V=TU)=T (conv {xa: A€ S}w*> C
C T (conv{xa:AeSH =comvT ({xa:AcS}) =convuS) .

3 Ljapunovova véta a jeji zobecnéni

Nasleduje véta, ktera je zobecnénim klasické Ljapunovovy véty do nekonecné dimenze. Jde
vlastné o zobecnéni Lindenstraussova funkciondlné analytického pristupu z [Li66].

Véta 3.1 ( Knowles (1975), Ljapunovova véta ve slabé topologii ). Bud u vektorovd
mira na méritelném prostoru (2, S) s hodnotami v X. Bud X\ mira nezipornd koneénd na
S takova, Ze p << X (ezistuje podle Vety 2.24). Bud

T:L>®Q,8 )\ - X : f»—>/fdu
Q

operdtor dany integrovanim podle vektorové miry . Pro A € 8 oznacme

XaL=(A) == {xaf: fe L=V}

podprostor téch funkci z L (\), které se anuluji mimo A. Pak je ekvivalentni:

(1) Pro kaZdou mnoZinu A € S takovou, Ze A\(A) > 0 plati, Ze restrikce operdtoru T na
podprostor x 4L (\) neni prostd.

(2) Pro kazdou mnoZinu A € S je mnozZina {(ANB) : B € 8} w-kompakini a
konvexni.

(8) Pro kaZdou funkci 0 # f € L*®(\) existuje funkce g € L*®(\) tak, Ze fg # 0 a
Jo fodu=0.
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Diikaz. Tmplikace (3)=(1) je sice snadnd (za f ve (3) stac¢i volit x4 z (1)), avSak postup
dikazu je nasledujici: (1)=(3)=(2)=(1).

(1)=(3): Bud f € L*(\), f # 0. Tedy ozna¢ime-li B := {w € Q : f(w) # 0}, je
A(B) > 0. Déle je:

A.={weQ:|f(w)| >} /"B, £—0"

(symbol 7 77 znamena, ze plati A., C A,, proe; > &5 > 0a|J..,A. = B). Kdyby bylo
A(A.) = 0 pro vSechna £ > 0, pak by ze spojitosti miry bylo téz A(B) = 0, coz by byl spor.
Existuji tedy e > 0a A € S tak, ze A(4) > 0 a |f| > ¢ na A. Podle (1) existuje h € L>®(\)
tak, Ze x4h # 0 a piitom 0 = T'(xah) = [, fg dp. Polozme:

. % na A,
9= 0 na A°.

/fgduzfohduzo-
Q 0

(2)=-(1): Necht pro spor (1)~neplati. Tedy existuje Q € S, )\((2) > 0 tak, ze T je prosty
na xgL>®(,S,A) = L*(Q,8,)), kde S :={ENQ: E € S} je restringovana o-algebra a
A je restrikce miry A na S. Pouzijeme-li (2) a Diisledek 2.44 (kde vSe je restringované na

Pak fg # 0 a pfitom:

€2, resp. na §) v druhé a t¥eti z nasledujicich rovnosti, mame:

T ({xa:4€8}) = uS) = wom(us)
:{éfmufeﬂwbmegl}
:T({feLOO(X),ogf§1}) .

Odtud je zcela jasné, Ze T neni na LOO(Q, S, X) prosty, coz je hledany spor.

(3)=(2) (”Lindenstrauss’s argument” z [Li66]): Zvolme A € S. Mame ukizat, ze
{(AN B): B € S8} je w-kompaktni a konvexni mnozina. Postup bude stejny, avSak zapis
jednodussi (bez vlnek z ptedchoziho bodu), budeme-li BUNO piedpokladat, 7e A = €.
Méame tedy ukazat, ze pu(S) je w-kompaktni a konvexni. Ukdzeme, Ze z platnosti (3) plyne:

kde

‘“z{/f@wfeL“MLOSfél},
Q
U= {fel®N:0<f<1}.
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Ukézeme-li to, pak konvexnost p(S) plyne z linearity T a ziejmé konvexnosti U a  w-
kompaktnost 1(S) plyne z w*-w spojitosti T a w*-kompaktnosti U (Tvrzeni 2.43) ("spojity
obraz kompaktu je kompakt”). Zbyva tedy ovérit u(S) = T'(U).
7 Ziejmé je: u(S) =T ({xa: A€ S}) CT(U).
77" Zvolme p € T(U). Ozna¢me mnozinu téch prvka U, které se pomoci T' zobrazi na
p nasledovné:
K,={geU:Tg=p}=T"({p})NU.

Ukazeme-li, ze K, obsahuje charakteristickou funkci néjaké mnoziny £/ € S, budeme hotovi,
nebof pak p = T(xg) = u(E) € pu(S).

Mnozina T~'({p}) je w*-uzaviend jako vzor jednobodové (tedy w*-uzaviené) mno-
ziny pri w*-spojitém zobrazeni 1T'. Protoze U je w*-kompaktni (Tvrzeni 2.43), je K, =
T '{p} NU téz w*-kompaktni a podle Krejn-Milmanovy véty obsahuje K, extremalni
bod go. UkdZeme, Ze gy musi byt charakteristicka funkce méritelné mnoziny.

Necht (pro spor) go neni charakteristickd funkce mnoziny z S. Pak existuje F € S a
e>0tak, 7e A(F) >0ae < gy <1—c¢nakF (viz. dikaz Tvrzeni 2.43). Polozme:

f=xr#0.
Podle (3) existuje funkce g € L>®()\) tak, ze ypg # 0 a

/XEgduz 0="T(xgryg) -
Q

Polozme nyni:
~ . XEY

g = e#0.
191l

Mame —e < g < eaT(g) = 0. Tedy go+ 9,90 — g € U, nebot 0 < go ¢ < 1. Déle
9o+ 9,90 — g € K,, nebot diky linearité T je:

T(g0+g) =T(90) £T(9) =T(90) £0=T(g0) =p -

Daéle go + g # go — g, nebot g # 0. Konedné je:

9—9 Go+g
— + ]
2 2

tedy go neni extremalni bod K,. Spor. O]

o

Poznamka 3.2. Za ”Lindenstraussovym argumentem” obsazZengm v implikaci (3)=(2) lze
vidét jistou ideu ”konvexifikace” (srov. [Ba02] str.131). Pokusme se ji popsat. Jde ndm o
zkoumdni oboru hodnot mnozinové funkce p na S. Prokum E € § “odpovidaji” charakte-
ristické funkce xg. Misto zobrazeni E — u(FE), lze zkoumat zobrazeni xp — p(E). Nyni
jde o to, rozsitit definicni obor tohoto zobrazeni bez rozsireni oboru hodnot z charakteris-
tickych funkci na vétsi mnoZinu funkci, kterd bude konvexni a kompakini, a na niZ bude
navic toto zobrazent linearni a spojité. Nyni staci vyuzit faktu, Ze spojity linearni obraz
konvexniho kompaktu je konvexni kompakt.
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Poznamka 3.3. Veéta 3.1 tedy ddva nutnou a postacujici podminku k tomu, aby obor
hodnot vektorovée miry a zdaroven obory hodnot vsech jejich restrikci, byly konvexni a slabée
kompaktni. Tato podminka Tika, Ze vektorovd mira ma byt v urcitém smyslu ”dostatecné
neprostd” (presnéji jde o neprostotu restrikci operdtoru daného integraci dle této miry).
Splnuge-li vektorova mira p ekvivalentni podminky z Vety 3.1, je jiZ nutné neatomicka.
Kdyby totiz mnoZina A € § byla atom, pak by restrikce miry p na tento atom meéla obor
hodnot roven dvouprvkové mnoziné {0, u(A)}, coz neni konvexni mnoZina. Spor s podmin-

kou (2).
Jako disledek dostavame klasickou Ljapunovu vétu.

Véta 3.4 ( Ljapunov, 1940 ). Bud p: S — X wvektorovd mira na méritelném prostoru
(Q,8). Necht Banachiv prostor X je konecné dimenziondlni a necht mira i je neatomickd.
Pak obor hodnot 1 je konvexni a kompakini podmnoZina X.

Diikaz. Necht dimX = n. Ovéime, Ze je splnéna podminka (1) z Véty 3.1. Zvolme tedy
A € S tak, aby A(A) > 0. Ukazme, ze prostor Yy := x4L*®(\) CC L*°(\) ma dimenzi
vétsi nez n (ve skutecnosti je dimY, = 00). S vyuZzitim neatomi¢nosti p snadno postupné
sestrojime posloupnost {Ey,}?* mnozin z S tak, Ze:

ASE DB D -5 Enus
p(A) > p(Ey) > p(Ez) > - > p(Epar) > 0.

Je ziejmé, Ze Xg,, XBs» - - - » XEny, € Ya jsou linedrné nezavislé (polozime-li totiz Z?jll CiXE =
0, dostavame nutné ¢; = 0, odtud nutné ¢y = 0, atd. a7 ¢, 11 = 0). Odtud:

dimY, >n .

Linearni operator 7' tedy nemuze prostor Y, prosté zobrazovat do prostoru X, jehoz di-
menze je n.
Tvrzeni nyni plyne z Véty 3.1. O]

4 Charakterizace konec¢né dimenzionalnich prostoru
pomoci Ljapunovovy véty

V této casti ukdzeme, Ze plati dokonce obraceni Ljapunovovy véty v tom smyslu, Ze konecné

dimenzionalni prostory jsou platnosti Ljapunovovy véty charakterizovany.

Lemma 4.1 ( o existenci nekoneéného biortogondlniho systému ). Bud X nor-
movany linedrni prostor nekonecné dimenze. Pak v X existuje nekonecny biortogonalni
systém, tj. existuje posloupnost dvojic {(fn,xn)}0>, takovd, Ze f, € X*, 2, € X a

1 pro j=1,
i\Lj) ‘= . )
Jils) {O pro j #1i .

(srov. [HHZ96] theorem 272(Markushevich))
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Diikaz. Konstrukce se provede indukei a pfipominé klasicky Gram-Schmidtiv ortogonali-
zacni proces.

1. krok: Zvolme z; € X tak, aby z; # 0. Protoze prvky X* oddéluji body X (disledek
Hahn-Banachovy véty, viz. [Lu02] 2.20.), existuje fi € X* tak, ze fl(azl) # 0. Polozme:

£ = h
fl(iﬂl)
Mame tedy fi(z;) = 1.
2. krok: Protoze X je nekonetné dimenziondlni, lze zvolit 7o € X tak, ze o ¢
Lin({x}). Polozme:
To ‘= ig - f1 (52) T .

Mame tedy fi(z2) = 0. Diky linedrni nezavislosti Ts a 1 je nutné xy # 0. Existuje tedy
fo € X* tak, Ze fo(xy) # 0. Polozme:

L f2 —J?Q(%)ﬁ
f2 T ~ .
fa(22)
Mame tedy fa(z1) =0, fa(z2) = 1.
n. krok: Mame jiz sestrojeny zi, Z1,..., Tn_1, f1, fi,-.., fo_1 tak, Ze pro ¢,5 €
{1,2,...,n— 1} méme:
1 pro 3=1,
i\Lj) = .,
filz;) {0 pro j #1.

Zvolme z, ¢ Lin({x1,zs,...,2, 1}).Polozme:
n—1
i1

1\~/[éme tedy fi(z,) =0 proi=1,2,...,n — 1. ProtoZe x, # 0, existuje ﬁl € X* tak, Ze
fn(xy) # 0. Polozme:
fn — Z:‘L:_ll ’n(xz)fz

fn = =
fa(zn)
Méame tedy fp(x;) =0proi=1,2,...,n—1a f,(x,) = 1. S konstrukei lze pokracovat do
nekonecna, ¢imz ziskdme pozadovany biortogonalni systém. O

Véta 4.2. Necht X je Banachiv prostor nekonecné dinmenze. Bud Q = [0,1] a bud' S o-
algebra borelovskych podmnozin [0, 1]. Pak existuje neatomickd vektorovd mira p: S — X
na meéritelném prostoru ([0, 1], S) takovd, Ze jeji obor hodnot neni konverni mnozina. Miru

i lze navic volit tak, Ze md omezenou variaci.
(srov. [DUTT] IX.1. corollary 6. )
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Diikaz. Uvedme dva podobné dtikazy.

Pruni dikaz: Bud A Lebesgueova mira na S. Prostor L?([0,1], S, A) = L?([0, 1]) je Hil-
bertiiv a existuje v ném tedy ortonormdln{ baze. Protoze L*([0, 1]) je separabilni (spocetnou
hustou podmnozinu tvori racionalni linedrni kombinace charakteristickych funkeci intervala
s racionalnimi koncovymi body), je ortonormalni baze nutné spocetna (jinak prvky ortonor-
maln{ baze tvoi nespodetnou v/2-izolovanou mnozinu, coZ je spor se separabilitou). Necht
je tedy {g1, g2, . .. } ortonormdlni baze prostoru L*([0, 1]). Protoze je L*([0,1]) C L'([0,1]),
je ||gnll1 < oo pro vSechna n € N. Protoze g, # 0 s.v., je oviem téZ ||g,||1 > 0 pro vSechna

n € N. Polozime-li: p

fn = )
1911
je || fullt = 1 pro vSechna n € N. Protoze {g,} je ortonormélni béze, plati, Ze jediny prvek
L?([0,1]), ktery je kolmy na vsechny g,, je nulovy prvek ( [Lu02] 1.34.(ii)). Neboli pro
vsechny g € L*([0, 1]) plati implikace:

fngdA=0 prokazdé neN = ¢g=0.
[0,1]

Protoze X je nekonecné dimenzionalni, existuje podle lemmatu 4.1 v X nekonecny
biortogonalni systém {(p,, z,)}>2, takovy, ze ¢, € X*,z, € X a

(z;) 1 pro j=1,
i\Lj) = . .

A 0 pro j#i.
Definujme operator T': L*>([0,1],S, ) — X vztahem:

o0

T(g) =Y o [ fgdr.

o= 2" [lzall Joy

Abychom ovérili, ze uvedend fada v Banachové prostoru konverguje, sta¢i ukazat, ze kon-
verguje absolutné ( [Lu02] 3.11.). K tomu pouzijme odhad:

2|1 =z =1 2.1
nz:l 2% [|znl| S0 ; 2" | o, ; 2" Jio,

0
1 1
<> el [Vl dr = ol S 5 = e
n=1 0,1

n=1

Odtud plyne téz odhad:
1T () < llgllos »
tedy T je omezeny. Protoze T je zfejmé téz linedrni, je T € L(L*([0,1]), X).
Ukazme, ze T je prosty. Zvolme g € L*([0,1]) tak, ze T'(g) = 0. Chceme ukézat, Ze
g = 0. Spocitejme ¢, (T(g)). S vyuzitim spojitosti ¢, v druhé rovnosti mame pro viechna
jEeN:

— 1 @i (Tn) 1
0=yp;(T(g)) = — frngd\ = — figdA.
) ;Qn [enll S0,y 2 Joa™
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Odtud:

f[igdA =0 pro kazdé j € N.
[0,1]

ProtoZe je g € L>([0,1]) € L?([0,1]), mame odtud g = 0.
Nyni pro A € § definujme:

p(A) =T = 3 o [ fadn.

= 2% |lzall oy

Ovéime, 7e p je o-aditivni. Volme {4;}$2, posloupnost po dvou disjunktnich mnozin z S.
Vsimnéme si, ze podle Lebesgueovy véty s konvergentni majorantou f, pro pevné n € N
plati:

N
S| faxadr= / Faxyx 4 @A — [ faxyzm,adh, N —oo.
) 1] [071] =

[0,1]
Mame:
- g | T
p(Ai) = o Faxa; dA
iz; Zz; n=1 2 ”x"H [0,1]
xO X0 1 .
n=1 i=1 [l [0,1]

1 =z
=> " an e 4 AN =1 A ,

=1

kde v druhé rovnosti jsme mohli zaménit pofadi sum (limit), nebot je:

— 1 1z, [xailloo
nz:_ : [0,1] Foca d Z XA Zz_n

— 2 |||

Dostali jsme odhad "majorantni” fadou nezavislou na ¢ € N, tedy rada konverguje stejno-
mérné vzhledem k ¢ € N. Zaména sum (limit) je tedy moZné na zédkladé Moore-Osgoodova
lemmatu pro metrické prostory ( [Ve97] 15.3.3), které se snadno zobecni pro funkce do
Banachova prostoru. Jind moznost je divat se na sumu (pies n) jako na specialni ptipad
integralu (podle pocitaci miry). Pak plyne moznost zamény z ”Lebesgueovy” véty pro
Bochneriv integral s konvergentni majorantou 1 ( [Co80] str.353). Pro kazdé N € N a
n € N je totiz:

N
St [ g = S e A‘§—<1,
[0,1] 2"

~ 2" ||znll 2 [|znl] |/ 10,1

fvl >0 Hwnl\ fo 0.1] fnXxa,gdA jsou bochnerovsky integrovatelné, ne-

bot zfejmé jejich normy jsou integrovatelné ( [LMO02] 42.2.) a jsou zFejmé méfitelné.

pricemz funkce sy(n) ==,
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Z prostoty T' plyne snadno, ze mira y je neatomicka.
UkaZzme, Ze p mé konefnou variaci. Bud {4;}Y | kone¢ny méfitelny rozklad [0, 1]. Pak
mame:

N N 00
Sl =3 | ey | fxadr| <
i=1 i=1 | |n=1 nll J/[0,1]
S Y RSSO NIATE
i=1 n=1 Ai n=1 i=1 ¥ A

.1 .1
= — | ful dX = —=1.

Ukazme konecné, ze obor hodnot p neni konvexni mnozina. Predpokladejme pro spor,
ze 1(S) je konvexni. Ozna¢me:

z:= p([0,1]) -

Protoze (@) = 0, musi byt diky konvexité prvek 5% = £ prvkem u(S). Proto existuje
Ae S, AcC|0,1] tak, ze:

z

5 = #A) =T(xa) -
Pak ovSem konecnd aditivita p dava:

z oz
p((0,1)\ 4) = p(0,1) ~ p(A) =2~ 5= 2
Odtud: p
9~ p([0,1]\ A) =T (X[o,l}\A) .

Tim jsme dostali spor s prostotou 7'.

Druhy dikaz: Bud A Lebesgueova mira na S. Necht { f1, fo, ...} je takova ortonormalni
baze prostoru L?([0,1],S, \), Ze jeji prvky jsou stejné omezené. Zvolme naptiklad zndmou
trigonometrickon bazi {1, v/2cos(n2rz),v2sin(n2zrz) : n € N}, jejiz prvky jsou omezené
konstantou v/2. Protoze {f,}°%, je ortonormalni béaze, plati pro viechny g € L*([0,1])
implikace (viz. [Lu02] 1.34.(ii)):

fngdh =0 prokazdé neN = g¢g=0.
[0,1]

Protoze X je nekonecné dimenzionalni, existuje podle lemmatu 4.1 v X nekonecny
biortogonalni systém {(yn, x,)}2 | takovy, 7e ¢, € X* x, € X a

(z;) 1 pro j=1,
Pt 0 pro j#ui.
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Definujme operator T : L?([0,1],S,\) — X vztahem:

1 Ty
T() =) 5 ng X
n=1

[all Jioa

Pak pro g € L?([0,1]) s pouzitim Schwarzovy nerovnosti mame:

o0 0.9}

1 =z, 1
T < 3 ||1% fngdAH < —\ fngdA‘ <
nZ::l 2% ||zl o ;2" [0,1]
=1 2.1
<) on 1 Fall2llgll2 = lgll2> on = llgllz-
n=1 n=1

Mame tedy T € L(L*([0,1]), X).
Ukazme, 7ze T je prosty. Zvolme g € L?([0,1]) tak, Ze T(g) = 0. Chceme ukazat, Ze
g = 0. S vyuZitim spojitosti ¢; v druhé rovnosti mame pro vsechna j € N:

o0

1 j(2,) 1
0=;(T(g) =3 =& fgdh=5; [ rgax.
’ nZ::l 20 Nlznll Jioa 27 Jio !
Odtud:
figdA =0 pro kazdé j € N,
[0,1]
tedy g = 0.

Nyni pro A € S definujme:
i(A) :=T(xa) -
Ovéime, Ze p je o-aditivni. Volme {A;}3°, posloupnost po dvou disjunktnich mnozin z S
. Pak plati:

[HEE:

Xvazl Aj — XU?il Ai -

=,

To plyne ze spojitosti miry takto:

HXU?il A T XUf\’:l A; XU;')iN+1 Aj
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nebot [J;Z v, 1 Ai \« @ a A je na S konecéna. Nyni sta¢i pouzit linearitu a spojitost T

N

D_n(A) =3 T(xa) = lim > T(xa) =

=1
- Nhi’E;T (XufilAi) =T (xuz, 4) = 1 (L_Jl Ai) :

Z prostoty T plyne snadno, ze mira y je neatomicka.
Ukazme, Ze p mé konefnou variaci. Bud {4;}Y | kone¢ny méfitelny rozklad [0, 1]. Pak
mame:

.1 =z
S [ faxadA
[0,1]

2 [

N
ZHM =>
=1 n=1
N oo
< ZZ%/A_ [ fal dA =

Eo_oj Z/ |fn|dA—Z / fuld) < V3,

kde v posledni nerovnosti jsme pouZili odhad || f,||; < v/2, ktery plyne z omezenosti funkci
f,, konstantou v/2.

Ukazme kone¢né, Ze obor hodnot p neni konvexni mnozina (zde se postup nelisi od
prvniho dikazu). Predpokladejme pro spor, ze 11(S) je konvexni. Ozna¢me:

= p([0,1]) -

Protoze ;(@) = 0, musi byt diky konvexité prvek 2% = £ prvkem p(S). Proto existuje
A€ S, Aco,1] tak, ze:

5 = mA) =T(xa) -
Pak ovSem konec¢na aditivita p dava:
u([0, 1\ A) = u([0,1]) = p(4) =2 = S = =
Odtud: ,
9 p([0,1]\A) =T (X[o,l]\A) ‘
Tim jsme dostali spor s prostotou 7. O

Véta 4.3. Banachtv prostor X je konecné dimenziondlni, prave kdyz obor hodnot kazZdé
neatomicke vektorové miry s hodnotami v X je konvexni mnoZina.

Diikaz. Plyne z Vét 3.4 a 4.2. [
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Poznamka 4.4. Pokud se tyce situace v pronim diukazu Véty 4.2, da se ukazat, Ze plati:

T(f) = fdu pro vSechny f € L*([0,1])

[0,1]
(Je-li f charakteristickd funkce, plati to z definice u a pak se pouZije linearita a spojitost
obou stran a hustota jednoduchych funkei v L*([0,1])). Ziejmé tedy Q2 :=[0,1], S, u, X, A
a T spliuji predpoklady Véty 3.1 (Knowles). ProtoZe T je prosty, neni splnéna podminka
(1) z této veéty, tedy ani ekvivalentni podminka (2). Tedy existuje A € S tak, Ze mnoZina
{i(AN B) : B € 8} neni konvexni nebo neni w-kompaktni (pak ovsem ani kompakini).
Odtud plyne, Ze pro restringovanou miru p>A neni splnéno tvrzeni Ljapunovovy véty.
Takto se postupuje v [DUT7], kde je tedy obraceni Ljapunovy véty dokazovdno jako disledek
netrividini Vety 3.1 (Knowles).

Dokdzat, Ze p(S) neni konvezni, lze vsak elegantné bez pouziti Véty 3.1 (viz. zdvér
prontho i druhého dikazu Veéty 4.2). Tuto myslenku lze najit v [KP92] (str.1193). Co se
tyce proni casti dukazu Véty 4.2 podstatnym krokem je sestrojeni prostého operdtoru T €
L(LP([0,1]), X). V [KP92] se uvazuje prostyj operdtor T € L(L([0,1]),X), jeho existence
vSak nent zdidvodnéna. V této praci pouZitd konstrukce pochdzi z [DUT7], kde T je definovdin
na L>([0,1]). Zdd se viak, Ze jednodussi je konstruovat T € L(L*([0,1]), X) (viz. druhy
ditkaz Veéty 4.2). V dikazu se pak lze napiiklad vyhnout pracnému zdivodnovdni zimeény
sumace pri oveTovant o-aditivity konstruované miry.

5 Priklady a protipriklady

V této c¢asti jsou uvedeny nékteré piiklady ¢i protipiiklady tykajici se tématu.
Diskutujme nejprve jednoduchy konkrétni piiklad na neplatnost Ljapunovovy véty v
nekonec¢né dimenzi.

Piiklad 5.1 ( Uhl (1969) ([Uh69], srov. téz [SS03] 1.2)). Polozme Q) := [0,1]. Bud
S o-algebra borelovskijch podmnozZin intervalu [0,1] a bud X Lebesgueova mira na S. Dadle
bud X := LP([0,1],S,)) = LP, kde 1 < p < co. Definujme mnozinovou funkci pp: S — LP
vztahem:

pu(A) == xa pro kaZdou A€ S .

Pak plati:
(1) 1 je vektorova mira na ([0,1],S) s hodnotami v LP.
(2) p je neatomickd.
(8) Obor hodnot 1(S) je uzavieny, neni vSak konvexni ani kompaktni.
(4) Pro p =1 md p omezenou variaci, pro 1 < p < 00 nemd p omezenou variaci.

Dikaz. ad(1l): Z¥ejmé plati u(2) = 0.
Volme {A4;}2, posloupnost po dvou disjunktnich mnozin z S . Pak plati:

N N o
> n(A) = p (U Ai) — XUX, A gz, 4= b (U Ai) ’
i=1 i=1 =1
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nebot ze spojitosti miry je:

HXU?L A T Xvazl A; XU?iNJrl Aj

1
D P
( - ( / dA) -
P 0.1]
= (/ XU N1 A d/\> =
0.1]

1
:(A<U Al)> — 0, N —>oo,
i=N+1

nebot [J;~ yi1 Ai N a A je na S kone¢na.
ad(2): Neatomi¢nost 4 plyne snadno z neatomi¢nosti Lebesgueovy miry na [0, 1].
ad(3): Ukazme, 7ze u(S) je uzavieny. Volme {x4, }2, C u(S) tak, Ze:

LP
X, — [
Vime (napf. [LM02] 10.9.), Ze existuje vybrana posloupnost (ozna¢me ji stejné) tak, ze:
X4, — f A-s.v. v [0,1].

Odtud mame:
f(z) €{0,1}  pro A-s.v. z €]0,1],

z ¢ehoz plyne f € u(S).
Ukazme, ze £1(S) neni konvexni. Mame:
1 X[0,1] T X
S X0 = Aol T }2 2 € conv u(S) ,

Predpokladejme pro spor, 7e 1(S) je konvexni. Specialné tedy plati:

1
=X, € w(S) ,

2
5 X[0,1] — X(A)

N
_ ( / dA) _
p 0,1 12
1 P \»
([, (o)
1

Pro vSsechny A € S v8ak je:

1

S X[0,1] — M(A)

1
2

Tedy pro 7zédnou mnozinu A € § nemtize byt u(A) = %X[O,l]- Spor.
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Ukazme, 7ze u(S) neni kompaktni. Najdeme nekoneénou mnozinu v p(S), jejiz kazdé
1
dva prvky maji od sebe vzdalenost (3)». Pro kazdé n € N polozme:

A, = {t €][0,1] : sin(2"xt) > 0}

( A, je tedy mnoZina, na niz je n-t4 Rademacherova funkce, ktera je na [0, 1] definovana
predpisem sign sin(2"7t), kladné (resp. rovna jedné), srov.[Lu02] *10.5. ). Jinak zapsano:

k-1 k
A= U <2n 2_”>

1<k<2n
K liché

Necht m > n, pak:

x4, — XAm||p = (/ IxXa, — Xa,, |p d)\> =
[0,1]

( /[ s dx); -

Sl
=

kde
k—1 k k—1 k
B, = — . —|nA4,| U —, — | nA°|
2<k<2m 1<k<2m
k sudé % liché
kde ”=" znadi rovnost az na kone¢nou mnozinu (nékterych krajnich boda m-tych dyadic-

kych intervalt).
ad(4): Pro 1 <p < oo a A € § snadny vypocet dava:

(A = (AA))> .

Bud nejprve p = 1. Zvolme {A;}M, koneény méfitelny rozklad [0, 1], pak

Z”M(Ai)ul = Z/\(Ai) = A0, 1) =1,

tedy variace p je omezend, konkrétné |u|([0, 1]) = 1.
Za druhé uvazme 1 < p < oo. Bud {I,;}1<k<2r koneény méfitelny rozklad [0, 1] na
dyadické intervaly délky 2% s krajnimi body ’fg;nl, 2% Pak mame:

S L)y = 3 (AL))3 = 27 (zi) g

k=1

Posledni vyraz jde k oo pro n — oo, tedy |u|([0,1]) = oc. O
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Poznamka 5.2. Pripad p = oo v predchozim prikladu ddvd "neatomickou konecné aditivni

vektorovou miru”, kterd vsak neni o-aditivni. Volime-li naptiklad A, = (%ﬂ, %] e S pro
n €N, pak |, A, = (0,1], pFicemz je:
N 9] N o0
i (Ua)| = Jular-u(Ua)| -
=1 i=1 0o 1=1 i=1 0o
- XU 1 Az - XUz’—l AZ =
= X(Ol]‘ =1 pro vSechna N € N .
PN+1 0

Ukazme naopak nékteré pozitivni netrivialni ptiklady v nekone¢né dimenzi.

Priklad 5.3 ( neatomicka vektorova mira s omezenou variaci s hodnotami v /2,
jejiz obor hodnot je konvexni a kompaktni ([MR96], 3.2.)). Polozme € := [0, o0].
Bud' S o-algebra borelovskijch podmnozin intervalu [0, 00) a bud A Lebesgueova mira na S.
Dile bud X = [?. Definujme mnoZinovou funkeci jn: S — 1? vztahem:

1
phn,n+1] = (0,0,...,0,z—n/\Nn,n—i—l],0,0,...) pro vSechna n € N .

n—1

Je ziejmé, Ze p je dobre definovand vektorovd mira na ([0,00),8) s hodnotami v [>.
Neatomicnost u snadno plyne z neatomicnosti Lebesqueovy miry. Je téZ zieymé, Ze plati:

1
u(S):{xEZQ:Oga:ngﬁ,nEN}.

Odtud se snadno ovéfi, zZe u(S) je konverni.

Ddle na mnoziné {z € 1> : 0 < x, < 57,n € N} ziejmé splyjvd ||-||2-normovd topo-
logie s topologii bodové konvergence (¢ili konvergenci "po slozkdch”). Obor hodnot u(S)
lze tedy homeomorfné zobrazit na kartézsky soucin [],cx [0, 2%} se soucinovou topologii.
Ten je vsak podle Tichonovovy véty kompakt (jako kartézsky soucin kompakti, viz. [Kr]
7.2.6.). Kompaktnost [], oy [0, %} (tzv. Hilbert cube) lze ovéFit téZ priméjsi cestou, a sice
ovetenim sekvencidlni kompaktnosti, kterd pro metrické prostory splyvd s kompaktnosti (ze
zvolené posloupnosti v [, o [0, 2%} vybereme posloupnost konvergentni v proni sloZce, z ni
poslopnost konvergentni v druh€ sloZce atd. Nakonec uvazujeme ”diagondlni” posloupnost,
ktera jiz konverguje v kaZdé sloZce).

Ukazme jesté, Ze u md omezenou variaci. Zvolme {A;}M, konecny mévitelny rozklad
[0, 00]. Uvazme, Ze plati:

w(S) clt cil?

(vyuzivame toho, Ze pro x € I' je ||z||2 < ||z||1, coZ lze odvodit limitnim prechodem ve
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ziejmé nerovnosti [z1|> + - + |z,|? < (|Jz1] + -+ + |za])? ). Mdme:

S (A, < Znu M= 33 A+ 1] 0 49 =

=1 n=1
_EOO:;nZA n,n+ 11N A;) :012%: ;

tedy |p|([0,00]) < 1.

Poznamka 5.4. V [MRI6] (3.2.) je sloZitéjsi konstrukce uvedeného typu pouZita k se-
strojeni prikladu ukazujictho, Ze ani v pFipadé neatomické miry nemusi konverita a/nebo
kompaktnost 11(S) implikovat odpovidajici vlastnost u oboru hodnot restringované miry

u(SPHA), kde A € S.
Nésleduje pozitivni piiklad, ktery ilustruje Vétu 3.1 (Knowles).

Ptiklad 5.5 ( Vektorova mira s hodnotami v L!((0,1)) s konvexnim a w-kompaktnim
oborem hodnot ( [KK75], V.1.(str.84), viz. téz [DU7T7|, IX.1.8. ) ). Bud v nezdipornd
konecénd mira na méritelném prostoru (S, A) (napriklad Lebesqueova mira na borelovskijch
podmnoZzindch [0,1]) a bud A Lebesgueova mira na ([0,1], B), kde B je o-algebra borelov-
skych podmnozin [0,1]. Polozme:

Q:=Q" x[0,1],
S:=Ax B (soucinovd o-algebra) .

A definugme mnoZinovou funkci u: S — L* (Y, A, v) vztahem:

w(E)(w) ::/ Xe(w, t)dA\(t), kde E€ S, we.
(0,1]

Tedy p(E)(w) uddvd Lebesgueovu miru "fezu” mnoZiny E pri pevné soutadnici w.

Neni tezkeé overit, Ze p je vektorovd mira a Ze soucinova mira v @A je "control measure”
z Vety 3.1 k mire p a Ze operdtor T z Vely 3.1 dany integrovanim podle vektorové miry p
funguje v tomto pripadé takto:

(Tf) (w) = </Qfdu> (w) = [01}f(w’t)d/\(t)’ kde f e L®(r®@\),we .

K tomu je rozhodugici zjisténi, Ze pro charakteristické funkce mnozin z S predchozi vztah
plati, coZ plyne primo z definice miry p o definice integralu podle vektorové miry.
Nasim cilem bude nyni ovérit podminku (1) z Véty 3.1. Zvolme tedy E € S tak, Ze:

(v @ \(E)>0.
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Pro w € Q' poloZme:
Joa txE(w, ) dA(t)

Joay xe(Ww, ) dA(t)

pricemz je pouZita domluva, Ze ”% = 07. Zreymé plati 0 < a(w) < 1. Nyni pro (w,t) € §2
definujme:

a(w) =

fw,t) =t —a(w)] xs(w,1) .
Pak ziegmé f € xpL®(v @ A), pricemz f je na E v ® A-s.v. nenulovd. Pro kazdé pevné
w € Q existuje totiz nejuyse jedno t € [0,1] tak, Ze (w,t) € E a zdroven f(w,t) =0, tedy
Fubiniova véta davd (v @ \)(E N {f = 0}) = 0. Protoze (v ® A\)(E) > 0, je f # 0. Pro
kazdé w € € je viak:

(TF) (w) = ( / fdu> @ = [ o na =

[0,1]

_ / [t_ﬁo,l]th<w7t>dA<t> o 0.
[0,1]

- f[071] XE(w, t) dA(?)

Odtud mdme T f = 0, ¢imZ jsme dokdzali, Ze T neni na podprostoru xgpL™®(v @ ) prosty.
Podle Veéty 3.1 je tedy obor hodnot u konverni a w-kompakini.

6 Banachovy prostory s Ljapunovovou vlastnosti

Vime jiz, ze obor hodnot neatomické vektorové miry obecné nemusi byt konvexni. Uvazujeme-
li vsak slaby uzavér oboru hodnot, konvexita je jiz zarucena. Diikaz je zalozen na aplikaci
konec¢né dimenzionalni verze Ljapunovovy véty.

Lemma 6.1. Bud p vektorovd mira na méritelném prostoru (2, S) s hodnotami v X,
ktera je neatomicka. Pak pro kaZdy funkciondal ¢ € X* je realnd mira @ o u téZ neatomicka.

(srov. [KK75] V.6.3, V.6.4.)

Diikaz. Zvolme funkcional ¢ € X*. Podle Véty 2.24 existuje mira A nezapornd kone¢na na
S takova, 7e u << A a A << p. Z toto plyne, Ze A je nutné téZ neatomicka (viz. posledni
tvrzeni Véty 2.24). Ze vztahu p << A plyne ziejmé @ o p << A.

Necht pro spor existuje A € § atom realné miry ¢ o y. Polozme Ey := A. Ozna¢me
w := (pou)(Ey) # 0. Podle Ljapunovovy Véty 3.4 pouzité na 1-dimenzionélni neatomickou
nezapornou miru A restringovanou na FEy je obor hodnot této miry interval [0, A(Ep)].
Existuje tedy méritelna B C FEj tak, ze plati:

—~

Ep)

Aditivita davé téz A(E, \ B) = 2
nasledujicich vztahii:

. Protoze Ey je (¢ o p)-atom, plati nutné jeden z



Plati-li (1), polozime E; := B, plati-li (2), polozime E; := E, \ B.
Aplikujeme predchozi postup na mnozinu FE; atd. Indukci ziskdme posloupnost méri-
telnych mnozin
EyDELDEyD ...,

takovych, ze pro vSechna n € N je:

1
ME,) = 2—n)\(E0) a zaroven
(pop)(En) =w.
To je spor s popu << A. [

Véta 6.2 ( Kluvanek (1973) ([K173]) ). Budte 0, S, u, X jako v Definici 2.1, pricemz
necht vektorovd mira 1 je neatomickd. Pak w-uzdver oboru hodnot miry p je w-kompakini
a konvexni.

(srov. [SS03] Lemma 2.3 (Lew,1971), [DU77] str.26/)

Diikaz. Slabou kompaktnost Ww zarucuje Disledek 2.41.

Abychom ukézali konvexitu ;(S)", ukdzeme, ze u(S)" splyva s conw u(S). Protoze
w(S8)" c oo u(S) = conw u(S), stadd oveFit opacnou inkluzi. Zvolme z € conw u(S).
Méame ukazat, ze x € mw. Zvolme @1, ¢1,...,0, € X* a e > 0. Vektorova mira defino-
vana vztahem:

vi= (010, Q20 [l,...,¢Qn0 M),

je konec¢né dimenziondlni a podle lemmatu 6.1 neatomicka. Tedy podle Ljapunovovy Véty 3.4
je v(8) kompaktni a konvexni. Odtud plyne:

(01(2), p2(2), -+ s ul2)) € CONTV(S) = v/(85)

(protoze = € como u(S), existuji z7 € u(S), X € [0,1], K; € N, SN =1 tak, Ze
S Ml = 3, spojitost a linearita ¢y, dava SSH Mg (2!) = @p(z) pro k = 1,2,....n,

1=

tedy (p1(z), p2(z), -+, pn(x)) € conv v(S) ). Proto existuje A € S tak, Ze:

or(r) = (pr,op)(A) pro viechna k=1,2,...,n,

neboli
lok(z) — wr((A))] =0 pro vSechna k=1,2,...,n,
tedy
/JJ(A) € U§01 ----- @n,f(aj) = {y €X: \gok(x - y)’ < ‘Sak = 1727 s '7”} :
Ukézali jsme, 7e kazdé bazové slabé okoli bodu z protind u(S), tedy = € u(S) . O
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Poznamka 6.3. 7 predchoziho plyne, Ze lezi-li hodnoty vektorové miry . v normovaném
Y : w . C . .7 .
linearnim prostoru, je i(S)  konvexni. UvaZuje-li se situace zobecnénd v tom smyslu, Ze

hodnoty u lezi v obecném lokalné konvernim prostoru, pak jiz p(S) Y nemusi byt konvexni a
nemusi platit obdoba lemmatu 6.1 (viz. [KI73], [KK75] str.96). Pro platnost téchto turzeni je
treba predpokladal navic napr. metrizovatelnost uvazZovanéeho lokdlné konvexniho prostoru.

Dalsi otazka se tykd konvexity v pripadé, Ze budeme uvazovat pouze normovy uza-
vér oboru hodnot vektorové miry. Diky piikladu 5.1 (Uhl) vime, Ze obecné jiz konvexitu
nedostaneme.

Definice 6.4 ( Kadets, Schechtman (1993)). Rekneme, Ze Banachiv prostor X md
Ljapunovovu vlastnost, jestliZe uzdaver oboru hodnot kaZde neatomické vektorove miry s
hodnotami v X je konvexni.

Priklad 5.1 ihned déavé, ze prostory LP(]0,1]) pro 1 < p < oo nemaji Ljapunovovu
vlastnost.

Poznamka 6.5. Zminme, které dalsi klasické Banachovy prostory nemaji Ljapunovovu
vlastnost.

Protoze prostory 1 a L*([0,1]) jsou (izometricky-)izomorfni (Riesz-Fischerova véta,
[Lu02] 1.38.), nemd ani I* Ljapunovovu vlastnost.

ProtoZe Ljapunovova vlastnost se zreymé zachovdva na podprostory, nema Ljapunovovu
vlastnost Zadny prostor obsahujici izomorfni kopii prostoru 12, coZ jsou nap¥iklad prostory
C([0,1]), {°°, L>°([0,1]). Divody jsou nasledugici.

Prostor C([0,1]) obsahuje izomorfni kopii I* z toho divodu, Ze dokonce kaZdy separa-
bilni Banachiv prostor je izometricky-izomorfni podprostoru prostoru C([0,1]) (Banach-
Mazurova véta, [HHZ96] Theorem 97).

Dile ukazme, Ze I? lze izometricky-izomorfné vnorit do 1. Oznaéme Bp uzavienou
jednotkovou kouli v I? a Sp jednotkovou sféru v 2. ProtoZe podprostor separabilniho met-
rického prostoru je téZ separabilni, existuje posloupnost {x"}5, prvki z By hustd v Bp.
Oznacéme (-,-) skaldrni soucin v I?. Definujme zobrazeni ® : > — [ predpisem:

O(z) == {(=", )}, -
Pro x € Bz mame pro kazdé n € N:

[(@(2)n] = (2", 2)| < 2" [lafl2llz <1, tedy
[@(@)]le <1,

odtud ® € L(I%,1%).
Il

Zvolme nyni e > 0 a x € Sp. Z hustoty existuje vybrand posloupnost tak, Ze x™ — x
Ze spojitosti skalarniho soucinu existuje index ng € N tak ,Ze:

(@(2)ne — 1] = [(2™,2) = (z,7)| < e,
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tedy ||®(z)]oc = 1.

Je-li nyni 0 # x € 12, pak dle predchoziho je ||<I>(Ha‘;’i|2)||OO =1, tedy ||P(2)||oo = [|2||2-
Tedy ® je skutecné linedrni izometrie.

Z Hahn-Banachovy véty plyne dokonce, Ze kazZdy separabilni Banachiv prostor je izometricky-
izomorfni podprostoru prostoru I°° ([HHZ96] Proposition 92).

Koneéné ukdzeme, Ze [ lze izometricky-izomorfné vnotit do L*°([0, 1]). Definujme zob-
razeni W : [*° — L>([0,1]) predpisem:

R [t = TaXa, (t)] ;

kde { A, }22, je disjunktni rozklad [0, 1] na méFitelné mnoziny kladné miry. Pro kaZdé x € [*

zregmé plati:
oo
Handozill = || D #axa, (2)
n=1

tedy ¥ je skutecné linedrni izometrie.
Plati téz, Ze 1 a L*>([0,1]) jsou izomorfni ([AK06] 4.3.10.).

Uké&Zeme, Ze prostor [! ma Ljapunovovu vlastnost. Obecnéji kazdy Banachfiv prostor
majici Schurovu vlastnost ma Ljapunovovu vlastnost.

Poznamka 6.6. Zminme, které dalsi klasické Banachovy prostory maji Ljapunovovu vlast-
n0st.

Kadets a Schechtman v roce 1998 ukazali pomoci pravdépodobnostnich metod (mar-
tingali), Ze prostory P pro p # 2 a prostor ¢y maji Ljapunovovu vlastnost (viz. téz [V199],
kde jsou té% jednodussi dikazy pro I' a cy pochdzejici od Kadetse).

Definice 6.7. Rekneme, Ze Banachiv prostor X md Schurovu vlastnost, jestlize v X je
kazda slabé konvergentni posloupnost téz silné (normové) konvergentni.

Véta 6.8 ( Schurovo lemma ). Prostor I' md Schurovu vlastnost.
Diikaz. viz. napt. [Lu02] *3.2. O

Véta 6.9. Jestlize Banachuv prostor X md Schurovu vlastnost, potom X md Ljapunovovu
vlastnost.

Diikaz. Zvolme (2, S) méfitely prostor a neatomickou vektorovou miru g na (€2, S) s hod-
notami v X. Ukazeme, 7e je 1(S) = u(S) " . Tim budeme hotovi, nebof mnozina u(S)" je
podle Véty 6.2 konvexni.

Nejprve ukazme, ze u(S)  je w-uzaviena. Podle Eberlein-Smuljanovy véty ([Lu02]
16.12.) splyva pro slabou topologii kompaktnost a sekvencidlni kompaktnost. Uvazime-
li navic, ze X ma Schurovu vlastnost, plyne odtud, ze v X splyvaji kompaktni a slabé
kompaktni mnoziny. Odtud plyne, Ze mnoZina M(S)w, kterd je w-kompaktni podle Di-
sledku 2.41, je té7 kompaktni vzhledem k normové topologii prostoru X. Protoze u(S) C
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1(S)", je 1(S) t67 kompaktni (jako uzaviend podmnozina kompaktu) a tedy tim spise
w-kompaktni, specidlné w-uzaviena.
7C”: To, ze plati u(S) C pu(S) , je zfejmé.
” 57 Ziejmé je 1u(8S) D pu(S), a diky w-uzavienosti u(S) té7 u(S) D u(S)". O
Uvedeny dikaz pochézi ze [SS03] (Corollary 4.1.). Uvedme jesté jeden dikaz Véty 6.9

[
pochazejici od Kadetse ([VI99] 1.4.14), ktery nepouziva hlubokou Eberlein-Smuljanovu
vétu.

Lemma 6.10 ( Kadets, Popov ). Bud u vektorovd mira na mévitelném prostoru (2, S)

s hodnotami v X. Jestlize pro kazdou mnoZinu A € § a kaZdé ¢ > 0 existuje mnoZina
B C A, Be€S tak, zZe

A
ey 12 <
pak p(S) je konvexni. (srov. [VI99] 1.4.5, [KP92] lemma 2)

Diikaz. Zvolme 7,y € pu(S) a A € (0,1). Mame ukazat, ze Az + (1 — \)y € p(S). Stadi
ukazat platnost predchoziho vztahu pro A = %, ¢ili ze plati:
T+Y  —o
5 € HS)
(odtud se iteraci dostane dokazované pro pripad, Ze A je dyadicky zlomek z (0,1) a odtud
jiz snadno plyne dokazované pro kazdé A € (0,1) ).
Zvolme ¢ > 0. Existuji z,y € u(S) tak, ze ||z —Z|| < § a |ly — y|| < 5. Nize ukdzeme,
7e existuje z € p(8) tak, ze |32 — z|| < £. Tim budeme hotovi, nebot pak mame:

T4y I—x yY—uy H:v+y H 1(5 5) 5
Ll < Y | I (A
> 'ZH > T H+ HN ARV

Zbyvé ukazat existenci z € p(S) aproximujictho ¥, Existuji mnoziny A, B € S tak,

ze x = p(A) a y = u(B). Podle predpokladu existuji Uy, Us € S, U; C A\ B, Us C B\ A
tak, Ze plati:

p(T) — Su(A\ B)|| <

Nyni staci polozit:
z:=pu(W), kde W:=U,UU,U(ANB)€S.

Pak s vyuzitim aditivity g mame:

- ) <<

=] M

T+ (A) + u(B)

|57 4| = |75 —WV)H:
= A By + SuB )+ A0 B~ (04 B+ () + M(UQ)]H <
< [guanm) - won)| + | gu ) - e < S+ 5 =5
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Definice 6.11. Bud A nezdpornd konecnd mira na méritelném prostoru (2, S), kterd je
neatomickd. Bud A € S takovd, Ze AN(A) > 0. Z Ljapunovovy Véty 8.4 plyne existence
méritelné mnoZiny Ay C A takové, Ze MN(Ayp) = )\(A) Polozime-li A15 :== A\ A, je
AMAp) = —) Nyni podobné kazdou z mnozin Aq, Alg disjunktne rozloZime na dvé me-
ritelné podmnozmy tak, aby kazZda z nich méla miru ’\(4 ) atd. Dostaneme tak jisty “strom
podmnozin”, jehoZ ucelem je imitovat dyadické déleni intervalu [0,1), které lezi v zdkladu
Rademacherova systému funkci (srov. [Di84] str.204). Situace je zndzornéna na ndsleduji-
cim schématu:

A
/ AN
Ap Arg
VRN VRN
Aoy Agy A3 Az

/\ /NN /\

V kazdém tadku schématu je disjunkini rozklad mnozZiny A. Spojnice znaci, Ze spodni mno-
Zina je podmnozinou vrchni.

Definugme (zobecnéné) Rademacherovy funkce na mnoziné A (”Rademacher-like” sys-
tém na A). Pro n € N definugme r,, : Q — R vztahem:

Ty = E ZH

Budte nyni n,m € N takovd, Ze m > n. Pak madame:

2n jgamon
/”Wﬁ‘ Z > YT )T A A =
@ =1 i=(j-1)2mr41
2 jzm=n

1 AA) .
_ j+1 R A Y5 R
e RTINS IR
= i=(j—1)2m—n41
nebot pri pevném j je kaZdd suma pres 1 nulova, protoZe scitame sudy pocet cisel, z nichZ
polovina je rovna 1 a polovina —1. Neformdlné teceno, r, je konstantni na kazZdé "periode”
rm. Ddle pron € N plati:

WW:MLWWM:Aaiyﬁfzﬁ:L

Tedy {r,}°2, je ortonormdlni systém v L*()\). Ddle systém {r,}°, je stejné omezeny,
nebot |r,| < 1.
Ziejmé r, € L®(\) =2 (LY(\))*.
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Déle dokazeme tvrzeni, které je jakousi obdobou znadmého Riemann-Lebesgueova lem-
matu.

Tvrzeni 6.12. Budte {r,}>° |, Rademacherovy funkce z Definice 6.11. Pak plati:

* o 1yx* c 1
Iy — 0, neboli 1, ((L)%L )

(srov. [KS89] 1.3.5.)

Diikaz. Volme g € L*()\). Mame ukézat, Ze r,(g) — 0. Volme & > 0. Jednoduché funkce,
které jsou diky konecnosti A prvky L?()), jsou husté v L*(\) (viz. Tvrzeni 9.1 ). Existuje
tedy g € L*(X) tak, ze [[g — gll; < §. Protoze {r,}32, je ortonormalni soustava v L*(\) a
g € L*(\), plati pro Fourierovy koeficienty:

(9,70) =0
(to plyne z Besselovy nerovnosti ([Lu02] 1.32.), podle které plati

S0 1@, ra)|? < 1|9ll3; kde (-, -) znaéi skalarn{ sou¢in v L?()) ). Existuje tedy ny € N tak,
7e pro n > ng je:

@)l = | [ rgar| <5
Q 2
Nyni pro n > ny mame:
|Tn(g)| = /Tngd/\‘ = /Tn(g_§)+rn§d/\‘
Q Q

<

/rn(g—ﬁ)d)\‘+ /Tnﬁd)\‘
Q Q

~ ~ g £
< rallelld = gl + 1@ )l < S+ <=

]

Druhy dikaz Véty 6.9. Bud u vektorova mira na métitelném prostoru (€2, S) s hodnotami
X, ktera je neatomicka. Bud A nezaporna kone¢na mira na (€2, S) takova, 7e p << A a ze
A je té7 neatomicka (existuje podle Véty 2.24).

Volme A € S libovolné. Uvazme nejprve piipad, ze A(4) > 0. Uvazujme {r,}>°,
Rademacherovy funkce na mnoziné A. Pro n € N definujme f, : 2 — R vztahem:

147, ()
= pro x €A,
fnl(z) = 2
0 pro z ¢ A.

Pak podle Tvrzeni 6.12 plati:
1

fnw—>§XA-
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7 Dusledku 2.39 plyne:
1

kde T' je operator dany integrovanim dle u. Protoze X mé Schurovu vlastnost je téz:

T(f) 5 ()

Z definice f, plyne, Ze f, je charakteristicka funkce jisté méritelné podmnoziny A, mnoziny
A, pro n € N lze tedy psat:
fn=xa,, kde A, CA A,€S.
Uvazime-li, ze plati:
T(xa,) = p(An) , T(xa) = p(A),
dostavame:

I1(A) — 5u(A)x =0

Odtud snadno vidime, Ze jsou splnény predpoklady lemmatu 6.10 (pfipad A(A) = 0, a tedy
p(A) = 0 je trividlni), tedy u(S) je konvexni. O

V [SS03] je uvedena nésledujici nutnd a postacujici podminka k tomu, aby Banachiv
prostor mél Ljapunovovu vlastnost.

Véta 6.13. Banachiv prostor X ma Ljapunovovu vlastnost, pravée kdyz uzdvér oboru hod-
not kazdé neatomické vektorové miry s hodnotami v X je w-uzavieny.

Diikaz. 7=": Plyne ihned z faktu, Ze pro konvexni mnoziny splyva normovy a slaby uzavér
( [Lu02] 16.2.).
7<": Bud p neatomickéd vektorova mira na (€, S) s hodnotami X. Diky predpokladu,

7e 11(S) je w-uzavieny, se snadno odvodi, ze u(S) = u(S) " (viz. (prvni) ditkaz Véty 6.9) a
mnozina ,u(S)w je konvexni podle Véty 6.2.

]

Poznamka 6.14. Byla téZ studovina konvexita uzdveru oboru hodnot v pripade, Ze se
uvazuji pouze miry s omezenou variaci. K tomu slouzi ndsledujici definice z [SS05]: Ba-
nachtdv prostor X md slabou Ljapunovovu vlastnost, jestliZe uzdver oboru hodnot kazZdé
neatomickée vektorové miry s hodnotami v X s omezenou variaci je konverni.

Postacugict podminka pro to, aby prostor mel slabou Ljapunovovu vlastnost je obsaZena
v nasledugicim vysledku z [Uh69] (viz. téz [DU7T7] I1X.1.10, [KK75] V.6. theorem 2). Bud
X Banachiv prostor, ktery ma Radon-Nikodymovu vlastnost (dale jen RNP, viz. [Lu02]
22.5.). Pak uzavér oboru hodnot kazdé neatomické vektorové miry s hodnotami v X s
omezenou variaci je kompaktni a konvexni.
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Diikaz. (podle [KK75] V.6.2.)

Bud p neatomickd vektorova mira na (€2, S) s hodnotami X, kterd ma omezenou vari-
aci. Zejmé plati g << |p|. Protoze X ma RNP, existuje (z definice RNP) bochnerovsky
integrovatelna funkce f : (2 — X takova, ze plati:

M(E):(B%Efd\ﬂ\ pro E€S,

kde (B)[ zna¢i Bochneriv integral.
Z definice bochnerovské integrovatelnosti funkce f existuji jednoduché funkce f,, : Q2 —
X tak, ze:

L= falldil >0, 0= o0
Q
Pro g € L>*(Q, S, |u|) = L=(|p|) a n € N definujme:

T(g) = aa% of din)
To(g) == a% gfndlul

Operatory T, T, : L*(|p]) — X jsou linearni. Déle plati:

IT(g)] = a% gfd|u|‘ < / lg Il dlpe] = / gl 11 dlia] < lgllss / 11l dlu] -

Protoze z bochnerovské integrovatelnosti f plyne [, || f|| d|p| < oo, jsou operétory T',T,, téz
omezené.
Zvolme g € L*(|u|) tak, aby ||g||cc < 1. Pak obdobné jako vySe méame:

IT-T))] << ||g||oo/0uf — fulldl] < /QHf ~ fulldll

Odtud ||T — T, || £(zeo (), x) — 0, n — oo. Neboli T;, konverguji k T' v operatorové normé.
Protoze f, jsou jednoduché funkce, je obor hodnot kazdého T, kone¢né dimenziondlni.
Operétory T}, jsou tedy koneéné dimenzionalni, a tedy kompaktni ([Lu02] 2.47.). Protoze
kompaktni operdtory tvori uzavieny podprostor prostoru spojitych linedrnich operatoru
([Lu02] 2.47.), je téz T kompaktni.
Ziejmé plati:

w(S)={uwE):EeS}t={T(xp) : E€St=T({xp: E€S}).

Protoze mnozina {xg : £ € S8} je omezend (jako podmnozina jednotkové koule v prostoru
L>(|p]) ), je u(S) relativné kompaktni (kompaktni operdtor ze své definice zobrazuje ome-
zené mnoziny na relativné kompaktni tj. na mnoziny s kompaktnim uzavérem).

Zbyvé ovetit konvexitu u(S). Ukazme, 7e u(S) = u(S) " a diky Véte 6.2 budeme hotovi.

”»C”: To, ze plati u(S) C Ww, je zfejmé.

7" ZFejmé staci ukazat, Ze mnozina u(S) je w-uzaviena. Podle prvni ¢asti dikazu je

p(S) kompaktni, tedy je tim spiSe w-kompaktni a tedy w-uzaviena. ]
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Mezi Banachovy prostory s RNP patii napriklad kazZdy reflexivni prostor nebo kazdy se-
parabilni prostor, ktery md predudl (tj. je dudlem jistého Banachova prostoru) (viz. [Lu02]
22.6.). Snadno citelny dikaz téchto turzeni (ktery nezahrnuje pfipad neseparabilnich pro-
stori, coZ nebude pFi nasi aplikaci vadit) lze nalést v [Ku] (kapitola Bochner integral,
podkapitola Vector measures) nebo v [Ku98] (23.25, 23.26).

Protoze prostory I* a LP([0,1]) pro 1 < p < oo jsou reflexivni ([Lu02] 2.35.), maji RNP
a podle predchozi vety maji slabou Ljapunovovu vlastnost, ackoli Ljapunovovu vlastnost
nemaji. Pokud jde o ostatni vyse diskutované klasické Banachovy prostory, je odpovéd na
otazku, maji-li slabou Ljapunovovu vlastnost, steynd jako v pripadé Ljapunovovy vlastnosti
(Priklad 5.1 ihned ddvd, Ze prostor L(]0,1]) nemd slabou Ljapunovovu vlastnost. ProtoZe
LY([0,1]) je separabilni, nemaji slabou Ljapunovovu vlasinost ani prostory C([0,1]), I,
L>=([0,1]), nebot L'([0,1]) lze do nich (izometricky-)izomorfné vnofit (viz. pozndmku 6.5).
Naopak md-li prostor Ljapunovovu vlastnost, md ziejmé téz slabou Ljapunovovu vlastnost. ).

V [KP92] lze najit ndsledujici charakterizaci pomoci tzv. narrow operdtori: Banachiv
prostor X md slabou Ljapunovovu vlastnost, pravé kdyz kazdy operator T € L(L([0, 1]), X)
je narrow, tj. jestlize pro kazdou méfitelnou podmnozinu A C [0, 1] a kazdé £ > 0 existuje
f € LY([0,1]) tak, ze f2 = x4 a [[T(f)]l <e.

7 Aplikace Ljapunovovy véty

V této casti aplikujeme klasickou Ljapunovovu vétu na dikaz faktu, ze zadny konec¢né
dimenzionalni podprostor prostoru L'(€2, S, \), kde mira A je nezapornd, kone¢né a nea-
tomicka, neni CebySeviiv. Tento vysledek byl v této obecnosti poprvé dokdzin v [Ph60]
(2.5.), kde je za autora oznacen Henry Dye. Néasledujici véta je jen jina forma Ljapunovovy
véty.

Véta 7.1 ( ”Bang-bang” princip ). Bud u konecné dimenziondlni neatomickd vektorovd
mira na méritelném prostoru (£, S). Bud X konecnd nezdpornd mira na (2,S) takovd, Ze
<< A. Pak plati:

{/fd,u:fELoo()\), —1< f(x) <1 pro z€Qp =
)
= {/fdu:f € L*(\), f(z) e {-1,1} pro z €
Q
Diikaz. Ljapunovova Véta 3.4 a Dusledek 2.44 davaji:

{/Qfdu:feLoo(A),f(:r)e{O,l} pro er}:M(S):

:mM(S):{/fdu:fGLoo(/\),OSf(x)ﬁl pro xGQ}.
0
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Zbytek je pouze afinni transformace predchoziho:

{/92<f—%> du: f e L*(N), f(z) € {0,1} pro er}:
:{/92<f—%> du: feL®N),0< f(x) <1 pro er}.

Tedy:
{/Qfdﬂife L®(\), f(z) € {~1,1} pro er} _

:{/fdM:fELoo()\), 1< f(x) <1 pro xGQ}.
Q

]

Definice 7.2. Bud X normovany linedrni prostor a M C X jeho podmnozina. Pro x € X
definugme vzddlenost x od M

dist(x, M) := inf{||lx —y|| : y € M},
a mnozinu nejlepsich aproximaci prvku x z mnoziny M:
Py(z):={me M :|z—m| =dist(z, M)} .

Rekneme, Ze M je proximindlni, jestlize Py(x) # @ pro kazdé v € X, neboli existuje-li
pro kaZdy prvek x € X v M nejbliZsi prvek.

Rekneme, Ze M je Cebysevova, jestlize Py(x) je jednobodovd pro kazdé x € X, neboli
existuje-li pro kazdy prvek x € X v M jeding nejblizsi prvek (je-li M podprostor, Fikd se
téz, Ze M md Haarovu vlastnost ([Lu02] *2.10.) ).

Plati, Ze kazdy konec¢né dimenzionalni podprostor U normovaného linearniho prostoru
je proximinalni.

Volime-li totiz x € X, pak pri hledani nejblizsi aproximace x v U se staci omezit na
prunik U s uzavrenou kouli B se stredem v x tak velkého polomeru, aby tento prinik byl
neprazdny (za polomér B lze volit ||z — v||, kde v je libovolny prvek z U). Protoze BNU je
kompakt (jako uzaviend omezend podmnoZina konecné dimenziondalniho prostoru) nabyvd
spojitd funkce y — ||z —y|| na BOU minima. Zajimava je v tomto pripadé tedy jen otdzka
jednoznacnosti nejlepsi aproximace.

Véta 7.3. Bud )\ konecnd nezdporna neatomickd mira na (2, S). Pak Zadny konecné di-
menziondlni podprostor prosoru L* (2, S, \) neni Cebyseuviiv.

(srov. [Pi89] 2.7.)

Diikaz. Bud U koneéné dimenzionalni podprostor L'(Q, S, \) = L'(\). Bud {uy, us, ..., u,}
baze U. Uvazme kone¢né dimenzionéalni vektorovou miru g na (£2,S) s hodnotami v R™
definovanou pro A € § vztahem:

p(A) = ([;uldAl/;quA,--,/ZunfdA>‘
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Neni tézké ovérit z definice, 7ze z neatomic¢nosti A plyne neatomic¢nost y. Protoze zfejmé

plati:
/Odu: (/Ould/\,/OUQd)\,---,/0unfd/\> =0,
Q Q Q Q

existuje podle ”Bang-bang” principu (Véta 7.1) h € L>®()), |h(x)| = 1 pro = € Q tak, Ze:

/hdu: (/huld/\,/hqu)\,---,/hunfd)\> —0.
Q Q Q Q

Odtud dostavame:
/ hud\ =0 pro vsechny vweU.
Q

Zvolme 0 # v € U a polozme:
f = hlut| € L'()) .
Pro kazdé o € R, || < 1 plati:
h(f — au*) = h(h|u*| — au’) = B*|u*| — hau' = |uf| — hau* > 0,

nebot |ha| < 1. Zvolme nyni u € U. Diky pfedchozimu plati:

||f—ozu*||1:/ﬂ|f—au*|d)\:/Q|h||f—ozu*|d/\:/Qh(f—au*)d)\:

:/hfd/\—/hau*d)\:/hfd)\:/hfd)\—/hud/\:
Q Q Q Q Q
f ——

=0

= [ nr=wars [t =l ar= [ bl -l ir -
= [ ==t =l

tedy kazdy prvek au® pro a € [—1, 1] je nejlepsi aproximace prvku f z podprostoru U. O

Poznamka 7.4. Zminme se velmi strucne o vyznamu ”Bang-bang” principu pro ”control
theory”. Uvazujme dynamicky systém (tzv. ”control” systém) popsany soustavou linedrnich
obycesnyjch diferencidlnich rovnic:

z(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) pro sw. t€[0,T], =x(0)=0,

kde tesent x : [0,T] — R™ je z tridy absolutné spojityjch funkei, u : [0,T] — R™ je "kont-
rola” (viz. nize) a A :[0,T] = R™"™, B :[0,T] — R™™ jsou (po slozkdch) integrovatelné
maticové funkce. Vektor x(t) € R™ predstavuje "stav” systému v case t. Vektor u(t) € R™
predstavuje “kontrolu”, kterou lze v kaZdém case volit libovolné z jistého omezeného n-
rozmerneho intervalu za ucelem ovlivnit stav systemu. Konkrétne predpokladdme, Ze pro
kaZdou slozku u plati, Ze u; je méritelnd a |u;| < 1.
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UvaZuyme nyni mnoZinu vSech moznych stavi, kam systém muze v case T dospéet,
pouzijeme-li vSechny “pripustné” kontroly (tzv. "reachable set” mebo “attainable set”).
"Bang-bang” princip v tomto pripadé turdi, Ze tato mnozina je stejnd jako mnoZina, kterou
bychom dostali, pokud bychom za “pripustné” povazZovali pouze kontroly, pro jejichz slozky
plati |u;| = 1 (4. takové, kdy v kaZdy cas pouzivime “plnou stlu” (kladnou ¢i zapornou),
tzv. "Bang-bang” kontroly).

Uvazujeme-li specialni pfipad, kdy n = m, A(t) =0,

b)) 0 - 0
B(t) = 0 bl -0 s ui(t) = u(t) proi = 1,2,...,n (skaldrni kontrola), do-
0 e 0  bu(t)

stavame pro stav systému v case T':

o(T) = (/OTu(t) bi(t) dt, /OTu(t) bo(t) dt, - - - ,/OTu(t) b (1) dt) ,

a vySe uvedeny "Bang-bang” princip plyne snadno z Vety 7.1. Obecny pripad, ktery se ze
specidlniho ziskd s jistou davkou techniky, je zpracovdn zejm. v monografii [HL69], viz.
téz [Ho75](11.15.12).

Zobecnéni Ljapunovovy vély do nekonecné dimenze (viz. Vétu 3.1 (Knowles)) umoziiuje
zobecniovat ”Bang-bang” princip na systémy Fizené parcidlnimi diferencidlnimsi rovnicems
- viz. [KK75].

Pro nelinedrni systémy obecne ”Bang-bang” princip neplati. Prikladem je ndsledujici
“control” systém ([NS98]):

#(t) = 1— y(t)?
§(t) = (),

kde pocatecni stav je (2(0),y(0)) = (0,0) a skaldrni kontrola u(t) nabyvd hodnoty z inter-
valu [—1,1].

Zvolime-li u(t) :== 0 pro t € [0,1], dostdvime Feseni (x(t),y(t)) = (¢,0) pro t € [0,1].
Tedy pomoci této kontroly se systém v case t = 1 dostane ze stavu (0,0) do stavu (1,0).
Je-li nyni (x(t),y(t)) libovolné teseni, takové, Ze (x(1),y(1)) = (1,0), pak mdme:

1::5(1)—:5(0):/01:5(13)(115:/01 -yt dt<1-0=1,

tedy nerovnost je nutné rovnosti, coZ plati pouze v pripadé, Ze y(t) = 0, odkud plyne
u(t) = 0. Tedy jedind kontrola, kterd umoznuje presunout stav (0,0) do (1,0), je kontrola
u(t) = 0, kterd neni ”Bang-bang”.

"Bang-bang” princip v uvedené formé nezarucuje, Ze "Bang-bang” kontrola nebude mit
nekonecné mnoho skoki, coz neni priznive z hlediska praktickeé realizovatelnosti. Zesileni
"Bang-bang” principu v tomto smeéru lze dosdhnout za predpokladu, Ze matice A(t), B(t)
jsou (po éastech) redlné analytické (viz. [NS98] - prehledny clinek o tomto tématu). Bez
téchto zesilengjch predpokladi na A(t), B(t) lze dokdzat alespor hustotu stavi dosaZitelngch
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pomoci " Bang-bang” kontrol s konecné mnoha skoky v mnozZiné stavi dosazitelnych obecnou
meritelnou omezenou kontrolou.

Poznamka 7.5. Obsdhly seznam literatury s anotacemi o oboru hodnot vektorové miry a
aplikacich na problémy spravedlivého délent (”fair division” & ”cake cutting”) asi do roku
1996 lze nalést na strankdach [Hij.

8 Jiné dikazy Ljapunovovy véty a nékteré poznamky

Za nejelegantnéjsi dikaz Ljapunovovy véty byva povazovan Lindenstraussiv ditkaz z [Li66],
jehoz jadrem je aplikace Krejn-Milmanovy véty (viz. téz napt. [Ru73], kde je uvedena mo-
difikované verze nepouzivajici indukei). Relativni struénost dikazu je vyvaZena pouZzitim
pokrocilych vét funkcionalni analyzy. Bylo publikovano mnoho jinych dikazi Ljapunovovy
véty. Pred tim, nez se o nékterych z nich stru¢né zminime, uvedme dikaz nejjednodussi
verze Ljapunovovy véty pro l-dimenziondlni nezapornou kone¢nou miru, ktery pouziva
Zornovo lemma.

Tvrzeni 8.1 ( ”Darbouxova vlastnost” neatomické miry ). Bud p konecnd nezd-
pornd neatomickda mira na (Q,S). Pak u(S) = [0, u(2)]. (srov. [O190])

Diikaz. Volme 0 < av < p(£2). Mame ukazat, Ze existuje B € S tak, 7e p(B) = a. Zavedme
nasledujici podsystém meéritelnych mnozin:

Sa:={AeS:u(A) >a}.

Ztejmé S, # @, nebot Q) € S,. Definujme na S, ¢astecné usporadani pomoci ”inkluze
u-s.v.” takto:
A < Ay, pokud (A \ Ag) = 0.

Zvolme {A;} ¢cr Tetézec v S,. Polozme:
p=inf{u(4,;):7el} >a.

Z definice infima existuje spocetny podretézec indexovany pomoci mnoziny I'y = {7, : n €
N} C T tak, Ze:
g =inf{u(A,;) 7 €Ty}

(indexy 7, volme napriklad tak, aby u(A,,) < 8+ ). Polozme:

Ziejmé Ay < A, pro vSechna 7 € I'. Spojitost miry dava pu(Ay) > «, tedy Ay € S,. Ovérili
jsme, Ze Ag je dolni zavorou fetézce {A,},er v Su. Podle Zornova lemmatu existuje v Sy
minimalni prvek B. Tvrdime, Ze je nutné p(B) = « (Necht pro spor u(B) > «. Protoze
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it je neatomickd, obsahuje kazdd mnozina kladné miry métitelnou podmnozinu libovolné
malé kladné miry. Existuje tedy A C B, A € S tak, zZe:

MB) —a

0 < pu(A) < 5

Potom vsak mame:

(B)—a  u(B)+«
S

w(B\ A) = u(B) — p(A) > u(B) = &

tedy B\ A € S, azaroven pu(B\ A) < u(B), z ¢ehoz jiz ihned plyne spor s minimalitou
B). O

Pozndmka 8.2. Ndvod na dikaz predchoziho turzeni bez pouZiti Zornova lemmatu (axiomu
vybéru) lze nalést v [LMO02] 2.15.

V ¢lanku [Ar90] (viz. téz [O190]) je Zornovo lemma pouzito téz k diikazu Ljapunovovy
véty v jeji plné obecnosti. Nazna¢me pouze hlavni myslenku. Necht p = (g, 2, .. ., fin) :
S — R” je neatomickd konecné dimenzionalni vektorova mira na méfitelném prostoru
(2, S). Mame dokézat, ze p(S) = convp(S), zejména netrivialni inkluzi p(S) D convu(S).
Zvolme z € conup(S). Mame najit D € S tak, aby u(D) = z. Pro A € S ozna¢me
Sy == {B € § : B C A} restrikci o-algebry & na mnozinu A. Zavedme nasledujici
podsystém métitelnych mnozin:

S*:={AecS:xcconvu(Sy)} .

Ztejmé ST # &, nebot 2 € S*. Pomoci Zornova lemmatu lze nyni dokazat, ze S® obsa-
huje minimalni prvek D vzhledem k ¢astetnému usporadani ”inkluzi |p|-s.v.” (usporadani
je definovano tak, ze A; < A,, pokud |u|(A; \ Az) = 0). Druhym krokem diikazu je
potom ovéfeni, Ze je nutné (D) = z. V dikazu se pouzivd "pouze” teorie miry (Radon-
Nikodymova véta) a konvexni geometrie v R™ (existence opérné nadroviny v bodé hranice
konvexni mnoziny v R™ apod.). Dikaz patii k relativné kratSim.

Ljapunovovu vétu lze dokazat bez Zornova lemmatu ¢i jiné formy axiomu vybéru (dikaz
uvedeny v této praci uzivd axiom vybéru, nebot vyuzivd Hahn-Banachovu vétu (resp.
dudlni vyjaddieni normy v ditkazu Véty 2.24) a Krejn-Milmanovu vétu, které se dokazuji
pomoci Zornova lemmatu). Takovym piikladem je dikaz podany v [Ta90]. Tento dikaz
také nepouziva zadny z nastroji funkciondlni analyzy, nybrz ziistava na poli teorie miry
(Radon-Nikodymova véta) a konvexni geometrie v R™. Je zalozen na Shapley-Folkmanové
vété, coz je véta z konvexni geometrie blizce piibuznad zndmé Caratheodoryho vété (jeji
elementarni diikaz viz. [Zh93]).

Na zavér pripojme dvé s tématem volnéji souvisejici poznamky.
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Poznamka 8.3. Tato poznamka se tykd meér, které nejsou neatomicke. Uvazme ndsledujici
pfiklad. Definujme (pravdépodobnostni) miru na borelovskych podmnoZindch intervalu [0, 1]

predpisem:
= 1
W= Z 2_n 62% ’
n=1
kde e je Dirakova mira v bodé 2% Pak p je dokonce Cisté atomickd ( v tom smyslu,

Ze kazdd mmoZina {5} je p-atomem a p([0,1]\U,=, {&}) = 0 ). Pritom vsak obor
hodnot u je cely interval [0, 1], tedy kompaktni a konvexni mnoZina v R"™. Zvolime-li totiZ
x € [0,1], pak staci sjednotit ty body, které "odpovidaji” dyadickému rozvoji x, abychom
dostali mnoZinu, na niZ md p hodnotu x. Pro "mnohé” podmnoziny A C [0,1] vSak plati,
Ze restrikce p na A nemd konverni obor hodnot (napt. je-li A néktery z p-atomai, je obor
hodnot > A dvoubodovd mnozina).

V pFipadé konecné dimenziondalnich vektorovgch mér (ne nutné neatomickych) byly od-
vozeny jisté nutné a zdrover postacujici podminky konvezity oboru hodnot (viz. napt. [MR96],
[Dv94]). V obecném pFipadé vsak takové podminky ziejmé nejsou zndmy.

Poznamka 8.4. Tato pozndmka se tykd nasledugiciho pozorovani (viz. napt. [KK75] VII.3.Lemma
1, ¢i [Bo69] str.323 ). Obor hodnot vektorové miry p na méfitelném prostoru (£2, S) je stie-
dové symetrickd mnozina.
Skutecné, zvolime-li A € S, pak plati:
p(A) + p(A°) (@)

2 2

tedy bod @ je stiedem symetrie mnoziny ju(S).

Plati (Bolker, [Bo69]), Ze mnozina 0 € K C R" je uzavienym konvernim obalem oboru
hodnot néjaké vektorové miry (coZ plati, prave kdyz K je oborem hodnot néjaké neatomické
vektorové miry ([KK75] VII.1.) ) , prive kdyz K je zonoid, tj. uzaviend konvexni stredové
symetricka mnozina libovolné presné aproximovatelna v Hausdorffove metrice zonotopem,
pricemz zonotop je Minkowského soucet konecného poctu usecek (pripomerime, Ze dvé ne-
prazdné kompaktni mnoziny v R™ maji Hausdorffovu vzdalenost mensi nebo rovnu nez ¢,
pravé kdyz jedna lezi v eulidovském c-okoli druhé a naopak). Nap¥iklad krychle nebo koule
(obsahugici 0) v R jsou oborem hodnot vektorové miry, ale pravidelny osmistén nikoli
(plati totiz, Ze kaZdd hrana zonoidu je téZ zonoid, specidlné stiedové symetrickd mnoZina,
coZ pravidelny osmistén, jehoZ nékteré hrany magji tvar trojuhelniku, nespliiuje), v R? je
kazZdd uzaviend konvexni stredove symetricka mnozina obsahujici 0 oborem hodnot vekto-
rové miry (viz. napt. [Bo71]).

Charakterizace mnozin v Banachovych prostorech, které jsou oborem hodnot néjaké vek-
torové miry je sloZity problém ([DU7T7] str.275, kde je prehled néktergch vysledki).
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9 Dodatek: Dual k L!

Tento dodatek obsahuje ditkaz véty o reprezentaci spojitych linearnich funkcionali na
prostoru L'(Q, S, \), v piipadé, Ze mira A je konec¢na.

Tvrzeni 9.1 ( hustota jednoduchych funkci v L' ). Bud A\ koneénd nezdpornd mira
na méritelném prostoru (2, S). Necht f : Q@ — R je S-méFitelnd funkce. Pak existuji
$p + 0 = R jednoduché funkce tak, Ze s, — [ na 0 a zdroven |s,| < |f| pro kazdé n € N

(dokonce [, /|| ). Je-li navic f € LNQ, S, 2), pak s, 1% f.

Diikaz. Zaklad konstrukce je stejny jako v dikazu Tvrzeni 2.34.
(a) Bud nejprve f navic nezdporna. Pouzijeme obvyklou konstrukei (viz. napt. [LMO02]
3.9.) k sestrojeni pospoupnosti { s, } nezapornych jednoduchych funkei takovych, ze s, 7 f.
(b) V obecném piipadé pouzijeme rozklad f = f* — f~ a na kazdou z nezdpornych
funkei f*, f~ aplikujeme bod (a). Ziskdme tak posloupnosti s a s takové, ze st 7~ fT a
s, /7 f~. Funkce s, := s — s~ jsou zfejmé jednoduché a plati:

sl = [st —sp|=st+s; S fT+f=|f].

Dale plati:
|3n_f|§|3n|+|f|§2|f|

Pro diikaz posledniho tvrzeni staci tedy pouzit Lebesgueovu vétu s konvergentni majoran-
tou 2|f]. O

Véta 9.2 ((Ll)* = L™ ). Bud X konecnd nezipornd mira na mévitelném prostoru (2, S)
a bud ¢ € (LY(Q, 8, \)*. Pak existuje prdvé jedno g € L>°(Q, S, \) tak, Ze plati:

w(f):/fgd/\, pro viechny f € L'(Q,8,)\)
Q

allell = llglloo- (srov. [Ru03] 6.12, [Co90] appendiz B)

Diikaz. Pro stru¢nost pisme dale L'(Q,8,\) = L' a L®(Q, S, \) = L™.
jednoznacnost: Necht existuji g1, g, € L spliiujici tvrzeni véty. Protoze A()) < oo
(kone¢nost miry), je xg € L' pro kazdou E € S. Mame tedy:

/XE91 dX = / XEgodA, provsechny FE €S,
Q Q
cili:
/(91 —g2)dA =0, proviechny F €S,
E

odtud plyne ( [LM02] 8.17.):
g —go=0 As.v..
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existence: Pro E € S definujme:

v(E) = o(xe) -

Ukdzeme, ze v je kone¢nd znaménkova mira na (€2, S).

Z linearity ¢ a faktu, ze x aup = xa+ x5 pro disjunktni A, B C 2 plyne, ze v je kone¢né
aditivni redlnd mnozinova funkce na S. Plati v(@) = ¢(xs) = ¢(0) = 0. Ovéime, ze v je
o-aditivni. Volme {A4;}°, posloupnost po dvou disjunktnich mnozin z S . Pak plati:

IR
Xva=1 Ai XUZ, A -

1 = /Q ‘XU?iN+1 Aj
= / XUfiNH Aq d\ =
Q

:)\( G AZ->—>O, N — o0,

1=N+1

To plyne ze spojitosti miry takto:

d)\ =

nebot U;’iNH A; (D a A je na S konecna. Nyni staci pouzit linearitu a spojitost ¢:

o0 oo

D) =3 elxa) = lim 3 ¢(xa) =

- ]\;EHOOQO (XUi‘Nzl Ai) =¥ (XU?il Ai) =V (LJl Al) .

Ukazme, ze v << A, tj. Ze v je absolutné spojita vzhledem k A. Volme £ € § tak
,aby A(E) = 0. Pak ||xg|li = [, xzd\ = AE) =0, tedy xg = 0 (jako prvek L'), a tedy

v(E) = ¢(xe) = »(0) =0.
Podle Radon-Nikodymovy véty (verze pro A konecnou nezépornou, v kone¢nou zna-
ménkovou, v << \) existuje g € L' tak, ze pro viechny E € S plati:

@(XE):V(E):[EgdA:/QXEgd/\. (1)

Tim dostavame platnost dokazovaného vztahu pro charakteristické funkce méritelnych
mnozin a z linearity ¢ a linearity integralu téz pro vSechny jednoduché funkce (linedrni
kombinace charakteristickych) s: Q — R:

w<s>=/gsgcu. 2)

Rozsitme nejprve platnost dokazovaného vztahu z jednoduchych funkci na funkce f €
L>* C L' (posledni inkluze plati diky kone¢nosti miry \). Zvolme tedy f € L*. ProtoZe
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[ je méfitelnd (jako ¢len L™ ¢i L'), existuje podle Tvrzeni 9.1 posloupnost jednoduchych

méfitelnych funkei s, — f takova, Ze |s,| < |f| a protoze f € L', plati téz s, LN f.

Ukazme, ze plati [, s, gd\ — [, f gd\. Ziejmé plati s,g — fg — 0. Nyni staci pouzit
Lebesgueovu vétu s konvergentni majorantou 2|| f||«|g|, nebot plati:

|5ng = J gl = Isn = [llgl < (Isnl + [FD]g] < 201 fllcclg] -

Ve vztahu (2) aplikovaném na s, 1ze tedy prejit na obou stranach k limitam, pficemz vlevo
pouzijeme spojitost ¢. Dostavame:

= / fgdX\, provsechny fe L. (3)
Q

Nyni ukdzeme, Ze je [|g|lo < |l¢||, tedy specidlné g € L. Zvolme £ > 0. Definujme
nasledujici méritelnou mnozinu:

He:=A{z e Q:g(@)] > [l +e} -

Ukézeme, ze A(H.) = 0. Polozme f := xy,signg € L*. Pak plati:

/fgdk‘

Zaroven vsak s vyuzitim (3) mame:

v, sign g g dA\ = [ lolax= (el +2) A
Q

€

[ 790 = 1o < ol = el [ Do, signal ar =

~ Il / i, dA = ||| M) .

Celkem dostavame:
(o]l +2) A(He) < |lof] A(H:) -

Odtud nutné plyne, ze A(H.) = 0. Protoze H. / {z € Q : |g(x)| > ||¢l|}, je ze spojitosti
miry téz A({z € Q: |g(x)] > ||¢]|}) =0, a tedy z definice esencidlniho suprema je

9l < il (¥)
([lglloe :=inf{a>0:A({z € Q:[g(x)| > a}) =0} ).

Nyni lze ukazat, ze zobrazeni f — fQ f g d\ je spojity linedrni funkciondl na L'. Linea-
rita je zfejma. Spojitost plyne z nasledujiciho:

‘/QfgdA‘ < [ 15116103 < Nl [ 15103 = gl 11
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ProtoZe jednoduché funkce jsou husté v L' (Tvrzeni 9.1), plyne z platnosti (2) a ze
zjisténi, Ze na obou stranich dokazovaného tvrzeni jsou spojité funkce (funkcionély) na
L', pozadovany zaveér:

o(f) = /Qfgd/\, pro viechny f e L. (4)

Z (4) plyne pro f € L', ||f]l1 <1 odhad:

o< < lglloollF 1l < Tlglloo

tedy
el < llglloo - ()

Vztahy (x), (%) davaji konééné zbytek tvrzeni:

lell = llglloo -
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