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Abstrakt
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Abstrakt: Uvazujeme staciondrni proudéni homogenni nestlac¢itelné tekutiny, popsa-
né zobecnénym Stokesovym systémem. Studujeme postupné dva modely, prvni s vaz-
kosti zavislou na velikosti Euklidovské normy symetrické ¢éasti gradientu rychlosti,
zobecnujici rychlost smyku, a druhy s vazkosti zavislou na tlaku a zobecnéné rychlosti
smyku. Zkoumame proudéni, v omezenych oblastech, pficemz uvazujeme Navierovy
podminky na hranici. Nejprve dokazeme existenci a jednoznacnost feSeni obou systé-
mu rovnic pro zduraznéni rozdili mezi nimi. Potom ukézeme, za jakych predpokladu
Ize s ulohou zavislou i na tlaku piejit od Navierovych okrajovych podminek k
Dirichletovym (tzv. nulovy skluz) okrajovym podminkdm a okrajovym podminkdm
popisujicim dokonaly skluz. Na zavér ukazeme pro tutéz ilohu, ale s periodickymi
okrajovymi podminkami, dukaz regularity resen{ (ve smyslu integrovatelnosti dru-
hych derivaci rychlosti a prvnich derivaci tlaku).

Kli¢ovd slova: zobecnéné Stokesovy systémy, vazkost zavisld na tlaku a zobecnéné
rychlosti smyku, existence a jednozna¢nost feSeni, vyssi diferencovatelnost, Naviero-
vy okrajové podminky.
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Supervisor: doc. RNDr. Josef Mélek, CSc.

Supervisor’s e-mail address: malek@karlin.mff.cuni.cz

Abstract: We consider steady flows of homogenous incompressible fluid described by
generalized Stokes system. We study two models, first with shear-rate dependent
viskosity and second with pressure and shear-rate dependent viskosity. We inves-
tigate internal flows in bounded domains subject to Navier’s boundary condition.
First, to show the difference, we present proofs of existence and uniqueness of so-
lutions for both systems. Then we investigate, what are the assumptions allowing
to take the fluid mechanics limit, as Navier’s boundary conditions approximate first
no-slip and then (perfect) slip boundary conditions. Finally, we consider for simpli-
city specially periodic problem and show regularity result (integrability of the second
derivatives of the velocity and the first derivatives of the pressure).

Keywords: generalized Stokes systems, pressure and shear-rate dependent viscosi-
ty, existence and uniqueness of solution, higher differentiability, Navier’s boundary
condition.



Uzité znaceni - souhrn

Pro zjednodugeni &teni této price zde piedem uvedme, co myslime uzitymi matema-
tickymi symboly. Uzivejme nésledujici znaceni pro pfirozend &isla (bez nuly), pfirozend
Cisla, celd ¢isla, redlnd kladnd ¢isla (bez nuly) a redlnd cisla:

N, Ng, Z, R, a R

V préci budeme v nemalé mife uzivat skalary, vektory a tenzory. Skalary a skaldrni
funkce zna¢ime oby¢ejnymi pismeny (Cpos, ¢4, Vo, P, --.), vektory malymi tuénymi pismeny
(x, v, @,...) a tenzory velkymi tuénymi pismeny (A, D,...). Zde poznamenejme, Ze budeme
uzivat znaceni 0 € R? pro ,vektorovou nulu’, I € R¥*? pro ,jednotkovy tenzor’ a Iy € R4*¢
pro ,nulovy tenzor’ (pismeno d bude v celé praci znamenat dimenzi prostoru):

0:=(0,0,...,0) , (I);; =07 a Ij=0I

kde (5; =1 pro ¢ = j, jinak (5; = 0. Pro zkrédcené znaceni delsich vyraziu budeme uzivat
kaligrafického pisma, bez rozliSeni, zdali je ten vyraz skaldr, vektor ¢i tenzor z, J,
S,...). V praci budeme uzivat ndsledujici dvé konstanty (viz Youngova nerovnost (A.1)
a véta o stopach A.8):
r dr —r
"= a 1= )
r—1 d—r

Mame-li, pro libovolné d € N, vektory a,b € R? se slozkami a;,b;, Vi € {1,2,...,d},
a tenzory A, B € R¥*4 se slozkami A, j, B j, Vi, j € {1,2,...,d}, tak symboly

d
(a-b): a-b=> ab; , (a®b): (a®@b); =ab; ,
i=1
d
(A:B): A:B= Z Ai’jBi’j a (AB): (A® B)i,j,k,l = Ai,jBk,l
ij=1

myslime jejich skaldrni a tenzorovy soucin vektort, skaldrni soucin tenzoru a tenzorovy
sou¢in tenzoru. Soustavu rovnic budeme fesit na oblasti (oteviend mnozina v Euklei-
dovském prostoru) Q C R?. Mnozina  méa definovanou hranici 9Q C Q (symbolem
B(x,r) myslime otevienou kouli o stfedu v x a poloméru 7):

ON:={xecQ :Ve>0; B(x,6)NQ#D A B(x,¢) N (R\Q) # 0}

(Banachovy prostory funkci) Necht X je Banachuv prostor s normou ||-|| x . Oznaéme
symbolem X* dudlni prostor k X, tedy prostor vsech spojitych linedrnich funkciondlu na
X. Necht ¢ € X* a 2 € X, potom symbolem (p,z)y znaéime dualitu mezi X a X*
(V diikazové ¢4sti této prace jiz nebudeme znacen{ prostortt u duality psat, nebof bude
ziejmé, vétsinou WHT(Q)9) a znamend hodnotu ¢ v bodé .

Necht {z,}5°; C X je posloupnost prvku z X, feknéme, ze posloupnost konverguje
silnek x € X: (x, — x v X), jestlize:

lzn —z||lx = 0 pro n — oco.



Reknéme, ze {zn}52; C X konverguje slabé k z € X: (z, = x v X), jestlize Vp € X*:
(pan)x — (pr2)x Pro n — oo.

Necht X, Y jsou Banachovy prostory, feknéme, Ze prostor X je (spojité) vnoren do Y:
X =Y,

pravé kdyz X C Y a existuje konstanta ¢ > 0 tak, ze pro kazdé x € X je ||z|ly < ¢flz|x.
Reknéme ze prostor X je kompaktné vnoren do Y:

X =Y,
pravé kdyz X — Y a identické zobrazeni I : X — Y je kompaktni.
(Prostory spojitych funkci) Oznacéime-li X (Q) prostor skaldrnich funkei: a : Q — R,

pak prostor vektorovych funkei a: Q — R™, n € N kde kazd4 slozka a;, Vi € {1,2,...,n},
spliiuje a; € X (), zna¢me symbolem X (2)™.

Definujme si pro kazdou spojitou funkci v: Q@ — R (v € C(Q)) normu:

[vllse = [lvll @) = sup [v(@)].
€N

Necht a = (a1, as,...,aq), a; € No, je multiindex a oznaéme |a| = Ele a;. Pro funkci
v :  — R mysleme symbolem D%v parcidlni dervaci:

dlely

D% := .
a1 a2 Qq
0x{" 0x5? ... 0z

f{ek_nerne7 7e funkce f je v Q spojitd az do tadu k (f € C*(QQ)), pro k € N, jestlize je
f:Q — R a jestlize je koneénd norma (« je multiindex):

I ler@ = D 1D flloo:

|| <k

Méjme L € Ry, necht Q = (0, L)%, fekneme, ze funkce f je Cper(2), je-li C*°(Q) a navic
plati pro kazdy bod x €  a kazdy smeér x; (jednotkovy vektor baze Eukleidovského
prostoru R9):

f(x) = f(x+ Lx;).

Ozna¢me symbolem D() podprostoru C*°(Q) s funkcemi s kompaktnim nosicem v
a ozna¢me symbolem D’(£2) jeho dudl. Necht « je multiindex, feknéme Ze funkce v € D’(£2)
ma slabou derivaci D*v = w, jestlize:

(W, ) py = (v, DQ)pa) Ve € D(Q).
Pro b € (0,1] definujme prostor Hélderovsky spojityich funkci C*b(Q):

C*(Q) i= {u e C*(Q) : ([ull cromy < 20},



kde norma [|ul[ ok je definovand nésledujicim zptisobem (« je multiindex):

|D*u(x) — D*u(y)|
|z —ylb

||U||ck,b(ﬁ) = H“Hck(ﬁ) + Z SUP_{ ;T # Yt

loo|=k z,y€e)

Nyni méame dostatecné silny nastroj na to, abychom byli schopni fici néco o hranici
oblasti Q C R%. Reknéme, ze 9 je tiidy C*?, jestlize je (d-1) rozmérnou C*P-varietou
s € lokdlné umisténou pouze na jedné strané 9. V této préci se bude pfevazné pracovat
na Q s Lipschitzovskou hranici. Oblast Q C R? omezend mé Lipschitzovskou hranici,
jestlize je 9 € C%1. Rekneme-li, ze ,Q € C*(R?)’, myslime tim, ze Q C R? je takova,
ze 02 € C*e. Uzivejme znageni operatoru stop tr : C(Q) — C(99), ktery ma pro
spojité funkce vyznam restrikce definiéntho oboru funkce. Pro funkce z prostora Wi ()
(viz déle) je definovén vétou o operdtoru stop A.8. V tivodu bude ,tr’ znamenat taktéz
stopu matice, ale dané misto je ojedinélé a patiicné oznacené. Rezervujme vektory n
pro smér normélovy k hranici 0Q a 7 pro (libovolny) smér teény k 9 (oba vektory
s jednotkovou normou). Mame-li vektor a € R?, projekci vektoru do teéné nadroviny,
myslime vektor a,:
ar:=a—n(a-n).

(Prostory L? a WkP)  Necht Q2 C R? je oblast a p € [1,00). Ozna¢me symbolem LP ()
prostor v8ech méfitelnych funkci f : Q — R, pro které je norma

1/p
1l = 11l = ( / If(x)l”dx>

konecnd. Symbolem W¥*P?(Q), k € N, p € [1,00), myslime mnozinu vsech méfitelnych
funkei f : Q@ — R, které maji v8echny slabé derivace az do fddu k v prostoru LP ().
Na prostoru W*?(Q) definujme normu:

1/p

bpe = Iflp = 3 /Q 0o fPax |

a:la|<k

/1

kde a = {aq, a9, ...,y } je multiindex. Pro vSechny tyto prostory budeme také pouzivat
zjednodugené znaceni (LP(Q)4, WFP(Q)?). Prostory L?(2), LP(Q2)¢, W*P(Q) a WkP ()4
s prislusnymi normami jsou Banachovymi prostory. Déle jsou uzivany (prevédzné v kapi-
tole ,o regularité’ 6) tyto prostory, pro k ¢ N > 0, ovSem pouze v rdmci citace nastu-
dovanych publikaci, proto zde definici neuvadéjme a pouze odkazme. Lze ji najit naptiklad
v [34] na strané 27 v kapitole o Sobolevovych prostorech. Pro k > 0, mluvime-li (v kapi-
tole 6 v tivodnich citacich) o prostoru W=7 (Q), myslime tim prostor dudinik prostoru
WHP(Q). V této praci viak pro dudlni prostory uzivejme znaceni (W*?(Q))*, s normou:

I Nk p.)s = 1 lep)=-



Pro oblast Q € C%! a p € [1, ), definujme podprostory WP (Q)4:

1,p d re) whr @)
WP Q) :={v e C>(Q)?NCQ)%v =0 na 90} )

1,p d._ %) d OV v . 1 — WLP(Q)d
WP(Q) = {veC>(Q)?nCQ)%v -n=0nadN} ,

_ Wl,p [¢) d
Wi (@) = [ve Cx (@i nC@bdvy =0

wir(Q)d

Wiz @) = {v e e nc@: [ vix—o}

_Wl.p d
Kde symbolem {-} @ myslime uzdvér mnoziny {-} v norme prostoru W1P(Q),

Pigseme-li v textu prostor s dvéma spodnimi indexy, napiiklad Wn v ()9, myslime tim
1
WL Q)N Wl (Q)4.

(Faktorprostor L?(Q2)/r) Prop € [1,00) definujme prostor L?(2) /g jako prostor vSech
t¥fd funkef [f], kde:

[fli={f+evVeeR} , felP(Q) a [[fllLr@y/e = 1F1p

(Bochnerovy prostory) Funkcemi z Bochnerovych prostori se v této praci nebudeme
zabyvat, nebot budeme studovat pouze stacionarni tlohy. V podkapitoldch vénovanych
jiz existujicim publikacim se ale vyskytuji a tak zde alespoii uvedme odkaz. Lze je najit
napiiklad v knize [34] na strané 34.

(Poznamka k derivacim) Symbolem V(-) myslime v celé praci gradient funkce (slaby,
je-li funkce z prostoru se slabymi derivacemi). Symbolem D(-) symetrickou ¢dst gradientu:

D(-) = (1/2)[V() + V().

(Symbolem -T myslime algebraické transponovani) Symbolem div - myslime operator
divergence (necht v(x) : R — R? a A(x) : R? — R4 jsou (slabé) diferencovatelné):

u

a (divA(x Z 8A5J
X

div v(x) =

A symbolem ,- ;’, myslime (slabou) ¢asovou derivaci %.



1 Uvod

Cilem této prace je popsat, co jsou zobecnéné Stokesovy systémy a dat ¢tenafi uceleny
piehled vysledku, kterych jiz bylo pfi zkoumani téchto systému dosazeno. Déle je nasim
cilem ukéazat uziti technik, vhodnych pro studia téchto systému na konkrétnim piipadeé.
V této praci se nemalou mérou opirame, o vysledky v oblasti Navier-Stokesovych rovnic,
kterymi se ve svété proslavila ceska skola, zalozena J. Necasem.

Uvodni kapitolu za¢néme kratkym rozborem, zalozenym na poznatcich z mechaniky
kontinua, kterym si pfiblizme, co je to Stokesuv systém a v ¢em se lis{ od populdrnich
Navier-Stokesovych systémiu. Déle ukazme, co myslime tim ,zobecnénim’, mluvime-li o
zobecnéném Stokesové systému. Na zdvér této kapitoly diskutujme ruzné druhy okra-
jovych podminek, také Navierovy podminky, které dale uzivejme v nasem modelu.

1.1 Zobecnény Stokestuv systém
1.1.1 Stokesuv systém z pohledu mechaniky kontinua

Néplni této prace je studium rovnic popisujicich proudéni tekutin néstroji matematické
analyzy. Omezme se proto pouze na minimum informaci o mechanice kontinua, nezbytné
k nastinéni fyzikalniho pozadi studovaného problému.

Meéjme abstraktni téleso B a zobrazeni K : B — Q C £ (Euklidovsky d-dimenziondlni
prostor). K(B) je tedy konfiguraci (umisténim) télesa v prostoru. Samoziejmé K necht
je prosté a na. Pohybem a deformaci télesa B myslime uspofddanou mnozinu IC(B)
konfiguraci télesa B v jednotlivych momentech sledoveného ¢asového intervalu. Zvolme
K(B) referencni konfiguraci télesa B a popisme pohyb a deformaci télesa jako zobrazen{
¥ : K(B) x I — K;(B) pro nacasovy interval I = (0,T) ve smyslu:

z=x(X,t), X eK(B), tel.

Definujme rychlost a zrychleni materidlového bodu a deformacni gradient:

v(X,t) = w , a(X,t):=

8X¢(X,t)
J

I*x(X,1)
ot2

Pti odvozovani modelu popisujicich proudéni tekutin vychézejme z bilanénich zakonu
(hmoty, hybnosti, momentu hybnosti, vnitin{ energie a entropie) zapsanych ve formeé dife-
rencialnich rovnic.



pt +div pv =0,
(pv) ¢ +div (pv @ v) = div T + pf,

T =17,
v/* v/*
(p(e + T)) + div lp ((e + T)V>

s

. ) ”
(pn) ¢ + div (pn) — div (%) + % =£>0.

(1.1)
=div (Tv) —divg+ pr + pf - v,

Symboly v téchto rovnicich maji nasledujici fyzikalni vyznam:

v rychlostni pole p .. tlak

p hustota f vnéjsi sily

T Cauchyho tenzor napéti e ... vnitini specifickd energie
q tepelny tok r ... radiace energie

0 teplota n ... entropie

13 produkce entropie

Néami studovana podttrida, Stokesovy systémy, je definovand dodateé¢nymi predpoklady:
nestlacitelnost, homogenita, isothermdlni proudént, stacionarita a pomalé zmény rychlosti
toku.

Zacnéme pozadavkem nestlacitelnosti, ktery se da zapsat napiiklad takto:

/ dV = dv.
Q0 Q.

Napiseme-li si vztah mezi dV a dv, vyplyvajici z mechaniky kontinua, da se nestlacitelnost
vyjadiit vztahem div F = 1 nebo také V¢ € I : p(t,x(X,t)) = p(0,X). Pozadavek
homogenity materidlu se da obecné vyjadiit vztahem:

Vtel, Ve, 2 €Qy @ p(t,x) = p(t, 2).
Dohromady s nestlacitelnosti to tedy znamena:
Viel,VeeQ : p(t,x) =p* €R.

Dosad'me tato fakta do soustavy rovnic (1.1) a zohlednéme isothermalitu proudéni:

div v =0,
. T
v+ div (v®v):d1v;—|—f, (1.2)
T=1"

10



x

(Navic jsme podélili druhou rovnici p*. Déle zna¢me T := o .) a doplnime-li definici T

pro nestlacitelné Navier-Stokesovy tekutiny
T = —p(x)I+1nD(v(x)), (1.3)

kde 1y € R4 je konstanta, dostavame Navier-Stokesuv systém, ze kterého vychézi vétsina
praci v kapitole 2. Pozadavek stacionarity lohy znamend, ze tloha je nezavisla na ¢ase:

VtGRJrZICt:]E a V’tZO

a vSechny proménné v iloze dale nejsou zavislé na t. Uzitim téchto informaci na sou-
stavu rovnic (1.2) a po aplikaci pozadavku pomalych zmeén rychlosti toku divv® v =0
dostavame nasledujici:

divv=0 , divT+f=0 , T=1TT. (1.4)

Dodame-li jesté definici T pro nestlacitelné Navier-Stokesovy tekutiny (1.3), dostdvdme
klasicky Stokesuv systém.

1.1.2 Modely z pohledu volby vazkosti - zobecnéni Stokesova modelu

,Tvar’ funkce vazkosti v, se s kazdym modelem lisi v zavislosti na modelovaném ma-
terialu. Jeho tvar také piedepisuji moznosti nepfesnosti, které dana iloha dovoluje. Uvedme
nékolik zakladnich vazkosti, kterymi se, jak experimentalné, tak z pohledu matematiky v
minulosti védécka spole¢nost zabyvala.

(Model v :=1g). Zdakladnim modelem pro popis proudéni tekutin je ,klasicky’ Navier-
Stokestiv model, jehoz ptivod lze vystopovat az k praci Newtona [40] (1687) ktery prvni
upozornuje na linedrni zdvislost mezi ,odporem souvisejicim s potiebou kluzkosti v jed-
notlivych ¢éstech tekutiny’ a ,rychlosti s kterou jsou od sebe ¢asti tekutiny oddélovany’.

(Newtonovsky Model). Newtonovskymi tekutinami (stlacitelnymi (1) a ndsledné i
nestlacitelnymi (2)) myslime prave takové tekutiny, jejichz tenzor napét{ lze popsat vzta-
hem (,klasické’ Navier-Stokesovy modely):

(1) T = —p(p)T + M) (D) + v(p)D(v),
(2) T:=—-pI+1yD(v), trD(v)=0,

pro vy € Ry konstantni.

(Model v := v(p)). Jiz Stokes (rok 1845), ktery se taktéz zabyval Navier-Stokesovym
modelem, ve své praci [44] pfipousti, ze by vazkost mohla zdviset i na tlaku v := v(p).
Klasickym prikladem takové tekutiny je tfeba elastohydrodynamické mazadlo, pracujici
ve velmi malych oblastech pod vysokym tlakem. Dalsi, kdo se podobnymi modely zabyval,
byl naptiklad Bridgman (rok 1931), ktery ve své préci [3] studuje (experimentélné po-
zorované) tekutiny, jejichz vazkost lze popsat nédsledujicim vztahem:

B
v = vp? exp{(p + Ap2)§},

11



kde vy, A a B jsou konstanty (rtizné pro kazdou pozorovanou tekutinu). Dulezitou t¥idou,
zahrnutou v tomto modelu jsou napiikad tekutiny, které jsou (i za vysokych tlaku) témér
nestlacitelné (jejich hustota je témér konstantni p := py), ale jejichz vazkost se s tlakem
meéni velmi vyrazné (exponencidlné). Takovéto tekutiny byly experimentdlné pozorovény
a popsdny napiiklad v pracich [21], [22] a [23].

(Model v := v(p,D(v))). Dalsim odchylenim od klasického Navier-Stokesova modelu,
o kterém se Stokes v préci [44] zminuje, jsou takzvané Stokesovy tekutiny. V tomto piipadé
predpoklada model, kde vazkost zavisi na hustoté p a symetrické ¢asti gradientu rychlosti
D(v), na které zavisi prostFednictvim jejich invariantu:

[(trD(v))? + tr(D(v)?)] a I3p :=detD(v).

N | =

HI,D = tl"D(V) 5 ]IQ’D =
Operétorem ,tr’ zde myslime stopu matice a operdtorem ,det’ myslime determinant.

(NAmi uvazovany model). Zobecnénym Stokesovym modelem myslime pravé takovy
model, popsany soustavou rovnic (1.4) a (1.3), kde vazkost{ v nemyslime konstantu
v = 1y, jak je tomu u ,klasického’ Stokesova modelu, ale néjakou predem danou funkci.
V této praci se budeme zabyvat modelem zahrnujicim obé zobecnéni z predchozich dvou
odstavcl (nicméneé stale nestlacitelnym, tedy zavislym na p a D(v)). Konkrétné nis budou
zajimat nasledujici dvé podtiidy:

T =—pl+v(D)*)D(v) a T=-pl+v(p,D(v)?*)D(v),

kde |D(v)| je norma ve smyslu stopy, tedy |D(v)]? = tr(D(v)?) = =2l p (operdtorem
,tr” myslime opét stopu matice). Jde o modely, spadajici do t¥idy s nenewtonovskym
chovénim (vice o takovych modelech napiiklad v [32]). Konkrétné o modely se zesilenim
(¢i zeslabenim) rychlosti smyku, které jsou specifické pravé tim, ze jejich vztah mezi
tenzorem deformace T a rychlosti smyku D(v) neni linedrni.

1.2 Oblast 2 a okrajové podminky

Definice 1.1. Vhodnou oblasti Q myslime Q C RY, Q € C%1(R?), otevienou, omezenou,
souvislou, d > 2.

V dukazové éésti této prace pracujeme na vhodné oblasti 2, predstavujici ngjaky
uzavieny objem tekutiny. Predpokladejme, Ze tato tekutina je v blize neurcené nadobé
nebo trubce z nepropustného materialu, tedy ze pro kazdé x € 0€2:

v(x) -n=0.
Klasickym, ale velmi specifickym a proto ne vzdy vhodnym, druhem okrajovych podminek
(my je uzijeme v tloze v kapitole 6) jsou periodické okrajové podminky (ve sméru x;),
odpovidajici napiiklad situaci s tekutinou v rovné nekonecné trubce (podél osy x;) bez

vifivych jevi. Lze najit délku L € R tak, ze pro kazdé x € Q je

v(x) = v(x + Lx;).

12



Na hranici oblasti je potom rozumné predpoklddat (na rychlost v) jedny z nésledujicich
okrajovych podminek. Dirichletovy podminky (nulovy skluz) predstavuji situaci, ve které
tekutina na hranici ulpiva tedy situaci, kdy pro ¥x € 92

tyto podminky jsou zvlastnim piipadem obecnéjsich podminek kdy vime, jakou rychlosti
tekutina po hranici ,klouze’, napfiklad mame-li na takové ¢asti hranice ¢idlo:

v(x)r = vo(x),

pro néjakou znamou funkci vo. Dokonale kluzké podminky na druhou stranu predstavuji
situaci, pii které tekutina na hranici neulpivd ani nejmensi mérou, vyjadiuji se obvykle
ve tvaru Vx € 02

(Tn), = 0.

Jednim z cilu, které jsme si uréili pii formulovani zadani této prace je vsak vliv Navierovych
okrajovijch podminek, které jsou prechodem mezi dokonalym skluzem a nulovym skluzem.
V ruznych publikacich je Ize najit naptiklad ve tvaru:

A(x)r+(1=XN)(Tn) =0 , kde e (0,1)

je pevneé zvolend konstanta, my vsak budeme uzivat tvar:

A
kv(x)r + (Tn) =0 , kde k:= T € (0, 00).
Povs§imnéme si, ze pro k£ — 0 konverguji tyto podminky k podmince dokonalého skluzu
a pro k — oo konverguji k nulovému skluzu. Plati-li totéz o feSenich Stokesovych systému,
studujeme v kapitole 5.

Vzhledem k tomu, Ze tlak ¢asto umime uré¢it pouze ,az na konstantu’ (jako prvek faktor-
prostoru), tak potfebujeme pfidat vhodnou podminku, kterd jednozna¢nost feseni zaruci.
Logickou, fyzikalné opodstatnénou variantou by bylo fixovat tlak p v néjakém konkrétnim
bodé. Tento postup viak dava feSeni pouze pro hladké funkce. Z matematického hlediska
se jevi vyhodnéjsi pfidat podminku normovanosti tlaku, tedy:

[ pxiax o ((*) / p(x)dxzpoeR+),

coz je zvldstni piipad podminky (x). Fyzikdlni smysl této podminky je vsak, zvlaste u
ulohy, kde vazkost zavisi i na tlaku, diskutabilni.

13
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Obrazek 1: Graf funkce (a) v(y) pro C; = —1. V levo fesime tdlohu pro vy = 1
ak € {1,2,...,10}. V pravo potom pro k =1 a vy = 2" pro v € {—4,-3,...,1}.

1.3 Navierovy podminky na jednoduchych dlohach

Navierovy okrajové podminky jsou casto ,skutecnosti blize’, nez Dirichletovy podminky.
Bohuzel, feseni tiloh s Navierovymi okrajovymi podminkami jsou, na druhou stranu, v
obecnéjsich prostorech funkci. Demonstrujme tuto skute¢nost a vliv uziti Navierovych
podminek na nésledujicich jednoduchych tlohach pro d = 2. Méjme soustavu rovnic:

divT =0
. v Q,
divv=0

kv:+(Tn) =0 nal.

Kde tenzor T := —pI+vD(v) a oblast QcC R? je ,nekoneénd’ obdélnikova oblast omezena
shora a zdola hranici I' pro y = +1. Reseni hledejme ve tvaru p(x,y) := p1(x)p2(y)
a v(z,y) := (v(y),0). Jednotlivé dlohy se 1is{ volbou funkce v.

a) Uloha v :=1y: Reseni existuje ve tvaru:

C k+2
p(z,y) =Ciz+Cp a v(y):= -1 (y2 - —) .
1%} k

Resen{ v(y) pro ruzné parametry je ilustrovdno na obrazku 1.

b) Uloha v := 1yp:  Regent, kdyby existovalo, by mélo mit tvar:

sinh %y 1 Ciy
p(z,y) == Cpexpq O1——7— rexp{Ciz} a v(y):=—1In {cosh —} + Cu.-
cosh ey Vo Vo

Komplikace nastavaji v momenté, kdy se pokousime splnit okrajovou podminku:

ko) + senlyoplen ) 252 = .

Pro y = £1, zjistime, Ze jediné spliujici feSeni je trividlni FeSeni.
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v
Obrazek 2: Graf funkce (c) v(y) pro C1 = —1. V levo Fesime dlohu provy =1, r =15 a
ke {1,2,...,10}. Vpravopro k=1, r = 1.5 a vy = logvy pro vy € {1,2,...,10} a dole
prok=1,1py=1ar=1+(r1/10) pror € {1,2,...,9}.

c) Uloha v := 1|D(v)|""2D(v):  Regeni existuje ve tvaru:

2w
pay) = Ciat Gy a oy)i=

(ICw)" +d,

kde pro C; = —1je d = z/o_rl T';,Qk. Reseni v(y) je ilustrovano na obrazku 2.

d) Uloha v := vp|D(v)|"2D(v):  Regeni existuje ve tvaru:

p(z,y) = Ca(y) exp Crz

1
! ln03 r—1 Cgexpcly—l 2-r
= rr —r - - -J d
a wv(y) =y, " sgn(y + c )? /(Cgexp01y+1 v,

nicméné pii snaze splnit okrajovou podminku, nastanou stejné komplikace jako v ptipadé
s vazkosti v := vyp.
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1.4 Osnova prace

V prvni ¢asti, tedy v kapitole 2, seznamime ¢tenafe s existujicimi vysledky v oblasti
existence feseni Navier-Stokesovych rovnic a jejich zobecnéni (ve smyslu volby obecnéjsich
tvara vazkosti). Déle se zabyvejme nésledujicim systémem rovnic, jejichz fyzikalni puvod
byl popsén v uvodu:

Resme ve vhodné oblasti (spliujici definici 1.1), zobecnény Stokestv systém s Navierovymi
okrajovymi podminkami (k > 0):

divT=f kve + (Tn)r =0
N } vQ o, /pdx:O a v+ (Tn) 0} na O€. (1.5)
Q

divv=0 v-n=
Tenzor T predpokladejme ve tvaru
T = —pl + vD(v),

kde konkrétni podoba funkce v, v := v(|D(v)|?) a v := v(p, |D(v)|?), bude specifikovina
pro jednotlivé tlohy v kapitolach 3.1 a 4.1.

V kapitole 3 ukdzeme dukaz existence a jednoznaé¢nosti tilohy (P ), tedy soustavy rovnic
(1.5) s vazkosti v := v(|D(v)|?) zavedenou v definici 3.2. Cilem kapitoly je sezndmit
¢tenaie s metodami monotonnich operdatort uzivanych v této praci.

V nasledujici kapitole, zacindme s matematickou teorii modelu, ktery je tdstfednim mo-
tivem préce, mluvime o dloze (Qy), tedy soustavé rovnic (1.5) s vazkosti v := v(p, |D(v)|?)
zavedenou v definici 4.2. V této kapitole dokdzeme existenci a jednoznac¢nost feseni.

V kapitole 5 ukdzeme, za jakych podminek lze projit limitou pro konstantu k (z okra-
jovych podminek, tedy z rovnice(1.5)4) k nule a k nekoneénu. (Coz odpovidd Dirichle-
tovym okrajovym podminkdm a podminkdm popisujici dokonaly skluz, viz kapitola 1.2)

Nakonec v kapitole 6 budeme zkoumat regularitu pro periodické okrajové podminky ve
smyslu vyssi diferencovatelnosti v.
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2 Publikované vysledky - Existenc¢ni teorie

Prvnim cilem této prace bylo nastudovat dostupné materialy a vytvorit prehled dosaze-
nych vysledku v oblasti analyzy Navier-Stokesovych rovnic a jejich zobecnéni. Do piehledu
vysledku jsem, pro snaz$i orientaci, zavedl urcity systém. Diky rozsdhlému mnozstvi
materiala, které bylo tifeba nastudovat, bylo pomérné obtizné, tento systém vytvorit.
Nejvyraznéjsi pomoci v tomto sméru byly rady zkuSenéjsich kolegi a ¢lanek sepsany
J.Milkem a K. R. Rajagopalem [32] obsahujici, mimo jiné, rdmcovy piehled vysledki
o tekutindch s vazkosti zavislou na zobecnéné rychlosti smyku.

Zahrnuté modely

Chceme-li logicky utiidit znamé vysledky z oblasti Navier-Stokesovych rovnic zobecné-
nych pro ndmi studovany model v := v(p, |D(v)|?), musime zavést vhodnou kategorizaci.
Hlavnim kritériem t¥idéni nechf je podtiida nami uvazovaného modelu charakterizo-
vana parametry, na kterych funkce v zdvisi. Pomocnymi vedlejsimi kritérii pak bude
(ne)stacionarita studované ilohy a zvolené okrajové podminky. Uvazujme tyto ¢tyfi hlavni
kategorie:

(1) v:=w Ry,

(2) v:=v(p),

(3) v:=v(D)?),
4) v=v(p,D(V)]*)

Modely s konstantni vazkosti (1)

Modely z kategorie (1) jsou studovdny jiz velmi dlouho. V roce 1934 ve svém ¢lanku
[29] ukazuje Leray existenci slabého fegen{ pro libovolnd data na celém prostoru R? a exis-
tenci a jednoznaénost hladkych feseni pro R2. Dalsimi autory, ktef{ na Leraye navazali,
jsou naptiklad Hopf [19] (1951), ktery ukazuje existenci feseni Navier-Stokesovych rovnic
v omezenych oblastech, s Dirichletovymi podminkami, nasledovany praci Kinsleva a La-
dyzhenské [27] (1954) o jednoznacnosti takovych systému.

Z novéjsich autort uved me napiiklad knihu Constantin, Foias [7] z roku 1988, ve které
autofi studuji stacionarni Stokesovy systémy a stacionarni Navier-Stokesovy rovnice na
oblastech otevienych a omezenych ,ve sméru’ s homogennimi Dirichletovymi okrajovymi
podminkami. Nebo knihu Galdi [14] a [15] z let 1993 a 1994 ve kterych se autor zabyva
stacionarnimi tlohami se zobecnénou Dirichletovou podminkou. V prvni z nich ana-
lyzuje Stokesovy systémy (existence, jednoznacnost) na celém prostoru, poloprostoru a
na omezené oblasti, v druhé pak Navier-Stokesovy rovnice. Posledni z knih, o kterych
bych se tu rdd zminil, je Temam [45] (reprint z roku 2001) ve které se autor zabyvd jak
staciondrnimi, tak ndsledné i nestaciondrnimi tilohami (Staciondrni Stokesovy systémy
a Navier-Stokesovy rovnice, Nestacionarni Navier-Stokesovy rovnice pro d < 4) pro ho-
mogenni Dirichletovu okrajovou podminku.
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Modely s vazkosti zavislou na tlaku (2)

Naproti tomu touto kategorii modela se doposud zabyvalo pouze malo autoru. M. Re-
nardy ve své praci [42] z roku 1985 ukazuje (lokédlni v ¢ase) existenci nestaciondrn{ Navier-
Stokesovy ulohy s Dirichletovou okrajovou podminkou a to za podminek ,zachovani elip-
ticity’ dat. Néasleduji prace F. Gazzola z roku 1995 [17] a z roku 1997 [16], ve kterych se
pokousi rozsitit vysledky i pro data porusujici elipticitu a dosahuje ¢dsteénych vysledk.
Nakonec v préci [18] Gazzola a Secchi (rok 2001) ukazuji existenci feseni takovychto iloh
pro zdola omezené vazkosti.

2.1 Modely s vazkosti zavislou na gradientu rychlosti (3)
U pocatku studia existenc¢ni teorie rovnic, které popisuji tekutiny tohoto typu, byli Lady-

zhenskaya [28] a Lions [30] (1969).

Necht T, L € (0,00) jsou libovolné, ale pevné konstanty. Ulohu uvazujme na oblasti
Q=(0,L) x (0,L) x (0, L) a pfedpoklddejme, ze v;, p : [0,T] x R* — R jsou L-periodické
v kazdém sméru z; a splnuji

/vidx:O , /pcl)(zO7 pro i=1,2,3.
Q Q

Necht S(D(v)) := v(|D(v)[*)D(v) (kategorie (3)) a x je 0 nebo 1. Pfedpokladejme:
S: Rdxd N Rdxd ’ S(Io) =1, , S e Cl(Rdxd)dxd

a existuji kladné konstanty cq a cp, takové, ze pro konkrétn{ r € (1,00) (na které budou
kladeny jeste dalsi pozadavky) a pro viechny Ip # A, B € R;i;n‘i plati :
dS8(B)

0B
(Berme k = 0 pro r < 2) Uvazujme casovy interval (0,7), pro T pevné a uvazujme
pocatecni podminku

ca((r+ B ?)A]* < (A®A) < en(n+ B A%

v(0,) =vo() , divvg=0 a voe L2, ()%

per

Meéjme danou pravou stranu f: £ € (L"(0,7; W)1.(Q)))* a feSme soustavu rovnic:

divv=0 , v ;+div(vev)—dvSD(v))=-Vp+f.

Ladyzhenskaya ve své préci [28] za pouziti teorie monotonnich operdtori a metody kom-
paktnosti dokazuje existenci slabého feseni pro r > %, d = 3. Ulohu fes{ pro Dirichletovy
okrajové podminky bez omezeni na velikost dat. Na tyto prace (Ladyzhenskaya, Lions)
navazala skupina autoru, snazice se jinymi technikami docilit lepsich vysledku.

(Oblasti s periodickymi okrajovymi podminkami). M4dlek, Necas a Ruzicka v
préci [33] (rok 1996) technikou regularit dociluji vysledki:

3d

d=2: >1 d>3: > .
pro r pro > 7"7d+2
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(Oblasti s Dirichletovymi okrajovymi podminkami). Technikou regularit Kaplicky
v préci [24] (z roku 2005) a Madlek, Necas, Ruzicka v préci [35] (z roku 2001) ukazuji
vysledky:

pro d=2: r>g , pro d=3: r>2.
A techniku C%-regularit aplikuje Kaplicky v praci [25] (rok 2005) a dociluje vysledki:

pro d=2: r>2.

(Dalsi souvisejici publikace). Frehse, Mélek a Stainhauer v praci [12] (z roku 2000)
z vlastnost{ striktné monotonnich operatoru a L-sefezdvacich funkci dociluji vysledku
pro oblast s iplnym skluzem:

8
d=3: > —.
pro r E

V ¢lancich a knihdch publikovanych skupinami autort okolo profesora Necase v letech
1993-1996 [2] (Bellout, Bloom Necas), [33] (Mélek, Necas, Ruzicka) a [34] (Mélek, Necas,
Rokyta, Ruzicka) se snazi autoii pieklenout mezeru mezi Navier-Stokesovymi rovnicemi
(r = 2) a pracemi Ladyzhenské a Lionse. Voli techniku regularit pro ziskdni vyss{ dife-
rencovatelnosti. Vysledkem je mimo jiné také existence slabého feseni pro r > %.

(Staciondrni tlohy). Jiz Lions ve své knize [30] ukazuje existenci feseni staciondrniho
ws , . A o, . 3d
ptipadu tz.xl?ovychto tgkutm pro pe.rlodlcke okrajov.e. podminky a to pro 7 > 445 Pro
ulohu s Dirichletovymi podminkami v roce 2003 uzili Frehse, Malek, Steinhauer v ¢laku
[13] metodu Lipschitzovskych sefezdvacich funkei (v kombinaci se striktni monotonif)

a ukazali vysledky pro r > dQ—fQ.

2.2 Modely s vazkosti zavislou na tlaku a gradientu rychlosti (4)
Necht Sy(p,D(v)) := v(p, |D(v)|?)D(v), predpokladejme Sy : R x RI¥*d — RI*4;

So(Ig) =Ty , Sy € CH(R x RIxdydxd,

(1) Existujf kladné konstanty ¢4 a cp, takové, ze pro konkrétni r € (1,2) a pro vSechny
Ip # A, B € R4X4 a viechna p € R plati

sym

r—

ca((1+B]>) T |AP <

r—

0S:(p, B) N

0B

S(A®@A) < o(1+|BJ?)

(2) Prodanér e (1,2) existuje kladnd konstanta po takova, ze pro vSechny symetrické
matice B € R4X? 3 viechna p € R plati:

sym

r—2

B2
v B ) < o1+ BI2) < o

dp
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(Evoluéni ulohy). Zaprvni studii téchto rovnic na trovni matematické analyzy muzeme
povazovat praci Mélek, Necas, Rajagopal (rok 2002) [36], ndsledovanou v roce 2003
praci Hron, Mélek, Necas, Rajagopal [20], ve kterych zkoumaji existenci FeSeni rovnic
na oblastech s periodickymi okrajovymi podminkami s vysledky:

pro d=2: r6<g,2) , pro d=3: T€(§72>~

V dalsf préci, publikované v roce 2007; Bulicek, Malek, Rajagopal [6] ukdzali metodou
Le°-sefezavacich funkei prvni vysledek v globéln{ existenci. Uloha je feSena pro libovolna
data na libovolné omezené oblasti s Navierovou okrajovou podminkou, pro

8
d=3 —,2].
a r6<5,>

(Staciondrni tlohy). Klicovou praci studujici staciondrni dlohu s takovouto vazkosti
na libovolné oblasti s Dirichletovymi okrajovymi podminkami je prace Franta, Malek, Ra-
jagopal [11] (rok 2005), uzivajic{ metody monotonnich operdtoru, kterd ukazuje existenci:

9
ro re€(-,2).
Tyto vysledky uzitim metody Lipschitzovskych sefezavacich funkci posunula ve své
diplomové préaci [10] v roce 2007 V. Figerova:

6
=,2].
7"6(5,)
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3 Uloha (P})

Od kapitoly 4 déale se budeme zabyvat tlohou s vazkosti zavislou na tlaku a symetrické
casti gradientu rychlosti. Existen¢ni teorie takové tlohy je vSsak podminénd nerovnosti,
kterou musi spliovat konstanty cg, ¢, a po. Ukazme zde proto podobnou tlohu ale
takovou, aby na své konstanty Zadnou podminku nekladla. Vedme oba dva diikazy (exis-
tence a jednoznacnosti feSeni) v obou dvou kapitolidch (3 a 4) pokud mozno stejnymi
postupy. Tak bude mozno identifikovat, v ¢em a proc se lisi.

3.1 Formulace dlohy

Resme ve vhodné oblasti  (viz definice 1.1), zobecnény Stokestiv systém s Navierovymi
okrajovymi podminkami (k > 0):

d' T - f k T T r = O
(Pr) Y } vQ o, / pdx=0 a v+ (Tn) 0} na 99, (3.1)
Q

divv=0 v-n=

pro vhodny tenzor T splnujici predpoklady definice 3.2.

Definice 3.1. Necht v € C' : R, — R. Pro vSechny funkce A(x), B(x) : Q — R pro
které maji nasledujici vyrazy smysl, uzivejme znaceni:

S(A(x)) = v(|AX)[*)A(x), (3-2)

T(A(x // (1+ AR +s(Bx) — AX))

IB(x) — A(x)|%dx.

Definice 3.2. Vhodnym tenzorem T myslime kazdy tenzor, ktery lze vyjadfit ve tvaru:
T = —pI + S(D(v)),
kde (v z definice 3.1) v € C' : R, — R a plati:

(A 1) Pro dané r € (1,00) existuji kladné konstanty ¢4 a ¢ takové, ze pro viechny sy-
metrické matice A, B € Rf;;ni plati:
0S8(B)

ca(1+[BY) = |A] < =52

(A®A) <cn(1+|B]Y) = A2

Dausledek 3.1. Funkce v z Definice 3.2 spliiuje pro vSechny A(x), B(x) : Q — R‘jyx,z
symetrické funkce a vsechna r € (1,00):

A. SB):B> ﬂ(|B|T ~1), (3.3)
B. [SMB)] = 1(1 +[B[)"" (3.4)
C. / (IB]*)B —v(|A))A) : (B — A)dx > cZ(A,B). (3.5)

21



Diikaz. Pro nerovnost (3.3) a (3.4) 1ze dukaz najit napiiklad v knize [34] jako lemma 5.1.19
(strana 198). Dikaz nerovnosti (3.5) je obdobny jako dukaz nerovnosti (1.18) v ¢lanku [6]
(strana 56). O

Ve slabé formulaci (3.7) se vyskytuje ¢len, Yoo € W (Q)?:
/ v dS. (3.6)
o0

Kde feseni v hleddme v podprostoru W17 (Q)9. Aby byl integral (3.6) koneény, pozadujme
aby funkee spliovaly v, ¢ € L2(00)4.

Definice 3.3. Definujme prostory
VLT = {ve WL (Q)?: trv € L2(6Q)7},
Vil (@)= {v e W ()% trv € L*(0Q)1}.

n,div
Pozndmka 3.1. VL7 (Q)4 splyva s WL (Q)4 pro r >
s Wh"

n,div

(stejné tak splyvéa i VI (Q)4

d+1 n,div

(2)%), coz lze snadno odvodit z vnofeni (A.3).

Definice 3.4. M&jme ,vhodnou’ oblast Q (viz definice 1.1). Dvojici (v,p), v € V- iy Q)¢

apeL”(Q)/r, (pror € (1,00)) spliujici pro danou v(e C') : Ry — R (Definice 3.2),
fe (W};T(Q)d)* a kazdou testovaci funkci ¢ € VL7(Q)4:

/S (p)dx + k v-godS:/pdivcpdx—F(f,go) (3.7)
0 Q

nazyvame slabym feSenim ulohy (Py).

Nez za¢neme studovat feSeni této soustavy rovnic, podivejme se, zdali ma takto defi-
novang tUloha smysl, tedy jestli jsou tyto integraly (a dualita) kone¢né. Prvni integrél
odhadnéme z nerovnosti (3.4) a lemmatu A.1:

| 50 Dgjax < H [ Py elix < L [ 14 DO flix

a déle z véty o integrovani souctu a Holderovy nerovnosti (A.4):

/Q(l + D) Hleldx < el + DO el

Protoze L"(Q)? — Ll(Q)d a pro kazdou ¢ € VL7 (Q)9, je zdroven ¢ € L"(Q)? a také
pro kazdou v € Vn v ()4 je D(v) € L"(2)44, je odhad koneény. Druhy integrél je
koneény z definice prostorit VL7(Q)4 a VL. (Q)% a Holderovy nerovnosti (A.4):

n,div
~/89

Treti je také konecny, protoze z definice prostoru pro Ve € VL7(Q)? je div ¢ € L™(Q)
a z Holderovy nerovnosti (A.4):

[ paiv g dx < ol v ol
Q

Posledn{ integrél je koneény pfimo z definice duality a Schwarzovy nerovnosti (A.5).
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3.2 Existence feSeni soustavy

Véta 3.2. Méjme ,vhodnou’ oblast Q (viz definice 1.1). Pro vdechna r € (1,00) a vSechna
v spliugici predpoklady (Definice 3.2) a vSechna f € (W}l’r(ﬂ)d)* existuje slabé tesent
soustavy (Pr) (Definice 3.4).

Drikaz. Dikaz je rozdéleny do nékolika krokt. Nejprve zaved me pomocnou tlohu (Pg)€ a
ukazme ,metodou galerkinovskych aproximaci’ (kapitola 3.2.1 a 3.2.2) popsanou naptiklad
v [34], 7e mé TeSeni (v€, p°) pro kazdé pevné e > 0. Nakonec ukazme stejnomérné odhady
na (v€, p°), ze kterych plyne existence limity (kapitola 3.2.3 a z Vitaliho véty A.17) (v, p).
Ukazme, ze tato dvojice je ndmi hledanym slabym fesenim tlohy (Py) (viz kapitola 3.2.4
a 3.2.5). Pro ukazéni konvergence nelinedrnich ¢lent vychézejme z teorie monotonnich
operatoru a takzvaného Mintyho triku.

3.2.1 Galerkinovské aproximace dlohy (Pj)°

Pro libovolné pevné € € R (> 0) zaved me aproximovanou tilohu (Py)¢ splitujici v Q:

div {p I+ S(D(v9))} =,

(Pk)€ div v€ = _€|p€|f’l—2p€ (3'8)
a na hranici 9f2 stejné jako v iloze (Py):
BVE + ({51 + S(D(V))n), = 0,
vi-n=0.
Navic 1ze vztah (3.8) také pfepsat do explicitniho vyjadieni p¢ z v¢:
p(ve) := p° = —' TT|div v€|"2div vE. (3.9)

Resenim slabé formulace této tlohy je tedy funkce v¢ € VL7(Q)? (diky (3.9) jiz nikoliv

funkce p¢), kterd spliiuje pro kazdou testovaci funkci ¢ € VL7 (Q)%:
/S D(¢ )dx—l—k/ ve-gadS—i—/pe(ve) div ¢ dx = (f, ) . (3.10)
a0 Q
Necht {w?}$2, je baze prostoru VL7 (Q)9. Pro kazdé ¢ € Ry (> 0) pevné a kazdé

kladné N € N hledame galerkinovskou aproximaci feSeni

N
Ny ._ § atwt.
i=1

1 2 N)

Hledany vektor any € RY . ay = (o, , oY) Tesi soustavu rovnic

Vie (1,2,...,N), 0=P(«a /S D(w')dx

—I—k/ vVe dS—/pN’edivwi dx—<f,wi>,
oQ Q
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kde symbol p™V:¢ zastupuje galerkinovskou aproximaci (3.9):
pNe = — 7T |div vV " 2 div vV e (3.11)

Postupujme podle lemmatu A.7:

ZP7 an)o /3 DVNYdx + k[ [vVe?ds
o0 (3.12)

— /QpN’ediV vVe dx — <f,VN’E> .
Tteti integral upravme z definice symbolu p™¢(3.11):
— /QpN’ediV vVe dx = 77|\ div vV (3.13)
Déle odhadnéme prvn{ dva integraly. Podle definice S(D(v:€)) (3.2) a z (3.3) plati:
/QS(D(VN’e))i D(v" )dX> (IID( Ml - 190) (3.14)
a ddle plati z Kornovy nerovnosti (A.7):

DO~ 190) + & / VRS >

k cq|
>C(K1)mm(2 2)| §HV : - Cl2|T|. (3.15)
Navic odhadnéme (f,v"¢) z Schwarzovy nerovnosti (A.5):
— £V > Il 1y VYV (3.16)
Celkem tedy z (3.13) - (3.16) vidime, ze
al Cd
Pi(ay)a >C(K1)m1n( )||VN€||“,—|—61 "\ div vN€||"
i=1 2 (3.17)
k. ne ca|Q|
2V o0~ | et

Nyn{ postupujeme podle lemmatu A.7. Pro rostouci [|[vY¢||1 . vidime, ze kladné ¢leny

rostou az s r-tou mocninou, kdezto zaporné jsou konstanty, nebo rostou s prvni mocninou.
Bude tedy existovat ¢islo p, takové, ze:

N
Wi e fue VLI Q) 1 Vi> N (w,w’) =0; |[vVe 1, = p} : ZPi(aN)ai > 0.
i=1

Tedy bude pro kazdé N € N existovat i % = {a&l,&%,..., 4N} galerkinovskd apro-
y N 9 9 )
ximace fesici soustavu rovnic:

Vie{1,2,....,N}: Pialy)=0

. . [ . . N i
a tedy i galerkinovsks aproximace funkce v¢, znadend v™:¢ := Do Gl
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Déle uzivejme nasledujici konstanty:

Cy(r k) == %C(m min(;—i, g), (3.18)
Cr(r, k) ==r"""(r = 1) (Co(r, k)" /", (3.19)
Cr = Cp(r k. Q.81 1ye) = Gl R IEI] -+ “00 (3.20)
Z Youngovy nerovnosti (A.1) vidime, ze
1€l vy VNl < Cpra k) €17 e + Colr k) VY45 (3.21)

Celkem tedy, vezmeme-li vektor ay, pak jei Y ;o Pi(ajy)dbe =0, a z nerovnost{ (3.17)
a (3.21) dostdvame Energeticky odhad:

e||r k € -7 A3 e|r
Co(r IV AT, + S IV I3 00 + € div vV < Cr(r b, 19, [l 0,-)- - (3.22)

Uzitim Alaogluovi véty A.13 vidime, ze existuji vybrané podposloupnosti (zna¢me vy-
brané posloupnosti stejné) spliujict:
{VN7€}]DVO:1 — v (slabe v WL (Q))4,
{trv]\f’e}]o\/o:1 —trv¢  (slabe v L2(002)%),
{div VN’e};j:l — div v (slabe v L"()),
{(SOEY)) v, = xi  (slabe v L™ (Q)¥*),
PV =X ( (9)

slabé v L” (Q)).

Zde by bylo vhodné poznamenat, ze limitou trv™:€ je skuteéné stopa funkce, kterd je
limitou v">¢. Tento diitkaz je zalozen na Greenové vété a definici slabé konvergence.

3.2.2 Resitelnost aproximované tlohy

Pokusme se projit limitou N — oo v kazdém integrdlu. Integral pfes hranici 02 a ¢len
(f, ) zkonverguji bez problémii. Abychom ukézali, ze pro Ve € VL7 (Q)¢ plati:

/Qxi : D(gp)dx — /ngdiv pdx = /QS(D(VE)) :D(p)dx — /Qpe(ve)div p dx, (3.23)

uzijme takzvany Mintyho trik. Napisme si slabou formulaci pro v>¢. Vime, ze pro kazdé
N € N existuje vI¥¢ € VL7(Q)¢ spliiujici Vi < N:

/QS(D(VN‘)) : D(wi)dx—i—k/

vie. wi ds — / pVedivw' dx = (f,w')  (3.24)
o9 Q

a kazda tato rovnice konverguje pro N — oo k rovnici:

/XE:D(wi)dx—i—k/ Ve w! dS—/ngivwi dx = (f,w').
Q a0 Q
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Coz plati pro viechna i € N, tedy to plati i pro véechna ¢ € VL7 (Q)4:

/ xi : D(p)dx + k/ ve-pdS — / x5div o dx = (£, p) . (3.25)
Q a0 Q
Uzijme déle znaceni pro vsechna u,w € VL7 (Q)?, pro kterd ma nasledujici viraz smysl:

S(u,w) = /S (w)dx — / p¢(u) div w dx.

Q

Z nerovnosti (3.5) a lemmat A.2 a A.4 (plati pro kazdou ¢ € VL"(Q)%):

0 SS(VN7€7 VN?e) - S(VN7€7 90) - 3(90’ vV — ‘P)'
Prvni ¢len prepisme z (3.24)

k/ VN2 ds < (F,vVe) — S(vYeE @) — S, vV — )
a0
a prejdéme limitou bodové (N — o) (protoze norma je slabé zdola polospojitd)
(f,ve) k/ |ve|? dS — /Xl- dx+/x§divgodx—$(cp,v6—cp).
Q
Prvni dva ¢leny prepiSme zpét z (3.25) pro ¢ = v©:
0< [ x5 DI = phx — [ x5 div (v~ @x - Sl v ).
Q Q
Nyni pouzijme trik. Volme postupné ¢ = v¢ + Aw, kde w € V17(Q)? je libovolna:
0< :I:)\/ X5 : D(w)dx F )\/ x5 div w dx T AS(VE £ Aw, w).
Q Q

Podélme nerovnost konstantou £\ a projdéme limitou A — 0:

0= / x5 : D(w)dx — / xgdiv w dx — S(ve, w),

Q Q

tudiz integrdln{ identita (3.23) plat{ a galerkinovské aproximace skuteéné konverguji k
uloze (Pr)c.
3.2.3 Stejnomérné odhady pro reSeni aproximované tulohy

V této ¢dsti dukazu ukazme slabou konvergenci (v¢, p¢) — (v, p), ve smyslu limity posloup-
nosti € = €,, kde ¢, — 0 pro n — oo. Nejprve ukazme apriorni odhady pro v¢ a p°
(ve smyslu p¢ = p™¢(v*)). Vezméme tlohu (Py)¢ (3.10) a testujme funkei ¢ = v¢:

/ S(D D(v)dx + k/fm |ve2dS — / cdiv vedx = (f,v©). (3.26)

Nynf prvnf a druhy integral upravme jako v (3.12) a (3.13), do t¥etfho dosadme z (3.9)
a Ctvrty upravme jako v (3.16):

E|lT k -r € 'f‘/
Co(r, R)Ivelltr + 5 el < Cr(r kL 191 1], ) (3.27)
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Ziskavame tedy apriorni odhad nezavisly na e pro [|[v¢|l1,» a ||v€|l2,00 a chybi jiz jen
odhad pro ||p€||,+. Otestujme (Px)€ (3.10) funkei ¢ spliujici z Bovoského véty A.14 :

. € er' — € ]‘ er’' — €
div ¢ = |p|" 2 —ﬁ/Ip‘l ’p© dx,
19| Jo
©° =0 na 09,

165117, < Creg (2, m) 1717

Dostéavame nésledujici rovnost:

15 = [ SO Dk [ v gt s (et =1 ks
Q Felo) ~~

V nasledujicim textu uzivejme konstanty:

Co(r, ) = (enr(r = 1)7V3Y7Creg(m) (3.28)

Cr(r, Q) i= 17" (r = 1)37 /7 Cheg(2,7) " (3.29)

Odhadnéme I; a I3 z nerovnosti (3.4) a z Holderovy (A.4), Youngovy (A.1) a Schwar-
zovy (A.5) nerovnosti:

i = [ SO D) ldx (3.30)
< Gulr, Q)T+ DO + 3Creg(2,1) 7 D)
< Culr, ) (L4 V) + 5l
Iy =~ (6.9 < Crlr DNEI e + 5Cren(07) I (3.31)
< Cr(r LI - + 511
Tedy celkem z (3.30) a (3.31):

Il <3 (Colr, ) (14 IV, + Cr (DI, - ) (3:32)

Z nerovnosti (3.27) a (3.32) a z Alaogluovy véty A.13 vidime, ze existuje dvojice (v, p)
jako slabd limita (v¢,p¢) = (v, p®™) ve smyslu vybranych podposloupnosti:
(slabe v WL (Q)9),
{trven 12 — trv (slabe v L2(00Q)%),
Pl —p  (slabe v L7(Q)),
{S(v¥)}22, = X (slabe v L (2)4¢9).

vl —v
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3.2.4 Resitelnost tlohy (Py,)
Pokusme se tedy se slabou formulaci (Py)¢ (3.10) prejit k (P) (3.7):

/XV:D(cp)dx—i—k v-godS:/pdivcpdx+<f,go>.
Q Q

o0
Pro dikaz, ze x, = S(v) ukazme, ze D(v®) — D(v) silné v L"(Q)?*4. Z lemmatu A.2 a
nerovnosti (3.5) vidime:

caC|[D(v) = D()|l; <caZ(D(v), D(v")) < /Q(S(D(Ve)) = S(D(v))) : (D(v®) = D(v))dx.

Dale rozepisme pravou stranu

~—

/ (D) — SDW))) : (D(v*) - / S(D(v)) : (D(v*) - D(v))dx
Q

+ (£, (ve =v))+ | pdiv (v —v)dx — k/{m - (ve=wv)dS (3.33)

2

s pouzitim (3.11), (3.27) a (3.12):

/pediv vedx = —e/ |p€|"ldx <0,
Q

—k v (Ve =v)dS = —k||ve — v||2 00— k;/ (ve —wv)dS. (3.34)
o0

Navic prvni dva integrély v (3.33) a posledni v (3.34) konverguji k nule pro e — 0, tedy

lim sup {caCID(v) =DM)7 + kv = VI3 90} = 0.

3.2.5 Uziti Vitaliho véty

Pokusme se spliit predpoklady véty A.17. Prvni pfedpoklad jsme pravé splnili, protoze
D(v®) = D(v) s.v. v Q, atudizi S(D(v®)) — S(D(v)) s.v. v Q. K druhému predpokladu
vezméme H C Q;|H| < §, z nerovnosti (3.4) a lemmatu A.1:

sup/ |[S(D(ve))|dx < Cl sup/ (14 |D(v)|"H)dx
e JH

a ddle z véty o integrovani souctu, z Holderovy nerovnosti (A.4) a odhadu (3.27):

Crp >'f‘—1/'f‘

e\|r—1 < 1/r -1 < 1/r
[ a4 ax <64 8D <60 (S

Aproximovang tloha (Pg)¢ (3.10) tedy skutecné konverguje k tloze (Py) (3.7). O
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3.3 Jednoznacnost feSeni

Véta 3.3. Existuje-li slabé teseni (p,v) dlohy (Py) (viz definice 3.4), pak je urceno
jednoznacné.

Dikaz. Méjme dvé ruznd feseni (p1,v1), (p2,va), p1 # D2, V1 # Va, odpovidajici stejnym
datum (Q, k,r, v, f, cq, cp). Otestujme je funkei ¢ := vo — vy, odeétéme jejich slabé for-
mulace a z (3.5) a lemmatu A.2 vidime:

0 < cqC||D(ve — v1)l + kl|ve — V1||%,ag < caZ(va,v1) + k|va — V1||%,aQ

S /Q{S(D(W)) = 8(D(v1))}(D(v2) = D(v1))dx + kl|va = vi[3 yo = 0.

Pro cg,k > 0 je tedy nutné vo = vy s.v. na 92 a D(vz) = D(vy) s.v. v  a tudiz
z Kornovy nerovnosti (A.7) je i Vv = Vvy s.v. v Q, tedy va — v; je konstantni. Protoze
jiz vo = v1 s.v. na 992, tak vo = vy s.v. v Q. O
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4 Uloha (Q;)

V této kapitole si formulujme problém, na némz demonstrujeme uziti zékladnich tech-
nik teorie monotonnich operdtoru. Diukaz existence aproximovanych feSeni povedeme
opét galerkinovskou metodou. Pro naslednou konvergenci aproximované ilohy k nami
hledanému feseni lohy (Qy) vsak budeme misto Mintyho triku uzivat integralni odhady.
Podkladem pro dukaz existence feseni této tilohy je préce Franta, Mélek, Rajagopal [11]
z roku 2005 upravena pro Stokesuv systém a rozsitena pro Navierovy okrajové podminky.

4.1 Formulace tulohy

Resme ve vhodné oblasti  (viz definice 1.1), zobecnény Stokestiv systém s Navierovymi
okrajovymi podminkami (k > 0):

d' T:f kT T 7_:0
(Qk) N } vQ o, /pdx:O a vr +(Tn) } na 0,
Q

divv=0 v.-n=
pro vhodny tenzor T splnujici predpoklady definice 4.2.
Definice 4.1. Necht v € C' : R, — R. Pro viechny funkce
Ai(x),Ax(x): Q — Rf;r‘i a p1(x),p2(x): Q — R,

pro které maji nasledujici vyrazy smysl, definujme:

Z(AL(x), Ax(x)) = [Az(x) = As ()] /0 (1+ A1 (%) + 5(As (%) — A (%)) ds,

S2(p1(x), A1 (%)) = v(p1(x), | A1 (x)]*) A1 (x),

Ta(Au0, () = [ PRI (0,00 100 @ (An(30) — As )i
Ty = [ P2 RCN ) s ) o) — a0

kde funkcemi A a ps myslime: fs(x) := f1(x) + s(fa(x) — f1(x)).

Definice 4.2. Vhodnym tenzorem T myslime kazdy tenzor, ktery lze vyjadfit ve tvaru:
T = —pl + S2(p,D(v)),
kde (v z definice S3) v € C! : R x Ry — R a plati:

(B 1) Pro dané r € (1,2) existuji kladné konstanty cq a ¢, takové, ze pro vSechny symet-
rické matice A, B € R¥*? a viechna p € R plati:

sym

r—2

dS5(p, B 7.,
cal(1+ B[?) "2 AP < 252 B)

B (AeA)<a(l+ IB[*)=" |A%.
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(B 2) Pro dané r € (1,2) existuje kladnd konstanta pg takové, Ze pro vsechny symetrické
matice B € R%%4 a viechna p € R plati:

sym
v 5 B 2 r—2
W@ I8 5] < po(1+ B < o
p
Disledek 4.1. Funkce v z definice 4.2 spliuje pro vsechny A, B € ngxrﬁf symetrické
matice, vSechna r € (1,2) a vSechna p,q € R:
¢
A $(p.B):B= (Bl - 1) (41)
Ch r—
B |S:(p.B) < (14 B])! (12)

2 c .
c /Q ($:0,B) ~ S:(0 A)} (B A)dx+ 22— 3> & /Q T(A,B)ix (43)

(4.4)

Nj=

D. |S(p,B) — Sa(q, A)| < polp — q| + cnZ(A, B)

Diikaz. Pro nerovnost (4.1) a (4.2) lze dukaz najit napiiklad v knize [34] jako lemma
5.1.19 (strana 198). Dukazy nerovnosti (4.3) a (4.4) jsou v ¢ldnku [6] (strana 56) jako
(1.18) a (1.19). O

Diisledek 4.2. Pro viechny A1(x), Ag(x) : @ — RIXL a viechny p1(x), p2(x) : @ — R,
pro které maji jednotlivé integrdly smysl, plati:

2

/ij(ps,As)dXSM0Hp2(x)—p1(x)”2 (/Qf(Al(x),Az(x))dx> :
/Q TA(ps, As)dx > cq /Q Z(A1(x), As(x))dx.

Diikaz. Vyplyvé piimo z definice J1, J2, 7 a definice 4.2. O

Piiklad 4.1. Uved'me ndsledujicich pdr prikladi funkci v spliiujicich vijse stanovené
podminky. Pro kazdé r € (1,2) a konstantu A € (0,1]:

r—2

proi=1,2: vi(p,[D(V)?) = (A+(p) + D))=,

za funkci y(p); berme (g >0):

Yi(p) = (1 +a?p?) =72,

(») = (1 + exp(ap))™? pro p > 0,
TP 1 pro p < 0.

Pro tyto funkce v jsou podminky z definice 4.2 splnény pro konstanty cq = 2TT_2(7“ - 1),
cn=A"T apro py = — 2 (aq) (vice viz [37] a [4]).

Pozndmka 4.1. Z divodu koneénosti integrélu pies hranici v rovnici (4.5) budeme uzivat
prostory VL7 (Q)4 a VL. (Q)? zavedené v definici 3.3.

n,div
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Definice 4.3. Méjme Q € C%!(R?). Dvojici (v,p), kde v € Vn e (% ape L7 (Q)/R,
splitujici pro dané funkce v (Definice 4.2), f € (WL"(Q)? )* a kazdou ¢ € VL (Q)%:

/Sg (p,D D(¢ )dx—f—k/mv pdS = /pd1V<pdx+<f P, (4.5)

Nejprve diskutujme smysluplnost definice 4.3. Ukazme, ze vSechny integraly jsou
koneéné. Postup je témér identicky postupu za definici 3.4, proto jiz pouze stru¢né.
Prvnf integral odhadnéme z nerovnosti (4.2), lemmatu A.1, véty o integrovdni souctu
a Holderovy nerovnosti (A.4):

/82 (»,D D(p)dx < —H90||1+||D( I Nl

Protoze L™ (Q)? — L(Q)? a pro kazdou ¢ € VL7 ()4, je zdroven ¢ € L"(Q)?, a také pro
kazdouv € V1" ()% je D(v) € L™(Q2)?%4, je odhad koneény. Druhy integral je konecny

n,div

z definice prostorit VL7 (Q)% a V1" (Q)4 a Hélderovy nerovnosti (A.4). Treti je koneény

n,div
z Hélderovy nerovnosti (A.4), a protoze pro kazdé ¢ € VL7(Q)4, je div ¢ € L"(9).
Posledn{ ¢len je koneény z definice duality a ze Schwarzovy nerovnosti (A.5).

4.2 Existence feSeni soustavy

Véta 4.3. Méjme vhodnou oblast Q0 (viz definice 1.1). Pro vsechna r € (1,2), vSechna
v spliugici predpoklady (Definice 4.2) a viechna f € (W};T(Q)d)*, existuje slabé resent
(Qr) (Definice 4.3), jestlize:
< cd
0= (ed T 1) Creg(0,2)

Diikaz. Dukaz budeme c¢lenit podobné jako v kapitole 3.2. Nejprve metodou galerki-
novskych aproximaci ukazme, ze existuje feSeni tulohy (Qy)¢ (Viz kapitoly 4.2.1-4.2.3).
Narozdil od dikazu véty 3.2 zde nelze z definice aproximované tlohy odstranit ,p’jako
proménnou, tedy s ni musime od zacatku nakladat podobné jako s ,v’. Dale ukazme, ze
limita galerkinovskych aproximaci (kapitola 4.2.3) skute¢né Fesi aproximovanou tlohu.
Zde volme ale odlisny ptistup nez v predchozi kapitole, vhodnéjsi pro tento piipad. Déle
v kapitolach 4.2.4- 4.2.5 ukazme, Ze feSeni aproximovanych tloh ma limitu a ta fesi pravé
nasi ulohu (Qx).

4.2.1 Galerkinovské aproximace tlohy (Qy)¢

Pro libovolné pevné € € Ry (> 0) zavedme k (Qx) (4.5) aproximovanou tlohu kterd
splituje pro kazdou ¢ € VL7(Q)%:

(Qr)° / Sa(pf, D(v)) : D(p)dx + k vepdS = / pedive dx+ (f,¢). (4.6)
o0
Navic 2 2L = 0na 09, [,p°dx =0 a pro viechna ¢y € WH?(Q):
/(div v )ihdx = —e/ Vp© - Vo dx. (4.7)
Q Q

Jestlize p¢ € L' (Q) a Vp© € L2(Q)?, budou tyto integrély existovat a budou konecné.
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Pro zavedeni Galerkinovské aproximace v¢ uzijme bézi {w’}$2, prostoru VL7 (Q)<.
Ta nam ovsem nebude stacit. Pro aproximaci podminky (4.7) uzijme tedy bézi {m®}5°,;
prostoru W12(Q). Zavedme pro kazdé N € N funkce p™¢ a v¥+¢, aproximace fesen slabé
formulace (Qy)(4.5):

N N
VN,e = § afw? ’ pN,e = § ﬂlﬂ_l.
i=1

i=1

P1i dokazovani existence feseni kazdé galerkinovské aproximace volme obdobny postup
jako v kapitole 3.2.1. Tentokrat ovsem pro kazdé N € N hledejme dva vektory

ay eRY: ay=(ala?....aY), ByeRN: gy=(3,3%....8Y)
fesici soustavu eliptickych rovnic:

Pi(ay,By) a Qi(an, By), jsou Galerkinovské aproximace (4.6) a (4.7) definovény jako:

Pllay.fy) i= [ SV DEY): Dwhix+k [ vV wids
Q o0
— / p™Vediv widx — <f7 wi> ,
Q
Qi(an,By) ::/(div VN’e)ﬂ'idX—f—e/ vple . Vrt dr.
Q Q

Nyni ukazme, ze pro kazdé N € N existuje feSeni soustavy (4.8). Postupujme podle
lemmatu A.7:

N
0= Z Pi(ay,By)a’ = /Q Sa(p™ ¢, D(VY)) : DV )dx + E[[vYe[3 o (4.9)
=1

—/pN’ediV VN’edx—<f,vN’6> a
Q

N
0=> Q'(an,By)F :/ pNediv vV edx + e/ |VpN<|2dx. (4.10)
i=1 Q Q@
Z nerovnosti (4.1), definice Sy (definice 4.1) a z Kornovy nerovnosti (A.7) ziskdvame:
N,e N,e N,e N,e(|2 . Cd N,e||r Cd|Q|
932(17 4, D(v)) s DV )dx+k (v |2,aQ > C(k,1 mm(g,k)l\v ’ ||1,r_ o
(4.11)
Tedy z (4.9) - (4.11) a Schwarzovy nerovnosti (A.5):
al c cd|9Y
i i : d JE||T ,€ €
> Pilan,By)a’ =Cix min(, BV 4 el VS = Il vl = =5
i=1
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Tentyz odhad plati i pro Zf\; Qi(an, By)B. Pro rostouct ||vV:€|q, vidime, ze kladné
¢leny rostou s r-tou nebo s druhou mocninou, kdezto zdporné jsou konstanty, nebo rostou
s prvni mocninou. Bude tedy existovat ¢islo p, takové, ze:

VW e {fue VET(Q)? 1 Vi > N (w,w') =0; [[vVe1. = p}
a VPN e{Vpe LX) : Vi>N; (Vp, i)=0' IVp™ |2 = p}
N
spliuji ptislusné koeficienty E:P7 (an,By)a' >0 a ZQ (an,By)B" > 0.

=1 =1

Tedy budou podle lemmatu A.7 (pro kazdé N € N) existovat a’y = {&!,42,...,a"} a
By =16 5% ..., 8N} (a tedy i vIVo¢ a p™N€) splitujict:

N

N
0=Y Play.By)d A 0= Qan,By)5"

i=1 i=1

4.2.2 Energeticky odhad aproximované tilohy

Déle ukazme, ze jsou normy vV a p™N>¢ omezené a tudiz z Alaogluovy véty A.13 budou

existovat slabé limity. Z Poincarého nerovnosti (A.6) vidime, ze:

‘/ NedX

Vezmeme-li tedy koeficienty, pro které je Zi\;l Pi(wha' =0 a 27 | Piwh)al. =0,
aplikujeme odhad (4.11), (4.12) a Schwarzovu nerovnost (A.5), dostdvdme energeticky
odhad (C,(r, k) a Cr viz (konstanty 3.18) a (3.20)):

(4.12)

Choillp™*

/|VpN6|2 x = [VpN

ell” k € €
Co(r, k) vy, + §||VN"||§,aQ + €Cpoillp™ |13 2 < Cr. (4.13)

Navic z (4.2) vidime ze

1 r—1
N.e N,e r Ch CF v
s D, < %5 (14 (555 )

Z Alaogluovy véty A.13 tedy existuj{ vybrané podposloupnosti (znac¢me je stejné) splaujici:
{VN F}N L, —Vve (slabév whr(Q)d),
{trv 6}N_ — trve (slabe v L2(0Q)9),
{pNe}N L= (slabév wWh3(Q)) a
{S:(pV e, DM )} v_, = x5 (slabe v L7 (Q)7*9).
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4.2.3 Resitelnost aproximované tlohy

Projdeme-li limitou N — oo vidime, Ze jedind otdzka kterou je tieba zodpovédét (aby
cel4 tiloha konvergovala k (Q)¢: (4.6) a (4.7)), je jestli plati pro kazdou ¢ € VL7(Q):

[ X Dlgdx = [ 5.0, D(v)) : Di)ix: (4.14)
Q Q

Staci ukdzat (pro splnéni podminek véty A.17), ze p™¥¢ i D(vY¢) konverguji silné. Z
kompaktniho vnofeni W12(Q) do L2(Q) (véta A.2) rovnou plyne silnd konvergence pV-<:

{pV} v, — p° (silné v L*(Q)).

Vidime, ze ptrejdeme-li k limité N — oc:

/ X, : D(p)dx + k vepdS = / pediv @ dx + (f,v€)  pro Ve € WLT(Q)4,
Q Q

(4.15)

/ Pdiv vedx = —e/ Vip - VpSdx  pro Vo € WH2(Q).  (4.16)
Q Q

o0

Z lemmatu A.2 a nerovnosti (4.3) vidime, ze existuje konstanta C > 0 takova, ze:
C|ID(vNe v < /Sg Noe, : D(vV9)dx — / So(p™e, vV)  D(vE)dx

- /Q 82", v) : (DY) = D(v))dc + 2 ||p PR @)

Prvni integral piepiSme z (4.15):

5= kv

[ S0 s D Yax = (£.97) - e vp
Q
a z vlastnosti normy plyne:

lim [|Vp™€]|p > lim inf [[Vp™ells > [|Vpe|2,
N—oo N—oo

lim |[v™
N—oo
7 (4.17) (nebot tieti integral konverguje k nule, a p™¢ konvergujf silné) mame nerovnost:
CIDEN) = D)7 < LIN) V= (8, v) = [ xG - D(v)dx — e[ VP13 = Kl[v<3 o
r = QXV P2 2,002

(funkei £(N) myslime pravou stranu v nerovnosti (4.17)). Otestujeme-li (4.15) funkeci
@ = v a (4.16) funkel ¢ = p¢ a dosadime je do sebe, vidime, ze

(£,v°) — /Q X5 : DV )dx — ¢ VP |3 — K[V ]2 90 = O,

tedy |D(vY:¢)—D(v¢)||, spliiuje piedpoklady véty A.17 a tudiz D (v :€) konverguje silné.
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4.2.4 Stejnomérné odhady pro reSeni aproximované dlohy

Zbyvé ndm ukédzat, ze feSeni (v€,pc) tlohy (Qk)¢ md limitu (v,p) a ze tou limitou je
praveé feseni tlohy (Qy). Pro ukézani existence limity postupujme jako v kapitole 4.2.2.
Zaved'me znaceni €, — 0 pro n — oo. Pro rovnice (4.6) a (4.7) a testovac{ funkce ¢ = v¢
a 1 = p¢ dostavame odhad:

€T k € €
Co(r, B IvellLr + 5 llv 13,60 + €CpoillpFIIi 2 < Cr, (4.18)

coz staci pro slabou konvergenci v¢. Ukazme i slabou konvergenci p¢ — p (potiebujeme
odhad normy p¢ nezavisly na e pro splnénf pozadavku Alaogluovy véty A.13). Otestujme
slabou formulaci pro (Qx)¢ (rovnice (4.6)) funkei ¢ € W (Q)?, spliujici z Bogovského
vety A.14 pro f = |p¢|" 2p¢ — |—§12‘ Jo Ipe|”" ~2p¢ dx :

’ 1 ’
div SOE — |pe|r —2,€ _/ |pe|r —Qpe dX,
€2 Jo
©° =0 na 09,
16€N1T, < Creg (0, 7)"[Ip°17-

Dostavame nasledujici rovnost:

05 = [ S25, D) s D@ix+k [ v g dS— (E) = hi— B (419
Q o0
Odhadnéme Iy a I3 ze vztahu (4.2) a Holderovy (A.4), Youngovy (A.1) a Schwarzovy
(A.5) nerovnosti:

h= [ WD DO DG (1:20)
<G+ DIy + E T g
< Cu(r ) (14 IVI,) + 5107

Iy = (665 < DG e + FEE D gy, @

~ r’ 1 e’
< Cr(r QIEN - + Pl
(Co(r, ) a Cy(r, QIE|I7y . viz (3.28) a (3.29)) Tedy celkem 7z (4.19) - (4.21):
Ipllyr <3 (@(r, Q) (1+ Iv¥I5.,.) + Cr (o, Q)IIfIIZLT)*) (4.22)

a protoze normu v¢ jiz mame odhadnutou (4.18), vidime Zze existuje konstanta Ce > 0:

Il < Ce. (4.23)
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Z nerovnost{ (4.18) a (4.23) a z Alaogluovy véty A.13 tedy vidime, zZe existuje dvojice
(v, p) jako slaba limita (v¢,p¢) = (v, p") ve smyslu vybranych podposloupnosti:

{v-r122 = v  (slabe v WHT(Q)%),
{trver 122 | — trv (slabé v L?(9Q)9),
{p }n 1 —p (slabev L Q) a
{Sa(pcm, D(ve)) )2 L (slabé v L™ (Q)2%9).

4.2.5 Resitelnost tlohy (Qy)

Abychom ukazali, ze pro e — 0 konverguje
| 5:0". D) : Dlix — [ S:0.D) : Dig)ix

pro kazdé ¢ € VL7(Q)9, potiebujeme ukézat, ze D(v¢) a p° konverguji silné. Z lemmatu
A2 a (4.3) vidime:

“Cp(v)-D uw<%/ﬂmwnx»k<%m ~pl3 (424)

/Sgp, D(v* —vdx—/Sgp, (v)) : D(v€ — v)dx.

Daéle posledni integral jde k nule pro e — 0 (protoze v¢ — v) a piedposledni integrél
rozepisme z rovnost{ (4.6) pro ¢ = v¢ — v a (4.7) pro ¢ = p°. Vidime, Zze:

/32]9, D(ve—v)dx < (f,v-—v)+k V-(Ve—v)dSﬂ)O.
o

Pro odhad normy ||p€ — pll2 v (4.24) uzijme definici normy:
Ip* = pl3 = /Qpe(pe ~ p)dx — /Qp(pe ~ p)dx, (4.25)

kde druhy integrél jde k nule pro e — 0, protoze p — p v LT,(Q) — L2(Q). (p° je omezené
v L™ (Q) a tudiz podle Alaogluovy véty A.13 slabé konvergentni ve smyslu vybranych
posloupnosti). Volme ¢ € WH2(Q)¢, spliujici:

dive*=p°"—p , ¢*—=0 proe—0 a
1ll1,2 < Creg (€2, 2)[Ip° = pll2, (4.26)

kterd existuje podle Bogovského véty A.14 a testujme s ni (Q)¢ (4.6):

[ 7 —pix= [ S D) DlpOx k[ v dS - (£,
Q Q

[219]

Plati, ze ¢ € L*(0Q) pro s € [1,2%#]. Z definice indexii ale také plati ze s’ € [1,7%) a
tudiz (viz vnofeni (A.3)) v konverguji silné v L' (9Q). Posledni integrél tedy konverguje
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pro € — 0 k nule. Navic z volby ¢ konverguje k nule i (f, ¢°). Déle si rozepisme (znaéme

S5 = {Sa(p", D(v*)) — Sa(p, D(v))}):
/Q‘S'g(p':‘,D(v6 dx—/82 ‘)dx—i—/QSg(p,D(v)):D(cpe)dx,

kde z volby ¢° konverguje posledni integrél k nule a z (4.4), (4.26), Holderovy (A.4) a
Youngovy (A.1) nerovnosti:

R 1/2
/ S5 : D(p)dx < Creg(,2) <uollp6 —plla +cn </QI(D(V€),D(V))dX> ) P — pll2-

7 (4.25) tedy plati, ze (funkei f(e) myslime vSechny ¢leny od fadku (4.25) po tento odhad,
konvergujici pro € — 0 k nule):

Chreg(22,2)en R
c 2 reg (
p—p << ) / (D(v dx + f(e). 4.27
I =0l < (o e (st fle. (427

Celkem tedy vidime, Ze existuje funkce f(e¢) — 0 pro € — 0 (ve které souhrnné zahriime
vSechny ¢leny, o kterych jsme v pfedchozich odstavcich Fekli, ze konverguji k nule), ze

o<y <0d - (G ) ) [ ZDW). D) < £ 0

Prvni nerovnost plati pouze, je-li konstanta pred integralem kladna:

Creg(,2)cr \°
2 2 9 )
ca" > Ho <1 - Creg(Qv 2)#0)

coz odpovidd podmince ve znéni véty. Z lemmatu A.2, definice f(v“,v) a z (4.25) tedy

plynou silné konvergence D(v¢) a p¢ a tudiz z Vitaliho véty A.17 je limitou (Qy)¢ skutecéné
uloha (Qg) (uziti véty A.17 je podrobné rozepséno v kapitole 3.2.5). O
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4.3 Jednoznacnost FeSeni

Véta 4.4. Slabé teseni (existuje-li) problému (Qy) s daty (,r, k,v, £, cq,cn, po) je jed-

noznacné, pokud konstanty spliiuji ndsledujici nerovnost:
Cd

(ca + cn)Creg(€2,2)

Diikaz. Méjme dvé ruzné dvojice feseni (p1, v1), (P2, V2), p1 7 P2 a V1 # va, odpovidajici

obé stejnym datam (2, r, k, £, cq, cp, fo), zvolme testovact funkei ¢ = vo — vy a odectéme
slabé formulace (4.5) (pro zkréceni zépisu znacme Sy := Sz(p2, D(v2)) — S2(p1, D(v1))):

fo < (4.28)

/ Sy :D(vy — vi)dx + k/ |voy —vi[2dS = / (p2 —p1)div (va —vy)dx =0. (4.29)
Q o9 Q —_—
—_—

=0
:HV27V1Hg,aQ

Déle upravujme prvni integral. Rozdil funkci So rozepisme jako konecny integrél z derivace:

/ 98 ( Ps, Vs) / I8 ( Pm VS))( —p)+ %(]3(;5)) :D(vy —vi)ds

a jednotlivé integraly odhadnéme:
/ Sy : D(vy — vy)dx +/ Tp(ps; D(vs))dx > / Ip(ps, D(vy))dx. (4.30)
Q Q Q

Z rovnice (4.29), (4.30) a dusledku 4.2 méme tedy vztah

1
2

@0 yals =il ([ 2O Dvaax)

> cd/ f(D(vl),D(vQ))dx + k||ve — V1H§’BQ. (4.31)
Q

Nyni, protoze fQ p2 — p1 dx = 0, volme testovaci funkci g? € W12(Q)? takovou, ze:
divg’ =p2—p1 v,
gf =0 nadQ
187 (11,2 < Creg (2, 7) |2 — prll2-

Takové funkce existuje podle Bogovského véty A.14. Testujme s ni slabé formulace pro
(p1,v1) a (p2,v2) (4.5) a odettéme je od sebe:

/ Sy 1 Vgr dx = / (p2 — p1)div gPdx = ||p2 — p1][3.
o o

Nyni prvni ¢len odhadnéme z (4.4) a z Holderovy nerovnosti (A.4):

<M0||P2 —pill2 +cn </Qf(D(V2),D(V1))dX> ) [Ve”ll2 > [lp2 — p1ll3,
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a z definice norem a véty A.14 odhadnéme [|[VgP|la < Creg(£2,2)[[p2 — p1l2-
Nyni ||p2 — p1|l2 > 0. Kdyby tomu tak nebylo, tak by ps = p; skoro vsude a z (4.31) by i
vy = vy s.v. Muzeme tedy podeélit vyrazem ||ps — p1|2:

ChCreg(Qa 2)
(1 — poCreg(2,2))

Dosadme (4.32) do (4.31) a z (4.28):

(J 2) ( /Q f<D<v2>,D<v1>>)% > ||p2 — pal2. (4.32)

chChreq (2,2 ~
0> klve — wll%m + <Cd - (1ME ZOC g((Q ;))> /QI(Vg,Vl)dx >0,
reg\3&,

protoze fol (1+ |D(v,)[?) 2 ds > 0. Vidime, 7e za podminky (4.28) tedy musf byt nutné
D(vy) = D(vy) skoro v8ude, trvy = trvy s.v. a tudiz i vo = vy s.v. Déle z (4.32) vidime,

7€ Pro vo = Vvi S.V. je i pa = p1 s.V.

O
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5 Limitni tlohy pro (Qy)

V této kapitole se zabyvejme otdzkou, co se stane s FeSenimi ulohy (Qy), jestlize s parame-
trem k pujdeme k nule, ¢ k nekoneénu. Vime, co takovdto limita znamend pro okrajové
podminky (viz 1.2). Jestli ale budou feseni limitnich tloh (Qp) a (Qw) skutetné limitami
feseni ulohy (Qy) ukazme v nésledujicich odstavcich.

5.1 Limitni prechod k —

Pro k — oo se Navierova okrajova podminka redukuje na
v=0 na 09,

nebot jestlize existuje feseni (Qy) (V¥,p*), tak také plati, ze existuje konstanta

C>0: sup{k/ |Vk|2dS}<C.
k o0

(Coz plyne z odhadu(5.1)) Jestlize mé tedy slabé feseni tlohy (Qy) limitu pro k — oo,
meélo by tou limitou byt slabé feseni (p,v), v € Wé:giv (V)4 p e L (Q) spliujici pro
kazdé p € W ()% homogenni Dirichletovu tilohu:

(00 /Q S3(p,D(v)) : D(g)dx = /Q pdiv o dx + (f, @)

Protoze limitn{ tloha (Qu) je testovand funkei z prostoru Wy ()4, staci témito funkcemi
testovat i ulohu (Qk).

Poznamenejme, ze tato uloha je taktéz dobfe definovand. Existence vSech integralu
vyplyva ze stejnych argumentu, jako v definici 4.3.
Véta 5.1. Posloupnost reseni (Qy) (vF,p*) konverguje k (v, p) 7esici (Quo), jestlize:

Cd
(C(l + Ch)creg (Qv 2) ’

o <

coZ je stejnd podminka na konstanty, jako pro existenci reseni (Véta 4.3).

Diikaz. Nejprve ukazme, ze existuji slabé limity (v,p) posloupnosti dvojic (v¥, p*) a
nasledné ukazme, ze tyto limity fesi prave tdlohu (Q).

5.1.1 Stejnomérné odhady resSeni tlohy

Testujme (4.5) testovaci funkci ¢ = v¥:

/Sg(pk,D(vk)):D(vk)dx+k/ IVE|2 dS = (£,v*).
Q o0
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Odhadujme obdobné jako pro nerovnost apriorniho odhadu (4.13), Prvn{ dva integraly
odhadnéme z definice Sy(p*, D(v*)) (definice 4.1), z (3.3) a Kornovy nerovnosti (A.7):

/Sg(pk,D(vk)) : D(vF) dx+k/ |vk|2dS
Q lo)

. cq k - k. 5 cal
> Ck 1) mln(ga §)||Vk||1,r + §||Vk||§,aﬂ T

Navic odhadnéme <f , vk> z Schwarzovy nerovnosti (A.5), celkem tedy vidime, ze:
kyr ko2 k|2
Co(r, )IVEIIL, + 5 1v7lI2.00 + €CpoillD"(l12 < CF, (5.1)

kde konstanty C,(r, k) a Cp viz (3.18) a (3.20). Protoze pro k — oo je min(4, &) = &«
vidime:

Co(r,00) [V*[11,, <C. (5.2)
Déle postupujme stejné jako pro (4.22), tedy volme testovaci funkci ¢ € W17 (Q)4 :

. e 1 e
div o = [p"|" %" — ﬁ/ "2k dx,
€2 Jo
=0 na 09,

Il < Creg(2,7) 12" 13-

Ta existuje z Bogovského véty A.14. Déle z Holderovy (A.4), Youngovy (A.1) a Schwar-
zovy (A.5) nerovnosti a odhadu (4.2):

Ejgr’ _ vF)) - be vE . —
15 = [ SO :Digyix+k [ v*- o ds—(t.9)

~ r 1 r’ ~ r’ 1 r’
< Cy(r, Q) (14 [IV¥]17,) + §||pk||w + Cr(r, DIE([{1,- + §||pk||w-

Konstanty Cy(r, Q) a éf (r, Q) viz (3.28) a (3.29). Diky (5.2) vidime, ze existuje konstanta
C(r, ||f]l(1,r+) > 0, a navic z (4.2) existuje také konstanta C,, (r, ||, |||/ (1)) > 0:
||pk||£’ < C(’I“, ||f||(1,r)*) a
I1S2(0", D)) < Co (121, [1E]]1,0-)-

Tedy jsou splnény podminky Alaogluovy véty A.13 a slabé limity ve smylu vybranych
podposloupnosti (z ndsledujicich posloupnosti funkef) existuji:

vF P2y dlabe v whr(Q)d,

p* ke p slabé v L” (Q),

Sy(pF DF) "2 slabs v L7 ()49,
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a uloha konverguje k

/ b D(ga)dXZ/pdivgodx—i—(f,ap).
Q Q
Sa2(p*, D(v¥)) — @, coz plati pro kazdou ¢ € Wy (Q)?. Zbyvé ukazat, ze

/ O : D(p)dx = / Sa(p, D(v)) : D(p)dx.
Q Q

5.1.2 Resitelnost tilohy

Postupujme obdobné jako v kapitole 4.2.5, ukazme, 7e existuje konstanta C, takova ze:
0 < COx|D(VF) = D)~ < Coo / (v))dx < F(k) "= 0.

Nerovnost (! plyne z lemmatu A.2, nyni ukazme nerovnost (2). Protoze:

/9{52(]9’@, D(v*)) = S2(p,D(v))} :(D(v") — D(v))dx = /Q(pk —p)div (v* — v)dx
+ (£ VP = v) = k[IVE = V3 o0
Oznac¢me fi(k) := <f,v’“ — v>, z (4.3), vidime, ze f1(k) — 0 pro k — oo,
aprotoze divvF=0 a divv=0 Dplati

cd
2 Jao
Pro odhad ||p* — pl||2 volme ¢ € W12(Q)¢ (ex1stuJe z Bogovského véty A.14) spliujict:

R 2
Z(D(v*),D(v))dx < —k||v* _VH28§2+ Hp —pl3+filk) < %I\pk—P||§+f1(/f)~

div o = p* — p,
@ — 0 pro k — o0,

| reg (2, 2) 0" = pll2-

Testujme touto funkci (4.5) a déle z (4.4) a z Holderovy nerovnosti (A.4) (stejnym po-
stupem jako pro (4.25) - (4.27)):

c 2 Chreg (€2, 2)cp 2 c
I - nl < (o) [ Ioeh DRt 63

kde fa(k) — 0 pro k — oo, z éehoz jiz vidime nerovnost (?), pro konstantu

o (o 1 (_Creg(R2)c 2
o o \1= Creg (9, 2) 1o ’
Je-li Cow > 0, ziskdvame silné konvergence v D(v¥) (a z (5.3) i v p¥), a z Vitaliho véty
(A.17) (Stejné jako v kapitole 3.2.5) konverguje i

/ Sg(pk,D(vk)) :D(p)dx — / Sa(p, D(v)) : D(p)dx.
Q Q

IS
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5.2 Limitni prechod k — 0

Pro limitu k£ — 0 konverguje Navierova okrajova podminka k
(Tn); =0 na 99N.

Tedy limitou (v¥, p¥) slabého fegeni tilohy (Qy) pro k — 0 je (v°,p°), spliwjici pro kazdou
testovaci funkci ¢ € WL (Q)%:

(Qv) /Q 5", D(v*)) : D(p)dx = /Q Pdiv g dx + (£, ).

Definice 5.1. Definujme oblast vhodnou pro Kornovu nerovnost, jako kazdou oblast
Q c R? takovou, ze existuje konstanta C(k,2) > 0, a plati:

vllir < Cix 2y D)y

pro kazdou v.e WH". (Q)7.

n,div

Pozndmka 5.1. Poznamenejme, ze oblasti, které definici 5.1 nesplnuji existuji. Prikladem
takové oblasti je oblast s rota¢ni symetrii, tfeba v roviné mezi prvnimi dvéma souradnicemi.
(Lze vhodnou rotaci zobecnit na libovolny smér.) Uvazujme napiiklad funkci

V(X) = {—332,.231, 0,... ,O} S R
Snadno vidime, ze v # 0 ale pfesto D(v) = 0.
Véta 5.2. Posloupnost teseni (Qr) (vF,p*) konverguje k (v°,p°) resici (Qq), jestlize

konstanty spliugi:
cd

(C(l + Ch)creg (Qa 2)

(coz je stejnd podminka na konstanty, jako pro existenci feSent (véta 4.3) a oblast Q navic
splriuje definici 5.1.

po <

Dikaz. Dukaz povedeme a budeme délit jako u limity k& — oo (kapitola 5.1). Nejprve
ukazme, ze existuji slabé limity (v¥,p°) posloupnosti dvojic (v¥,p*) a nésledné ukazme,
Ze tyto limity fesi prave ulohu (Qp).

Existenci slabych limit v¥ a p* ukdzeme opét z Alaogluovy véty A.13, potfebujeme tedy
stejnomérné odhady na normy téchto funkei. V minulé kapitole jsme mohli pouzit postup
stejny jako v kapitole 4.2.1, protoze protentokrat pro k — oo platilo, ze min (5, %) 5L
(klicové konstanta ve stejnomérném odhadu v kapitole 4.2.1).

Pro k — 0 vsak konverguje min (g2, %) — 0 a je tedy tfeba pro stejnomérné odhady
zvolit jiny postup. Vychézime z rovnice (4.5) testované funkci ¢ = v*:

Sy (p*, D(vF)) : D(vF dx—i—k;/ kadS:/pkdivvkdx—k £,vh).
| 5204 D) DMk [ P (1)
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Z odhadu (4.1) a Kornovy nerovnosti (5.1):

Cucareay v, cal®)
CO% vk .
r

/ S (pF, D(vY)) : D(vF)dx >
Q 2r

Z Youngovy (A.1) a Holderovy (A.4) nerovnosti vidime, Ze existuje konstanta C' o (7, ||f||(1,r)+):

CKQ
(£,vF) < SR ke o (1 - )-

Maéme tedy energeticky odhad (kde Cro(r, |, |f||(1,r+) = Cro(r, [Ifll1,r)+) + #)

Clk2)ca

v HI A+ EIVFIZ a0+ < Cr(r 19, fl1,0-)- (5:4)

Daéle stejnym postupem jako pro (4.22), tedy volbou testovaci funkce ¢ € W7 (Q)?

div g = [p"|" 7k — = Ip Fr2pk dx,
€2
=0 na 099,

@l < Creg (7" "1
a odhady (4.20) a (4.21) dostavame ((C,(r,Q)) a (Cy(r,Q)) viz (3.28) a (3.29):
P57 < 3 (Colr ) (L4 IVHI13,) + Cr(r, DENL ) -
Diky (5.4) vidime, ze existuji konstanty Cp o(7, [|f[|(1,r)<) > 0 a Cyo(r, |, |f]|(1,7)+) > O:
1PE17 < Coor IElmys) + 1S20%, DT < Coo(r, 19U, [1£(1,0+)-
Tedy z Alaogluovy véty A.13 méame slabé konvergence:

vE EXO50 dlabe v WwWhT(Q)4,
trvd 20 trv?  slabe v L2(00)?,
Pk =0 p°  slabé v L” (Q),
S(p*, D) "= slabe v L7 ()47
Zbyva ukazat, ze

/ ®: D(p)dx = / Sa(p, D(v)) : D(p)dx.
Q Q

Coz je, véetné zaveru, identické s kapitolou 5.1.2. O
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6 Regularita dlohy (Qy) pro periodické okr. podminky

Pro zaéatek uvedme alespoii nékteré vysledky z oblasti regularit Stokesovych systémt
a Navier-Stokesovych rovnic. Galdi ve své knize vénované Stokesovym systémum [14]
(o které jsme jiz mluvili v kapitole 2) uvedl nésledujici vysledek:

Necht Q € C™*+2(R%), m > 0, pro kazdou funkci f € W™4(Q)¢ a kazdou
Vi € Wm+2_%’q(8§2) spliwjici [, v, -n dS = 0 existuje pravé jedno slabé feseni tilohy
div (Vv)=Vp+ f, divv=0, v =v,naodQ,
ve Wnt2a)d  pe Wmt2a(Q).
Navic existuje konstanta C' > 0 takovd, ze
[Vllm+2,q + [1Pllms1,9. /8 < CUElmg + [1Villmra—1 g,00)-

Coz je regularita ve smyslu vyssi diferencovatelnosti, pro ,klasicky’ Stokesuv systém na
omezené oblasti v obecné dimenzi.

Pro systém z kapitoly 3, periodické okrajové podminky a dimenzi d = 2 ukézali
Kaplicky, Mélek, Stard ve své praci [26] (rok 2002) C1-@-regularitu dat, pro:

4

> —
"=3

Dalsi ¢ldnek ([38] z roku 2003) na poli ¢astecné regularity takovéhoto systému publiko-
vali Mélek, Mingione a Stard. Pro dimenzi d = 2, 3 studovali model:

divv=0 |, Zw ‘—dIV {1+ |DW)H"D2D(v)} + Vp =T,

s homogenni Dirichletovou okrajovou podminkou. Ukazali za vhodnych podminek lokalni
Holderovskou spojitost Vv a p skoro vsude v studované oblasti.

Ebmeyer, Liu a Steinhauer se v ¢ldnku [8] z roku 2005 zabyvali soustavou rovnic

ov 0
/|v |”Z 22 = (1.0,

prop > 2, f € W =2)/(@).p () a pro v, € W(l)’p(Q). Ukéazali, ze existuje konstanta
C > 0 zavisla na datech, tak ze:

/ |Vv[P~2|V2v]2dx < C.
Q
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M. Bulicek a P. Kaplicky publikuji uvadi ve své praci [5] regularitu pro systém, s ob-
dobnou vazkosti, jakou zde diskutujeme my, ale pro dimenzi d = 2:

—div (v(p, D(v))D(v)) + Vp = f.
Ukazuji existenci feSeni v prostorech
ve W2'(Q)? a pe WhHi(Q)?

a to pro vechna slab4 Feseni (pokud r € (3/2,2]) a nebo alespon existenci takového Feseni
(pro r € (4/3,3/2]).

V této kapitole ukazme regularitu ve smyslu vyssi diferencovatelnosti pro tlohu defi-
novanou v kapitole 4.1, pouze zjednoduSenou na periodickou oblast s periodickymi okra-
jovymi podminkami.

Uvazujme zjednodusenou, periodickou tlohu (Zobrazeni Ss viz kapitola 4.1):

(Qper) (6.1)

div (—=pI + S2(p,D(v)) = f .
divv=0 '

Oblast 2 berme jako d—rozmérny hranol s rozméry a; pro ¢ € {1,2...d} a definujme
vektor a = (a1, a2, ...,aq). Okrajové podminky pak definujme periodicky:

v(La+x)=v(x) , VL €Z, pro skoro viechna x € Q.

Slabé fesenti (p, v) tlohy (Qper) pak splituje pro kazdou funkci @ € W' . (Q)4:

per,div

/ Sa(p, D(v)) : D(p)dx = / pdiv g dx+ (f, ¢). (6.2)
Q Q

Smysluplnost této definice jsme uz ukazali naptiklad v definici 4.3.

Definice 6.1. Mgjme h # 0. Jsou-li (skaldrni a vektorovd) funkce p a v definovény
na oblasti Q C R s periodickymi okrajovymi podminkami, uzivejme pro kazdé x €
nésledujici znaceni pro posunuti funkce v bodé = o h ve sméru x; (i-t4 souradnice daného
d-rozmeérného prostoru):

Sip(x) = plx+hx;) , OPv(x) = v(x + hx;),

kde x se bude (v dikazu) pro zkrdcen{ zépisu vétsinou vynechévat. Déle definujme dife-
renci funkce v bodé x o h ve sméru x;:

Alp(x) = b~ Hp(x) = §p(x)} ,  Alv(x) = [k H{v(x) = 6!v(x)}.
Déle definujme diferenéni gradient jako:

Alp(x) = {Alp(x), Ajp(x),..., Ajp(x)} , AMv(x) := {Av(x), Ajv(x),..., Afv(x)}.
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Lemma 6.1. Pro vsechny funkce v : Q@ — R A(x),B(x) : Q@ — R4 pro které maji
ndsledujict integrdly ¢i derivace smysl, plati:

A. 8Ah ( ) Ahav( )’
tOx;
/A hA;%B(x)dXZ/A?A(x);AgB(x)dx
Q

Diikaz. Prvni rovnost plati ihned z definice operatoru A”(-) jako linedrniho operatoru a
z véty o derivovani souétu. Druhou rovnost nyni ukazme. Znaé¢me A, (%), By p(x) jed-
notlivé slozky tenzoru A(x) a B(x). Také znacme B, ,(x) := A?Ba,b(x) a pocitejme:

/QA(X): hAhB )dx = Z /Aab AT"B, y(x)dx

a,b=1

=T zdj { / A p(X)Bay(x)dx — /Q Aa,b<x>5;héa,b<x>dx}-

Déle na druhy integral provedme substituci y := x — hx; a pfeznaéme zpét na x. Mélo
by se dale integrovat pres mnozinu €', kterd by byla posunutim mnoziny €2, ale protoze
iloha je periodick4, muzeme i nadédle psat integral pres Q:

|h| Z {/Aab dx—/6 Agp(x dx} /AhA B(x)dx.

a,b=1
O

Lemma 6.2. Mé&meh > 0,1 € [1,00). Pro kazdou funkciv € W27 (Q)4, B € WLr(Q)dxd,
a kazdou u € WH2(Q)4 kde Q € C%! je oblast s periodickymi okrajovymi podminkami,
existugi kladné konstanly c(a1y, c(azy, cas), Ciary, Ca2y, C(as) tak, Ze:

o [V ] < sup [APA], < Clan [V29])
(ot | VB, <sup [ A"B], < Cias) VB,
cas[[Vulf2 < sup [A"Mull2 < Clas [ Vus.
Diikaz. Obdobné dukazu Theoremu 3 v knize [9] (strana 277). O

Lemma 6.3. Necht Q € C%!, r € (1,2) a v e W (Q)4. (Znacme T := (1 + |D(v)[?)),
pak existuje konstanta C* > 0 tak, Ze:

IDW)|? < ¢ / 77 [D(v) [2dx.

Diukaz. Z lemmatu A.4:

P = [ (ZFD0E) (1) ax <o [ (17 DwPax)
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Véta 6.4. Necht existuje dvojice (v, p), v € Wper gin (D4, p € L™ (Q)/r (r € (1,2)),
slabé resent (Qper) (6.2). Necht £ € L (Q), konstanty splriugi:

cd
<
HO S e+ ) Crog (0, 2)

a Q je takovd oblast, Ze plati Kornova nerovnost (5.1). Pak plati, Ze v.€ W27 ()4,

Diikaz. Volme testovaci funkei ¢ = A7"Alv, ktera je diky volbé okrajovych podminek
definovand v kazdém bodé 2 a z (6.2):

/SQ(p,D(v));D(A;hAgv)dx:/pdiv (AT"Alv) dx + (£, A7 Alp).
Q Q
Uzitim lemmatu 6.1 dostavame:
/A Sa(p, D(v)) : AlD(v )dx=/pA " AR (div v) dx + (f, A7 bl P). (6.3)

Navic ze zaddn{ (6.1) vidime, Ze div v = 0. Dédle upravujme prvni integrél. Rozepisme

rozdil:
1
$:(p(), D)) — 8182 (p(x), D) = [ 222LI D))

kde ps(x) = 0l'p(x) + s(p(x) — P'p(x)) a vs(x) := dPv(x) + s(v(x) — d7v(x)). Derivaci
podle s rozepisme na derivace podle p a D(v). Celkové tedy plati:

ds,

1 1
/ Al Sy (p,v)} : AlD(v)dx + —2/ Tp(ps, D(vs))dx > —2/ Ip (ps, D(vs))dx.
Q h? Jo h? Ja
kde pfedpisy pro J, a Jp jsou v definici 4.1. Uzijme odhady v lemmatu 4.2:
R 1/2
[ Al AW+ K= atals ([ TO D) (64)
Q Q
> | ZD). D(s!))dx
Ih? Jo
Normu ||p — pr |2 odhadnéme nésledujicim zpusobem. Testujme (6.2) a posunutou lohu:
[ 81520, D(v) s Dlg)ix = [ oty v dx+ (311, ).
Q Q

(toto mtizeme udélat, nebot  je periodickd a tudiz budou §7Ss, §p i JMf existovat)
funkei g € W12(Q)? (jejiz existenci zarucuje Bogovského véta A.14) takovou, ze:

divgh’:p—é?p vQ a
ID(g")ll2 < IV&" 12 < llg"ll1,2 < Creg(2,2)p = 67p [|2. (6.5)

Odeétéme tyto dveé tlohy od sebe (znacme Sy = Sy(p, D(V)) — 61Sa(p, D(v))):

/52 ") dx — (f — 6!, g") = /(p—&hp)div gldx=|p—dipll3 (6.6)
Q
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Upravujme dualitu z definice 6, Schwarzovy (A.5) nerovnosti vidime, ze:

f— ohf
(r.8") = I () = il ale) < liflalale 6

Uvédomme si, Ze z lemmatu 6.2 navic plati: |Algh||y < [|AMg"]]2 < Cias || VE" 2.

Nyni prvni élen (6.6) odhadnéme z nerovnosti (4.4) a Hélderovy nerovnosti (A.4), druhy
z (6.7), a normy ||D(g")||2 a || Vg"||2 z odhadu (6.5):

<uollp— 5 [la + cn ( / f(D(vxD(a?v))dx) n |h|C<A3>||f||2) T

Déle vidime, ze th’HLg < Creg(2,2)||p2 — pall2 z (6.5) a podélme nerovnost ¢lenem
lp2 — p1]|2- Piedpokladame, ze ||p — 61p||l2 > 0, tedy 7e feseni neni s konstantnim tlakem:

Clreg(2,2) - X 3 o
T (O 4 > |lp— 8hp ||2. (6.
T 110Creg (0,2) ( (AI(D(V%D@VWX T hICanEll2 ) = o= dp |2 (6.8)

Nyni ozna¢me
Cr = 110Creq (2,2)
1— HOCreg(Qa 2)

a dosadme do (6.4) z (6.3) a z (6.8) za |[p — 6'p ||2. Uzijme, nésledujicim zpiisobem,
t

Youngovu nerovnost (A.1) na élen s normou ||f||2. Nechf ¢; > 0 dostateéné malé, pevné:

Cr T(D(v hy : Cryprz, Cra [ 3 v hy
el ([ 200,06 ) < 21+ $ [ 200D

Ziskavame vztah:

C 1 ~
(£, A7 ALY + SIS = 55 (ca— Cr (en + 1) / Z(D(v), D(3/'v))dx.
Q

Podle lemmatu 6.3 existuje konstanta C* > 0 takova, ze:

1 ~

W/I(D(V),D(@hv))dx > C*|ATD (V)7
Q

Uzijeme-li tento vztah, Schwarzovu (A.5) a Youngovu (A.1) nerovnost, pro €5 > 0 pevné:
€2 _ 1 CR *
5 143 PARVZ A+ 2—€2||f||2f + 2—61||f||§ > C*(ca — Crlcn + €))[|AD(V) |12, (6.9)

Poséitame-li tyto nerovnosti ptes viechna i € {1,2,...,d}, dostavdme:

€ _ 1 C .
SIATARVIE 4 S 4 SRR = C7Cr)(ea = Crlen + ) [A"D)IIE,  (6.10)
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pro konstantu C(r) > 0 takovou, ze:
d
Y IIAIDE)|? < C()|A"DV)|7,
i=1

Z Kornovy nerovnosti (5.1) a lemmatu 6.2 ziskdvame odhady
sup |A"D(v)|[7dx > C(K,Q)ZSII}LP [AM (V)2 = Cic0)*ctas) V2V,
sup | AT AR < G2 [IV2V][7

h

Dosad'me tyto odhady do (6.10) a ziskdvéame vysledny vztah:
2,112 * 22 -1 1 2 Cr 2
IV <{C7C(r)Cik,2)"Clazylea = Crlcn + )] | S IIFI7 + S—1IFll7 ) -
2€9 261

Studujme, kdy je tato konstanta kladna:

cd = 110Creq (2 2)(ca + cn + €1) > e1(1 = poCreq (2 )7 + e2110Creq (2, 2)[I£13

. Coz pro ¢ — 0 a €2 — 0 konverguje k podmince ve znéni véty (Kterd je mimo jiné
shodnd s podminkou nutnou pro existenci feseni - véta 4.3). O
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7 Zavér

Prvnim cilem této préce bylo stanovit studované vlastnosti feseni Stokesovych systému.
Rozhodli jsme se studovat nepfilis do hloubky vicero zdkladnich témat, spojenych v lo-
gicky celek volbou vazkosti (popsané detailnéji v kapitole 4.1):

v = v(p, DV)*).

Studovali jsme vliv uziti Navierovych okrajovych podminek na existenci a jednozna¢nost
feSeni. Dale jsme studovali konvergenci feseni systému pfi limitnim pfechodech v okra-
jovych podminkach.

Postupné jsme od Navierovych okrajovych podminek prosli limitou k obéma hrani¢nim
pripadium, nulovému skluzu i dokonalému skluzu (viz kapitola 1.2). A nakonec jsme stu-
dovali regularitu ve smyslu vyssi diferencovatelnosti pro ,zjednodusenou’ tlohu.

V kapitole 2 jsme se pokusili utfidit publikované vysledky z existenéni teorie Navier-
Stokesovych rovnic a Stokesovych systému (nestacionarnich i staciondrnich).

V nasledujici kapitole, jsme se soustfedili na dostateé¢né ,jednoduchy’ zobecnény Sto-
kestuv systém, aby bylo moZzno ukédzat existenci a jednozna¢nost jeho feseni bez dalsich
pozadavku na urcujici konstanty. Navic, aby byl co nejvice podobny ndmi zvolenému
systému. Vybrali jsme systém popsany v kapitole 3.1 s vazkosti:

vi=v(|D(v)]?)

a vyuzili jsme ho pro ,demonstraci’ uzit{ technik monotonnich operatoru.

V kapitole 4 jsme zavedli ndmi zvoleny systém a ukazali jsme, ze jestlize jeho urcujici

konstanty spliuji
cd

(Cd + Ch)Creg (Q’ 2) ’
pak feSeni, na vhodné oblasti a ve vhodné zvolenych prostorech existuje a je urceno
jednoznacné.

o <

V nésledujici kapitole (5) jsme se zabyvali limitnimi prechody v okrajovych podminkéch.
Uk&zali jsme, ze dostacujici informaci pro konvergenci v limitnich prechodech je existence
ulohy. Vyjimku tvoi{ tloha 1limita k& — 0’ (kapitola 5.2), kterd navic vyzaduje specialnf
podminky na oblast Q, vyplyvajic{ z Kornovy nerovnosti (5.1), nezbytné pro dukaz.

Nakonec jsme v kapitole 6 zavedli zjednoduSenou ,periodickou’ tlohu a ukézali jsme, ze
za specidlnich podminek na Q (ze stejnych divodu, jako pro tlohu v kapitole 5.2) a je-li
koneénd norma ||f||, a spliuji-li uréujici konstanty opét nerovnost:

< cd
Ko )
(Cd + Ch)creg (Q, 2)

je uloha lépe diferencovatelnd ve smyslu, ze druhé (slabé) derivace v jsou omezeny.
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Cilem této prace bylo soustiedit zndmé vysledky z oboru Stokesovych systému, zori-
entovat se v problematice, vybrat vhodné, doposud nefesené téma a na to se soustiedit.
V této préaci jsme uzivali vyhradné techniky monotonnich operdtoru.

7 nami nastudovanych materialtt vyplyva, ze Stokesovy systémy s Navierovymi okra-
jovymi podminkami jsou doposud nefesenym tématem, zvlasté pak zobecnéné Stokesovy
systémy, i kdyz Navier-Stokesovy rovnice s témito okrajovymi podminkami jiz zkoumané
byly. Ze stejného duvodu se domnivam, Ze je novou, doposud nepublikovanou, informaci
je i chovani dlohy pfi prechodu od Navierovych okrajovych podminek k Dirichletovym
podminkdm a k podminkdam popisujicim dokonaly skluz. Stejné tak i otdzka regularity pro
zobecnéné Stokesovy systémy s periodickymi okrajovymi podminkami v obecné dimenzi
zde byla uvefejnénd poprvé.
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A Dodatek - Uzitecné véty a nerovnosti
Lemma A.1. Pro kazdé r >0, x € Ry existuje C > 0 takovd, Ze (14 )" < C(1+ z").
Diikaz. VySetfujme tedy prubéh spojité funkce

_ A2 0f(@) _r(ta) (e
@ =77 “ar ~ e

Vidime, ze tvrzeni plati pro r =1 a ze z = 1 je bod podeztely na lokalni extrém funkce.
Vysetiujme derivaci v okoli podezielého bodu. Protoze

14+2)'>0 a (1+2")?>0 proxzecRy,r>0,r#1,

bude chovani derivace zéleZet pouze na ¢lenu (1 — 2" ~1). Pro r > 1 vidime, ze z = 1 je
lokdlni maximum a tvrzeni plati, pro 7 < 1 je to lokdln{ minimum a tudiz vySetfujme,
jak se funkce f(z) chovd v krajnich bodech defini¢niho oboru:

lim f(z) =1 a lim f(z)=1

z—0 T—00
Tudiz tvrzeni plati. O

Lemma A.2. Pro kazdé p > 1, D, D € Rixd existuje C' > 0 takovd, Ze

sym
1

CID - B’ <D~ B [ (1+]B+s(D - D))" ds.
0

Diikaz. Soucdst dikazu lemmatu 1.19 v [34]. O

Lemma A.3. Youngova nerovnost
Pro kazdé a,be R :a>0,b>0, avSechna r € (1,00) plati:

r br'
ab < a? + (A1)

Diikaz. Pro a = 0 nebo b = 0 zfejmé, jinak pocitejme diky konkavité logaritmu:

1 1 . r 7,/
In(ab) = ~In(a") + (") < In (“7 + ”_> |

Lemma A.4. Necht Q C RY, d > 2, je oblast, r € (1,00) a necht operdtor
T - Lr(Q)dxd N Lr(Q)dxd

|r72

je takovy, ze pro kazdou w € L ()4 je T(w) := |[w|"~2w. Operdtor T je monotonni.
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Diikaz. Operator Z je monotonni, jestlize pro viechny v, w € L"(Q)%*? plati
(Z(v)—Z(w),v—w) >0

Pocitejme tedy:

J T2 =l 2wy (v = wids = [ el fwl” = (vl w2 0,
Q Q

kde druhd nerovnost plati z lemmatu A.1 (% + %, = 1), protoze:
T ks T K
_(|V|7’—1W + |W|r—1v) > — |V| _ |Vl _ |W| _ |W,| _ —|V|T _ |W|7
r r r r

Lemma A.5. Prop < oo existuje spocetnd baze WHP(Q)4. Znacme si ji {w'}2,.
Diikaz. Dikaz vychdz{ z faktu, ze W1P(Q) je separabiln{ prostor (napiiklad v [31]). O

Véta A.6. Brouwerova véta
Necht B := B(0,1) C R"™ je uzaviend jednotkovd koule a f : B — B je spojitd funkce.
Pak 4Cy € B : f(Co) =Cy.

Diikaz. Dukaz lze najit napiiklad v [31], jako vétu 23.9. na strané 192. O

Lemma A.7. Nechf P : R® — R"™ spojitd a Ip > 0 takové, Ze P*(C)- C > 0 pro
VC € 8B(0, p). Pak 3C* € B(0,p) : P"C* =0 .

Diikaz. Napiiklad v [43] na strané 17 jako lemma 2.26. O

Véta A.8. O Stopach
Necht Q(C R") € C%', p < n aq € [1,p”], kde p* = (ZPT_;’ Pak existuje jednoznaéné
urcené spojité zobrazeni:

T WP (Q) — L9(09),

pro které plati: Vv € C®(Q) : Tv = v|,q.
Diikaz. Lze najit napiiklad v [34] na strané 27. O
Definice A.1. Linearni zobrazeni z predchozi véty nazyvame Operdtor stop.

Véta A.9. Kompaktni vnofeni do L?(Q)
Necht Q € COY(RY), r € [1,d), pak plati

Vpe[l,r]: W (Q) e LP(Q). (A.2)

Diikaz. Viz Véta 2.17 v [34] (Strana 28). O
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Véta A.10. Vnofeni do L?(99)
Necht Q € COY(R?), r < d, pak plati
dr —r
d—r

Vp € [1, } : . WH(Q) — LP(99Q). (A.3)

ngrr, pak je vnoteni kompaktndi.

Je-li navic p #
Diikaz. Viz [39]. O

Lemma A.11. Hélderova (Dudlni) nerovnost
Pro kazdé v € LP(Q) a u € LP (Q) plati:

luvlly o < vl lull, q- (A4)
Diikaz. Viz [34] (Lemma 2.6, strana 25). O

Lemma A.12. Schwarzova nerovnost pro Banachovy prostory
Méjme Banachiv prostor X a jeho dudlni prostor X*. Pro kazdé v € X a u € X* plati:

{u, v)x < lvllx [luflx- - (A.5)
Diikaz. Lze najit napiiklad v [31]. O

Véta A.13. Alaogluova véta
Z kazdé omezené posloupnosti v reflexivnim Banachové prostoru lze vybrat slabé konver-
gentni podposloupnost.

Diikaz. Viz (4.9.) v [31]. O

Véta A.14. Bogovského operator
Necht Q(C I@ € C%1. Pak existuje linedrni operdtor Bo = (B, ..., B) s ndsledujicimi
vlastnostmi (LP(Q) :={f e L(Q) : [,fdx=0):

Ba: T(Q) — (WP (@)
div Bo(f) = f v feTP(Q),

IVBa(f)llp < e, DN fllp p e (1,00).

Jestlize f = divg, kde g € W', (Q) pro g € (1,00) pak: [|Ba(f)|lq < c(g, Q)||gllq-
Jestlize f € D(Q), pak Ba(f) € (D(Q))4.

Diikaz. Prevzato z [41] str. 164 - 181. O

Véta A.15. Poincarého nerovnost
Necht Q C R? omezend, souvisld oblast, 1 < p < co. Pak existuje konstanta Cpoi > 0:

1
||V - ﬁ /Q v dx“p < CpoivaHpv pro Vv € Wl’p(Q)d- (A'G)

Diikaz. Viz theorem 1 na strané 275 v [9]. O
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Lemma A.16. Kornova nerovnost I
Necht q € (1,00). Pak existuje kladnd konstanta C(x,1) 2avisld pouze na Q a q takovd, Ze
pro viechna v € Wh4(Q)?, jejichz stopa spliuje trv € L2(0Q), plati:

Cixnylving < IDM)g + IVl o0)- (A7)

Diikaz. Ptrevzato z [4] (Lemma B.2 na strané 78). O

Veéta A.17. Vitaliho véta
Necht Q C R? omezend a f* : Q — R je integrovatelnd funkce pro kazdé n € N.
Predpoklddejme, Ze

1) lim f™(y) existuje a je koneénd pro s.v. y € €,

n—oo

2)Ve>0,§|5>0:sup/ /" (y)|dy <€, VH CQ,|H| <.
H

neN
Pak lim f"(y)dy:/ lim f"(y)dy.
n—oo Q Q n—oo
Diikaz. Napiiklad v [1] (Strana 63). O
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