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4.2.1 Galerkinovské aproximace úlohy (Qk)ε . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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Abstrakt
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Abstrakt: Uvažujeme stacionárńı prouděńı homogenńı nestlačitelné tekutiny, popsa-
né zobecněným Stokesovým systémem. Studujeme postupně dva modely, prvńı s vaz-
kost́ı závislou na velikosti Euklidovské normy symetrické části gradientu rychlosti,
zobecňuj́ıćı rychlost smyku, a druhý s vazkost́ı závislou na tlaku a zobecněné rychlosti
smyku. Zkoumáme prouděńı, v omezených oblastech, přičemž uvažujeme Navierovy
podmı́nky na hranici. Nejprve dokážeme existenci a jednoznačnost řešeńı obou systé-
mů rovnic pro zd̊urazněńı rozd́ıl̊u mezi nimi. Potom ukážeme, za jakých předpoklad̊u
lze s úlohou závislou i na tlaku přej́ıt od Navierových okrajových podmı́nek k
Dirichletovým (tzv. nulový skluz) okrajovým podmı́nkám a okrajovým podmı́nkám
popisuj́ıćım dokonalý skluz. Na závěr ukážeme pro tutéž úlohu, ale s periodickými
okrajovými podmı́nkami, d̊ukaz regularity řešeńı (ve smyslu integrovatelnosti dru-
hých derivaćı rychlosti a prvńıch derivaćı tlaku).

Kĺıčová slova: zobecněné Stokesovy systémy, vazkost závislá na tlaku a zobecněné
rychlosti smyku, existence a jednoznačnost řešeńı, vyšš́ı diferencovatelnost, Naviero-
vy okrajové podmı́nky.

Title: Generalized Stokes systems

- theoretical analysis approach

Author: Martin Holeček

Department: Mathematical Institute of Charles University

Supervisor: doc. RNDr. Josef Málek, CSc.

Supervisor’s e-mail address: malek@karlin.mff.cuni.cz

Abstract: We consider steady flows of homogenous incompressible fluid described by
generalized Stokes system. We study two models, first with shear-rate dependent
viskosity and second with pressure and shear-rate dependent viskosity. We inves-
tigate internal flows in bounded domains subject to Navier’s boundary condition.
First, to show the difference, we present proofs of existence and uniqueness of so-
lutions for both systems. Then we investigate, what are the assumptions allowing
to take the fluid mechanics limit, as Navier’s boundary conditions approximate first
no-slip and then (perfect) slip boundary conditions. Finally, we consider for simpli-
city specially periodic problem and show regularity result (integrability of the second
derivatives of the velocity and the first derivatives of the pressure).

Keywords: generalized Stokes systems, pressure and shear-rate dependent viscosi-
ty, existence and uniqueness of solution, higher differentiability, Navier’s boundary
condition.
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Užité značeńı - souhrn

Pro zjednodušeńı čteńı této práce zde předem uved’me, co mysĺıme užitými matema-
tickými symboly. Už́ıvejme následuj́ıćı značeńı pro přirozená č́ısla (bez nuly), přirozená
č́ısla, celá č́ısla, reálná kladná č́ısla (bez nuly) a reálná č́ısla:

N, N0, Z, R+ a R.

V práci budeme v nemalé mı́̌re už́ıvat skaláry, vektory a tenzory. Skaláry a skalárńı
funkce znač́ıme obyčejnými ṕısmeny (Cpoi, cd, ν0, p, ...), vektory malými tučnými ṕısmeny
(x, v, ϕ,...) a tenzory velkými tučnými ṕısmeny (A, D,...). Zde poznamenejme, že budeme
už́ıvat značeńı 0 ∈ R

d pro ,vektorovou nulu’, I ∈ R
d×d pro ,jednotkový tenzor’ a I0 ∈ R

d×d

pro ,nulový tenzor’ (ṕısmeno d bude v celé práci znamenat dimenzi prostoru):

0 := (0, 0, . . . , 0) , (I)i,j = δi
j a I0 = 0I

kde δi
j = 1 pro i = j, jinak δi

j = 0. Pro zkrácené značeńı deľśıch výraz̊u budeme už́ıvat
kaligrafického ṕısma, bez rozlǐseńı, zdali je ten výraz skalár, vektor či tenzor (I, J ,
Ŝ,...). V práci budeme už́ıvat následuj́ıćı dvě konstanty (viz Youngova nerovnost (A.1)
a věta o stopách A.8):

r′ :=
r

r − 1
a r# :=

dr − r

d− r
.

Máme-li, pro libovolné d ∈ N, vektory a,b ∈ R
d se složkami ai, bi, ∀i ∈ {1, 2, . . . , d},

a tenzory A,B ∈ R
d×d, se složkami Ai,j , Bi,j , ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , d}, tak symboly

(a · b) : a · b =

d∑

i=1

aibi , (a ⊗ b) : (a ⊗ b)i,j = aibj ,

(A : B) : A : B =
d∑

i,j=1

Ai,jBi,j a (A ⊗ B) : (A ⊗ B)i,j,k,l = Ai,jBk,l

mysĺıme jejich skalárńı a tenzorový součin vektor̊u, skalárńı součin tenzor̊u a tenzorový
součin tenzor̊u. Soustavu rovnic budeme řešit na oblasti (otevřená množina v Euklei-
dovském prostoru) Ω ⊂ R

d. Množina Ω má definovanou hranici ∂Ω ⊂ Ω (symbolem
B(x, r) mysĺıme otevřenou kouli o středu v x a poloměru r):

∂Ω := {x ∈ Ω : ∀ε > 0 ; B(x, ε) ∩ Ω 6= ∅ ∧ B(x, ε) ∩ (Rd\Ω) 6= ∅}.

(Banachovy prostory funkćı) Necht’X je Banach̊uv prostor s normou ‖·‖X . Označme
symbolem X∗ duálńı prostor k X , tedy prostor všech spojitých lineárńıch funkcionál̊u na
X . Necht’ ϕ ∈ X∗ a x ∈ X , potom symbolem 〈ϕ, x〉X znač́ıme dualitu mezi X a X∗

(V d̊ukazové části této práce již nebudeme značeńı prostor̊u u duality psát, nebot’ bude
zřejmé, většinou W1,r(Ω)d) a znamená hodnotu ϕ v bodě x.

Necht’ {xn}∞n=1 ⊂ X je posloupnost prvk̊u z X , řekněme, že posloupnost konverguje
silně k x ∈ X : (xn → x v X), jestliže:

‖xn − x‖X → 0 pro n→ ∞.
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Řekněme, že {xn}∞n=1 ⊂ X konverguje slabě k x ∈ X : (xn ⇀ x v X), jestliže ∀ϕ ∈ X∗:

〈ϕ, xn〉X → 〈ϕ, x〉X pro n→ ∞.

Necht’ X , Y jsou Banachovy prostory, řekněme, že prostor X je (spojitě) vnořen do Y :

X ↪→ Y,

právě když X ⊂ Y a existuje konstanta c > 0 tak, že pro každé x ∈ X je ‖x‖Y ≤ c‖x‖X .
Řekněme že prostor X je kompaktně vnořen do Y :

X ↪→↪→ Y,

právě když X ↪→ Y a identické zobrazeńı I : X → Y je kompaktńı.

(Prostory spojitých funkćı) Označ́ıme-liX(Ω) prostor skalárńıch funkćı: a : Ω → R,
pak prostor vektorových funkćı a : Ω → R

n, n ∈ N kde každá složka ai, ∀i ∈ {1, 2, . . . , n},
splňuje ai ∈ X(Ω), značme symbolem X(Ω)n.

Definujme si pro každou spojitou funkci v : Ω → R (v ∈ C(Ω)) normu:

‖v‖∞ ≡ ‖v‖C(Ω) := sup
x∈Ω

|v(x)|.

Necht’ α = (α1, α2, . . . , αd), αi ∈ N0, je multiindex a označme |α| =
∑d

i=1 αi. Pro funkci
v : Ω → R mysleme symbolem Dαv parciálńı dervaci:

Dαv :=
∂|α|v

∂xα1

1 ∂xα2

2 . . . ∂xαd

d

.

Řekneme, že funkce f je v Ω spojitá až do řádu k (f ∈ Ck(Ω)), pro k ∈ N, jestliže je
f : Ω → R a jestliže je konečná norma (α je multiindex):

‖f‖Ck(Ω) :=
∑

|α|≤k

‖Dαf‖∞.

Mějme L ∈ R+, necht’ Ω = (0, L)d, řekneme, že funkce f je C∞
per(Ω), je-li C∞(Ω) a nav́ıc

plat́ı pro každý bod x ∈ Ω a každý směr xi (jednotkový vektor báze Eukleidovského
prostoru R

d):
f(x) = f(x + Lxi).

Označme symbolem D(Ω) podprostoru C∞(Ω) s funkcemi s kompaktńım nosičem v Ω
a označme symbolem D′(Ω) jeho duál. Necht’ α je multiindex, řekněme že funkce v ∈ D′(Ω)
má slabou derivaci Dαv = w, jestliže:

〈w,ϕ〉D(Ω) = 〈v,Dαϕ〉D(Ω) ∀ϕ ∈ D(Ω).

Pro b ∈ (0, 1] definujme prostor Hölderovsky spojitých funkćı Ck,b(Ω):

Ck,b(Ω) := {u ∈ Ck(Ω) : (‖u‖Ck,b(Ω) <∞)},
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kde norma ‖u‖Ck,b(Ω) je definovaná následuj́ıćım zp̊usobem (α je multiindex):

‖u‖Ck,b(Ω) := ‖u‖Ck(Ω) +
∑

|α|=k

sup
x,y∈Ω

{
|Dαu(x) −Dαu(y)|

|x− y|b
;x 6= y}.

Nyńı máme dostatečně silný nástroj na to, abychom byli schopni ř́ıci něco o hranici
oblasti Ω ⊂ R

d. Řekněme, že ∂Ω je tř́ıdy Ck,b, jestliže je (d-1) rozměrnou Ck,b-varietou
s Ω lokálně umı́stěnou pouze na jedné straně ∂Ω. V této práci se bude převážně pracovat
na Ω s Lipschitzovskou hranićı. Oblast Ω ⊂ R

d omezená má Lipschitzovskou hranici,
jestliže je ∂Ω ∈ C0,1. Řekneme-li, že ,Ω ∈ Ck,α(Rd)’, mysĺıme t́ım, že Ω ⊂ R

d je taková,
že ∂Ω ∈ Ck,α. Už́ıvejme značeńı operátoru stop tr : C(Ω) → C(∂Ω), který má pro
spojité funkce význam restrikce definičńıho oboru funkce. Pro funkce z prostor̊u W1,r(Ω)
(viz dále) je definován větou o operátoru stop A.8. V úvodu bude ,tr’ znamenat taktéž
stopu matice, ale dané mı́sto je ojedinělé a patřičně označené. Rezervujme vektory n
pro směr normálový k hranici ∂Ω a τ pro (libovolný) směr tečný k ∂Ω (oba vektory
s jednotkovou normou). Máme-li vektor a ∈ R

d, projekćı vektoru do tečné nadroviny,
mysĺıme vektor aτ :

aτ := a − n(a · n).

(Prostory Lp a Wk,p) Necht’ Ω ⊂ R
d je oblast a p ∈ [1,∞). Označme symbolem Lp(Ω)

prostor všech měřitelných funkćı f : Ω → R, pro které je norma

‖f‖p,Ω ≡ ‖f‖p :=

(∫

Ω

|f(x)|pdx

)1/p

konečná. Symbolem Wk,p(Ω), k ∈ N, p ∈ [1,∞), mysĺıme množinu všech měřitelných
funkćı f : Ω → R, které maj́ı všechny slabé derivace až do řádu k v prostoru Lp(Ω).
Na prostoru Wk,p(Ω) definujme normu:

‖f‖k,p,Ω ≡ ‖f‖k,p :=



∑

α:|α|≤k

∫

Ω

|∂αf |pdx




1/p

,

kde α = {α1, α2, ..., αn} je multiindex. Pro všechny tyto prostory budeme také použ́ıvat
zjednodušené značeńı (Lp(Ω)d, Wk,p(Ω)d). Prostory Lp(Ω), Lp(Ω)d, Wk,p(Ω) a Wk,p(Ω)d

s př́ıslušnými normami jsou Banachovými prostory. Dále jsou už́ıvány (převážně v kapi-
tole ,o regularitě’ 6) tyto prostory, pro k /∈ N ≥ 0, ovšem pouze v rámci citace nastu-
dovaných publikaćı, proto zde definici neuvádějme a pouze odkažme. Lze ji naj́ıt např́ıklad
v [34] na straně 27 v kapitole o Sobolevových prostorech. Pro k > 0, mluv́ıme-li (v kapi-
tole 6 v úvodńıch citaćıch) o prostoru W−k,p(Ω), mysĺıme t́ım prostor duálńı k prostoru
Wk,p(Ω). V této práci však pro duálńı prostory už́ıvejme značeńı (Wk,p(Ω))∗, s normou:

‖ · ‖(k,p,Ω)∗ ≡ ‖ · ‖(k,p)∗ .
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Pro oblast Ω ∈ C0,1 a p ∈ [1,∞), definujme podprostory W1,p(Ω)d:

W1,p
0 (Ω)d :=

{
v ∈ C∞(Ω)d ∩ C(Ω)d;v = 0 na ∂Ω

}W
1,p(Ω)d

,

W1,p
n (Ω)d :=

{
v ∈ C∞(Ω)d ∩ C(Ω)d;v · n = 0 na ∂Ω

}W
1,p(Ω)d

,

W1,p
div (Ω)d :=

{
v ∈ C∞(Ω)d ∩ C(Ω)d; div v = 0

}W
1,p(Ω)d

,

W1,p
per(Ω)d :=

{
v ∈ C∞

per(Ω)d ∩ C(Ω)d;

∫

Ω

vdx = 0

}W
1,p(Ω)d

.

Kde symbolem {·}
W

1,p(Ω)d

mysĺıme uzávěr množiny {·} v normě prostoru W1,p(Ω)d.
Ṕı̌seme-li v textu prostor s dvěma spodńımi indexy, např́ıklad W1,r

n,div (Ω)d, mysĺıme t́ım

W1,r
n (Ω)d ∩ W1,r

div (Ω)d.

(Faktorprostor Lp(Ω)/R) Pro p ∈ [1,∞) definujme prostor Lp(Ω)/R jako prostor všech
tř́ıd funkćı [f ], kde:

[f ] := {f + c; ∀c ∈ R} , f ∈ Lp(Ω) a ‖[f ]‖Lp(Ω)/R
≡ ‖f‖p.

(Bochnerovy prostory) Funkcemi z Bochnerových prostor̊u se v této práci nebudeme
zabývat, nebot’ budeme studovat pouze stacionárńı úlohy. V podkapitolách věnovaných
již existuj́ıćım publikaćım se ale vyskytuj́ı a tak zde alespoň uved’me odkaz. Lze je naj́ıt
např́ıklad v knize [34] na straně 34.

(Poznámka k derivaćım) Symbolem ∇(·) mysĺıme v celé práci gradient funkce (slabý,
je-li funkce z prostoru se slabými derivacemi). Symbolem D(·) symetrickou část gradientu:

D(·) := (1/2)[∇(·) + ∇T (·)].

(Symbolem ·T mysĺıme algebraické transponováńı) Symbolem div · mysĺıme operátor
divergence (necht’ v(x) : R

d → R
d a A(x) : R

d → R
d×d jsou (slabě) diferencovatelné):

div v(x) =
d∑

i=1

∂vi(x)

∂xi
a (div A(x))j =

d∑

i=1

∂Ai,j(x)

∂xi
.

A symbolem ,·,t’, mysĺıme (slabou) časovou derivaci ∂·
∂t .
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1 Úvod

Cı́lem této práce je popsat, co jsou zobecněné Stokesovy systémy a dát čtenáři ucelený
přehled výsledk̊u, kterých již bylo při zkoumáńı těchto systémů dosaženo. Dále je naš́ım
ćılem ukázat užit́ı technik, vhodných pro studia těchto systémů na konkrétńım př́ıpadě.
V této práci se nemalou měrou oṕıráme, o výsledky v oblasti Navier-Stokesových rovnic,
kterými se ve světě proslavila česká škola, založená J. Nečasem.

Úvodńı kapitolu začněme krátkým rozborem, založeným na poznatćıch z mechaniky
kontinua, kterým si přibližme, co je to Stokes̊uv systém a v čem se lǐśı od populárńıch
Navier-Stokesových systémů. Dále ukažme, co mysĺıme t́ım ,zobecněńım’, mluv́ıme-li o
zobecněném Stokesově systému. Na závěr této kapitoly diskutujme r̊uzné druhy okra-
jových podmı́nek, také Navierovy podmı́nky, které dále už́ıvejme v našem modelu.

1.1 Zobecněný Stokes̊uv systém

1.1.1 Stokes̊uv systém z pohledu mechaniky kontinua

Náplńı této práce je studium rovnic popisuj́ıćıch prouděńı tekutin nástroji matematické
analýzy. Omezme se proto pouze na minimum informaćı o mechanice kontinua, nezbytné
k nast́ıněńı fyzikálńıho pozad́ı studovaného problému.

Mějme abstraktńı těleso B a zobrazeńı K : B 7→ Ω ⊂ E (Euklidovský d-dimenzionálńı
prostor). K(B) je tedy konfiguraćı (umı́stěńım) tělesa v prostoru. Samozřejmě K necht’

je prosté a na. Pohybem a deformaćı tělesa B mysĺıme uspořádanou množinu Kt(B)
konfiguraćı tělesa B v jednotlivých momentech sledoveného časového intervalu. Zvolme
K̃(B) referenčńı konfiguraci tělesa B a popǐsme pohyb a deformaci tělesa jako zobrazeńı

χ : K̃(B) × I 7→ Kt(B) pro načasový interval I = (0, T ) ve smyslu:

x = χ(X, t), X ∈ K̃(B), t ∈ I.

Definujme rychlost a zrychleńı materiálového bodu a deformačńı gradient:

v(X, t) :=
∂χ(X, t)

∂t
, a(X, t) :=

∂2χ(X, t)

∂t2
a F ≡ Fi,j :=

∂χi(X, t)

∂Xj
.

Při odvozováńı model̊u popisuj́ıćıch prouděńı tekutin vycházejme z bilančńıch zákon̊u
(hmoty, hybnosti, momentu hybnosti, vnitřńı energie a entropie) zapsaných ve formě dife-
renciálńıch rovnic.
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ρ,t + div ρv = 0,

(ρv),t + div (ρv ⊗ v) = div T + ρf ,

T = TT ,
(
ρ(e+

|v|2

2
)

)

,t

+ div

[
ρ

(
(e+

|v|2

2
)v

)]
= div (Tv) − div q + ρr + ρf · v,

(ρη),t + div (ρη) − div
(q

θ

)
+
ρr

θ
= ξ ≥ 0.

(1.1)

Symboly v těchto rovnićıch maj́ı následuj́ıćı fyzikálńı význam:

v ... rychlostńı pole p ... tlak

ρ ... hustota f ... vněǰśı śıly

T ... Cauchyho tenzor napět́ı e ... vnitřńı specifická energie

q ... tepelný tok r ... radiace energie

θ ... teplota η ... entropie

ξ ... produkce entropie

Námi studovaná podtř́ıda, Stokesovy systémy, je definovaná dodatečnými předpoklady:
nestlačitelnost, homogenita, isothermálńı prouděńı, stacionarita a pomalé změny rychlosti
toku.

Začněme požadavkem nestlačitelnosti, který se dá zapsat např́ıklad takto:

∫

Ω0

dV =

∫

Ωt

dv.

Naṕı̌seme-li si vztah mezi dV a dv, vyplývaj́ıćı z mechaniky kontinua, dá se nestlačitelnost
vyjádřit vztahem div F = 1 nebo také ∀t ∈ I : ρ(t, χ(X, t)) = ρ(0, X). Požadavek
homogenity materiálu se dá obecně vyjádřit vztahem:

∀t ∈ I , ∀x, x̃ ∈ Ωt : ρ(t, x) = ρ(t, x̃).

Dohromady s nestlačitelnost́ı to tedy znamená:

∀t ∈ I , ∀x ∈ Ωt : ρ(t, x) = ρ∗ ∈ R.

Dosad’me tato fakta do soustavy rovnic (1.1) a zohledněme isothermalitu prouděńı:

div v = 0,

v,t + div (v ⊗ v) = div
T

ρ∗
+ f ,

T = TT

(1.2)
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(Nav́ıc jsme podělili druhou rovnici ρ∗. Dále značme T := T

ρ∗
.) a doplńıme-li definici T

pro nestlačitelné Navier-Stokesovy tekutiny

T = −p(x)I + ν0D(v(x)), (1.3)

kde ν0 ∈ R+ je konstanta, dostáváme Navier-Stokes̊uv systém, ze kterého vycháźı většina
praćı v kapitole 2. Požadavek stacionarity úlohy znamená, že úloha je nezávislá na čase:

∀t ∈ R+ : Kt = K̃ a v,t = 0

a všechny proměnné v úloze dále nejsou závislé na t. Užit́ım těchto informaćı na sou-
stavu rovnic (1.2) a po aplikaci požadavku pomalých změn rychlosti toku div v ⊗ v = 0
dostáváme následuj́ıćı:

div v = 0 , div T + f = 0 , T = TT . (1.4)

Dodáme-li ještě definici T pro nestlačitelné Navier-Stokesovy tekutiny (1.3), dostáváme
klasický Stokes̊uv systém.

1.1.2 Modely z pohledu volby vazkosti - zobecněńı Stokesova modelu

,Tvar’ funkce vazkosti ν, se s každým modelem lǐśı v závislosti na modelovaném ma-
teriálu. Jeho tvar také předepisuj́ı možnosti nepřesnost́ı, které daná úloha dovoluje. Uved’me
několik základńıch vazkost́ı, kterými se, jak experimentálně, tak z pohledu matematiky v
minulosti věděcká společnost zabývala.

(Model ν := ν0). Základńım modelem pro popis prouděńı tekutin je ,klasický’ Navier-
Stokes̊uv model, jehož p̊uvod lze vystopovat až k práci Newtona [40] (1687) který prvńı
upozorňuje na lineárńı závislost mezi ,odporem souvisej́ıćım s potřebou kluzkosti v jed-
notlivých částech tekutiny’ a ,rychlost́ı s kterou jsou od sebe části tekutiny oddělovány’.

(Newtonovský Model). Newtonovskými tekutinami (stlačitelnými (1) a následně i
nestlačitelnými (2)) mysĺıme právě takové tekutiny, jejichž tenzor napět́ı lze popsat vzta-
hem (,klasické’ Navier-Stokesovy modely):

(1) T := −p(ρ)I + λ(ρ)(trD(v))I + ν(ρ)D(v),

(2) T := −pI + ν0D(v), trD(v) = 0,

pro ν0 ∈ R+ konstantńı.

(Model ν := ν(p)). Již Stokes (rok 1845), který se taktéž zabýval Navier-Stokesovým
modelem, ve své práci [44] připoušt́ı, že by vazkost mohla záviset i na tlaku ν := ν(p).
Klasickým př́ıkladem takové tekutiny je třeba elastohydrodynamické mazadlo, pracuj́ıćı
ve velmi malých oblastech pod vysokým tlakem. Daľśı, kdo se podobnými modely zabýval,
byl např́ıklad Bridgman (rok 1931), který ve své práci [3] studuje (experimentálně po-
zorované) tekutiny, jejichž vazkost lze popsat následuj́ıćım vztahem:

ν := ν0ρ
1

2 exp{(p+Aρ2)
B

θ
},
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kde ν0, A a B jsou konstanty (r̊uzné pro každou pozorovanou tekutinu). Důležitou tř́ıdou,
zahrnutou v tomto modelu jsou např́ıkad tekutiny, které jsou (i za vysokých tlak̊u) téměř
nestlačitelné (jejich hustota je téměř konstantńı ρ := ρ0), ale jejichž vazkost se s tlakem
měńı velmi výrazně (exponenciálně). Takovéto tekutiny byly experimentálně pozorovány
a popsány např́ıklad v praćıch [21], [22] a [23].

(Model ν := ν(ρ,D(v))). Daľśım odchýleńım od klasického Navier-Stokesova modelu,
o kterém se Stokes v práci [44] zmiňuje, jsou takzvané Stokesovy tekutiny. V tomto př́ıpadě
předpokládá model, kde vazkost záviśı na hustotě ρ a symetrické části gradientu rychlosti
D(v), na které záviśı prostřednictv́ım jej́ıch invariant̊u:

I1,D := trD(v) , I2,D :=
1

2
[(trD(v))2 + tr(D(v)2)] a I3,D := detD(v).

Operátorem ,tr’ zde mysĺıme stopu matice a operátorem ,det’ mysĺıme determinant.

(Námi uvažovaný model). Zobecněným Stokesovým modelem mysĺıme právě takový
model, popsaný soustavou rovnic (1.4) a (1.3), kde vazkost́ı ν nemysĺıme konstantu
ν := ν0, jak je tomu u ,klasického’ Stokesova modelu, ale nějakou předem danou funkci.
V této práci se budeme zabývat modelem zahrnuj́ıćım obě zobecněńı z předchoźıch dvou
odstavc̊u (nicméně stále nestlačitelným, tedy závislým na p a D(v)). Konkrétně nás budou
zaj́ımat následuj́ıćı dvě podtř́ıdy:

T = −pI + ν(|D(v)|2)D(v) a T = −pI + ν(p, |D(v)|2)D(v),

kde |D(v)| je norma ve smyslu stopy, tedy |D(v)|2 = tr(D(v)2) = −2I2,D (operátorem
,tr’ mysĺıme opět stopu matice). Jde o modely, spadaj́ıćı do tř́ıdy s nenewtonovským
chováńım (v́ıce o takových modelech např́ıklad v [32]). Konkrétně o modely se ześıleńım
(či zeslabeńım) rychlosti smyku, které jsou specifické právě t́ım, že jejich vztah mezi
tenzorem deformace T a rychlost́ı smyku D(v) neńı lineárńı.

1.2 Oblast Ω a okrajové podmı́nky

Definice 1.1. Vhodnou oblast́ı Ω mysĺıme Ω ⊂ R
d, Ω ∈ C0,1(Rd), otevřenou, omezenou,

souvislou, d ≥ 2.

V d̊ukazové části této práce pracujeme na vhodné oblasti Ω, představuj́ıćı nějaký
uzavřený objem tekutiny. Předpokládejme, že tato tekutina je v bĺıže neurčené nádobě
nebo trubce z nepropustného materiálu, tedy že pro každé x ∈ ∂Ω:

v(x) · n = 0.

Klasickým, ale velmi specifickým a proto ne vždy vhodným, druhem okrajových podmı́nek
(my je užijeme v úloze v kapitole 6) jsou periodické okrajové podmı́nky (ve směru xi),
odpov́ıdaj́ıćı např́ıklad situaci s tekutinou v rovné nekonečné trubce (podél osy xi) bez
v́ı̌rivých jev̊u. Lze naj́ıt délku L ∈ R+ tak, že pro každé x ∈ Ω je

v(x) = v(x + Lxi).
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Na hranici oblasti je potom rozumné předpokládat (na rychlost v) jedny z následuj́ıćıch
okrajových podmı́nek. Dirichletovy podmı́nky (nulový skluz) představuj́ı situaci, ve které
tekutina na hranici ulṕıvá tedy situaci, kdy pro ∀x ∈ ∂Ω:

v(x)τ = 0,

tyto podmı́nky jsou zvláštńım př́ıpadem obecněǰśıch podmı́nek kdy v́ıme, jakou rychlost́ı
tekutina po hranici ,klouže’, např́ıklad máme-li na takové části hranice čidlo:

v(x)τ = v0(x),

pro nějakou známou funkci v0. Dokonale kluzké podmı́nky na druhou stranu představuj́ı
situaci, při které tekutina na hranici neulṕıvá ani nejmenš́ı měrou, vyjadřuj́ı se obvykle
ve tvaru ∀x ∈ ∂Ω:

(Tn)τ = 0.

Jedńım z ćıl̊u, které jsme si určili při formulováńı zadáńı této práce je však vliv Navierových
okrajových podmı́nek, které jsou přechodem mezi dokonalým skluzem a nulovým skluzem.
V r̊uzných publikaćıch je lze naj́ıt např́ıklad ve tvaru:

λv(x)τ + (1 − λ)(Tn)τ = 0 , kde λ ∈ (0, 1)

je pevně zvolená konstanta, my však budeme už́ıvat tvar:

kv(x)τ + (Tn)τ = 0 , kde k :=
λ

1 − λ
∈ (0,∞).

Povšimněme si, že pro k → 0 konverguj́ı tyto podmı́nky k podmı́nce dokonalého skluzu
a pro k → ∞ konverguj́ı k nulovému skluzu. Plat́ı-li totéž o řešeńıch Stokesových systémů,
studujeme v kapitole 5.

Vzhledem k tomu, že tlak často umı́me určit pouze ,až na konstantu’ (jako prvek faktor-
prostoru), tak potřebujeme přidat vhodnou podmı́nku, která jednoznačnost řešeńı zaruč́ı.
Logickou, fyzikálně opodstatněnou variantou by bylo fixovat tlak p v nějakém konkrétńım
bodě. Tento postup však dává řešeńı pouze pro hladké funkce. Z matematického hlediska
se jev́ı výhodněǰśı přidat podmı́nku normovanosti tlaku, tedy:

∫

Ω

p(x)dx = 0,

(
(∗)

∫

Ω

p(x)dx = p0 ∈ R+

)
,

což je zvláštńı př́ıpad podmı́nky (∗). Fyzikálńı smysl této podmı́nky je však, zvláště u
úlohy, kde vazkost záviśı i na tlaku, diskutabilńı.
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Obrázek 1: Graf funkce (a) v(y) pro C1 = −1. V levo řeš́ıme úlohu pro ν0 = 1
a k ∈ {1, 2, . . . , 10}. V pravo potom pro k = 1 a ν0 = 2ν1 pro ν1 ∈ {−4,−3, . . . , 1}.

1.3 Navierovy podmı́nky na jednoduchých úlohách

Navierovy okrajové podmı́nky jsou často ,skutečnosti bĺıže’, než Dirichletovy podmı́nky.
Bohužel, řešeńı úloh s Navierovými okrajovými podmı́nkami jsou, na druhou stranu, v
obecněǰśıch prostorech funkćı. Demonstrujme tuto skutečnost a vliv užit́ı Navierových
podmı́nek na následuj́ıćıch jednoduchých úlohách pro d = 2. Mějme soustavu rovnic:

div T = 0

div v = 0

}
v Ω,

k vτ + (Tn)τ = 0 na Γ.

Kde tenzor T := −pI+νD(v) a oblast Ω ⊂ R
2 je ,nekonečná’ obdélńıková oblast omezená

shora a zdola hranićı Γ pro y = ±1. Řešeńı hledejme ve tvaru p(x, y) := p1(x)p2(y)
a v(x, y) := (v(y), 0). Jednotlivé úlohy se lǐśı volbou funkce ν.

a) Úloha ν := ν0: Řešeńı existuje ve tvaru:

p(x, y) := C1x+ Cp a v(y) :=
C1

ν0

(
y2 −

k + 2

k

)
.

Řešeńı v(y) pro r̊uzné parametry je ilustrováno na obrázku 1.

b) Úloha ν := ν0p: Řešeńı, kdyby existovalo, by mělo mı́t tvar:

p(x, y) := Cp exp

{
C1

sinh C1

ν0
y

cosh C1

ν0
y

}
exp{C1x} a v(y) :=

1

ν0
ln

{
cosh

C1y

ν0

}
+ Cu.

Komplikace nastávaj́ı v momentě, kdy se pokouš́ıme splnit okrajovou podmı́nku:

kv(y) + sgn(y)ν0p(x, y)
∂v(y)

∂y
= 0.

Pro y = ±1, zjist́ıme, že jediné splňuj́ıćı řešeńı je triviálńı řešeńı.
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Obrázek 2: Graf funkce (c) v(y) pro C1 = −1. V levo řeš́ıme úlohu pro ν0 = 1, r = 1.5 a
k ∈ {1, 2, . . . , 10}. V pravo pro k = 1, r = 1.5 a ν0 = log ν1 pro ν1 ∈ {1, 2, . . . , 10} a dole
pro k = 1, ν0 = 1 a r = 1 + (r1/10) pro r1 ∈ {1, 2, . . . , 9}.

c) Úloha ν := ν0|D(v)|r−2D(v): Řešeńı existuje ve tvaru:

p(x, y) := C1x+ Cp a v(y) :=
2ν−r′

0

r′C1
(|C1y|)

r′

+ d,

kde pro C1 = −1 je d = ν−r′

0
r′−2k

r′
. Řešeńı v(y) je ilustrováno na obrázku 2.

d) Úloha ν := ν0p|D(v)|r−2D(v): Řešeńı existuje ve tvaru:

p(x, y) := C2(y) expC1x

a v(y) := ν−rr′

0 sgn(y +
lnC3

C1
)

r−1

2−r

∫ (
C3 expC1y − 1

C3 expC1y + 1

) 1

2−r

dy,

nicméně při snaze splnit okrajovou podmı́nku, nastanou stejné komplikace jako v př́ıpadě
s vazkost́ı ν := ν0p.
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1.4 Osnova práce

V prvńı části, tedy v kapitole 2, seznámı́me čtenáře s existuj́ıćımi výsledky v oblasti
existence řešeńı Navier-Stokesových rovnic a jejich zobecněńı (ve smyslu volby obecněǰśıch
tvar̊u vazkosti). Dále se zabývejme následuj́ıćım systémem rovnic, jejichž fyzikálńı p̊uvod
byl popsán v úvodu:

Řešme ve vhodné oblasti (splňuj́ıćı definici 1.1), zobecněný Stokes̊uv systém s Navierovými
okrajovými podmı́nkami (k > 0):

div T = f

div v = 0

}
v Ω ,

∫

Ω

p dx = 0 a
kvτ + (Tn)τ = 0

v · n = 0

}
na ∂Ω. (1.5)

Tenzor T předpokládejme ve tvaru

T = −pI + νD(v),

kde konkrétńı podoba funkce ν, ν := ν(|D(v)|2) a ν := ν(p, |D(v)|2), bude specifikována
pro jednotlivé úlohy v kapitolách 3.1 a 4.1.

V kapitole 3 ukážeme d̊ukaz existence a jednoznačnosti úlohy (Pk), tedy soustavy rovnic
(1.5) s vazkost́ı ν := ν(|D(v)|2) zavedenou v definici 3.2. Cı́lem kapitoly je seznámit
čtenáře s metodami monotonńıch operátor̊u už́ıvaných v této práci.

V následuj́ıćı kapitole, zač́ınáme s matematickou teoríı modelu, který je ústředńım mo-
tivem práce, mluv́ıme o úloze (Qk), tedy soustavě rovnic (1.5) s vazkost́ı ν := ν(p, |D(v)|2)
zavedenou v definici 4.2. V této kapitole dokážeme existenci a jednoznačnost řešeńı.

V kapitole 5 ukážeme, za jakých podmı́nek lze proj́ıt limitou pro konstantu k (z okra-
jových podmı́nek, tedy z rovnice(1.5)4) k nule a k nekonečnu. (Což odpov́ıdá Dirichle-
tovým okrajovým podmı́nkám a podmı́nkám popisuj́ıćı dokonalý skluz, viz kapitola 1.2)

Nakonec v kapitole 6 budeme zkoumat regularitu pro periodické okrajové podmı́nky ve
smyslu vyšš́ı diferencovatelnosti v.
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2 Publikované výsledky - Existenčńı teorie

Prvńım ćılem této práce bylo nastudovat dostupné materiály a vytvořit přehled dosaže-
ných výsledk̊u v oblasti analýzy Navier-Stokesových rovnic a jejich zobecněńı. Do přehledu
výsledk̊u jsem, pro snazš́ı orientaci, zavedl určitý systém. Dı́ky rozsáhlému množstv́ı
materiál̊u, které bylo třeba nastudovat, bylo poměrně obt́ıžné, tento systém vytvořit.
Nejvýrazněǰśı pomoćı v tomto směru byly rady zkušeněǰśıch koleg̊u a článek sepsaný
J.Málkem a K. R. Rajagopalem [32] obsahuj́ıćı, mimo jiné, rámcový přehled výsledk̊u
o tekutinách s vazkost́ı závislou na zobecněné rychlosti smyku.

Zahrnuté modely

Chceme-li logicky utř́ıdit známé výsledky z oblasti Navier-Stokesových rovnic zobecně-
ných pro námi studovaný model ν := ν(p, |D(v)|2), muśıme zavést vhodnou kategorizaci.
Hlavńım kritériem tř́ıděńı necht’ je podtř́ıda námi uvažovaného modelu charakterizo-
vaná parametry, na kterých funkce ν záviśı. Pomocnými vedleǰśımi kritérii pak bude
(ne)stacionarita studované úlohy a zvolené okrajové podmı́nky. Uvažujme tyto čtyři hlavńı
kategorie:

(1) ν := ν0 ∈ R+,

(2) ν := ν(p),

(3) ν := ν(|D(v)|2),

(4) ν := ν(p, |D(v)|2).

Modely s konstantńı vazkost́ı (1)

Modely z kategorie (1) jsou studovány již velmi dlouho. V roce 1934 ve svém článku
[29] ukazuje Leray existenci slabého řešeńı pro libovolná data na celém prostoru R

3 a exis-
tenci a jednoznačnost hladkých řešeńı pro R

2. Daľśımi autory, kteř́ı na Leraye navázali,
jsou např́ıklad Hopf [19] (1951), který ukazuje existenci řešeńı Navier-Stokesových rovnic
v omezených oblastech, s Dirichletovými podmı́nkami, následovaný praćı Kinsleva a La-
dyzhenské [27] (1954) o jednoznačnosti takových systémů.

Z nověǰśıch autor̊u uved’me např́ıklad knihu Constantin, Foias [7] z roku 1988, ve které
autoři studuj́ı stacionárńı Stokesovy systémy a stacionárńı Navier-Stokesovy rovnice na
oblastech otevřených a omezených ,ve směru’ s homogenńımi Dirichletovými okrajovými
podmı́nkami. Nebo knihu Galdi [14] a [15] z let 1993 a 1994 ve kterých se autor zabývá
stacionárńımi úlohami se zobecněnou Dirichletovou podmı́nkou. V prvńı z nich ana-
lyzuje Stokesovy systémy (existence, jednoznačnost) na celém prostoru, poloprostoru a
na omezené oblasti, v druhé pak Navier-Stokesovy rovnice. Posledńı z knih, o kterých
bych se tu rád zmı́nil, je Temam [45] (reprint z roku 2001) ve které se autor zabývá jak
stacionárńımi, tak následně i nestacionárńımi úlohami (Stacionárńı Stokesovy systémy
a Navier-Stokesovy rovnice, Nestacionárńı Navier-Stokesovy rovnice pro d ≤ 4) pro ho-
mogenńı Dirichletovu okrajovou podmı́nku.
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Modely s vazkost́ı závislou na tlaku (2)

Naproti tomu touto kategoríı model̊u se doposud zabývalo pouze málo autor̊u. M. Re-
nardy ve své práci [42] z roku 1985 ukazuje (lokálńı v čase) existenci nestacionárńı Navier-
Stokesovy úlohy s Dirichletovou okrajovou podmı́nkou a to za podmı́nek ,zachováńı elip-
ticity’ dat. Následuj́ı práce F. Gazzola z roku 1995 [17] a z roku 1997 [16], ve kterých se
pokouš́ı rozš́ı̌rit výsledky i pro data porušuj́ıćı elipticitu a dosahuje částečných výsledk̊u.
Nakonec v práci [18] Gazzola a Secchi (rok 2001) ukazuj́ı existenci řešeńı takovýchto úloh
pro zdola omezené vazkosti.

2.1 Modely s vazkost́ı závislou na gradientu rychlosti (3)

U počátku studia existenčńı teorie rovnic, které popisuj́ı tekutiny tohoto typu, byli Lady-
zhenskaya [28] a Lions [30] (1969).

Necht’ T, L ∈ (0,∞) jsou libovolné, ale pevné konstanty. Úlohu uvažujme na oblasti
Ω = (0, L)× (0, L)× (0, L) a předpokládejme, že vi, p : [0, T ]×R

3 → R jsou L-periodické
v každém směru xi a splňuj́ı

∫

Ω

vi dx = 0 ,

∫

Ω

p dx = 0, pro i = 1, 2, 3.

Necht’ S(D(v)) := ν(|D(v)|2)D(v) (kategorie (3)) a κ je 0 nebo 1. Předpokládejme:

S : R
d×d → R

d×d , S(I0) = I0 , S ∈ C1(Rd×d)d×d

a existuj́ı kladné konstanty cd a ch takové, že pro konkrétńı r ∈ (1,∞) (na které budou
kladeny ještě daľśı požadavky) a pro všechny I0 6= A, B ∈ R

d×d
sym plat́ı :

cd((κ+ |B|r−2)|A|2 ≤
∂S(B)

∂B
: (A ⊗ A) ≤ ch(κ+ |B|r−2)|A|2.

(Berme κ = 0 pro r < 2) Uvažujme časový interval (0, T ), pro T pevné a uvažujme
počátečńı podmı́nku

v(0, ·) = v0(·) , div v0 = 0 a v0 ∈ L2
per(Ω)d.

Mějme danou pravou stranu f : f ∈ (Lr(0, T ;W1,r
per(Ω)))∗ a řešme soustavu rovnic:

div v = 0 , v,t + div (v ⊗ v) − div S(D(v)) = −∇p+ f .

Ladyzhenskaya ve své práci [28] za použit́ı teorie monotonńıch operátor̊u a metody kom-
paktnosti dokazuje existenci slabého řešeńı pro r ≥ 11

5 , d = 3. Úlohu řeš́ı pro Dirichletovy
okrajové podmı́nky bez omezeńı na velikost dat. Na tyto práce (Ladyzhenskaya, Lions)
navázala skupina autor̊u, snaž́ıce se jinými technikami doćılit lepš́ıch výsledk̊u.

(Oblasti s periodickými okrajovými podmı́nkami). Málek, Nečas a Růžička v
práci [33] (rok 1996) technikou regularit dociluj́ı výsledk̊u:

pro d = 2 : r > 1 , pro d ≥ 3 : r ≥
3d

d+ 2
.
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(Oblasti s Dirichletovými okrajovými podmı́nkami). Technikou regularit Kaplický
v práci [24] (z roku 2005) a Málek, Nečas, Růžička v práci [35] (z roku 2001) ukazuj́ı
výsledky:

pro d = 2 : r >
3

2
, pro d = 3 : r ≥ 2.

A techniku C1,α-regularit aplikuje Kaplický v práci [25] (rok 2005) a dociluje výsledk̊u:

pro d = 2 : r ≥ 2.

(Daľśı souvisej́ıćı publikace). Frehse, Málek a Stainhauer v práci [12] (z roku 2000)
z vlastnost́ı striktně monotonńıch operátor̊u a L∞-seřezávaćıch funkćı dociluj́ı výsledk̊u
pro oblast s úplným skluzem:

pro d = 3 : r >
8

5
.

V článćıch a knihách publikovaných skupinami autor̊u okolo profesora Nečase v letech
1993-1996 [2] (Bellout, Bloom Nečas), [33] (Málek, Nečas, Růžička) a [34] (Málek, Nečas,
Rokyta, Růžička) se snaž́ı autoři překlenout mezeru mezi Navier-Stokesovými rovnicemi
(r = 2) a pracemi Ladyzhenské a Lionse. Voĺı techniku regularit pro źıskáńı vyšš́ı dife-
rencovatelnosti. Výsledkem je mimo jiné také existence slabého řešeńı pro r > 9

5 .

(Stacionárńı úlohy). Již Lions ve své knize [30] ukazuje existenci řešeńı stacionárńıho
př́ıpadu takovýchto tekutin pro periodické okrajové podmı́nky a to pro r > 3d

d+2 . Pro
úlohu s Dirichletovými podmı́nkami v roce 2003 užili Frehse, Málek, Steinhauer v čláku
[13] metodu Lipschitzovských seřezávaćıch funkćı (v kombinaci se striktńı monotoníı)
a ukázali výsledky pro r > 2d

d+2 .

2.2 Modely s vazkost́ı závislou na tlaku a gradientu rychlosti (4)

Necht’ S2(p,D(v)) := ν(p, |D(v)|2)D(v), předpokládejme S2 : R × R
d×d → R

d×d:

S2(·, I0) = I0 , S2 ∈ C1(R × R
d×d)d×d.

(1) Existuj́ı kladné konstanty cd a ch takové, že pro konkrétńı r ∈ (1, 2) a pro všechny
I0 6= A, B ∈ R

d×d
sym a všechna p ∈ R plat́ı :

cd((1 + |B|2)
r−2

2 |A|2 ≤
∂S2(p,B)

∂B
: (A ⊗ A) ≤ ch(1 + |B|2)

r−2

2 |A|2.

(2) Pro dané r ∈ (1, 2) existuje kladná konstanta µ0 taková, že pro všechny symetrické
matice B ∈ R

d×d
sym a všechna p ∈ R plat́ı:

∣∣∣∣∣
∂ν(p, |B|2)

∂p

∣∣∣∣∣ |B| ≤ µ0(1 + |B|2)
r−2

4 ≤ µ0.

19



(Evolučńı úlohy). Za prvńı studii těchto rovnic na úrovni matematické analýzy můžeme
považovat práci Málek, Nečas, Rajagopal (rok 2002) [36], následovanou v roce 2003
praćı Hron, Málek, Nečas, Rajagopal [20], ve kterých zkoumaj́ı existenci řešeńı rovnic
na oblastech s periodickými okrajovými podmı́nkami s výsledky:

pro d = 2 : r ∈

(
3

2
, 2

)
, pro d = 3 : r ∈

(
9

5
, 2

)
.

V daľśı práci, publikované v roce 2007; Buĺıček, Málek, Rajagopal [6] ukázali metodou
L∞-seřezávaćıch funkćı prvńı výsledek v globálńı existenci. Úloha je řešena pro libovolná
data na libovolné omezené oblasti s Navierovou okrajovou podmı́nkou, pro

d = 3 a r ∈

(
8

5
, 2

)
.

(Stacionárńı úlohy). Kĺıčovou praćı studuj́ıćı stacionárńı úlohu s takovouto vazkost́ı
na libovolné oblasti s Dirichletovými okrajovými podmı́nkami je práce Franta, Málek, Ra-
jagopal [11] (rok 2005), už́ıvaj́ıćı metody monotonńıch operátor̊u, která ukazuje existenci:

pro r ∈

(
9

5
, 2

)
.

Tyto výsledky užit́ım metody Lipschitzovských seřezávaćıch funkćı posunula ve své
diplomové práci [10] v roce 2007 V. Fǐserová:

r ∈

(
6

5
, 2

)
.
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3 Úloha (Pk)

Od kapitoly 4 dále se budeme zabývat úlohou s vazkost́ı závislou na tlaku a symetrické
části gradientu rychlosti. Existenčńı teorie takové úlohy je však podmı́něná nerovnost́ı,
kterou muśı splňovat konstanty cd, ch a µ0. Ukažme zde proto podobnou úlohu ale
takovou, aby na své konstanty žádnou podmı́nku nekladla. Ved’me oba dva d̊ukazy (exis-
tence a jednoznačnosti řešeńı) v obou dvou kapitolách (3 a 4) pokud možno stejnými
postupy. Tak bude možno identifikovat, v čem a proč se lǐśı.

3.1 Formulace úlohy

Řešme ve vhodné oblasti Ω (viz definice 1.1), zobecněný Stokes̊uv systém s Navierovými
okrajovými podmı́nkami (k > 0):

(Pk)
div T = f

div v = 0

}
v Ω ,

∫

Ω

p dx = 0 a
kvτ + (Tn)τ = 0

v · n = 0

}
na ∂Ω, (3.1)

pro vhodný tenzor T splňuj́ıćı předpoklady definice 3.2.

Definice 3.1. Necht’ ν ∈ C1 : R+ → R. Pro všechny funkce A(x),B(x) : Ω → R
d×d, pro

které maj́ı následuj́ıćı výrazy smysl, už́ıvejme značeńı:

S(A(x)) := ν(|A(x)|2)A(x), (3.2)

I(A(x),B(x)) :=

∫

Ω

∫ 1

0

(1 + |A(x) + s(B(x) − A(x))|2)
r−2

2 ds |B(x) − A(x)|2dx.

Definice 3.2. Vhodným tenzorem T mysĺıme každý tenzor, který lze vyjádřit ve tvaru:

T = −pI + S(D(v)),

kde (ν z definice 3.1) ν ∈ C1 : R+ → R a plat́ı:

(A 1) Pro dané r ∈ (1,∞) existuj́ı kladné konstanty cd a ch takové, že pro všechny sy-
metrické matice A, B ∈ R

d×d
sym plat́ı:

cd(1 + |B|2)
r−2

2 |A|2 ≤
∂S(B)

∂B
: (A ⊗ A) ≤ ch(1 + |B|2)

r−2

2 |A|2.

Důsledek 3.1. Funkce ν z Definice 3.2 splňuje pro všechny A(x), B(x) : Ω → R
d×d
sym

symetrické funkce a všechna r ∈ (1,∞):

A. S(B) : B ≥
cd
2r

(|B|r − 1), (3.3)

B. |S(B)| ≤
ch
r − 1

(1 + |B|)r−1, (3.4)

C.

∫

Ω

(
ν(|B|2)B − ν(|A|2)A

)
: (B − A)dx ≥ cdI(A,B). (3.5)
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D̊ukaz. Pro nerovnost (3.3) a (3.4) lze d̊ukaz naj́ıt např́ıklad v knize [34] jako lemma 5.1.19
(strana 198). Důkaz nerovnosti (3.5) je obdobný jako d̊ukaz nerovnosti (1.18) v článku [6]
(strana 56).

Ve slabé formulaci (3.7) se vyskytuje člen, ∀ϕ ∈ W1,r(Ω)d:
∫

∂Ω

v · ϕ dS. (3.6)

Kde řešeńı v hledáme v podprostoru W1,r(Ω)d. Aby byl integrál (3.6) konečný, požadujme
aby funkce splňovaly v,ϕ ∈ L2(∂Ω)d.

Definice 3.3. Definujme prostory

V1,r
n (Ω)d := {v ∈ W1,r

n (Ω)d : trv ∈ L2(∂Ω)d},

V1,r
n,div (Ω)d := {v ∈ W1,r

n,div (Ω)d : trv ∈ L2(∂Ω)d}.

Poznámka 3.1. V1,r
n

(Ω)d splývá s W1,r
n

(Ω)d pro r ≥ 2d
d+1 (stejně tak splývá i V1,r

n,div (Ω)d

s W1,r
n,div (Ω)d), což lze snadno odvodit z vnořeńı (A.3).

Definice 3.4. Mějme ,vhodnou’ oblast Ω (viz definice 1.1). Dvojici (v,p), v ∈ V1,r
n,div (Ω)d

a p ∈ Lr′

(Ω)/R, (pro r ∈ (1,∞)) splňuj́ıćı pro danou ν(∈ C1) : R+ → R (Definice 3.2),
f ∈

(
W1,r

n
(Ω)d

)∗
a každou testovaćı funkci ϕ ∈ V1,r

n
(Ω)d:

∫

Ω

S(D(v)) : D(ϕ)dx + k

∫

∂Ω

v · ϕ dS =

∫

Ω

p div ϕ dx + 〈f ,ϕ〉 (3.7)

nazýváme slabým řešeńım úlohy (Pk).

Než začneme studovat řešeńı této soustavy rovnic, pod́ıvejme se, zdali má takto defi-
novaná úloha smysl, tedy jestli jsou tyto integrály (a dualita) konečné. Prvńı integrál
odhadněme z nerovnosti (3.4) a lemmatu A.1:
∫

Ω

S(D(v)) : D(ϕ)dx ≤
ch
r − 1

∫

Ω

(1 + |D(v)|)r−1|ϕ|dx ≤
ch
r − 1

∫

Ω

(1 + |D(v)|r−1)|ϕ|dx

a dále z věty o integrováńı součtu a Hölderovy nerovnosti (A.4):
∫

Ω

(1 + |D(v)|r−1)|ϕ|dx ≤ ‖ϕ‖1 + ‖D(v)‖r−1
r ‖ϕ‖r.

Protože Lr(Ω)d ↪→ L1(Ω)d a pro každou ϕ ∈ V1,r
n (Ω)d, je zároveň ϕ ∈ Lr(Ω)d a také

pro každou v ∈ V1,r
n,div (Ω)d je D(v) ∈ Lr(Ω)d×d, je odhad konečný. Druhý integrál je

konečný z definice prostor̊u V1,r
n

(Ω)d a V1,r
n,div (Ω)d a Hölderovy nerovnosti (A.4):

∫

∂Ω

v · ϕ dS ≤ ‖trv‖2,∂Ω‖trϕ‖2,∂Ω.

Třet́ı je také konečný, protože z definice prostoru pro ∀ϕ ∈ V1,r
n

(Ω)d je div ϕ ∈ Lr(Ω)
a z Hölderovy nerovnosti (A.4):

∫

Ω

p div ϕ dx ≤ ‖p‖r′‖div ϕ‖r.

Posledńı integrál je konečný př́ımo z definice duality a Schwarzovy nerovnosti (A.5).
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3.2 Existence řešeńı soustavy

Věta 3.2. Mějme ,vhodnou’ oblast Ω (viz definice 1.1). Pro všechna r ∈ (1,∞) a všechna
ν splňuj́ıćı předpoklady (Definice 3.2) a všechna f ∈

(
W1,r

n (Ω)d
)∗

existuje slabé řešeńı
soustavy (Pk) (Definice 3.4).

D̊ukaz. Důkaz je rozdělený do několika krok̊u. Nejprve zaved’me pomocnou úlohu (Pk)ε a
ukažme ,metodou galerkinovských aproximaćı’ (kapitola 3.2.1 a 3.2.2) popsanou např́ıklad
v [34], že má řešeńı (vε, pε) pro každé pevné ε > 0. Nakonec ukažme stejnoměrné odhady
na (vε, pε), ze kterých plyne existence limity (kapitola 3.2.3 a z Vitaliho věty A.17) (v, p).
Ukažme, že tato dvojice je námi hledaným slabým řešeńım úlohy (Pk) (viz kapitola 3.2.4
a 3.2.5). Pro ukázáńı konvergence nelineárńıch člen̊u vycházejme z teorie monotonńıch
operátor̊u a takzvaného Mintyho triku.

3.2.1 Galerkinovské aproximace úlohy (Pk)ε

Pro libovolné pevné ε ∈ R+(> 0) zaved’me aproximovanou úlohu (Pk)ε splňuj́ıćı v Ω:

(Pk)ε
div {pεI + S(D(vε))} = f ,

div vε = −ε|pε|r
′−2pε

(3.8)

a na hranici ∂Ω stejně jako v úloze (Pk):

kvε
τ

+ ({pεI + S(D(vε))}n)τ = 0,

vε · n = 0.

Nav́ıc lze vztah (3.8) také přepsat do explicitńıho vyjádřeńı pε z vε:

pε(vε) := pε = −ε1−r|div vε|r−2div vε. (3.9)

Řešeńım slabé formulace této úlohy je tedy funkce vε ∈ V1,r
n (Ω)d (d́ıky (3.9) již nikoliv

funkce pε), která splňuje pro každou testovaćı funkci ϕ ∈ V1,r
n

(Ω)d:

∫

Ω

S(D(vε)) : D(ϕ)dx + k

∫

∂Ω

vε · ϕ dS +

∫

Ω

pε(vε) div ϕ dx = 〈f ,ϕ〉 . (3.10)

Necht’ {ωi}∞i=1 je báze prostoru V1,r
n

(Ω)d. Pro každé ε ∈ R+(> 0) pevné a každé
kladné N ∈ N hledáme galerkinovskou aproximaci řešeńı

vN,ε :=

N∑

i=1

αiωi.

Hledaný vektor αN ∈ R
N : αN = (α1, α2, . . . , αN ) řeš́ı soustavu rovnic

∀i ∈ (1, 2, . . . , N), 0 =Pi(αN ) :=

∫

Ω

S(D(vN,ε))D(ωi)dx

+ k

∫

∂Ω

vN,ε ωi dS −

∫

Ω

pN,εdiv ωi dx −
〈
f ,ωi

〉
,
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kde symbol pN,ε zastupuje galerkinovskou aproximaci (3.9):

pN,ε := −ε1−r|div vN,ε|r−2div vN,ε. (3.11)

Postupujme podle lemmatu A.7:

N∑

i=1

Pi(αN )αi :=

∫

Ω

S(D(vN,ε)) : D(vN,ε)dx + k

∫

∂Ω

|vN,ε|2dS

−

∫

Ω

pN,εdiv vN,ε dx −
〈
f ,vN,ε

〉
.

(3.12)

Třet́ı integrál upravme z definice symbolu pN,ε(3.11):

−

∫

Ω

pN,εdiv vN,ε dx = ε1−r‖div vN,ε‖r
r. (3.13)

Dále odhadněme prvńı dva integrály. Podle definice S(D(vN,ε)) (3.2) a z (3.3) plat́ı:
∫

Ω

S(D(vN,ε)) : D(vN,ε) dx ≥
cd
2r

(‖D(vN,ε)‖r
r − |Ω|) (3.14)

a dále plat́ı z Kornovy nerovnosti (A.7):

cd
2r

(‖D(vN,ε)‖r
r − |Ω|) + k

∫

∂Ω

|vN,ε|2dS ≥

≥ C(K,1) min(
cd
2r
,
k

2
)‖vN,ε‖r

1,r +
k

2
‖vN,ε‖2

2,∂Ω −
cd|Ω|

2r
. (3.15)

Nav́ıc odhadněme
〈
f ,vN,ε

〉
z Schwarzovy nerovnosti (A.5):

−
〈
f ,vN,ε

〉
≥ −‖f‖(1,r)∗‖v

N,ε‖1,r. (3.16)

Celkem tedy z (3.13) - (3.16) vid́ıme, že

N∑

i=1

Pi(αN )αi ≥ C(K,1) min(
cd
2r
, k)‖vN,ε‖r

1,r + ε1−r‖div vN,ε‖r
r

+
k

2
‖vN,ε‖2

2,∂Ω − ‖f‖(1,r)∗‖v
N,ε‖1,r −

cd|Ω|

2r
.

(3.17)

Nyńı postupujeme podle lemmatu A.7. Pro rostoućı ‖vN,ε‖1,r vid́ıme, že kladné členy
rostou až s r-tou mocninou, kdežto záporné jsou konstanty, nebo rostou s prvńı mocninou.
Bude tedy existovat č́ıslo ρ, takové, že:

∀vN,ε ∈ {u ∈ V1,r
n

(Ω)d : ∀i > N ; (u,ωi) = 0 ; ‖vN,ε‖1,r = ρ} :

N∑

i=1

Pi(αN )αi ≥ 0.

Tedy bude pro každé N ∈ N existovat i α∗
N = {α̂1, α̂2, . . . , α̂N} galerkinovská apro-

ximace řeš́ıćı soustavu rovnic:

∀i ∈ {1, 2, . . . , N} : Pi(α∗
N ) = 0

a tedy i galerkinovská aproximace funkce vε, značená vN,ε :=
∑N

i=1 α̂
iωi.
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Dále už́ıvejme následuj́ıćı konstanty:

Cv(r, k) :=
1

2
C(K,1) min(

cd
2r
,
k

2
), (3.18)

Cf (r, k) := r−r′

(r − 1) (Cv(r, k))
−r′/r

, (3.19)

CF ≡ CF (r, k, |Ω|, ‖f‖(1,r)∗) := Cf (r, k) ‖f‖r′

(1,r)∗ +
cd|Ω|

2r
. (3.20)

Z Youngovy nerovnosti (A.1) vid́ıme, že

‖f‖(1,r)∗‖v
N,ε‖1,r ≤ Cf (r, k) ‖f‖r′

(1,r)∗ + Cv(r, k)
∥∥vN,ε

∥∥r

1,r
. (3.21)

Celkem tedy, vezmeme-li vektor α∗
N , pak je i

∑∞
i=1 Pi(α∗

N )α̂i
vε = 0, a z nerovnost́ı (3.17)

a (3.21) dostáváme Energetický odhad:

Cv(r, k)‖vN,ε‖r
1,r +

k

2
‖vN,ε‖2

2,∂Ω + ε1−r‖div vN,ε‖r
r ≤ CF (r, k, |Ω|, ‖f‖(1,r)∗). (3.22)

Užit́ım Alaogluovi věty A.13 vid́ıme, že existuj́ı vybrané podposloupnosti (značme vy-
brané posloupnosti stejně) splňuj́ıćı:

{
vN,ε

}∞
N=1

⇀ vε (slabě v W1,r(Ω))d,
{
trvN,ε

}∞
N=1

⇀ trvε (slabě v L2(∂Ω)d),
{
div vN,ε

}∞
N=1

⇀ div vε (slabě v Lr(Ω)),
{
S(D(vN,ε))

}∞
N=1

⇀ χε
1 (slabě v Lr′

(Ω)d×d),
{
pN,ε

}∞
N=1

⇀ χε
2 (slabě v Lr′

(Ω)).

Zde by bylo vhodné poznamenat, že limitou trvN,ε je skutečně stopa funkce, která je
limitou vN,ε. Tento d̊ukaz je založen na Greenově větě a definici slabé konvergence.

3.2.2 Řešitelnost aproximované úlohy

Pokusme se proj́ıt limitou N → ∞ v každém integrálu. Integrál přes hranici ∂Ω a člen
〈f ,ϕ〉 zkonverguj́ı bez problémů. Abychom ukázali, že pro ∀ϕ ∈ V1,r

n
(Ω)d plat́ı:

∫

Ω

χε
1 : D(ϕ)dx −

∫

Ω

χε
2div ϕ dx =

∫

Ω

S(D(vε)) : D(ϕ)dx −

∫

Ω

pε(vε)div ϕ dx, (3.23)

užijme takzvaný Mintyho trik. Napǐsme si slabou formulaci pro vN,ε. Vı́me, že pro každé
N ∈ N existuje vN,ε ∈ V1,r

n (Ω)d splňuj́ıćı ∀i ≤ N :
∫

Ω

S(D(vN,ε)) : D(ωi)dx + k

∫

∂Ω

vN,ε · ωi dS −

∫

Ω

pN,εdiv ωi dx =
〈
f ,ωi

〉
(3.24)

a každá tato rovnice konverguje pro N → ∞ k rovnici:
∫

Ω

χε
1 : D(ωi)dx + k

∫

∂Ω

vε · ωi dS −

∫

Ω

χε
2div ωi dx =

〈
f ,ωi

〉
.
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Což plat́ı pro všechna i ∈ N, tedy to plat́ı i pro všechna ϕ ∈ V1,r
n

(Ω)d:
∫

Ω

χε
1 : D(ϕ)dx + k

∫

∂Ω

vε · ϕ dS −

∫

Ω

χε
2div ϕ dx = 〈f ,ϕ〉 . (3.25)

Užijme dále značeńı pro všechna u,w ∈ V1,r
n

(Ω)d, pro která má následuj́ıćı výraz smysl:

Ŝ(u,w) :=

∫

Ω

S(D(u)) : D(w)dx −

∫

Ω

pε(u) div w dx.

Z nerovnosti (3.5) a lemmat A.2 a A.4 (plat́ı pro každou ϕ ∈ V1,r
n (Ω)d):

0 ≤Ŝ(vN,ε,vN,ε) − Ŝ(vN,ε,ϕ) − Ŝ(ϕ,vN,ε − ϕ).

Prvńı člen přepǐsme z (3.24)

k

∫

∂Ω

|vN,ε|2 dS ≤
〈
f ,vN,ε

〉
− Ŝ(vN,ε,ϕ) − Ŝ(ϕ,vN,ε − ϕ)

a přejděme limitou bodově (N → ∞) (protože norma je slabě zdola polospojitá)

0 ≤ 〈f ,vε〉 − k

∫

∂Ω

|vε|2 dS −

∫

Ω

χε
1 : D(ϕ)dx +

∫

Ω

χε
2 div ϕ dx − Ŝ(ϕ,vε − ϕ).

Prvńı dva členy přepǐsme zpět z (3.25) pro ϕ = vε:

0 ≤

∫

Ω

χε
1 : D(vε − ϕ)dx −

∫

Ω

χε
2 div (vε − ϕ)dx − Ŝ(ϕ,vε − ϕ).

Nyńı použijme trik. Volme postupně ϕ = vε ± λw, kde w ∈ V1,r
n

(Ω)d je libovolná:

0 ≤ ±λ

∫

Ω

χε
1 : D(w)dx ∓ λ

∫

Ω

χε
2 div w dx ∓ λŜ(vε ± λw,w).

Podělme nerovnost konstantou ±λ a projděme limitou λ→ 0:

0 =

∫

Ω

χε
1 : D(w)dx −

∫

Ω

χε
2div w dx − Ŝ(vε,w),

tud́ıž integrálńı identita (3.23) plat́ı a galerkinovské aproximace skutečně konverguj́ı k
úloze (Pk)ε.

3.2.3 Stejnoměrné odhady pro řešeńı aproximované úlohy

V této části d̊ukazu ukažme slabou konvergenci (vε, pε) → (v, p), ve smyslu limity posloup-
nosti ε ≡ εn, kde εn → 0 pro n → ∞. Nejprve ukažme apriorńı odhady pro vε a pε

(ve smyslu pε ≡ pN,ε(vε)). Vezměme úlohu (Pk)ε (3.10) a testujme funkćı ϕ = vε:
∫

Ω

S(D(vε)) : D(vε)dx + k

∫

∂Ω

|vε|2dS −

∫

Ω

pεdiv vεdx = 〈f ,vε〉 . (3.26)

Nyńı prvńı a druhý integrál upravme jako v (3.12) a (3.13), do třet́ıho dosad’me z (3.9)
a čtvrtý upravme jako v (3.16):

Cv(r, k)‖vε‖r
1,r +

k

2
‖vε‖2

2,∂Ω + ε1−r‖pε‖r′

r′ ≤ CF (r, k, |Ω|, ‖f‖(1,r)∗). (3.27)
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Źıskáváme tedy apriorńı odhad nezávislý na ε pro ‖vε‖1,r a ‖vε‖2,∂Ω a chyb́ı již jen
odhad pro ‖pε‖r′ . Otestujme (Pk)ε (3.10) funkćı ϕε splňuj́ıćı z Bovoského věty A.14 :

div ϕε = |pε|r
′−2pε −

1

|Ω|

∫

Ω

|pε|r
′−2pε dx,

ϕε = 0 na ∂Ω,

‖ϕε‖r
1,r ≤ Creg(Ω, r)

r‖pε‖r′

r′ .

Dostáváme následuj́ıćı rovnost:

‖pε‖r′

r′ =

∫

Ω

S(D(vε)) : D(ϕε)dx + k

∫

∂Ω

vε · ϕε

︸︷︷︸
=0

dS − 〈f ,ϕε〉 = I1 − I3.

V následuj́ıćım textu už́ıvejme konstanty:

C̃v(r,Ω) :=
(
chr(r − 1)−1/r31/rCreg(Ω, r)

)r′

, (3.28)

C̃f (r,Ω) := r−r′

(r − 1)3r′/rCreg(Ω, r)
−r′

. (3.29)

Odhadněme I1 a I3 z nerovnosti (3.4) a z Hölderovy (A.4), Youngovy (A.1) a Schwar-
zovy (A.5) nerovnosti:

I1 =

∫

Ω

|S(D(vε))||D(ϕε)|dx (3.30)

≤ C̃v(r,Ω)‖1 + |D(vε)|‖r
r +

1

3
Creg(Ω, r)

−r‖D(ϕε)‖r
r

≤ C̃v(r,Ω)
(
1 + ‖vε‖r

1,r

)
+

1

3
‖pε‖r′

r′ ,

−I3 = −〈f ,ϕε〉 ≤ C̃f (r,Ω)‖f‖r′

(1,r)∗ +
1

3
Creg(Ω, r)

−r‖ϕε‖r
1,r (3.31)

≤ C̃f (r,Ω)‖f‖r′

(1,r)∗ +
1

3
‖pε‖r′

r′.

Tedy celkem z (3.30) a (3.31):

‖pε‖r′

r′ ≤ 3
(
C̃v(r,Ω)

(
1 + ‖vε‖r

1,r

)
+ C̃f (r,Ω)‖f‖r′

(1,r)∗

)
. (3.32)

Z nerovnost́ı (3.27) a (3.32) a z Alaogluovy věty A.13 vid́ıme, že existuje dvojice (v, p)
jako slabá limita (vε, pε) ≡ (vεn , pεn) ve smyslu vybraných podposloupnost́ı:

{vεn}∞n=1 ⇀ v (slabě v W1,r(Ω)d),

{trvεn}∞n=1 ⇀ trv (slabě v L2(∂Ω)d),

{pεn}∞n=1 ⇀ p (slabě v Lr′

(Ω)),

{S(vεn)}∞n=1 ⇀ χν (slabě v Lr′

(Ω)d×d).
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3.2.4 Řešitelnost úlohy (Pk)

Pokusme se tedy se slabou formulaćı (Pk)ε (3.10) přej́ıt k (Pk) (3.7):

∫

Ω

χν : D(ϕ) dx + k

∫

∂Ω

v · ϕ dS =

∫

Ω

p div ϕ dx + 〈f ,ϕ〉 .

Pro d̊ukaz, že χν ≡ S(v) ukažme, že D(vε) → D(v) silně v Lr(Ω)d×d. Z lemmatu A.2 a
nerovnosti (3.5) vid́ıme:

cdC‖D(vε) − D(v)‖r
r ≤cdI(D(v),D(vε)) ≤

∫

Ω

(S(D(vε)) − S(D(v))) : (D(vε) − D(v))dx.

Dále rozepǐsme pravou stranu

∫

Ω

(S(D(vε)) − S(D(v))) : (D(vε) − D(v))dx = −

∫

Ω

S(D(v)) : (D(vε) − D(v))dx

+ 〈f , (vε − v)〉 +

∫

Ω

pεdiv (vε − v)dx − k

∫

∂Ω

vε · (vε − v)dS (3.33)

s použit́ım (3.11), (3.27) a (3.12):

∫

Ω

pεdiv vε dx = −ε

∫

Ω

|pε|r
′

dx ≤ 0,

−k

∫

∂Ω

vε · (vε − v)dS = −k‖vε − v‖2
2,∂Ω − k

∫

∂Ω

v · (vε − v)dS. (3.34)

Nav́ıc prvńı dva integrály v (3.33) a posledńı v (3.34) konverguj́ı k nule pro ε→ 0, tedy

lim sup
ε→0

{
cdC‖D(vε) − D(v)‖r

r + k‖vε − v‖2
2,∂Ω

}
= 0.

3.2.5 Užit́ı Vitaliho věty

Pokusme se splňit předpoklady věty A.17. Prvńı předpoklad jsme právě splnili, protože
D(vε) → D(v) s.v. v Ω, a tud́ıž i S(D(vε)) → S(D(v)) s.v. v Ω. K druhému předpokladu
vezměme H ⊂ Ω; |H | < δ, z nerovnosti (3.4) a lemmatu A.1:

sup
ε

∫

H

|S(D(vε))|dx ≤
chC

r − 1
sup

ε

∫

H

(1 + |D(vε)|r−1)dx

a dále z věty o integrováńı součtu, z Hölderovy nerovnosti (A.4) a odhadu (3.27):

∫

H

(1 + |D(vε)|r−1)dx ≤ δ + δ1/r‖D(vε)‖r−1
r ≤ δ + δ1/r

(
CF

Cv(r, k)

)r−1/r

.

Aproximovaná úloha (Pk)ε (3.10) tedy skutečně konverguje k úloze (Pk) (3.7).
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3.3 Jednoznačnost řešeńı

Věta 3.3. Existuje-li slabé řešeńı (p,v) úlohy (Pk) (viz definice 3.4), pak je určeno
jednoznačně.

D̊ukaz. Mějme dvě r̊uzná řešeńı (p1,v1), (p2,v2), p1 6= p2, v1 6= v2, odpov́ıdaj́ıćı stejným
dat̊um (Ω, k, r, ν, f , cd, ch). Otestujme je funkćı ϕ := v2 − v1, odečtěme jejich slabé for-
mulace a z (3.5) a lemmatu A.2 vid́ıme:

0 ≤ cdC‖D(v2 − v1)‖
r
r + k‖v2 − v1‖

2
2,∂Ω ≤ cdI(v2,v1) + k‖v2 − v1‖

2
2,∂Ω

≤

∫

Ω

{S(D(v2)) − S(D(v1))}(D(v2) − D(v1))dx + k‖v2 − v1‖
2
2,∂Ω = 0.

Pro cd, k ≥ 0 je tedy nutně v2 = v1 s.v. na ∂Ω a D(v2) = D(v1) s.v. v Ω a tud́ıž
z Kornovy nerovnosti (A.7) je i ∇v2 = ∇v1 s.v. v Ω, tedy v2 −v1 je konstantńı. Protože
již v2 = v1 s.v. na ∂Ω, tak v2 = v1 s.v. v Ω.
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4 Úloha (Qk)

V této kapitole si formulujme problém, na němž demonstrujeme užit́ı základńıch tech-
nik teorie monotonńıch operátor̊u. Důkaz existence aproximovaných řešeńı povedeme
opět galerkinovskou metodou. Pro následnou konvergenci aproximované úlohy k námi
hledanému řešeńı úlohy (Qk) však budeme mı́sto Mintyho triku už́ıvat integrálńı odhady.
Podkladem pro d̊ukaz existence řešeńı této úlohy je práce Franta, Málek, Rajagopal [11]
z roku 2005 upravená pro Stokes̊uv systém a rozš́ı̌rená pro Navierovy okrajové podmı́nky.

4.1 Formulace úlohy

Řešme ve vhodné oblasti Ω (viz definice 1.1), zobecněný Stokes̊uv systém s Navierovými
okrajovými podmı́nkami (k > 0):

(Qk)
div T = f

div v = 0

}
v Ω ,

∫

Ω

p dx = 0 a
kvτ + (Tn)τ = 0

v · n = 0

}
na ∂Ω,

pro vhodný tenzor T splňuj́ıćı předpoklady definice 4.2.

Definice 4.1. Necht’ ν ∈ C1 : R+ → R. Pro všechny funkce

A1(x),A2(x) : Ω → R
d×d
sym a p1(x), p2(x) : Ω → R,

pro které maj́ı následuj́ıćı výrazy smysl, definujme:

Î(A1(x),A2(x)) := |A2(x) − A1(x)|2
∫ 1

0

(1 + |A1(x) + s(A2(x) − A1(x))|2)
r−2

2 ds,

S2(p1(x),A1(x)) := ν(p1(x), |A1(x)|2)A1(x),

JA(As(x), ps(x)) :=

∫ 1

0

∂S2(ps(x),As(x))

∂As(x)
: (A2(x) − A1(x)) ⊗ (A2(x) − A1(x))ds,

Jp(As(x), ps(x)) :=

∫ 1

0

∣∣∣∣
∂S2(ps(x),As(x))

∂ps(x)

∣∣∣∣ |A2(x) − A1(x)||p2(x) − p1(x)|ds,

kde funkcemi As a ps mysĺıme: fs(x) := f1(x) + s(f2(x) − f1(x)).

Definice 4.2. Vhodným tenzorem T mysĺıme každý tenzor, který lze vyjádřit ve tvaru:

T = −pI + S2(p,D(v)),

kde (ν z definice S2) ν ∈ C1 : R × R+ → R a plat́ı:

(B 1) Pro dané r ∈ (1, 2) existuj́ı kladné konstanty cd a ch takové, že pro všechny symet-
rické matice A, B ∈ R

d×d
sym a všechna p ∈ R plat́ı:

cd((1 + |B|2)
r−2

2 |A|2 ≤
∂S2(p,B)

∂B
: (A ⊗ A) ≤ ch(1 + |B|2)

r−2

2 |A|2.
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(B 2) Pro dané r ∈ (1, 2) existuje kladná konstanta µ0 taková, že pro všechny symetrické
matice B ∈ R

d×d
sym a všechna p ∈ R plat́ı:

∣∣∣∣∣
∂ν(p, |B|2)

∂p

∣∣∣∣∣ |B| ≤ µ0(1 + |B|2)
r−2

4 ≤ µ0.

Důsledek 4.1. Funkce ν z definice 4.2 splňuje pro všechny A, B ∈ R
d×d
sym symetrické

matice, všechna r ∈ (1, 2) a všechna p, q ∈ R:

A. S2(p,B) : B ≥
cd
2r

(|B|r − 1) (4.1)

B. |S2(p,B)| ≤
ch
r − 1

(1 + |B|)r−1 (4.2)

C.

∫

Ω

{S2(p,B) − S2(q,A)} : (B− A)dx +
µ2

0

2cd
‖p− q‖2

2 ≥
cd
2

∫

Ω

Î(A,B)dx (4.3)

D. |S2(p,B) − S2(q,A)| ≤ µ0|p− q| + chÎ(A,B)
1

2 (4.4)

D̊ukaz. Pro nerovnost (4.1) a (4.2) lze d̊ukaz naj́ıt např́ıklad v knize [34] jako lemma
5.1.19 (strana 198). Důkazy nerovnost́ı (4.3) a (4.4) jsou v článku [6] (strana 56) jako
(1.18) a (1.19).

Důsledek 4.2. Pro všechny A1(x),A2(x) : Ω → R
d×d
sym, a všechny p1(x), p2(x) : Ω → R,

pro které maj́ı jednotlivé integrály smysl, plat́ı:

∫

Ω

Jp(ps,As)dx ≤ µ0‖p2(x) − p1(x)‖2

(∫

Ω

Î(A1(x),A2(x))dx

) 1

2

,

∫

Ω

JA(ps,As)dx ≥ cd

∫

Ω

Î(A1(x),A2(x))dx.

D̊ukaz. Vyplývá př́ımo z definice J1, J2, Î a definice 4.2.

Př́ıklad 4.1. Uved’me následuj́ıćıch pár př́ıklad̊u funkćı ν splňuj́ıćıch výše stanovené
podmı́nky. Pro každé r ∈ (1, 2) a konstantu A ∈ (0, 1]:

pro i = 1, 2 : νi(p, |D(v)|2) := (A+ γi(p) + |D(v)|2)
r−2

2 ,

za funkci γ(p)i berme (q ≥ 0):

γ1(p) = (1 + α2p2)−q/2,

γ2(p) =

{
(1 + exp(αp))−q pro p > 0,

1 pro p ≤ 0.

Pro tyto funkce ν jsou podmı́nky z definice 4.2 splněny pro konstanty cd = 2
r−2

2 (r − 1),

ch = A
r−2

2 a pro µ0 = − r−2
2 (αq) (v́ıce viz [37] a [4]).

Poznámka 4.1. Z d̊uvod̊u konečnosti integrálu přes hranici v rovnici (4.5) budeme už́ıvat
prostory V1,r

n
(Ω)d a V1,r

n,div (Ω)d, zavedené v definici 3.3.
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Definice 4.3. Mějme Ω ∈ C0,1(Rd). Dvojici (v,p), kde v ∈ V1,r
n,div (Ω)d a p ∈ Lr′

(Ω)/R,

splňuj́ıćı pro dané funkce ν (Definice 4.2), f ∈
(
W1,r

n (Ω)d
)∗

a každou ϕ ∈ V1,r
n (Ω)d:

∫

Ω

S2(p,D(v)) : D(ϕ)dx + k

∫

∂Ω

v · ϕ dS =

∫

Ω

p div ϕ dx + 〈f ,ϕ〉 , (4.5)

Nejprve diskutujme smysluplnost definice 4.3. Ukažme, že všechny integrály jsou
konečné. Postup je téměř identický postupu za definićı 3.4, proto již pouze stručně.
Prvńı integrál odhadněme z nerovnosti (4.2), lemmatu A.1, věty o integrováńı součtu
a Hölderovy nerovnosti (A.4):

∫

Ω

S2(p,D(v)) : D(ϕ)dx ≤
chC

r − 1
‖ϕ‖1 + ‖D(v)‖r′

r ‖ϕ‖r
r.

Protože Lr(Ω)d ↪→ L1(Ω)d a pro každou ϕ ∈ V1,r
n (Ω)d, je zároveň ϕ ∈ Lr(Ω)d, a také pro

každou v ∈ V1,r
n,div (Ω)d je D(v) ∈ Lr(Ω)d×d, je odhad konečný. Druhý integrál je konečný

z definice prostor̊u V1,r
n

(Ω)d a V1,r
n,div (Ω)d a Hölderovy nerovnosti (A.4). Třet́ı je konečný

z Hölderovy nerovnosti (A.4), a protože pro každé ϕ ∈ V1,r
n

(Ω)d, je div ϕ ∈ Lr(Ω).
Posledńı člen je konečný z definice duality a ze Schwarzovy nerovnosti (A.5).

4.2 Existence řešeńı soustavy

Věta 4.3. Mějme vhodnou oblast Ω (viz definice 1.1). Pro všechna r ∈ (1, 2), všechna
ν splňuj́ıćı předpoklady (Definice 4.2) a všechna f ∈

(
W1,r

n
(Ω)d

)∗
, existuje slabé řešeńı

(Qk) (Definice 4.3), jestlǐze:

µ0 <
cd

(cd + ch)Creg(Ω, 2)
.

D̊ukaz. Důkaz budeme členit podobně jako v kapitole 3.2. Nejprve metodou galerki-
novských aproximaćı ukažme, že existuje řešeńı úlohy (Qk)ε (Viz kapitoly 4.2.1-4.2.3).
Narozd́ıl od d̊ukazu věty 3.2 zde nelze z definice aproximované úlohy odstranit ,p’jako
proměnnou, tedy s ńı muśıme od začátku nakládat podobně jako s ,v’. Dále ukažme, že
limita galerkinovských aproximaćı (kapitola 4.2.3) skutečně řeš́ı aproximovanou úlohu.
Zde volme ale odlǐsný př́ıstup než v předchoźı kapitole, vhodněǰśı pro tento př́ıpad. Dále
v kapitolách 4.2.4- 4.2.5 ukažme, že řešeńı aproximovaných úloh má limitu a ta řeš́ı právě
naš́ı úlohu (Qk).

4.2.1 Galerkinovské aproximace úlohy (Qk)ε

Pro libovolné pevné ε ∈ R+(> 0) zaved’me k (Qk) (4.5) aproximovanou úlohu která
splňuje pro každou ϕ ∈ V1,r

n
(Ω)d:

(Qk)ε

∫

Ω

S2(p
ε,D(vε)) : D(ϕ)dx + k

∫

∂Ω

vε · ϕ dS =

∫

Ω

pεdiv ϕ dx + 〈f ,ϕ〉 . (4.6)

Nav́ıc ∂pε

∂n
= 0 na ∂Ω,

∫
Ω p

εdx = 0 a pro všechna ψ ∈ W1,2(Ω):
∫

Ω

(div vε)ψdx = −ε

∫

Ω

∇pε · ∇ψ dx. (4.7)

Jestliže pε ∈ Lr′

(Ω) a ∇pε ∈ L2(Ω)d, budou tyto integrály existovat a budou konečné.
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Pro zavedeńı Galerkinovské aproximace vε užijme bázi {ωi}∞i=1 prostoru V1,r
n

(Ω)d.
Ta nám ovšem nebude stačit. Pro aproximaci podmı́nky (4.7) užijme tedy bázi {πi}∞i=1

prostoru W1,2(Ω). Zaved’me pro každé N ∈ N funkce pN,ε a vN,ε, aproximace řešeńı slabé
formulace (Qk)(4.5):

vN,ε :=

N∑

i=1

αiωi , pN,ε :=

N∑

i=1

βiπi.

Při dokazováńı existence řešeńı každé galerkinovské aproximace volme obdobný postup
jako v kapitole 3.2.1. Tentokrát ovšem pro každé N ∈ N hledejme dva vektory

αN ∈ R
N : αN = (α1, α2, . . . , αN ), βN ∈ R

N : βN = (β1, β2, . . . , βN )

řeš́ıćı soustavu eliptických rovnic:

∀i ∈ (1, 2, . . . , N) : Pi(αN ,βN ) = 0 ∧ Qi(αN ,βN ) = 0, (4.8)

Pi(αN ,βN ) a Qi(αN ,βN ), jsou Galerkinovské aproximace (4.6) a (4.7) definovány jako:

Pi(αN ,βN ) :=

∫

Ω

S2(p
N,ε,D(vN,ε)) : D(ωi)dx + k

∫

∂Ω

vN,ε · ωidS

−

∫

Ω

pN,εdiv ωidx −
〈
f ,ωi

〉
,

Qi(αN ,βN ) :=

∫

Ω

(div vN,ε)πidx + ε

∫

Ω

∇pN,ε · ∇πi dx.

Nyńı ukažme, že pro každé N ∈ N existuje řešeńı soustavy (4.8). Postupujme podle
lemmatu A.7:

0 =

N∑

i=1

Pi(αN ,βN )αi =

∫

Ω

S2(p
N,ε,D(vN,ε)) : D(vN,ε)dx + k‖vN,ε‖2

2,∂Ω (4.9)

−

∫

Ω

pN,εdiv vN,εdx −
〈
f ,vN,ε

〉
a

0 =

N∑

i=1

Qi(αN ,βN )βi =

∫

Ω

pN,εdiv vN,εdx + ε

∫

Ω

|∇pN,ε|2dx. (4.10)

Z nerovnosti (4.1), definice S2 (definice 4.1) a z Kornovy nerovnosti (A.7) źıskáváme:

∫

Ω

S2(p
N,ε,D(vN,ε)) : D(vN,ε)dx+k‖vN,ε‖2

2,∂Ω ≥ C(K,1) min(
cd
2r
, k)‖vN,ε‖r

1,r−
cd|Ω|

2r
.

(4.11)
Tedy z (4.9) - (4.11) a Schwarzovy nerovnosti (A.5):

N∑

i=1

Pi(αN ,βN )αi ≥C(K,1) min(
cd
2r
, k)‖vN,ε‖r

1,r + ε‖∇pN,ε‖2
2 − ‖f‖(1,r)∗‖v

N,ε‖1,r −
cd|Ω|

2r
.
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Tentýž odhad plat́ı i pro
∑N

i=1 Qi(αN ,βN )βi. Pro rostoućı ‖vN,ε‖1,r vid́ıme, že kladné
členy rostou s r-tou nebo s druhou mocninou, kdežto záporné jsou konstanty, nebo rostou
s prvńı mocninou. Bude tedy existovat č́ıslo ρ, takové, že:

∀vN,ε ∈ {u ∈ V1,r
n (Ω)d : ∀i > N ; (u,ωi) = 0 ; ‖vN,ε‖1,r = ρ}

a ∀∇pN,ε ∈ {∇p ∈ L2(Ω)d : ∀i > N ; (∇p, πi) = 0 ; ‖∇pN,ε‖2 = ρ}

splňuj́ı př́ıslušné koeficienty

N∑

i=1

Pi(αN ,βN )αi ≥ 0 a

N∑

i=1

Qi(αN ,βN )βi ≥ 0.

Tedy budou podle lemmatu A.7 (pro každé N ∈ N) existovat α∗
N = {α̂1, α̂2, . . . , α̂N} a

β∗
N = {β̂1, β̂2, . . . , β̂N} (a tedy i vN,ε a pN,ε) splňuj́ıćı:

0 =

N∑

i=1

Pi(α∗
N ,β

∗
N )α̂i ∧ 0 =

N∑

i=1

Qi(αN ,βN )β̂i.

4.2.2 Energetický odhad aproximované úlohy

Dále ukažme, že jsou normy vN,ε a pN,ε omezené a tud́ıž z Alaogluovy věty A.13 budou
existovat slabé limity. Z Poincarého nerovnosti (A.6) vid́ıme, že:

Cpoi‖p
N,ε‖2

1,2 ≤

∣∣∣∣
∫

Ω

pN,εdx

∣∣∣∣
2

+

∫

Ω

|∇pN,ε|2dx = ‖∇pN,ε‖2
2. (4.12)

Vezmeme-li tedy koeficienty, pro které je
∑N

i=1 Pi(ωi)αi = 0 a
∑N

i=1 Pi(ωi)αi
vε = 0,

aplikujeme odhad (4.11), (4.12) a Schwarzovu nerovnost (A.5), dostáváme energetický
odhad (Cv(r, k) a CF viz (konstanty 3.18) a (3.20)):

Cv(r, k)
∥∥vN,ε

∥∥r

1,r
+
k

2
‖vN,ε‖2

2,∂Ω + εCpoi‖p
N,ε‖2

1,2 ≤ CF . (4.13)

Nav́ıc z (4.2) vid́ıme že

‖S2(p
N,ε,D(vN,ε))‖r

1,r ≤
ch
r − 1

(
1 +

(
CF

Cv(r, k)

) 1

r

)r−1

.

Z Alaogluovy věty A.13 tedy existuj́ı vybrané podposloupnosti (značme je stejně) splňuj́ıćı:

{
vN,ε

}∞
N=1

⇀ vε (slabě v W1,r(Ω)d),
{
trvN,ε

}∞
N=1

⇀ trvε (slabě v L2(∂Ω)d),
{
pN,ε

}∞
N=1

⇀ pε (slabě v W1,2(Ω)) a
{
S2(p

N,ε,D(vN,ε))
}∞

N=1
⇀ χε

ν (slabě v Lr′

(Ω)d×d).
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4.2.3 Řešitelnost aproximované úlohy

Projdeme-li limitou N → ∞ vid́ıme, že jediná otázka kterou je třeba zodpovědět (aby
celá úloha konvergovala k (Qk)ε: (4.6) a (4.7)), je jestli plat́ı pro každou ϕ ∈ V1,r

n (Ω)d:
∫

Ω

χε
ν : D(ϕ)dx =

∫

Ω

S2(p
ε,D(vε)) : D(ϕ)dx. (4.14)

Stač́ı ukázat (pro splněńı podmı́nek věty A.17), že pN,ε i D(vN,ε) konverguj́ı silně. Z
kompaktńıho vnořeńı W1,2(Ω) do L2(Ω) (věta A.2) rovnou plyne silná konvergence pN,ε:

{
pN,ε

}∞
N=1

→ pε (silně v L2(Ω)).

Vid́ıme, že přejdeme-li k limitě N → ∞:
∫

Ω

χε
ν : D(ϕ)dx + k

∫

∂Ω

vε · ϕ dS =

∫

Ω

pεdiv ϕ dx + 〈f ,vε〉 pro ∀ϕ ∈ W1,r
n (Ω)d,

(4.15)
∫

Ω

ψdiv vεdx = −ε

∫

Ω

∇ψ · ∇pεdx pro ∀ψ ∈ W1,2(Ω). (4.16)

Z lemmatu A.2 a nerovnosti (4.3) vid́ıme, že existuje konstanta C > 0 taková, že:

C‖D(vN,ε)−D(vε)‖r
r ≤

∫

Ω

S2(p
N,ε,vN,ε) : D(vN,ε)dx −

∫

Ω

S2(p
N,ε,vN,ε) : D(vε)dx

−

∫

Ω

S2(p
ε,vε) : (D(vN,ε) − D(vε))dx +

ν2
0

2cd
‖pN,ε − pε‖2

2. (4.17)

Prvńı integrál přepǐsme z (4.15):
∫

Ω

S2(p
N,ε,vN,ε) : D(vN,ε)dx =

〈
f ,vN,ε

〉
− ε‖∇pN,ε‖2

2 − k‖vN,ε‖2
2,∂Ω

a z vlastnost́ı normy plyne:

lim
N→∞

‖∇pN,ε‖2 ≥ lim inf
N→∞

‖∇pN,ε‖2 ≥ ‖∇pε‖2,

lim
N→∞

‖vN,ε‖2,∂Ω ≥ lim inf
N→∞

‖vN,ε‖2,∂Ω ≥ ‖vε‖2,∂Ω.

Z (4.17) (nebot’ třet́ı integrál konverguje k nule, a pN,ε konverguj́ı silně) máme nerovnost:

C‖D(vN,ε) − D(vε)‖r
r ≤ L(N)

N→∞
→ 〈f ,vε〉 −

∫

Ω

χε
ν : D(vε)dx − ε‖∇pε‖2

2 − k‖vε‖2
2,∂Ω.

(funkćı L(N) mysĺıme pravou stranu v nerovnosti (4.17)). Otestujeme-li (4.15) funkćı
ϕ = vε a (4.16) funkćı ψ = pε a dosad́ıme je do sebe, vid́ıme, že

〈f ,vε〉 −

∫

Ω

χε
ν : D(vε)dx − ε‖∇pε‖2

2 − k‖vε‖2
2,∂Ω = 0,

tedy ‖D(vN,ε)−D(vε)‖r splňuje předpoklady věty A.17 a tud́ıž D(vN,ε) konverguje silně.
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4.2.4 Stejnoměrné odhady pro řešeńı aproximované úlohy

Zbývá nám ukázat, že řešeńı (vε, pε) úlohy (Qk)ε má limitu (v, p) a že tou limitou je
právě řešeńı úlohy (Qk). Pro ukázáńı existence limity postupujme jako v kapitole 4.2.2.
Zaved’me značeńı εn → 0 pro n→ ∞. Pro rovnice (4.6) a (4.7) a testovaćı funkce ϕ = vε

a ψ = pε dostáváme odhad:

Cv(r, k)‖v
ε‖r

1,r +
k

2
‖vε‖2

2,∂Ω + εCpoi‖p
ε‖2

1,2 ≤ CF , (4.18)

což stač́ı pro slabou konvergenci vε. Ukažme i slabou konvergenci pε ⇀ p (potřebujeme
odhad normy pε nezávislý na ε pro splněńı požadavk̊u Alaogluovy věty A.13). Otestujme
slabou formulaci pro (Qk)ε (rovnice (4.6)) funkćı ϕε ∈ W1,r(Ω)d, splňuj́ıćı z Bogovského
věty A.14 pro f = |pε|r

′−2pε − 1
|Ω|

∫
Ω |pε|r

′−2pε dx :

div ϕε = |pε|r
′−2pε −

1

|Ω|

∫

Ω

|pε|r
′−2pε dx,

ϕε = 0 na ∂Ω,

‖ϕε‖r
1,r ≤ Creg(Ω, r)

r‖pε‖r′

r′ .

Dostáváme následuj́ıćı rovnost:

‖pε‖r′

r′ =

∫

Ω

S2(p
ε,D(vε)) : D(ϕε)dx + k

∫

∂Ω

vε · ϕε

︸︷︷︸
=0

dS − 〈f ,ϕε〉 = I1 − I3. (4.19)

Odhadněme I1 a I3 ze vztahu (4.2) a Hölderovy (A.4), Youngovy (A.1) a Schwarzovy
(A.5) nerovnosti:

I1 =

∫

Ω

|ν(|D(vε)|2)D(vε)||D(ϕε)|dx (4.20)

≤ C̃v(r,Ω)‖1 + |D(vε)|‖r
r +

Creg(Ω, r)
r

3
‖D(ϕε)‖r

r

≤ C̃v(r,Ω)
(
1 + ‖vε‖r

1,r

)
+

1

3
‖pε‖r′

r′ ,

−I3 = −〈f ,ϕε〉 ≤ C̃f (r,Ω)‖f‖r′

(1,r)∗ +
Creg(Ω, r)

r

3
‖ϕε‖r

1,r (4.21)

≤ C̃f (r,Ω)‖f‖r′

(1,r)∗ +
1

3
‖pε‖r′

r′ .

(C̃v(r,Ω) a C̃f (r,Ω)‖f‖r′

(1,r)∗ viz (3.28) a (3.29)) Tedy celkem z (4.19) - (4.21):

‖pε‖r′

r′ ≤ 3
(
C̃v(r,Ω)

(
1 + ‖vε‖r

1,r

)
+ C̃f (r,Ω)‖f‖r′

(1,r)∗

)
(4.22)

a protože normu vε již máme odhadnutou (4.18), vid́ıme že existuje konstanta Cε > 0:

‖pε‖r′

r′ ≤ Cε. (4.23)
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Z nerovnost́ı (4.18) a (4.23) a z Alaogluovy věty A.13 tedy vid́ıme, že existuje dvojice
(v, p) jako slabá limita (vε, pε) ≡ (vεn , pεn) ve smyslu vybraných podposloupnost́ı:

{vεn}∞n=1 ⇀ v (slabě v W1,r(Ω)d),

{trvεn}∞n=1 ⇀ trv (slabě v L2(∂Ω)d),

{pεn}∞n=1 ⇀ p (slabě v Lr′

(Ω)) a

{S2(p
εn ,D(vεn))}∞n=1 ⇀ χν (slabě v Lr′

(Ω)d×d).

4.2.5 Řešitelnost úlohy (Qk)

Abychom ukázali, že pro ε→ 0 konverguje
∫

Ω

S2(p
ε,D(vε)) : D(ϕ)dx →

∫

Ω

S2(p,D(v)) : D(ϕ)dx

pro každé ϕ ∈ V1,r
n

(Ω)d, potřebujeme ukázat, že D(vε) a pε konverguj́ı silně. Z lemmatu
A.2 a (4.3) vid́ıme:

cdC

2
‖D(vε)−D(v)‖r

r ≤
cd
2

∫

Ω

Î(D(vε),D(v))dx ≤
µ2

0

2cd
‖pε − p‖2

2 (4.24)

+

∫

Ω

S2(p
ε,D(vε)) : D(vε − v)dx −

∫

Ω

S2(p,D(v)) : D(vε − v)dx.

Dále posledńı integrál jde k nule pro ε → 0 (protože vε ⇀ v) a předposledńı integrál
rozepǐsme z rovnost́ı (4.6) pro ϕ = vε − v a (4.7) pro ψ = pε. Vid́ıme, že:

∫

Ω

S2(p
ε,D(vε)) : D(vε − v)dx ≤ 〈f ,vε − v〉 + k

∫

∂Ω

v · (vε − v)dS
ε→0
−→ 0.

Pro odhad normy ‖pε − p‖2 v (4.24) užijme definici normy:

‖pε − p‖2
2 =

∫

Ω

pε(pε − p)dx −

∫

Ω

p(pε − p)dx, (4.25)

kde druhý integrál jde k nule pro ε→ 0, protože pε ⇀ p v Lr′

(Ω) ↪→ L2(Ω). (pε je omezené
v Lr′

(Ω) a tud́ıž podle Alaogluovy věty A.13 slabě konvergentńı ve smyslu vybraných
posloupnost́ı). Volme ϕε ∈ W1,2(Ω)d, splňuj́ıćı:

div ϕε = pε − p , ϕε ⇀ 0 pro ε→ 0 a

‖ϕε‖1,2 ≤ Creg(Ω, 2)‖pε − p‖2, (4.26)

která existuje podle Bogovského věty A.14 a testujme s ńı (Qk)ε (4.6):

∫

Ω

pε(pε − p)dx =

∫

Ω

S2(p
ε,D(vε)) : D(ϕε)dx + k

∫

∂Ω

vε · ϕε dS − 〈f ,ϕε〉 .

Plat́ı, že ϕε ∈ Ls(∂Ω) pro s ∈ [1, 2#]. Z definice index̊u ale také plat́ı že s′ ∈ [1, r#) a
tud́ıž (viz vnořeńı (A.3)) vε konverguj́ı silně v Ls′

(∂Ω). Posledńı integrál tedy konverguje
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pro ε→ 0 k nule. Nav́ıc z volby ϕε konverguje k nule i 〈f ,ϕε〉. Dále si rozepǐsme (značme
Ŝε

2 := {S2(p
ε,D(vε)) − S2(p,D(v))}):

∫

Ω

S2(p
ε,D(vε)) : D(ϕε)dx =

∫

Ω

Ŝε
2 : D(ϕε)dx +

∫

Ω

S2(p,D(v)) : D(ϕε)dx,

kde z volby ϕε konverguje posledńı integrál k nule a z (4.4), (4.26), Hölderovy (A.4) a
Youngovy (A.1) nerovnosti:

∫

Ω

Ŝε
2 : D(ϕε)dx ≤ Creg(Ω, 2)

(
µ0‖p

ε − p‖2 + ch

(∫

Ω

Î(D(vε),D(v))dx

)1/2
)
‖pε − p‖2.

Z (4.25) tedy plat́ı, že (funkćı f̂(ε) mysĺıme všechny členy od řádku (4.25) po tento odhad,
konverguj́ıćı pro ε→ 0 k nule):

‖pε − p‖2
2 ≤

(
Creg(Ω, 2)ch

1 − Creg(Ω, 2)µ0

)2 ∫

Ω

Î(D(vε),D(v))dx + f̂(ε). (4.27)

Celkem tedy vid́ıme, že existuje funkce f(ε) → 0 pro ε → 0 (ve které souhrnně zahrňme
všechny členy, o kterých jsme v předchoźıch odstavćıch řekli, že konverguj́ı k nule), že:

0 ≤
1

2

(
cd −

µ2
0

cd

(
Creg(Ω, 2)ch

1 − Creg(Ω, 2)µ0

)2
)∫

Ω

Î(D(vε),D(v))dx ≤ f(ε) → 0.

Prvńı nerovnost plat́ı pouze, je-li konstanta před integrálem kladná:

cd
2 > µ2

0

(
Creg(Ω, 2)ch

1 − Creg(Ω, 2)µ0

)2

což odpov́ıdá podmı́nce ve zněńı věty. Z lemmatu A.2, definice Î(vε,v) a z (4.25) tedy
plynou silné konvergence D(vε) a pε a tud́ıž z Vitaliho věty A.17 je limitou (Qk)ε skutečně
úloha (Qk) (užit́ı věty A.17 je podrobně rozepsáno v kapitole 3.2.5).
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4.3 Jednoznačnost řešeńı

Věta 4.4. Slabé řešeńı (existuje-li) problému (Qk) s daty (Ω, r, k, ν, f , cd, ch, µ0) je jed-
noznačné, pokud konstanty splňuj́ı následuj́ıćı nerovnost:

µ0 <
cd

(cd + ch)Creg(Ω, 2)
. (4.28)

D̊ukaz. Mějme dvě r̊uzné dvojice řešeńı (p1,v1), (p2,v2), p1 6= p2 a v1 6= v2, odpov́ıdaj́ıćı
obě stejným dat̊um (Ω, r, k, f , cd, ch, µ0), zvolme testovaćı funkci ϕ = v2 −v1 a odečtěme
slabé formulace (4.5) (pro zkráceńı zápisu značme Ŝ2 := S2(p2,D(v2)) − S2(p1,D(v1))):
∫

Ω

Ŝ2 :D(v2 − v1)dx + k

∫

∂Ω

|v2 − v1|
2dS

︸ ︷︷ ︸
=‖v2−v1‖2

2,∂Ω

=

∫

Ω

(p2 − p1) div (v2 − v1)︸ ︷︷ ︸
=0

dx = 0. (4.29)

Dále upravujme prvńı integrál. Rozd́ıl funkćı Ŝ2 rozepǐsme jako konečný integrál z derivace:
∫ 1

0

∂S2(ps,D(vs))

∂s
ds =

∫ 1

0

∂S2(ps,D(vs))

∂ps
(p2 − p1) +

∂S2(ps,D(vs))

∂D(vs)
: D(v2 − v1)ds

a jednotlivé integrály odhadněme:
∫

Ω

Ŝ2 : D(v2 − v1)dx +

∫

Ω

Jp(ps,D(vs))dx ≥

∫

Ω

JD(ps,D(vs))dx. (4.30)

Z rovnice (4.29), (4.30) a d̊usledku 4.2 máme tedy vztah

(J 1) µ0‖p2 − p1‖2

(∫

Ω

Î(D(v1),D(v2))dx

) 1

2

≥ cd

∫

Ω

Î(D(v1),D(v2))dx + k‖v2 − v1‖
2
2,∂Ω. (4.31)

Nyńı, protože
∫
Ω
p2 − p1 dx = 0, volme testovaćı funkci gp ∈ W1,2(Ω)d takovou, že:

div gp = p2 − p1 v Ω,

gp = 0 na ∂Ω

‖gp‖1,2 ≤ Creg(Ω, r)‖p2 − p1‖2.

Taková funkce existuje podle Bogovského věty A.14. Testujme s ńı slabé formulace pro
(p1,v1) a (p2,v2) (4.5) a odečtěme je od sebe:

∫

Ω

Ŝ2 : ∇gp dx =

∫

Ω

(p2 − p1)div gpdx = ‖p2 − p1‖
2
2.

Nyńı prvńı člen odhadněme z (4.4) a z Hölderovy nerovnosti (A.4):
(
µ0‖p2 − p1‖2 + ch

(∫

Ω

Î(D(v2),D(v1))dx

) 1

2

)
‖∇gp‖2 ≥ ‖p2 − p1‖

2
2,
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a z definice norem a věty A.14 odhadněme ‖∇gp‖2 ≤ Creg(Ω, 2)‖p2 − p1‖2.
Nyńı ‖p2 − p1‖2 > 0. Kdyby tomu tak nebylo, tak by p2 = p1 skoro všude a z (4.31) by i
v2 = v1 s.v. Můžeme tedy podělit výrazem ‖p2 − p1‖2:

(J 2)
chCreg(Ω, 2)

(1 − µ0Creg(Ω, 2))

(∫

Ω

Î(D(v2),D(v1))

) 1

2

≥ ‖p2 − p1‖2. (4.32)

Dosad’me (4.32) do (4.31) a z (4.28):

0 ≥ k‖v2 − v1‖
2
2,∂Ω +

(
cd −

µ0chCreg(Ω, 2)

(1 − µ0Creg(Ω, 2))

)∫

Ω

Î(v2,v1)dx ≥ 0,

protože
∫ 1

0 (1 + |D(vs)|2)
r−2

2 ds > 0. Vid́ıme, že za podmı́nky (4.28) tedy muśı být nutně
D(v2) = D(v1) skoro všude, trv2 = trv1 s.v. a tud́ıž i v2 = v1 s.v. Dále z (4.32) vid́ıme,
že pro v2 = v1 s.v. je i p2 = p1 s.v.
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5 Limitńı úlohy pro (Qk)

V této kapitole se zabývejme otázkou, co se stane s řešeńımi úlohy (Qk), jestliže s parame-
trem k p̊ujdeme k nule, či k nekonečnu. Vı́me, co takováto limita znamená pro okrajové
podmı́nky (viz 1.2). Jestli ale budou řešeńı limitńıch úloh (Q0) a (Q∞) skutečně limitami
řešeńı úlohy (Qk) ukažme v následuj́ıćıch odstavćıch.

5.1 Limitńı přechod k → ∞

Pro k → ∞ se Navierova okrajová podmı́nka redukuje na

v = 0 na ∂Ω,

nebot’ jestliže existuje řešeńı (Qk) (vk, pk), tak také plat́ı, že existuje konstanta

C > 0 : sup
k

{
k

∫

∂Ω

|vk|2dS

}
≤ C.

(Což plyne z odhadu(5.1)) Jestliže má tedy slabé řešeńı úlohy (Qk) limitu pro k → ∞,
mělo by tou limitou být slabé řešeńı (p,v), v ∈ W1,r

0,div (Ω)d, p ∈ Lr′

(Ω) splňuj́ıćı pro

každé ϕ ∈ W1,r
0 (Ω)d homogenńı Dirichletovu úlohu:

(Q∞)

∫

Ω

S2(p,D(v)) : D(ϕ)dx =

∫

Ω

p div ϕ dx + 〈f ,ϕ〉 .

Protože limitńı úloha (Q∞) je testovaná funkćı z prostoru W1,r
0 (Ω)d, stač́ı těmito funkcemi

testovat i úlohu (Qk).

Poznamenejme, že tato úloha je taktéž dobře definovaná. Existence všech integrál̊u
vyplývá ze stejných argument̊u, jako v definici 4.3.

Věta 5.1. Posloupnost řešeńı (Qk) (vk, pk) konverguje k (v, p) řeš́ıćı (Q∞), jestlǐze:

µ0 <
cd

(cd + ch)Creg(Ω, 2)
,

což je stejná podmı́nka na konstanty, jako pro existenci řešeńı (Věta 4.3).

D̊ukaz. Nejprve ukažme, že existuj́ı slabé limity (v, p) posloupnosti dvojic (vk, pk) a
následně ukažme, že tyto limity řeš́ı právě úlohu (Q∞).

5.1.1 Stejnoměrné odhady řešeńı úlohy

Testujme (4.5) testovaćı funkćı ϕ = vk:

∫

Ω

S2(p
k,D(vk)) : D(vk)dx + k

∫

∂Ω

|vk|2 dS =
〈
f ,vk

〉
.
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Odhadujme obdobně jako pro nerovnost apriorńıho odhadu (4.13), Prvńı dva integrály
odhadněme z definice S2(p

k,D(vk)) (definice 4.1), z (3.3) a Kornovy nerovnosti (A.7):

∫

Ω

S2(p
k,D(vk)) : D(vk) dx + k

∫

∂Ω

|vk|2dS

≥ C(K,1) min(
cd
2r
,
k

2
)‖vk‖r

1,r +
k

2
‖vk‖2

2,∂Ω −
cd|Ω|

2r
.

Nav́ıc odhadněme
〈
f ,vk

〉
z Schwarzovy nerovnosti (A.5), celkem tedy vid́ıme, že:

Cv(r, k)‖vk‖r
1,r +

k

2
‖vk‖2

2,∂Ω + εCpoi‖p
k‖2

1,2 ≤ CF , (5.1)

kde konstanty Cv(r, k) a CF viz (3.18) a (3.20). Protože pro k → ∞ je min( cd

2r ,
k
2 ) = cd

2r ,
vid́ıme:

Cv(r,∞)‖vk‖r
1,r≤CF . (5.2)

Dále postupujme stejně jako pro (4.22), tedy volme testovaćı funkci ϕ ∈ W1,r(Ω)d :

div ϕ = |pk|r
′−2pk −

1

|Ω|

∫

Ω

|pk|r
′−2pk dx,

ϕ = 0 na ∂Ω,

‖ϕ‖r
1,r ≤ Creg(Ω, r)

r‖pk‖r′

r′ .

Ta existuje z Bogovského věty A.14. Dále z Hölderovy (A.4), Youngovy (A.1) a Schwar-
zovy (A.5) nerovnosti a odhadu (4.2):

‖pk‖r′

r′ =

∫

Ω

S(D(vk)) : D(ϕ)dx + k

∫

∂Ω

vk · ϕ︸︷︷︸
=0

dS − 〈f ,ϕ〉

≤ C̃v(r,Ω)
(
1 + ‖vk‖r

1,r

)
+

1

3
‖pk‖r′

r′ + C̃f (r,Ω)‖f‖r′

(1,r)∗ +
1

3
‖pk‖r′

r′ .

Konstanty C̃v(r,Ω) a C̃f (r,Ω) viz (3.28) a (3.29). Dı́ky (5.2) vid́ıme, že existuje konstanta
C(r, ‖f‖(1,r)∗) > 0, a nav́ıc z (4.2) existuje také konstanta Cν(r, |Ω|, ‖f‖(1,r)∗) > 0:

‖pk‖r′

r′ ≤ C(r, ‖f‖(1,r)∗) a

‖S2(p
k,D(vk))‖r

r ≤ Cν(r, |Ω|, ‖f‖(1,r)∗).

Tedy jsou splněny podmı́nky Alaogluovy věty A.13 a slabé limity ve smylu vybraných
podposloupnost́ı (z následuj́ıćıch posloupnost́ı funkćı) existuj́ı:

vk k→∞
⇀ v slabě v W1,r(Ω)d,

pk k→∞
⇀ p slabě v Lr′

(Ω),

S2(p
k,D(vk))

k→∞
⇀ Φ slabě v Lr′

(Ω)d×d,
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a úloha konverguje k
∫

Ω

Φ : D(ϕ)dx =

∫

Ω

p div ϕ dx + 〈f ,ϕ〉 .

S2(p
k,D(vk)) ⇀ Φ, což plat́ı pro každou ϕ ∈ W1,r

0 (Ω)d. Zbývá ukázat, že
∫

Ω

Φ : D(ϕ)dx =

∫

Ω

S2(p,D(v)) : D(ϕ)dx.

5.1.2 Řešitelnost úlohy

Postupujme obdobně jako v kapitole 4.2.5, ukažme, že existuje konstanta C∞ taková že:

0 ≤ CC∞‖D(vk) − D(v)‖r
r

(1)

≤ C∞

∫

Ω

Î(D(vk),D(v))dx
(2)

≤ f(k)
k→∞
→ 0.

Nerovnost (1) plyne z lemmatu A.2, nyńı ukažme nerovnost (2). Protože:
∫

Ω

{S2(p
k,D(vk)) − S2(p,D(v))} :(D(vk) − D(v))dx =

∫

Ω

(pk − p)div (vk − v)dx

+
〈
f ,vk − v

〉
− k‖vk − v‖2

2,∂Ω.

Označme f1(k) :=
〈
f ,vk − v

〉
, z (4.3), vid́ıme, že f1(k) → 0 pro k → ∞,

a protože div vk = 0 a div v = 0 plat́ı:

cd
2

∫

Ω

Î(D(vk),D(v))dx ≤ −k‖vk−v‖2
2,∂Ω+

µ2
0

2cd
‖pk−p‖2

2+f1(k) ≤
µ2

0

2cd
‖pk−p‖2

2+f1(k).

Pro odhad ‖pk − p‖2 volme ϕ ∈ W1,2(Ω)d (existuje z Bogovského věty A.14) splňuj́ıćı:

div ϕ = pk − p,

ϕ ⇀ 0 pro k → ∞,

‖ϕ‖1,2 ≤ Creg(Ω, 2)‖pk − p‖2.

Testujme touto funkćı (4.5) a dále z (4.4) a z Hölderovy nerovnosti (A.4) (stejným po-
stupem jako pro (4.25) - (4.27)):

‖pk − p‖2
2 ≤

(
Creg(Ω, 2)ch

1 − Creg(Ω, 2)µ0

)2 ∫

Ω

Î(D(vk),D(v))dx + f2(k), (5.3)

kde f2(k) → 0 pro k → ∞, z čehož již vid́ıme nerovnost (2), pro konstantu

C∞ =

(
cd −

µ2
0

cd

(
Creg(Ω, 2)ch

1 − Creg(Ω, 2)µ0

)2
)
.

Je-li C∞ > 0, źıskáváme silné konvergence v D(vk) (a z (5.3) i v pk), a z Vitaliho věty
(A.17) (Stejně jako v kapitole 3.2.5) konverguje i

∫

Ω

S2(p
k,D(vk)) : D(ϕ)dx →

∫

Ω

S2(p,D(v)) : D(ϕ)dx.
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5.2 Limitńı přechod k → 0

Pro limitu k → 0 konverguje Navierova okrajová podmı́nka k

(Tn)τ = 0 na ∂Ω.

Tedy limitou (vk, pk) slabého řešeńı úlohy (Qk) pro k → 0 je (v0, p0), splňuj́ıćı pro každou
testovaćı funkci ϕ ∈ W1,r

n
(Ω)d:

(Q0)

∫

Ω

S2(p
0,D(v0)) : D(ϕ)dx =

∫

Ω

p0div ϕ dx + 〈f ,ϕ〉 .

Definice 5.1. Definujme oblast vhodnou pro Kornovu nerovnost, jako každou oblast
Ω ⊂ R

d takovou, že existuje konstanta C(K,2) > 0, a plat́ı:

‖v‖1,r ≤ C(K,2)‖D(v)‖r,

pro každou v ∈ W1,r
n,div (Ω)d.

Poznámka 5.1. Poznamenejme, že oblasti, které definici 5.1 nesplňuj́ı existuj́ı. Př́ıkladem
takové oblasti je oblast s rotačńı symetríı, třeba v rovině mezi prvńımi dvěma souřadnicemi.
(Lze vhodnou rotaćı zobecnit na libovolný směr.) Uvažujme např́ıklad funkci

v(x) = {−x2, x1, 0, . . . , 0} ∈ R
d.

Snadno vid́ıme, že v 6= 0 ale přesto D(v) = 0.

Věta 5.2. Posloupnost řešeńı (Qk) (vk, pk) konverguje k (v0, p0) řeš́ıćı (Q0), jestlǐze
konstanty splňuj́ı:

µ0 <
cd

(cd + ch)Creg(Ω, 2)

(což je stejná podmı́nka na konstanty, jako pro existenci řešeńı (věta 4.3) a oblast Ω nav́ıc
splňuje definici 5.1.

D̊ukaz. Důkaz povedeme a budeme dělit jako u limity k → ∞ (kapitola 5.1). Nejprve
ukažme, že existuj́ı slabé limity (v0, p0) posloupnosti dvojic (vk, pk) a následně ukažme,
že tyto limity řeš́ı právě úlohu (Q0).

Existenci slabých limit vk a pk ukážeme opět z Alaogluovy věty A.13, potřebujeme tedy
stejnoměrné odhady na normy těchto funkćı. V minulé kapitole jsme mohli použ́ıt postup
stejný jako v kapitole 4.2.1, protože protentokrát pro k → ∞ platilo, že min( cd

2r ,
k
2 ) → cd

2r
(kĺıčová konstanta ve stejnoměrném odhadu v kapitole 4.2.1).

Pro k → 0 však konverguje min( cd

2r ,
k
2 ) → 0 a je tedy třeba pro stejnoměrné odhady

zvolit jiný postup. Vycháźıme z rovnice (4.5) testované funkćı ϕ = vk:

∫

Ω

S2(p
k,D(vk)) : D(vk)dx + k

∫

∂Ω

|vk|2dS =

∫

Ω

pk div vk
︸ ︷︷ ︸

=0

dx +
〈
f ,vk

〉
.
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Z odhadu (4.1) a Kornovy nerovnosti (5.1):

∫

Ω

S2(p
k,D(vk)) : D(vk)dx ≥

C(K,2)cd

2r
‖vk‖r

1,r +
cd|Ω|

2r
.

Z Youngovy (A.1) a Hölderovy (A.4) nerovnosti vid́ıme, že existuje konstantaCf,0(r, ‖f‖(1,r)∗):

〈
f ,vk

〉
≤
C(K,2)cd

4r
‖vk‖r

1,r + Cf,0(r, ‖f‖(1,r)∗).

Máme tedy energetický odhad (kde CF,0(r, |Ω|, ‖f‖(1,r)∗) ≡ Cf,0(r, ‖f‖(1,r)∗) + cd|Ω|
2r ):

C(K,2)cd

4r
‖vk‖r

1,r + k‖vk‖2
2,∂Ω+ ≤ CF (r, |Ω|, ‖f‖(1,r)∗). (5.4)

Dále stejným postupem jako pro (4.22), tedy volbou testovaćı funkce ϕ ∈ W1,r(Ω)d :

div ϕ = |pk|r
′−2pk −

1

|Ω|

∫

Ω

|pk|r
′−2pk dx,

ϕ = 0 na ∂Ω,

‖ϕ‖r
1,r ≤ Creg(Ω, r)

r‖pk‖r′

r′ .

a odhady (4.20) a (4.21) dostáváme ((C̃v(r,Ω)) a (C̃f (r,Ω)) viz (3.28) a (3.29):

‖pk‖r′

r′ ≤ 3
(
C̃v(r,Ω)

(
1 + ‖vk‖r

1,r

)
+ C̃f (r,Ω)‖f‖r′

(1,r)∗

)
.

Dı́ky (5.4) vid́ıme, že existuj́ı konstanty Cp,0(r, ‖f‖(1,r)∗) > 0 a Cν,0(r, |Ω|, ‖f‖(1,r)∗) > 0:

‖pk‖r′

r′ ≤ Cp,0(r, ‖f‖(1,r)∗) , ‖S2(p
k,D(vk))‖r

r ≤ Cν,0(r, |Ω|, ‖f‖(1,r)∗).

Tedy z Alaogluovy věty A.13 máme slabé konvergence:

vk k→0
⇀ v0 slabě v W1,r(Ω)d,

trvk k→0
⇀ trv0 slabě v L2(∂Ω)d,

pk k→0
⇀ p0 slabě v Lr′

(Ω),

S2(p
k,D(vk))

k→0
⇀ Φ slabě v Lr′

(Ω)d×d.

Zbývá ukázat, že ∫

Ω

Φ : D(ϕ)dx =

∫

Ω

S2(p,D(v)) : D(ϕ)dx.

Což je, včetně závěr̊u, identické s kapitolou 5.1.2.
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6 Regularita úlohy (Qk) pro periodické okr. podmı́nky

Pro začátek uved’me alespoň některé výsledky z oblasti regularit Stokesových systémů
a Navier-Stokesových rovnic. Galdi ve své knize věnované Stokesovým systémům [14]
(o které jsme již mluvili v kapitole 2) uvedl následuj́ıćı výsledek:

Necht’ Ω ∈ Cm+2(Rd), m ≥ 0, pro každou funkci f ∈ Wm,q(Ω)d a každou

v∗ ∈ Wm+2− 1

q
,q(∂Ω) splňuj́ıćı

∫
∂Ω v∗ · n dS = 0 existuje právě jedno slabé řešeńı úlohy

div (∇v) = ∇p+ f, div v = 0, v = v∗ na ∂Ω,

v ∈ Wm+2,q(Ω)d, p ∈ Wm+2,q(Ω).

Nav́ıc existuje konstanta C > 0 taková, že

‖v‖m+2,q + ‖p‖m+1,q,/R ≤ C(‖f‖m,q + ‖v∗‖m+2− 1

q
,q,∂Ω).

Což je regularita ve smyslu vyšš́ı diferencovatelnosti, pro ,klasický’ Stokes̊uv systém na
omezené oblasti v obecné dimenzi.

Pro systém z kapitoly 3, periodické okrajové podmı́nky a dimenzi d = 2 ukázali
Kaplický, Málek, Stará ve své práci [26] (rok 2002) C1,α-regularitu dat, pro:

r ≥
4

3
.

Daľśı článek ([38] z roku 2003) na poli částečné regularity takovéhoto systému publiko-
vali Málek, Mingione a Stará. Pro dimenzi d = 2, 3 studovali model:

div v = 0 ,

d∑

i=1

vi
∂v

∂xi
− div {(1 + |D(v)|2)(r−2)/2D(v)} + ∇p = f ,

s homogenńı Dirichletovou okrajovou podmı́nkou. Ukázali za vhodných podmı́nek lokálńı
Hölderovskou spojitost ∇v a p skoro všude v studované oblasti.

Ebmeyer, Liu a Steinhauer se v článku [8] z roku 2005 zabývali soustavou rovnic

∫

Ω

|∇v|p−2
d∑

i=1

∂v

∂xi

∂ϕ

∂xi
dx = 〈f ,ϕ〉 ,

pro p > 2, f ∈ W(p−2)/(p),p′

(Ω) a pro v,ϕ ∈ W1,p
0

(Ω). Ukázali, že existuje konstanta
C > 0 závislá na datech, tak že:

∫

Ω

|∇v|p−2|∇2v|2dx ≤ C.
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M. Buĺıček a P. Kaplický publikuj́ı uvád́ı ve své práci [5] regularitu pro systém, s ob-
dobnou vazkost́ı, jakou zde diskutujeme my, ale pro dimenzi d = 2:

−div (ν(p,D(v))D(v)) + ∇p = f .

Ukazuj́ı existenci řešeńı v prostorech

v ∈ W2,r(Ω)2 a p ∈ W1,q(Ω)2

a to pro všechna slabá řešeńı (pokud r ∈ (3/2, 2]) a nebo alespoň existenci takového řešeńı
(pro r ∈ (4/3, 3/2]).

V této kapitole ukažme regularitu ve smyslu vyšš́ı diferencovatelnosti pro úlohu defi-
novanou v kapitole 4.1, pouze zjednodušenou na periodickou oblast s periodickými okra-
jovými podmı́nkami.

Uvažujme zjednodušenou, periodickou úlohu (Zobrazeńı S2 viz kapitola 4.1):

(Qper)
div (−pI + S2(p,D(v)) = f

div v = 0

}
v Ω. (6.1)

Oblast Ω berme jako d−rozměrný hranol s rozměry ai pro i ∈ {1, 2 . . . d} a definujme
vektor a = (a1, a2, . . . , ad). Okrajové podmı́nky pak definujme periodicky:

v(La + x) = v(x) , ∀L ∈ Z, pro skoro všechna x ∈ Ω.

Slabé řešeńı (p,v) úlohy (Qper) pak splňuje pro každou funkci ϕ ∈ W1,r
per,div (Ω)d:

∫

Ω

S2(p,D(v)) : D(ϕ)dx =

∫

Ω

p div ϕ dx + 〈f , ϕ〉 . (6.2)

Smysluplnost této definice jsme už ukázali např́ıklad v definici 4.3.

Definice 6.1. Mějme h 6= 0. Jsou-li (skalárńı a vektorová) funkce p a v definovány
na oblasti Ω ⊂ R

d s periodickými okrajovými podmı́nkami, už́ıvejme pro každé x ∈ Ω
následuj́ıćı značeńı pro posunut́ı funkce v bodě x o h ve směru xi (i-tá souřadnice daného
d-rozměrného prostoru):

δh
i p(x) := p(x + hxi) , δh

i v(x) := v(x + hxi),

kde x se bude (v d̊ukazu) pro zkráceńı zápisu většinou vynechávat. Dále definujme dife-
renci funkce v bodě x o h ve směru xi:

∆h
i p(x) := |h|−1{p(x) − δh

i p(x)} , ∆h
i v(x) := |h|−1{v(x) − δh

i v(x)}.

Dále definujme diferenčńı gradient jako:

∆hp(x) := {∆h
1p(x),∆h

2p(x), . . . ,∆h
dp(x)} , ∆hv(x) := {∆h

1v(x),∆h
2v(x), . . . ,∆h

dv(x)}.

47



Lemma 6.1. Pro všechny funkce v : Ω → R
d, A(x),B(x) : Ω → R

d×d, pro které maj́ı
následuj́ıćı integrály či derivace smysl, plat́ı:

A.
∂∆h

i v(x)

∂xi
= ∆h

i

∂v(x)

∂xi
,

B.

∫

Ω

A(x) : ∆−h
i ∆h

j B(x)dx =

∫

Ω

∆h
i A(x) : ∆h

j B(x)dx.

D̊ukaz. Prvńı rovnost plat́ı ihned z definice operátoru ∆h
i (·) jako lineárńıho operátoru a

z věty o derivováńı součtu. Druhou rovnost nyńı ukažme. Značme Aa,b(x), Ba,b(x) jed-

notlivé složky tenzor̊u A(x) a B(x). Také značme B̂a,b(x) := ∆h
jBa,b(x) a poč́ıtejme:

∫

Ω

A(x) : ∆−h
i ∆h

j B(x)dx =

d∑

a,b=1

∫

Ω

Aa,b(x)∆−h
i B̂a,b(x)dx

=
1

|h|

d∑

a,b=1

{∫

Ω

Aa,b(x)B̂a,b(x)dx −

∫

Ω

Aa,b(x)δ−h
i B̂a,b(x)dx

}
.

Dále na druhý integrál proved’me substituci y := x − hxi a přeznačme zpět na x. Mělo
by se dále integrovat přes množinu Ω′, která by byla posunut́ım množiny Ω, ale protože
úloha je periodická, můžeme i nadále psát integrál přes Ω:

1

|h|

d∑

a,b=1

{∫

Ω

Aa,b(x)B̂a,b(x)dx −

∫

Ω

δh
i Aa,b(x)B̂a,b(x)dx

}
=

∫

Ω

∆h
i A(x) : ∆h

j B(x)dx.

Lemma 6.2. Mějme h > 0, r ∈ [1,∞). Pro každou funkci v ∈ W2,r(Ω)d, B ∈ W1,r(Ω)d×d,
a každou u ∈ W1,2(Ω)d kde Ω ∈ C0,1 je oblast s periodickými okrajovými podmı́nkami,
existuj́ı kladné konstanty c(∆1), c(∆2), c(∆3), C(∆1), C(∆2), C(∆3) tak, že:

c(∆1)‖∇
2v‖r ≤ sup

h
‖∆h∆−hv‖r ≤ C(∆1)‖∇

2v‖r,

c(∆2)‖∇B‖r ≤ sup
h

‖∆hB‖r ≤ C(∆2)‖∇B‖r a

c(∆3)‖∇u‖2 ≤ sup
h

‖∆hu‖2 ≤ C(∆3)‖∇u‖2.

D̊ukaz. Obdobné d̊ukazu Theoremu 3 v knize [9] (strana 277).

Lemma 6.3. Necht’ Ω ∈ C0,1, r ∈ (1, 2) a v ∈ W1,r(Ω)d. (Značme I := (1 + |D(v)|2)),
pak existuje konstanta C∗ > 0 tak, že:

‖D(v)‖2
r ≤ C∗

∫

Ω

I
r−2

2 |D(v)|2dx.

D̊ukaz. Z lemmatu A.4:

‖D(v)‖r
r =

∫

Ω

(
I

r−2

2 |D(v)|2
) r

2
(
I

r−2

2

)− r
2

dx ≤ C

∫

Ω

(
I

r−2

2 |D(v)|2dx
) r

2

.
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Věta 6.4. Necht’ existuje dvojice (v, p), v ∈ W1,r
per,div (Ω)d, p ∈ Lr′

(Ω)/R (r ∈ (1, 2)),

slabé řešeńı (Qper) (6.2). Necht’ f ∈ Lr′

(Ω), konstanty splňuj́ı:

µ0 <
cd

(cd + ch)Creg(Ω, 2)

a Ω je taková oblast, že plat́ı Kornova nerovnost (5.1). Pak plat́ı, že v ∈ W2,r(Ω)d.

D̊ukaz. Volme testovaćı funkci ϕ = ∆−h
i ∆h

i v, která je d́ıky volbě okrajových podmı́nek
definovaná v každém bodě Ω a z (6.2):

∫

Ω

S2(p,D(v)) : D(∆−h
i ∆h

j v)dx =

∫

Ω

p div (∆−h
i ∆h

i v) dx +
〈
f , ∆−h

i ∆h
i ϕ
〉
.

Užit́ım lemmatu 6.1 dostáváme:
∫

Ω

∆h
i S2(p,D(v)) : ∆h

i D(v)dx =

∫

Ω

p ∆−h
i ∆h

i (div v) dx +
〈
f , ∆−h

i ∆h
i ϕ
〉
. (6.3)

Nav́ıc ze zadáńı (6.1) vid́ıme, že div v = 0. Dále upravujme prvńı integrál. Rozepǐsme
rozd́ıl:

S2(p(x),D(x)) − δh
i S2(p(x),D(x)) =

∫ 1

0

∂S2(ps(x),D(vs(x)))

∂s
ds,

kde ps(x) := δh
i p(x) + s(p(x) − δh

i p(x)) a vs(x) := δh
i v(x) + s(v(x) − δh

i v(x)). Derivaci
podle s rozepǐsme na derivace podle p a D(v). Celkově tedy plat́ı:
∫

Ω

∆h
i {S2(p,v)} : ∆h

i D(v)dx +
1

|h|2

∫

Ω

Jp(ps,D(vs))dx ≥
1

|h|2

∫

Ω

JD(ps,D(vs))dx.

kde předpisy pro Jp a JD jsou v definici 4.1. Užijme odhady v lemmatu 4.2:

∫

Ω

∆h
i {S2(p,v)} : ∆h

i D(v)dx +
µ0

|h|2
‖p− δh

i p‖2

(∫

Ω

Î(D(v),D(δh
i v))dx

)1/2

(6.4)

≥
cd
|h|2

∫

Ω

Î(D(v),D(δh
i v))dx,

Normu ‖p− ph‖2 odhadněme následuj́ıćım zp̊usobem. Testujme (6.2) a posunutou úlohu:
∫

Ω

δh
i S2(p,D(v)) : D(ϕ)dx =

∫

Ω

δh
i p div ϕ dx +

〈
δh
i f , ϕ

〉
,

(toto můžeme udělat, nebot’ Ω je periodická a tud́ıž budou δh
i S2, δ

h
i p i δh

i f existovat)
funkćı gh ∈ W1,2(Ω)d (jej́ıž existenci zaručuje Bogovského věta A.14) takovou, že:

div gh = p− δh
i p v Ω a

‖D(gh)‖2 ≤ ‖∇gh‖2 ≤ ‖gh‖1,2 ≤ Creg(Ω, 2)‖p− δh
i p ‖2. (6.5)

Odečtěme tyto dvě úlohy od sebe (značme Ŝ2 := S2(p,D(v)) − δh
i S2(p,D(v))):

∫

Ω

Ŝ2 : D(gh) dx −
〈
f − δh

i f ,gh
〉

=

∫

Ω

(p− δh
i p)div ghdx = ‖p− δh

i p ‖
2
2 (6.6)
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Upravujme dualitu z definice δh
i , Schwarzovy (A.5) nerovnosti vid́ıme, že:

〈
f ,gh

〉
= |h|

〈
f − δh

i f

|h|
,gh

〉
= |h|

〈
f ,∆h

i g
h
〉
≤ |h|‖f‖2‖∆

h
i g

h‖2. (6.7)

Uvědomme si, že z lemmatu 6.2 nav́ıc plat́ı: ‖∆h
i g

h‖2 ≤ ‖∆hgh‖2 ≤ C(∆3)‖∇gh‖2.

Nyńı prvńı člen (6.6) odhadněme z nerovnosti (4.4) a Hölderovy nerovnosti (A.4), druhý
z (6.7), a normy ‖D(gh)‖2 a ‖∇gh‖2 z odhadu (6.5):

(
µ0‖p− δh

i p ‖2 + ch

(∫

Ω

Î(D(v),D(δh
i v))dx

) 1

2

+ |h|C(∆3)‖f‖2

)
‖gh‖1,2 ≥ ‖p− δh

i p ‖
2
2.

Dále vid́ıme, že ‖gh‖1,2 ≤ Creg(Ω, 2)‖p2 − p1‖2 z (6.5) a podělme nerovnost členem
‖p2 − p1‖2. Předpokládáme, že ‖p− δh

i p‖2 > 0, tedy že řešeńı neńı s konstantńım tlakem:

Creg(Ω, 2)

1 − µ0Creg(Ω, 2)

(
ch

(∫

Ω

Î(D(v),D(δh
i v))dx

) 1

2

+ |h|C(∆3)‖f‖2

)
≥ ‖p− δh

i p ‖
2. (6.8)

Nyńı označme

CR :=
µ0Creg(Ω, 2)

1 − µ0Creg(Ω, 2)

a dosad’me do (6.4) z (6.3) a z (6.8) za ‖p − δh
i p ‖2. Užijme, následuj́ıćım zp̊usobem,

Youngovu nerovnost (A.1) na člen s normou ‖f‖2. Necht’ ε1 > 0 dostatečně malé, pevné:

CR

|h|
‖f‖2

(∫

Ω

Î(D(v),D(δh
i v))

) 1

2

≤
CR

2ε1
‖f‖2

2 +
CRε1
2|h|2

∫

Ω

Î(D(v),D(δh
i v)).

Źıskáváme vztah:

〈
f ,∆−h

i ∆h
i v
〉

+
CR

2ε1
‖f‖2

2 ≥
1

h2
(cd − CR (ch + ε1))

∫

Ω

Î(D(v),D(δh
i v))dx.

Podle lemmatu 6.3 existuje konstanta C∗ > 0 taková, že:

1

|h|2

∫

Ω

Î(D(v),D(δh
i v))dx ≥ C∗‖∆h

i D(v)‖2
r .

Užijeme-li tento vztah, Schwarzovu (A.5) a Youngovu (A.1) nerovnost, pro ε2 > 0 pevné:

ε2
2
‖∆−h

i ∆h
i v‖

2
r +

1

2ε2
‖f‖2

r′ +
CR

2ε1
‖f‖2

2 ≥ C∗(cd − CR(ch + ε1))‖∆
h
i D(v)‖2

r . (6.9)

Posč́ıtáme-li tyto nerovnosti přes všechna i ∈ {1, 2, . . . , d}, dostáváme:

ε2
2
‖∆−h∆hv‖2

r +
1

2ε2
‖f‖2

r′ +
CR

2ε1
‖f‖2

2 ≥ C∗C(r)(cd − CR(ch + ε1))‖∆
hD(v)‖2

r , (6.10)
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pro konstantu C(r) > 0 takovou, že:

d∑

i=1

‖∆h
i D(v)‖2

r ≤ C(r)‖∆hD(v)‖2
r .

Z Kornovy nerovnosti (5.1) a lemmatu 6.2 źıskáváme odhady

sup
h

‖∆hD(v)‖2
rdx ≥ C(K,2)

2 sup
h

‖∆h(∇v)‖2
r ≥ C(K,2)

2c2(∆2)‖∇
2v‖2

r,

sup
h

‖∆−h∆hv‖2
r ≤ C2

(∆1)‖∇
2v‖2

r .

Dosad’me tyto odhady do (6.10) a źıskáváme výsledný vztah:

‖∇2v‖2
r ≤ {C∗C(r)C(K,2)

2C2
(∆2)[cd − CR(ch + ε1)]}

−1

(
1

2ε2
‖f‖2

r′ +
CR

2ε1
‖f‖2

2

)
.

Studujme, kdy je tato konstanta kladná:

cd − µ0Creg(Ω, 2)(cd + ch + ε1) > ε1(1 − µ0Creg(Ω, 2))‖f‖2
r′ + ε2µ0Creg(Ω, 2)‖f‖2

2

. Což pro ε1 → 0 a ε2 → 0 konverguje k podmı́nce ve zněńı věty (Která je mimo jiné
shodná s podmı́nkou nutnou pro existenci řešeńı - věta 4.3).
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7 Závěr

Prvńım ćılem této práce bylo stanovit studované vlastnosti řešeńı Stokesových systémů.
Rozhodli jsme se studovat nepř́ılǐs do hloubky v́ıcero základńıch témat, spojených v lo-
gický celek volbou vazkosti (popsané detailněji v kapitole 4.1):

ν := ν(p, |D(v)|2).

Studovali jsme vliv užit́ı Navierových okrajových podmı́nek na existenci a jednoznačnost
řešeńı. Dále jsme studovali konvergenci řešeńı systému při limitńım přechodech v okra-
jových podmı́nkách.

Postupně jsme od Navierových okrajových podmı́nek prošli limitou k oběma hraničńım
př́ıpad̊um, nulovému skluzu i dokonalému skluzu (viz kapitola 1.2). A nakonec jsme stu-
dovali regularitu ve smyslu vyšš́ı diferencovatelnosti pro ,zjednodušenou’ úlohu.

V kapitole 2 jsme se pokusili utř́ıdit publikované výsledky z existenčńı teorie Navier-
Stokesových rovnic a Stokesových systémů (nestacionárńıch i stacionárńıch).

V následuj́ıćı kapitole, jsme se soustředili na dostatečně ,jednoduchý’ zobecněný Sto-
kes̊uv systém, aby bylo možno ukázat existenci a jednoznačnost jeho řešeńı bez daľśıch
požadavk̊u na určuj́ıćı konstanty. Nav́ıc, aby byl co nejv́ıce podobný námi zvolenému
systému. Vybrali jsme systém popsaný v kapitole 3.1 s vazkost́ı:

ν := ν(|D(v)|2)

a využili jsme ho pro ,demonstraci’ užit́ı technik monotonńıch operátor̊u.

V kapitole 4 jsme zavedli námi zvolený systém a ukázali jsme, že jestliže jeho určuj́ıćı
konstanty splňuj́ı

µ0 <
cd

(cd + ch)Creg(Ω, 2)
,

pak řešeńı, na vhodné oblasti a ve vhodně zvolených prostorech existuje a je určeno
jednoznačně.

V následuj́ıćı kapitole (5) jsme se zabývali limitńımi přechody v okrajových podmı́nkách.
Ukázali jsme, že dostačuj́ıćı informaćı pro konvergenci v limitńıch přechodech je existence
úlohy. Výjimku tvoř́ı úloha ,limita k → 0’ (kapitola 5.2), která nav́ıc vyžaduje speciálńı
podmı́nky na oblast Ω, vyplývaj́ıćı z Kornovy nerovnosti (5.1), nezbytné pro d̊ukaz.

Nakonec jsme v kapitole 6 zavedli zjednodušenou ,periodickou’ úlohu a ukázali jsme, že
za speciálńıch podmı́nek na Ω (ze stejných d̊uvod̊u, jako pro úlohu v kapitole 5.2) a je-li
konečná norma ‖f‖r′ a splňuj́ı-li určuj́ıćı konstanty opět nerovnost:

µ0 <
cd

(cd + ch)Creg(Ω, 2)
,

je úloha lépe diferencovatelná ve smyslu, že druhé (slabé) derivace v jsou omezeny.
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Cı́lem této práce bylo soustředit známé výsledky z oboru Stokesových systémů, zori-
entovat se v problematice, vybrat vhodné, doposud neřešené téma a na to se soustředit.
V této práci jsme už́ıvali výhradně techniky monotonńıch operátor̊u.

Z námi nastudovaných materiál̊u vyplývá, že Stokesovy systémy s Navierovými okra-
jovými podmı́nkami jsou doposud neřešeným tématem, zvláště pak zobecněné Stokesovy
systémy, i když Navier-Stokesovy rovnice s těmito okrajovými podmı́nkami již zkoumané
byly. Ze stejného d̊uvodu se domńıvám, že je novou, doposud nepublikovanou, informaćı
je i chováńı úlohy při přechodu od Navierových okrajových podmı́nek k Dirichletovým
podmı́nkám a k podmı́nkám popisuj́ıćım dokonalý skluz. Stejně tak i otázka regularity pro
zobecněné Stokesovy systémy s periodickými okrajovými podmı́nkami v obecné dimenzi
zde byla uveřejněná poprvé.
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A Dodatek - Užitečné věty a nerovnosti

Lemma A.1. Pro každé r > 0, x ∈ R+ existuje C > 0 taková, že (1 + x)r ≤ C(1 + xr).

D̊ukaz. Vyšetřujme tedy pr̊uběh spojité funkce

f(x) :=
(1 + x)r

1 + xr
,

∂f(x)

∂x
=
r(1 + x)r−1(1 − xr−1)

(1 + xr)2
.

Vid́ıme, že tvrzeńı plat́ı pro r = 1 a že x = 1 je bod podezřelý na lokálńı extrém funkce.
Vyšetřujme derivaci v okoĺı podezřelého bodu. Protože

(1 + x)r−1 > 0 a (1 + xr)2 > 0 pro x ∈ R+, r > 0, r 6= 1,

bude chováńı derivace záležet pouze na členu (1 − xr−1). Pro r > 1 vid́ıme, že x = 1 je
lokálńı maximum a tvrzeńı plat́ı, pro r < 1 je to lokálńı minimum a tud́ıž vyšetřujme,
jak se funkce f(x) chová v krajńıch bodech definičńıho oboru:

lim
x→0

f(x) = 1 a lim
x→∞

f(x) = 1.

Tud́ıž tvrzeńı plat́ı.

Lemma A.2. Pro každé p > 1, D, D̂ ∈ R
d×d
sym existuje C > 0 taková, že

C|D − D̂|p ≤ |D − D̂|2
∫ 1

0

(1 + |D̂ + s(D − D̂)|2)
p−2

2 ds.

D̊ukaz. Součást d̊ukazu lemmatu 1.19 v [34].

Lemma A.3. Youngova nerovnost
Pro každé a, b ∈ R : a ≥ 0, b ≥ 0, a všechna r ∈ (1,∞) plat́ı:

ab ≤
ar

r
+
br

′

r′
. (A.1)

D̊ukaz. Pro a = 0 nebo b = 0 zřejmé, jinak poč́ıtejme d́ıky konkavitě logaritmu:

ln(ab) =
1

r
ln(ar) +

1

r′
ln(br

′

) ≤ ln

(
ar

r
+
br

′

r′

)
.

Lemma A.4. Necht’ Ω ⊂ R
d, d ≥ 2, je oblast, r ∈ (1,∞) a necht’ operátor

I : Lr(Ω)d×d → Lr(Ω)d×d

je takový, že pro každou w ∈ Lr′

(Ω)d×d je I(w) := |w|r−2w. Operátor I je monotonńı.
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D̊ukaz. Operátor I je monotonńı, jestliže pro všechny v, w ∈ Lr(Ω)d×d plat́ı

(I(v) − I(w),v − w) ≥ 0

Poč́ıtejme tedy:

∫

Ω

(|v|r−2v − |w|r−2w) : (v − w)dx ≥

∫

Ω

|v|r + |w|r − (|v|r−1w + |w|r−1v)dx ≥ 0,

kde druhá nerovnost plat́ı z lemmatu A.1
(

1
r + 1

r′
= 1
)
, protože:

−(|v|r−1w + |w|r−1v) ≥ −
|v|r

r
−

|v|r

r′
−

|w|r

r
−

|w|r

r′
= −|v|r − |w|r.

Lemma A.5. Pro p <∞ existuje spočetná báze W1,p(Ω)d. Značme si ji {ωi}∞i=1.

D̊ukaz. Důkaz vycháźı z faktu, že W1,p(Ω) je separabilńı prostor (např́ıklad v [31]).

Věta A.6. Brouwerova věta
Necht’ B := B(0, 1) ⊂ R

n je uzavřená jednotková koule a f : B → B je spojitá funkce.
Pak ∃C0 ∈ B : f(C0) = C0.

D̊ukaz. Důkaz lze naj́ıt např́ıklad v [31], jako větu 23.9. na straně 192.

Lemma A.7. Necht’ Pn : R
n → R

n spojitá a ∃ρ > 0 takové, že Pn(C) · C > 0 pro
∀C ∈ ∂B(0, ρ). Pak ∃C∗ ∈ B(0, ρ) : PnC∗ = 0 .

D̊ukaz. Např́ıklad v [43] na straně 17 jako lemma 2.26.

Věta A.8. O Stopách
Necht’ Ω(⊂ R

n) ∈ C0,1, p < n a q ∈ [1, p#], kde p# := dp−p
d−p . Pak existuje jednoznačně

určené spojité zobrazeńı:
T : W1,p(Ω) → Lq(∂Ω),

pro které plat́ı: ∀v ∈ C∞(Ω) : T v = v|∂Ω.

D̊ukaz. Lze naj́ıt např́ıklad v [34] na straně 27.

Definice A.1. Lineárńı zobrazeńı z předchoźı věty nazýváme Operátor stop.

Věta A.9. Kompaktńı vnořeńı do Lp(Ω)
Necht’ Ω ∈ C0,1(Rd), r ∈ [1, d), pak plat́ı

∀p ∈ [1, r] : W1,r(Ω) ↪→↪→ Lp(Ω). (A.2)

D̊ukaz. Viz Věta 2.17 v [34] (Strana 28).
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Věta A.10. Vnořeńı do Lp(∂Ω)
Necht’ Ω ∈ C0,1(Rd), r < d, pak plat́ı

∀p ∈

[
1,
dr − r

d− r

]
: W1,r(Ω) ↪→ Lp(∂Ω). (A.3)

Je-li nav́ıc p 6= dr−r
d−r , pak je vnořeńı kompaktńı.

D̊ukaz. Viz [39].

Lemma A.11. Hölderova (Duálńı) nerovnost
Pro každé v ∈ Lp(Ω) a u ∈ Lp′

(Ω) plat́ı:

‖uv‖1,Ω ≤ ‖v‖p,Ω ‖u‖p′,Ω . (A.4)

D̊ukaz. Viz [34] (Lemma 2.6, strana 25).

Lemma A.12. Schwarzova nerovnost pro Banachovy prostory
Mějme Banach̊uv prostor X a jeho duálńı prostor X∗. Pro každé v ∈ X a u ∈ X∗ plat́ı:

〈u, v〉
X

≤ ‖v‖
X
‖u‖

X∗ . (A.5)

D̊ukaz. Lze naj́ıt např́ıklad v [31].

Věta A.13. Alaogluova věta
Z každé omezené posloupnosti v reflexivńım Banachově prostoru lze vybrat slabě konver-
gentńı podposloupnost.

D̊ukaz. Viz (4.9.) v [31].

Věta A.14. Bogovského operátor
Necht’ Ω(⊂ R

d) ∈ C0,1. Pak existuje lineárńı operátor BΩ = (B1
Ω, . . . ,B

d
Ω) s následuj́ıćımi

vlastnostmi (Lp(Ω) := {f ∈ Lp(Ω) :
∫
Ω f dx = 0):

BΩ : Lp(Ω) → (W 1,p
0 (Ω))d

div BΩ(f) = f v Ω, f ∈ Lp(Ω),

‖∇BΩ(f)‖p ≤ c(p,Ω)‖f‖p , p ∈ (1,∞).

Jestlǐze f = div g, kde g ∈ Wq,p
0,div (Ω) pro q ∈ (1,∞) pak: ‖BΩ(f)‖q ≤ c(q,Ω)‖g‖q.

Jestlǐze f ∈ D(Ω), pak BΩ(f) ∈ (D(Ω))d.

D̊ukaz. Převzato z [41] str. 164 - 181.

Věta A.15. Poincarého nerovnost
Necht’ Ω ⊂ R

d omezená, souvislá oblast, 1 ≤ p ≤ ∞. Pak existuje konstanta Cpoi > 0:

‖v −
1

|Ω|

∫

Ω

v dx‖p ≤ Cpoi‖∇v‖p, pro ∀v ∈ W1,p(Ω)d. (A.6)

D̊ukaz. Viz theorem 1 na straně 275 v [9].
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Lemma A.16. Kornova nerovnost I
Necht’ q ∈ (1,∞). Pak existuje kladná konstanta C(K,1) závislá pouze na Ω a q taková, že

pro všechna v ∈ W1,q(Ω)d, jejichž stopa splňuje trv ∈ L2(∂Ω), plat́ı:

C(K,1)‖v‖1,q ≤ ‖D(v)‖q + ‖v‖L2(∂Ω). (A.7)

D̊ukaz. Převzato z [4] (Lemma B.2 na straně 78).

Věta A.17. Vitaliho věta
Necht’ Ω ⊂ R

d omezená a fn : Ω → R je integrovatelná funkce pro každé n ∈ N.
Předpokládejme, že

1) lim
n→∞

fn(y) existuje a je konečná pro s.v. y ∈ Ω,

2)∀ε > 0, ∃δ > 0 : sup
n∈N

∫

H

|fn(y)|dy < ε, ∀H ⊂ Ω, |H | < δ.

Pak lim
n→∞

∫

Ω

fn(y)dy =

∫

Ω

lim
n→∞

fn(y)dy.

D̊ukaz. Např́ıklad v [1] (Strana 63).
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[33] J. Málek, J. Nečas, and M. Růžička. On the non-Newtonian incompressible fluids.
Math. Models Methods Appl. Sci., 3(1):35–63, 1993. ISSN 0218-2025.
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[41] A. Novotný and I. Straškraba. Introduction to the Mathematical Theory of Com-
pressible Flow. Oxford University Press, Oxford, 2004.

[42] M. Renardy. Some remarks on the Navier-Stokes equations with a pressure-dependent
viscosity. Comm. Partial Differential Equations, 11(7):779–793, 1986. ISSN 0360-
5302.
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