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Kapitola 1ÚvodUva¾ujme následujíí systém rovni:1�tui + �xjf ji (u) = 0; u(x; 0) = u0(x) (1.1)u : Rd+ ! Rs , kde i = 1; 2; :::; s (s 2 N) a j = 1; 2; :::; d�1, (d 2 N ; d = 2),Rd+ = Rd�1 � (0;1), f : Rs ! Rs je C1 a nelineární.Oznaème Ajik(u) = �ukf ji . Systém (1.1) se nazývá hyperboliký, jestli¾e pro v¹ehna� 2 Rd�1 má matie A�(u) � �j:Aj(u) jenom reálné vlastní hodnoty a je diagonalizo-vatelná. (Systém se nazývá striktnì hyperboliký, jestli¾e v¹ehny vlastní hodnoty jsoureálné a rùzné.)Systém nazveme symetrizovatelným, jestli¾e existuje pozitivnì de�nitní matie A0(u)(hlade závisejíí na u) taková, ¾e jsou matieAjA0 symetriké pro v¹ehna j = 1; :::; d�1.(1.1) se nazývají hyperboliké rovnie zákonù zahování.V Kapitoláh 2,3 a 4 je ukázáno, o napøíklad popisují ve fyzie tyto rovnie a odkud po-hází entropiká nerovnie, která slou¾í jako selektor. To znamená, ¾e pomáhá redukovatpoèet øe¹ení, vybírá fyzikálnì relevantní. Niménì, existují také dal¹í selektory (je obèasvýhodnìj¹í ovìøit, zda-li platí jiná podmínka). Nìkteré základní informae k tomuto té-matu jsou v Kapitole 5. Jedna z metod urèení jednoznaènosti a existene hyperbolikýhsystémù je zalo¾ena na zmìnìní hyberboliké rovnie na pøíslu¹ný paraboliký problém(pøidáním èlenu �� na pravou stranu rovnie). U tìhto rovni toti¾ existuje jednoznaènéhladké øe¹ení. Limitním pøehodem s � k nule a pou¾itím nìjaké konvergenèní metodymù¾eme ukázat jednoznaènost øe¹ení výhozí rovnie.Pro limitní pøehody se tu pou¾ívá slabá-*-konvergene(*�). Metoda (youngovýh) mìrse pou¾ívá pro pøekonání nelineárního èlenu f(u), u kterého se objevuje následujíí os-ilaèní jev(sin(nx) je vybrán jako pøíklad posloupnosti osilujííh funkí, které jsouomezené v L1(0; 2�)): sin(nx)*� 0; (sin(nx))2 *� 1=2 v L1(0; 2�).Proto se tedy pou¾ívá detailnìj¹í popis konvergene pravdìpodobnostními mírami. Zá-kladní existenèní vìty pro tyto objekty jsou v Kapitole 6. Zbytek práe je dùkaz, jaklze napøíklad ukázat jednoznaènost a existeni v pøípadì skalární rovnie pro poèáteènípodmínky u0 2 Lp(Rd+) \ L1(Rd+):1V prái se pou¾ívá Einsteinova sumaèní konvene.3



Kapitola 2Tìleso a jeho pohybPoznámka 2.1 Od tohoto místa poèínaje bude pou¾íváno znaèení jvj pro normu vek-toru v a také jAj pro míru mno¾iny A, rozli¹ení bude vidìt z kontextu. Bude vyu¾ívánastandardní zkratka s.v. v situai, kdy bude nìo platit a¾ na mno¾inu míry nula. Bezpøedhozího upozornìní budou pou¾ívány pojmy a vìty z funkionální analýzy (z teorieintegrálu a Banahovýh prostorù).De�nie 2.2 Tìlesem budeme myslet otevøenou podmno¾inu B � Rm , kde m = 1; 2; 3.Èástie tìlesa jsou identi�kovány s body této mno¾iny. Polohou tìlesa je bilipshitzovskézobrazení (zobrazení � : G! Rm , G � Rm , je �-bilipshitzovské, jestli¾e1=�:jx� yj 5 j�(x)� �(y)j 5 �:jx� yjpro v¹ehna x; y 2 Rm a nazývá se bilipshitzovské, jestli¾e je �-bilipshitzovské pronìjaké �) z B do otevøené podmno¾iny Rm . Pohybem tìlesa (nerelativistikým) budememít na mysli lipshitzovské zobrazení � : B � (t1; t2)! Rm .Pro �xované x 2 B a t 2 (t1; t2), �(x; t) spei�kuje pozii v prostoru èástie x v èase t;pro za�xované t 2 (t1; t2) je �(:; t) : B ! Rm poloha tìlesa v èase t a pro �xované x 2 Bje køivka �(x; :) : (t1; t2)! Rm trajektorie èástie x.Poznámka 2.3 Máme pøirozený referenèní (lagrangeovský) a prostorový (eulerovský)popis. Potøeba zavést tyto dva pojmy vzniká z faktu, ¾e mù¾eme buï sledovat nìjakouèástii a mìøit její polohu a ryhlost, a nebo si mù¾eme vybrat bod prostoru a mìøit ryh-lost èásti, které tam jsou v daném èase. Proto se také bilanèní rovnie (termodynamikykontinua), kterými se budeme zabývat v pøí¹tí kapitole, objevují párovì.De�nie 2.4 Mìjme nìjaké pole w. Neh» je w = f(x; t) v referenèním a w = �(�; t) veulerovském popisu. PotomDtw = �tf; wt = �t�; Gradw = gradx f; gradw = grad� �:Poznámka 2.5 Ryhlost v = Dt� le¾í v L1(B � (t1; t2);Rm) a deformaèní gradientF = Grad � = ���xi le¾í v L1(B � (t1; t2);Mm�m), kde Mm�m jsou ètverové matie orozmìru m. Budeme uva¾ovat, ¾e detF je kladný, abyhom mohli pøeházet od lagran-geovského k eulerovskému popisu. Pøíslu¹nou transformaèní vìtu lze nalézt napøíklad v[2℄. 4



Kapitola 3Rázové vlnyRázové vlny se objevují napøíklad za letadlem pøi pøekroèení ryhlosti zvuku. Z Huygen-sova prinipu vidíme, ¾e na povrhu ku¾ele, který má vrhol v letadle a osu v dráze letu,dohází k nahu¹»ování vlnoploh (podélné vlnìní), tedy ke vzniku rázové vlny.Obenì vzato jsou tyto jevy skokové zmìny fyzikálního stavu, kde se neuplatòují he-miké pøemìny a jsou mo¾né v prostøedí, které je stlaèitelné, ale jeho¾ viskozita a tepelnávodivost je zanedbatelná. Typikým pøíkladem je vzduh kolem nás.([10℄)Matematiky se to u typu rovni, které v sobì zahrnují popis tohoto fyzikálního jevu,projevuje jako nespojitost klasikého øe¹ení v koneèném èase. A jsou to právì hyperbo-liké rovnie, u kterýh se tento fenomén objevuje.Vzniká tedy potøeba zobenit pojem klasikého øe¹ení. Jednou z mo¾ností jsou slabáøe¹ení. U tìh se ale, jak bude ukázáno ní¾e, objevuje nejednoznaènost. Zavedla se protoslabá entropiká øe¹ení. Statistiký popis vedl k de�nii øe¹ení v míráh. Zde je de�nieslabého øe¹ení:De�nie 3.1 Slabé øe¹ení rovnie (1.1) je funke u : Rd+ ! Rs taková, ¾e:ZRd+ u(x; t):�t�(x; t) + f(u(x; t)):�x�(x; t) dxdt+ ZRd�1 u0(x; t):�(x; 0) dx = 0; (3.1)pro ka¾dou � 2 C1(Rd+) s kompaktním nosièem.Zobenili jsme tedy pojem klasikého øe¹ení, abyhom zahrnuli nespojité jevy. Vznikáotázka harakterizae tohoto druhu øe¹ení. (©ir¹í de�nie mù¾e spolu nést nìjakou pod-mínku na plo¹e nespojitosti). Nejprve uveïme pojem po èásteh C1 (slabého) øe¹ení.De�nie 3.2 Funke u : Rd+ ! Rs je po èásteh C1, jestli¾e existuje koneèný poèethladkýh orientovanýh (d�1)-dimenzionálníh ploh � v Rd+ , vnì kterýh je u C1, na� má u nespojitost. Jestli¾e je � právì takový povrh, oznaèíme n = (nx1; :::; nxd�1 ; nt)libovolný vnìj¹í normálový vektor ke � a existují vlastní u� = lim�!0 u((x; t)� �n). Potomoznaèíme [u℄ = u+ � u� a podobnì, [f j(u)℄ = f j(u+)� f j(u�); j = 1; :::; d�1. Funke uje po èásteh C1 slabé øe¹ení rovnie (1.1), pokud je po èásteh C1 a splòuje (3.1).Nyní tedy uveïme nutné podmínky na po èásteh hladké slabé øe¹ení, známé jakoRankine-Hugeniotovy podmínky. (Budeme pou¾ívat oznaèení z pøedhozí de�nie.)5



3 Rázové vlny 6Vìta 3.3 Buï u : Rd+ ! Rs po èásteh C1 slabé øe¹ení (1.1) a � ploha nespojitosti uve smyslu pøedhozí de�nie. Neh» je dále u klasiké øe¹ení na oblasteh, kde je u C1funke. Potom platí následujíí: nt[u℄ + nxj [f j(u)℄ = 0 (3.2)na �.D�ukaz. Viz napø. [6℄. �Poznámka 3.4 Buï d = 2 a nx 6= 0 (x = xj), potom mù¾eme vynásobit (3.2) pomoí�1=nx a obdr¾et �[u℄ = [f(u)℄; (3.3)kde je s pøevráená hodnota ke smìrnii køivky � = f(x; t); t = t(x)g, tedy � = 1=(dt=dx).Pøíklad 3.5 Uva¾ujme skalární pøípad (1.1) pro d = 2 a f(u) = u2=2, tedy u : R2+ ! R.Tato rovnie se nazývá v literatuøe Burgersova.Uva¾ujme poèáteèní data u0(x) = 1, pro x � 0, a u0(x) = 0, pro x = 0. Nyní vezmemeøe¹ení, které je identiky jedna nalevo od køivky nespojitosti sklonu � a identiky nulanapravo. Potom dávají pøedhozí podmínky �(1� 0) = 12=2� 02=2. Tedy køivka nespo-jitosti je pøímka.Nyní pøedepi¹me poèáteèní data u0(x) = 0, pro x � 0 a u0(x) = 1, pro x = 0. Jestli¾evezmeme nespojité øe¹ení, které je tentokrát naopak identiky nula nalevo køivky nespo-jitosti a jedna napravo, dostáváme jako pøedtím � = 1=2.Dají se ale zkonstruovat i následujíí slabá øe¹ení této rovnie. Uva¾ujme po èástehkonstantní funke parametrizované pomoí a = 0ua(x; t) : 0; pro x=t < �a=2�a; pro �a=2 < x=t < 0a; pro 0 < x=t < a=20; pro x=t > a=2;Lze ukázat ([8℄), ¾e v¹ehny tyto funke jsou slabými øe¹eními Burgersovy rovnie (tedyrovnie typu (1.1)), èím¾ dostáváme nespoèetnì mnoho tìhto øe¹ení. Proto se zavádí,jak u¾ bylo zmínìno, pojem selektoru, který vybírá jednoznaèné øe¹ení.



Kapitola 4Zákony zahováníPokud se hodnota nìjaké fyzikální velièiny pøed probìhnutím nìjakého dìje a po jehoskonèení rovnají, øíkáme, ¾e platí zákon zahování. Speiálnì, aplikujeme zákony za-hování na termodynamiku kontinua, která nám bude slou¾it jako modelový pøíklad anapí¹eme rovnie bilane pro hmotnost, hybnost, moment hybnosti a energii. Naví ktomu pøidáme nerovnii pro entropii, která plyne z termodynamikýh úvah.(Tím bu-dou zahrnuty i nerovnová¾né dìje). Základním úkolem v této oblasti je sledování teplotya umístìní bodù tìlesa.Uva¾ujme nyní obenou extenzivní velièinu w, kterou heme bilanovat. Objemová hus-tota velièiny 	(x; t) v referenèním popisu se rovná 	(x; t) = limV0!0 dw=dV0, kde V0 jeobjem v èase t = 0. Naopak pøi prostorovém popisu je objem tìlesa V èasovì promìný vzávislosti na pohybu tìlesa. Objemovou hustotu pøi prostorovém popisu znaèíme �(x; t)a platí �(x; t) = limV!0 dw=dV . Nyní platí pro elkové mno¾ství velièiny w:w(t) = ZV0nS 	(x; t) dV = ZV ns �(�; t) dV;kde S = S(x; t)(nebo v prostorovém popisu s = s(�; t)), je nìjaká pohybujíí se plohanespojitosti (heme zahrnout do popisu rázové vlny) a provádíme objemovou integrai.Celkové mno¾ství velièiny uvnitø tìlesa se mù¾e zmìnit buï díky toku skrz hranii (J)nebo produki uvnitø objemu tìlesa (P). Napí¹eme to následovnì:Dtw = J(w) + P (w);kde Dtw = �tw + vi(x; t)�xiw je konvektivní derivae. Tohle mù¾e být pova¾ováno zaobený bilanèní zákon. (Podrobnosti lze nalézt v [9℄.)Podívejme se teï na odvození jedné z bilanèníh rovni, rovnie kontinuity v prostorovémpopisu. Vezmìme objem V s povrhem S, kde je uzavøena nìjaká pohybujíí se látka ohustotì � (prostorový popis). Celkovou hmotnost látky M dostaneme pøeintegrováním� pøes objem V . M = ZV � dV: (4.1)Nyní aplikujeme obený zákon bilane:�dM=dt = ZS �v dS:7



4 Zákony zahování 8Tedy máme �t ZV � dV + ZS �v dS = 0:Plo¹ný integrál mù¾eme pøetransormovat na objemový pomoí Gaussovy vìty:�t ZV � dV + ZV div(�vT ) dS = 0 :Rovnii mù¾eme pøepsat na tvarZV �t� + div(�vT ) dV = 0: (4.2)Vidíme, ¾e kdy¾ pøeintegrujeme nìjakou funki prostorovýh promìnýh v 4.2 pøes objemV, musíme dostat nulu. (Tohle je jenom reformulae (4.1), tedy globálního zákona za-hování. Ale pøepí¹eme-li rovnii (4.1) tímto zpùsobem, mù¾eme dostat vìt¹í informai.)Pokud má rovnie (4.2) platit pro v¹ehny objemy V 0 � V potom dostaneme lokálnízákon zahování: �t� + div(�vT ) = 0 : (4.3)V referenèním popisu má rovnie kontinuity tvarDt�0 = 0 (4.4)a platí vztah � = �0= detF .Bilanèní rovnie pro moment hybnosti zapí¹eme následovnì:Dt(�0v) = DivS + �0b�t(�:v) + div(�:vvT ) = div T + �b (4.5)kde S; T 2 Rm�m . S se nazývá Piolùv-Kirhho�ùv tenzor a T je Cauhyho tenzor.b 2 Rm je objemová síla, kterou mù¾e být napøíklad gravitae. Tenzorové èleny zdepøedstavují tok a produke je zpùsobena objemovou silou. Mù¾e být ukázána platnostvztahu T = 1=(detF )SF T . Pro n 2 Sm�1 pøedstavuje hodnota S � n v (x; t) napìtí (síluna jednotku plohy) pøená¹ené èástií x v èase t pøes materiálovou plohu s normálou n,a hodnota T � n v (�, t) je napìtí pøená¹ené v bodì � a èase t pøes prostorový povrh snormálou n.Bilanèní rovnie pro zákon zahování hybnosti vypadají následovnì:SF T = FS ;T T = T : (4.6)A nakone rovnie pro zákon zahování energie:Dt(��0 + 1=2�0vTv) = Div(vTS +Q) + �0vT b+ �0r; q = QF T= detF (4.7)�t(�� + 1=2�vTv) + div((�� + 1=2�vTv)vT ) = div(vT + q) + �vT b + �rkde r jsou vnìj¹í energetiké vlivy doprovázené emisí a absorbí záøivé energie, Q a qjsou tepelné toky v referneèním a prostorovém popisu (v Rm�1), � je vnitøní energie na



4 Zákony zahování 9jednotku hmoty. Zákony bilane pro elkovou energii lze pøevést na formulai prvníhozákona termodynamiky.Jak u¾ jsme se zmiòovali, bilane entropie bude vyjádøena v nejobenìj¹í formulai ne-rovnií Dt(�0s) = Div(Q=�) + �0r=�; (4.8)kde s je spei�ká entropie (na jednotku hmoty) a � je absolutní teplota.Poznámka 4.1 Entropie je extenzivní velièina, která harakterizuje makroskopiký stavsystému, ale také vnitøní pohody (jedna z de�ni entropie øíká, ¾e je to logaritmus poètustavù, z kterýh je systém vytvoøen).Tato nerovnost je variantou druhého zákona termodynamiky. Øíká, ¾e rùst entropie uho-vané v nìjaké èásti tìlesa pøevy¹uje tok entropie skrz hranii a produki ve vnitøku. Vliteratuøe se objevuje pod názvem Clausius-Duhemova nerovnost.Dùle¾itá je pro nás forma rovni, které popisují bilanèní zákony. Mù¾eme ukázat, ¾e jsouspeiálními pøípady (1.1). Poslední nerovnost je zodpovìdná za testování termodyna-miké pøípustnosti fyzikálníh proesù, u kterýh dohází k nespojitostem. Poznámky ktomuto tématu mohou být nalezeny napøíklad v ([2℄). Jak uvidíme, analogiká nerovnostbude hrát klíèovou úlohu pro dokazování jednoznaènosti a existene.



Kapitola 5SelektoryPokusíme se pøepsat 1.1 do tvaru levé strany rovnie (4.8).Lemma 5.1 Buï � = �(u) : Rs ! R a q = q(u) : Rs ! Rd�1 . Za pøedpokladu, ¾e jsoufunke f; � a q dostateènì hladké a platí následujíí podmínka�ukqj = �ukf ji :�ui�; (5.1)j=1,2,. . .,(d-1), k=1,2,. . .,s, splòují hladká øe¹ení (1.1) automatiky rovnii�t�(u) + �xjqj(u) = 0: (5.2)D�ukaz. Pøímoèaøe spoèítáme vynásobením rovnie (1.1) výrazem ru�(u) a pou¾itím vìtyo derivai slo¾ené funke. Máme�tui:�ui� + �xjf ji (u):�ui� = 0;�tui:�ui� + �ukf ji (u):�xjuk:�ui� = 0; (5.3)i=1,. . .,s.Vidíme tedy, ¾e zvolením takového q, ¾e platí (5.1) pøepí¹eme rovnii na tvar (5.2). �De�nie 5.2 (�, q) z pøedhozího lemmatu se nazývá entropiký pár (� je entropie andq je k ní pøíslu¹ný entropiký tok).Poznámka 5.3 Na entropii mù¾eme po¾adovat dal¹í podmínky.Vìta 5.4 Neh» je f 2 C1 a u� klasiké øe¹ení perturbovaného problému�tu� + �xjf j(u�) = ��u�: (5.4)Buï u� ! u s.v. a ku�kL1(K) � (K),  = (K) a K je kompaktní podmno¾ina Rd+ . (�; q)je entropiký pár s C2 a konvexní entropií. Potom platí následujíí:u je slabé øe¹ení (1.1) a �t�(u) + �xjqj(u) 5 0 v D0: (5.5)10



5 Selektory 11D�ukaz. Platí vztah �uk:�uk� = ��(u)� �2uiuj�:ruiruj; (5.6)nebo»: ��(u) = �x1(�ui�:�x1ui) + �x2(�ui�:�x2ui) + :::+ �xd�1(�ui�:�xd�1ui) == (�x1(�ui�):�x1ui + �ui�:�2x1x1ui) + (�x2(�ui�):�x2ui + �ui�:�2x2x2ui) + ::: +(�xd�1(�ui�):�xd�1ui + �ui�:�2xd�1xd�1ud�1) =(�uiuk�:�x1uk�x1ui + �ui�:�2x1x1ui) + (�uiuk�:�x2uk�x2ui + �ui�:�2x2x2ui) +(�uiuk�:�xd�1uk�xd�1ui + �ui�:�2xd�1xd�1ui) (5.7)Ale z tohoto rozepsání u¾ vidíme rovnii (5.6).Nyní pøenásobíme rovnii (5.4) opìt èlenem ru�(u). Levou stranu pøepí¹eme pomoíentropikého páru na tvar (5.2) a do pravé strany dosadíme podle (5.6). Nyní ale zkonvexity � plyne: �t�(u�) + �xjqj(u�) 5 ���(u�) (5.8)Nyní vezmeme nezáporné � 2 D0 (nosiè N), vynásobíme jím rovnii (5.8) a pøeintegru-jeme (provedeme per partes): �� ZN �(u�)�t�� ZN qj(u�)�xj� 5 � ZN �(u�)�� (5.9)Existuje ale podle pøedpokladù na perturbovanou posloupnost konstanta  (zvolená promno¾inu N) tak, ¾e ku�kL1(N) � . Mù¾eme tedy v integráleh provést limitní pøehodya dostáváme platnost (5.5). (Analogiky druhá èást tvrzení.)Poznámka 5.5 (5.5) se nazývá entropikou nerovností. V Kapitole 4 byla nerovnost(4.8) vyjádøena v referenèním popisu. Vyjádøeme si ji je¹tì v prostorovém popisu:�t(�s) + div(�s:vT ) = div(q=�) + �r=� (5.10)Mù¾eme srovnat tvar této nerovnosti s (5.5). Jako matematiký selektor se uplatnilotakové kritérium, které má podobný tvar jako druhý zákon termodynamiky. Nyní pøed-veïme pøíslu¹nou vìtu, která dokazuje jednoznaènost a existeni v pøípadì omezenýhdat (o¾ je pøirozený po¾adavek pro velièiny vystupujíí v zákoneh zahování).Vìta 5.6 Buï f 2 C1(R) a u0 2 L1(Rd�1). Potom existuje právì jedno slabé øe¹eníu 2 L1(Rd�1 � (0; t)) Cauhyho problému pro rovnii (1.1)(s = 1) pro t > 0, kterésplòuje (5.5) pro v¹ehny konvexní entropie �.D�ukaz. Dùkaz tohoto výsledku mù¾e být nalezen v [5℄. �Poznámka 5.7 Je dùle¾ité zmínit, ¾e musíme ovìøit entropikou nerovnost pro v¹ehnyentropie. Vzniká tedy otázka, kolik entropií mù¾e daný hyperboliký systém pro �xní sa d mít. V pøípadì skalárníh rovni zákonù zahování (s = 1) máme nekoneènì mnohokonvexníh entropií, nebo» podle (5.1) odpovídá entropii � tok q = R u0 �0(s)f 0(s) ds.



5 Selektory 12Podmínky kompatibility reprezentují (d�1)s rovni pro d neznámýh funkí v obe-ném pøípadì s > 1. Takový systém je pøeurèen vyjma pøípadu (s = 2, d = 2). Z tétoúvahy vidíme, ¾e se nedá øíi, zda-li nìjaká entropie obenì existuje. Existenèní výsledekdostáváme ale v pøípadì symetrizovatelnýh systémù (dùkaz této vìty mù¾eme nalézt,napøíklad, v [12℄).Poznámka 5.8 Tvrzení 5.4 øíká, ¾e viskozitní øe¹ení (limity øe¹ení perturbované rovnie(5.4)) splòují entropikou nerovnost, v pøípadì stejnomìrné omezenosti øe¹ení perturbo-vané rovnie na kompakteh.Mù¾eme nalézt napøíklad v [11℄, ¾e viskozitní øe¹ení jsou dal¹ím selekèním kritériem.Ve skuteènosti (5.4) nemá formu podmínky pro øe¹ení (1.1). Mù¾eme ale øíi, ¾e se lzedívat na nìkteré pohody, kde zanedbáváme viskozitu, jako na limitní pøípady vazkýh.Perturbovaný èlen odpovídá u nìkterýh rovni zahrnutí viskozity.



Kapitola 6Slabá konvergeneDe�nie 6.1 Buïte CK(Rs) spojité funke s kompaktním nosièem. C0(Rs) bude znaèitzúplnìní CK(Rs) v supremové normì.Poznámka 6.2 C0(Rs) jsou spojité funke s nulou v nekoneènu.De�nie 6.3 Reprezentanti omezenýh lineárníh funkionálù na C0(Rs) se nazývají Ra-donovy míry.De�nujme také Prob(Rs) � f� 2 M(Rs); � je nezáporná, �(Rs) = 1g. (� je nezápornápokud pro v¹ehna g 2 C0(Rs), g = 0, platí �(g) = 0.)Poznámka 6.4 Budeme pou¾ívat znaèení M(Rs) = C0(Rs)� (s normou k:kM(Rs)) proprostor Radonovýh mìr. Dále bude znaèena dualita mezi M(Rs) a C0(Rs) pomoí zá-vorek h:; :i.)Radonovy míry mù¾eme také zavést z mno¾inového hlediska jako Borelovy míry, kteréjsou koneèné na kompakteh a vyhovují podmínkám vnìj¹í a vnitøní regurality. Potom jeformulována Rieszova vìta o reprezentai, která identi�kuje elementy (C0(Rs))� s tìmitomírami. Informae o této konstruki lze nalézt v [3℄.De�nie 6.5 L1(
; C0(Rs)) � ff : (x 2 
) 7! (fx 2 C0(Rs)), R
 kfxkC0(Rs) < 1g,
 � Rd+ je otevøená. Budeme psát L1w = L1(
; C0(Rs).De�nie 6.6 Buï 
 � Rd+ otevøená. Zobrazení � : 
 7! Prob(Rs) je slabì-*-mìøitelnépokud pro v¹ehny f 2 L1w je zobrazení x 7! h�x; fxi = RRs fx(�)d�x(�) mìøitelné. Zna-èíme L1w � f� : 
 ! Prob(Rs), � je slabì-*-mìøitelné, k�kL1w < 1g, kde k�kL1w �ess supx2
 k�xkM(Rs).Platí následujíí vztah mezi L1w a L1w :Lemma 6.7 L1w� = L1w a L1w je Banahùv prostor.D�ukaz. Dùkaz je v [12℄. �
13



6 Slabá konvergene 14Vìta 6.8 Uva¾ujme mìøitelnou posloupnost funkí un : Rd+ ! Rs . Potom:1) Existuje podposloupnost unk a soubor nezápornýh mìr �x, pro s.v. x 2 Rd+ , takovýh,¾e platí g(unk)*� ZRs g(�) d�x(�) v L1(Rd+) (6.1)pro g 2 C0(Rs).2) Jestli¾e naví kunkL1(Rd+) 5 k (6.2)stejnomìrnì v n, potom existuje kompakt K takový, ¾e supp �x � K a �x(Rs) = 1 pros.v. x 2 Rd+ . (6.1) potom platí pro libovolné g 2 C(Rs).D�ukaz.1)De�nujme posloupnost pravdìpodobnostníh mìr �nx � Æun(x) pro s.v. x 2 Rd+ a n 2 N .Potom pro f 2 L1w mámeh�nx ; fxi = ZRs fx(�) d�x(�) = fx(un(x)):Víme, ¾e posloupnost un(x) je mìøitelná v x a fx(�) je spojitá v �, tedy je slo¾enífx(un(x)) mìøitelné.Zavedeme �n : x 7! �nx . Potom podle de�nie 6:6 je �n slabì-*-mìøitelné. Dostáváme, ¾ek�nkL1w (Rd+) = ess supx2Rd+ kÆun(x)kM(Rs) = 1:Proto je posloupnost �n stejnomìrnì omezená v L1w (Rd+ ;M(Rs)). Potom podle Alaoglu-ovy vìty (dùkaz je napøíklad v [6℄) existuje podposloupnost (bude nadále znaèena �n)taková, ¾e �n *� � v L1w (Rd+ ;M(Rs)):To znamená, ¾e pro v¹ehny f 2 L1w(Rd+ ; C0(Rs)) platíhh�n; fii ! hh�; fii; (6.3)kde hh�; fii je kombinaí duality mezi L1w a L1w a slabé formulae. Nyní vezmeme speiálníf = �:g, kde � 2 L1(Rd+) a g 2 C0(Rs). Potom vidíme, ¾e f 2 L1w(Rd+ ; C0(Rs)). Tedyhh�nx (�); �(x):g(�)ii ! hh�x(�); �(x):g(�)ii; (6.4)o¾ neznamená ni jiného ne¾ZRd+ ZRs g(�) d�nx (�)�(x) dx! ZRd+ ZRsh�x(�); g(�)i�(x) dx; (6.5)pro v¹ehny g a � (n!1).Nyní �xujeme g a vyu¾ijeme faktu, ¾e �n je delta distribue v bodì un. ProtoZRd+ g(un(x))�(x) dx! ZRd+h�x(�); g(�)i�(x) dx; (6.6)



6 Slabá konvergene 15pro v¹ehny �, kdy¾ n ! 1. Ale toto u¾ je po¾adovaná slabá-*-konvergene, proto¾eh�x; gi je v L1(Rd+) pro ka¾dé g 2 C0(Rs).Abyhom to ukázali, potøebujeme, abysupx2Rd+ jh�x; gij <1:Ale j RRs g(�) d�x(�)j 5 RRs jg(�)j d�x(�) 5 kgkC0(Rs).Nakone vezmeme g 2 C0(Rs), g = 0, a � 2 L1(Rd+), � = 0. Máme podle (6.6)0 5 ZRd+ g(un(x))�(x) dx! ZRd+h�x(�); g(�)i�(x) dx;jak n!1. Tedy vidíme, ¾e �x je nezáporná pro s.v. x 2 Rd+ .2)Díky odhadu (6.2) máme h�x; gi = 0 pro v¹ehny g takové, ¾e supp g \ (Bk+(0)) jeprázdná mno¾ina (Br(0) je uzavøená koule se støedem v poèátku a polomìrem r) ,  > 0.(Máme posloupnost nul v (6.6), která jde k RRd+h�x(�); g(�)i�(x) dx.) Proto supp �x �Bk+(0) (stejnomìrnì) pro s.v. x 2 Rd+ .K dokonèení dùkazu vezmeme g0 � 1 on Bk+(0), g0 je spojitá s kompaktním nosièem,jg0j � 1 na Bk+(0). Obdr¾íme z (6:1):h�x; g0i = 1 for a.e. x 2 Rd+k�xkM(Rs) je supremum tìhto výrazù, tedy jsme získali spodní odhad k�xkM(Rs) = 1. Zeslabé-*-polospojitosti normy plyne:k�xkM(Rs) 5 lim inf k�nxkM(Rs) = 1Tedy �x je pravdìpodobnostní míra na Rs pro s.v. x 2 Rd+ . �Poznámka 6.9 V literatuøe se zobrazeni � øíká Youngova míra.D�usledek 6.10 Uva¾ujme mìøitelnou posloupnost funkí un : 
 ! Rs , 
 � Rd+ jeomezená otevøená mno¾ina. Neh» platí odhad:kunkLp(
) 5 l; 1 < p <1: (6.7)� 2 C(Rs) takové, ¾e j�(�)j 5 (1+ j�jq) pro v¹ehna �, kde  je konstanta nezávislá na �a q > 0. Potom existuje podposloupnost stále znaèená un a soubor pravdìpodobnostníhmìr �x, pro s.v. x 2 Rd+ , takovýh, ¾e platí�(un)(x)* ZRs �(�) d�x(�) v Lr(
); 1 < r 5 p=q:D�ukaz.Pro potøeby dùkazu de�nujme funke k(�), � 2 Rs :1; for j�j 5 kk + 1� �; for j�j 2 (k; k + 1) (6.8)0; for j�j = (k + 1):



6 Slabá konvergene 16Za�xujme r 2 (1; p=q℄, vezmìme h 2 Lt(
) (1=t + 1=r = 1), a de�nujme �k(u) =�(u):k(u), (bez újmy na obenosti je � = 0, jinak � = �+ + ��, kde �+ je pozitivní a�� negativní èást funke �).Cheme dokázat h�x; �i 2 Lr(
), kde �x je míra, která existuje podle èásti 1) Vìty 6.8.Dále oznaème I � R
 h(x)(�(un(x)) � h�x; �i). Tento integrál mù¾eme rozepsat jakoI = R
 h(x)(�(un(x)��k(un(x))+R
 h(x)(�k(un(x)�h�x; �ki)+R
 h(x)(h�x; �ki�h�x; �i).(Je pou¾ito znaèení: I = I1 + I2 + I3.) Uká¾eme, ¾e I1 ! 0 pro k!1 stejnomìrnì v n,I2 ! 0 pro n ! 1 a I3 ! 0 opìt pro k ! 1. Celkovì tím bude ovìøeno, ¾e integrál Ijde k nule.Potom mù¾eme vzít k tak velké, ¾e I1 a I3 jsou malé. Následnì lze zvolit n takové, ¾eI2 je malé. Konvergene v itegrálu I1 zùstane zahována, proto¾e je uniformní v n. Zpodmínek na rùst � máme:k�(un)kLr(
) 5 r(Z
(1 + jun(x)j)qr)1=r 5 0 stejnomìrnì v n: (6.9)Bude postupnì ukázáno zdùvodnìní konvergene pro integrály I1, I2 a I3:1. De�nujeme Ank � fx 2 Rd+; jun(x)j = kg. Podle de�nie k je (1 � k(un)) 6= 0na Ank . Dále je jI1j 5 R
 jh(x)j.j�(un(x)):(1 � k(un))j 5 RAnk jh(x)j:j�(un(x))j 5khkLt(Ank ).k�(un)kLr(Ank ) 5 :khkLt(Ank ) ! 0 pro k ! 1 stejnomìrnì v n. (Ank jelevel-set s �xovaným horním indexem n a h je mìøitelná funke.)2. Pou¾ijeme vnoøení Lt(
) ,! L1(
), které je platné na mno¾ináh koneèné míry(t > 1). Potom (h�nx ; �ki � h�x; �ki)*� 0 v L1(
), ponìvad¾ �k 2 C0(Rs). (Pou¾í-vána stejná strategie jako v dùkazu 6:8.)3. K zji¹tìní, ¾e I3 jde k nule pou¾íváme Leviho vìtu o monotonní konvergeni (dálejen vìtu o monotonní konvergeni) :0 5 �k 5 �k+1 5 � . Tedy RRs �k d�x ! RRs � d�x pro s.v. x 2 
 pro k !1.Pøedpokládejme dále, ¾e h = 0:Platí 0 5 h(x)h�x; �ki 5 h(x)h�x; �k+1i 5 h(x)h�x; �i a h(x)h�x; �ki ! h(x)h�x; �ipro s.v. x 2 
. Tedy znovu podle vìty o monotonní konvergeni máme ¾ádanývýsledek, ale stále mù¾e být R
 h(x)h�x; �i nekoneèný. Koneènost tohoto integráluh�x; �i 2 Lr(
) plyne z následujííh úvah.Pou¾íváme (6:9) a r > 1 (Alaogluova vìta). Platí nerovnost k�k(un)kLr(
) 5k�(un)kLr(
) 5  stejnomìrnì v k a n. Z toho vyplývá, ¾e pro v¹ehna �xovanák existuje posloupnost funkí ak(x) 2 Lr(
) a podposloupnost n (znaèená stejnì)taková, ¾e h�nx ; �ki*� ak(x) v Lr(
) stejnomìrnì v k pro n!1.Pokud to srovnáme s èástí 2) tohoto dùkazu, dostaneme ak(x) = h�x; �ki prov¹ehna k a s.v. x 2 
. Odtud plyne, ¾e kh�; �kikLr(
) 5  a opìt po¾ijeme Alao-gluovu vìtu.Tedy existuje funke a 2 Lr(
) taková, ¾e R
 h(x)h�; �ki ! R
 h(x)a(x) pro k!1(k je podposloupnost) pro v¹ehna h 2 Lt(
).Dostali jsme tedy, ¾e integrál R
 h(x)h�; �ki jde pro k !1 ke dvìma rùzným vý-razùm, které se tedy musí rovnat. Dosaïme za h = �E harakteristikou funki E,



6 Slabá konvergene 17kde E � 
 je mìøitelná mno¾ina. Potom máme REh�x; �i dx = RE a(x) dx. Nakonetedy dostáváme h�x; �i=a(x) 2 Lr(
) s.v. a I3 jde do nuly pro k !1.Doka¾me nyní, ¾e míry generované touto posloupností mají normu jedna. Udìlejme tove víe kroíh, nejprve uka¾me, ¾e platí následujíí:limk!1 supn2N jAnk j = 0 (6.10)je postaèujíí podmínka pro k�kL1w = 1.Opravdu, pokud E � 
 je mìøitelná mno¾ina pozitivní a koneèné míry, potom:1=jEj ZE(1� k(un(x)) 5 1=jEj:jAnk j 5 1=jEj supn2N jAnk j � �k ! 0; pro k !1 :Nyní pou¾ijeme pøedhozí nerovnost dohromady s Vìtou 6.8 aplikovanou na k a slabou-*-polospojitost normy. Z tohoto plyne1� �k 5 1=jEj ZE k(un(x))! 1=jEj ZEh�x; ki dx 5 1kEj ZE k�xkM(Rs) 5 1: (6.11)Tedy 1=jEj RE k�xkM(Rs) dx = 1 pro v¹ehny E meøitelné. Proto k�xkM(Rs = 1 pro s.v.x 2 
. Ovìøme tedy je¹tì, zda-li jsou funke un takové, ¾e podmínka (6.10) opravduplatí. Ale jAnk j:kp = ZAnk kp 5 ZAnk jun(x)jp 5 Z
 jun(x)jp 5 l: (6.12)Tedy jAnk j 5 l=kp a proto je nezávisle n a nlimk!1 jAnk j = 0: �Poznámka 6.11 Pøedpoklady na rùst � v pøedhozí Vìtì 6.8 jsou pøirozené (v kontextustlaèitelného proudìní), víe informaí mù¾e být nalezeno v [8℄ v kapitole 1 and 5. Vìta6.8 je u¾ívána v dùkazu jednoznaènosti a existene skalárníh hyperbolikýh rovni dru-hého øádu ([8℄, kapitola 4).Tento dùkaz lze rozhodnì zobenit do Rd+ v poslední èásti, kde poèítáme normu mìr.Konstruke s pozitivními mìøitelnými a koneènými mírami E není závislá na tom, zda-lijsme v omezené oblasti. V poslední nerovnosti (6.12) (ovìøení, ¾e (6.10) platí) mohu takédosadit místo 
 elé Rd+ . Omezenost 
 je potøeba pro vnoøení Lt(
) ,! L1(
), t > 1,které se pou¾ívá pro konvergeni prvního a druhého integrálu do nuly.Konstruke pro výpoèet normy mìr v dùkazu tohoto Dùsledku 6.10 lze pou¾ít pro vý-poèet normy i v pøípadì Vìty 6.8. V tomto pøípadì ale budou od urèitého k mno¾inyAnk prázdné. (Ka¾dopádnì v obou pøípadeh se pou¾ívá slabá-*-polospojitost normy.Niménì ve Vìtì 6.8 pøímo normy mù¾eme nabýt konkrétní volbou funke g.)Ve skuteènosti budeme pou¾ívat verzi této vìty (Lemma 6.13) kde u je stejnomìrnìomezená posloupnost v L1(R+ ; Lp(Rd�1)).



6 Slabá konvergene 18De�nie 6.12 Øíkáme, ¾e u 2 L1(R+ ; Lp(Rd�1)) kdy¾ existuje  <1 tak, ¾eku(:; t)kLp(Rd�1) <  pro s.v. t 2 R+ (a analogiky L1(R+ ; L1(Rd�1)).Uvedeme následujíí lemma, které bude pou¾ito v èásti o jednoznaènosti a existeni:Lemma 6.13 Uva¾ujme tedy opìt posloupnost mìøitelnýh funkí un : Rd+ ! R. Neh»platí kun(:; t)kLp(Rd�1) 5 ; pro s.v. t 2 R+ : (6.13)Uva¾ujme g 2 C(R) takové, ¾e platí rùstová podmínka jg(�)j 5 k:(1 + j�jq) pro v¹ehna�, kde k je nezávislá na g a q 2 [1; p). Potom existuje podposloupnost unk (nk = n) asoubor pravdìpodobnostníh mìr �x, pro s.v. x 2 Rd+ , takovýh, ¾e platílimn!1ZRd+ g(unk)(x)�(x) dx! ZRd+ ZR g(�)d�x(�) �(x) dx pro 2 � 2 L1(Rd+) \ L1(Rd+):(6.14)D�ukaz. Jak lze postupovat v dùkazu tohoto lemmatu je naznaèeno v [13℄, uvedeme jenomkrátkou poznámku. �Poznámka 6.14 Uvìdomme si, ¾e z � 2 L1(Rd+) \ Lp(Rd+) u¾ plyne � 2 Lp(Rd+) prov¹ehna p. Nebo»ZRd+ j�(x)jp dx = ZRd+ j�(x)jp�1:j�(x)j dx 5 k�kp�1L1(Rd+):k�kL1(Rd+): (6.15)Nyní odhadnìme výraz RRd+ jg(un(x))jj�(x)j dx pomoí rùstovýh podmínek na g. Mámej ZRd+ g(un(x))�(x) dxj 5 + k ZRd+ jun(x)jqj�(x)j dx: (6.16)Nyní pomoí Hölderovy nerovnosti a (6.13) dostáváme:ZRd+ j(un(y))jqj�(y)j dy 5 ZR+(ZRd�1 jun(x; t)jp)q=p:(ZRd�1 j�(x; t)jp=(p�q))(p�q)=p) dt 5kunkqL1(R+;Lp(Rd�1)): ZR+ k�(x; t)kLp=(p�q)(Rd�1) dt;kde Hölderovu nerovnost jsme mohli pou¾ít (q < p). Z toho plyne omezenost integráluna levé stranì (6.14).Poznámka 6.15 Na Youngovu míru �y mù¾eme pohlí¾et jako na objekt, který udáválimitní pravdìpodobnostní rozdìlení hodnot un v nìjakém okolí y pro n!1.Opìt oznaème BÆ(y) kouli se søedem v y a polomìrem Æ. Mù¾eme de�novat �n;Æx (A) �1=jBÆ(y)j:meas fx 2 BÆ(y); un(x) 2 Ag. �n;Æy je tedy pravdìpodobnostní rozdìlení hodnotun(x) pro x 2 BÆ(y). Potom jde ukázat [1℄, ¾e�y = limÆ!0 limn!1 �n;Æx ;kde konvergene je slabá-* ve smyslu mìr. (Nevznikne ale Youngova míra, kdy¾ se provedejako první limitní pøehod Æ ! 0. Musí se tedy vzít do úvahy i okolí bodu y.)



6 Slabá konvergene 19Pøíklad 6.16 V pøípadì posloupnosti sin(nx) mù¾eme zkonstruovat Youngovu míruexpliitnì (nìkteré úvahy lze nalézt v [3℄):d�x(�) = 1� : d�p1� (�)2 :��1;1(�)Potom pro v¹ehna g 2 C(R) máme podle (6.1)g(sin nx)*� 1� Z 1�1 g(�)p1� (�)2 d� v L1(R): (6.17)



Kapitola 7Zobenìná øe¹eníPojem slabého øe¹ení byl de�nován v Kapitole 3. Ka¾dé øe¹ení bude u¾ v dal¹ím textupova¾ováno automatiky za slabé. Nyní defnie øe¹ení v míráh (zavedeme pojmy propøípad skalární rovnie (1.1)):De�nie 7.1 Slabì-*-mìøitelné zobrazení � : x 7! �x, � : Rd+ ! Prob(R) se nazve øe¹enív míráh rovnie (1:1) pokud splòuje�th�x; Idi+ �xj h�x; f ji = 0v D0.Kombinae pøedhozíh de�ni s entropikou nerovností nám dá následujíí:De�nie 7.2 Youngova míra � asoiovaná k posloupnosti funkí perturbované rovniese nazývá entropiké øe¹ení 1.1 v míráh, jestli¾e�th�(x;t)(�); �i+ divh�(x;t)(�); qi 5 0 (7.1)v D0 v Rd+ pro v¹ehny konvexní entropie a pokud pro v¹ehny kompaktní mno¾iny K �Rd�1 platí limT!0+ 1T Z T0 ZKh�(x;t)(�); j�� u0(x)ji dxdt = 0: (7.2)Funke u se nazývá entropiké øe¹ení rovnie, jestli¾e Æu je entropiké øe¹ení v míráh.
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Kapitola 8JednoznaènostV této kapitole budeme uva¾ovat pouze f splòujíí:jf(�)� f(�)j = O(j�j� + j�jq + j�j� + j�jq); (8.1)1 5 q < p, a (d� 2)=(d� 1) < � 5 1.Uva¾ujeme entropie �(�) = j� � kj (staèí uva¾ovat tyto entropie, proto¾e potom u¾je entropiká nerovnost splnìna pro v¹ehny konvexní entropie), pro v¹ehna k, a k nípøíslu¹ný tok q = sgn(�� k)(f(�)� f(k)), kdesgn(�) � � �j�j ; jestli¾e � 6= 00; jestli¾e � = 0: (8.2)V de�nii entropikého øe¹ení (7.2) vezmeme u 2 L1(R+ ; Lp(Rd�1))\L1(R+ ; L1(Rd�1)).Poznámka 8.1 Výsledky jsou zalo¾eny na Lemmatu 6.13. Pøedpoklady na un jsou vtomto lemmatu pøipravené tak, aby mohl být pou¾it odhad na øe¹ení perturbované rov-nie, který je potøeba pøi dùkazu existene.V dal¹ím se bude vyu¾ívat konvoluí s následujíími funkemi:De�nie 8.2 Funke w : Rd ! R se nazve molli�er, pokud splòuje:w 2 C10 (Rd); suppw � fx 2 Rd : jxj 5 1g;w(x) = 0; ZRd w(x) dx = 1; w(x) = w(�x); w� = w(x=�)=�d; � > 0 (8.3)Pøedpokládejme tedy, ¾e z paraboliké perturbae dostaneme posloupnost funkí un,pro které platí (6.13). Lze dokázat následujíí výsledek:Vìta 8.3 Pøedpokládejme, ¾e f splòuje pøedpoklady v (8.1). Buïte � a � Youngovy míry,které pøíslu¹í k posloupnostem un a vn, které splòují (6.13). Neh» vyhovují nerovnosti(7.1). Potom�th�x; (�)
 �x(�); j(�� �)ji+ divh�x(�)
 �x(�); sgn(�� �)(f(�)� f(�))i 5 0; (8.4)v D0 v Rd+ , kde �x 
 �x oznaèuje tenzorový souèin mìr d�x(�) d�x(�) na R � R.21



8 Jednoznaènost 22D�ukaz. Zdùvodnìní je v [13℄. �Vìta 8.4 Neh» jsou � a � dvì entropiká øe¹ení v míráh skalární rovnie (1.1), potomexistuje funke w 2 L1(R+ ; L1(Rd�1)) \ L1(R+ ; Lp(Rd�1)) (8.5)taková, ¾e �x = �x = Æw(x) pro s.v. x 2 Rd+ .D�ukaz.Kdy¾ doká¾eme platnost následujíí rovnosti, budeme hotovi:ZR�R j�� �j d(�x 
 �x) = 0; (8.6)pro x 2 E, kde E je mìøitelná podmno¾ina Rd+ a míra Rd+ n E je nula.Z toho u¾ plyne, ¾e �x a �x mají nosièe, v kterém le¾í jediný spoleèný bod w(x) prov¹ehna x 2 E.Pro spor pøedpokládejme, ¾e �1 2 supp �x a �2 2 supp �x (�1 6= �2). Potom existujífunke  1,  2 2 C0(R) takové, ¾e supp  1 \ supp  2 = ;, h�x;  1i > 0 a h�x;  2i > 0.Podle (8.6) máme ale0 < ZR�R  1(�) 2(�) d(�x
�x) 5 k 1(�) 2(�)=(���)kL1(R�R): ZR�R j���j d(�x
�x) = 0;o¾ je spor.Doka¾me nyní rovnost (8.6). De�nujme funke  n(r):1; pro 0 5 r 5 n2(1� r=2n); pro n < r 5 2n0; pro r > 2n (8.7)a  n� �  n � w�; � > 0; kde w� je jednodimenzionální analogie molli�eru.Buï nyní � 2 C10 ; � = 0. Potomj ZRd+h�(x;t)(�)
 �(x;t)(�); q(�; �)i�(t):r n� (x)j 5k:(ZRd+h�(x;t); j�j� + j�jqi+ ZRd+h�(x;t) ; j�j� + j�jqi)�(t):jr n� (jxj)j 5:(kr n� (jxj)kL1=(1��)(Rd�1) + kr n� (jxj)kL1(Rd�1)); (8.8)nebo» v prvním odhadu pou¾ijeme (8.1) a k druhé nerovnosti pou¾íváme Jensenovu aHölderovu nerovnost.Z de�nie funke  n: Pou¾íváme �xi n� (jxj) = =n:xi=jxj; i = 1; :::; d. Proto platíjr n� j 5 =n. Integrál RRd�1 jr n� j1=(1��) je rùzný od nuly jenom pro n 5 jxj 5 2n.Máme tedy: kr( n� )kL1(Rd�1) 5 kr( n� )kL1=(1��)(Rd�1) 5 :n(d�1):(1��)�1



8 Jednoznaènost 23Pro � > (d� 2)=(d� 1) je tedylimn!1 kr n� kL1=(1��)(Rd�1) = 0: (8.9)Máme An(t) � RRd�1h�(x;t) 
 �(x;t); j�� �ji n� (jxj) dx: Potom An 2 L1lo(R+).Jestli¾e t1 a t2 (t1 < t2) jsou Lebesgueovy body An(t) a � jde k harakteristiké funkiintervalu (t1; t2), dostaneme z Vìty 8:3, 8:8 a pou¾ití testovaí funke �: n v (8.4), ¾eAn(t2)� An(t1) 5 C:kr n� kL1=(1��)(Rd�1): (8.10)Cheme nyní ukázat limT!0+ 1T TZ0 An(t) dt = 0 (8.11)s pomoí (7.2).Na pøíklad z existenèního Lemmatu 6:13, z kterého máme existeni pravdìpodobnostníhmìr, vidíme ¾e mno¾iny fx 2 Rd�1 : h�(x;t); 1i 6= 1g a fx 2 Rd�1 : h�(x;t); 1i 6= 1g mají nu-lovou Lebesguovu míru v Rd�1 pro s.v. t 2 R+ . Pro tato t mámeAn(t) 5 ZRd�1h�(x;t) 
 �(x;t); j�� u0j+ ju0 � �ji n� dx = (8.12)= ZRd�1h�(x;t) 
 �(x;t); j�� u0ji n� dx+ ZRd�1h�(x;t) 
 �(x;t); j�� u0ji n� dx:(8.12) zkombinovaný s (7.2) nám dává (8.11). Z (8.10) a (8.11) plyneAn(t) 5 :kr n� kL1=(1��) : (8.13)Vìta o monotonní konvergeni dohromady s (8.9) dokazuje (8.6). �



Kapitola 9ExistenePoznámka 9.1 Nejprve se provede paraboliká regularizae (1.1). Takto získaná po-sloupnost vn vyhovuje pøedpokladùm (6.13) a pøiøazená � je øe¹ení v míráh.Potom z Vìty 8.4 plyne, ¾e existuje funke w vyhovujíí (8:5) taková, ¾e � = Æw.Vìta 9.2 Neh» f splòuje rùstovou podmínku (8.1) a u0 2 L1(Rd+) \ Lp(Rd+). Potomexistuje jednoznaèné entropiké øe¹ení w skalární rovnie (1:1) takové, ¾ekw(:; t)kLr(Rd�1) 5 ku0kLr(Rd�1); (9.1)pro s.v. t 2 R+ a 1 5 r 5 p.D�ukaz. Uva¾ujme tedy následujíí parabolikou regularizai (1:1):�tu�n + �xjf j�n(u�n) = 1=n:�u�n v Rd+ (9.2)u�n(:; 0) = u�n0 na Rd�1 (9.3)kde u�n0 a f�n jsou regularizae u0 a f splòujíí u�n0 ! u0 v L1(Rd�1) a f�n � f �w�n (w�nje (d�1)-dimenzionální molli�er) s �n takovými, ¾esupjj5�n jf(x+ )� f(x)j 5 1=n pro jxj 5 ku�n0 kL1(Rd�1): (9.4)V dal¹í èásti dùkazu budeme pou¾ívat zkráenou notai u�n � un (u�n(:; 0) � un0 ) af�n � fn.Paraboliká perturbae (9.2) má jednoznaèné øe¹ení vn pro ka¾dé n (viz [4℄), které vy-hovujekvn(:; t)kLr(Rd�1) 5 kun0kLr(Rd�1) 5 ku0kLr(Rd�1) + �n; t 2 R+ ; 1 5 r 51 a �n ! 0;(9.5)kde poslední nerovnost plyne z trojúhelníkové nerovnosti (heme mít funke vn odhad-nuté stejnomìrnì jako v Lemmatu 6.13). Doka¾me nyní existeni Youngovy míry �, kterávyhovuje (7.2).a)Za tím úèelem de�nujeme regularizae sgn(x), jx� kj a q(x; k) pro k 2 R:jÆ(x) � sgn �wÆ, �Æ(x; k) � R xk jÆ(y � k) dy, qÆ(x; k) � R xk f 0n(y)jÆ(y � k) dy24



9 Existene 25Vynásobení (9.2) s �:jÆ(vn � k), kde � = 0, � 2 C10 (Rd+) a u¾ití j 0Æ = 0 nám dáváZRd+(�Æ(vn(x); k)�t�+ qÆ(vn(x); k):r�) dx = (9.6)1=n:(ZRd+ jrvnj2:j 0Æ(vn�k)� dx�ZRd+ �Æ(vn(x); k)�� dx) = �=n(kvnkL1(R+;L1(Rd�1))+1):(9.7)Neh» Æ jde k nule v této rovnii a u¾itím (9.3) a (9.5) dostáváme pro v¹ehna k 2 RZRd+(jvn � kj�t�+ sgn(vn � k)(fn(vn)� fn(k)):r�) dx = (�=n): (9.8)Posloupnost vn vyhovuje pøedpokladùm v Lemmatu 6:13 (podle (9.5) vý¹e), tedy existujeYoungova míra � a podposloupnost vnj (oznaèovaná vj), která vyhovuje (6.14).Neh» nyní j jde do nekoneèna v (9.8) (polo¾íme j místo n) a u¾ijeme vlastnosti �n:limj!1ZRd+(sgn(vj � k)(fj(vj)� fj(k):r�) dx == limj!1(ZRd+ sgn(vj � k)(fj(vj)� fj(k):r�) dx +ZRd+ sgn(vj � k)(fj(vj)� f(vj) + fj(k)� f(k)):r�) dx =ZRd+h�; sgn(�� k)(f(�)� f(k))i:r� dx: (9.9)Z tohoto plyne (po provedení stejné proedury s prvním èlenem v (9.8)), ¾e � vyhovuje(7.1).b)Nyní doká¾eme, ¾e � vyhovuje také poèáteèní podmíne. Za tím úèelem de�nujme ná-sledujíí dvì funke g a Q:g(�) = j�jr a Q(�; �0) = g(�)� g(�0)� g0(�0)(�� �0); (9.10)r 2 (1; min(2; p)). Pro nìjakou kompaktní K � Rd�1 mámeZKh�; j�� u0ji dx 5 (K)(ZKh�;Q(�; u0)i dx)1=2:Z Jensenovy nerovnosti dostáváme1=T Z T0 (ZKh�; j�� u0ji dx)dt 5 (K)(1=T Z T0 ZKh�;Q(�; u0)i dxdt)1=2: (9.11)Buï  m ! g0(u0) v Lr=r�1(Rd�1), kde  m 2 C10 (Rd�1). Z výsledkù Lemmatu 6.13 a (9.5)plyne:Z T0 ZKh�;Q(�; u0)i dxdt 5 Z T0 ZKh�; j�jr � ju0jr � g0(u0)(�� u0)i dxdt



9 Existene 26= Z T0 ZKh�; u0 � �i m dxdt+ T ZRd�1nK ju0jr dx ++ 2Tku0kLr :kg0(u0)�  mkLr=(r�1): (9.12)Buïte Ki kompaktní mno¾iny takové, ¾e K � K1 � K2 � :::;SKi = Rd�1 . Proto¾eQ(�; u0) = 0, mámeZ T0 ZKh�;Q(u0 � �)i dxdt 5 Z T0 ZKih�;Q(u0 � �)i dxdt: (9.13)Pomoí (9.12)(s K místo Ki) a pøedpokladu u0 2 L1(Rd�1) \ Lp(Rd�1) je1=T Z T0 ZKh�;Q(�; u0)i dxdt 5 1=T Z T0 ZKh�; u0 � �i dxdt+ 2ku0kLrkg0(u0)�  mkLr=(r�1): (9.14)Tedy pro dùkaz (7.2), staèí podle (9.11) a konstruke  m dokázatlimT!0+ 1T TZ0 ZRd�1h�; ju0 � �ji  m dxdt 5 0: (9.15)Uva¾ujme nyní1T Z T0 ZRd�1(u0(x)� vn(x; t)) m(x)dxdt == ZRd�1(u0(0)� un0) m(x)dx�� 1T Z T0 ZRd�1 Z t0 �svn(x; s) m(x) dsdxdt(Nyní oznaèíme integrály na pravé stranì této rovnosti jako In1 a In2 .) Pomoí (9.2),rùstovýh podmínek na f , nerovnosti (9.5) a Lemmatu 6.13 dostanemeIn2 = � 1T Z T0 ZRd�1 Z t0 (fn(vn(x; s)):r m + 1=n:vn� m) dsdxdt 5 (m)T: (9.16)In1 jde k nule pro n!1, proto¾e un0 ! u0 v L1(Rd�1). Z toho plyne1=T TZ0 ZRd�1h�; ju0 � �ji dxdt = limn!1 1T TZ0 ZRd�1(u0 � vn) m(x)dxdt 5 (m)T; (9.17)o¾ dokazuje (9.15). Následujíí lemma kombinované s (9.4) dokazuje (9.1). �Lemma 9.3 Pøedpokládejme, ¾e � je Youngova míra asoiovaná k posloupnosti un(x)vyhovujíí (6.13). Potom z �x = Æu(x) s.v. (9.18)plyne un ! u v Lrlo(Rd): (9.19)



9 Existene 27D�ukaz. Neh» 1 < r < min(2; p) a buïte funke Q, g jako v dùkazu pøedhozí vìty.K � Rd�1 . Z Taylorova rozvoje Q mámeZK jun � ujr 5 (ZK jun � uj2=(1 + junj+ juj)2�r)r=2:(ZK(1 + junj+ juj)r)2�r=2;kde z Vìty 6.13 RK(1 + junj+ juj)r)2�r=2 5 CK. Z toho mámeZK jun � ujr 5 C(ZK Q(un; u))r=2: (9.20)Buï �m 2 L1(Rd+)\L1(Rd+), �m ! g0 v Lr=(r�1)(Rd+), potom (9.18) a výsledky Lemmatu6.13 dávají limn!1ZK Q(un; u) = � limm!1 limn!1(ZK �m(un � u) dx�� ZK(g0(u)� �m)(un � u) dx) � limm!1 limn!1(kunkLr(K) ++ kukLr(K)):kg0(u)� �mkLr=(r�1)(K) = 0 (9.21)Kombinaí (9.20) a (9.21) mámelimn!1ZK jun � ujr dx = 0; (9.22)o¾ dokazuje (9.19) pro 1 < r < min(2; p).Pøípad r = 1 plyne z Cauhyho nerovnosti. Pøedpoklady v Lemmatu 6.13 ukazují, ¾ekukLp(K) a kunkLp(K) jsou omezené (stejnomìrnì v n), proto (9.22) dohromady s inter-polaèní nerovnií (Hölderova nerovnost aplikovaná na funki junjr�junjr(1��), 0 5 � 5 1)kun � ukLr(K) 5 kun � uk�Ls(K):kun � uk1��Lp(K); (1� �)=p+ �=s = 1=rdokazují (9.19) pro 2 5 r < p. �



Kapitola 10Závìr a shrnutíPráe zkoumá popis øe¹ení hyperbolikýh rovni zákonù zahování pomoí pravdìpo-dobnostníh mìr. V první èásti práe je vysvìtleno, o v pøírodì tyto rovnie popisují.Je ukázáno, ¾e jeden z dùle¾itýh selektorù-entropiká nerovnost-má obdobný tvar jakodruhý termodynamiký zákon, pokud se provede identi�kae � = �:s a q = �s:vT . Exis-tují ale i jiné selektory a je otázka, jaké mezi nimi jsou vztahy. Entropiká nerovnostslou¾í jako kritérium výbìru jednoznaèného øe¹ení v pøípadì rovni s omezenými poèá-teèními daty. Stojí za pov¹imnutí, ¾e právì velièiny ve fyzikálníh zákoneh zahováníjsou omezené.Dal¹í èást práe u¾ je vìnována vybudování aparátu pro statististiký popis, nebo» pøímýlimitní pøehod slabou-*-konvergení (která se v prái pou¾ívá) v èlenu f(u) není mo¾ný.Základním prostorem jsou spojité funke s nulou v nekoneènu (zkoumáme spojitou neli-nearitu f). Jsou dokázány dvì základní vìty. Jedna (Vìta 6.8) je formulována pro pøípadposloupnosti funkí (která vznikne z perturbované rovnie) stejnomìrnì omezenýh vL1(Rd+) a druhá (Dùsledek 6.8) je zformulována pro funke stejnomìrnì omezené vLr(
), 
 � Rd+ je omezená otevøená mno¾ina v Rd+ a 1 < r 5 p=q. Dùkaz v pøípadìDùsledku 6.10 pou¾ívá existeni mìr právì z Vìty 6.8, proto¾e ta závisí jenom na mì-øitelnosti posloupnosti funkí un perturbované rovnie. Pravdìpodobnostní míry, jejih¾existeni Vìta 6.8 zaji¹»uje, mají omezený nosiè. To je, jak vidíme z dùkazu, dùsledekstejnomìrné omezenosti funkí un v L1(Rd+). V dùkazu Dùsledku 6.8 nemáme takovýtopøedpoklad k dispozii, míry mají tedy neomezený nosiè. (Pøedpoklad stejnomìrné ome-zenosti v Lr(
) se vyu¾ívá pro Alaogluovu vìtu.) Dùkaz jednoznaènosti se opírá o Vìtu8.3, v které se s mírami provede nejprve proes zhlazení pomoí konstruke s molli�ery.Uká¾e se, ¾e takovéto míry u¾ jsou diferenovatelné a platí pro nì obdoba Leibnizovapravidla ([13℄). Dùkaz existene je postaven na nerovnosti (9.5), pro kterou je i volenprostor L1(R+ ; Lp(Rd�1)).

28



Literatura[1℄ Ball, J.M. : A version of the fundamental theorem for Young measures. In: PDEsand Continuum Models of Phase Trans., Leture Notes in Physis, Vol. 344, Rasle,M., Serre, D., Slemrod, M. (eds), Springer{Verlag, Berlin{Heidelberg{New York,241{259, 1989.[2℄ Dafermos, C. : Hyperboli onservation laws in ontinuum physis. Springer Verlag,2005.[3℄ DiPerna, R.J. : Measure-valued solutions to onservation laws. Arh. Rat. Meh.Anal. 88 (1985), 223{270.[4℄ Friedman, A. : Partial di�erential equations of paraboli type. Prentie-Hall Int.In., 1964.[5℄ Kru¾kov, S.N. : First order quasilinear equations in several independent variables.Math. USSR Sb. 10 (2), (1970), 217{243.[6℄ Godlewski, E., Raviart, P.A. : Hyperboli Systems of Conservation Laws. Mathe-matiques & Appliations, S.M.A.I., Ellipses, Paris, 1991, (in English).[7℄ Luke¹ J., Malý J. : Míra a integrál, Karolinum, Praha, 1993, 2002.[8℄ Málek J., Neèas J., Rokyta M., Rù¾ièka M. : Weak and measure-valued solutionsto evolutionary partial di�erential equations. Chapman & Hall, 1996.[9℄ Mar¹ík, F. : Termodynamika kontinua. Aademia, Praha, 1999.[10℄ von Neumann, J. : Colleted works, Volume 6, Shok waves. Pergamon Press, NewYork, 1963.[11℄ Renardy, M., Rogers, R.C. : An Introdution to Partial Di�erential Equations.Springer-Verlag, New York, 1993.[12℄ Rokyta, M. : Euler equations and their numerial solution by the �nite volumemethod. Disertaèní práe (CS.). MFF UK, Praha, 1992.[13℄ Szepessy, A. : An existene result for salar onservation laws using measure valuedsolutions. Commun. in Partial Di�erential Equations 14 (10) (1989), 1329{1350.
29


