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Kapitola 1

Uvod

1.1 Formulace problému

Jednim ze zajimavych problému univerzdlni algebry je pro danou kone¢nou
mnozinu rovnosti ¥ najit zpusob jak urcit, které rovnosti jsou dusledky 3.

Mnozina 3 generuje plné invariantni kongruenci € na algebie termu
U(X) a muzeme tedy uvazovat faktorovou algebru U(X)/0. Potom u = v
je dusledkem ¥, pravé kdyz se u a v nachazeji ve stejné tridé ekvivalence
podle 0. Jednim z moznych pristupu jak urcit, zda v = v, je vybrat z kazdé
tTidy ekvivalence jednoho zastupce tak, abychom na zakladé zadaného termu u
byli schopni urcit zastupce patiiciho do stejné tiidy ekvivalence jako u. Tento
zastupce se obvykle nazyva normélni formou termu wu.

Oznacme v zobrazeni pritazujici termu u jeho norméalni formu. Potom
ziejmé u = v je dusledkem 3, prave kdyz v(u) = v(v). Zbyva vsak otézka, jak
pocitat normalni formu.

Jednou z odpovédi na tuto otazku je prepisujici systém. Jedna se o soubor
rovnosti chapanych jako pravidla, jak prepisovat termy na jiné termy, ktery
mé& dalsi vlastnosti. Volbou vhodného prepisujiciho systému tak muzeme za
priznivych okolnosti dostat soubor pravidel, ktera kazdy term prepisi postupné
na jeho normdlni formu. UkéZeme si algoritmus, jak na zdkladé dané rov-
nosti generovat potfebny pirepisujici systém. Pokud se algoritmus po konecném

poctu kroku zastavi, mame piredpis, jak pocitat normalni formu.



Dalsim dusledkem je popis volné algebry ve varieté urcené Y. Tato al-
gebra je izomorfni U(X)/6, nosnou mnozinou je mnozina normalnich forem
a operace je definovdna jedinym moznym zpusobem — f(v(u),...,v(u,)) =
v(f(ug, ... uy)).

V této praci se omezime na grupoidy, budeme tedy zkoumat rovnosti

s jednou binarni operaci.

1.2 Clenéni prace

V druhé kapitole je budovan matematicky aparat, o ktery se prace opira.
Zacina nékolika tvrzenimi z teorie grafl, kterd vyuzijeme na konci treti ka-
pitoly. Nasleduji zédkladni definice a tvrzeni o algebrach a varietach algeber,
dalsi oddil pak ptredstavi pojem rovnicovych tiid a da je do souvislosti s vari-
etami.

Posledni oddil pak pfechazi od obecné teorie k varietdm grupoidu
a predstavuje prepisujici systémy coby nastroj, ktery je mozno pouzit pro
nami stanoveny tkol.

Treti kapitola zkouma variety ur¢ené rovnosti x = t, kde t je term délky
5, jehoz prvni proménnd je x a posledni proménna je ruzna od z, navic se
zabyva jen takovymi termy, které obsahuji alespon tfi rizné proménné. Termu
vyhovujicich této podmince je 406, tato prace fesi 248 z nich.

Ctvrta kapitola se pak zabyva varietami uréenymi rovnosti = ¢, kde ¢ je
term délky 5, jehoz prvni i posledni proménna je rizné od x. Opét se zamétuje
na termy, které obsahuji alespon tfi riizné proménné. Termt tohoto typu je 770
(pocitame jen ty, které na pravé strané obsahuji proménnou z, ty totiz mohou
byt zajimavé), z nichz tato prace fesi 616 a véta v zavéru kapitoly ukazuje,
ze dalsich 28 termu (tedy rovnosti, jejichz pravou stranou termy jsou) urcuje
tutéz varietu — ovsem ponechava otevienou otazku, jak vypada volny grupoid

a zda tato varieta neni trivialni.



Kapitola 2
Zakladni definice a véty

Cela prace se zabyva varietami urcenymi rovnostmi, vybudujme si tedy aparat,
na némz stavime. Protoze cilem této prace neni vytvorit dalsi uc¢ebnici uni-
verzalni algebry, uvedené véty ponechame bez dikazi. Obsah prvniho oddilu
patii do teorie grafii, uvedeny aparat je zakladem pro Knuth-Bendixuv algo-
ritmus z [5]. Definice, znéni vét i jejich dukazy z druhého a tfetiho oddilu lze

najit v [1] a [2], posledni oddil je pfevzat z [3].

2.1 Konfluentni grafy

Zactneme neékolika tvrzenimi z teorie grafi, kterd vyuzijeme na konci pristi

kapitoly.

Definice 2.1. Necht je dén orientovany graf G. Potom fekneme, 7ze G je
konecné terminugici, pokud v G neexistuje nekonecnd orientovand cesta (tedy
posloupnost xy, x, ... vrcholu G takova, ze hrana vede z x; do x; 1 pro ¢ > 1).

Vrchol v orientovaného grafu G je termindlni, pokud neexistuje vrchol u
takovy, ze vede orientovand hrana z t do v. V konecné terminujicim grafu tedy
kazdd orientovand cesta konc¢i v terminalnim vrcholu.

G nazveme konfluentnim, pokud pro kazdou trojici vrcholu ¢, u, v grafu
G takovych, ze existuje orientovand cesta z ¢ do w a z t do v, najdeme vrchol

w takovy, ze existuje orientovana cesta z u do w a z v do w.



G je lokdlné konfluentni, pokud pro kazdou trojici vrcholu ¢, u, v grafu G
takovych, ze existuje hrana z t do u a z t do v, najdeme vrchol w takovy, ze
existuje orientovana cesta z u do w a z v do w.

Koneéné tekneme, ze G je konvergentni, pokud je konetné terminujici

a zaroven konfluentni.

Véta 2.1. Je-li G konecné terminujici a lokdlné konfluentni, potom je konflu-

entni (a tedy konvergentni).

Véta 2.2. Je-li G konvergentni, potom kazdy vrchol v grafu G je spojen (ne-

orientovanou) cestou prdvé s jednim termindlnim vrcholem.

2.2 Algebry a variety

Definice 2.2. Pro neprazdnou mnozinu A definujme A° = {#} a pro kladné
celé ¢&islo n pak bud A" mnoZina vsech uspoiadanych n-tic prvka A. n-drni
funkci rozumime jakékoliv zobrazeni f : A™ — A, n se nazyva arita funkce f.
Funkce se nazyva konstantou, je-li jeji arita 0 (takova funkce je plné uréena ob-
razem prazdné mnoziny, coZ je jediny prvek A°, jedn4 se tedy o prvek mnoZiny

A).

Definice 2.3. Typ algebry je mnozina § funkcnich symbolu takova, ze kazdy
prvek f € § ma prifazeno nezaporné celé cislo n, které se nazyva aritou f,
o f pak hovorime jako o n-drnim funkcénim symbolu. Podmnozinu n-arnich

funkénich symbolu znac¢ime §,,.

Definice 2.4. Algebrou A typu § nazveme usporadanou dvojici (A, F'), kde
A je neprazdnd mnozina a F' je mnozina funkci na A indexovand prvky § tak,
ze pro kazdy odpovidajici n-arni funkéni symbol f € § mame n-arni funkci
fA na A. Mnozinu A budeme nazyvat nosnou mnoZinou algebry A = (A, F),

funkce f2 pak fundamentdlnimi funkcemi.

Definice 2.5. Méjme dany algebry A a B stejného typu §. Potom funkce
a : A — B se nazyva homomorfismus z A do B, pokud pro kazdy n-arni

funkéni symbol f € § a kazdou uspotadanou n-tici (ay,...,a,) prvku A plati

afay,. .. an) = [B(aay, ..., aa).



Je-li zobrazeni a prosté, mluvime o monomorfismu, je-li na, mluvime o epi-
morfismu, zobrazeni zaroven prosté a na nazyvame izomorfismem (a znacime

A ~ B).

Definice 2.6. Mé&jme ddny algebry A a B stejného typu. Rekneme, ze B je
podalgebrou A, pokud B C A a kazd4 fundamentalni funkce fB je restrikei
pifslusné fundamentdlni funkce f4 na B.

Jinak feceno, podalgebra vznikne tak, ze z nosné mnoziny vybereme
urcitou podmnozinu takovou, ze na ni jsou vSechny fundamentalni funkce
uzavieny, tuto podmnozinu prohldasime nosnou mnozinou podalgebry a fun-

damentélni funkce na ni zuzime.

Definice 2.7. Necht A je algebra a X C A. Potom fekneme, Ze A je genero-
vana X, pokud nejmensi podalgebra A obsahujici prvky X je pravée A. Tedy
jinak feceno, vyjdeme-li z X a hledame-li mnozinu M obsahujici X a uzavienou

na operace algebry A, potom nejmensi takovou mnozinou je A.

Definice 2.8. Necht A je algebra typu § a 6 je relace na A. Potom 6 nazveme
kongruenci na A, pokud pro kazdy funkéni symbol f € §, a prvky a;,b; € A
takové, 7e a;0b; pro 1 <i <, je fA(ay,...,a,)0f2(b,...,by).

Kongruence 0 na A se nazyva upiné invariantni, pokud pro kazdy endo-
morfismus a na A z afb plyne aafab. Je snadné ovérit, ze Gplné invariantni
kongruence jsou uzavieny na libovolné pruniky, je proto korektni pro relaci r
na A definovat nejmensi iplné invariantni kongruenci obsahujici r. Nazyvame

ji uplné mvariantni kongruenci generovanou r.

Nyni muzeme definovat algebru A /60 na tiidéch ekvivalence A/6. Pro f €
Sn aa,...,a, € A bud hodnota f aplikovaného na (a1/0,...,a,/0) rovna
fA(ai,...,a,)/0. Z predchozi definice vidime, Ze pro kazdé f dostaneme funkci

a je tak korektné definovana struktura algebry.

Definice 2.9. Mnozinu vSech kongruenci na A oznacime ConA. Necht 6 je
kongruence na A. Faktorovd algebra A /0 je algebra, jejiz nosnd mnozina je
A/6 a fundamentalni operace spliwji f2/%(a,/0,...,a,/0) = f2(ay,...,a,)/0
pro f €§,aay,...,a, €A



Definice 2.10. M¢jme dany algebry A; a A, stejného typu. Direktni soucin
A, X Aj bude algebra s nosnou mnozinou A; x A, takova, ze pro kazdé f € §,
aa; € Ay, a € Ay, 1 <i <n plati

fAlXA2((a17a/1), e (&n’@;)) = (fAl(al, .. .,an), fA2(a/1a .- '7a;7,))'

Definice 2.11. Necht je K tiida algeber stejného typu, definujme operdtory
prevadéjici K na jinou tiidu algeber téhoz typu:

A € I(K), prave kdyz je A izomorfni néjaké algebie z K;

A € S(K), prave kdyz je A podalgebrou néjaké algebry z K;

A € H(K), pravé kdyz je A homomorfnim obrazem néjaké algebry z K
(tedy pokud existuje epimorfismus « : B — A pro néjaké B € K);

A € P(K), prave kdyz je A direktnim souc¢inem nepréazdného systému
algeber z K.

Lemma 2.3. Plati nasledujici nerovnosti: SH < HS, PS <SP, PH < HP.
Navic jsou operdtory H, S a IP idempotentni (sloZeny samy se sebou ddvagi

opét sebe sama).

Definice 2.12. Nepréazdna tiida K algeber stejného typu § se nazyva varietou,

pravé kdyz je uzaviena na podalgebry, homomorfni obrazy a direktni souciny.

Nebot prunik tiidy variet typu § je opét varieta, muzeme tvrdit, Ze pro

kazdou tfidu algeber K existuje nejmensi varieta obsahujici K.

Definice 2.13. Necht K je ti{da algeber stejného typu. Potom V(K) bude
znacit nejmensi varietu obsahujici K. Rikdme, ze V(K) je warieta genero-
vand K. Pokud K sestava z jediné algebry A, piSeme prosté V(A). Vari-
eta V' je konecné generovand, pokud existuje koneéna mnozina algeber K, ze
V =V(K).

Véta 2.4 (Tarski). V = HSP.

Definice 2.14. Bud X mnoZina objektt, které budeme nazyvat proménné,
a § typ algebry. Potom mnozina T'(X) vSech termi typu § nad X je nejmensi
mnozina takova, ze

(1) X Ugo CT(X);
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(2) jsou-li py,...,p, € T(X) a f € §,, potom fetéezec f(pi1,...,pn) €
T(X).

Pro bindrni funkéni symbol - pouzivdme misto zapisu -(p, q) zapis p - ¢
(¢ pg, nehrozi-li zmateni). Pro p € T(X) muzeme p psat jako p(z1,...,x,),
coz znadci, ze proménné pouzité v p se vyskytuji mezi proménnymi x, ..., x,.
Term p je n-arni, pokud je pocet proménnych vyskytujicich se v p mensi nebo
roven n.

Definujme pojem podtermu termu ¢t — sam t je podtermem ¢ a je-li u
podterm ¢ tvaru f(uy,...,u,) pro f € §,, potom je podtermem ¢ také kazdy

term wu;, 1 <4 < n. Je-li u # t podterm ¢, hovoiime o vlastnim podtermu t.

Definice 2.15. Necht je dén term p(xy, ..., z,) typu § nad mnozinou X a al-
gebra A typu §. Potom definujme zobrazeni p® : A" — A nésledovné:
(1) pA(ay, ..., a,) = a;, je-li p proménnd z; (jedna se tedy o i-tou projekei);
(2) Je-li p = f(pi(xy,. . 20), ... pr(x1, ..., 2,)) Pro f € Fg, polozme
ar, .. an) = fApiar, ..., an), ... ,or(a1, ..., a,)).

Specidlné pro p = f € § je p» = fA. Zobrazeni p® nazyvame termovou

™ (

funkei na A odpovidajici p (a horni index A casto vynechdvame).

Definice 2.16. Je-li ddna mnozina X a typ algebry § a je-li 7'(X) neprézdna,
potom algebrou termu typu § nad X budeme rozumét algebru T(X), jejiz

nosna mnozina je T(X) a fundamentalni funkce spliuji

fT(X) : (plw“apn) = f(plv"'7pn)’

kde feF,ap e T(X),1<i<n.

Definice 2.17. Bud K tifida algeber typu § a U(X) algebra generovand X.
Pokud pro kazdé A € K a kazdé zobrazeni o : X — A existuje homomorfis-
mus [ : U(X) — A rozsitujici a (tedy f(z) = a(z) pro z € X), iikdme, ze
U(X) ma univerzalni mapovaci vlastnost pro K nad X, X se nazyva mnozinou
volngch generdtoriu algebry U(X) a tikame, ze U(X) je wolné generovina

mnozinou X.

Lemma 2.5. Predpoklidejme, Ze U(X) md univerzdlni mapovaci vlastnost
pro K nad X. Je-li dina A € k a o : X — A, existuje jednoznacné rozsirent

B :U(X) — A zobrazeni a takové, Ze 3 je homomorfismus.
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Véta 2.6. Predpoklddejme, ze Uy(X;) a Ug(X2) jsou dvé algebry v tridé alge-
ber K takové, Ze maji uniwverzdalni mapovaci vlastnost pro K nad prislusnymi

mnozinami. Je-li | X1| = |Xa|, pak jsou Uy(X;) a Uz(Xy) izomorfni.

Véta 2.7. Pro libovolniyj typ § a libovolnou mnoZinu X proménnijch, kde X # ()
v pripadé Fo = 0, md algebra termu U(X) univerzdlni mapovact vlastnost pro

tridu vsech algeber typu § nad X.

Definice 2.18. Bud K systém algeber typu F. Je-li ddna mnozina X
proménnych, bud 6O (K) kongruence na U(X) definovand jako 0x(K) =
NPk (X), kde Pr(X) = {¢ € ConU(X); U(X)/¢ € IS(K)}. Potom definujme
K-volnou algebru F g (X) jako Fx(X) = U(X)/0x(X), kde X = X/0x(X).

Véta 2.8. Predpokladejme, ze U(X) existuje. Potom Fi(X) md univerzdlni

mapovact vlastnost pro K nad X.

Véta 2.9. Je-li K trida algeber typu § a A € K, potom pro dostatecné velkou

mnozinu X (postacugict je napr. | X| > |A|) plati A € H(Fg(X)).

Véta 2.10 (Birkhoff). Predpokldidejme, Ze U(X) ezistuje. Potom, je-li K

neprdzdnd, je Fi(X) € ISP(K). je-li tedy K uzaviena na I, S a P (tedy

napt. je-li K varieta), potom Fr(X) € K.

2.3 Rovnicové tridy

Definice 2.19. Identitou typu § nad X nazveme vyraz p =~ ¢ (znaceno téz
(p,q) ¢ p — q), kde p,q € T(X). Necht Id(X) je mnozina identit typu §
nad X. Algebra A typu § splnuje identitu p(zy,...,x,) = q(z1,...x,), psano
A Ep(ry, ... x,) ~q(xq,...2,) (G struéné A = p = q), pokud pro libovolna
a,...,a, € A plati pA(ay,...,a,) = ¢*(ay,...,a,). Tiida algeber K spliiuje
p = q (pséno K = p =~ q), pokud A = p =~ ¢ pro kazdé A € K. Je-li ¥ mnozina
identit, rikdme, ze K spliuje 3 (psdno K = ), pokud K = p = ¢ pro kazdou
prqe X Jeli dino K a X, oznacme Idg(X) ={p~qe ldX);K Ep~
q}. Pokud K splnuje ¥, fikdme také, ze ¥ plati v K.

Predchozi definici spliiovani je mozno preformulovat pomoci pojmu ho-

momorfismu.
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Lemma 2.11. Je-li K trida algeber typu § a p ~ q identita typu § nad X, po-
tom K |= p = q, prdvé kdyz pro kaZdou algebru A € K a kazdy homomorfismus
a:U(X) — A jea(p) = aqg).

Definice 2.20. Bud ¥ mnozina identit typu § nad X a definujme M (X) jako
tridu algeber spliujicich Y. Ttidu algeber K nazveme rovnicovou tridou, pokud

existuje X tak, ze K = M(X). V takovém piipadé iikdme, ze K je urcena X.

Definice 2.21. Je-li dén typ § a mnozina proménnych X, bud 7 : Id(X) —
T(X) x T(X) bijekce dané predpisem 7(p =~ q) = (p, q).

Lemma 2.12. Necht K je trida algeber typu § a X je mnoZina proménnych.

Potom 1(1dk (X)) je dplné invariantni kongruence na U(X).

Lemma 2.13. Je-li V wvarieta a X nekonecnd mnozina proménnych, potom

V = M(Idy(X)).

Véta 2.14 (Birkhoff). T7ida algeber je rovnicovou tridou, pravée kdyz je vari-

etou.

Ptedchozi véta je zédkladem pro vSe, co nésleduje dale. Vidime totiz, ze
mame-li néjakou rovnost u ~ v, tato rovnost nam urcuje rovnicovou tiidu,
kterd je varietou (a Idy (X) je uplné invariantni kongruence generovani u ~ v).
V tomto smyslu nam tedy rovnost urcuje varietu V. Chceme-li zkoumat algebry
patiici do V, vidime, Ze vezme-li spocetnou mnozinu proménnych X, potom
jsou vSechny konecéné a spocetné algebry ve V' homomorfnimi obrazy algebry
A = Fy(X). Jednu z technik, jak najit algebru A, si ukdzeme v nésledujicim
oddilu.

2.4 Prepisujici systémy

Narozdil od pfedchozich odstavct odted teorii omezime na rdmec, v némz
se pozdéji budeme pohybovat. Vyjdeme ze spocetné mnoziny proménnych X.
Budeme se zabyvat grupoidy, tedy algebrami s jednou binarni operaci. W bude
mnozina vSech termu nad X a W grupoid termu nad X — volny grupoid nad

X. Bindrni operaci ve W budeme znagcit multiplikativné (-).
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Definice 2.22. Necht V je varieta. Rikdme, ze V je trividlng, pokud obsahuje

jen jednoprvkové algebry — takova varieta je urcena rovnosti x = y.

Definice 2.23. Je-lit € W term, potom tg bude znacit term opaény. Nestaci-
li intuice, je mozno jej definovat indukci podle délky termu. Je-li ¢ proménna,
potom tg = t, je-li t = wv, potom tg = vrugr. Jesté si definujme zobrazeni
LaRzW — X.Jeli t proménnd, potom L(t) = R(t) = t. Je-li t = wv,
potom L(t) = L(u) a R(t) = R(v). Receno lidsky, L(t) je proménnd, kterd se
v t vyskytuje nejvice vlevo (t za¢ind na L(t)) a R(t) je proménnd, kterd se v ¢

vyskytuje nejvice vpravo (¢ konéi na R(t)).

Uvédomme si, ze najdeme-li V-volnou algebru ve varieté V' urc¢ené rovnosti
xr = t, mame i Vg-volnou algebru ve varieté Vi urcené rovnosti x = tg. Je totiz
rr = x a staci tedy ve vSech vypoctech a tivahach vSechny termy nahradit

termy opacnymi.

Definice 2.24. Necht V je varieta grupoidu. Podmnozinu R mnoziny W na-
zveme reprezentativni mnozinou pro V', jsou-li splnény nésledujici podminky:

(1) pro kazdy term ¢ existuje prave jeden term u takovy, Zze u € R a rovnost
(t,u) je splnéna ve V;

(2) je-li t € R, potom také kazdy vlastni podterm ¢ patii do R.

Lemma 2.15. Pro kaZdou varietu grupoidi existuje alespon jedna reprezenta-

tivni mnozZina.

Diikaz. Bud V varieta grupoidii. Ozna¢éme S systém vsech podmnozin M C W
takovych, ze je-li t € M, potom i kazdy vlastni podterm ¢ lezi v M, a pro
u,v € M,u # v neni rovnost (u,v) splnéna ve V. Z Zornova lemmatu plyne
existence maximdlniho prvku R systému S.

Predpokladejme, ze R neni reprezentativni mnozina. Potom existuje term
t takovy, ze rovnost (¢, u) neni splnéna pro zadny term v € R. Vezméme si term
t minimalni délky majici tuto vlastnost. Jisté ¢t ¢ R. Pokud by ¢ byla proménna,
potom by RU {t} € S, coz by byl spor s maximalitou R. Je tedy ¢ = uv pro
néjaké termy w,v. Z minimality ¢ plyne, Ze existuji termy u’, v’ € R takové, ze
ve V plati rovnosti (u,u'), (v,v"). Protoze ve V plati i rovnost (¢, u'v'), term

uv nendlezi do R. Potom ale {v/v'} U R € S, coz je spor s maximalitou R. [
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Definice 2.25. Je-li R reprezentativni mnozina pro V', muzeme definovat
bindrni operaci o na R nasledovné: Pro u,v € R bud wv jediny takovy term

w € R, ze (uv,w) plati ve V. Grupoid R(o) nazveme asociovany s R a V.

Véta 2.16. Necht V je netrividini varieta grupoidi a R reprezentativni

mnozina termi pro V. Potom X C R a asociovany grupoid R(o) je V-volny
nad X .

Diikaz. Méjme x € X. Potom v R najdeme term t takovy, ze ve V plati x ~ t.
Pokud by ¢ neobsahoval x, mame x ~ t ~ y, kde y je jina proménnd ruzna od
x nevyskytujici se v ¢, a v je trividlni. Proto ¢ obsahuje x. Potom ale z definice
musi R obsahovat i z, je tedy x =t a x € R.

Nyni na W definujme bindrni relaci r tak, ze (u,v) € R, pravé kdyz u ~ v
plati ve V. Snadno se ovéii, Ze r je plné invariantni kongruence a W /r je
V-volna nad {x/r;x € X}. Protoze R je reprezentativni mnozina, je zobrazeni
t +— t/r bijekci R na W/r a z definice o plyne, ze se jedné o izomorfismus R(o)
na W /r. O

Znaceni. Je-li J mnozina usporadanych dvojic termu, potom A; bude mnozina
viech termu ¢ takovych, ze kdykoliv (u,u’) € J a f je substituce (tedy endo-
morfismus W), potom f(u) neni podtermem ¢. Jinak feceno, A; obsahuje

termy, které neobsahuji zddnou levou stranu z J ani jeji substituci.

Definice 2.26. Necht .J je mnozina uspofddanych dvojic termu a jsou splnény
nasledujici podminky:

(1) pokud (u,u’) € J, (v,v") € J, f,g jsou substituce takové, ze f(u) =
g(v), a kazdy vlastni podterm f(u) patii do Ay, potom f(u') = g(v');

(2) je-li (u,u’) € J a f substituce takova, ze kazdy vlastni podterm f(u)
patif do Ay, potom f(u') € J;

(3) je-li (u,u') € J, potom u neni proménna.

Potom mnozinu J nazveme prepisujicim systémem.

Definice 2.27. Je-li J prepisujici systém, muzeme definovat zobrazeni J* :
W — Aj; nésledujicim zpusobem (indukci dle délky termu): Je-li t € W
proménna, bud J*(¢) = t. V opatném piipadé je t = t1ty. Pokud J*(t1)J*(t9) €
Ay, definujme J*(t) = J*(t1)J*(t2). Pokud J*(¢1)J*(t2) do A, nendlezi, je
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nutné J*(t1)J*(t2) = f(u) pro néjakou substituci f a term wu takovy, Ze exis-
tuje uspotrdadand dvojice (u,u’) € J. Potom polozme J*(t) = f(u'). Z vlastnosti
(1) a (2) definice prepisujiciho systému plyne, ze J* je korektné definované zob-
razeni W — Aj.

Mame-li pfepisujici systém J a zobrazeni J*, muzeme na A; definovat
bindrni operaci o predpisem t; oty = J*(t1t3) pro t1,ts € A;. Grupoid A (o)

nazveme spojeny s J.

Definice 2.28. Bud V varieta grupoidi. Prepisujici systém J mnazveme
prepisugict systém pro V', jsou-li splnény nasledujici dvé podminky:
(4) pro kazdou dvojici (u,u’) € J je rovnost (u,u’) splnéna ve V;

(5) grupoid spojeny s J patii do V.

Véta 2.17. Nechl V je varieta grupoidi a J je prepisujici systém pro V.
Potom grupoid spojeny s J je V-volng nad X. Rovnost (u,v) je splnéna ve V
pravé tehdy, kdyz J*(u) = J*(v).

Diikaz. Indukef podle délky termu je snadné dokazat, ze (¢, J*(t)) je splnéna
ve V pro kazdy term ¢t € W. Mé&jme u,v € Ay a necht (u,v) je splnéna ve V.
Zobrazeni J* je homomorfismus z W na A;(o). Z podminky (5) dostdvame
J*(u) = J*(v). Nebot J* je identita na A;, dostdvame u = v. Ovérili jsme, ze

Ay je reprezentativni mnozina pro V' a tedy V-volna. O

7 predchoziho plyne, ze méame-li danu varietu V', potom, najdeme-li
prepisujici systém pro V', mame popis volnych grupoidu ve V. Nabizi se algo-
ritmus, jak pro varietu urcenou vhodnou rovnosti u; =~ wv; hledat prepisujici
systém. Zacneme s kandiddtem .J; = {u; — v;}. Podminky (1) az (4) budou
splnény trividlné, zkusime ovérit podminku (5). Pokud uspéjeme, nasli jsme
prepisujici systém pro V. V opacéném piipadé najdeme rovnost us = vy, kte-
rou musime pridat do J a jejimz pridanim neporusime platnost prvnich étyt
podminek prepisujictho systému. Definujeme proto Jo = {u; — vy, us — vq}
a zkusime ovérit podminku (5) pro Jy. Takto postupné definujeme mnoziny
rovnosti J;. Pokud se ndm pro néjaké i podaii ovérit podminku (5) pro J;, nasli
jsme piepisujici systém pro V. V opacném piipadé je mozné, ze posloupnost

Ji, Jo, ...bude nekonecnd (spocetnd), ale sjednoceni J.J; bude pfepisujicim
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systémem pro V. Posledni zajimavou moznosti je, ze se sice nepodaii najit
prepisujici systém, ale pokus o jeho nalezeni nas ptivede k popisu reprezen-
tativni mnoziny pro V a tedy i k popisu V-volného grupoidu. Tim méame

pripravenu veskerou potiebnou teorii a muzeme zacit s aplikaci.
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Kapitola 3
Rovnosti tvaru = = t(z,...,y)

Poznamka. Jak je vidét z nadpisu, budeme v nasledujicich kapitolach pro rov-
nosti misto znaku ~ pouZivat rovnitko. Mizeme si to dovolit, nebot jiz nebude
hrozit nedorozuméni, zda v = v znamena, Ze je spnéna rovnost v =~ v, nebo

zda skutecné u a v je tentyz term.

V této kapitole se budeme zabyvat rovnostmi tvaru z = t(z, ..., y), tedy
takovymi, jejichz prava strana zacind na x, ale kon¢i na proménnou ruznou
od x, a navic obsahuji alespon tii proménné. Zakladem pro nas bude popis
volné algebry ve varieté urcené rovnosti tvaru x = (... (zy1)y2)...)Yn, kde
i # j implikuje y; # y,; a zdroven x # y; pro vSechna . Hodit se ndm bude

nasledujici lemma.

Lemma 3.1. Necht © = (... (xy1)y2) ... )yn, kde n > 1, i # j implikuje
yi # y; a zdroven x # y; pro viechna i, at V je varieta uréend touto rovnosti.

V= 2 a je-li definovdino z*, pak bud z*' = (z° - z').

Pro x € X oznacme x
Necht A = {25z € X,1 <i <n}. Na A definugme bindrni operaci o vztahy
rioa=aM prol<i<n,a€Aazx"oa=aza' proac A. Potom je grupoid

A(o) volny ve V.

Diikaz. K dukazu tvrzeni staci ukazat, ze A je reprezentativni mnozina pro V'
a A(o) je asociovany s A a V. Jisté je-lit € A, je v A i kazdy podterm ¢. Nyni
chceme ukazat, ze pro kazdy term ¢ nad X najdeme pravé jeden term a € A,
ze ve V plati a = t. to je totéz jako ukazat, ze pro kazdy t najdeme alespon

jeden takovy term a a ze pro aj,as € A neplati ve V' a; = as.
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Vsimnéme si, ze V neni trividlni, patii do ni totiz netrivialni grupoid A(o)
(to, Ze je netrividlni a ze patii do V je vidét z jeho definice). Méjme nyni term
t nad X. Potom se d4 psat ve tvaru t = (... (xtq)t3) ... )tg, kde z je proménn,
t; jsou termy a k > 0. Je-li k > n, potom (opakovanym) aplikovdnim rovnosti
= (...(zy1)y2) . .. )yn dostaneme t = (... (xty)t2)...)t;, kde [ je zbytek k po
déleni n, nadéle tedy uvazujme jen k£ < n.

V takovém pifpadé ale ve V plati t = 2% Proc? Jet = (... (vt))ts) ... )ty

a substituci ve vychozi rovnosti dostavame

x=(..(z-t)t2) .. )te)Yks1) - - )Yn-

Tuto rovnost nyni opakované zprava nasobme postupné termy z', z2,..., z*,

dostavame

(co(z-2Ha?) . )2 = (o (w-t)t) ) Yke) - yn)zt)a?) L)

k+1 a aplikovanim vychozi rovnosti

Ovsem levéa strana neni nic jiného nez x
vidime, ze prava strana je rovna t. Z pravé dokazaného muzeme odvodit

uziteénou rovnost

(.o (t)t) . )t = 2 = (L (wy)ug) .. g

pro x € X, k > 0 a libovolné termy ¢;,u;, 1 <i < k.

Nyni jiz vime, ze pro kazdy term ¢ nad X najdeme a € A, ze t = a
je splnéno ve V. Kdyby takovych a bylo vice, feknéme a; a as, muselo by
ve V platit a; = t = ag. OvSem v grupoidu A(o) lezicim ve V' tato rovnost
neplati. Tim jsme dokon¢ili dukaz faktu, ze A je reprezentativni mnozina pro V.
Vzhledem k tomu, jak jsme definovali operaci o, je ziejmé, ze A(o) je asociovany

s A aV, jedna se tedy o V-volny grupoid. O

Specialnimi pripady pravé dokazaného lemmatu je popis volnych grupoidu
ve varietdch uréenych rovnostmi z = zy, * = zy -z, * = (xy - 2)u a x =

((xy - z)u)v), na néz se budeme ve zbytku kapitoly hojné odkazovat.

Véta 3.2. Necht t je jeden z termi z((yz - 2)z), z((yz - 2)u), z((yz - u)z),
2((yz - wu), z((yz - w)v), 2((y - w2)u), =((y - zu)v), 2((y - y2)u), 2((y - 22)u),
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y - zu)z), x((y - zu)u), x(yz - 2u),
s 2(yz - uu), x(yz - w), x(yz - uy),
(

(y - 2y)u), x((y - 22)z), x((y - z2)u), =(
yz -yu), x(yz - 22), v(yz - zu), x(yz - uz

( )
( )
z(y( ), x(y(zz - u)), x(y(zz - ), 2(y(zz - u)), 2(y(zu - v)), x(y(zy - 2)),
z(y(zz - 2)), 2(y(yz - 2)), z(y(yy - 2), 2(y(yz - w)), x(y(zy - u)), x(y(zz - 2)),
w(y(zz - 2)), a(y(zu - 2)), 2(y(zu-w), x(y(zu-y)), 2(y(z - yz)), z(y(z - 2u)),
w(y(y - x2)), (y(y - yz2)), x(y(y - zu)), 2(y(z - yu)), z(y(z - 2u)), z(y(z - wv)),
w(y(z - 22)), 2(y(z - zu)), x(y(z - uz)), x(y(z - yy)), 2(y(z - wy)), x(y(z - wu)),
z(y(z - zz)). Potom wvarieta uréend rovnosti x = t je rovna varieté uréené

Dukaz. Chceme dokazat, ze z x = t plyne x = zy a naopak, ze z r = xy plyne
x = t. Druha implikace je ve vSech ptipadech snadnd, stac¢i zvolit vhodnou
substituci za y. Podivejme se postupné na jednotlivé termy.

Bud ¢t = z((yz- 2)z). Potom z = x((yz-2)2), x = 2((yz-2)z) = x(
2)2)- (2 -2)9) (92 2)2)) = ((y(y=-2)2) (= 2)2)) = 2ly((y=-2)2)
Tim jsou vyfeseny i piipady ¢ = z((yz - z)u), t = z((yz - u)z), t = z((yz -
w)u) at = z((yz - u)v) — za proménné u,v dosadime z a mame prevedeno na

vyteseny piipad (od tohoto mista ddle takovéto jednoduché substituce nebudu

vysvétlovat).

Pro t = z((y - xz)u) mame x = z((y - z2)u), © = z((y - x2)u) = z((y -
22)((y - (y - 22)2)u)) = x(y - 22), v = w(y - v2) = 2(y - x(yz)) = 2y, thn je
vyteseno it = x((y - zu)v).

Prot = z((y - yz)u) je v = 2((y - y2)u), = x((y - y2)u) = =((y - y2)((y -
yz)u)) = x(y - yz), v = 2y -yz) = 2(y - y(y - y2)) = v -yy, v = z(y - yz) =
z(y - yy) = xy.
Prot = z((y-zz)u) je v = z((y-22)u), v = z((y-22)u) = z((y-(y-2y)2)u) =
zoyu=x-y((y-zy)u) = zy.
Prot = x((y-zy)u) je v = z((y-2y)u), v = z((y:
r((y- (Y- zy)y)u) =z -yu, v = 2 - yu =z - y(uz)
Prot = x((y-22)z) jex = z((y-22)z2), . = =(
22)2))((u- 22)2)) = 2((y - ((u-22)2))((u - 22)2)) = 2((y - ((u- 22)2))) = zy, coz
fesi i piipady t = z((y - z2)u), t = x((y - zu)z) a t =z((y - zu
Prot = x(yz - zu) je x = z(yz - zu), x = z(yz - zu) = z(y

2(y - wu), v =2y - wu) = x(y - 2(yu)) = vy.

A~ ~—

yz - yu) - ru) =
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Prot =xz(yz - yu) je v = x(yz - yu), v = x(yz - yu) = x(y(yz - yu) - yu) =
z(y-yu), v =2(y - yu) = 2(y - y(yu)) = zy.

Prot = z(yz - zz) je x = x(yz - 22), * = z(yz - zz) = x(y(uz - zz) -
(uz - zz)(uz - 22)) = z(y - (uz - 22)) = xy, coz tedi i piipady t = z(yz - zu),
t=x(yz-uz), t =x(yz - uu) at=x(yz - uv).

Prot =xz(yz - uy) je v = x(yz - uy), v = x(yz - uy) = x(y(yz - uy) - uy) =
a(y-uy), v uy=x-(uy-(y-uy)) ==, v=1 uy=2x-u(uy) = zu

Prot =a(y(zz-2)) je v = z(y(vz - 2)), v = 2(y(zz - 2)) = x(yy (2 - 2)),
yr =y(z(yy- (zz-2))) =y, coz tesi i piipady t = z(y(zz-u)), t = x(y(zx-u)),
t=x(y(zz-u)) at=2z(y(zu-v)).

Prot = z(y(zy - 2)) je v = x(y(zy - 2)), 2z = 2(2(y(zy - 2))) = 2(zx(zz -

Prot =xz(y(zz-2)) je x = z(y(xz- 2)), ur = u(z(y(zz-2))) = u(x((u(xz -
2))(@z - 2))) = u.

Prot =a(y(yz - 2)) je x = x(y(yz - 2)), * = 2(y(yz - 2)) = 2(y(yz - ((yx -
y)z))) = zy.

Prot = z(y(yy - 2)) je v = x(y(yy - 2)), ur = w(z(y(yy - 2))) = w(z(zz -
((xzx - xx) - 2))) = u, coz tesi i piipady t = z(y(yz-u)) at = z(y(zy - u)).

Prot =z(y(zz - 2)) je x = x(y(zx - 2)), x = x(y(zz - 2)) = 2(y((zy - 2)T -
(2y - 2))) = xy.

Prot =xz(y(zz-2)) jex = x(y(2z - 2)), x = z(y(zz )) =z(y((zz-2)(zz -
2) - (zz - 2))) = zy, coz Fesl 1 piipady t = x(y(zu z)) at

Prot = a(y(zu-y)) je x = z(y(zu - y)), v = z(y(zu
y))-y))Zx(y-zy%u-zyZU(zy-(y-zy))—u u=u-zy=u-z(yy) = uz

Prot = z(y(z-yz)) je v = x(y(z-yz)), v = z(y(z-yz)) = (
xy, coz tesi i pripad t = x(y(z - zu)).

Pro t = a(y(y - z2)) je = x(y(y - x2)), yy = y(y(y(y - y2))) =y, ©
w(y(y - zz)) = x(y(y - z(z - y2))) = v yy, v =z - yy = zy.

Prot =z(y(y-yz)) je z = x(y(y-y2)), = = z(y(y-yz)) = x(y(y-y(yz))) =
xy, coz tesi i piipady t = z(y(y - zu)), t = z(y(z - yu)), t = z(y(z - zu))
at=uz(y(z uw)).

Prot = z(y(z - x2)) je ¢ = z(y(z - x2)), zx = z(z(y(z - x2))) = z(x(xz -
(z-x2))) = 2z, coz tesi i piipady t = x(y(z - zu)) a t = z(y(z - uz)).
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Prot =ax(y(z-yy)) je v = x(y(z - yy)), v = 2(y(z - yy)) = x(zz - (= - (22 -
zz)))=x-zz,x=x(y(z-yy)) =x-yz,x=x-yz=x- (y - 22) = xy, coz resi
i pripady t = z(y(z - uy)) a t = x(y(z - uu)).

Prot =x(y(z-22)) jew = x(y(z - 22)), v = 2(y(z - 22)) = 2(y((y(z - 22)) -

(yz-u), zx - (yz-2), vy - (xx - 2), zy - (xz - u), 2y - (2x - uw),
(zy-w), wy - (zu-y), 2y - (2u - u) ( - (

(zu-2), xx - (y-z2), xzx - (y - z2u), xzx - (y - yz), zx - (y - 2y),
H(zezu), wy - (20 x2), Ty - (2 T0) ( (2 yu),

xy-(z-uy), xy- (z-uu), xy- (z-wv), vy-(2-22), xy-(z-zu), xy- (z-uz). Potom

2z - 2),

varieta uréend rovnosti x =t je rovna varieté urcené rovnosti x = xy - z.

Diikaz. Stejné jako v ptredchozi vété je tvrzeni z = xy - z implikuje z = ¢
zalezitosti snadné substituce, zajima nas tedy smér x = ¢ implikuje z = zy - 2.

Pro ¢ = (v(zz - 1))7 je © = (a(zz  y)2, (2(zz - y)) = (2(zz - y))((@(wz
Yy (x(zz-y))-y))z=zz, vz = (z(zx - y)) = zu, x = (z(xx - y))z = 2y - 2, COZ
fesi i pripady t = (z(zy-2))u, t = (x(yx-2))u, t = (z(yy-2))uat = (x(yz-u))v.

Prot = (a(ey-2))2 je & = (a(ay-2))7, (s(zy-2)) = (a(zy-2))((s(zy-2))y-
(x(zy-x))))z =x2, = (x(zy-x))z = 2y - 2, coz Fesi i piipady t = (x(yz-x))u
at=(x(yz-y)u.

Prot = (z(zy - y))z je v = (z(zy - y))z, (z(zy - y)) = ((z(zy - y))(z(zy -
Wy 9)e = 52, 3 = (o(zy - y))z = oy - 2.
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Prot = (z(zy - 2))z je v = (x(zy - 2))z, xzx - 2 = z((x(zy - 2))2) - 2 = x,
r=zx-y, zx = (zx-xx)y =2y, v = (x(zy-2))z = xx -2 = xY - 2, COZ Tesl
i pripad t = (z(yz - u))u.

Prot = (z(yz-z))zjex = (x(yz-1))z, (x(yz-v)) = ((z(yr-2))(y(2(yz-z))-
(x(yx-2))))z =2z, v = (x(yx-x))z = xy - 2, coz Fesi i piipad t = (x(yz - 2))u.

Prot = (z(yz-y))z je v = (z(yz - y))z, (2(yz - y)) = ((z(yz - y))(y(z(yz -
y)-y)z=uz, x=(x(yz-y))z =y - 2.

Prot = (2(yy-2))z je v = (z(yy-2))z, (x(yy =) = (z(yy-2))(yy- (@(yy-
)z =xz, x = (x(yy - x))z = 2y - 2.

Prot = (z(yy-y))zjez = (z(yy-v))z, (x(yy-y)) = (2(yy-y))(yy - y))z =
xz, = (x(yy - y))z =2y - 2.

Prot = (z(yz-2))z je x = (x(yz- ))Z z=(x(yz-2))z = (x((y(yz-y))z-
z))z = (x(yx))z = (x((y(yz - y))x))z = xy- 2, coz Fesi i pripad ¢ = (z(yz-u))z.

Prot = (x(yz-2))z je v = (x(yz - 2))z, v = (x(yz - 2))z = (x((y(yz - 2))z -
o= y2)z=(a- (lyz- )z =1y =

Prot = (z(z-zy))z je v = (x(z-2y))z, (x(z-2y)) = ((x(z-2y))((2(z-2y))-
(x(z-2y))y))z = xz, vz = (x(x - 2y)) = 2u, x = (x(x - 2y))z = Y - 2, COZ Tes

i pripady ¢ = (z(2 - y2))u, t = (2(y - x2))u, t = (2(y - y2))u a t = (2(y - 2u))v.

S e S P
y(x(z-yx))))z = xz, x = (z(x-yx))z = zy- 2, coz tedi i pripady t = (z(y-zz))u
at=(x(y-zy)u.

Pro t = (z(z - yy))z je x = yy)) = ((z(z - yy))((z(z -

(z(x - yy))z, (z(z-
yy)) - yy))z =z w = (w( - yy))z = ay - 2.

Prot = (x(z-yz2))z je x = (x(x - yz2))z, x = (z(x - y2))z = (x(z - (y(y -
yz))z))z = (x-xy)z, (- azy) = ((z-2y) - (v~ 2y)y)z = 22, 2 = (2 - 2y) = 72U,
r=(x(x-yz))z=2ay- 2.

Pro t = (s(y- 22)) je & = (o{y- 22))7 (o(y - 22)) = (2(y - 22))(y - (o(y
vx))(x(y - vx))))z = w2, w = (x(y - v2))z = 2y - 2.

Prot = (z(y-2y))z je x = (x(y - xy))z, (x(y-zy)) = ((x(y - 2y))(y - (x(y -
vy))2 = 27, = (a(y - 29)2 = 2y - 7

Prot = (z(y-xz2))z je x = (2(y-22))z, x = (2(y-22))z = (x((y(y-y(x2)))-
xz))z =zy - 2.
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Prot = (z(y-yx))z je v = (x(y - yx))z, x = (x(y - yx))z = (@((y(y - yy)) -
(y(y - yy))z))z =y - 2.

Prot = (z(y-yy))zje v = (x(y-yy))z, (x(y-yy)) = (@(y-yy)(y-yy))z =
xz, = (z(y - yy))z =2y - 2.

Prot = (z(y-zx))z je x = (2(y-2x))z, © = (2(y-2x))z = (x((y(y- (z7)y))-
2x))z = xY - 2.

Prot = (z(y-22))z jex = (x(y-22))z, v = (2(y-22))z = (x(y-(yy-yy))) vy,
zr -y = 2((x(y - (yy - yy)) - yy) -y = 2, coz test i pifpady t = (2(y - 22))u,
t=(x(y-z2u))zat=(x(y-zu))u.

Prot = (z-zx)-yz jex = (v-2x)-yz, (v-zx) = ((v-22)-(v-2z)(r-21)) Y2z =
royz, @ = (v aw)-yz = (v -w)-yz = (x-(y-yy)(y2)) (- 22)(y2) = vy z, coz
fesi i piipady t = (z-zy)-zu, t = (x-yzx)-zu, t = (x-yy)-zuat = (zr-yz)- uv.

Prot = (zyy)-azjex = (v-yy)az, v = (vyy)vz = (v(vyy)(z-yy)) vz =
zr-xz, v = (x-yy)-vz = (v (yy-yy)) vz = vy-az, vy = (vy-2y)(0Y - 2Y) = 2,
TY =Tx =TZ, T =Y T2 =Y 2, coz Fesl 1 piipad t = (z - yz) - zu.

Prot=(z-yy)-zyjex = (z-yy) -2y, v-yy = ((x-yy) - yy) -2y = v - 2y,
v =(z-yy)-zy=(z-(yz-yz))- (u-22)(yz) = (x- (yz-yz)) v, v = (- (((y-yy)-
zy) - ((y-yy)-2y)) - u=(z-yy) - u=(z-zy)u= (- ((y-yy) 2y))u=2zy-u,
coz fedi i piipad t = (z - yz) - uy.

Prot= (z-yz)-zzjex = (x-yz)-zz, x = (x-yz)-zz = (- ((y-yz) - 22)) -
(zz-zz2) =ay-(22z-22), x=xy - (22-22) =xy - (22 22)(22 - 22)) = 2y - 22,
x=uay-z2z =uaxy-(22-22) = zy- 2z, coz tesi 1 piipady t = (x - yz) - zu,
t=(x-yz) - uzat=(r yz)- uu.

Prot =zz-(yy-2)jex = ax-(yy-2), v = zx-(yy-2) = xz-(yy- (yy-2)) =
rxy, xx = (zx-xx)y = vy, vy = xx = 22, x = zx-(yy-2) = zy-(yy-2) = zy- 2,
coz tesi i pripad t = zx - (yz - u).

Prot=ax-(yz-2)jex =xx-(yz-2), v = ax-(yz-2) = zx- ((yy-yy)(yz-
2)-(yz-2)) =zx-(yy- (yz-2)) = zx -y, xox = (xx-zx) -y = 2Y, TY = 2T = X2,
r=zxx-(yz-u)=2xzy- (yz-u) =xy - 2.

Prot =zy-(zx-2) jex = xy-(zx-2), v = xy-(zx-2) = 2y (zx-(zx-2)) =
ry-z, yr = (yr)y- ((yr)(yz) - 2) = y- ((y2)(yz) - 2) = y- ((y2)(yx) -y2) = Y - yz,
r=uxy - (zr-2) =zx-(xx-2) =xx-z, v =xx-2 = (x(xy-x))zax = (x(zy-x))z

jsme uz roziesili. Tim jsou vyteseny i piipady t = xy- (zz-u) at = zy- (zx-u).
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Prot=xy-(zy-y)jex =2y - (2y-y), v =2y (2y-y) = (v(uy - y))((2y
(wy-y))(wy-y)) = (@(uy-y))(z(uy-y) = (z(uy-y))(zy - (wy-y)) = (x(uy- y)) z,
z = (z(uy - y))z = (z((yu - (vu-w))(uw-u))z = (z(y(vu - u)))z = ( ( - (uw
w)))z = xy-z, coz tesi i piipady t = xy- (zy-u), t = xy-(zu-y), t = zy- (zu- u)
at=uzy-(zu-v).

Prot=uay-(zz-2)jex =xy-(22-2), 2u = (zu)y - (22- 2) = (zu)(zz- 2) -
(zz-2)=x-(22-2), 2y -u=zy-(22-2) = x, coz Tesi i piipady t = xy - (22 - u)
at=uxy-(zu-2).

Prot =zz-(y-x2)jex =zx-(y-x2), x = zx-(y-x2) = zx- (yy-(x-yz)) =
zx-y, xx = (zx-xx)y = xy, xy = xv = 2, r = xx-(y-xz) = 2y-(y-x2) = 2Y-2,
coz tedi 1 ptipad x = zx - (y - zu).

Prot = za-(y-yz) jex = za-(y-y2), v = va-(y-yz) = va-(yy-(yy-(yy-2))) =
rx-y, xx = (xx-xx)y = xy, xy = xx = 2z, = xx-(y-xz) = 2y-(y-x2) = 1Y- 2.

(wy-(y-yy)) =
zx-y, xx = (zx-xx)y = xy, xy = xv = vz, xr = xx-(y-xz) = 2y-(y-x2) = 2Yy- 2.

Prot=uzx-(y-zy)jex =xx-(y-2y), x =xx-(y-2y) = 20~

Prot =zx-(y-22)jex =xx-(y-22), . = xx-(y-22) = zx-(yy-(22-22)) =
rx-y, xx = (xx-xx)y = xy, xy = xx = 2z, = xx-(y-xz) = 2y-(y-x2) = 1Y- 2.

Prot = xy-(z-zu) jex = zy-(x-zu), v = zy-(x-2u) = xy-(v-(22)(2-un)) =
xy-xz, vy = (xy - zy)(ey - xy) =xx, xy =z =xz, v =y - (x - z2u) = 2y - 2.

Prot = xy-(z-xz) jex = xy-(z-x2), v = xy-(z-x2) = 2y-(220-2(22)) = 2Y-2,
coz tesi 1 piipad t = zy - (2 - zu).

Prot = zy-(z-yy)jex = zy-(2-yy), v = zy-(2-yy) = (x-yy)(zy-(yy-yy)) =
(z-yy)z, =2y - (z-yy) = 2y - ((z-yy) - yy) = a2y - z, coz Iesl i piipady
t=xy-(z-yu), t=zy-(z-uy), t=xy-(z-uu) at=2ay-(z- uwv).

Prot=xy-(z-z22)jex =zy-(z-22), zu = (zu)y - (2 - 22) = (xu)(z- 22) -
(z-22)=x-(2-22), xy-u=uzy-(2-22) = x, coz Tesi i piipady t = zy - (2 - zu)

at=uay-(z-uz). O
Véta 3.4. Necht t je jeden z termi ((x - xx)y)z, ((x - x2y)y)z, ((x - xy)z
(- zy)2)u, ((x-yz)r)z, (z-yz)2)u, ((z-yz)z)u, (-
((z-y2)y)z, ((x-yz)2)y, (@ -yz)2)z, (= - yy)z)z, (=
(@ 9)2)y, (@ - y9)2w, (@ vy, (@ y2)w)z, (( |
((z-yz)u)u, )z (v yz)u, (vy-x2)u, (xy-yz)u, (zy-zu)v,
(zy - 22)u, (zy - 29)u, (v - yy)z, (v yz)z, (vy - v2)z, (2y - 2y)2,
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oy - 42z, (@Y - )% (oy - 2y, (oy - 20y, @y - 22)% oy - 22w, (oy - )2,
vy - 2o, (2 7) - y2, (52 -9) 22, (52 -g) - 2, (@Y - 2) - 2, (@Y 2) - 2
vy ) 2, (o y) 2w, (zy-2) wy, (zy - 2) -z, @y 2) - uw, (zy-2) - oy,
xy-z)-au, (vy-2)-yy, (zy-2)-yu, (zy-2)-wu, (zy-2)- 2z, (xy-2) - zu. Potom

~—~~ I~

varieta uréend rovnosti x =t je rovna varieté urcéené rovnosti x = (xy - z)u.

Diikaz. Opét pro dukaz staci ukazat, ze plati-li x = ¢, nutné uz plati x =

Prot = ((z-z2)y)z je x = ((z - z2)y)z, v - zx = (((z - zx)((z - z2)(x -
vx)))y)z = vz, v = ((z - xx)y)z = (2u-y)z.

Prot = ((z - 2y)y)z je z = ((z - zy)y)2, (x-2y)y = (2 - 2y)y)(((z -
Y )Y)Y)y)z =y -z, x = ((z - zy)y)z = (zy - u)z.

Prot = ((z - 2y)2)y je x = ((x - 2y)2)y, x = ((x - 7Yy)2)y, v - v2 =
((z-22) - (z-22)y)2)y = 2y, vy = 7 - 22 = 22, ¥ = ((x - 2Y)2)y = (v - 2)y,
coz tesi 1 pripad t = ((x - xy)2)u.

Prot = ((z - yz)r)z je v = ((z - yx)r)z, v = ((x-yr)r)z = ((z- ((y -
yy)y)a)x)z = (vy - x)2, yr = ((yr)y-yr)z = y2z, v = ((x - yz)z)z z
(xy - u)z, coz tedi i piipady t = ((z - yz)2)u, t = (z - y2)z)u, t = ((z - y2)2)u
at=((x-yz)u)v.

Prot = ((z - yx)y)z je v = ((x - y2)y)z, (z - yz)y = (= - y2)y) - y((z -
yr)y))y)z =y - 2, (Y - 2)u = (2 - yr)y)u = 2.

Prot = ((z-yz)2)y je x = ((z - yz)2)y, v = = (
ya))y, vz = (¢ - yz)(2(x - yx))y)z = © -y, v = ((x -yz)z)y = (zu - 2)y.

Prot = ((z-yx)2)z je v = ((x - yx)2)z, v = ((x - yz)2)z = (
y2) (2(z-y2)), 3= y2)) = (((2y2) (=(-y2))(2(w-y2)))
rryr=x(((z-yz)(x-yx))(z-yx)) =22, 2z = v -yr = 2u, x = ((v-yz)z)z =

Prot = ((z - yy)z)z je . = ((z - yy)a)z, v = ((x - yy)z)z = ((x - ((y -
) (- yy)y))z)z = (zy - x)z, v = (zy - 2)z, yr = ((y2)y - yz)z = yz,
= ((z-yy)r)z = ((z-y)r)z = (zy - u)z.

Prot = ((z-yy)y)zje x = ((x-yy)y)z, x(yy-vy) = (z(yy - yy) yy)y)z =
xz, vz = x(yy - yy) = xu, * = ((z - yy)y)z = (xu - y)z, coz tesl i piipad
t=((z-yz)yu.

z
(2(z-ya)) = x-yz,
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Prot = ((z-yy)z)y je x = ((x-yy)z)y, v = ((x - yy)z)y = ((z - yy) - 22)y,
vz = (((v-yy) - 22)y)z =2 yy, vz =2 -yy = 2u, v = ((v-yy)2)y = (vu - 2)y,
coz tesi i piipady t = ((z - yy)2z)u, t = ((x - yz)u)y a t = ((x - yz)u)z.

Prot = ((x -y2)x)z je x = ((z - y2)x)z, v = ((z - y2)z
y2)y)z)x)z = (xy-x)z, yr = ((y2)y- (yz))z = yz, v = ((x-yz)z

Prot = ((z-yz)2)z je z = ((z - y2)2)z, v = ((x - y2)2)z = ((= - ((y -
yz)z)z)z)z = (xy-2)z, zu-y = ((xu-y)y-2)z =xz- 2z, 2u-y =22 -2 = 2t - V,
r=((x-yz)2)z = (zy - u)z, coz Fesi i piipad t = ((z - yz)u)u.

Pro t = (zz - 2y)z je v = (xx - 2y)z, xo = ((zx - 2x) - (z2)y)z = 22,
rz = xx = ay, v = (zx - 2y)z = (xx -y)z = (zu - y)z, coz Fesl i pripady
t=(xx-yz)u, t = (vy-x2)u, t = (zy - yz)u at = (xy - zu)v.

Pro t = (zx - yx)z je = (xx - yx)z, xo = ((zx - zx) - y(zx))z = o2,
rz = zx = ay, v = (xx - yr)z = (2u - yxr)z = (zu - y)z, coz Tesi i pripady
t=(xy-zz)uat=(zy-zy)u.

Pro t = (zx - yy)z je x = (xx - yy)z, vx = ((xx - xx) - Yyy)z = vz, T2 =
vw = 2y, © = (o0 yy)s = (2y - y9)2 = (o9 - 0)>.

Prot = (zx-y2)zjex = (zx-yz)z, v = (zx - yz)z = (xx - (yy - y2)2)z =
(xx-y)z, vx = ((zx-z2)y)z = x2, 0y = 20 = 22, v = (zx-yz)z = (u-yz)z =

Prot = (zy-xx)z je x = (xy - zx)z, zu = ((zy - zx)2)u = ((zy - xz)(2y -
zy))u=zy, x = (zvy - xx)z = (xy - u)z.

Prot = (zy-zy)zjex = (zy-zy)z, zu = ((zu)y - (zu)y)z = ((zu-zu)(zu-
zu))z =xz, x = (zy - xy)z = (zy - u)z.

Pro t = (xy - z2)z je v = (xy - z2)z, zu = ((zu)y - (zu)z)z =

Pro t = (zy - yz)z je v = (zy - yx)z, 2u = ((2vy - yx)2)u = ((2y - yo)(yz -
zy))u = zy, v = (vy - yx)z = (zy - u)z.

Prot = (zy-yy)zje x = (vy-yy)z, zy-yy = ((xy-yy)y) -yy)z = (x-yy)z,
v = (zy-yy)z = ((x-yy)u)z, z-yy = (((z-yy) -yy)u)z = zz, x = ((z-yy)u)z =

Prot = (zy-zx)y je x = (xy - z2)y, v = (zy - zx)y = (zy - ((zz - 22)x))y =
(xy - 2)y, xz = ((xz - y)2)y = 2y, x = (zy - 2)y = (xy - 2)u, coz tesi i pripad
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t = (xy - zu)y.
Prot = (zy - 22)z je x = (xy - 22)z, zu = ((zu)y - 22)z = ((2u)(zz -
2z) - z2)z = xz, x = (xy - 22)z = (xy - w)z, coz Fesi i piipady t = (xy - 22)u,
t=(xy-zu)z at=(zy-zu)u.
Prot = (zz - x) - yz je v =
(vy - y)(yz) = (az - 2)y, 22 - =
v(re-x) = ((2(ex-2))(e(re - o)) - (e(re-2))y = (w2 2) - (2(ze-2)))y =
vy =z(xx-x)=xz, x = (zx-2)-yz = (vy-x) - yz = (xy-2) - yz = (vy - ) u.
Prot = (zx-y)-zzjex = (xzx-y) 2z, x-uu = ((zz - y) - 22) - uu =

(
(

xx-x)-yz, x = (xx-x) - yz = (zx-x) -
)

(2 - z)(zx - 2) - (v - 2))y = (v(ze - ))y>

((zx - zx) - 22) ~uu = zx, v = (xx - y) - 22 = (zx - y)(z - uu) = (xx - y)((

y) - uu) = (zx - y)z, 2u = ((zx - y)2)u = ((zz - 2x)2)u = zx, TU = TT = TV,
r=(rx-y) zz=(ry-y) 2z = (xy-2) 2z = (xy - 2)u, coz tesi i piipad
t=(xx-y)- zu

Prot = (zy ) 2y jex = (zy-x)- 2y, yz = ((yx)y - (yz)) -2y =y - 2y,
yr=y-zy=yz, v = (vy-z) -2y = (xy-x) - zy = (xy - x)u = (xy - 2)u, coz
fesi 1 pripad t = (zy - x) - zu.

Prot=(zy-y) 2yjex=(zy-y) 2y, x = (zy-y) 2y = (x(uy) (uy))-
(zy - y)(uy) = (w(uy) - (uy)) -z = (@((yy-v) - 2y) - (wy-y) - 2y)) -2 = (vy - y)z,
xy = ((zy)y-y)z = xz,x = (vy-y)z = (xy-u)z, coz fesi i piipady t = (xy-y)-2zu
t=(xy-z) - uy, t=(ry-2)-uzat=(xy-z)- uv.

Prot = (zy-2)-zyjex = (xy-2) - zy, zu-v = (((zu-v)y)z)((zu -
v)y) = (((zu - v) - zu)2)((zu - v) - 2u) = vz -2z, 2u-v = xz2 - = TY * 2,
r=(xy-2) xy = (2y- 2)u, coz fesi i piipad t = (zy - 2) - zu.

Prot = (vy-2)-yyjex = (vy-2)-yy, vt = ((2t)y-2)-yy = ((2t)y-1t)-yy =
ryy, v = (zy-2)-yy = (ry-2)u, coz fesi i piipady t = (zy-2)-yuat = (xy-2)-uu.

Prot=(zy-z2)-zzjex = (axy-2) 2z, 2u = ((zu-y)z) -2z = ((zu - y) -
yy) vy - yy) = x(yy - yy), vu = x(yy - yy) = 2z, v = (vy - 2) - 22 = (Y - 2)u,
coz tesi 1 pripad t = (xy - 2) - zu. O

Véta 3.5. Necht t je jeden z termi ((zx - 2)y)z, ((zx - y)2)u, ((xy - x
((zy - y)2)u, ((zy - 2)u)v, (22 -y)z)z, (2y - 2)z)u, (2y - 2)y)u, ((
((zz - y)2)y, ((zx-y)2)z, ((zy - 2)y)z, (zy - x)2)y, (2y - 2)u)y, ((xy y
((zy - y)y)z, (xy - 2)2)z, ((xy - 2)2)u, ((xy - 2)u)z, (Y - 2)u)u, ((
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((xy-y)2)y, ((xy - z)x)z. Potom varieta uréend rovnosti x =t je rovna varieté
urcéené rovnosti x = ((xy - z)u)v.

Dukaz. Postupujeme obdobné jako u predchozich vét, dokazujeme, ze z x =t
plyne x = ((zy - z)u)v.

Prot = ((zz-x)y)zjex = ((zx-x)y)z, xx-x = (((zzr-x)(z2-2)-(x2-2))Y) 2 =
2y -z, x = ((zz - 2)y)z = ((zu - v)y)z, coz tesi i pripady t = ((zz - y)2)u,
t=((zy-2)2)u, t = ((zy-y)z)uat = ((xy - 2)u)v.

Prot = ((zx-y)x)z je x = ((zx-y)x)z, 22 = (22 22) - y) - 22) 2 = (((220
xx)x)-xx)z =2z, vz = xx = zu, ¢ = ((zx-y)r)z = ((zu-y)r)z = ((zu-y)v)z,
coz tesi i piipady t = ((zy - 2)x)u at = ((xy - 2)y)u.

Pro t = ((zz - y)y)7 e & = (e - w))2, (@3- 1)) = (w2 - y)y) (@ -
V) - yy)z = (zy-y)z, x = ((zz-y)y)z = (zy - y)u)z.

Prot = ((zx - y)2)y je © = ((xx - y)2)y, vz = (((zx - y)2)y)z = (((zz -
xx)z)-xx)z = axx, xz = xx =y, v = ((zx-y)2)y = (zu-y)2)y = ((zu-v)2)y.

8

Prot = ((zz-y)z)z je x = ((xx - y)2)z, xo = (((zz - zz) - y)2)z = (((zz -
xx) - y)y)y = vy, vy = vx = vz, v = (v y)2)z = ((zu- y)Z)Z = ((zu-y)v)z.

Prot = ((zy-z)y)z je x = ((zy-z)y)z, (zvy-x) =
vy -z wy-z=ay-x=ay-u, = ((zy - r)y)z = ((zy - u)y )Z— ((zy - u)v)z.

Pro t = ((zy - 2)2)y je v = ((zy - 2)2)y, yz = (((yz - y) - y2)2)y = yy,
yz=yy=yx,x = ((zy-2)2)y = ((zy - u)z)y = ((xy - u)z)v, coz tesi i piipad
t=((zy-2)u)y.

Prot = ((zy - y)z)z je x = ((xy - y)r)z, © = ((2y - y)r)z, yy = (yy)y -
y) - yy)z=yz, ay = xx =z, v = ((zy - y)r)z = ((zy - w)z)z = ((2y - w)v)z.

Prot = ((xy - y)y)z je v = ((xy - y)y)z, ay = ((zy)y - y)y)z = 2z,

= ((zy - v)y)z = ((xy - w)y)z = ((zy - w)v)2.

Prot = ((zy - 2)2)z je v = ((zy - 2)2)z, xz = (((xy - 2)2)2)z = xy,
r=((xy-2)2)z = ((zy-2)u)z = ((xy- 2)u)v, coz tesi i piipady t = ((zy-2)z)u,
t= ((zy - 2wz ot = ((ay - 2Ju)u

Prot = ((zy-2)y)y je v = ((wy - 2)y)y, (xy-2)y = ((zy - 2)y)y - 2)y)y =
(zz-y)y, v = ((zy - 2)y)y = (22 y)y)y, = = ((xy - 2)2)z a v = ((zy - 2)2)z vz
jsme rozresili.

Prot = ((zy-y)2)y je v = ((zy-y)2)y, (zy-y)z = (((zy - y)2)y - y)z)y =
(y - 2)y, v = ((zy - y)2)y = ((xy - 2)y)y a x = ((xy - 2)y)y jsme uz roziesili.

Y-
Ty -
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Prot = ((zy-2)z)z je x = ((vy-2)x)2, vz = (((xy-2)z)2)r = ((vy-2y)x)-
wy)r =y, vy =axx =xz,x = ((xy-2)x)z = ((xy - 2)u)z = ((zy - 2)u)v. O

V nasledujicich dvou tvrzenich uvedeme popis volnych algeber (pifipadné
prepisujicich systémi) pro nékolik variet z [3], dikazy vynechdme, lze je nalézt
tamtéz. Poté ukazeme, ze nékteré z nami zkoumanych rovnosti urcuji prave

tyto variety.

Lemma 3.6. Bud V wvarieta uréend rovnosti x = x - xy. Potom {x - ry —
x,xx — x} je prepisugici systém pro V.

Bud'V warieta uréend rovnosti v = x-yy. Potom {x-yy — x} je prepisujici
systém pro V.

Bud'V wvarieta uréend rovnosti x = xy-y. Potom {xy-y — x} je prepisujici
systém pro V.

Bud’V warieta uréend rovnosti v = xx-xy. Potom {zx-zvy — x, x(xs-y) —
xx} je prepisugici systém pro V.

Bud' V' wvarieta urcend rovnosti v = x(z-xy). Potom {x(x-xy) — z, 20 —
x} je prepisujici systém pro V.

Bud'V warieta uréend rovnosti x = x(xx - y). Potom {z(zx -y) — x,x -
xx — x} je prepisujici systém pro V.

Bud'V wvarieta uréend rovnosti v = x(xy-z). Potom {x(zy-2) — z,z-xy —
xr,xx — x} je prepisujici systém pro V.

Bud'V warieta uréend rovnosti x = x(yz - z). Oznacme M = {(...(z2 -
29) . )zZn) (o (Y oug) oo )ug);n,m > 0 U{(LL (Yo ug) o )Uy) - (L (T2
29) ... )zZn);m,m > 0}, Pak {tity — t1;t1ta € M} je prepisugjici systém pro V.

Bud' V' warieta urcend rovnosti x = x(yy - z). Oznacme M = {x(... (yy -
21) ... )zn);n > 0}, Potom {tity — t1;t1ts € M} je prepisugici systém pro V.

Bud'V warieta uréend rovnosti x = z(yz - y). Oznacme M = {z(... (yz -
Y)z1) .. )zn)in > 0 U{a(.. . (yy - 21) ... )zn);n > 0}. Potom {tity — 1511ty €
M} je prepisugici systém pro V.

Lemma 3.7. Rovnosti x = xy -yz a x = (v - yz)y urcuji tutéz varietu V.
Oznacéme A mnozinu vsech terma tvaru (... (zuy-ug) ... )u,, kdex € X, n >0,

kazdé u; je tvaru x nebo xx pro néjaké x € X a prol <i < n je u; # Ujp1Uir1
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a uir1 7# uu;. Na A definuyme bindrni operaci o. Pro a,b € A, kde b =
(... (zuy - ug) ... )up, definugme
(1) aob=ax, je-lin sudé a neexistuje term p takovy, Ze a = p - xx;
(2) aob=ap, je-lin sudé a existuje term p takovy, e a = p - xx;
(8) aob=a-zx, je-lin liché a neexistuje-li term p takovy, Ze a = px;
(4) aob=ap, je-li n liché a existuje-li term p takovy, Ze a = px.

Potom je grupoid A(o) volnyg ve V.
Nyni jiz muzeme vyslovit vétu, k niz jsme sméfovali.

Véta 3.8. Bud V warieta uréend rovnosti x = x - xy. Potom je V uréena
i kazdou z rovnosti x = x(x(yz - 2)), * = z(x(yz - w)), v = z(z(y - yz)),
r=x(x(y-22)), x = z(x(y - zu)).

Bud' V warieta urcéend rovnosti v = x - yy. Potom je V uréena i kaZdou
z rovnosti x = x(yy - 2z), v = x(yz - yz), v = x(y(y - 22)).

Bud' V' wvarieta uréend rovnosti x = xy - y. Potom je V urcéena i rovnosti
r=(x-yz)- yz.

Bud' V wvarieta uréend rovnosti x = xx - xy. Potom je V uréena i rovnosti

Bud' V' wvarieta uréend rovnosti v = x(x-xy). Potom je V uréena i rovnosti

Bud'V warieta uréend rovnosti x = z(zx-y). Potom je V urcena i rovnosti
r =zx(zx - Yz).

Bud'V wvarieta urcéend rovnosti x = x(xy- z). Potom je V uréena i kaZdou
z rovnosti x = x((z - yz)u), v = x(zy - 22), * = x(zy - zu).

Bud' V' warieta uréend rovnosti x = x(yx - z). Potom je V urcena i kazdou
z rovnosti x = x((yz - x)u), v = x((yx - 2)u), v = z(yzx - zu).

Bud'V wvarieta urcéend rovnosti x = x(yy-z). Potom je V uréena i kaZdou
z rovnosti x = x((yy - 2)u), x = x(yy - 2y), * = z(yy - zu).

Bud'V wvarieta uréend rovnosti x = x(yz-y). Potom je V uréena i kaZdou
z rovnosti x = x((yz - y)u), x = z((y - zu)y).

Bud' V wvarieta uréend rovnosti x = xy-yz (pripadné x = (x-yz)y). Potom

je V wuréena i kaZdou z rovnosti x = zy - (y - zu), x = (z(y - zu))y.
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Diikaz. To, ze z kratSich rovnosti v tvrzeni véty dostaneme piislusné delsi
rovnosti, je snadno k nahlédnuti (vhodnou substituci, opakovanym pouzitim
rovnosti ¢i z popisu prepisujictho systému), dokdzeme tedy jen opaénéd odvo-
zeni.

Pro rovnost z = x-xy mame postupné: r = x(z(yz-2)), x = z(x(yz-2)) =
w(2(y(ylyz - 2)) - (Ylyz - 2)))) = 2(2(y(y(yz - 2)))) = © - 2y; © = :E(x(yz U))
r=z(2(yz u)) = z(z(y(y(yz - uv)) - (y(yz -u)))) = 2(z(y(y(yz - u)))) = x - vy;
r=z(x(y-yz)), v =z(x(y-yz)) = z(z(y-y(y-yz))) =z -2y; v = 2(z y-ZZ) :
v =w(x(y - 22) = x(x(r - (22 22)) = 22, v = x(2(y - 22)) = v(x(yz)) =
r(2(y(y(y-22)))) = v-2y; v = 2(2(y-2u)), v = 2(z(y-2u) = v(x(y-y(y-2u)) =
T Ty,

Pro rovnost x = x - yy mame postupné: z = z(yy - 22), x = z(yy - 2z) =
w(yy-(22-22)) = x-yy; v = x(yz-yz), z = x(yz-yz) = x(y(yz-yz) -y(yz-yz))
royy; v =w(y(y - 22)), v =2(y(y - 22)) = z(yy - (yy - (yy - yy))) = - yy.

Pro rovnost x = zy -y jex = (v -yz) - yz, x = (x-yz) -yz = (v - (y -
yz)(yz)) - (y - y2)(yz) = xy - y.

Pro rovnost © = xx - zy jex = xx - (v - yz), x = zx - (x - yz) = a2z - (T -
(yy)(y - yz)) = zx - xy.

Pro rovnost x = z(z - zy) je x = x(z(zr - yz)), v = z(z(x - yz)) = x(z(x -
y(y(y-y2)))) = z(z - zy).

Pro rovnost z = z(zx - y) je v = z(xx - yz), x = z(xx - yz) = z(xx - y(yy -
yz)) = z(xx - y).

Pro rovnost © = x(zy - z) mame postupné: x = z((z - y2)u), v = z((x -
yz)u) = z((z-y((y-yz)u))u) = x(vy-u); v = x(vy-22), v = v(vy - 22) = v(TY-
(vy-wy)(zy-2y))) = 0209, T = T-20Y = T-2(WY) = W0, T = W(WY-22) = W(TY*2);
r=x(zy-zu), v =x(ry - zu) = x(zy - 2(2y - zu)) = z(xy - 2).

Pro rovnost ¢ = z(yx - z) mame postupné: z = x((yz - x)u), v = x((yz -
z)u) = 2((y((yz - yu) - 2)u) = 2(yz - u); © = x((yz - 2)u), r = z((yz - 2)u) =
a((yz - 2)((y(yz - 2) - 2)u)) = x(yz - 2); ¢ = x(yz - 2u), v = z(yz - 2u) =

Pro rovnost © = x(yy - z) méme postupné: z = x((yy - 2)u), v = z((yy -

2)u) = z((yy - 2)((yy - 2)u) = z(yy - 2); © = x(yy - 2y), v = x(yy - 2zy) =
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c((yy - 2y)(yy - zy) -ulyy - zy)) = =((yy - zy)u), z = x((yy - zy)u) = =((yy - (yy -
zy)y)u) = z(yy-u); v = x(yy-2u), v = x(yy-zu) = x(yy-2(yy-2u)) = z(yy-2).

Pro rovnost © = x(yz - y) mame postupné: z = x((yz - y)u), r = x((yz -
y)u) = 2((yz - y)((yz - y)u)) = 2(yz - y); v = 2((y - zw)y), z = z((y - 2u)y) =
2((y - 2((y - zu)y))y) = x(yz - y).

Pro rovnost x = xy - yz (pfipadné x = (z - yz)y) mame postupné: r =
zy-(y-zu), z =y (y-zu) =zy- (y-(22)(z-2u)) = vy - yz = = (z(y - 2u))y,
z=(z(y - 2u)y = (x(y - (2(u- 2u))u))y = (z - y2)y. m

Nyni vyslovime a dokazeme vétu, ktera na nékolika nerovnostech ukaze
pouziti metody prepisujicich systému, pro vybrané rovnosti generujici varietu
V najdeme prepisujici systém J pro V' a dle dokdzané véty je grupoid A (o)
spojeny s J V-volny nad X.

Véta 3.9. Necht V je varieta uréend rovnosti x = zx - (yz - y). Potom {zx -
(yz-y) — x,zx - (y - yy) — x} je prepisugici systém pro V.

Necht' V' je varieta uréend rovnosti v = x((xz-y)z). Potom {z((zz-y)z) —
zr,x(zx - y) — x,x - xx — T} je prepisujici systém pro V.

Necht V' je varieta uréend rovnosti x = x((xy-z)u). Potom {z((zy-2)u) —
v,x(zy - z) = x,x -2y — x,x0 — T} je prepisujici systém pro V.

Necht V' je varieta urcend rovnosti x = x(xy - 2). Potom {z(xy - xz) —
r,x(zy - ) — x,x(x - xy) — x,x - xx — X} je prepisujict systém pro V.

Necht V' je varieta urcend rovnosti x = z(yy - yz). Potom {z(yy - yz) —
x,x(yy - y) — x} je prepisujici systém pro V.

Necht V' je varieta uréend rovnosti x = x((yz - u)y). Definugme mnoZinu
M jako M ={z(...(yz-uw)y)z1) ... )zn);n > 0 U{z(... (y2-y)z1) ... )2n); 10 >
0} U{z(...(yy - z1)...)zn);n > 0}. Potom J = {tity — ti;t1ta € M} je
prepisujici systém pro V.
Diikaz. Méjme V' urcéenou rovnosti z = zx - (yz - y). Zkusme za prepisujici
systém volit J = {zx - (yz-y) — x}, nosnou mnozinu vezméme jako v definici
prepisujiciho systému a stejné tak bindrni operaci o. Podminky (1) az (4) jsou
ziejmé splnény, jde nam tedy o ovéfeni podminky (5), ptame se, zda grupoid
A(o) patii do V, tedy zda plati

z=(zox)o((yoz)oy)
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za predpokladu z,y,z € Aj;. Problém muze nastat ve chvili, kdy a,b €
Ay a ab ¢ Ay, kde ab je vlastni podterm pravé strany ovérované rov-
nosti. Ocislujme si v zapisu pravé strany ovérované rovnosti bindrni operaci
prirozenymi ¢isly, tedy napi. mezi x a x je o1, mezi y a z je os.

Muze nastat problém v o;? Muselo by byt prvni  rovno XX a zaroven
druhé x rovno Y Z-Y. Ovsem to by muselo byt zaroven X =Y Z a X =Y, coz
nemuze nastat, tedy xx vzdy patii do A;. Pokud nastane problém v og, musi
byt y rovno Y Z-Y anebot musi byt yz = XX, dostdvdme 2 = X =y =Y Z.Y,
celkové dostavame zzo (YZ-Y)YZ-Y)- (YZ-Y)) =axo0(YZ -Y) =z,
tedy problém nenastane. Operaci oy nefesime, zajimaji nas jenom souciny,
které jsou vlastnimi podtermy. Zbyva tedy moznost, Ze problém nastane v os.
Potom y = XX, 2=YZ Y a celkové médme zzo ((XXo(YZ -Y))o XX) =
zro(XoXX). Aby A(o) padl do V', musi tedy platit rovnost z = zzo (yoyy).

Ptidejme ji do J, dostavame nového kandidata J = {zx - (yz-y) — z,zx-
(y-yy) — x}. Podminky (1) az (4) jsou opét platné (podminka (1) proto, ze levé
strany obou prepisujicich rovnosti jsou neslucitelné, nemuze totiz platit yz-y =
Y - YY, ostatni jsou ziejmé). Nyni opét ovéfujeme prvni rovnost, problém
s vyskytem prvni rovnosti v néjakém podtermu uz jsme vyftesili, vyskyt druhé
rovnosti ndm pro o; a oz dava stejnou tivahu jako predchozi odstavec, problém
u oy nastat nemuze, zbyva opét oy, tedy piipad, kdy v termu xz o (yz o y)
dostaneme podterm (yzoy) ve tvaru X X o (Y -YY). Z toho dostaneme y = X,
z2=X,y=Y YY tedyy =2 =X =Y -YY, celkové muzeme upravit
zxo (Y -YY)- (Y- YY)V -YY))=azx0(Y YY) =1

Zbyvéa ovérit, zda x = (xox) o (yo (yoy)). Ze stejného duvodu jako
v predchozich odstavcich nenastane problém u oq a oy nefesime. U oz problém
nastat nemuze, pro y o yy tvaru XX - (YZ-Y) mame y = XX,y = Y2,
y=Y aYZ =Y neni mozné, u y o yy tvaru XX - (Y - YY) by pak bylo
y=XX,y=Y, y=YY aY =YY neni mozné. Zbyva moznost problému
u o4, tedy u vyrazu y o y. v prvnim piipadé by muselo byt y = X X a zaroven
y=YZ-Y tedy YZ =X =Y, vdruhém piipadé pak y = XX, y =Y -YY,
tedy Y = X = YY. Vidime, ze J spliuje podminku (5) a je prepisujicim
systémem pro V.

Necht nyni{ je V urcend rovnosti z = z((zx - y)z). Opét zacneme s kan-
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didatem {z((zz -y)z) — x}, ovétujeme, zda x = x o (((z ox) oy) o ). Operaci
o1 nefesime, problém u o, nemuze nastat (neni mozné zaroven r = X a z =
(XX-Y)Z), problém u o3 i o4 nds nuti do J ptidat rovnost x(zx-y) — x. Tim se
na ovéreni puvodni rovnosti nic neméni, musime ovérit jesté x = xo((xox)oy),
kde si problém u oz vynuti jesté pridani x - xo — x. Nyni jiz plati podminky
(1) az (5) a J = {z((zx - y)z) — z,x(zx -y) — x,x - xx — x} je prepisujici
systém pro V.

Bud V urcend rovnosti z = z((zy - 2)u), kandiddtem bud J = {z((xy -
2)u) — x}, ovéfujeme x = z o (((x oy) o z) ou). Operaci o, nefesime, problém
u kterékoliv nasledujici operace si vynucuje pfidat rovnost x(zy - z) — .
Obdobné pii ovéfovani x = zo((xoy)oz) dojdeme k nutnosti pridat z-zxy — x
a konecné pii ovétovani © = x o (z o y) pridame rovnost xx — x. Celkové tak
dostavame J = {z(zy - 22) — x,x(vy - x) — x,2(z - 2y) — x,x - zx — z}, kde
J spliiuje podminky (1) az (5).

Volme ted za V varietu uréenou rovnosti = = z(zy - x2), za J pak {z(zy -
rz) — x}, ovéiujeme x = xo ((xoy)o(xoz)). Operaci oy nefesime a je snadno
vidét, Zze u og problém nastat nemuze. U oy a o4 pak muze nastat nezavisle na
sobé a dostavame tak do J pravidla z(zy - ) — z,2(z - 22) — x,x - 20 —
a neni jiz tézké nahlédnout, ze J = {zx(zy - x2) — x,2(zy - x) — z,x(x - 2Yy) —
x,x - xx — x} je prepisujici systém pro V.

Na konec jsme si nechali piiklad spocetného prepisujiciho systému. Méjme
tedy V urcenou rovnosti z = z((yz - u)y), zavedme si znaceni pro prvky M —
an = (... (yz - wy)z1) ... )zn), bp = (... (yz - y)z1) ... )zn), o = x(. .. (yy -
21) ... )zn). Tvrdime, ze J = {a, — x;n > 0}U{b, — x;n > 0}U{c, — z;n >
0} je prepisujici systém pro V. Zaéneme opét od J = {z((yz - u)y) — x}. Pii
ovetovani platnosti z = xo(((yoz)ou)oy) dostaneme pro oy i oz nutnost pridat
by — x. Pti ovéfovani o4 a mozném problému dostavame zo(((yoz)ou)oy) =
zo((YZ-U)Y)oz)ou)o(YZ-U)Y)) =xzo(((YZ-U)Y)oz)ou)),
coz se ma rovnat x, musime tedy do J pridat ay — x. Déle pii ovérovani
T = ao u posledni operace o dostavame vhodnou substituci nutnost pridat
do J a; — x. Celkové je-li v J a; — x, musi tam byt i ;10 — x a je-li v J
a;+1 — x, musi tam byt i a; — x. V J tedy musi byt vSechna a; — x pro i > 0.

Z rovnosti x = a; dostaneme vhodnou substituci za v nutnost pridat b, — x

35



a vhodnou substituci za z v rovnosti x = b; pak nutnost pridat ¢; — z. Zbyva
ukazat, ze nic dalsiho uz neni tfeba ptidat. To uz je ale jen snadné prochazeni
vSech moznych typu substituci, rovnost * = X;, X € {a,b,c}, i > 0 vzdy

prejde na nutnost platnosti rovnosti téhoz typu (z = X;). O

Na zavér této kapitoly si ukazme jesté rozieseni jedné rovnosti pomoci

reprezentativni mnoziny.

Véta 3.10. Necht V je varieta urcéend rovnosti x = (x-yy) - 2z. Pripomernme,
Ze pro term t je L(t) proménnd, kterd je v termu t iplné vievo. Bud M mnoZina
vsech termu t nad X takovijch, Ze:

(1) t neobsahuge podterm tvaru (u - vv) - ww;

(2) t neobsahuje podterm tvaru u - (vv - ww);

(3) t neobsahuje podterm tvaru u - vv, kde v # L(u).

Pro a,b € M definuyme bindrni operaci o nasledovné:

(1) aob =t, pokud je a =t - L(t)L(t) a b je bud uu nebo uu - L(u)L(u)
pro néjaké termy t, u;

(2) aob=a-L(a)L(a), pokud a neni rovno t- L(t)L(t) pro Zadny term t
a b je rovno bud vu - L(u)L(u) nebo uu pro néjakyj term u;

(8) aob=ab v ostatnich pripadech.

Potom M je reprezentativni mnozina pro V- a grupoid M (o) je asociovany
s R aV (atedy V-volny).

Dukaz. Nejprve ukazeme, ze M je reprezentativni mnozina pro V. Podminky
definujici M jsou voleny tak, ze pokud ¢t € M, potom jisté do M padne i kazdy
podterm M. Déale se nam bude hodit ukazat, ze ve V plati x - yy = x - zz. To
je ale snadné, mame x = (z-yy) - 2z, z-yy = ((r-yy) - yy) - 2z = x- zz. Z toho
také dostavame z - yy = x - (vu - uu) = x - (uu - Vv).

Méjme nyni libovolny term ¢, chceme k nému najit term wu,; lezici v M.
Definujme si mnozinu P = {Pj, P, P3} obsahujici pravidla odpovidajici
podminkam kladenym na mnozinu M:

Py: term (u - vv) - ww piepis na u;

Py: term u - (vv - ww) prepis na u - L(u)L(u);

Ps: term u - vv prepis na u - L(u)L(u), je-li v # L(u).
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Jisté do M patii pravé ty termy, na néz neni mozné aplikovat ani jedno
pravidlo. Pokud se u prepiSe aplikaci P; na v, potom zjevné ve V plati u = v.
Definujme si orientovany graf G: jeho vrcholy necht jsou termy a orientovana
hrana z u do v vede pravé tehdy, kdyz v vznikne z u aplikaci pravidla z P.
Terminalni vrcholy jsou pravé prvky M. Ukazeme-li, ze G je konvergentni,
dostaneme, ze M je reprezentativni mnozina. K tomu staci ukézat, ze G je
konec¢né terminujici a lokalné konfluentni.

Zacnéme prvni vlastnosti, chceme tedy ukazat, ze vezmeme-li libovolny
term ¢ a zacneme aplikovat pravidla P, po konecné mnoha krocich nutné do-
jdeme do terminalniho vrcholu, tedy prvku M, na ktery se ned4 aplikovat zadné
pravidlo. Piipady P, a P, jsou jasné, jejich aplikaci se zkrati délka termu, je
je tedy mozno aplikovat jen koneéné mnohokrat. Piipad P; je jen o néco mélo
tézsl. Bud dojde také ke zkrdceni délky termu, nebo jsme podterm u - zx na-
hradili podtermem wu - L(u)L(u), kde = € X, x # L(u). OvSem pravidlo P
je mozno bez zkraceni délky termu aplikovat jen konetné mnohokrat, kazdou
aplikaci se snizi pocet podtermu tvaru u - xz, x € X, x # L(u), nebot apli-
kaci tento pocet zjevné o jedna snizime a nemohli jsme ho na jiném misté
zvysit, nebot x a L(u) jsou proménné (neni totiz mozné, aby zménou v - rx na
w- L(u)L(u) vzniknul novy podterm tvaru vhodného pro aplikaci P, obsahujici
puvodni nahrazovany term a na druhou stranu v termu u- L(u) L(u) nenajdeme
podterm vhodny pro aplikaci P, ktery se nevyskytoval uz v u - xz).

Celkoveé tedy dostavame, ze zacneme-li libovolnym termem ¢, potom
kazdou aplikaci pravidel bud snizime délku termu, nebo v pifpadé zachovani
délky snizime pocet podtermi jistého druhu. Nebot délka t je koneénd a pocet
podtermu pro kazdy term urcité délky také (tedy i podtermu specidlnich vlast-
nosti), nutné po konetném poctu kroku dospéjeme k termu, na ktery uz neni
mozné aplikovat zadné pravidlo z P. Tedy G je skutecné konecné terminujici.

Zbyva lokalni konfluence. Mame tedy term ¢, ktery pfrepiSeme aplikaci
jednoho pravidla z P na u, ale také jinou aplikaci pravidla z P na term wv.
Chceme ukazat, ze najdeme term w takovy, ze u i v se daji pomoci pravidel
z P prepsat na w.

Oznacme t, podterm ¢, ktery jsme nahradili pfi prepsani na u, a obdobné

definujme t,. Pokud ¢, neni podterm t, a t, neni podterm ¢,, neni problém,
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prosté na u aplikujeme pravidlo pouzité k prepisu ¢t na v a na v aplikujeme
pravidlo pouzité k prepisu t na u, dostavame tak stejny term w.

Problém muze nastat v pripadé, kdy jeden z nahrazovanych termu je pod-
termem druhého, BUNO ¢, je podtermem ¢, (nevyluéujeme t, = t,). Nezbyva
nez postupné projit vSechny moznosti, ktera pravidla jsme pfi pfepisech apliko-
vali a jakym podtermem presné t, v t, je. Budeme se zabyvat jen podtermem
t., nebot pii pfepisu se nic mimo podterm ¢, neménilo, tedy pfepis t na u i na
v je plné popsan prepisem termu ¢, (a ve druhém piipadé jeho podtermu ¢,).

Nejprve necht jsme aplikovali na ¢, Py, tedy t, = (a-bb)-cc a prepsali jsme
jej na a. Potom ¢, muze byt jeden z podtermu a, b, ¢, bb, cc, a - bb, (a - bb) - cc,
pficemz u b a c je jesté (zdanlivé) nutno rozlisit, zda se jednd o prvni nebo
druhy vyskyt a to, ze se prepsal jeden z termu a, b, ¢ ve skute¢nosti znamena,
ze se mohlo aplikovat pravidlo z P na vlastni podterm (coz, jak uvidime, nenf
dulezité). V ostatnich piipadech jde o prepis celého termu, v opaéném piipadé
se jednd o jiny z jmenovanych piipadi.

Necht ¢, je podterm a. Potom se nam t, ptepiSe na (a’ - bb) - cc (v’ bude
od tohoto mista déale znacit term, vznikly aplikaci pravidla z P na podterm
(mozno i nevlastni) u. OvSsem potom je mozno volit w = a’ —a i (a’ - bb) - cc
lze ptepsat na a’.

Necht t, je podterm jednoho z vyskyti b nebo c. Piepisem ¢, jsme tedy
dostali jeden z termu (a-b'd) - cc, (a-bb')-cc, (a-bb)-c, (a-bb)-cc’. V prvnich
dvou piipadech se nabizi ptepis na (a-b't')-cc a ve druhych dvou na (a-bb) ¢,
oba tyto termy je poté mozno prepsat na w = a.

Nyni bud ¢, = bb. Zde uz musime rozlisit, jaké pravidlo jsme pouzili
k ptepisu t,. V piipadé Py je bb =t, = (d - ee) - ff a vysledkem pfepisu je d.
Porovnanim dostavame bb = (d-ee)- ff,b=d-ee,b= ff,ee = f =d, tedy bb
se prepsalo na ee. Potom se ale u pfepsalo na (a - ee) - cc, coz je mozno prepsat
na w = a. V piipadé pouziti P, jebb=1t, =d-(ee- ff),d=b=-ce- ff, tedy
t, se prepsalo na (a - ((ee - ff) - L(e)L(e))) - cc (je totiz L(ee - ff) = L(e)),
coz je mozno déle pomoci P; pfepsat na (a - ee) - cc a to pak na w = a.
Konecné pti pouziti P3 je bb =t, = d - ee, ee = b = d, tedy t, se prepsalo na
(a-(ee- L(e)L(e))) - cc, coz prepiseme na (a - L(a)L(a)) - cc a to na w = a.

Dalsi piipad je t, = cc. Term cc se ndm prepisuje na stejné termy jako bb
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Py se t, prepise na (a - bb) - ee, coz se prepise na w = a. V piipadé P; se t,
prepise na (a-bb) - ((ee- ff)- L(e)L(e)), coz se uzitim P; prepiSe na (a - bb) - ee
a to na w = a. V piipadé Py se t, prepiSe na (a - bb) - (ee - L(e)L(e)), coz se
ptepise na (a - bb) - L(a)L(a) a to na w = a.

Necht nyn{ ¢, = a-bb. Pro P, méme a-bb= (d-ee)- ff,a=d-ee, b= f
a t, se tak prepsalo na d-cc. Potom za w zvolime d- L(d)L(d) — na w se prepise
nejen d - cc, ale také a = d-ee. Pro Pyjea-bb=t,=d-(ee- ff),a=d 1, se
tak prepise na (d- L(d)L(d)) - cc, coz se da prepsat na w = d = a. V piipadé
Ps se t, prepise na (a - L(a)L(a)) - cc a to na w = a.

Zbyva pripad t, = t, s tim, ze jsme v obou piipadech aplikovali jiné
pravidlo. Necht jsme tedy na t, pouzili P. Potom je (a-bb)-cc = t, = d-(ee- f f),
d=a-bb,ee=c= ffat,seprepsalonad- L(d)L(d) = (a-bb)- L(a)L(a), coz
je mozno prepsat na w = a. Pro aplikaci P; méame (a-bb)-cc = d-ee, d = a-bb,
c = e, t, se prepsalo na d- L(d)L(d) = (a-bb) - L(a)L(a), coz je mozno prepsat
na w = a. VyfeSme na tomto misté jesté pripad kdy na ¢, = ¢, pouzijeme
soucasné pravidla P, a P3, coz nam dovoli se dale omezit na ptipady, kdy ¢,
je vlastnim podtermem t,. Tedy ¢, = a - (bb - cc) se prepise na a - L(a)L(a)
a zaroven t, = t, = d - ee se prepiSe na d - L(d)L(d). Potom je ale a = d a obé
pravidla prepsala t, na tentyz term.

Tim je vyfesen piipad, kdy jsme na ¢, aplikovali P;, pokrac¢ujme
s piipadem aplikace P, na t,. Je tedy t, = a - (bb - cc) a t, jsme piepsali
na a- L(a)L(a). Piipady, kdy ¢, je podtermem a, b nebo ¢, se vyfesi stejné jako
v piipadé, kdy aplikujeme na ¢, P;. Zbyvaji tedy moznosti, kdy ¢, je jeden
z termu bb, cc, bb - cc.

Necht t, = bb, opét vyuzijeme jiz odvozenych vysledki. Aplikaci P, na t,
se t, prepiSe na a - (ee - cc), coz se prepise na w = a - L(a)L(a). Aplikaci P, na
t, se t, prepise na a-(((ee- ff)-L(e)L(e))-cc), coz se piepise na a- (ee-cc) a to
na w = a- L(a)L(a). Aplikaci P3 na t, se t, prepise na a- ((ee- L(e)L(e)) - cc),
coz se prepiSe na a - ee a to na w = a - L(a)L(a).

Nyn{ bud ¢, = cc. V pifpadé P; se ¢, prepise na a - (bb - ee) a to na
w =a- L(a)L(a). V piipadé P, se t, piepise na a - (bb- ((ee- ff)- L(e)L(e))),
to na a- (bb-ee) a to na w = a- L(a)L(a). V piipadé Ps se t, prepise na
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a-(bb-(ee-L(e)L(e))), coz se prepise na a-(bb- L(b) L(b)) a to naw = a-L(a)L(a).

Zbyva piipad t, = bb-cc. Aplikujeme-li na t, Py, je bb-cc = t, = (d-ee)-f f,
ee=b=d, f =cat, sepiepiSe na a-eeatonaw = a-L(a)L(a). Pii aplikaci
Pynat,jebb-cc=t,=d-(ee- ff), tedy d =bb, ee = c = [ [, t, se prepise
na a - (bb- L(b)L(b)) a to na w = a - L(a)L(a). Kone¢né pii aplikaci P je
bb-cc=t,=d-ee, d=0bb, c=eat, sepiepise na a- (bb- L(b)L(b)) a to na
w=a-L(a)L(a).

Tim je ovéten pripad aplikace P, na t, a zbyva pripad, kdy na ¢, apliku-
jeme Ps. Je tedy t, = a-bb a t, se prepise na a- L(a)L(a). Je-li t, podtermem a
nebo b, je ovéreni obdobné jako v predchozich pripadech. Zbyva tedy moznost
t, = bb.

Opét vyuzijeme jiz odvozenych vysledku. V ptipadé P; se t, prepiSe na
a-eeatonaw=a-L(a)L(a). V piipadé P, se t, prepise na a - ((ee - ff) -
L(e)L(e)), tona a-ee atonaw = a- L(a)L(a). V piipadé Pj se t, prepise na
a-(ee- L(e)L(e)) a tonaw = a- L(a)L(a).

Celkove jsme ukazali, ze pokud term t prepiseme dvéma zpusoby na termy
u a v (aplikaci jednoho pravidla z P), vzdy najdeme term w takovy, Ze je
mozno u i v prepsat na w. To ale neznamena nic jiného, nez ze graf G je
lokélné konfluentni. Nebot je také koneéné terminovany, je konfluentni a tedy
celkové konvergentni.

To znamend, ze kazdy term ¢ je v G spojen neorientovanou cestou prave
s jednim terminalnim vrcholem, tedy s prvkem M. Ovsem dva termy u, v jsou
v (7 spojeny cestou praveé tehdy, pokud rovnost u = v plati ve V. To je snadné
nahlédnout — hrany vzniklé aplikaci pravidla P; jsou pravé bezprostiedni
dusledky rovnosti z = (x - yy) - zz a hrany vzniklé aplikaci pravidel P, a P je
mozno vynechat bez zmény komponent souvislosti neorientovaného grafu G’
(hranu u- (vv-ww) — w- L(u) L(u) zastoupi cesta u- (vo-ww) — u- (((vo-ww)-
ww)-vv) — u-(vv-vv) — ((u-(vv-vwv))-22)- L(u)L(u) — u- L(u)L(u) a hranu
w-vv — u- L(u)L(u) cesta u-vv — ((u-vv) - ww) - L(u)L(u) — u- L(u)L(u)).

Celkoveé tak mame, ze pro term t existuje pravé jeden term u € M, ze
t = u je splnéno ve V, a M je reprezentativni mnozina pro V. Grupoid M (o)
je asociovany s R a V, nebot o je definovédno pravé tak, aby pro a,b € M byl
a o b takovy term ¢ € M, pro ktery je ab = c splnéno ve V. U
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Kapitola 4
Rovnosti tvaru =z = t(y, ..., 2)

V této kapitole se budeme zabyvat rovnostmi tvaru z = t(y, ..., z), tedy ta-
kovymi, jejichz prava strana zacina i konc¢i proménnou ruznou od x a navic
obsahuji alespon tii proménné. Zakladem této kapitoly je nasledujici pozo-

rovani.

Lemma 4.1. Méjme ddnu varietu V. Pokud ve v plati rovnost x = t, kde t je

term neobsahujici x, potom je V trividlni.

Diikaz. Zvolme proménnou y, ktera je ruzna od x a nevyskytuje se v t. Potom
substituci = y (s tim, Ze na ostatnich proménnych bude substituce identitou)
dostavame y = t, celkové tedy © = t = y, vSechny termy jsou si tedy ve V'

rovny a V je trivialni. O

Pro zjednoduseni si uvedme nékolik termu ¢ takovych, Ze varieta gene-
rovana rovnosti x = t je trivialni. Téchto rovnosti budeme posléze vyuzivat

v dukazech.

Lemma 4.2. Necht t je jeden z termi (yx-x)z, (yx-2)y, (yx-2)z, (yz- 1)z,
(yz-2)y, x2 - 2, 22y, u- w0, Y - 3Y, Wy - 7Y, (Y- 2Y)2, (Y - 02)Y, (Y- 22)2,
(v 22y, (y- 22)2 yloy - ), Yoz w), y(z - y2), 2oz ), (- wy), (o y2).
Potom varieta urcend rovnosti x =t je trividlni.

Diikaz. Dokézat tvrzeni pro jednotlivé rovnosti neni obtizné, dukaz lze

prenechat ctenari (ktery jej pripadné najde v [3]). O
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Lemma 4.3. Necht V je varieta uréend rovnosti v = t, kde t neza

v s

nekonci na x (takové jsou vsechny termy vysetrované v této kapitole). Plyne-li

z x =t nékterd z rovnosti x = xy, x = yr, rY = Tz, TX = TZ, TZ = YT,

s,

vr = uz, rr = yx, potom je V trivialni.

= xy muzeme rov-

Diikaz. Tvrzeni je opravdu snadné. V ptipadé platnosti z

nost x = t prevést na r = y, kde y je proménnd, kterou t zacind, v ptripadé

xr = yx dostaneme x = z, t kon¢i na z. Z xy = xz plyne, ze x = t muzeme

¢ tzaCindnay. Z xx = xz

énné y,

t na r = u, kde term u obsahuje jen prom

plyne xy

prevés

, vz = yx implikuje xz = yr = zu,

= Ix = Xz, COZ Uz mame rozreseno

= xx = yx, coz se tesi

z vx = uz odvodime vr = vz a z xx = yx plyne zx

O

analogicky k xy = zz.

Véta 4.4. Necht t je jeden z termi ((yx - x)x)z, (yx - x)2)u, ((yz - 2)r)u,

((ye - 2)2)u, ((ya - 2o, (g2 - D)o, (g2 - @)2)u, ((y= - D)o, (4= - 2)a)u,

((yz-w)x)v, ((yx - 2)y)z, (Yo - 2)2)y, (Y- 2)2)2, (Y2 -Y)2)2, (Y(2Y - °))%2,

(- yv)y)z, ((yz-y)2)y, (yz-y)z)u, (yz-2)u)y, ((yx - 2)u)z, ((yz - 2)z)y,

((yz - 2))2, ((yz - 2)y)y, (Y7 - 2)y)u, ((yz - 2)w)u, (yr-2)2)z, ((yy - 2)7)z,

((yy - 2)y)z, ((yy - 2)2)y, ((yy - 2)2)u, (yz - 2)u)y, (yz - 2)u)z, ((yy - y)7)z,

((wy - 2)x)y, ((yy - 2)x)u, ((yz-wr)y, (yz-w)z)z, (Y2 - 2)r)2, (Y2 - 2)Y)Y,

((yz - 2)y)u, ((yz - 2)uu, ((yz - x)2)z, (yz-y)z)y, ((yz-y)o)u, ((yz - v)z)u,
((yz - 2)x)z, ((y - zx)w)z, ((y - 22)2)u, ((y - z2)2)u, ((y - 22)2)u, ((y - 22)0)0,
((y - zz)x)u, ((y - z2)2)u, ((y - 22)@)u, ((y - zz)u)v, ((y - zw)z)v, ((y - 22)y)z,
((y - zz)2)y, ((v-22)2)z, (v - 2y)2)z, ((y-2y)y)z, ((y-2y)2)y, ((y - 2y)2)u,
((y - z2)wy, ((y-z2)u)z, ((y-22)x)z, (y(rz-w))y, ((y-22)y)y, ((y-22)y)u,
((y - z2)u)u, ((y - 22)2)z, ((y - yx)x)z, ((y - yx)y)z, (y - yx)2)y, (¥ - yz)2)u,

(y - z2x)u)y, ((y-z2)u)z, ((y-yy)r)z, (v - y2)2)u, ((y-22)2)y, ((y - 22)7)2,

((y-2z2)y)y, ((y - 22)y)u, ((y - 2x)u)u, ((y-22)2)z, ((y-2y)2)y, (- 2y)z)u,

((y-zu)z)y, ((y-2u)z)u, ((y-22)2)z, ((y-2u)z)2, (yr-22)2, (Yr-2z)u, (Yo 22)u,

(yx - 2z)u, (yx - zu)v, (yz - zz)u, (yz - x2)u, (yz - 2u)v, (yz - zz)u, (yz - uz)o,
(yx - zy)z, (yx-x2)z, (yo-yx)z, (yx - yy)2, (Yo -yz)y, (yo - y2)u, (yz - 2u)y,
(yx - zu)z, (yo - zx)y, (yx - 22)z, (yx - 29)y, (Y- 29)u, (yo - 2u)u, (Yo - 22)z2,

(yy - 22)2, (yy - 29)z, (yy - 22)y, (yy - w2)u, (yz - 2wy, (yz - 2u)z, (yy - yo)z,

(yz - ya)u, (yy - )y, (yy - @), (yz - ua)y, (yz - ux)z, (yz - wa)y, (yz - a2)z,
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(yr - o))z, @ = (g - 2)w)e = (-
(g2, t = (yr-2)a)u, t = ((ya-2)2)u

((yz - 2)x)z je @
xz, coz tesi i pripady t

Dikaz. Pro t

43



t=((yz-2)u)v, t = ((yz-x)z)u, t = ((yz-x)2)u, t = ((yz-x)u)v, t = ((yz-2)x)u
at=((yz u)x)v.
Prot = ((yz-2)y)zjex = ((yr-2)y)z, v = (yr-x)y)z = ((v2-2)2) 320)2 =
Prot = ((yz-2)z)yje z = ((yx-2)2)y, v-yz = ((yx-2)2)y) -yz = (((yz-
r)r)y) yr =, x = r-yr, yr-v = yr-(v-yr) = yr, z = ((yr-2)2)y = (ya-2)y.
)z)z = (

(((yz -

Prot = ((yz-x)2)z je x = ((yx - 2)2)z, * = ((yx - x)2)z =

Prot = ((yz-y)z)zje v = ((yz-y)z)z, v = ((yz-y)r)z = (((yz-y)z)(yz-
y))x)z =zx - 2z, xx = (T2 - TX)2 = TZ.

Pro t = (y(zy - @)z je x = (y(zy - v))z, @ = (y(zy - 2))z = ((y(zy -
2))(#(y(zy - v)))r))z = w2

Prot = ((yx-y)y)zje z = ((yz - y)y)z, (x(yx - y))u = ((((yz - y)y)2)(yx -
y)u = ((((yz - y)y)(yz - y))(yz - y)u =y, (@(yz - y)u =y, v = (y(zy - )z,
a pripad x = (y(zy - x))z uz jsme roziesili.

Prot = ((yz - y)z)y je v = ((yz - y)2)y, = - yxr = (((yx - y)2)y) - yz =
(yz-y) - y2)y) - yz =y, v =y vy=yx-(z-yr) =y -y, v = ((yr-y)2)y =
(yz-y)2)y=zz-y, v = ((yz-y)2)y = ((yr - y)2)y = yz - y, coz Tesf i pifpady
t=((yz-y)2)u, t = ((yr-2)u)y at = ((yx - z)u)z.

Prot = ((yz - z)z)y je v = ((yz - 2)a)y, v - yz = (((yz - 2)x)y) - yx =
((yz-y)a)y)-yz =y, =y -y, v = ((yz-2)z)y = ((yz - (2~ yz))v)y = 22 Y.

Prot = ((yx-2)x)z je v = (yx - 2)x)z, xx = (((yz - 2)x)2)x = 2.

Prot = ((yz-z)y)yjex = ((yz-2)y)y, x = ((yz-2)y)y = ((zy-y)z)z)(2y-
)y -y) = (y(zy-y)(@y-y), yz-z = (y(((yz - 2)y)y))(((yz - 2)y)y) = yz - @,
yr-z = yr-x = yru,x = ((yr-2)y)y = (((yy-2)2)-yy)-yy = (((yy-y)2)-yy) vy,
coz tesi i pripady t = ((yz - 2)y)u at = ((yx - 2)u)u.

Prot = ((yx-2)z)z je x = ((yx - 2)2)z, xz = (((yx - 2)2)2)z = 2.

Prot = ((yy-z)z)zjex = ((yy-2)v)z, x =
z)z))z)z)z = ((((yy - ©)2)((yy - 2)x))v)x)z = (v - x)z, v = ((yy - ¥)7)2 =

Prot = ((yy - 2)y)z je v = ((yy - 2)y)z, v = ((yy - 2)y)z = (((zz - x7)7) -
xx)z=xx-z, x = ((yy-2)y)z =yy - 2.
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Prot = ((yy-z)2)y je x = ((yy - 2)2)y, v = ((yy - v)2)y =
2z = zz-zz, coz tesl i piipady t = ((yy-z)2)u, t = ((yz-x)u)y a

Prot = ((yy-y)r)zjex = ((yy-y)z)z, v = ((yy-y)z)z =
y)w)((yy-y)u))z)z = ((ul(yy-y)u))z)z = ((((vy-y)y)(yvy-y)
YT - 2.

Prot = ((yy- 2))y e o = (yy- 22y, = = (wy- o)y = (2~ 22)2)a)-

((yy - 2)z)y = (((yy - yy)2)z) - yy =y,

coz tesi i pripady t = ((yy - 2)x)u, t = ((yz-w)z)y at = ((yz - u)x)z.

Pro t = ((yz - 2)a)z Je & = (= - D))z, @ = ((yz - o))z = (((((yz -
y)y)z)r)r)z = (yr - x)z.

Prot = ((yz-z)y)yjex = ((yz-2)y)y, x = ((yz-2)y)y = (((zu-w)z)z)(zu-
w))(zu-u) = (u(zu-w)(zu-u), uz-v = (u(((uz-v)u)u))(
z = ((yz-2)y)y = ((yz-y)y)y, coz fesi i piipady t = ((yz-z)y)uat = ((yz-x)u)u.

Pro t = ((yz - )2)z je & = (g2 2)2)z, & = ((yz - 2)2)z = (((((yz -
y)z)z)x)2)z = (yz - 2)z.

Prot = ((yz-y)z)y je v = ((yz - y)v)y, v = ((yz - y)o)y = (((xy - @) -
xy)x) - xy = xy - 2y, coz resi i piipady t = ((yz-y)r)u at = ((yz - u)z)u.

Pro t = ((yz- 2)a)z Je & = (g2 )z, @ = (2 2)0)z = (w2

Prot = ((y-xx)x)z je x = ((y-zx)x)z, 22 2 = (((y(22 - 22)) - 22)2)x = 2,

rx = (((zx - zx)2)x) - 20 = 2 - 22, T =

l\z

((uz-v)u)u) = uv-v,

r =zx -y, xzx = (xx - xx)y = 2y, coz tesi i piipady t = ((y - zx)2)u, t =
(g w2y, ¢ = ((y-22)2)u, t = (- 22)w)o, t = (g 22))u, ¢ = ((y- 22)2)u
t=y-z2)x)u, t = ((y- zx)u)v at = ((y-zu)zr)v.

Prot = ((y - z2)y)z je x = ((y - z2)y)z, (y - z2)y = (y(((y - z2)y)((y -
zx)y)))y)z = (yz-y)z, = ((y-z2)y)u = ((yz-y)z)u a piipad = ((yz - y)z)u
uz jsme rozresili.

Prot = ((y - zx)2)y je v = ((y - w2)2)y, @ = ((y - 2x)2)y = (((z - yy) -
xx)z)(2 - yy) = y(z - yy).

Prot = ((y-zx)2)z je v = ((y-x2)2)2, x = ((y - 2x)2)z = (((y - yy) - x2) -
TT)2)Z =Yz - 2.

Prot = ((y-zy)z)zjex = ((y-zy))z, = ((y-2y)x)z = ((y-zy)z) (x((y-
zy)r)))z)z =z -z, x = ((y - wy)z)z = ((yy - (- yy))z)z = yz - 2.
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Prot = ((y-zy)y)zje v = ((y-2y)y)z, (v-2y)y = (y(((y-2v)y)y))y)z =
Wz -y)z, @ = ((y - 2y)y)u = ((yx - y)z)u a piipad & = ((y2 - y)z)u uz jsme
rozresili.

Prot = ((y-zy)2)y je x = ((y-2y)2)y, (y-zy)z = ((Y(((y - 2y)2)y))z)y =
(yz - 2)y, = ((y - 2y)z)y = ((yz - 2)y)y a prlpad z = ((yx - 2)y)y uz jsme
roziesili. To Fesi i piipady t = ((y - xy)2)u, t = ((y - zz)u)y a t = ((y - x2)u)z.
Prot = ((y-zz)z)z jex = ((y- a;z)a;)z z=((y-z2)z)z = (((y(y-22))y)-
r2)T)z = YT - 2.

Pro t = (y(wz - w))y je & = (y(zz W)y, 25 = (2((y

Prot = ((y- 22)u)y e « = (y- 22wy, (= - u0)z = ((y
(yu-y)y, = = ((y - z2)y)y = (y(zz - u))y a piipad z = (y(zz - u
roztesili. To Fesi i pripady t = ((y - x2)y)u at = ((y - z2)u)u.

Prot = ((y-z2)2)z je x = ((y - x2)2)z, v = ((y - 22)2)z = (((y(y - 22)) -

Prot = ((y-yz)z)z je v = ((y-yz)v)z, v = ((y-yz)z)z = (((y-y2)z)(((y-
yxr)x)r))T)z = T - 2.

Prot= ((y-yz)y)zje z = ((y-yx)y)z, v = ((y -yz)y)z = ((y - y2)y)(((y
yr)y)u), (z((y - yx)y))v = ((((y - y2)y)(((y - y ) Ju)((y - yz)y))v = u.

Prot = ((y - yz)2)y je x = ((y - yx)2)y, v = ((y - yz)2)y = (((z - zu)((2 -
zu)x))z)(z - zu) = (((z - 2zu)((z - zu)x))2) (2 - ) u(z - zu), coz fesi 1 pripady
= ((y-yx)2z)u, t = ((y - Zx) Jyat=((y-zz)u)z.

= ((y-yy)z)z, z = ((y-yy)x)z = ((((y-yy)y) (((y-

Prot = ((y-yy)r)z je
)z = yx - z, coz tesi i piipad t = ((y - yz)x)u.
)y

y)y)((y - yy)y)))z

Pro ¢t = ((y - yjex = ((y-zx)r)y, v = ((y - zx)r)y = ((y(((= -
zz)z)x))x)y = (yz - x)y

Prot = ((y-zx)x)z je x = ((y - 2zx)x)2, 2 = ((y(2 - 22)) - x2)2, x2 - & =
((y(z-32)) - v2)2)r = 2, 020 = 2, @ = ((y-22)2)2 = (((22-y) - 22)0)2 = Yz 2.

Prot = ((y - zo)y)y je = = ((y - zx)y)y, = = ((y - z2)y)y = ((y(((z -

Y
2y)x)x))y)y = (yy - y)y, coz tesi i piipady t = ((y - z2)y)u a t = ((y - 2x)u)u.
Pro t — ((y - 22)2)2 Jo 2 — ((y- 200202 2 = (3 202 = (((4(z2 - 3)
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Prot = ((y - zy)a)y je v = ((y - 2y)a)y, v = ((y - 2y)w)y = ((y(((y-
2y)2)y))x)y = (yz - x)y, coz fesi i piipady t = ((y - 2y)z)u, t = ((y - 2u)2)y
)

at=((y-zu)r)u.

Prot = ((y-z2)x)zjex = ((y-22)x)z, zz-x = (((y- 22) - x2)2)x = 2, COZ
fest i piipad t = ((y - zu)x)z.

Prot = (yx-zx)z je v = (yx-2x)z, v = (yr-22)z = ((yx-22)x) -20)2 =
(x-xx)z, zx = ((y-zz)(xx-zx))z = ((-22)(rr-22))2 = T2, COZ Tesi 1 piipady
t = (yr-x2)u, t = (yx- zz)u, t = (yx - 22)u, t = (yx - zu)v, t = (yz - xx)u,
t=(yz-x2)u, t = (yz-zu)v, t = (yz - zzx)u a t = (yz - uzx)v.

Pro t = (yz - xy)z je v = (yx - 2y)z, 2u = ((yz - 2y)2)u = ((yz - 2Y)(TY -
yr))u = xy, r = (yx - xy)z = (yy - 2y)z = (yy - y)2.

Prot = (yx-x2)zjex = (yr-z2)z, v = (yr-x2)z = (((yy - yr)x) - 22)2 =
(y-x2)z.

Prot = (yx - yz)z je v = (yz - yx)z, v = (yx - yz)z = (yx - yz)(yx - yx),
vz = ((yz - yz)(yz - yz))z = yz.

Prot = (yz-yy)z je v = (yx - yy)z, v = (yx - yy)z = (((yz - yy)z)((y= -
yy)(yz - yy)))z = (2((yz - yy)(yz - yy)))z.

Prot = (yr-yz)y je v = (yx - y2)y, v = (yx - y2)y = (((2u - zu)z)((2u -
(((zz - z2)u) - z2)(zz - zz) = u, coz tesdi i piipady t = (yx - yz)u, t = (yx - zu)y
at=(yr-zu)z.

Prot = (yx-zx)y je x = (yz - zx)y, v = (yx - 22)y = (yx- ((vz-22)x))y =
(e 2)y.

Prot = (yx-zx)z jex = (yr - 22)z, v = (yxr-22)z = (((yy - xy)x) - 200) 2 =
(y - zz)2.

Prot = (yz-2y)y je v = (yr - 2y)y, v = (yx - 2y)y = (yx - (yz- 2y)y))y =
(yz - 2)y, coz tesi i piipady t = (yx - zy)u a t = (yz - zu)u.

Prot = (yx-zz)z jex = (yr-22)z, x = (yr-22)z = (((yy - x2)x) - 22)2 =
((yy - 22)a) - 227 = (y - 22)~.

Prot = (yy-ax)z jex = (yy-ax)z, v = (yy-z2)z = ((yy - yy) -x2)2 = y=2.

Prot = (yy-ay)zjex = (yy-zy)z, x = (yy-ay)z = ((yy-yy)(z-yy))z = yz.
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Prot = (yy-x2)yjex = (yy-x2)y, 22 2y = (yy- ((22-2y)2))y = (yy- )y,
= (yy-z2)y = ((22-2)2)y, * = ((yy - 2)y)z a piipad x = ((yy - ¥)y)z uz jsme
roztesili. To Fesi i piipady t = (yy - z2)u, t = (yz - zu)y a t = (yz - zu)z.
Prot = (yy-yx)zjex = (yy-yx)z, v = (yy-yx)z = ((yy-yy)(vy-x))z = yz,
coz fesi i piipad t = (yz - yz)u.
Prot = (yy-2x)y je x = (yy-22)y, v = (yy - zx)y = (yy - (- 22)2))y =
(yy - 2)y, coz tesi 1 pripady t = (yy - zz)u, t = (yz - ux)y a t = (yz - ux)z.
Prot = (yz - xx)y je x = (yz - xzx)y, © = (yz - zx)y = (((xx - y) - 22) -
zx)(zx - y) = z2(zx - y).
Prot = (yz-zx)z jex = (yz-ax)z, v = (yz-2x)z = ((yz - yy)z) -zx)z =
(y-zx)z = (((y - x2) - yy) - v2)2 = Yz
Prot = (yz-xy)yje x = (yz-zy)y, yz -2y = (yz- ((yz-2y)y))y = (yz- 1)y,
= (yz-2y)y = ((yz-x)y)y a piipad x = ((yz - x)y)y jsme uz roziesili. To Fesi
i pripady t = (yz - zy)u a t = (yz - xu)u.
Prot = (yz-x2)zjex = (yz-x2)z, v = (yz-x2)z = ((yz - y2)z) - x2)z =
(y-x2)z.
Prot = (yz-zx)zjex = (yz-zx)z, v = (yz- zx)z = ((yz - 2y)2) - 22)z =
(((yz - zy)z) - zx)z = (y - 2x)z, coz Tesi i piipad t = (yz - ux)u.
Prot= (yr-z) 2yjer = (yz-2) 2y, v = (yz-2) 2y = ((2y - )7)((yu -
u) - zy) = ((zy - @)x)u, v = ((zy - 2)z)u = ((((yy - y) - 2y)2)2)u = (yz - 2)u, coz
fesi i piipady t = (yx-x) - zu, t = (yx-2) -uy, t = (yr-2) -uv, t = (yz-x) - uy
at=(yz-x)-uv.
Prot = (yx-2)-zzjex = (yr-z) -2z, a2z = ((y - xx) - xx) - 22 =
((yy-y)-zx) 22)-22 = (y-ax) 22 = ((yy-y)-vx) -2z =y 22 = (yy-y)-22 = y.
Prot = (yz-y)-zzjex = (yx-y) -xz,x = (yr-y) vz = ((zz-x) 22) 22 =
z-xz, yr = ((y - yx)y)(yr - 2) = yy - (yr - 2) = yy - (yr - (yr - 2)) = yy - yz,
(yx - yy)(yr-2) = ((yy - yx) - yy)(yx - 2) = yx, yy - yr = yx = (yz - yy)(yx - 2),
= (yz-y) - xz = (yr-y)(z-22) = (yx - y)z, yr -y = (yz - y)((yz - y)2) =
(yz-y)((yz-y)o) = (yr - y)z,z = (yr-y)r =y -y, v =y -y =y - ( )
2y))2)((2v- (2 2y))(2- 2y)) = va- (v(z-2y)) = (2y-@)(2y - (2~ 2y)) = (zy-w)y,
= (zy-x)y = ((zz-y)x)y = yy, coz resi i piipady t = (yz-y)-zu,t = (yz-z)-zu
t=(yz-y)-zuat=(yz- u)- xv.
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Prot = (yx-y)-yzjex = (yx-y)-yz,x = (yr-y)-yz = ((2y-x)-zy)(2y-2) =
y(xy - z), coz tesi i piipad t = (yz - 2) - yu.

Prot = (ya-y)-zyjex = (ya-y)-zy, ve = ((y-vr)y)-zy = (((zu-z)-vz)(zu-
z))(z(zu-x)) = (u(zu-z))(2(ru-z)) = (v ( zu-z))((vz-z)(ru-r)) = (u(zu-z))z =
(u(rw - x))z = ((zu- 2)((z(ru - 2))r)z = ((zu - 2)((2(zu - x)z)z = vz,

Prot = (yx-z)-wyjer = (yr-2)-ay, v = (yr-2)-2y = ((yz-v)-2y)(x-yz) =
2(x-yz), = z2(x-yz) = z(x - yz).

Prot = (yz-z)-yyjex = (yr-2)-yy, z = (yz-2)-yy = ((yy-2)-yy)(yy-yy) =
y(yy - yy).

Prot=(yx-z2)-zzjex = (yx-2) 2z, z0 = ((y - xzx)2) - 2z = ((y - xx) -
22)(zz - zz) = (v - yy)x) - xx) - 22) (22 - 22) = (yy - 22)(22 - 22) =y, coz Tesi
ipiipady t = (yx-2) - zu, t = (yx - 2) -uz at= (yr-z)- uu.

Prot = (yy-z)-yzjer = (yy-x)-yz,z = (yy-x)-yz = ((yy-yy)*)(yy - 2),
yv = ((yy-yy) - yo)(yy - 2) = yy - (yy - 2), yv = yy - (yy - 2) = yu, coz fesf
ipiipady t = (yy-z) - zu, t = (yz-x)-yuat = (yz-x)- zu.

Prot = (yy-x)-zyjex = (yy-x)- 2y, z = (yy-x)-2y = ((yy-yy)r)(z-yy),
vy = ((yy-yy) - vy)(z-yy) =yy- (2-yy), vy =yy - (2 - yy) = uy.

Prot = (yy-y)-xzjex = (yy-y)-zz, uu-u= (yy-y)((uu-u)-zz) = (yy-y)z,

=(yy-y) xz=uu-u.

Prot = (yy-2)-zyjex = (yy-2)-xy, x = (yy-2)-2y = ((yy-yy)-2y)(z-yy) =
z(x - yy), coz tesi i piipady t = (yy - 2) - zu, t = (yz-u) -2y at = (yz-u) - xz.

Prot = (yz-x)-zzjex = (yz-x)-zz, tt = (yz-tt)-zz = ((yt-2)-tt)-zz = z-2z,

= (yz-2) 2z = (yz - x)(u-wu) = (((yy - y) - yy)z)(u - uw) =y - (u-ww).
Nebot jsme uz dokdzali, ze x = (yy - y) - zz generuje trividlni varietu, vidime,
ze ix = (yz - x) - zz generuje trividlni varietu. Tento piipad Fesi i piipady
t=(yz-x) -uzat=(yz-x)- uu.

Prot = (yz-y)-ayjex = (yz-y)-ay, v = (yz-y) vy = (((yz-y) -uy)(yz-
y)(a(yz-y)) = (ulyz-y)(@(yz-y)) = (u((yy-y) -yy)(@((yy-y) -yy)) = vy - zy.

Prot =(yz-z2) - zzjex = (yz-2)-xz, v = (yz-2) -2z = ((yz - 2) -
uz) )@ uz) = (- ua)(e - wz) = ((yz - (e - 2) - v2))(al(yz - 2) - v2)) =
((yz-z)v)-zv = ((yz-2)-yz)(x-yz) = y(z-yz), coz tesi i piipady t = (yz-z)-xu
at=(yz-u)-zu.
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z= ((y(zz-2))(zz-
x))z = xz, coz tesl i piipady t = (y(zz-2))u, t = (y(xz-x))u, t = ( (xz - 2))u,
t = (y(zu-z))v, t = (y(zz-2))u, t = (y(zx-u))v, t = (y(zz-2))u, t = (y(zx-x))u
at=(y(rz u))v.

Prot = (y(zz-y))z je v = (y(zz-y))z, x = (y(zz-y))z = ((y(zz -y))(zz
(y(zz - y))))z = w2

Prot = (y(zx - 2))y je v = (y(zx - 2))y, v = (y(azx - 2))y = (v - z) (22 -
2))(zz - 2), yr -y = (Y(((v2 - 2) (22 - 2)) (22 )))y = 2T -2, Yr Y = 1T - 2,
rr-z=yr-y=ar-u, x=(y(zz-2))y = (yy- (zx-2)) yy= (yy-u) - yy.

Pro t = (y(zz - 2))z je x = (y(zz - 2))z, x = (y(zz - 2))z = ((y(yy - (zz
2)))(zx - 2))z = ((y(yy - (v - 2)))(z2 - 2))2 = Y2.

Pro ¢t = (y(zy-y))z je x = (y(zy - y)z, y(zy -y) = (y(((y(zy - v))y)y))z =
(y-zy)z, © = (y(zy - y))z = ((y - 2y)u)z a pripad z = ((y - zy)z)u jsme uz
rozresili.

Prot = (y(zy - 2))y je x = (y(zy - 2))y, y(zy - 2) = (y((y(zy - 2))y)2))y =
(y - z2)y, v = (y(zy - 2))y = ((y - 22)y)y a piipad = = ((
roziesili. To Fesi i pripady t = (y(zy - 2))u at = (y(xz - u))=z.

Prot = (y(zz - 2))y je v = (y(zz - )y, zz - 2 = (2((y(zz - 2))y))z = y.

Prot = (y(zz - 2))z je v = (y(vz - 7))z, v = (y(vz - fv))z = ((y((x(zz -

Prot = (y(zz - y))y je x = (y(zz - y))y, yx -y = (y((y(xz - ¥))y))y = v,
ry = (vy-x)-2y =z-2y, v = (y(22-9))y = (v2-y) (22 (22-Y)))(22°9) = (22"
y)(rz-y))(w2-y), v = ((vy-2)(zy-2))(2y-2), y(r2-y) = (((y(22-y))y)2) (((y(zz-
¥)y)2)((y(zz-y))y)z) = (yz-y2) -yz, v = (y(zz-y))y = ((yz - y2) - yz)y, coz
fesi 1 pripady t = (y(zz - y))u at = (y(zz - u))u.

Pro ¢ = (y(afz : Z))Z jex = (y(vz - 2))z, x = (y(rz - 2))z = ((y((y(zz -

Pro t = (y(yr - z))z je v = (y(yz - 2))z, v = (y(yz - 2))z = ((y(y= -
2))(((y(yz - z))x)z))2 = w2

Pro t = (y(yz - y))z je . = (y(yz - y))z, v = (y(yz - y))z = ((y(yx -
) (((y(yz - y))r)(y(yz - y))))z = 22

Prot = (y(yz-2))yje x = (y(yz-2))y, yz -y = (y((y(yz - 2))y))y = yz - 2,
yr-z=yr-y=yr-u, = (ylyzr-2))y = (yy- ((yy-2)2)) - yy = (vy - y) - vy,

Prot = (y(zz-x))zje x = (y(zz-x))z, x = (y(zz - x))

Y - xz)y)y uz jsme
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coz tesi i pripady t = (y(yx - 2))u, t = (y(zz - u))y a t = (y(zz - u))z.

Pro t = (y(yy - v))z je v = (y(yy )z, o= (ylyy - 2))z = ((y(yy -
2))(((w(yy - 2)(y(yy - x)))x))z =

Prot = (y(yz - 2))y je x = (y(yz )y, yr -y = (y((y(yz - 2)y))y =y,
x=xy-x,yr = (yr-y)yr =y-yr,yz o = (y(yz- (yz-2))y = (y(yz-2))y = =,
r=yz -x=(yy-z)xr = zx, coz tesi i piipady t = (y(yz - z))u, t = (y(zu-x))y
at=(y(zu-x))z.

Prot = (y(zz - z))y je z = (y(zz - 2))y, z = (y(zz - x))y = (y(((z(2z -
z2))z)r))y = (y - 27)y.

Prot = (y(zz - x))z je x = (y(zz - v))z, @ = (y(zz - x))z = ((y(((zz -
z)y)y))(zz - )z = yz.

Prot = (y(zz-y))y je v = (y(zz-y))y, yr -y = (y((y(zz-y))y))y = 2z -y,
z = (y(zz-y))y = (u(zz-y))y = ((zz-y)(zy - (22 y))) (22 y))y = yy, co Tesf
i piipady t = (y(zz - y))u at = (y(zz - u))u.

Prot = (y(za - 2))z je x = (y(zz - 2))z, @ = (y(zz - 2))z = ((y(((zz -
2)y) (2 - 2))) (22 - 2))z = yz.

Pro t = (y(zy - @)y je . = (y(zy - 2))y, v = (y(zy - x))y = (y(((y(zy -
2))y)x))y = (y - zx)y, coz fesf i pifpady ¢t = (y(zy - 2))u, t = (y(2u - z))u,

Prot = (y(zz-x))zjex = (y(zz-x))z, x = (y(zz- 7))z = (y(((22 - z)(2z -
x))x))(2z - @), vz = ((y(((22 - 2) (22 - ¥))2)) (22 - @)z = @.

Prot = (y(x-zx))z je x = (y(z - z2))z, x = (y(z-2x))z = ((y(z - z2))(x -
xx))z = xz, coz tesi i piipady t = (y(x-x2))u, t = (y(z- zx))u t=(y(z-22))u,
t=(y(z-zu))v, t = (y(z-zz))u, t = (y(z-22))u, t = (y(z-zu))v, t = (y(z-2z))u
at=(y(z- ux))v.

Pro t = (y(z - ay))z je . = (y(z - ay))z, v = (y(z - 2y))z = ((y(z -
zy))(@(z(y(z - 2y)))))z = wz.

Prot = (y(z - xz2))z je x = (y(z - x2))z, x = (y(z - 22))z = ((y(y(y(z -

Prot = (y(z - yx))z je v = (y(z - yx))z, y(z - yx) = (y((y(z - y))(y(y(z -
yz)))))z = yr-z, v = (y(z-yx))z = (yz-u)z, v = (yz-u)z = (yz-(y(yz-y)))z =
y, coz tesi i piipad t = (y(z - yz))u.

Prot = (y(z-yy))zjex = (y(z-yy))z = = (y(z-yy))z = ((y(y-yy) (z((y(y-
yy)(y(y - yy)))))z = yz.
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Prot = (y(z - zz))y je v = (y(z - 2x))y, v = (y(z - zx))y = (y(z((z(z -
2z))x)))y = (y - x2)y.

Prot = (y(a - 20))2 jo & = (y( - 20))7, @ = (y(z - 22)2 = (yly((z
zx)y)))(z - zx))z = yz, coz Fesi 1 piipad t = (y(x - zu))z.

Prot = (y(z - 2y))y je z = (y(z - 29))y, v = (y(z - 2y))y = (y(x((y(z -
zy)y)))y = (y - x2)y, coz tesi i pifpady t = (y(x - 2y))u, t = (y(= - zu))y
at=(y(r-zu))u.

Prot = (y(z-22))z je v = (y(x-22))z, v = (y(x-22))z = ((y(a((z-22)(z-

Prot = (y(y-az))z je v = (y(y-ax))z, v = (y(y-22))z = ((y(y-22))((y(y-
z2)) -ax))z = ((yly - 22))2)z.

Prot = (y(y-zy))z je x = (y(y - xy))z, y(y - vy) = (y(y((y(y - 2y))y)))z =
(y-yx)z, @ = (y(y - 2y))z = ((y - yx)u)z a pripad z = ((y - yx)z)u jsme jiz
roziesili.
yly-z2))y, 2(z-xy) = (y(y((2(z - 2y))2)))y =
z - zx)z)y a piipad z = ((y - yr)y)z uz jsme
Nu, t = (y(z-zu))y at = (y(z-zu))=z.
)z x = (y(y-yx))z = ((y(y-y=))((y(y-

Prot = (y(y-x2))y je x = (
(-yx)y, v = (y(y - z2))y = ((
roztesili. To Fesi 1 piipady t = (y(y - x2

Prot = (y(y-yx))zjex = (y(y-yx
y2))((y(y - yz))r)))z = w2

Prot = (y(y - zx))y je x = (y(y - z2))y, = = (y(y - z2))y = (y(y((x(z -
y2))x)))y = (y - y2)y, coz Tesi i piipady t = (y(y - z2))u, t = (y(z - uz))y
at=(y(z ux))z.

Prot = (y(z - ax))y je v = (y(z - x2))y, 22 - 2 = (2((y(z - 22))y))z =
(z((yy - (z-x2)) - yy))z =y

Pro t = (y(z - xx))z jex = (y(z cxx))z, x = (y(z - zx))z = (y((z - zx) -

Pro ¢ = ( (Z xy))y je ¥ = (y(z xy))y, x = (y(z - zy))y = (y((zy - (2(y -
xy))) - xy))y = yy -y, coz Tesl i pifpady ¢ = (y(z - zy))u a t = (y(z - 2u))u.

Prot = (y(z-22))z je v = (y(z-22))z, x = (y(2-22))z = (y((z- 2)(y(z -
22))))(z - x2))z = ((y((z - 22)(y(z - 22))))(z - 22))z = y=.

Prot = (y(z-yx))yjex = (y(z-yz))u, v = (y(z-yz))u = ((y(z-yy)) (z((y(z
yy))z)))u = yu, coz tesi i piipady t = (y(z - yx))u at = (y(z - uz))u.

zZ,
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Prot = (y(z- zw))z je v = (y(z - 22))z, & = (y(z - z2)) 2 = ((y((z - z)((z -
o))z - 22))7 = 2.

Prot = (y-2x) -2z jex = (y-zx) -zz, 0 = (y -2x) 022 = T =
((y-xz) zx) 22 =x-22,x =0 202 =2(r-22) = 20, 0 = (y-22) -2 = Yyr- 22,
(ux -uz)r =uzr -z, v = (y-zx) x2=(y -2T) 2T =Yr T =Y TT = YT, COZ
fesi i piipady t = (y-xz) - zu, t = (y-x2) - 2u, t = (y-x2) - zu, t = (y-xz) - uv,
t=(y-zz) zu, t = (y zx) zu,t = (y-zz) uv,t = (y-2z)-zuat= (y-zu)-zv.

Prot = (y-wx)-yzjer = (y-wx)yz, y-or = (y((y-or)(y-2x)))yz = yr-yz,

= (y-ax)-yz = (yr-yu)-yz, v = (yo-yu) -yz = (((y ) )((y - vv)-yu))((y-
vv)-yz), yr = (((y-vv) -yz)((y-vv)-yu))((y-vv) -yz) = vv-v, yz = vo-v = 2u,
= (y-zx) yz = yz.

Prot = (y-22) 2y o & = (y-22) - 29, & = (y-22) - 29 = ((&-3)-22) (a(a-
yy)) = y(z(z - yy)) = y((yy - 22) (2 - yy)) = y=.

Prot=(y-xx)-zzjex = (y-xx) -2z, x = (y-ax)- 22 = ((y-22)-ax) 22 =

Prot = (y-ay)-zzjex = (y-ay) -z, v = (y-ay) 2z = ((y-2y)(x(y-zy)))-
rxz=x-xz,x=x-2z=x(rx-xz) =zx, u-zu= (y((u-zu)y))((u-zu)z) =
(- 2w (- w0) - 22) = (y((u - 2, w-zu = (y((u - sw)y)e =
(xy - ((w-zu)-zy))e = (zy-z)x, u-zu = (zy-z)xr =v-zv, z = (y-2y) - x2 =
(y-zy)(z-zz) = (y-zy)(u-z2u) = (y-2y)((y - 2y)(2(y - 29))) = (y - 2y)2.

Prot = (y-xy)-yzjex=(y-2y) -yz, v = (y-2y) -yz = ((z - yz)(z(z -
yx)))(z - yz)z) = y((x - yz)z). Nebot jsme uz dokdzali, ze x = (y(zy - z))z
generuje trividln{ varietu, vidime, ze i © = (y-zy)-yz generuje trividlni varietu.

Prot = (y-ay) - zyjex = (y-ay) 2y, v = (y-2y) -2y = (uy - (v
uy))((y - zy) - uy) = (wy - (- uy))z, y- vy = (uy - ((y - vy) - uy))z = (uy - )z,

= (y-zy)-zy = (wy-2)v) 2y, 2u = ((uy-2u)v)-2y = (((w-yu)-zu)v)(z-yu) =
yo- (2 yu), zu = yo- (= yu) = yo- ((u-2u) -yu) = yo -2, 7 = (y-29) - 29 = o0,

=(y-zy)-zy =y-xy =y, coz tesi i pripady t = (y-xy) - zu, t = (y-x2) - uy,
t=(y-xz)- uz,

Prot= (y-zz)-ayjex = (y-x2) -2y, x = (y-x2) -2y = ((z-zy) - x2)(z(z-
zy)) = z(x(z - 2y)), 2 - 2y = (v((z - 2y)u))((z - 2y)v) = (v((z - 2y) - 22))((z -

zy)v) = vz - ((z-zy)v) = (xz-2)((z - 2y) - x2) = (vz2 - )z, 2 - 2Y = (T2 - X)),
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zoxy = (vz-0)r = z-au, x = (y-vz) -2y = (y-x2)-2u a piipad = = (y-x2)-zu
uz jsme rozresili.

Prot = (y-xz)-xzjex = (y-x2)-zz, u-xz = (y((u-z2)-22))((u-x2)-22) =
yr-x, = (y-xz) - rvz =y(rz - u).

Prot = (y-zz)-yyjex = (y-22) yy, u-zv = (y((u-2v)2))  yy =
(y((u-2v) - wu)) - yy =y -yy, v = (y - x2) - yy = yy - yy, coz esf i pifpady
t=(y-xzz)-yuat=(y-zz)- uu.

Prot = (y-xz2)-zzjex = (y-x2) -2z, x = (y-xz) -2z = ((y-yx) -xx) 20 =
y-xr=(y yr) xx =Y.

Prot = (y-yz)-zyjex = (y-yx) 2y, x = (y-yx) 2y = ((z - zy)((z-
zy)z))(z(x - zy)) = y(2(z - xy)). Nebot jsme uz dokézali, ze © = ((yz - 2)2)y
generuje trividlni varietu, vidime, ze i x = y(z(z-zy)) generuje trivialni varietu.
To tesi i piipady t = (y - yx) - zu, t = (y - zx) ~uy at = (y - zx) - uz.

Prot = (y-yy)-wzjex = (y-yy)-zz, u-uu = (y-yy)((u-uu) zz) = (y-yy)z,
r=(y-yy) rz=u-uu.

Prot = (y-yz)-ayjex = (y yz) oy, = (y-yz) zy = ((y - y2)((y-
y2)(uy-y))(x(y-yz)) = (y-yz)-uy)(z(y-yz)) = u(z(y-yz)) = u(z((y-yz)((y-
yz)(vy - y)))) = u(z((y - yz) - vy)) = u - zv, coz fesi i pfpady ¢ = (y - y2) - v,
t=(y-zu)-xzyat=(y-zu)- xz.

Prot = (y-zx)-zzjex = (y-zzx)-xz, x = (y-zzx) -2z = (y-x2) - 22) - 22 =
zoxz,x =z -xz=zr-(x-zx) =z20-2, 0 =z2r-z, ¢ = (y z2r) xz=
((zz-y) - 22) 22 =Yy 22

Prot = (y-zx)-yyjer = (y-zx)-yy, vx = (y(z-22)) -yy = (y((x - 22) -
xx)) yy = yz-yy, = (y - zx) - yy = 2z, coz tedi i pripady t = (y - zz) - yu
at=(y-zx)-uu.

Prot=(y-zx)-zzjex = (y-2x) -2z, x = (y-2x)- 22 = ((y-xy) -ax) -0 =
y-xx, xx = y(zx - xx) = ya.

Prot = (y-zy)-ayjex = (y-2y)-zy, x = (y-2y) -2y = (2y-((y-2y)-2y))(z-
zy) = (zy-2)(x-2y), v = (2y-2)(z-2y) = (((y-2y) - wy)(y-2y))(x((y-2y) -uy)) =
(uly- ) -2, & = (uly- ) a0 = (wv-(y-29)) (@-u0), 00 = (- (y-29)) (0
av)-uv) = (uwv- (Y- 2y))u, v-av = (uo- (Y- zy))u = (uo- (yt- ((t- ) -yt)))u =
(uv - (yt - y))u, wy - (x - wy) = ((u-wy)(yt-y))u=((y - wy)(yt-y))y =yt -y,
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yt -y =wy - (v-wy) =yu-y, yr = (y- 2y)(yr-y) = (v - 2y)(yu - y) = yu, coz
fesi i piipady t = (y - zy) -2zu a t = (y - zu) - zu.

Prot = (y-zz)xzjex = (y-z2)wz, x = (y-22)xz = ((y-22)22)x2 = 212,
r=zxz=zx-(x-zx)=zx-z,x =zx-z,x = (y-22)- 2z = ((22-y) - 22) -2 =

Y- T2 U
Déle si ukazeme nékolik rovnosti, které urcuji netrivialni varietu.

Véta 4.5. Bud V wvarieta uréend jednou z rovnosti x = ((yz - y)x)z, © =
(yz-z)-yz, x = (yz-y) - xz. Ve vSech tiech pripadech se jednd o tutéz varietu

aJ=A{y xy— x,yr-y— x} je prepisujici systém pro V.

Diikaz. Je snadné nahlédnout, ze J je prepisujici systém pro varietu urcenou
rovnosti © = y - xy, piipadné z = yx -y (z x = y - zy dostaneme x = y-xy, r =
yx-(x-yz) = yx-y a obdobné naopak). Z téchto rovnosti jisté odvodime rovnosti
ze zadani, zbyva tedy dokézat jen opacné odvozeni. Pro x = ((yz - y)x)z
jex = (yz-y)xr)z = (((z22)z - zz)xr)z = zx - 2. Pro x = (yz - x) - yz je

= (yz-2)-yz = ((yz - y)(yz) - 2) - (yz - y)(y2) =yx-y. Prox = (yz - y) -2z
jer=(yz-y) - xz=((22-2) 22) -2 =222 O

Stejné tak bychom z z = (yz - x) - zu snadno odvodili x = yx - xz, opacéné
odvozeni je trividlni a z [3] tak dostaneme, ze J = {yz -2z — z,z(xy - 2) —
xy, (z - xy)y — xy je prepisujici systém pro varietu uréenou rovnosti x =
(yz - x) - zu.

Na zavér predkladam 28 rovnosti, které urcuji tutéz varietu. Plati v ni

komutativita, nicméné nepodafilo se mi urcit, zda je ¢i neni trividlni.

Véta 4.6. Necht t je jeden z termii ((y-yx)z)z (1), (y(xz-2))y (2), (yz-y)2)z

(3), (y(z-22))y (4), ((y-zy)2)z (5), (y(xz-y))z (6), ((yz-2)2)y (7), (y(y-27))2
(8), ((y-z2)y)z (9), (y(y-22))z (10), ((y-yz)x)z (11), ((yz-2)x)y (12), (y-yz)-x2

(13) (yz-2)-xy (14). Potom vSechny rovnosti x =t a x = tr urcuji tutéz varietu

V', ve které plali xy = yz.

Dukaz. Ocislujme si rovnosti x = t stejné jako jsme si ve znéni véty ocislovali
termy. Postupné ukazeme, jak z nékterych rovnosti plynou jiné rovnosti tak,

abychom ve vysledku dostali, Ze z libovolné z rovnosti 1 az 14 plynou vSechny
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ostatni. Diky komutativité dostaneme z kazdé rovnosti i rovnost opac¢nou, ob-
dobné by se dal diukaz provést pro 1z az 14p.

Zacéneme rovnosti 1. Mame =z = ((y - yz)2)z, z((y - yx)u) = (((y - yz)((y -
yr)u))((y - yx)u))((y - yx)u) = u, v = ((y - yx)z)z = ((y - y2)((2(2(y -
yx)))u))((2(z(y - yx)))u) = u((z(z(y - y2)))u), = = u((2(2(y - yz)))u) =
() () ) y2)) = gy, @ = u(((egy)))u) = u((-22)u) = wan,

= ((y-yx)z)z =22 2z, 2y = y(xy - y) = yx. Diky komutativité z rovnosti 1
jisté dokazeme rovnosti 2, 3, 4, 5.

Rovnost 2 z = (y(zz - 2))y ndm dava = = (y(zz - 2))y, vz - v = u((y(zz -
2))y)-u = (u(((zz-2)(xz-2))(22-2)))u = 22-2, ¥ = (y(vz-2))y = ((€2-2)2)z =
((yx - y)z)z, tedy z 2 plyne 3.

Z rovnosti 3 x = ((yz-y)z)z plyne z = ((yz-y)2)z, z-yxr = (((yx-y)-yx)-
yr) -yr =y, x = ((yz - y)2)z = ((yz - y)(z(yz - y)))(2(yz - y)) = 2(2(yz - y)),
tedy z 3 plyne 5gr, kde 5i je rovnost opacna k 5. Pozdéji ukazeme, ze z 5
plyne 1, tedy z 5 plyne 1r a protoze komutativita dokdzand z 1 lze stejné
dokézat z 1g, celkové dostaneme, ze z 3 plyne 5 (diky komutativité z = =t
plyne x = tg).

Nyni ale jesté ukdzeme, ze i z 4 plyne 5. Je z = (y(z - z2))y, z =
(W(z - z2))y = (y((@(z - 22))((2(2 - z2))2)))y = (Y((x(z - 22))x))y = yx -y,
r=(y(z-za))y==z-zx,x =2z zx = z(2(yx - y)).

Ated wz x = ((y-2y)2)z, o(uly - 2y) = (((y - 2y)(wly - 2y)))(uly -

))(U(y-:vy)) u, © = y(x(z-yz)) = y(x(z-yz)) = y(z(zy- (y-2y))) = y 2y,

= ((y-zy)2)z =222, v = yr-(v-yr) = yr-y, v = yr-y = (yr-z)-yr = y-yz,

r=y-yxr = ((y - yx)z)z, takze z 5 skutecné odvodime 1. Tim jsme zatim

ukdzali, ze rovnosti 1 az 5 (jesté s 1x az bgr) urcéuji tutéz varietu, v niz plati
komutativita.

Vezméme nyni rovnost 6, je x = (y(zz - y))z, y(zz - y) = (y(((y(zz -
yN2)y))z = (y-zy)z, x = (y(zz - y))z = ((y - 2y)2)z, tedy z 6 odvodime 5
a tudiz i komutativitu a diky ni i rovnosti 7, 8, 9, 10.

Z rovnosti 7 plyne z = ((yz-2)2)y, xy-(yz-z) = ((((yz-2
z=((yz-2)2)y = ((yz- (xy-2))(xy - 2))y = (2(2xy - 2))y,
rovnost 6 a komutativita.

2)2)y)y)(yz-z) = 2,

(y(w2-y))z, tedy
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Z rovnosti 8 plyne z = (y(y - z2))z,
w))(y(y(zz-u)))-2x))z = ((y(y(zz-u)))u)z, )
z=(yly-zz))z = ((zz-y)((zz-y) - 22))z = ((zz- y)y)z, © = ((yz - 2)2)y, tedy
rovnost 7 a komutativita.

Z rovnosti 9 plyne = = ((y - #2)y)z, (y - z2)y = ((W(((y - 22)y)2))y)z =
(yz-y)z, x = ((y - x2)y)z = ((yx - y)z)z, tedy rovnost 3 a komutativita.

Z rovnosti 10 plyne z = (y(y - x2))z, y(y - xz) = (y(y((y(y - 22))2)))z =
(y-yx)z, x = (y(y-x2))z = ((y - yx)z)z, tedy rovnost 1 a komutativita.

= (yly - z2))z = ((y(y(za -
— (yly(e-2))) 2z = 727,

Ukazali jsme, ze z kazdé z rovnosti 6 az 10 plyne komutativita, je tudiz
mozno odvodit kazdou z kazdé. Také jsme ukazali, ze ze skupiny 6-10 lze
odvodit skupinu 1-5, k opacnému odvozeni nam poslouzi rovnost 5 a postup

= ((y-2y)2)z, (y-2y)z = ((2(((y - 2y)2)2)y)y = (zz-y)y, © = ((y-2y)2)z =
((zx-y)y)z, x = ((yx - 2)2)y, tedy z 5 jsme odvodili 7.

Zbyva nam uz propojit jen ¢tyfi rovnosti. Z rovnosti 11 dostaneme rovnost
1 postupem = = ((y-yz)x)z, (y-yz)zr = ((y-y2)((y-y2)x))z, ((y-yz)r)z = (((y-
y2)((y-y2)x))z)x = z, . = ((y - yx)2)z, tedy i komutativitu a diky ni i rovnost
12. Naopak, z 12 dostaneme 11 postupem = = ((yz - 2)z)y, = = ((yz - 2)z)y =
((zz-2)2)x) 2wz =z 2z, v = ((yz - 2)2)y = (((y - 2y) - zy)x)y = ((2 - 2y)2)y,

= ((y - yz)r)2.

Z rovnosti 13 dostaneme rovnost 11z pomoci z = (y - yz) - zz, v = ((y -
y2)((y - yz)(uz - 2)))(@(uz - 2)) = ((y - y2) - w2)(@(uz - 2)) = w(z(uz - 2)), diky
ziskané komutativité pak z 13 plyne i 14. Naopak, z 14 dostaneme 13 postupem

= (yz-2) 2y, x = (yz-2) -2y = (((y-2y) - 2y) - 2y)(2(y - 2y)) = 2(2(y - 2y)),
v =2(x(y-2y)) = 2(x(xz-(2-22))) = 2202, v = (yz-2)-2y = ((y-2y)-2y) -7y =
(z- zy) - zy.

K dokonceni celého dukazu uz staci nahlédnout, ze z 8 odvodime 13: z =
(W(y-zz))z, = (y(y-zz))z = ((y(y(zz ) ((y(y(zz - u))) - 2x))z = ((y(y(22
u))u)z, = ((y(y(zz-22)))-22)2 = zx-2, 2 = (y(y-22))z = (y(y(zz-2))) 22 =
(y-yz) 2z

Celkové jsme tak ukézali, ze z kazdé z rovnosti 1 az 14 a 1g az 14 plyne
kazdd jind, urcuji tedy tutéz varietu V', ve které plati mimo jiné komutativita.

Otéazkou vsak zustava, zda je V' trividlni. O
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Kapitola 5
Zaveér

V této praci jsme se zabyvali popisem volnych algeber ve varietach grupoidu
urcenych rovnosti tvaru x = t, kde ¢ je term délky 5. Omezili jsme se na dvé
skupiny pripadu:

(1) t zacind x a kon¢i proménnou y # z a obsahuje alespon tii ruzné
proménné;

(2) t zacind proménnou y a konéi proménnou z pro y # = # z (je mozné
y = z) a obsahuje alesponi tii ruzné proménné, z nichz jedna je .

Ukéazali jsme, Ze pro prvky mnoziny (1) uréuje v mnoha piipadech
prislusna rovnost varietu, ktera je urcena i o néco jednodussi rovnosti a je
nam jiz zndma. U mnoziny (2) jsme pak zjistili, ze mnoho rovnosti tohoto
typu urcuje trivialni varietu, tedy varietu obsahujici jen jednoprvkové algebry.

Z préce je vidét, ze a¢ oproti clanku [3] mame k dispozici mnohem vice
rovnosti, povétsinou neurcuji zadnou novou varietu. Na druhou stranu jsme
pouzili teorii prepisujicich systému k popsani nékolika novych variet, které se

u termu délky 4 neobjevily.

o8
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