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Kapitola 1

Úvod

1.1 Formulace problému

Jedńım ze zaj́ımavých problémů univerzálńı algebry je pro danou konečnou

množinu rovnost́ı Σ naj́ıt zp̊usob jak určit, které rovnosti jsou d̊usledky Σ.

Množina Σ generuje plně invariantńı kongruenci θ na algebře termů

U(X) a můžeme tedy uvažovat faktorovou algebru U(X)/θ. Potom u = v

je d̊usledkem Σ, právě když se u a v nacházej́ı ve stejné tř́ıdě ekvivalence

podle θ. Jedńım z možných př́ıstup̊u jak určit, zda u = v, je vybrat z každé

tř́ıdy ekvivalence jednoho zástupce tak, abychom na základě zadaného termu u

byli schopni určit zástupce patř́ıćıho do stejné tř́ıdy ekvivalence jako u. Tento

zástupce se obvykle nazývá normálńı formou termu u.

Označme ν zobrazeńı přǐrazuj́ıćı termu u jeho normálńı formu. Potom

zřejmě u = v je d̊usledkem Σ, právě když ν(u) = ν(v). Zbývá však otázka, jak

poč́ıtat normálńı formu.

Jednou z odpověd́ı na tuto otázku je přepisuj́ıćı systém. Jedná se o soubor

rovnost́ı chápaných jako pravidla, jak přepisovat termy na jiné termy, který

má daľśı vlastnosti. Volbou vhodného přepisuj́ıćıho systému tak můžeme za

př́ıznivých okolnost́ı dostat soubor pravidel, která každý term přeṕı̌śı postupně

na jeho normálńı formu. Ukážeme si algoritmus, jak na základě dané rov-

nosti generovat potřebný přepisuj́ıćı systém. Pokud se algoritmus po konečném

počtu krok̊u zastav́ı, máme předpis, jak poč́ıtat normálńı formu.
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Daľśım d̊usledkem je popis volné algebry ve varietě určené Σ. Tato al-

gebra je izomorfńı U(X)/θ, nosnou množinou je množina normálńıch forem

a operace je definována jediným možným zp̊usobem – f(ν(u1), . . . , ν(un)) =

ν(f(u1, . . . , un)).

V této práci se omeźıme na grupoidy, budeme tedy zkoumat rovnosti

s jednou binárńı operaćı.

1.2 Členěńı práce

V druhé kapitole je budován matematický aparát, o který se práce oṕırá.

Zač́ıná několika tvrzeńımi z teorie graf̊u, která využijeme na konci třet́ı ka-

pitoly. Následuj́ı základńı definice a tvrzeńı o algebrách a varietách algeber,

daľśı odd́ıl pak představ́ı pojem rovnicových tř́ıd a dá je do souvislosti s vari-

etami.

Posledńı odd́ıl pak přecháźı od obecné teorie k varietám grupoid̊u

a představuje přepisuj́ıćı systémy coby nástroj, který je možno použ́ıt pro

námi stanovený úkol.

Třet́ı kapitola zkoumá variety určené rovnost́ı x = t, kde t je term délky

5, jehož prvńı proměnná je x a posledńı proměnná je r̊uzná od x, nav́ıc se

zabývá jen takovými termy, které obsahuj́ı alespoň tři r̊uzné proměnné. Termů

vyhovuj́ıćıch této podmı́nce je 406, tato práce řeš́ı 248 z nich.

Čtvrtá kapitola se pak zabývá varietami určenými rovnost́ı x = t, kde t je

term délky 5, jehož prvńı i posledńı proměnná je r̊uzná od x. Opět se zaměřuje

na termy, které obsahuj́ı alespoň tři r̊uzné proměnné. Termů tohoto typu je 770

(poč́ıtáme jen ty, které na pravé straně obsahuj́ı proměnnou x, ty totiž mohou

být zaj́ımavé), z nichž tato práce řeš́ı 616 a věta v závěru kapitoly ukazuje,

že daľśıch 28 termů (tedy rovnost́ı, jejichž pravou stranou termy jsou) určuje

tutéž varietu – ovšem ponechává otevřenou otázku, jak vypadá volný grupoid

a zda tato varieta neńı triviálńı.
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Kapitola 2

Základńı definice a věty

Celá práce se zabývá varietami určenými rovnostmi, vybudujme si tedy aparát,

na němž stav́ıme. Protože ćılem této práce neńı vytvořit daľśı učebnici uni-

verzálńı algebry, uvedené věty ponecháme bez d̊ukaz̊u. Obsah prvńıho odd́ılu

patř́ı do teorie graf̊u, uvedený aparát je základem pro Knuth-Bendix̊uv algo-

ritmus z [5]. Definice, zněńı vět i jejich d̊ukazy z druhého a třet́ıho odd́ılu lze

naj́ıt v [1] a [2], posledńı odd́ıl je převzat z [3].

2.1 Konfluentńı grafy

Začneme několika tvrzeńımi z teorie graf̊u, která využijeme na konci př́ı̌st́ı

kapitoly.

Definice 2.1. Necht’ je dán orientovaný graf G. Potom řekneme, že G je

konečně terminuj́ıćı, pokud v G neexistuje nekonečná orientovaná cesta (tedy

posloupnost x1, x2, . . . vrchol̊u G taková, že hrana vede z xi do xi+1 pro i ≥ 1).

Vrchol v orientovaného grafu G je terminálńı, pokud neexistuje vrchol u

takový, že vede orientovaná hrana z t do v. V konečně terminuj́ıćım grafu tedy

každá orientovaná cesta konč́ı v terminálńım vrcholu.

G nazveme konfluentńım, pokud pro každou trojici vrchol̊u t, u, v grafu

G takových, že existuje orientovaná cesta z t do u a z t do v, najdeme vrchol

w takový, že existuje orientovaná cesta z u do w a z v do w.
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G je lokálně konfluentńı, pokud pro každou trojici vrchol̊u t, u, v grafu G

takových, že existuje hrana z t do u a z t do v, najdeme vrchol w takový, že

existuje orientovaná cesta z u do w a z v do w.

Konečně řekneme, že G je konvergentńı, pokud je konečně terminuj́ıćı

a zároveň konfluentńı.

Věta 2.1. Je-li G konečně terminuj́ıćı a lokálně konfluentńı, potom je konflu-

entńı (a tedy konvergentńı).

Věta 2.2. Je-li G konvergentńı, potom každý vrchol v grafu G je spojen (ne-

orientovanou) cestou právě s jedńım terminálńım vrcholem.

2.2 Algebry a variety

Definice 2.2. Pro neprázdnou množinu A definujme A0 = {∅} a pro kladné

celé č́ıslo n pak bud’ An množina všech uspořádaných n-tic prvk̊u A. n-árńı

funkćı rozumı́me jakékoliv zobrazeńı f : An → A, n se nazývá arita funkce f .

Funkce se nazývá konstantou, je-li jej́ı arita 0 (taková funkce je plně určena ob-

razem prázdné množiny, což je jediný prvek A0, jedná se tedy o prvek množiny

A).

Definice 2.3. Typ algebry je množina F funkčńıch symbol̊u taková, že každý

prvek f ∈ F má přǐrazeno nezáporné celé č́ıslo n, které se nazývá aritou f ,

o f pak hovoř́ıme jako o n-árńım funkčńım symbolu. Podmnožinu n-árńıch

funkčńıch symbol̊u znač́ıme Fn.

Definice 2.4. Algebrou A typu F nazveme uspořádanou dvojici (A, F ), kde

A je neprázdná množina a F je množina funkćı na A indexovaná prvky F tak,

že pro každý odpov́ıdaj́ıćı n-árńı funkčńı symbol f ∈ F máme n-árńı funkci

fA na A. Množinu A budeme nazývat nosnou množinou algebry A = (A, F ),

funkce fA pak fundamentálńımi funkcemi.

Definice 2.5. Mějme dány algebry A a B stejného typu F. Potom funkce

α : A → B se nazývá homomorfismus z A do B, pokud pro každý n-árńı

funkčńı symbol f ∈ F a každou uspořádanou n-tici (a1, . . . , an) prvk̊u A plat́ı

αfA(a1, . . . , an) = fB(αa1, . . . , αan).
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Je-li zobrazeńı α prosté, mluv́ıme o monomorfismu, je-li na, mluv́ıme o epi-

morfismu, zobrazeńı zároveň prosté a na nazýváme izomorfismem (a znač́ıme

A ≃ B).

Definice 2.6. Mějme dány algebry A a B stejného typu. Řekneme, že B je

podalgebrou A, pokud B ⊆ A a každá fundamentálńı funkce fB je restrikćı

př́ıslušné fundamentálńı funkce fA na B.

Jinak řečeno, podalgebra vznikne tak, že z nosné množiny vybereme

určitou podmnožinu takovou, že na ńı jsou všechny fundamentálńı funkce

uzavřeny, tuto podmnožinu prohláśıme nosnou množinou podalgebry a fun-

damentálńı funkce na ni zúž́ıme.

Definice 2.7. Necht’ A je algebra a X ⊂ A. Potom řekneme, že A je genero-

vaná X, pokud nejmenš́ı podalgebra A obsahuj́ıćı prvky X je právě A. Tedy

jinak řečeno, vyjdeme-li z X a hledáme-li množinu M obsahuj́ıćı X a uzavřenou

na operace algebry A, potom nejmenš́ı takovou množinou je A.

Definice 2.8. Necht’ A je algebra typu F a θ je relace na A. Potom θ nazveme

kongruenćı na A, pokud pro každý funkčńı symbol f ∈ Fn a prvky ai, bi ∈ A

takové, že aiθbi pro 1 ≤ i ≤ n, je fA(a1, . . . , an)θf
A(b1, . . . , bn).

Kongruence θ na A se nazývá úplně invariantńı, pokud pro každý endo-

morfismus α na A z aθb plyne αaθαb. Je snadné ověřit, že úplně invariantńı

kongruence jsou uzavřeny na libovolné pr̊uniky, je proto korektńı pro relaci r

na A definovat nejmenš́ı úplně invariantńı kongruenci obsahuj́ıćı r. Nazýváme

ji úplně invariantńı kongruenćı generovanou r.

Nyńı můžeme definovat algebru A/θ na tř́ıdách ekvivalence A/θ. Pro f ∈

Fn a a1, . . . , an ∈ A bud’ hodnota f aplikovaného na (a1/θ, . . . , an/θ) rovna

fA(a1, . . . , an)/θ. Z předchoźı definice vid́ıme, že pro každé f dostaneme funkci

a je tak korektně definována struktura algebry.

Definice 2.9. Množinu všech kongruenćı na A označ́ıme ConA. Necht’ θ je

kongruence na A. Faktorová algebra A/θ je algebra, jej́ıž nosná množina je

A/θ a fundamentálńı operace splňuj́ı fA/θ(a1/θ, . . . , an/θ) = fA(a1, . . . , an)/θ

pro f ∈ Fn a a1, . . . , an ∈ A.
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Definice 2.10. Mějme dány algebry A1 a A2 stejného typu. Direktńı součin

A1×A2 bude algebra s nosnou množinou A1×A2 taková, že pro každé f ∈ Fn

a ai ∈ A1, a′

i ∈ A2, 1 ≤ i ≤ n plat́ı

fA1×A2((a1, a
′

1), . . . , (an, a
′

n)) = (fA1(a1, . . . , an), fA2(a′

1, . . . , a
′

n)).

Definice 2.11. Necht’ je K tř́ıda algeber stejného typu, definujme operátory

převáděj́ıćı K na jinou tř́ıdu algeber téhož typu:

A ∈ I(K), právě když je A izomorfńı nějaké algebře z K;

A ∈ S(K), právě když je A podalgebrou nějaké algebry z K;

A ∈ H(K), právě když je A homomorfńım obrazem nějaké algebry z K

(tedy pokud existuje epimorfismus α : B → A pro nějaké B ∈ K);

A ∈ P (K), právě když je A direktńım součinem neprázdného systému

algeber z K.

Lemma 2.3. Plat́ı následuj́ıćı nerovnosti: SH ≤ HS, PS ≤ SP , PH ≤ HP .

Nav́ıc jsou operátory H, S a IP idempotentńı (složeny samy se sebou dávaj́ı

opět sebe sama).

Definice 2.12. Neprázdná tř́ıda K algeber stejného typu F se nazývá varietou,

právě když je uzavřená na podalgebry, homomorfńı obrazy a direktńı součiny.

Nebot’ pr̊unik tř́ıdy variet typu F je opět varieta, můžeme tvrdit, že pro

každou tř́ıdu algeber K existuje nejmenš́ı varieta obsahuj́ıćı K.

Definice 2.13. Necht’ K je tř́ıda algeber stejného typu. Potom V (K) bude

značit nejmenš́ı varietu obsahuj́ıćı K. Ř́ıkáme, že V (K) je varieta genero-

vaná K. Pokud K sestává z jediné algebry A, ṕı̌seme prostě V (A). Vari-

eta V je konečně generovaná, pokud existuje konečná množina algeber K, že

V = V (K).

Věta 2.4 (Tarski). V = HSP .

Definice 2.14. Bud’ X množina objekt̊u, které budeme nazývat proměnné,

a F typ algebry. Potom množina T (X) všech term̊u typu F nad X je nejmenš́ı

množina taková, že

(1) X ∪ F0 ⊆ T (X);

10



(2) jsou-li p1, . . . , pn ∈ T (X) a f ∈ Fn, potom řetězec f(p1, . . . , pn) ∈

T (X).

Pro binárńı funkčńı symbol · použ́ıváme mı́sto zápisu ·(p, q) zápis p · q

(či pq, nehroźı-li zmateńı). Pro p ∈ T (X) můžeme p psát jako p(x1, . . . , xn),

což znač́ı, že proměnné použité v p se vyskytuj́ı mezi proměnnými x1, . . . , xn.

Term p je n-árńı, pokud je počet proměnných vyskytuj́ıćıch se v p menš́ı nebo

roven n.

Definujme pojem podtermu termu t – sám t je podtermem t a je-li u

podterm t tvaru f(u1, . . . , un) pro f ∈ Fn, potom je podtermem t také každý

term ui, 1 ≤ i ≤ n. Je-li u 6= t podterm t, hovoř́ıme o vlastńım podtermu t.

Definice 2.15. Necht’ je dán term p(x1, . . . , xn) typu F nad množinou X a al-

gebra A typu F. Potom definujme zobrazeńı pA : An → A následovně:

(1) pA(a1, . . . , an) = ai, je-li p proměnná xi (jedná se tedy o i-tou projekci);

(2) Je-li p = f(p1(x1, . . . , xn), . . . , pk(x1, . . . , xn)) pro f ∈ Fk, položme

pA(a1, . . . , an) = fA(p1(a1, . . . , an), . . . , pk(a1, . . . , an)).

Speciálně pro p = f ∈ F je pA = fA. Zobrazeńı pA nazýváme termovou

funkćı na A odpov́ıdaj́ıćı p (a horńı index A často vynecháváme).

Definice 2.16. Je-li dána množina X a typ algebry F a je-li T (X) neprázdná,

potom algebrou term̊u typu F nad X budeme rozumět algebru T(X), jej́ıž

nosná množina je T (X) a fundamentálńı funkce splňuj́ı

fT(X) : (p1, . . . , pn) 7→ f(p1, . . . , pn),

kde f ∈ Fn a pi ∈ T (X), 1 ≤ i ≤ n.

Definice 2.17. Bud’ K tř́ıda algeber typu F a U(X) algebra generovaná X.

Pokud pro každé A ∈ K a každé zobrazeńı α : X → A existuje homomorfis-

mus β : U(X) → A rozšǐruj́ıćı α (tedy β(x) = α(x) pro x ∈ X), ř́ıkáme, že

U(X) má univerzálńı mapovaćı vlastnost pro K nad X, X se nazývá množinou

volných generátor̊u algebry U(X) a ř́ıkáme, že U(X) je volně generována

množinou X.

Lemma 2.5. Předpokládejme, že U(X) má univerzálńı mapovaćı vlastnost

pro K nad X. Je-li dána A ∈ k a α : X → A, existuje jednoznačné rozš́ıřeńı

β : U(X) → A zobrazeńı α takové, že β je homomorfismus.
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Věta 2.6. Předpokládejme, že U1(X1) a U2(X2) jsou dvě algebry v tř́ıdě alge-

ber K takové, že maj́ı univerzálńı mapovaćı vlastnost pro K nad př́ıslušnými

množinami. Je-li |X1| = |X2|, pak jsou U1(X1) a U2(X2) izomorfńı.

Věta 2.7. Pro libovolný typ F a libovolnou množinu X proměnných, kde X 6= ∅

v př́ıpadě F0 = ∅, má algebra term̊u U(X) univerzálńı mapovaćı vlastnost pro

tř́ıdu všech algeber typu F nad X.

Definice 2.18. Bud’ K systém algeber typu F. Je-li dána množina X

proměnných, bud’ θK(K) kongruence na U(X) definovaná jako θK(K) =
⋂

ΦK(X), kde ΦK(X) = {φ ∈ ConU(X);U(X)/φ ∈ IS(K)}. Potom definujme

K-volnou algebru FK(X) jako FK(X) = U(X)/θK(X), kde X = X/θK(X).

Věta 2.8. Předpokládejme, že U(X) existuje. Potom FK(X) má univerzálńı

mapovaćı vlastnost pro K nad X.

Věta 2.9. Je-li K tř́ıda algeber typu F a A ∈ K, potom pro dostatečně velkou

množinu X (postačuj́ıćı je např. |X| ≥ |A|) plat́ı A ∈ H(FK(X)).

Věta 2.10 (Birkhoff). Předpokládejme, že U(X) existuje. Potom, je-li K

neprázdná, je FK(X) ∈ ISP (K). je-li tedy K uzavřena na I, S a P (tedy

např. je-li K varieta), potom FK(X) ∈ K.

2.3 Rovnicové tř́ıdy

Definice 2.19. Identitou typu F nad X nazveme výraz p ≈ q (značeno též

(p, q) či p → q), kde p, q ∈ T (X). Necht’ Id(X) je množina identit typu F

nad X. Algebra A typu F splňuje identitu p(x1, . . . , xn) ≈ q(x1, . . . xn), psáno

A |= p(x1, . . . , xn) ≈ q(x1, . . . xn) (či stručně A |= p ≈ q), pokud pro libovolná

a1, . . . , an ∈ A plat́ı pA(a1, . . . , an) = qA(a1, . . . , an). Tř́ıda algeber K splňuje

p ≈ q (psáno K |= p ≈ q), pokud A |= p ≈ q pro každé A ∈ K. Je-li Σ množina

identit, ř́ıkáme, že K splňuje Σ (psáno K |= Σ), pokud K |= p ≈ q pro každou

p ≈ q ∈ Σ. Je-li dáno K a X, označme IdK(X) = {p ≈ q ∈ Id(X); K |= p ≈

q}. Pokud K splňuje Σ, ř́ıkáme také, že Σ plat́ı v K.

Předchoźı definici splňováńı je možno přeformulovat pomoćı pojmu ho-

momorfismu.
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Lemma 2.11. Je-li K tř́ıda algeber typu F a p ≈ q identita typu F nad X, po-

tom K |= p ≈ q, právě když pro každou algebru A ∈ K a každý homomorfismus

α : U(X) → A je α(p) = α(q).

Definice 2.20. Bud’ Σ množina identit typu F nad X a definujme M(Σ) jako

tř́ıdu algeber splňuj́ıćıch Σ. Tř́ıdu algeber K nazveme rovnicovou tř́ıdou, pokud

existuje Σ tak, že K = M(Σ). V takovém př́ıpadě ř́ıkáme, že K je určena Σ.

Definice 2.21. Je-li dán typ F a množina proměnných X, bud’ τ : Id(X) →

T (X) × T (X) bijekce daná předpisem τ(p ≈ q) = (p, q).

Lemma 2.12. Necht’ K je tř́ıda algeber typu F a X je množina proměnných.

Potom τ(IdK(X)) je úplně invariantńı kongruence na U(X).

Lemma 2.13. Je-li V varieta a X nekonečná množina proměnných, potom

V = M(IdV (X)).

Věta 2.14 (Birkhoff). Tř́ıda algeber je rovnicovou tř́ıdou, právě když je vari-

etou.

Předchoźı věta je základem pro vše, co následuje dále. Vid́ıme totiž, že

máme-li nějakou rovnost u ≈ v, tato rovnost nám určuje rovnicovou tř́ıdu,

která je varietou (a IdV (X) je úplně invariantńı kongruence generovaná u ≈ v).

V tomto smyslu nám tedy rovnost určuje varietu V . Chceme-li zkoumat algebry

patř́ıćı do V , vid́ıme, že vezme-li spočetnou množinu proměnných X, potom

jsou všechny konečné a spočetné algebry ve V homomorfńımi obrazy algebry

A = FV (X). Jednu z technik, jak naj́ıt algebru A, si ukážeme v následuj́ıćım

odd́ılu.

2.4 Přepisuj́ıćı systémy

Narozd́ıl od předchoźıch odstavc̊u odted’ teorii omeźıme na rámec, v němž

se později budeme pohybovat. Vyjdeme ze spočetné množiny proměnných X.

Budeme se zabývat grupoidy, tedy algebrami s jednou binárńı operaćı. W bude

množina všech termů nad X a W grupoid termů nad X – volný grupoid nad

X. Binárńı operaci ve W budeme značit multiplikativně (·).
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Definice 2.22. Necht’ V je varieta. Ř́ıkáme, že V je triviálńı, pokud obsahuje

jen jednoprvkové algebry – taková varieta je určena rovnost́ı x = y.

Definice 2.23. Je-li t ∈ W term, potom tR bude značit term opačný. Nestač́ı-

li intuice, je možno jej definovat indukćı podle délky termu. Je-li t proměnná,

potom tR = t, je-li t = uv, potom tR = vRuR. Ještě si definujme zobrazeńı

L a R z W → X. Je-li t proměnná, potom L(t) = R(t) = t. Je-li t = uv,

potom L(t) = L(u) a R(t) = R(v). Řečeno lidsky, L(t) je proměnná, která se

v t vyskytuje nejv́ıce vlevo (t zač́ıná na L(t)) a R(t) je proměnná, která se v t

vyskytuje nejv́ıce vpravo (t konč́ı na R(t)).

Uvědomme si, že najdeme-li V -volnou algebru ve varietě V určené rovnost́ı

x = t, máme i VR-volnou algebru ve varietě VR určené rovnost́ı x = tR. Je totiž

xR = x a stač́ı tedy ve všech výpočtech a úvahách všechny termy nahradit

termy opačnými.

Definice 2.24. Necht’ V je varieta grupoid̊u. Podmnožinu R množiny W na-

zveme reprezentativńı množinou pro V , jsou-li splněny následuj́ıćı podmı́nky:

(1) pro každý term t existuje právě jeden term u takový, že u ∈ R a rovnost

(t, u) je splněna ve V ;

(2) je-li t ∈ R, potom také každý vlastńı podterm t patř́ı do R.

Lemma 2.15. Pro každou varietu grupoid̊u existuje alespoň jedna reprezenta-

tivńı množina.

D̊ukaz. Bud’ V varieta grupoid̊u. Označme S systém všech podmnožin M ⊆ W

takových, že je-li t ∈ M , potom i každý vlastńı podterm t lež́ı v M , a pro

u, v ∈ M, u 6= v neńı rovnost (u, v) splněna ve V . Z Zornova lemmatu plyne

existence maximálńıho prvku R systému S.

Předpokládejme, že R neńı reprezentativńı množina. Potom existuje term

t takový, že rovnost (t, u) neńı splněna pro žádný term u ∈ R. Vezměme si term

t minimálńı délky maj́ıćı tuto vlastnost. Jistě t 6∈ R. Pokud by t byla proměnná,

potom by R ∪ {t} ∈ S, což by byl spor s maximalitou R. Je tedy t = uv pro

nějaké termy u, v. Z minimality t plyne, že existuj́ı termy u′, v′ ∈ R takové, že

ve V plat́ı rovnosti (u, u′), (v, v′). Protože ve V plat́ı i rovnost (t, u′v′), term

uv nenálež́ı do R. Potom ale {u′v′} ∪R ∈ S, což je spor s maximalitou R.
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Definice 2.25. Je-li R reprezentativńı množina pro V , můžeme definovat

binárńı operaci ◦ na R následovně: Pro u, v ∈ R bud’ uv jediný takový term

w ∈ R, že (uv, w) plat́ı ve V . Grupoid R(◦) nazveme asociovaný s R a V .

Věta 2.16. Necht’ V je netriviálńı varieta grupoid̊u a R reprezentativńı

množina term̊u pro V . Potom X ⊆ R a asociovaný grupoid R(◦) je V -volný

nad X.

D̊ukaz. Mějme x ∈ X. Potom v R najdeme term t takový, že ve V plat́ı x ≈ t.

Pokud by t neobsahoval x, máme x ≈ t ≈ y, kde y je jiná proměnná r̊uzná od

x nevyskytuj́ıćı se v t, a v je triviálńı. Proto t obsahuje x. Potom ale z definice

muśı R obsahovat i x, je tedy x = t a x ∈ R.

Nyńı na W definujme binárńı relaci r tak, že (u, v) ∈ R, právě když u ≈ v

plat́ı ve V . Snadno se ověř́ı, že r je úplně invariantńı kongruence a W/r je

V -volná nad {x/r; x ∈ X}. Protože R je reprezentativńı množina, je zobrazeńı

t 7→ t/r bijekćı R na W/r a z definice ◦ plyne, že se jedná o izomorfismus R(◦)

na W/r.

Značeńı. Je-li J množina uspořádaných dvojic termů, potom AJ bude množina

všech termů t takových, že kdykoliv (u, u′) ∈ J a f je substituce (tedy endo-

morfismus W), potom f(u) neńı podtermem t. Jinak řečeno, AJ obsahuje

termy, které neobsahuj́ı žádnou levou stranu z J ani jej́ı substituci.

Definice 2.26. Necht’ J je množina uspořádaných dvojic termů a jsou splněny

následuj́ıćı podmı́nky:

(1) pokud (u, u′) ∈ J , (v, v′) ∈ J , f, g jsou substituce takové, že f(u) =

g(v), a každý vlastńı podterm f(u) patř́ı do AJ , potom f(u′) = g(v′);

(2) je-li (u, u′) ∈ J a f substituce taková, že každý vlastńı podterm f(u)

patř́ı do AJ , potom f(u′) ∈ J ;

(3) je-li (u, u′) ∈ J , potom u neńı proměnná.

Potom množinu J nazveme přepisuj́ıćım systémem.

Definice 2.27. Je-li J přepisuj́ıćı systém, můžeme definovat zobrazeńı J∗ :

W → AJ následuj́ıćım zp̊usobem (indukćı dle délky termu): Je-li t ∈ W

proměnná, bud’ J∗(t) = t. V opačném př́ıpadě je t = t1t2. Pokud J∗(t1)J
∗(t2) ∈

AJ , definujme J∗(t) = J∗(t1)J
∗(t2). Pokud J∗(t1)J

∗(t2) do AJ nenálež́ı, je
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nutně J∗(t1)J
∗(t2) = f(u) pro nějakou substituci f a term u takový, že exis-

tuje uspořádaná dvojice (u, u′) ∈ J . Potom položme J∗(t) = f(u′). Z vlastnost́ı

(1) a (2) definice přepisuj́ıćıho systému plyne, že J∗ je korektně definované zob-

razeńı W → AJ .

Máme-li přepisuj́ıćı systém J a zobrazeńı J∗, můžeme na AJ definovat

binárńı operaci ◦ předpisem t1 ◦ t2 = J∗(t1t2) pro t1, t2 ∈ AJ . Grupoid AJ(◦)

nazveme spojený s J .

Definice 2.28. Bud’ V varieta grupoid̊u. Přepisuj́ıćı systém J nazveme

přepisuj́ıćı systém pro V , jsou-li splněny následuj́ıćı dvě podmı́nky:

(4) pro každou dvojici (u, u′) ∈ J je rovnost (u, u′) splněna ve V ;

(5) grupoid spojený s J patř́ı do V .

Věta 2.17. Necht’ V je varieta grupoid̊u a J je přepisuj́ıćı systém pro V .

Potom grupoid spojený s J je V-volný nad X. Rovnost (u, v) je splněna ve V

právě tehdy, když J∗(u) = J∗(v).

D̊ukaz. Indukćı podle délky termu je snadné dokázat, že (t, J∗(t)) je splněna

ve V pro každý term t ∈ W . Mějme u, v ∈ AJ a necht’ (u, v) je splněna ve V .

Zobrazeńı J∗ je homomorfismus z W na AJ(◦). Z podmı́nky (5) dostáváme

J∗(u) = J∗(v). Nebot’ J∗ je identita na AJ , dostáváme u = v. Ověřili jsme, že

AJ je reprezentativńı množina pro V a tedy V -volná.

Z předchoźıho plyne, že máme-li dánu varietu V , potom, najdeme-li

přepisuj́ıćı systém pro V , máme popis volných grupoid̊u ve V . Nab́ıźı se algo-

ritmus, jak pro varietu určenou vhodnou rovnost́ı u1 ≈ v1 hledat přepisuj́ıćı

systém. Začneme s kandidátem J1 = {u1 → v1}. Podmı́nky (1) až (4) budou

splněny triviálně, zkuśıme ověřit podmı́nku (5). Pokud uspějeme, našli jsme

přepisuj́ıćı systém pro V . V opačném př́ıpadě najdeme rovnost u2 ≈ v2, kte-

rou muśıme přidat do J a jej́ımž přidáńım neporuš́ıme platnost prvńıch čtyř

podmı́nek přepisuj́ıćıho systému. Definujeme proto J2 = {u1 → v1, u2 → v2}

a zkuśıme ověřit podmı́nku (5) pro J2. Takto postupně definujeme množiny

rovnost́ı Ji. Pokud se nám pro nějaké i podař́ı ověřit podmı́nku (5) pro Ji, našli

jsme přepisuj́ıćı systém pro V . V opačném př́ıpadě je možné, že posloupnost

J1, J2, . . . bude nekonečná (spočetná), ale sjednoceńı
⋃

Ji bude přepisuj́ıćım

16



systémem pro V . Posledńı zaj́ımavou možnost́ı je, že se sice nepodař́ı naj́ıt

přepisuj́ıćı systém, ale pokus o jeho nalezeńı nás přivede k popisu reprezen-

tativńı množiny pro V a tedy i k popisu V -volného grupoidu. T́ım máme

připravenu veškerou potřebnou teorii a můžeme zač́ıt s aplikaćı.
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Kapitola 3

Rovnosti tvaru x = t(x, . . . , y)

Poznámka. Jak je vidět z nadpisu, budeme v následuj́ıćıch kapitolách pro rov-

nosti mı́sto znaku ≈ použ́ıvat rovńıtko. Můžeme si to dovolit, nebot’ již nebude

hrozit nedorozuměńı, zda u = v znamená, že je spněna rovnost u ≈ v, nebo

zda skutečně u a v je tentýž term.

V této kapitole se budeme zabývat rovnostmi tvaru x = t(x, . . . , y), tedy

takovými, jejichž pravá strana zač́ıná na x, ale konč́ı na proměnnou r̊uznou

od x, a nav́ıc obsahuj́ı alespoň tři proměnné. Základem pro nás bude popis

volné algebry ve varietě určené rovnost́ı tvaru x = (. . . (xy1)y2) . . . )yn, kde

i 6= j implikuje yi 6= yj a zároveň x 6= yi pro všechna i. Hodit se nám bude

následuj́ıćı lemma.

Lemma 3.1. Necht’ x = (. . . (xy1)y2) . . . )yn, kde n ≥ 1, i 6= j implikuje

yi 6= yj a zároveň x 6= yi pro všechna i, at’ V je varieta určená touto rovnost́ı.

Pro x ∈ X označme x1 = x a je-li definováno xi, pak bud’ xi+1 = (xi · xi).

Necht’ A = {xi; x ∈ X, 1 ≤ i ≤ n}. Na A definujme binárńı operaci ◦ vztahy

xi ◦ a = xi+1 pro 1 ≤ i < n, a ∈ A a xn ◦ a = x1 pro a ∈ A. Potom je grupoid

A(◦) volný ve V .

D̊ukaz. K d̊ukazu tvrzeńı stač́ı ukázat, že A je reprezentativńı množina pro V

a A(◦) je asociovaný s A a V . Jistě je-li t ∈ A, je v A i každý podterm t. Nyńı

chceme ukázat, že pro každý term t nad X najdeme právě jeden term a ∈ A,

že ve V plat́ı a = t. to je totéž jako ukázat, že pro každý t najdeme alespoň

jeden takový term a a že pro a1, a2 ∈ A neplat́ı ve V a1 = a2.
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Všimněme si, že V neńı triviálńı, patř́ı do ńı totiž netriviálńı grupoid A(◦)

(to, že je netriviálńı a že patř́ı do V je vidět z jeho definice). Mějme nyńı term

t nad X. Potom se dá psát ve tvaru t = (. . . (xt1)t2) . . . )tk, kde x je proměnná,

ti jsou termy a k ≥ 0. Je-li k ≥ n, potom (opakovaným) aplikováńım rovnosti

x = (. . . (xy1)y2) . . . )yn dostaneme t = (. . . (xt1)t2) . . . )tl, kde l je zbytek k po

děleńı n, nadále tedy uvažujme jen k < n.

V takovém př́ıpadě ale ve V plat́ı t = xk+1. Proč? Je t = (. . . (xt1)t2) . . . )tk

a substitućı ve výchoźı rovnosti dostáváme

x = (. . . (x · t1)t2) . . . )tk)yk+1) . . . )yn.

Tuto rovnost nyńı opakovaně zprava násobme postupně termy x1, x2,. . . , xk,

dostáváme

(. . . (x · x1)x2) . . . )xk = (. . . (x · t1)t2) . . . )tk)yk+1) . . . )yn)x
1)x2) . . . )xk.

Ovšem levá strana neńı nic jiného než xk+1 a aplikováńım výchoźı rovnosti

vid́ıme, že pravá strana je rovna t. Z právě dokázaného můžeme odvodit

užitečnou rovnost

(. . . (xt1)t2) . . . )tk = xk+1 = (. . . (xu1)u2) . . . )uk

pro x ∈ X, k ≥ 0 a libovolné termy ti, ui, 1 ≤ i ≤ k.

Nyńı již v́ıme, že pro každý term t nad X najdeme a ∈ A, že t = a

je splněno ve V . Kdyby takových a bylo v́ıce, řekněme a1 a a2, muselo by

ve V platit a1 = t = a2. Ovšem v grupoidu A(◦) lež́ıćım ve V tato rovnost

neplat́ı. T́ım jsme dokončili d̊ukaz faktu, že A je reprezentativńı množina pro V .

Vzhledem k tomu, jak jsme definovali operaci ◦, je zřejmé, že A(◦) je asociovaný

s A a V , jedná se tedy o V -volný grupoid.

Speciálńımi př́ıpady právě dokázaného lemmatu je popis volných grupoid̊u

ve varietách určených rovnostmi x = xy, x = xy · z, x = (xy · z)u a x =

((xy · z)u)v), na něž se budeme ve zbytku kapitoly hojně odkazovat.

Věta 3.2. Necht’ t je jeden z term̊u x((yz · z)z), x((yz · z)u), x((yz · u)z),

x((yz · u)u), x((yz · u)v), x((y · xz)u), x((y · zu)v), x((y · yz)u), x((y · zx)u),
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x((y · zy)u), x((y · zz)z), x((y · zz)u), x((y · zu)z), x((y · zu)u), x(yz · xu),

x(yz · yu), x(yz · zz), x(yz · zu), x(yz · uz), x(yz · uu), x(yz · uv), x(yz · uy),

x(y(xx · z)), x(y(xz · u)), x(y(zx · u)), x(y(zz · u)), x(y(zu · v)), x(y(xy · z)),

x(y(xz · z)), x(y(yx · z)), x(y(yy · z)), x(y(yz · u)), x(y(zy · u)), x(y(zx · z)),

x(y(zz · z)), x(y(zu · z)), x(y(zu · u)), x(y(zu · y)), x(y(x · yz)), x(y(x · zu)),

x(y(y · xz)), x(y(y · yz)), x(y(y · zu)), x(y(z · yu)), x(y(z · zu)), x(y(z · uv)),

x(y(z · xz)), x(y(z · xu)), x(y(z · uz)), x(y(z · yy)), x(y(z · uy)), x(y(z · uu)),

x(y(z · zz)). Potom varieta určená rovnost́ı x = t je rovna varietě určené

rovnost́ı x = xy.

D̊ukaz. Chceme dokázat, že z x = t plyne x = xy a naopak, že z x = xy plyne

x = t. Druhá implikace je ve všech př́ıpadech snadná, stač́ı zvolit vhodnou

substituci za y. Pod́ıvejme se postupně na jednotlivé termy.

Bud’ t = x((yz · z)z). Potom x = x((yz · z)z), x = x((yz · z)z) = x((y((yz ·

z)z) · ((yz ·z)z))((yz ·z)z)) = x((y((yz ·z)z))((yz ·z)z)) = x(y((yz ·z)z)) = xy.

T́ım jsou vyřešeny i př́ıpady t = x((yz · z)u), t = x((yz · u)z), t = x((yz ·

u)u) a t = x((yz · u)v) – za proměnné u, v dosad́ıme z a máme převedeno na

vyřešený př́ıpad (od tohoto mı́sta dále takovéto jednoduché substituce nebudu

vysvětlovat).

Pro t = x((y · xz)u) máme x = x((y · xz)u), x = x((y · xz)u) = x((y ·

xz)((y · (y · xz)z)u)) = x(y · xz), x = x(y · xz) = x(y · x(yz)) = xy, t́ım je

vyřešeno i t = x((y · zu)v).

Pro t = x((y · yz)u) je x = x((y · yz)u), x = x((y · yz)u) = x((y · yz)((y ·

yz)u)) = x(y · yz), x = x(y · yz) = x(y · y(y · yz)) = x · yy, x = x(y · yz) =

x(y · yy) = xy.

Pro t = x((y·zx)u) je x = x((y·zx)u), x = x((y·zx)u) = x((y·(y·zy)x)u) =

x · yu = x · y((y · zy)u) = xy.

Pro t = x((y·zy)u) je x = x((y·zy)u), x = x((y·zy)u) = x((y·(y·zy)y)u) =

x((y · (y · zy)y)u) = x · yu, x = x · yu = x · y(uz) = xy.

Pro t = x((y·zz)z) je x = x((y·zz)z), x = x((y·zz)z) = x((y·((u·zz)z)((u·

zz)z))((u · zz)z)) = x((y · ((u · zz)z))((u · zz)z)) = x((y · ((u · zz)z))) = xy, což

řeš́ı i př́ıpady t = x((y · zz)u), t = x((y · zu)z) a t = x((y · zu)u).

Pro t = x(yz · xu) je x = x(yz · xu), x = x(yz · xu) = x(y(yz · yu) · xu) =

x(y · xu), x = x(y · xu) = x(y · x(yu)) = xy.
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Pro t = x(yz · yu) je x = x(yz · yu), x = x(yz · yu) = x(y(yz · yu) · yu) =

x(y · yu), x = x(y · yu) = x(y · y(yu)) = xy.

Pro t = x(yz · zz) je x = x(yz · zz), x = x(yz · zz) = x(y(uz · zz) ·

(uz · zz)(uz · zz)) = x(y · (uz · zz)) = xy, což řeš́ı i př́ıpady t = x(yz · zu),

t = x(yz · uz), t = x(yz · uu) a t = x(yz · uv).

Pro t = x(yz · uy) je x = x(yz · uy), x = x(yz · uy) = x(y(yz · uy) · uy) =

x(y · uy), x · uy = x · (uy · (y · uy)) = x, x = x · uy = x · u(uy) = xu.

Pro t = x(y(xx · z)) je x = x(y(xx · z)), x = x(y(xx · z)) = x(yy · (xx · z)),

yx = y(x(yy · (xx · z))) = y, což řeš́ı i př́ıpady t = x(y(xz ·u)), t = x(y(zx ·u)),

t = x(y(zz · u)) a t = x(y(zu · v)).

Pro t = x(y(xy · z)) je x = x(y(xy · z)), zx = z(x(y(xy · z))) = z(x(zx ·

(x(zx) · z))) = z.

Pro t = x(y(xz · z)) je x = x(y(xz · z)), ux = u(x(y(xz · z))) = u(x((u(xz ·

z))(xz · z))) = u.

Pro t = x(y(yx · z)) je x = x(y(yx · z)), x = x(y(yx · z)) = x(y(yx · ((yx ·

y)z))) = xy.

Pro t = x(y(yy · z)) je x = x(y(yy · z)), ux = u(x(y(yy · z))) = u(x(xx ·

((xx · xx) · z))) = u, což řeš́ı i př́ıpady t = x(y(yz · u)) a t = x(y(zy · u)).

Pro t = x(y(zx · z)) je x = x(y(zx · z)), x = x(y(zx · z)) = x(y((zy · z)x ·

(zy · z))) = xy.

Pro t = x(y(zz · z)) je x = x(y(zz · z)), x = x(y(zz · z)) = x(y((zz · z)(zz ·

z) · (zz · z))) = xy, což řeš́ı i př́ıpady t = x(y(zu · z)) a t = x(y(zu · u)).

Pro t = x(y(zu · y)) je x = x(y(zu · y)), x = x(y(zu · y)) = x(y(z(y(zu ·

y)) · y)) = x(y · zy), u · zy = u(zy · (y · zy)) = u, u = u · zy = u · z(yy) = uz.

Pro t = x(y(x ·yz)) je x = x(y(x ·yz)), x = x(y(x ·yz)) = x(y(x ·y(xz))) =

xy, což řeš́ı i př́ıpad t = x(y(x · zu)).

Pro t = x(y(y · xz)) je x = x(y(y · xz)), yy = y(y(y(y · yz))) = y, x =

x(y(y · xz)) = x(y(y · x(x · yz))) = x · yy, x = x · yy = xy.

Pro t = x(y(y ·yz)) je x = x(y(y ·yz)), x = x(y(y ·yz)) = x(y(y ·y(yz))) =

xy, což řeš́ı i př́ıpady t = x(y(y · zu)), t = x(y(z · yu)), t = x(y(z · zu))

a t = x(y(z · uv)).

Pro t = x(y(z · xz)) je x = x(y(z · xz)), zx = z(x(y(z · xz))) = z(x(xz ·

(z · xz))) = z, což řeš́ı i př́ıpady t = x(y(z · xu)) a t = x(y(z · uz)).
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Pro t = x(y(z · yy)) je x = x(y(z · yy)), x = x(y(z · yy)) = x(zz · (z · (zz ·

zz))) = x · zz, x = x(y(z · yy)) = x · yz, x = x · yz = x · (y · zz) = xy, což řeš́ı

i př́ıpady t = x(y(z · uy)) a t = x(y(z · uu)).

Pro t = x(y(z · zz)) je x = x(y(z · zz)), x = x(y(z · zz)) = x(y((y(z · zz)) ·

(y(z · zz))(y(z · zz)))) = x(y((y(z · zz)) · (y(z · zz)))) = x(y(y(z · zz))) = xy.

Věta 3.3. Necht’ t je jeden z term̊u (x(xx · y))z, (x(xy · z))u, (x(yx · z))u,

(x(yy · z))u, (x(yz · u))v, (x(xy · x))z, (x(yz · x))u, (x(yz · y))u, (x(xy · y))z,

(x(xy · z))z, (x(yz · u))u, (x(yx · x))z, (x(yz · z))u, (x(yx · y))z, (x(yy · x))z,

(x(yy · y))z, (x(yz · x))z, (x(yz · u))z, (x(yz · z))z, (x(x · xy))z, (x(x · yz))u,

(x(y · xz))u, (x(y · yz))u, (x(y · zu))v, (x(x · yx))z, (x(y · zx))u, (x(y · zy))u,

(x(x · yy))z, (x(x · yz))z, (x(y · xx))z, (x(y · xy))z, (x(y · xz))z, (x(y · yx))z,

(x(y · yy))z, (x(y · zx))z, (x(y · zz))z, (x(y · zz))u, (x(y · zu))z, (x(y · zu))u,

(x · xx) · yz, (x · xy) · zu, (x · yx) · zu, (x · yy) · zu, (x · yz) · uv, (x · yy) · xz,

(x·yz)·xu, (x·yy)·zy, (x·yz)·uy, (x·yz)·zz, (x·yz)·zu, (x·yz)·uz, (x·yz)·uu,

xx · (yy · z), xx · (yz · u), xx · (yz · z), xy · (xx · z), xy · (xz · u), xy · (zx · u),

xy · (zy · y), xy · (zy · u), xy · (zu · y), xy · (zu · u), xy · (zu · v), xy · (zz · z),

xy · (zz · u), xy · (zu · z), xx · (y · xz), xx · (y · zu), xx · (y · yz), xx · (y · zy),

xx · (y · zz), xy · (x · zu), xy · (z · xz), xy · (z · xu), xy · (z · yy), xy · (z · yu),

xy · (z ·uy), xy · (z ·uu), xy · (z ·uv), xy · (z ·zz), xy · (z ·zu), xy · (z ·uz). Potom

varieta určená rovnost́ı x = t je rovna varietě určené rovnost́ı x = xy · z.

D̊ukaz. Stejně jako v předchoźı větě je tvrzeńı x = xy · z implikuje x = t

záležitost́ı snadné substituce, zaj́ımá nás tedy směr x = t implikuje x = xy · z.

Pro t = (x(xx · y))z je x = (x(xx · y))z, (x(xx · y)) = ((x(xx · y))((x(xx ·

y))(x(xx · y)) · y))z = xz, xz = (x(xx · y)) = xu, x = (x(xx · y))z = xy · z, což

řeš́ı i př́ıpady t = (x(xy ·z))u, t = (x(yx·z))u, t = (x(yy ·z))u a t = (x(yz ·u))v.

Pro t = (x(xy·x))z je x = (x(xy·x))z, (x(xy·x)) = ((x(xy·x))((x(xy·x))y·

(x(xy ·x))))z = xz, x = (x(xy ·x))z = xy · z, což řeš́ı i př́ıpady t = (x(yz ·x))u

a t = (x(yz · y))u.

Pro t = (x(xy · y))z je x = (x(xy · y))z, (x(xy · y)) = ((x(xy · y))((x(xy ·

y))y · y))z = xz, x = (x(xy · y))z = xy · z.
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Pro t = (x(xy · z))z je x = (x(xy · z))z, xx · z = x((x(xy · z))z) · z = x,

x = xx · y, xx = (xx · xx)y = xy, x = (x(xy · z))z = xx · z = xy · z, což řeš́ı

i př́ıpad t = (x(yz · u))u.

Pro t = (x(yx·x))z je x = (x(yx·x))z, (x(yx·x)) = ((x(yx·x))(y(x(yx·x))·

(x(yx · x))))z = xz, x = (x(yx · x))z = xy · z, což řeš́ı i př́ıpad t = (x(yz · z))u.

Pro t = (x(yx · y))z je x = (x(yx · y))z, (x(yx · y)) = ((x(yx · y))(y(x(yx ·

y)) · y))z = xz, x = (x(yx · y))z = xy · z.

Pro t = (x(yy ·x))z je x = (x(yy ·x))z, (x(yy ·x)) = ((x(yy ·x))(yy · (x(yy ·

x))))z = xz, x = (x(yy · x))z = xy · z.

Pro t = (x(yy ·y))z je x = (x(yy ·y))z, (x(yy ·y)) = ((x(yy ·y))(yy ·y))z =

xz, x = (x(yy · y))z = xy · z.

Pro t = (x(yz · x))z je x = (x(yz · x))z, x = (x(yz · x))z = (x((y(yz · y))z ·

x))z = (x(yx))z = (x((y(yx · y))x))z = xy · z, což řeš́ı i př́ıpad t = (x(yz ·u))z.

Pro t = (x(yz · z))z je x = (x(yz · z))z, x = (x(yz · z))z = (x((y(yz · z))z ·

z))z = (x · yz)z = (x · (y(yz · z))z)z = xy · z.

Pro t = (x(x·xy))z je x = (x(x·xy))z, (x(x·xy)) = ((x(x·xy))((x(x·xy))·

(x(x · xy))y))z = xz, xz = (x(x · xy)) = xu, x = (x(x · xy))z = xy · z, což řeš́ı

i př́ıpady t = (x(x · yz))u, t = (x(y · xz))u, t = (x(y · yz))u a t = (x(y · zu))v.

Pro t = (x(x·yx))z je x = (x(x·yx))z, (x(x·yx)) = ((x(x·yx))((x(x·yx))·

y(x(x ·yx))))z = xz, x = (x(x ·yx))z = xy ·z, což řeš́ı i př́ıpady t = (x(y ·zx))u

a t = (x(y · zy))u.

Pro t = (x(x · yy))z je x = (x(x · yy))z, (x(x · yy)) = ((x(x · yy))((x(x ·

yy)) · yy))z = xz, x = (x(x · yy))z = xy · z.

Pro t = (x(x · yz))z je x = (x(x · yz))z, x = (x(x · yz))z = (x(x · (y(y ·

yz))z))z = (x · xy)z, (x · xy) = ((x · xy) · (x · xy)y)z = xz, xz = (x · xy) = xu,

x = (x(x · yz))z = xy · z.

Pro t = (x(y · xx))z je x = (x(y · xx))z, (x(y · xx)) = ((x(y · xx))(y · (x(y ·

xx))(x(y · xx))))z = xz, x = (x(y · xx))z = xy · z.

Pro t = (x(y · xy))z je x = (x(y · xy))z, (x(y · xy)) = ((x(y · xy))(y · (x(y ·

xy))y))z = xz, x = (x(y · xy))z = xy · z.

Pro t = (x(y ·xz))z je x = (x(y ·xz))z, x = (x(y ·xz))z = (x((y(y ·y(xz))) ·

xz))z = xy · z.
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Pro t = (x(y · yx))z je x = (x(y · yx))z, x = (x(y · yx))z = (x((y(y · yy)) ·

(y(y · yy))x))z = xy · z.

Pro t = (x(y ·yy))z je x = (x(y ·yy))z, (x(y ·yy)) = ((x(y ·yy))(y ·yy))z =

xz, x = (x(y · yy))z = xy · z.

Pro t = (x(y ·zx))z je x = (x(y ·zx))z, x = (x(y ·zx))z = (x((y(y ·(zx)y)) ·

zx))z = xy · z.

Pro t = (x(y·zz))z je x = (x(y·zz))z, x = (x(y·zz))z = (x(y·(yy·yy)))·yy,

zx · y = z((x(y · (yy · yy))) · yy) · y = z, což řeš́ı i př́ıpady t = (x(y · zz))u,

t = (x(y · zu))z a t = (x(y · zu))u.

Pro t = (x·xx)·yz je x = (x·xx)·yz, (x·xx) = ((x·xx)·(x·xx)(x·xx))·yz =

x · yz, x = (x ·xx) · yz = (x ·uv) · yz = (x · (y · yy)(yz)) · (z · zz)(yz) = xy · z, což

řeš́ı i př́ıpady t = (x ·xy) · zu, t = (x · yx) · zu, t = (x · yy) · zu a t = (x · yz) ·uv.

Pro t = (x·yy)·xz je x = (x·yy)·xz, x = (x·yy)·xz = (x·(x·yy)(x·yy))·xz =

xx·xz, x = (x·yy)·xz = (x·(yy ·yy))·xz = xy ·xz, xy = (xy ·xy)(xy ·xy) = xx,

xy = xx = xz, x = xy · xz = xy · z, což řeš́ı i př́ıpad t = (x · yz) · xu.

Pro t = (x · yy) · zy je x = (x · yy) · zy, x · yy = ((x · yy) · yy) · zy = x · zy,

x = (x ·yy) ·zy = (x · (yz ·yz)) · (u ·zz)(yz) = (x · (yz ·yz)) ·u, x = (x · (((y ·yy) ·

zy) · ((y · yy) · zy))) · u = (x · yy) · u = (x · zy)u = (x · ((y · yy) · zy))u = xy · u,

což řeš́ı i př́ıpad t = (x · yz) · uy.

Pro t = (x · yz) · zz je x = (x · yz) · zz, x = (x · yz) · zz = (x · ((y · yz) · zz)) ·

(zz · zz) = xy · (zz · zz), x = xy · (zz · zz) = xy · ((zz · zz)(zz · zz)) = xy · zz,

x = xy · zz = xy · (zz · zz) = xy · z, což řeš́ı i př́ıpady t = (x · yz) · zu,

t = (x · yz) · uz a t = (x · yz) · uu.

Pro t = xx ·(yy ·z) je x = xx ·(yy ·z), x = xx ·(yy ·z) = xx ·(yy ·(yy ·z)) =

xx·y, xx = (xx·xx)·y = xy, xy = xx = xz, x = xx·(yy·z) = xy·(yy·z) = xy·z,

což řeš́ı i př́ıpad t = xx · (yz · u).

Pro t = xx · (yz · z) je x = xx · (yz · z), x = xx · (yz · z) = xx · ((yy · yy)(yz ·

z) · (yz · z)) = xx · (yy · (yz · z)) = xx · y, xx = (xx ·xx) · y = xy, xy = xx = xz,

x = xx · (yz · u) = xy · (yz · u) = xy · z.

Pro t = xy ·(xx ·z) je x = xy ·(xx ·z), x = xy ·(xx ·z) = xy ·(xx ·(xx ·z)) =

xy ·x, yx = (yx)y · ((yx)(yx) ·z) = y · ((yx)(yx) ·z) = y · ((yx)(yx) ·yx) = y ·yx,

x = xy ·(xx·z) = xx·(xx·z) = xx·z, x = xx·z = (x(xy ·x))z a x = (x(xy ·x))z

jsme už rozřešili. T́ım jsou vyřešeny i př́ıpady t = xy · (xz ·u) a t = xy · (zx ·u).
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Pro t = xy · (zy · y) je x = xy · (zy · y), x = xy · (zy · y) = (x(uy · y))((zy ·

(uy ·y))(uy ·y)) = (x(uy ·y))(z(uy ·y)) = (x(uy ·y))(zy · (uy ·y)) = (x(uy ·y))z,

x = (x(uy · y))z = (x((yu · (uu · u))(uu · u)))z = (x(y(uu · u)))z = (x(yu · (uu ·

u)))z = xy ·z, což řeš́ı i př́ıpady t = xy · (zy ·u), t = xy · (zu ·y), t = xy · (zu ·u)

a t = xy · (zu · v).

Pro t = xy · (zz · z) je x = xy · (zz · z), xu = (xu)y · (zz · z) = (xu)(zz · z) ·

(zz · z) = x · (zz · z), xy ·u = xy · (zz · z) = x, což řeš́ı i př́ıpady t = xy · (zz ·u)

a t = xy · (zu · z).

Pro t = xx ·(y ·xz) je x = xx ·(y ·xz), x = xx ·(y ·xz) = xx ·(yy ·(x ·yz)) =

xx·y, xx = (xx·xx)·y = xy, xy = xx = xz, x = xx·(y·xz) = xy·(y·xz) = xy·z,

což řeš́ı i př́ıpad x = xx · (y · zu).

Pro t = xx·(y·yz) je x = xx·(y·yz), x = xx·(y·yz) = xx·(yy·(yy·(yy·z))) =

xx·y, xx = (xx·xx)·y = xy, xy = xx = xz, x = xx·(y·xz) = xy·(y·xz) = xy·z.

Pro t = xx ·(y ·zy) je x = xx ·(y ·zy), x = xx ·(y ·zy) = xx ·(yy ·(y ·yy)) =

xx·y, xx = (xx·xx)·y = xy, xy = xx = xz, x = xx·(y·xz) = xy·(y·xz) = xy·z.

Pro t = xx ·(y ·zz) je x = xx ·(y ·zz), x = xx ·(y ·zz) = xx ·(yy ·(zz ·zz)) =

xx·y, xx = (xx·xx)·y = xy, xy = xx = xz, x = xx·(y·xz) = xy·(y·xz) = xy·z.

Pro t = xy·(x·zu) je x = xy·(x·zu), x = xy·(x·zu) = xy·(x·(zz)(z·uu)) =

xy · xz, xy = (xy · xy)(xy · xy) = xx, xy = xx = xz, x = xy · (x · zu) = xy · z.

Pro t = xy·(z·xz) je x = xy·(z·xz), x = xy·(z·xz) = xy·(zx·x(zx)) = xy·z,

což řeš́ı i př́ıpad t = xy · (z · xu).

Pro t = xy·(z·yy) je x = xy·(z·yy), x = xy·(z·yy) = (x·yy)(zy·(yy·yy)) =

(x · yy)z, x = xy · (z · yy) = xy · ((z · yy) · yy) = xy · z, což řeš́ı i př́ıpady

t = xy · (z · yu), t = xy · (z · uy), t = xy · (z · uu) a t = xy · (z · uv).

Pro t = xy · (z · zz)je x = xy · (z · zz), xu = (xu)y · (z · zz) = (xu)(z · zz) ·

(z · zz) = x · (z · zz), xy ·u = xy · (z · zz) = x, což řeš́ı i př́ıpady t = xy · (z · zu)

a t = xy · (z · uz).

Věta 3.4. Necht’ t je jeden z term̊u ((x · xx)y)z, ((x · xy)y)z, ((x · xy)z)y,

((x · xy)z)u, ((x · yx)x)z, ((x · yx)z)u, ((x · yz)x)u, ((x · yz)z)u, ((x · yz)u)v,

((x · yx)y)z, ((x · yx)z)y, ((x · yx)z)z, ((x · yy)x)z, ((x · yy)y)z, ((x · yz)y)u,

((x · yy)z)y, ((x · yy)z)u, ((x · yz)u)y, ((x · yz)u)z, ((x · yz)x)z, ((x · yz)z)z,

((x · yz)u)u, (xx · xy)z, (xx · yz)u, (xy ·xz)u, (xy · yz)u, (xy · zu)v, (xx · yx)z,

(xy · zx)u, (xy · zy)u, (xx · yy)z, (xx · yz)z, (xy · xx)z, (xy · xy)z, (xy · xz)z,
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(xy · yx)z, (xy · yy)z, (xy · zx)y, (xy · zu)y, (xy · zz)z, (xy · zz)u, (xy · zu)z,

(xy · zu)u, (xx · x) · yz, (xx · y) · zz, (xx · y) · zu, (xy · x) · zy, (xy · x) · zu,

(xy · y) · zy, (xy · y) · zu, (xy · z) · uy, (xy · z) · uz, (xy · z) · uv, (xy · z) · xy,

(xy ·z) ·xu, (xy ·z) ·yy, (xy ·z) ·yu, (xy ·z) ·uu, (xy ·z) ·zz, (xy ·z) ·zu. Potom

varieta určená rovnost́ı x = t je rovna varietě určené rovnost́ı x = (xy · z)u.

D̊ukaz. Opět pro d̊ukaz stač́ı ukázat, že plat́ı-li x = t, nutně už plat́ı x =

(xy · z)u.

Pro t = ((x · xx)y)z je x = ((x · xx)y)z, x · xx = (((x · xx)((x · xx)(x ·

xx)))y)z = xz, x = ((x · xx)y)z = (xu · y)z.

Pro t = ((x · xy)y)z je x = ((x · xy)y)z, (x · xy)y = ((((x · xy)y)(((x ·

xy)y)y))y)z = xy · z, x = ((x · xy)y)z = (xy · u)z.

Pro t = ((x · xy)z)y je x = ((x · xy)z)y, x = ((x · xy)z)y, x · xz =

(((x · xz) · (x · xz)y)z)y = xy, xy = x · xz = xz, x = ((x · xy)z)y = (xu · z)y,

což řeš́ı i př́ıpad t = ((x · xy)z)u.

Pro t = ((x · yx)x)z je x = ((x · yx)x)z, x = ((x · yx)x)z = ((x · ((y ·

yy)y)x)x)z = (xy ·x)z, yx = ((yx)y · yx)z = yz, x = ((x · yx)x)z = ((xy)x)z =

(xy · u)z, což řeš́ı i př́ıpady t = ((x · yx)z)u, t = ((x · yz)x)u, t = ((x · yz)z)u

a t = ((x · yz)u)v.

Pro t = ((x · yx)y)z je x = ((x · yx)y)z, (x · yx)y = ((((x · yx)y) · y((x ·

yx)y))y)z = xy · z, (xy · z)u = ((x · yx)y)u = x.

Pro t = ((x · yx)z)y je x = ((x · yx)z)y, x = ((x · yx)z)y = ((x · yx)(z(x ·

yx)))y, xz = (((x · yx)(z(x · yx)))y)z = x · yx, x = ((x · yx)z)y = (xu · z)y.

Pro t = ((x · yx)z)z je x = ((x · yx)z)z, x = ((x · yx)z)z = ((x · yx)(z(x ·

yx)))(z(x ·yx)), x(z(x ·yx)) = (((x ·yx)(z(x ·yx)))(z(x ·yx)))(z(x ·yx)) = x ·yx,

x · yx = x(((z · yz)(x · yx))(x · yx)) = xz, xz = x · yx = xu, x = ((x · yx)z)z =

(xy · z)z = (xy · z)u.

Pro t = ((x · yy)x)z je x = ((x · yy)x)z, x = ((x · yy)x)z = ((x · ((y ·

yy)y)((y · yy)y))x)z = (xy · x)z, x = (xy · x)z, yx = ((yx)y · yx)z = yz,

x = ((x · yy)x)z = ((x · y)x)z = (xy · u)z.

Pro t = ((x · yy)y)z je x = ((x · yy)y)z, x(yy · yy) = ((x(yy · yy) · yy)y)z =

xz, xz = x(yy · yy) = xu, x = ((x · yy)y)z = (xu · y)z, což řeš́ı i př́ıpad

t = ((x · yz)y)u.

26



Pro t = ((x · yy)z)y je x = ((x · yy)z)y, x = ((x · yy)z)y = ((x · yy) · zz)y,

xz = (((x · yy) · zz)y)z = x · yy, xz = x · yy = xu, x = ((x · yy)z)y = (xu · z)y,

což řeš́ı i př́ıpady t = ((x · yy)z)u, t = ((x · yz)u)y a t = ((x · yz)u)z.

Pro t = ((x · yz)x)z je x = ((x · yz)x)z, x = ((x · yz)x)z = ((x · ((y ·

yz)y)z)x)z = (xy ·x)z, yx = ((yx)y ·(yx))z = yz, x = ((x ·yz)x)z = (xy ·x)z =

(xy · u)z.

Pro t = ((x · yz)z)z je x = ((x · yz)z)z, x = ((x · yz)z)z = ((x · ((y ·

yz)z)z)z)z = (xy · z)z, xu · y = ((xu · y)y · z)z = xz · z, xu · y = xz · z = xt · v,

x = ((x · yz)z)z = (xy · u)z, což řeš́ı i př́ıpad t = ((x · yz)u)u.

Pro t = (xx · xy)z je x = (xx · xy)z, xx = ((xx · xx) · (xx)y)z = xz,

xz = xx = xy, x = (xx · xy)z = (xx · y)z = (xu · y)z, což řeš́ı i př́ıpady

t = (xx · yz)u, t = (xy · xz)u, t = (xy · yz)u a t = (xy · zu)v.

Pro t = (xx · yx)z je x = (xx · yx)z, xx = ((xx · xx) · y(xx))z = xz,

xz = xx = xy, x = (xx · yx)z = (xu · yx)z = (xu · y)z, což řeš́ı i př́ıpady

t = (xy · zx)u a t = (xy · zy)u.

Pro t = (xx · yy)z je x = (xx · yy)z, xx = ((xx · xx) · yy)z = xz, xz =

xx = xy, x = (xx · yy)z = (xy · yy)z = (xy · u)z.

Pro t = (xx · yz)z je x = (xx · yz)z, x = (xx · yz)z = (xx · (yy · yz)z)z =

(xx · y)z, xx = ((xx ·xx)y)z = xz, xy = xx = xz, x = (xx · yz)z = (xu · yz)z =

(xu · y)z.

Pro t = (xy · xx)z je x = (xy · xx)z, xu = ((xy · xx)z)u = ((xy · xx)(xy ·

xy))u = xy, x = (xy · xx)z = (xy · u)z.

Pro t = (xy ·xy)z je x = (xy ·xy)z, xu = ((xu)y · (xu)y)z = ((xu ·xu)(xu ·

xu))z = xz, x = (xy · xy)z = (xy · u)z.

Pro t = (xy · xz)z je x = (xy · xz)z, xu = ((xu)y · (xu)z)z =

((xu)(x((xu)z)) · (xu)z)z = xz, x = (xy · xz)z = (xy · u)z.

Pro t = (xy · yx)z je x = (xy · yx)z, xu = ((xy · yx)z)u = ((xy · yx)(yx ·

xy))u = xy, x = (xy · yx)z = (xy · u)z.

Pro t = (xy ·yy)z je x = (xy ·yy)z, xy ·yy = (((xy ·yy)y) ·yy)z = (x ·yy)z,

x = (xy ·yy)z = ((x ·yy)u)z, x ·yy = (((x ·yy) ·yy)u)z = xz, x = ((x ·yy)u)z =

(xy · u)z.

Pro t = (xy · zx)y je x = (xy · zx)y, x = (xy · zx)y = (xy · ((zx · zz)x))y =

(xy · z)y, xz = ((xz · y)z)y = xy, x = (xy · z)y = (xy · z)u, což řeš́ı i př́ıpad
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t = (xy · zu)y.

Pro t = (xy · zz)z je x = (xy · zz)z, xu = ((xu)y · zz)z = ((xu)(zz ·

zz) · zz)z = xz, x = (xy · zz)z = (xy · u)z, což řeš́ı i př́ıpady t = (xy · zz)u,

t = (xy · zu)z a t = (xy · zu)u.

Pro t = (xx · x) · yz je x = (xx · x) · yz, x = (xx · x) · yz = (xx · x) ·

(yy · y)(yz) = (xx · x)y, xx · x = ((xx · x)(xx · x) · (xx · x))y = (x(xx · x))y,

x(xx ·x) = ((x(xx ·x))(x(xx ·x)) · (x(xx · x)))y = ((xx · x) · (x(xx ·x)))y = xy,

xy = x(xx · x) = xz, x = (xx · x) · yz = (xy · x) · yz = (xy · z) · yz = (xy · z) · u.

Pro t = (xx · y) · zz je x = (xx · y) · zz, x · uu = ((xx · y) · zz) · uu =

((xx · xx) · zz) · uu = xx, x = (xx · y) · zz = (xx · y)(z · uu) = (xx · y)((zz ·

y) · uu) = (xx · y)z, xu = ((xx · y)z)u = ((xx · xx)z)u = xx, xu = xx = xv,

x = (xx · y) · zz = (xy · y) · zz = (xy · z) · zz = (xy · z)u, což řeš́ı i př́ıpad

t = (xx · y) · zu.

Pro t = (xy · x) · zy je x = (xy · x) · zy, yx = ((yx)y · (yx)) · zy = y · zy,

yx = y · zy = yz, x = (xy · x) · zy = (xy · x) · zy = (xy · x)u = (xy · z)u, což

řeš́ı i př́ıpad t = (xy · x) · zu.

Pro t = (xy · y) · zy je x = (xy · y) · zy, x = (xy · y) · zy = (x(uy) · (uy)) ·

(zy · y)(uy) = (x(uy) · (uy)) · z = (x((yy · y) · zy) · ((yy · y) · zy)) · z = (xy · y)z,

xy = ((xy)y·y)z = xz, x = (xy·y)z = (xy·u)z, což řeš́ı i př́ıpady t = (xy·y)·zu,

t = (xy · z) · uy, t = (xy · z) · uz a t = (xy · z) · uv.

Pro t = (xy · z) · xy je x = (xy · z) · xy, xu · v = (((xu · v)y)z)((xu ·

v)y) = (((xu · v) · xu)z)((xu · v) · xu) = xz · x, xu · v = xz · x = xy · z,

x = (xy · z) · xy = (xy · z)u, což řeš́ı i př́ıpad t = (xy · z) · xu.

Pro t = (xy ·z) ·yy je x = (xy ·z) ·yy, xt = ((xt)y ·z) ·yy = ((xt)y ·tt) ·yy =

x·yy, x = (xy·z)·yy = (xy·z)u, což řeš́ı i př́ıpady t = (xy·z)·yu a t = (xy·z)·uu.

Pro t = (xy · z) · zz je x = (xy · z) · zz, xu = ((xu · y)z) · zz = ((xu · y) ·

yy)(yy · yy) = x(yy · yy), xu = x(yy · yy) = xz, x = (xy · z) · zz = (xy · z)u,

což řeš́ı i př́ıpad t = (xy · z) · zu.

Věta 3.5. Necht’ t je jeden z term̊u ((xx · x)y)z, ((xx · y)z)u, ((xy · x)z)u,

((xy · y)z)u, ((xy · z)u)v, ((xx · y)x)z, ((xy · z)x)u, ((xy · z)y)u, ((xx · y)y)z,

((xx · y)z)y, ((xx · y)z)z, ((xy · x)y)z, ((xy · x)z)y, ((xy · z)u)y, ((xy · y)x)z,

((xy · y)y)z, ((xy · z)z)z, ((xy · z)z)u, ((xy · z)u)z, ((xy · z)u)u, ((xy · z)y)y,
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((xy · y)z)y, ((xy · z)x)z. Potom varieta určená rovnost́ı x = t je rovna varietě

určené rovnost́ı x = ((xy · z)u)v.

D̊ukaz. Postupujeme obdobně jako u předchoźıch vět, dokazujeme, že z x = t

plyne x = ((xy · z)u)v.

Pro t = ((xx·x)y)z je x = ((xx·x)y)z, xx·x = (((xx·x)(xx·x)·(xx·x))y)z =

xy · z, x = ((xx · x)y)z = ((xu · v)y)z, což řeš́ı i př́ıpady t = ((xx · y)z)u,

t = ((xy · x)z)u, t = ((xy · y)z)u a t = ((xy · z)u)v.

Pro t = ((xx ·y)x)z je x = ((xx ·y)x)z, xx = (((xx ·xx) ·y) ·xx)z = (((xx ·

xx)x) ·xx)z = xz, xz = xx = xu, x = ((xx ·y)x)z = ((xu ·y)x)z = ((xu ·y)v)z,

což řeš́ı i př́ıpady t = ((xy · z)x)u a t = ((xy · z)y)u.

Pro t = ((xx · y)y)z je x = ((xx · y)y)z, ((xx · y)y) = ((((xx · y)y)((xx ·

y)y) · y)y)z = (xy · y)z, x = ((xx · y)y)z = ((xy · y)u)z.

Pro t = ((xx · y)z)y je x = ((xx · y)z)y, xz = (((xx · y)z)y)z = (((xx ·

xx)z) ·xx)z = xx, xz = xx = xy, x = ((xx ·y)z)y = ((xu ·y)z)y = ((xu ·v)z)y.

Pro t = ((xx · y)z)z je x = ((xx · y)z)z, xx = (((xx · xx) · y)z)z = (((xx ·

xx) · y)y)y = xy, xy = xx = xz, x = ((xx · y)z)z = ((xu · y)z)z = ((xu · y)v)z.

Pro t = ((xy ·x)y)z je x = ((xy ·x)y)z, (xy ·x) = (((xy ·x)y · (xy ·x))y)z =

xy · z, xy · z = xy · x = xy · u, x = ((xy · x)y)z = ((xy · u)y)z = ((xy · u)v)z.

Pro t = ((xy · x)z)y je x = ((xy · x)z)y, yz = (((yz · y) · yz)z)y = yy,

yz = yy = yx, x = ((xy · x)z)y = ((xy · u)z)y = ((xy · u)z)v, což řeš́ı i př́ıpad

t = ((xy · z)u)y.

Pro t = ((xy · y)x)z je x = ((xy · y)x)z, x = ((xy · y)x)z, yy = (((yy)y ·

y) · yy)z = yz, xy = xx = xz, x = ((xy · y)x)z = ((xy · u)x)z = ((xy · u)v)z.

Pro t = ((xy · y)y)z je x = ((xy · y)y)z, xy = (((xy)y · y)y)z = xz,

x = ((xy · y)y)z = ((xy · u)y)z = ((xy · u)v)z.

Pro t = ((xy · z)z)z je x = ((xy · z)z)z, xz = (((xy · z)z)z)z = xy,

x = ((xy ·z)z)z = ((xy ·z)u)z = ((xy ·z)u)v, což řeš́ı i př́ıpady t = ((xy ·z)z)u,

t = ((xy · z)u)z a t = ((xy · z)u)u.

Pro t = ((xy · z)y)y je x = ((xy · z)y)y, (xy · z)y = ((((xy · z)y)y · z)y)y =

(xz · y)y, x = ((xy · z)y)y = ((xz · y)y)y, x = ((xy · z)z)z a x = ((xy · z)z)z už

jsme rozřešili.

Pro t = ((xy · y)z)y je x = ((xy · y)z)y, (xy · y)z = ((((xy · y)z)y · y)z)y =

(xy · z)y, x = ((xy · y)z)y = ((xy · z)y)y a x = ((xy · z)y)y jsme už rozřešili.
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Pro t = ((xy ·z)x)z je x = ((xy ·z)x)z, xx = (((xy ·z)x)z)x = (((xy ·xy)x)·

xy)x = xy, xy = xx = xz, x = ((xy · z)x)z = ((xy · z)u)z = ((xy · z)u)v.

V následuj́ıćıch dvou tvrzeńıch uvedeme popis volných algeber (př́ıpadně

přepisuj́ıćıch systémů) pro několik variet z [3], d̊ukazy vynecháme, lze je nalézt

tamtéž. Poté ukážeme, že některé z námi zkoumaných rovnost́ı určuj́ı právě

tyto variety.

Lemma 3.6. Bud’ V varieta určená rovnost́ı x = x · xy. Potom {x · xy →

x, xx → x} je přepisuj́ıćı systém pro V .

Bud’ V varieta určená rovnost́ı x = x·yy. Potom {x·yy → x} je přepisuj́ıćı

systém pro V .

Bud’ V varieta určená rovnost́ı x = xy·y. Potom {xy·y → x} je přepisuj́ıćı

systém pro V .

Bud’ V varieta určená rovnost́ı x = xx·xy. Potom {xx·xy → x, x(xx·y) →

xx} je přepisuj́ıćı systém pro V .

Bud’ V varieta určená rovnost́ı x = x(x ·xy). Potom {x(x ·xy) → x, xx →

x} je přepisuj́ıćı systém pro V .

Bud’ V varieta určená rovnost́ı x = x(xx · y). Potom {x(xx · y) → x, x ·

xx → x} je přepisuj́ıćı systém pro V .

Bud’ V varieta určená rovnost́ı x = x(xy·z). Potom {x(xy·z) → x, x·xy →

x, xx → x} je přepisuj́ıćı systém pro V .

Bud’ V varieta určená rovnost́ı x = x(yx · z). Označme M = {(. . . (xz1 ·

z2) . . . )zn) · (. . . (yx · u1) . . . )um); n, m ≥ 0} ∪ {(. . . (yx · u1) . . . )um) · (. . . (xz1 ·

z2) . . . )zn); n, m ≥ 0}. Pak {t1t2 → t1; t1t2 ∈ M} je přepisuj́ıćı systém pro V .

Bud’ V varieta určená rovnost́ı x = x(yy · z). Označme M = {x(. . . (yy ·

z1) . . . )zn); n ≥ 0}. Potom {t1t2 → t1; t1t2 ∈ M} je přepisuj́ıćı systém pro V .

Bud’ V varieta určená rovnost́ı x = x(yz · y). Označme M = {x(. . . (yz ·

y)z1) . . . )zn); n ≥ 0} ∪ {x(. . . (yy · z1) . . . )zn); n ≥ 0}. Potom {t1t2 → t1; t1t2 ∈

M} je přepisuj́ıćı systém pro V .

Lemma 3.7. Rovnosti x = xy · yz a x = (x · yz)y určuj́ı tutéž varietu V .

Označme A množinu všech term̊u tvaru (. . . (xu1 ·u2) . . . )un, kde x ∈ X, n ≥ 0,

každé ui je tvaru x nebo xx pro nějaké x ∈ X a pro 1 ≤ i < n je ui 6= ui+1ui+1
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a ui+1 6= uiui. Na A definujme binárńı operaci ◦. Pro a, b ∈ A, kde b =

(. . . (xu1 · u2) . . . )un, definujme

(1) a ◦ b = ax, je-li n sudé a neexistuje term p takový, že a = p · xx;

(2) a ◦ b = ap, je-li n sudé a existuje term p takový, že a = p · xx;

(3) a ◦ b = a · xx, je-li n liché a neexistuje-li term p takový, že a = px;

(4) a ◦ b = ap, je-li n liché a existuje-li term p takový, že a = px.

Potom je grupoid A(◦) volný ve V .

Nyńı již můžeme vyslovit větu, k ńıž jsme směřovali.

Věta 3.8. Bud’ V varieta určená rovnost́ı x = x · xy. Potom je V určena

i každou z rovnost́ı x = x(x(yz · z)), x = x(x(yz · u)), x = x(x(y · yz)),

x = x(x(y · zz)), x = x(x(y · zu)).

Bud’ V varieta určená rovnost́ı x = x · yy. Potom je V určena i každou

z rovnost́ı x = x(yy · zz), x = x(yz · yz), x = x(y(y · zz)).

Bud’ V varieta určená rovnost́ı x = xy · y. Potom je V určena i rovnost́ı

x = (x · yz) · yz.

Bud’ V varieta určená rovnost́ı x = xx ·xy. Potom je V určena i rovnost́ı

x = xx · (x · yz).

Bud’ V varieta určená rovnost́ı x = x(x·xy). Potom je V určena i rovnost́ı

x = x(x(x · yz)).

Bud’ V varieta určená rovnost́ı x = x(xx·y). Potom je V určena i rovnost́ı

x = x(xx · yz).

Bud’ V varieta určená rovnost́ı x = x(xy ·z). Potom je V určena i každou

z rovnost́ı x = x((x · yz)u), x = x(xy · zz), x = x(xy · zu).

Bud’ V varieta určená rovnost́ı x = x(yx ·z). Potom je V určena i každou

z rovnost́ı x = x((yz · x)u), x = x((yx · z)u), x = x(yx · zu).

Bud’ V varieta určená rovnost́ı x = x(yy ·z). Potom je V určena i každou

z rovnost́ı x = x((yy · z)u), x = x(yy · zy), x = x(yy · zu).

Bud’ V varieta určená rovnost́ı x = x(yz ·y). Potom je V určena i každou

z rovnost́ı x = x((yz · y)u), x = x((y · zu)y).

Bud’ V varieta určená rovnost́ı x = xy ·yz (př́ıpadně x = (x·yz)y). Potom

je V určena i každou z rovnost́ı x = xy · (y · zu), x = (x(y · zu))y.
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D̊ukaz. To, že z kratš́ıch rovnost́ı v tvrzeńı věty dostaneme př́ıslušné deľśı

rovnosti, je snadno k nahlédnut́ı (vhodnou substitućı, opakovaným použit́ım

rovnosti či z popisu přepisuj́ıćıho systému), dokážeme tedy jen opačná odvo-

zeńı.

Pro rovnost x = x ·xy máme postupně: x = x(x(yz ·z)), x = x(x(yz ·z)) =

x(x(y(y(yz · z)) · (y(yz · z)))) = x(x(y(y(yz · z)))) = x · xy; x = x(x(yz · u)),

x = x(x(yz · u)) = x(x(y(y(yz · u)) · (y(yz · u)))) = x(x(y(y(yz · u)))) = x · xy;

x = x(x(y · yz)), x = x(x(y · yz)) = x(x(y · y(y · yz))) = x ·xy; x = x(x(y · zz)),

x = x(x(y · zz)) = x(x(x · (zz · zz))) = xx, x = x(x(y · zz)) = x(x(yz)) =

x(x(y(y(y·zz)))) = x·xy; x = x(x(y·zu)), x = x(x(y·zu)) = x(x(y·y(y·zu))) =

x · xy.

Pro rovnost x = x · yy máme postupně: x = x(yy · zz), x = x(yy · zz) =

x(yy ·(zz ·zz)) = x·yy; x = x(yz ·yz), x = x(yz ·yz) = x(y(yz ·yz)·y(yz ·yz)) =

x · yy; x = x(y(y · zz)), x = x(y(y · zz)) = x(yy · (yy · (yy · yy))) = x · yy.

Pro rovnost x = xy · y je x = (x · yz) · yz, x = (x · yz) · yz = (x · (y ·

yz)(yz)) · (y · yz)(yz) = xy · y.

Pro rovnost x = xx · xy je x = xx · (x · yz), x = xx · (x · yz) = xx · (x ·

(yy)(y · yz)) = xx · xy.

Pro rovnost x = x(x · xy) je x = x(x(x · yz)), x = x(x(x · yz)) = x(x(x ·

y(y(y · yz)))) = x(x · xy).

Pro rovnost x = x(xx · y) je x = x(xx · yz), x = x(xx · yz) = x(xx · y(yy ·

yz)) = x(xx · y).

Pro rovnost x = x(xy · z) máme postupně: x = x((x · yz)u), x = x((x ·

yz)u) = x((x ·y((y ·yz)u))u) = x(xy ·u); x = x(xy ·zz), x = x(xy ·zz) = x(xy ·

((xy·xy)(xy·xy))) = x·xy, x = x·xy = x·x(xy) = xx, x = x(xy·zz) = x(xy·z);

x = x(xy · zu), x = x(xy · zu) = x(xy · z(zy · zu)) = x(xy · z).

Pro rovnost x = x(yx · z) máme postupně: x = x((yz · x)u), x = x((yz ·

x)u) = x((y((yz · y)u) · x)u) = x(yx · u); x = x((yx · z)u), x = x((yx · z)u) =

x((yx · z)((y(yx · z) · z)u)) = x(yx · z); x = x(yx · zu), x = x(yx · zu) =

x(yx · z(yz · zu)) = x(yx · z).

Pro rovnost x = x(yy · z) máme postupně: x = x((yy · z)u), x = x((yy ·

z)u) = x((yy · z)((yy · z)u)) = x(yy · z); x = x(yy · zy), x = x(yy · zy) =
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x((yy · zy)(yy · zy) ·u(yy · zy)) = x((yy · zy)u), x = x((yy · zy)u) = x((yy · (yy ·

zy)y)u) = x(yy ·u); x = x(yy ·zu), x = x(yy ·zu) = x(yy ·z(yy ·zu)) = x(yy ·z).

Pro rovnost x = x(yz · y) máme postupně: x = x((yz · y)u), x = x((yz ·

y)u) = x((yz · y)((yz · y)u)) = x(yz · y); x = x((y · zu)y), x = x((y · zu)y) =

x((y · z((y · zu)y))y) = x(yz · y).

Pro rovnost x = xy · yz (př́ıpadně x = (x · yz)y) máme postupně: x =

xy · (y · zu), x = xy · (y · zu) = xy · (y · (zz)(z · zu)) = xy · yz; x = (x(y · zu))y,

x = (x(y · zu))y = (x(y · (z(u · zu))u))y = (x · yz)y.

Nyńı vyslov́ıme a dokážeme větu, která na několika nerovnostech ukáže

použit́ı metody přepisuj́ıćıch systémů, pro vybrané rovnosti generuj́ıćı varietu

V najdeme přepisuj́ıćı systém J pro V a dle dokázané věty je grupoid AJ(◦)

spojený s J V -volný nad X.

Věta 3.9. Necht’ V je varieta určená rovnost́ı x = xx · (yz · y). Potom {xx ·

(yz · y) → x, xx · (y · yy) → x} je přepisuj́ıćı systém pro V .

Necht’ V je varieta určená rovnost́ı x = x((xx·y)z). Potom {x((xx·y)z) →

x, x(xx · y) → x, x · xx → x} je přepisuj́ıćı systém pro V .

Necht’ V je varieta určená rovnost́ı x = x((xy ·z)u). Potom {x((xy ·z)u) →

x, x(xy · z) → x, x · xy → x, xx → x} je přepisuj́ıćı systém pro V .

Necht’ V je varieta určená rovnost́ı x = x(xy · xz). Potom {x(xy · xz) →

x, x(xy · x) → x, x(x · xy) → x, x · xx → x} je přepisuj́ıćı systém pro V .

Necht’ V je varieta určená rovnost́ı x = x(yy · yz). Potom {x(yy · yz) →

x, x(yy · y) → x} je přepisuj́ıćı systém pro V .

Necht’ V je varieta určená rovnost́ı x = x((yz · u)y). Definujme množinu

M jako M = {x(. . . (yz ·u)y)z1) . . . )zn); n ≥ 0}∪{x(. . . (yz · y)z1) . . . )zn); n ≥

0} ∪ {x(. . . (yy · z1) . . . )zn); n ≥ 0}. Potom J = {t1t2 → t1; t1t2 ∈ M} je

přepisuj́ıćı systém pro V .

D̊ukaz. Mějme V určenou rovnost́ı x = xx · (yz · y). Zkusme za přepisuj́ıćı

systém volit J = {xx · (yz · y) → x}, nosnou množinu vezměme jako v definici

přepisuj́ıćıho systému a stejně tak binárńı operaci ◦. Podmı́nky (1) až (4) jsou

zřejmě splněny, jde nám tedy o ověřeńı podmı́nky (5), ptáme se, zda grupoid

A(◦) patř́ı do V , tedy zda plat́ı

x = (x ◦ x) ◦ ((y ◦ z) ◦ y)
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za předpokladu x, y, z ∈ AJ . Problém může nastat ve chv́ıli, kdy a, b ∈

AJ a ab 6∈ AJ , kde ab je vlastńı podterm pravé strany ověřované rov-

nosti. Oč́ıslujme si v zápisu pravé strany ověřované rovnosti binárńı operaci

přirozenými č́ısly, tedy např. mezi x a x je ◦1, mezi y a z je ◦3.

Může nastat problém v ◦1? Muselo by být prvńı x rovno XX a zároveň

druhé x rovno Y Z ·Y . Ovšem to by muselo být zároveň X = Y Z a X = Y , což

nemůže nastat, tedy xx vždy patř́ı do AJ . Pokud nastane problém v ◦3, muśı

být y rovno Y Z·Y a nebot’ muśı být yz = XX, dostáváme z = X = y = Y Z·Y ,

celkově dostáváme xx ◦ ((Y Z · Y )(Y Z · Y ) · (Y Z · Y )) = xx ◦ (Y Z · Y ) = x,

tedy problém nenastane. Operaci ◦2 neřeš́ıme, zaj́ımaj́ı nás jenom součiny,

které jsou vlastńımi podtermy. Zbývá tedy možnost, že problém nastane v ◦3.

Potom y = XX, z = Y Z · Y a celkově máme xx ◦ ((XX ◦ (Y Z · Y )) ◦XX) =

xx◦ (X ◦XX). Aby A(◦) padl do V , muśı tedy platit rovnost x = xx◦ (y ◦yy).

Přidejme ji do J , dostáváme nového kandidáta J = {xx · (yz · y) → x, xx ·

(y·yy) → x}. Podmı́nky (1) až (4) jsou opět platné (podmı́nka (1) proto, že levé

strany obou přepisuj́ıćıch rovnost́ı jsou neslučitelné, nemůže totiž platit yz ·y =

Y · Y Y , ostatńı jsou zřejmé). Nyńı opět ověřujeme prvńı rovnost, problém

s výskytem prvńı rovnosti v nějakém podtermu už jsme vyřešili, výskyt druhé

rovnosti nám pro ◦1 a ◦3 dává stejnou úvahu jako předchoźı odstavec, problém

u ◦2 nastat nemůže, zbývá opět ◦4, tedy př́ıpad, kdy v termu xx ◦ (yz ◦ y)

dostaneme podterm (yz◦y) ve tvaru XX ◦(Y ·Y Y ). Z toho dostaneme y = X,

z = X, y = Y · Y Y , tedy y = z = X = Y · Y Y , celkově můžeme upravit

xx ◦ ((Y · Y Y ) · (Y · Y Y )(Y · Y Y )) = xx ◦ (Y · Y Y ) = x.

Zbývá ověřit, zda x = (x ◦ x) ◦ (y ◦ (y ◦ y)). Ze stejného d̊uvodu jako

v předchoźıch odstavćıch nenastane problém u ◦1 a ◦2 neřeš́ıme. U ◦3 problém

nastat nemůže, pro y ◦ yy tvaru XX · (Y Z · Y ) máme y = XX, y = Y Z,

y = Y a Y Z = Y neńı možné, u y ◦ yy tvaru XX · (Y · Y Y ) by pak bylo

y = XX, y = Y , y = Y Y a Y = Y Y neńı možné. Zbývá možnost problému

u ◦4, tedy u výrazu y ◦ y. v prvńım př́ıpadě by muselo být y = XX a zároveň

y = Y Z · Y , tedy Y Z = X = Y , v druhém př́ıpadě pak y = XX, y = Y · Y Y ,

tedy Y = X = Y Y . Vid́ıme, že J splňuje podmı́nku (5) a je přepisuj́ıćım

systémem pro V .

Necht’ nyńı je V určená rovnost́ı x = x((xx · y)z). Opět začneme s kan-
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didátem {x((xx · y)z) → x}, ověřujeme, zda x = x ◦ (((x ◦ x) ◦ y) ◦ z). Operaci

◦1 neřeš́ıme, problém u ◦2 nemůže nastat (neńı možné zároveň x = X a x =

(XX ·Y )Z), problém u ◦3 i ◦4 nás nut́ı do J přidat rovnost x(xx·y) → x. T́ım se

na ověřeńı p̊uvodńı rovnosti nic neměńı, muśıme ověřit ještě x = x◦((x◦x)◦y),

kde si problém u ◦3 vynut́ı ještě přidáńı x · xx → x. Nyńı již plat́ı podmı́nky

(1) až (5) a J = {x((xx · y)z) → x, x(xx · y) → x, x · xx → x} je přepisuj́ıćı

systém pro V .

Bud’ V určená rovnost́ı x = x((xy · z)u), kandidátem bud’ J = {x((xy ·

z)u) → x}, ověřujeme x = x ◦ (((x ◦ y) ◦ z) ◦ u). Operaci ◦1 neřeš́ıme, problém

u kterékoliv následuj́ıćı operace si vynucuje přidat rovnost x(xy · z) → x.

Obdobně při ověřováńı x = x◦((x◦y)◦z) dojdeme k nutnosti přidat x·xy → x

a konečně při ověřováńı x = x ◦ (x ◦ y) přidáme rovnost xx → x. Celkově tak

dostáváme J = {x(xy · xz) → x, x(xy · x) → x, x(x · xy) → x, x · xx → x}, kde

J splňuje podmı́nky (1) až (5).

Volme ted’ za V varietu určenou rovnost́ı x = x(xy ·xz), za J pak {x(xy ·

xz) → x}, ověřujeme x = x◦ ((x◦y)◦ (x◦z)). Operaci ◦1 neřeš́ıme a je snadno

vidět, že u ◦3 problém nastat nemůže. U ◦2 a ◦4 pak může nastat nezávisle na

sobě a dostáváme tak do J pravidla x(xy · x) → x, x(x · xz) → x, x · xx → x

a neńı již těžké nahlédnout, že J = {x(xy ·xz) → x, x(xy ·x) → x, x(x ·xy) →

x, x · xx → x} je přepisuj́ıćı systém pro V .

Na konec jsme si nechali př́ıklad spočetného přepisuj́ıćıho systému. Mějme

tedy V určenou rovnost́ı x = x((yz · u)y), zaved’me si značeńı pro prvky M –

an = x(. . . (yz · u)y)z1) . . . )zn), bn = x(. . . (yz · y)z1) . . . )zn), cn = x(. . . (yy ·

z1) . . . )zn). Tvrd́ıme, že J = {an → x; n ≥ 0}∪{bn → x; n ≥ 0}∪{cn → x; n ≥

0} je přepisuj́ıćı systém pro V . Začneme opět od J = {x((yz · u)y) → x}. Při

ověřováńı platnosti x = x◦(((y◦z)◦u)◦y) dostaneme pro ◦2 i ◦3 nutnost přidat

b0 → x. Při ověřováńı ◦4 a možném problému dostáváme x◦ (((y ◦z)◦u)◦y) =

x ◦ (((((Y Z · U)Y ) ◦ z) ◦ u) ◦ ((Y Z · U)Y )) = x ◦ (((((Y Z · U)Y ) ◦ z) ◦ u)),

což se má rovnat x, muśıme tedy do J přidat a2 → x. Dále při ověřováńı

x = a2 u posledńı operace ◦ dostáváme vhodnou substitućı nutnost přidat

do J a1 → x. Celkově je-li v J ai → x, muśı tam být i ai+2 → x a je-li v J

ai+1 → x, muśı tam být i ai → x. V J tedy muśı být všechna ai → x pro i ≥ 0.

Z rovnosti x = ai dostaneme vhodnou substitućı za u nutnost přidat bi → x
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a vhodnou substitućı za z v rovnosti x = bi pak nutnost přidat ci → x. Zbývá

ukázat, že nic daľśıho už neńı třeba přidat. To už je ale jen snadné procházeńı

všech možných typ̊u substitućı, rovnost x = Xi, X ∈ {a, b, c}, i ≥ 0 vždy

přejde na nutnost platnosti rovnosti téhož typu (x = Xi).

Na závěr této kapitoly si ukažme ještě rozřešeńı jedné rovnosti pomoćı

reprezentativńı množiny.

Věta 3.10. Necht’ V je varieta určená rovnost́ı x = (x · yy) · zz. Připomeňme,

že pro term t je L(t) proměnná, která je v termu t úplně vlevo. Bud’ M množina

všech term̊u t nad X takových, že:

(1) t neobsahuje podterm tvaru (u · vv) · ww;

(2) t neobsahuje podterm tvaru u · (vv · ww);

(3) t neobsahuje podterm tvaru u · vv, kde v 6= L(u).

Pro a, b ∈ M definujme binárńı operaci ◦ následovně:

(1) a ◦ b = t, pokud je a = t · L(t)L(t) a b je bud’ uu nebo uu · L(u)L(u)

pro nějaké termy t, u;

(2) a ◦ b = a · L(a)L(a), pokud a neńı rovno t · L(t)L(t) pro žádný term t

a b je rovno bud’ uu · L(u)L(u) nebo uu pro nějaký term u;

(3) a ◦ b = ab v ostatńıch př́ıpadech.

Potom M je reprezentativńı množina pro V a grupoid M(◦) je asociovaný

s R a V (a tedy V -volný).

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že M je reprezentativńı množina pro V . Podmı́nky

definuj́ıćı M jsou voleny tak, že pokud t ∈ M , potom jistě do M padne i každý

podterm M . Dále se nám bude hodit ukázat, že ve V plat́ı x · yy = x · zz. To

je ale snadné, máme x = (x · yy) · zz, x · yy = ((x · yy) · yy) · zz = x · zz. Z toho

také dostáváme x · yy = x · (uu · uu) = x · (uu · vv).

Mějme nyńı libovolný term t, chceme k němu naj́ıt term ut lež́ıćı v M .

Definujme si množinu P = {P1, P2, P3} obsahuj́ıćı pravidla odpov́ıdaj́ıćı

podmı́nkám kladeným na množinu M :

P1: term (u · vv) · ww přepǐs na u;

P2: term u · (vv · ww) přepǐs na u · L(u)L(u);

P3: term u · vv přepǐs na u · L(u)L(u), je-li v 6= L(u).
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Jistě do M patř́ı právě ty termy, na něž neńı možné aplikovat ani jedno

pravidlo. Pokud se u přeṕı̌se aplikaćı Pi na v, potom zjevně ve V plat́ı u = v.

Definujme si orientovaný graf G: jeho vrcholy necht’ jsou termy a orientovaná

hrana z u do v vede právě tehdy, když v vznikne z u aplikaćı pravidla z P .

Terminálńı vrcholy jsou právě prvky M . Ukážeme-li, že G je konvergentńı,

dostaneme, že M je reprezentativńı množina. K tomu stač́ı ukázat, že G je

konečně terminuj́ıćı a lokálně konfluentńı.

Začněme prvńı vlastnost́ı, chceme tedy ukázat, že vezmeme-li libovolný

term t a začneme aplikovat pravidla P , po konečně mnoha kroćıch nutně do-

jdeme do terminálńıho vrcholu, tedy prvku M , na který se nedá aplikovat žádné

pravidlo. Př́ıpady P1 a P2 jsou jasné, jejich aplikaćı se zkrát́ı délka termu, je

je tedy možno aplikovat jen konečně mnohokrát. Př́ıpad P3 je jen o něco málo

těžš́ı. Bud’ dojde také ke zkráceńı délky termu, nebo jsme podterm u · xx na-

hradili podtermem u · L(u)L(u), kde x ∈ X, x 6= L(u). Ovšem pravidlo P3

je možno bez zkráceńı délky termu aplikovat jen konečně mnohokrát, každou

aplikaćı se sńıž́ı počet podtermů tvaru u · xx, x ∈ X, x 6= L(u), nebot’ apli-

kaćı tento počet zjevně o jedna sńıž́ıme a nemohli jsme ho na jiném mı́stě

zvýšit, nebot’ x a L(u) jsou proměnné (neńı totiž možné, aby změnou u ·xx na

u ·L(u)L(u) vzniknul nový podterm tvaru vhodného pro aplikaci P2 obsahuj́ıćı

p̊uvodńı nahrazovaný term a na druhou stranu v termu u·L(u)L(u) nenajdeme

podterm vhodný pro aplikaci P2, který se nevyskytoval už v u · xx).

Celkově tedy dostáváme, že začneme-li libovolným termem t, potom

každou aplikaćı pravidel bud’ sńıž́ıme délku termu, nebo v př́ıpadě zachováńı

délky sńıž́ıme počet podtermů jistého druhu. Nebot’ délka t je konečná a počet

podtermů pro každý term určité délky také (tedy i podtermů speciálńıch vlast-

nost́ı), nutně po konečném počtu krok̊u dospějeme k termu, na který už neńı

možné aplikovat žádné pravidlo z P . Tedy G je skutečně konečně terminuj́ıćı.

Zbývá lokálńı konfluence. Máme tedy term t, který přeṕı̌seme aplikaćı

jednoho pravidla z P na u, ale také jinou aplikaćı pravidla z P na term v.

Chceme ukázat, že najdeme term w takový, že u i v se daj́ı pomoćı pravidel

z P přepsat na w.

Označme tu podterm t, který jsme nahradili při přepsáńı na u, a obdobně

definujme tv. Pokud tu neńı podterm tv a tv neńı podterm tu, neńı problém,
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prostě na u aplikujeme pravidlo použité k přepisu t na v a na v aplikujeme

pravidlo použité k přepisu t na u, dostáváme tak stejný term w.

Problém může nastat v př́ıpadě, kdy jeden z nahrazovaných termů je pod-

termem druhého, BÚNO tv je podtermem tu (nevylučujeme tu = tv). Nezbývá

než postupně proj́ıt všechny možnosti, která pravidla jsme při přepisech apliko-

vali a jakým podtermem přesně tv v tu je. Budeme se zabývat jen podtermem

tu, nebot’ při přepisu se nic mimo podterm tu neměnilo, tedy přepis t na u i na

v je plně popsán přepisem termu tu (a ve druhém př́ıpadě jeho podtermu tv).

Nejprve necht’ jsme aplikovali na tu P1, tedy tu = (a ·bb) ·cc a přepsali jsme

jej na a. Potom tv může být jeden z podtermů a, b, c, bb, cc, a · bb, (a · bb) · cc,

přičemž u b a c je ještě (zdánlivě) nutno rozlǐsit, zda se jedná o prvńı nebo

druhý výskyt a to, že se přepsal jeden z termů a, b, c ve skutečnosti znamená,

že se mohlo aplikovat pravidlo z P na vlastńı podterm (což, jak uvid́ıme, neńı

d̊uležité). V ostatńıch př́ıpadech jde o přepis celého termu, v opačném př́ıpadě

se jedná o jiný z jmenovaných př́ıpad̊u.

Necht’ tv je podterm a. Potom se nám tu přeṕı̌se na (a′ · bb) · cc (u′ bude

od tohoto mı́sta dále značit term, vzniklý aplikaćı pravidla z P na podterm

(možno i nevlastńı) u. Ovšem potom je možno volit w = a′ – a i (a′ · bb) · cc

lze přepsat na a′.

Necht’ tv je podterm jednoho z výskyt̊u b nebo c. Přepisem tv jsme tedy

dostali jeden z termů (a · b′b) · cc, (a · bb′) · cc, (a · bb) · c′c, (a · bb) · cc′. V prvńıch

dvou př́ıpadech se nab́ıźı přepis na (a·b′b′)·cc a ve druhých dvou na (a·bb)·c′c′,

oba tyto termy je poté možno přepsat na w = a.

Nyńı bud’ tv = bb. Zde už muśıme rozlǐsit, jaké pravidlo jsme použili

k přepisu tv. V př́ıpadě P1 je bb = tv = (d · ee) · ff a výsledkem přepisu je d.

Porovnáńım dostáváme bb = (d ·ee) ·ff , b = d ·ee, b = ff , ee = f = d, tedy bb

se přepsalo na ee. Potom se ale u přepsalo na (a · ee) · cc, což je možno přepsat

na w = a. V př́ıpadě použit́ı P2 je bb = tv = d · (ee · ff), d = b = ee · ff , tedy

tu se přepsalo na (a · ((ee · ff) · L(e)L(e))) · cc (je totiž L(ee · ff) = L(e)),

což je možno dále pomoćı P1 přepsat na (a · ee) · cc a to pak na w = a.

Konečně při použit́ı P3 je bb = tv = d · ee, ee = b = d, tedy tu se přepsalo na

(a · (ee · L(e)L(e))) · cc, což přeṕı̌seme na (a · L(a)L(a)) · cc a to na w = a.

Daľśı př́ıpad je tv = cc. Term cc se nám přepisuje na stejné termy jako bb
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v předchoźım př́ıpadě, můžeme použ́ıt již dokázané výsledky. V př́ıpadě užit́ı

P1 se tu přeṕı̌se na (a · bb) · ee, což se přeṕı̌se na w = a. V př́ıpadě P2 se tu

přeṕı̌se na (a · bb) · ((ee · ff) ·L(e)L(e)), což se užit́ım P1 přeṕı̌se na (a · bb) · ee

a to na w = a. V př́ıpadě P3 se tu přeṕı̌se na (a · bb) · (ee · L(e)L(e)), což se

přeṕı̌se na (a · bb) · L(a)L(a) a to na w = a.

Necht’ nyńı tv = a · bb. Pro P1 máme a · bb = (d · ee) · ff , a = d · ee, b = f

a tu se tak přepsalo na d ·cc. Potom za w zvoĺıme d ·L(d)L(d) – na w se přeṕı̌se

nejen d · cc, ale také a = d · ee. Pro P2 je a · bb = tv = d · (ee · ff), a = d tu se

tak přeṕı̌se na (d · L(d)L(d)) · cc, což se dá přepsat na w = d = a. V př́ıpadě

P3 se tu přeṕı̌se na (a · L(a)L(a)) · cc a to na w = a.

Zbývá př́ıpad tu = tv s t́ım, že jsme v obou př́ıpadech aplikovali jiné

pravidlo. Necht’ jsme tedy na tv použili P2. Potom je (a·bb)·cc = tv = d·(ee·ff),

d = a · bb, ee = c = ff a tu se přepsalo na d ·L(d)L(d) = (a · bb) ·L(a)L(a), což

je možno přepsat na w = a. Pro aplikaci P3 máme (a ·bb) ·cc = d ·ee, d = a ·bb,

c = e, tu se přepsalo na d ·L(d)L(d) = (a · bb) ·L(a)L(a), což je možno přepsat

na w = a. Vyřešme na tomto mı́stě ještě př́ıpad kdy na tu = tv použijeme

současně pravidla P2 a P3, což nám dovoĺı se dále omezit na př́ıpady, kdy tv

je vlastńım podtermem tu. Tedy tu = a · (bb · cc) se přeṕı̌se na a · L(a)L(a)

a zároveň tu = tv = d · ee se přeṕı̌se na d · L(d)L(d). Potom je ale a = d a obě

pravidla přepsala tu na tentýž term.

T́ım je vyřešen př́ıpad, kdy jsme na tu aplikovali P1, pokračujme

s př́ıpadem aplikace P2 na tu. Je tedy tu = a · (bb · cc) a tu jsme přepsali

na a ·L(a)L(a). Př́ıpady, kdy tv je podtermem a, b nebo c, se vyřeš́ı stejně jako

v př́ıpadě, kdy aplikujeme na tu P1. Zbývaj́ı tedy možnosti, kdy tv je jeden

z termů bb, cc, bb · cc.

Necht’ tv = bb, opět využijeme již odvozených výsledk̊u. Aplikaćı P1 na tv

se tu přeṕı̌se na a · (ee · cc), což se přeṕı̌se na w = a ·L(a)L(a). Aplikaćı P2 na

tv se tu přeṕı̌se na a · (((ee ·ff) ·L(e)L(e)) ·cc), což se přeṕı̌se na a · (ee ·cc) a to

na w = a ·L(a)L(a). Aplikaćı P3 na tv se tu přeṕı̌se na a · ((ee ·L(e)L(e)) · cc),

což se přeṕı̌se na a · ee a to na w = a · L(a)L(a).

Nyńı bud’ tv = cc. V př́ıpadě P1 se tu přeṕı̌se na a · (bb · ee) a to na

w = a · L(a)L(a). V př́ıpadě P2 se tu přeṕı̌se na a · (bb · ((ee · ff) · L(e)L(e))),

to na a · (bb · ee) a to na w = a · L(a)L(a). V př́ıpadě P3 se tu přeṕı̌se na
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a·(bb·(ee·L(e)L(e))), což se přeṕı̌se na a·(bb·L(b)L(b)) a to na w = a·L(a)L(a).

Zbývá př́ıpad tv = bb·cc. Aplikujeme-li na tv P1, je bb·cc = tv = (d·ee)·ff ,

ee = b = d, f = c a tu se přeṕı̌se na a · ee a to na w = a ·L(a)L(a). Při aplikaci

P2 na tv je bb · cc = tv = d · (ee · ff), tedy d = bb, ee = c = ff , tu se přeṕı̌se

na a · (bb · L(b)L(b)) a to na w = a · L(a)L(a). Konečně při aplikaci P3 je

bb · cc = tv = d · ee, d = bb, c = e a tu se přeṕı̌se na a · (bb · L(b)L(b)) a to na

w = a · L(a)L(a).

T́ım je ověřen př́ıpad aplikace P2 na tu a zbývá př́ıpad, kdy na tu apliku-

jeme P3. Je tedy tu = a ·bb a tu se přeṕı̌se na a ·L(a)L(a). Je-li tv podtermem a

nebo b, je ověřeńı obdobné jako v předchoźıch př́ıpadech. Zbývá tedy možnost

tv = bb.

Opět využijeme již odvozených výsledk̊u. V př́ıpadě P1 se tu přeṕı̌se na

a · ee a to na w = a · L(a)L(a). V př́ıpadě P2 se tu přeṕı̌se na a · ((ee · ff) ·

L(e)L(e)), to na a · ee a to na w = a ·L(a)L(a). V př́ıpadě P3 se tu přeṕı̌se na

a · (ee · L(e)L(e)) a to na w = a · L(a)L(a).

Celkově jsme ukázali, že pokud term t přeṕı̌seme dvěma zp̊usoby na termy

u a v (aplikaćı jednoho pravidla z P ), vždy najdeme term w takový, že je

možno u i v přepsat na w. To ale neznamená nic jiného, než že graf G je

lokálně konfluentńı. Nebot’ je také konečně terminovaný, je konfluentńı a tedy

celkově konvergentńı.

To znamená, že každý term t je v G spojen neorientovanou cestou právě

s jedńım terminálńım vrcholem, tedy s prvkem M . Ovšem dva termy u, v jsou

v G spojeny cestou právě tehdy, pokud rovnost u = v plat́ı ve V . To je snadné

nahlédnout – hrany vzniklé aplikaćı pravidla P1 jsou právě bezprostředńı

d̊usledky rovnosti x = (x · yy) · zz a hrany vzniklé aplikaćı pravidel P2 a P3 je

možno vynechat bez změny komponent souvislosti neorientovaného grafu G′

(hranu u ·(vv ·ww) → u ·L(u)L(u) zastouṕı cesta u ·(vv ·ww) → u ·(((vv ·ww) ·

ww) ·vv) → u ·(vv ·vv) → ((u ·(vv ·vv)) ·zz) ·L(u)L(u) → u ·L(u)L(u) a hranu

u · vv → u ·L(u)L(u) cesta u · vv → ((u · vv) ·ww) ·L(u)L(u) → u ·L(u)L(u)).

Celkově tak máme, že pro term t existuje právě jeden term u ∈ M , že

t = u je splněno ve V , a M je reprezentativńı množina pro V . Grupoid M(◦)

je asociovaný s R a V , nebot’ ◦ je definováno právě tak, aby pro a, b ∈ M byl

a ◦ b takový term c ∈ M , pro který je ab = c splněno ve V .
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Kapitola 4

Rovnosti tvaru x = t(y, . . . , z)

V této kapitole se budeme zabývat rovnostmi tvaru x = t(y, . . . , z), tedy ta-

kovými, jejichž pravá strana zač́ıná i konč́ı proměnnou r̊uznou od x a nav́ıc

obsahuj́ı alespoň tři proměnné. Základem této kapitoly je následuj́ıćı pozo-

rováńı.

Lemma 4.1. Mějme dánu varietu V . Pokud ve v plat́ı rovnost x = t, kde t je

term neobsahuj́ıćı x, potom je V triviálńı.

D̊ukaz. Zvolme proměnnou y, která je r̊uzná od x a nevyskytuje se v t. Potom

substitućı x = y (s t́ım, že na ostatńıch proměnných bude substituce identitou)

dostáváme y = t, celkově tedy x = t = y, všechny termy jsou si tedy ve V

rovny a V je triviálńı.

Pro zjednodušeńı si uved’me několik termů t takových, že varieta gene-

rovaná rovnost́ı x = t je triviálńı. Těchto rovnost́ı budeme posléze využ́ıvat

v d̊ukazech.

Lemma 4.2. Necht’ t je jeden z term̊u (yx · x)z, (yx · z)y, (yx · z)z, (yz · x)z,

(yz · x)y, xx · z, zx · y, u · xv, xy · xy, uy · xy, (y · xy)z, (y · xz)y, (y · xz)z,

(y · zx)y, (y · zx)z, y(xy · z), y(xz · u), y(x · yz), z(xx · y), z(x · yy), z(x · yz).

Potom varieta určená rovnost́ı x = t je triviálńı.

D̊ukaz. Dokázat tvrzeńı pro jednotlivé rovnosti neńı obt́ıžné, d̊ukaz lze

přenechat čtenáři (který jej př́ıpadně najde v [3]).
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Lemma 4.3. Necht’ V je varieta určená rovnost́ı x = t, kde t nezač́ıná ani

nekonč́ı na x (takové jsou všechny termy vyšetřované v této kapitole). Plyne-li

z x = t některá z rovnost́ı x = xy, x = yx, xy = xz, xx = xz, xz = yx,

vx = uz, xx = yx, potom je V triviálńı.

D̊ukaz. Tvrzeńı je opravdu snadné. V př́ıpadě platnosti x = xy můžeme rov-

nost x = t převést na x = y, kde y je proměnná, kterou t zač́ıná, v př́ıpadě

x = yx dostaneme x = z, t konč́ı na z. Z xy = xz plyne, že x = t můžeme

převést na x = u, kde term u obsahuje jen proměnné y, t zač́ıná na y. Z xx = xz

plyne xy = xx = xz, což už máme rozřešeno, xz = yx implikuje xz = yx = xu,

z vx = uz odvod́ıme vx = vz a z xx = yx plyne zx = xx = yx, což se řeš́ı

analogicky k xy = xz.

Věta 4.4. Necht’ t je jeden z term̊u ((yx · x)x)z, ((yx · x)z)u, ((yx · z)x)u,

((yx · z)z)u, ((yx · z)u)v, ((yz · x)x)u, ((yz · x)z)u, ((yz · x)u)v, ((yz · z)x)u,

((yz · u)x)v, ((yx · x)y)z, ((yx · x)z)y, ((yx · x)z)z, ((yx · y)x)z, (y(xy · x))z,

((yx · y)y)z, ((yx · y)z)y, ((yx · y)z)u, ((yx · z)u)y, ((yx · z)u)z, ((yx · z)x)y,

((yx · z)x)z, ((yx · z)y)y, ((yx · z)y)u, ((yx · z)u)u, ((yx · z)z)z, ((yy · x)x)z,

((yy · x)y)z, ((yy · x)z)y, ((yy · x)z)u, ((yz · x)u)y, ((yz · x)u)z, ((yy · y)x)z,

((yy · z)x)y, ((yy · z)x)u, ((yz · u)x)y, ((yz · u)x)z, ((yz · x)x)z, ((yz · x)y)y,

((yz · x)y)u, ((yz · x)u)u, ((yz · x)z)z, ((yz · y)x)y, ((yz · y)x)u, ((yz · u)x)u,

((yz · z)x)z, ((y · xx)x)z, ((y · xx)z)u, ((y · xz)x)u, ((y · xz)z)u, ((y · xz)u)v,

((y · zx)x)u, ((y · zx)z)u, ((y · zz)x)u, ((y · zx)u)v, ((y · zu)x)v, ((y · xx)y)z,

((y · xx)z)y, ((y · xx)z)z, ((y · xy)x)z, ((y · xy)y)z, ((y · xy)z)y, ((y · xy)z)u,

((y · xz)u)y, ((y · xz)u)z, ((y · xz)x)z, (y(xz · u))y, ((y · xz)y)y, ((y · xz)y)u,

((y · xz)u)u, ((y · xz)z)z, ((y · yx)x)z, ((y · yx)y)z, ((y · yx)z)y, ((y · yx)z)u,

((y · zx)u)y, ((y · zx)u)z, ((y · yy)x)z, ((y · yz)x)u, ((y · zx)x)y, ((y · zx)x)z,

((y · zx)y)y, ((y · zx)y)u, ((y · zx)u)u, ((y · zx)z)z, ((y · zy)x)y, ((y · zy)x)u,

((y ·zu)x)y, ((y ·zu)x)u, ((y ·zz)x)z, ((y ·zu)x)z, (yx·xx)z, (yx·xz)u, (yx·zx)u,

(yx · zz)u, (yx · zu)v, (yz · xx)u, (yz · xz)u, (yz · xu)v, (yz · zx)u, (yz · ux)v,

(yx · xy)z, (yx · xz)z, (yx · yx)z, (yx · yy)z, (yx · yz)y, (yx · yz)u, (yx · zu)y,

(yx · zu)z, (yx · zx)y, (yx · zx)z, (yx · zy)y, (yx · zy)u, (yx · zu)u, (yx · zz)z,

(yy · xx)z, (yy · xy)z, (yy · xz)y, (yy · xz)u, (yz · xu)y, (yz · xu)z, (yy · yx)z,

(yz · yx)u, (yy · zx)y, (yy · zx)u, (yz · ux)y, (yz · ux)z, (yz · xx)y, (yz · xx)z,
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(yz · xy)y, (yz · xy)u, (yz · xu)u, (yz · xz)z, (yz · zx)z, (yz · ux)u, (yx · x) · zy,

(yx · x) · zu, (yx · z) · uy, (yx · z) · uv, (yz · x) · uy, (yz · x) · uv, (yx · x) · zz,

(yx · y) · xz, (yx · y) · zu, (yx · z) · xu, (yz · y) · xu, (yz · u) · xv, (yx · y) · yz,

(yx · z) · yu, (yx · y) · zy, (yx · z) · xy, (yx · z) · yy, (yx · z) · zz, (yx · z) · zu,

(yx · z) · uz, (yx · z) · uu, (yy · x) · yz, (yy · x) · zu, (yz · x) · yu, (yz · x) · zu,

(yy · x) · zy, (yy · y) · xz, (yy · z) · xy, (yy · z) · xu, (yz · u) · xy, (yz · u) · xz,

(yz · x) · zz, (yz · x) · uz, (yz · x) · uu, (yz · y) · xy, (yz · z) · xz, (yz · z) · xu,

(yz · u) · xu, (y(xx · x))z, (y(xz · z))u, (y(xz · x))u, (y(xx · z))u, (y(zu · x))v,

(y(zz · x))u, (y(zx · u))v, (y(zx · z))u, (y(zx · x))u, (y(xz · u))v, (y(xx · y))z,

(y(xx · z))y, (y(xx · z))z, (y(xy · y))z, (y(xy · z))y, (y(xy · z))u, (y(xz · u))z,

(y(xz · x))y, (y(xz · x))z, (y(xz · y))y, (y(xz · y))u, (y(xz · u))u, (y(xz · z))z,

(y(yx · x))z, (y(yx · y))z, (y(yx · z))y, (y(yx · z))u, (y(zx · u))y, (y(zx · u))z,

(y(yy · x))z, (y(yz · x))y, (y(yz · x))u, (y(zu · x))y, (y(zu · x))z, (y(zx · x))y,

(y(zx · x))z, (y(zx · y))y, (y(zx · y))u, (y(zx · u))u, (y(zx · z))z, (y(zy · x))y,

(y(zy · x))u, (y(zu · x))u, (y(zz · x))z, (y(x · xx))z, (y(x · xz))u, (y(x · zx))u,

(y(x · zz))u, (y(x · zu))v, (y(z · xx))u, (y(z · xz))u, (y(z · xu))v, (y(z · zx))u,

(y(z · ux))v, (y(x · xy))z, (y(x · xz))z, (y(x · yx))z, (y(x · yz))u, (y(x · yy))z,

(y(x · zx))y, (y(x · zx))z, (y(x · zu))z, (y(x · zy))y, (y(x · zy))u, (y(x · zu))y,

(y(x · zu))u, (y(x · zz))z, (y(y · xx))z, (y(y · xy))z, (y(y · xz))y, (y(y · xz))u,

(y(z · xu))y, (y(z · xu))z, (y(y · yx))z, (y(y · zx))y, (y(y · zx))u, (y(z · ux))y,

(y(z · ux))z, (y(z · xx))y, (y(z · xx))z, (y(z · xy))y, (y(z · xy))u, (y(z · xu))u,

(y(z · xz))z, (y(z · yx))y, (y(z · yx))u, (y(z · ux))u, (y(z · zx))z, (y · xx) · xz,

(y · xx) · zu, (y · xz) · xu, (y · xz) · zu, (y · xz) · uv, (y · zx) · xu, (y · zx) · zu,

(y · zx) · uv, (y · zz) · xu, (y · zu) · xv, (y · xx) · yz, (y · xx) · zy, (y · xx) · zz,

(y · xy) · xz, (y · xy) · yz, (y · xy) · zy, (y · xy) · zu, (y · xz) · uy, (y · xz) · uz,

(y · xz) · xy, (y · xz) · xz, (y · xz) · yy, (y · xz) · yu, (y · xz) · uu, (y · xz) · zz,

(y · yx) · zy, (y · yx) · zu, (y · zx) · uy, (y · zx) · uz, (y · yy) · xz, (y · yz) · xy,

(y · yz) · xu, (y · zu) · xy, (y · zu) · xz, (y · zx) · xz, (y · zx) · yy, (y · zx) · yu,

(y · zx) · uu, (y · zx) · zz, (y · zy) · xy, (y · zy) · xu, (y · zu) · xu, (y · zz) · xz.

Potom varieta určená rovnost́ı x = t je triviálńı.

D̊ukaz. Pro t = ((yx · x)x)z je x = ((yx · x)x)z, x = ((yx · x)x)z = (((xx ·

x)x)x)z = xz, což řeš́ı i př́ıpady t = ((yx·x)z)u, t = ((yx·z)x)u, t = ((yx·z)z)u,
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t = ((yx·z)u)v, t = ((yz ·x)x)u, t = ((yz ·x)z)u, t = ((yz ·x)u)v, t = ((yz ·z)x)u

a t = ((yz · u)x)v.

Pro t = ((yx·x)y)z je x = ((yx·x)y)z, x = ((yx·x)y)z = (((xx·x)x)·xx)z =

xz.

Pro t = ((yx ·x)z)y je x = ((yx ·x)z)y, x · yx = (((yx ·x)z)y) · yx = (((yx ·

x)x)y)·yx = x, x = x·yx, yx·x = yx·(x·yx) = yx, x = ((yx·x)z)y = (yx·z)y.

Pro t = ((yx · x)z)z je x = ((yx · x)z)z, x = ((yx · x)z)z = ((((yz ·

z)x)x)z)z = zz · z.

Pro t = ((yx ·y)x)z je x = ((yx ·y)x)z, x = ((yx ·y)x)z = ((((yx ·y)x)(yx ·

y))x)z = xx · z, xx = (xx · xx)z = xz.

Pro t = (y(xy · x))z je x = (y(xy · x))z, x = (y(xy · x))z = ((y(xy ·

x))((x(y(xy · x)))x))z = xz.

Pro t = ((yx · y)y)z je x = ((yx · y)y)z, (x(yx · y))u = ((((yx · y)y)z)(yx ·

y))u = ((((yx · y)y)(yx · y))(yx · y))u = y, (x(yx · y))u = y, x = (y(xy · x))z,

a př́ıpad x = (y(xy · x))z už jsme rozřešili.

Pro t = ((yx · y)z)y je x = ((yx · y)z)y, x · yx = (((yx · y)z)y) · yx =

(((yx · y) · yx)y) · yx = y, x = y · xy = yx · (x · yx) = yx · y, x = ((yx · y)z)y =

((yx · y)z)y = xz · y, x = ((yx · y)z)y = ((yx · y)z)y = yz · y, což řeš́ı i př́ıpady

t = ((yx · y)z)u, t = ((yx · z)u)y a t = ((yx · z)u)z.

Pro t = ((yx · z)x)y je x = ((yx · z)x)y, x · yx = (((yx · z)x)y) · yx =

(((yx · y)x)y) · yx = y, x = y ·xy, x = ((yx · z)x)y = ((yx · (z · yx))x)y = zx · y.

Pro t = ((yx · z)x)z je x = ((yx · z)x)z, xx = (((yx · z)x)z)x = z.

Pro t = ((yx·z)y)y je x = ((yx·z)y)y, x = ((yx·z)y)y = ((((xy ·y)x)x)(xy ·

y))(xy · y) = (y(xy · y))(xy · y), yx · z = (y(((yx · z)y)y))(((yx · z)y)y) = yx · x,

yx·z = yx·x = yx·u, x = ((yx·z)y)y = (((yy·x)z)·yy)·yy = (((yy·y)z)·yy)·yy,

což řeš́ı i př́ıpady t = ((yx · z)y)u a t = ((yx · z)u)u.

Pro t = ((yx · z)z)z je x = ((yx · z)z)z, xz = (((yx · z)z)z)z = z.

Pro t = ((yy ·x)x)z je x = ((yy ·x)x)z, x = ((yy ·x)x)z = (((((yy ·x)x)((yy ·

x)x))x)x)z = (((((yy · x)x)((yy · x)x))x)x)z = (xx · x)z, x = ((yy · x)x)z =

((xx · x)x)z = xz.

Pro t = ((yy · x)y)z je x = ((yy · x)y)z, x = ((yy · x)y)z = (((xx · xx)x) ·

xx)z = xx · z, x = ((yy · x)y)z = yy · z.
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Pro t = ((yy · x)z)y je x = ((yy · x)z)y, x = ((yy · x)z)y = (((zz · zz)x)z) ·

zz = zz ·zz, což řeš́ı i př́ıpady t = ((yy ·x)z)u, t = ((yz ·x)u)y a t = ((yz ·x)u)z.

Pro t = ((yy ·y)x)z je x = ((yy ·y)x)z, x = ((yy ·y)x)z = (((((yy ·y)u)((yy ·

y)u))((yy ·y)u))x)z = ((u((yy ·y)u))x)z = ((((yy ·y)y)((yy ·y)((yy ·y)y)))x)z =

yx · z.

Pro t = ((yy · z)x)y je x = ((yy · z)x)y, x = ((yy · z)x)y = (((xx ·xx)z)x) ·

xx = (((xx · xx)z)x) · xx = z · xx, x = ((yy · z)x)y = (((yy · yy)z)x) · yy = y,

což řeš́ı i př́ıpady t = ((yy · z)x)u, t = ((yz · u)x)y a t = ((yz · u)x)z.

Pro t = ((yz · x)x)z je x = ((yz · x)x)z, x = ((yz · x)x)z = (((((yz ·

y)y)z)x)x)z = (yx · x)z.

Pro t = ((yz·x)y)y je x = ((yz·x)y)y, x = ((yz·x)y)y = ((((xu·u)x)x)(xu·

u))(xu ·u) = (u(xu ·u))(xu ·u), uz · v = (u(((uz · v)u)u))(((uz · v)u)u) = uv · v,

x = ((yz·x)y)y = ((yz·y)y)y, což řeš́ı i př́ıpady t = ((yz·x)y)u a t = ((yz·x)u)u.

Pro t = ((yz · x)z)z je x = ((yz · x)z)z, x = ((yz · x)z)z = (((((yz ·

y)z)z)x)z)z = (yx · z)z.

Pro t = ((yz · y)x)y je x = ((yz · y)x)y, x = ((yz · y)x)y = (((xy · x) ·

xy)x) · xy = xy · xy, což řeš́ı i př́ıpady t = ((yz · y)x)u a t = ((yz · u)x)u.

Pro t = ((yz · z)x)z je x = ((yz · z)x)z, x = ((yz · z)x)z = (((((yz ·

z)y)z)z)x)z = (yz · x)z.

Pro t = ((y ·xx)x)z je x = ((y ·xx)x)z, zz ·x = (((y(zz · zz)) · zz)z)x = z,

x = xx · y, xx = (xx · xx)y = xy, což řeš́ı i př́ıpady t = ((y · xx)z)u, t =

((y · xz)x)u, t = ((y · xz)z)u, t = ((y · xz)u)v, t = ((y · zx)x)u, t = ((y · zx)z)u,

t = ((y · zz)x)u, t = ((y · zx)u)v a t = ((y · zu)x)v.

Pro t = ((y · xx)y)z je x = ((y · xx)y)z, (y · xx)y = ((y(((y · xx)y)((y ·

xx)y)))y)z = (yx · y)z, x = ((y ·xx)y)u = ((yx · y)z)u a př́ıpad x = ((yx · y)z)u

už jsme rozřešili.

Pro t = ((y · xx)z)y je x = ((y · xx)z)y, x = ((y · xx)z)y = (((z · yy) ·

xx)z)(z · yy) = y(z · yy).

Pro t = ((y ·xx)z)z je x = ((y ·xx)z)z, x = ((y ·xx)z)z = ((((y · yy) ·xx) ·

xx)z)z = yz · z.

Pro t = ((y ·xy)x)z je x = ((y ·xy)x)z, x = ((y ·xy)x)z = ((((y ·xy)x)(x((y ·

xy)x)))x)z = xx · z, x = ((y · xy)x)z = ((yy · (x · yy))x)z = yx · z.
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Pro t = ((y · xy)y)z je x = ((y · xy)y)z, (y · xy)y = ((y(((y · xy)y)y))y)z =

(yx · y)z, x = ((y · xy)y)u = ((yx · y)z)u a př́ıpad x = ((yx · y)z)u už jsme

rozřešili.

Pro t = ((y · xy)z)y je x = ((y · xy)z)y, (y · xy)z = ((y(((y · xy)z)y))z)y =

(yx · z)y, x = ((y · xy)z)y = ((yx · z)y)y a př́ıpad x = ((yx · z)y)y už jsme

rozřešili. To řeš́ı i př́ıpady t = ((y · xy)z)u, t = ((y · xz)u)y a t = ((y · xz)u)z.

Pro t = ((y ·xz)x)z je x = ((y ·xz)x)z, x = ((y ·xz)x)z = ((((y(y ·xz))y) ·

xz)x)z = yx · z.

Pro t = (y(xz · u))y je x = (y(xz · u))y, zx · z = (z((y(xz · u))y))z = y.

Pro t = ((y · xz)y)y je x = ((y · xz)y)y, (z · uv)z = ((y(((z · uv)z)z))y)y =

(yu · y)y, x = ((y · xz)y)y = (y(xz · u))y a př́ıpad x = (y(xz · u))y jsme už

rozřešili. To řeš́ı i př́ıpady t = ((y · xz)y)u a t = ((y · xz)u)u.

Pro t = ((y · xz)z)z je x = ((y · xz)z)z, x = ((y · xz)z)z = ((((y(y · xz)) ·

xz) · xz)z)z = yz · z.

Pro t = ((y ·yx)x)z je x = ((y ·yx)x)z, x = ((y ·yx)x)z = ((((y ·yx)x)(((y ·

yx)x)x))x)z = xx · z.

Pro t = ((y · yx)y)z je x = ((y · yx)y)z, x = ((y · yx)y)z = ((y · yx)y)(((y ·

yx)y)u), (x((y · yx)y))v = ((((y · yx)y)(((y · yx)y)u))((y · yx)y))v = u.

Pro t = ((y · yx)z)y je x = ((y · yx)z)y, x = ((y · yx)z)y = (((z · zu)((z ·

zu)x))z)(z · zu) = (((z · zu)((z · zu)x))z)(z · zu) = u(z · zu), což řeš́ı i př́ıpady

t = ((y · yx)z)u, t = ((y · zx)u)y a t = ((y · zx)u)z.

Pro t = ((y ·yy)x)z je x = ((y ·yy)x)z, x = ((y ·yy)x)z = ((((y ·yy)y)(((y ·

yy)y)((y · yy)y)))x)z = yx · z, což řeš́ı i př́ıpad t = ((y · yz)x)u.

Pro t = ((y · zx)x)y je x = ((y · zx)x)y, x = ((y · zx)x)y = ((y(((x ·

zz)z)x))x)y = (yz · x)y.

Pro t = ((y · zx)x)z je x = ((y · zx)x)z, xz = ((y(z · xz)) · xz)z, xz · x =

(((y(z ·xz)) ·xz)z)x = z, xz ·x = z, x = ((y ·zx)x)z = (((zx ·y) ·zx)x)z = yx ·z.

Pro t = ((y · zx)y)y je x = ((y · zx)y)y, x = ((y · zx)y)y = ((y(((x ·

zy)x)x))y)y = (yy · y)y, což řeš́ı i př́ıpady t = ((y · zx)y)u a t = ((y · zx)u)u.

Pro t = ((y · zx)z)z je x = ((y · zx)z)z, x = ((y · zx)z)z = ((((y(zx · y)) ·

zx) · zx)z)z = yz · z.
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Pro t = ((y · zy)x)y je x = ((y · zy)x)y, x = ((y · zy)x)y = ((y(((y ·

zy)z)y))x)y = (yz · x)y, což řeš́ı i př́ıpady t = ((y · zy)x)u, t = ((y · zu)x)y

a t = ((y · zu)x)u.

Pro t = ((y · zz)x)z je x = ((y · zz)x)z, xx ·x = (((y · zz) ·xx)z)x = z, což

řeš́ı i př́ıpad t = ((y · zu)x)z.

Pro t = (yx ·xx)z je x = (yx ·xx)z, x = (yx ·xx)z = (((yx ·xx)x) ·xx)z =

(x ·xx)z, xx = ((y ·xx)(xx ·xx))z = ((x ·xx)(xx ·xx))z = xz, což řeš́ı i př́ıpady

t = (yx · xz)u, t = (yx · zx)u, t = (yx · zz)u, t = (yx · zu)v, t = (yz · xx)u,

t = (yz · xz)u, t = (yz · xu)v, t = (yz · zx)u a t = (yz · ux)v.

Pro t = (yx · xy)z je x = (yx · xy)z, xu = ((yx · xy)z)u = ((yx · xy)(xy ·

yx))u = xy, x = (yx · xy)z = (yy · xy)z = (yy · y)z.

Pro t = (yx · xz)z je x = (yx · xz)z, x = (yx · xz)z = (((yy · yx)x) ·xz)z =

(y · xz)z.

Pro t = (yx · yx)z je x = (yx · yx)z, x = (yx · yx)z = (yx · yx)(yx · yx),

xz = ((yx · yx)(yx · yx))z = yx.

Pro t = (yx · yy)z je x = (yx · yy)z, x = (yx · yy)z = (((yz · yy)x)((yz ·

yy)(yz · yy)))z = (z((yz · yy)(yz · yy)))z.

Pro t = (yx · yz)y je x = (yx · yz)y, x = (yx · yz)y = (((zu · zu)x)((zu ·

zu)z))(zu ·zu) = (((zu ·zu)x)u)(zu ·zu) = (((((uz ·uz)u)((uz ·uz)u))x)u)(((uz ·

uz)u)((uz · uz)u)) = ((zz · x)u) · zz, x = ((zz · x)u) · zz, zz · (zz · zz) =

(((zz · zz)u) · zz)(zz · zz) = u, což řeš́ı i př́ıpady t = (yx · yz)u, t = (yx · zu)y

a t = (yx · zu)z.

Pro t = (yx · zx)y je x = (yx · zx)y, x = (yx · zx)y = (yx · ((xz · zz)x))y =

(yx · z)y.

Pro t = (yx · zx)z je x = (yx · zx)z, x = (yx · zx)z = (((yy ·xy)x) · zx)z =

(y · zx)z.

Pro t = (yx · zy)y je x = (yx · zy)y, x = (yx · zy)y = (yx · ((yz · zy)y))y =

(yx · z)y, což řeš́ı i př́ıpady t = (yx · zy)u a t = (yx · zu)u.

Pro t = (yx · zz)z je x = (yx · zz)z, x = (yx · zz)z = (((yy · xx)x) · zz)z =

(((yy · xx)x) · zz)z = (y · zz)z.

Pro t = (yy ·xx)z je x = (yy ·xx)z, x = (yy ·xx)z = ((yy · yy) ·xx)z = yz.

Pro t = (yy ·xy)z je x = (yy ·xy)z, x = (yy ·xy)z = ((yy ·yy)(x·yy))z = yz.
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Pro t = (yy ·xz)y je x = (yy ·xz)y, zz ·xy = (yy · ((zz ·xy)z))y = (yy ·x)y,

x = (yy ·xz)y = ((zz ·x)z)y, x = ((yy ·x)y)z a př́ıpad x = ((yy ·x)y)z už jsme

rozřešili. To řeš́ı i př́ıpady t = (yy · xz)u, t = (yz · xu)y a t = (yz · xu)z.

Pro t = (yy ·yx)z je x = (yy ·yx)z, x = (yy ·yx)z = ((yy ·yy)(yy ·x))z = yz,

což řeš́ı i př́ıpad t = (yz · yx)u.

Pro t = (yy · zx)y je x = (yy · zx)y, x = (yy · zx)y = (yy · ((xx · zz)x))y =

(yy · z)y, což řeš́ı i př́ıpady t = (yy · zx)u, t = (yz · ux)y a t = (yz · ux)z.

Pro t = (yz · xx)y je x = (yz · xx)y, x = (yz · xx)y = (((xx · y) · zz) ·

xx)(xx · y) = z(xx · y).

Pro t = (yz · xx)z je x = (yz · xx)z, x = (yz · xx)z = (((yz · yy)z) ·xx)z =

(y · xx)z = (((y · xx) · yy) · xx)z = yz.

Pro t = (yz ·xy)y je x = (yz ·xy)y, yz ·xy = (yz · ((yz ·xy)y))y = (yz ·x)y,

x = (yz ·xy)y = ((yz ·x)y)y a př́ıpad x = ((yz ·x)y)y jsme už rozřešili. To řeš́ı

i př́ıpady t = (yz · xy)u a t = (yz · xu)u.

Pro t = (yz · xz)z je x = (yz · xz)z, x = (yz · xz)z = (((yz · yz)z) · xz)z =

(y · xz)z.

Pro t = (yz · zx)z je x = (yz · zx)z, x = (yz · zx)z = (((yz · zy)z) · zx)z =

(((yz · zy)z) · zx)z = (y · zx)z, což řeš́ı i př́ıpad t = (yz · ux)u.

Pro t = (yx · x) · zy je x = (yx · x) · zy, x = (yx · x) · zy = ((zy · x)x)((yu ·

u) · zy) = ((zy · x)x)u, x = ((zy · x)x)u = ((((yy · y) · zy)x)x)u = (yx · x)u, což

řeš́ı i př́ıpady t = (yx · x) · zu, t = (yx · z) · uy, t = (yx · z) · uv, t = (yz · x) · uy

a t = (yz · x) · uv.

Pro t = (yx · x) · zz je x = (yx · x) · zz, xx = ((y · xx) · xx) · zz =

(((yy ·y) ·xx) ·xx) ·zz = (y ·xx) ·zz = ((yy ·y) ·xx) ·zz = y ·zz = (yy ·y) ·zz = y.

Pro t = (yx ·y) ·xz je x = (yx ·y) ·xz, x = (yx ·y) ·xz = ((xx ·x) ·xx) ·xz =

x · xz, yx = ((y · yx)y)(yx · z) = yy · (yx · z) = yy · (yx · (yx · z)) = yy · yx,

(yx · yy)(yx · z) = ((yy · yx) · yy)(yx · z) = yx, yy · yx = yx = (yx · yy)(yx · z),

x = (yx · y) · xz = (yx · y)(x · xz) = (yx · y)x, yx · y = (yx · y)((yx · y)z) =

(yx · y)((yx · y)x) = (yx · y)x, x = (yx · y)x = yx · y, x = yx · y = yx · (y · yz),

x = zx · (z · zy) = (zu · x)(zu · (zu · (z · zy))) = (zu · x)(zu · u) = ((zv · (z ·

zy))x)((zv · (z · zy))(z · zy)) = vx · (v(z · zy)) = (zy ·x)(zy · (z · zy)) = (zy ·x)y,

x = (zy·x)y = ((zx·y)x)y = yy, což řeš́ı i př́ıpady t = (yx·y)·zu, t = (yx·z)·xu,

t = (yz · y) · xu a t = (yz · u) · xv.
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Pro t = (yx·y)·yz je x = (yx·y)·yz, x = (yx·y)·yz = ((xy ·x)·xy)(xy ·z) =

y(xy · z), což řeš́ı i př́ıpad t = (yx · z) · yu.

Pro t = (yx·y)·zy je x = (yx·y)·zy, vx = ((y·vx)y)·zy = (((xu·x)·vx)(xu·

x))(z(xu·x)) = (u(xu·x))(z(xu·x)) = (u(xu·x))((xz·x)(xu·x)) = (u(xu·x))z =

(u(xu · x))z = ((xu · x)((x(xu · x))x))z = ((xu · x)((x(xu · x))x))z = uz.

Pro t = (yx·z)·xy je x = (yx·z)·xy, x = (yx·z)·xy = ((yz ·x)·zy)(x·yz) =

z(x · yz), x = z(x · yz) = z(x · yz).

Pro t = (yx·z)·yy je x = (yx·z)·yy, x = (yx·z)·yy = ((yy·x)·yy)(yy·yy) =

y(yy · yy).

Pro t = (yx · z) · zz je x = (yx · z) · zz, xx = ((y · xx)z) · zz = ((y · xx) ·

zz)(zz · zz) = ((((y · yy)x) · xx) · zz)(zz · zz) = (yy · zz)(zz · zz) = y, což řeš́ı

i př́ıpady t = (yx · z) · zu, t = (yx · z) · uz a t = (yx · z) · uu.

Pro t = (yy ·x) ·yz je x = (yy ·x) ·yz, x = (yy ·x) ·yz = ((yy ·yy)x)(yy ·z),

yv = ((yy · yy) · yv)(yy · z) = yy · (yy · z), yv = yy · (yy · z) = yu, což řeš́ı

i př́ıpady t = (yy · x) · zu, t = (yz · x) · yu a t = (yz · x) · zu.

Pro t = (yy ·x) ·zy je x = (yy ·x) ·zy, x = (yy ·x) ·zy = ((yy ·yy)x)(z ·yy),

vy = ((yy · yy) · vy)(z · yy) = yy · (z · yy), vy = yy · (z · yy) = uy.

Pro t = (yy ·y)·xz je x = (yy ·y)·xz, uu·u = (yy ·y)((uu·u)·zz) = (yy ·y)z,

x = (yy · y) · xz = uu · u.

Pro t = (yy·z)·xy je x = (yy·z)·xy, x = (yy·z)·xy = ((yy·yy)·zy)(x·yy) =

z(x · yy), což řeš́ı i př́ıpady t = (yy · z) · xu, t = (yz · u) · xy a t = (yz · u) · xz.

Pro t = (yz·x)·zz je x = (yz·x)·zz, tt = (yz·tt)·zz = ((yt·z)·tt)·zz = z·zz,

x = (yz · x) · zz = (yz · x)(u · uu) = (((yy · y) · yy)x)(u · uu) = yx · (u · uu).

Nebot’ jsme už dokázali, že x = (yy · y) · xz generuje triviálńı varietu, vid́ıme,

že i x = (yz · x) · zz generuje triviálńı varietu. Tento př́ıpad řeš́ı i př́ıpady

t = (yz · x) · uz a t = (yz · x) · uu.

Pro t = (yz · y) ·xy je x = (yz · y) ·xy, x = (yz · y) ·xy = (((yz · y) ·uy)(yz ·

y))(x(yz ·y)) = (u(yz ·y))(x(yz ·y)) = (u((yy ·y) ·yy))(x((yy ·y) ·yy)) = uy ·xy.

Pro t = (yz · z) · xz je x = (yz · z) · xz, x = (yz · z) · xz = (((yz · z) ·

uz) · uz)(x · uz) = (u · uz)(x · uz) = ((yz · z)((yz · z) · vz))(x((yz · z) · vz)) =

((yz ·z)v) ·xv = ((yz ·z) ·yz)(x ·yz) = y(x ·yz), což řeš́ı i př́ıpady t = (yz ·z) ·xu

a t = (yz · u) · xu.
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Pro t = (y(xx ·x))z je x = (y(xx ·x))z, x = (y(xx ·x))z = ((y(xx ·x))(xx ·

x))z = xz, což řeš́ı i př́ıpady t = (y(xz · z))u, t = (y(xz · x))u, t = (y(xx · z))u,

t = (y(zu·x))v, t = (y(zz ·x))u, t = (y(zx·u))v, t = (y(zx·z))u, t = (y(zx·x))u

a t = (y(xz · u))v.

Pro t = (y(xx · y))z je x = (y(xx · y))z, x = (y(xx · y))z = ((y(xx · y))(xx ·

(y(xx · y))))z = xz.

Pro t = (y(xx · z))y je x = (y(xx · z))y, x = (y(xx · z))y = ((xx · z)(xx ·

z))(xx · z), yx · y = (y(((xx · z)(xx · z))(xx · z)))y = xx · z, yx · y = xx · z,

xx · z = yx · y = xx · u, x = (y(xx · z))y = (yy · (xx · z)) · yy = (yy · u) · yy.

Pro t = (y(xx · z))z je x = (y(xx · z))z, x = (y(xx · z))z = ((y(yy · (xx ·

z)))(xx · z))z = ((y(yy · (xx · z)))(xx · z))z = yz.

Pro t = (y(xy · y))z je x = (y(xy · y))z, y(xy · y) = (y(((y(xy · y))y)y))z =

(y · xy)z, x = (y(xy · y))z = ((y · xy)u)z a př́ıpad x = ((y · xy)z)u jsme už

rozřešili.

Pro t = (y(xy · z))y je x = (y(xy · z))y, y(xy · z) = (y(((y(xy · z))y)z))y =

(y · xz)y, x = (y(xy · z))y = ((y · xz)y)y a př́ıpad x = ((y · xz)y)y už jsme

rozřešili. To řeš́ı i př́ıpady t = (y(xy · z))u a t = (y(xz · u))z.

Pro t = (y(xz · x))y je x = (y(xz · x))y, zx · z = (z((y(xz · x))y))z = y.

Pro t = (y(xz · x))z je x = (y(xz · x))z, x = (y(xz · x))z = ((y((x(xz ·

x))x))(xz · x))z = xz.

Pro t = (y(xz · y))y je x = (y(xz · y))y, yx · y = (y((y(xz · y))y))y = y,

xy = (xy ·x)·xy = x·xy, x = (y(xz ·y))y = ((xz ·y)(xz ·(xz ·y)))(xz ·y) = ((xz ·

y)(xz ·y))(xz ·y), x = ((xy ·z)(xy ·z))(xy ·z), y(xz ·y) = ((((y(xz ·y))y)z)(((y(xz ·

y))y)z))(((y(xz · y))y)z) = (yz · yz) · yz, x = (y(xz · y))y = ((yz · yz) · yz)y, což

řeš́ı i př́ıpady t = (y(xz · y))u a t = (y(xz · u))u.

Pro t = (y(xz · z))z je x = (y(xz · z))z, x = (y(xz · z))z = ((y((y(xz ·

z))(xz · z)))(xz · z))z = yz.

Pro t = (y(yx · x))z je x = (y(yx · x))z, x = (y(yx · x))z = ((y(yx ·

x))(((y(yx · x))x)x))z = xz.

Pro t = (y(yx · y))z je x = (y(yx · y))z, x = (y(yx · y))z = ((y(yx ·

y))(((y(yx · y))x)(y(yx · y))))z = xz.

Pro t = (y(yx · z))y je x = (y(yx · z))y, yx · y = (y((y(yx · z))y))y = yx · z,

yx · z = yx · y = yx · u, x = (y(yx · z))y = (yy · ((yy · x)z)) · yy = (yy · y) · yy,
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což řeš́ı i př́ıpady t = (y(yx · z))u, t = (y(zx · u))y a t = (y(zx · u))z.

Pro t = (y(yy · x))z je x = (y(yy · x))z, x = (y(yy · x))z = ((y(yy ·

x))(((y(yy · x))(y(yy · x)))x))z = xz.

Pro t = (y(yz · x))y je x = (y(yz · x))y, yx · y = (y((y(yz · x))y))y = y,

x = xy ·x, yx = (yx·y)·yx = y ·yx, yz ·x = (y(yz ·(yz ·x)))y = (y(yz ·x))y = x,

x = yz · x = (yy · z)x = zx, což řeš́ı i př́ıpady t = (y(yz · x))u, t = (y(zu · x))y

a t = (y(zu · x))z.

Pro t = (y(zx · x))y je x = (y(zx · x))y, x = (y(zx · x))y = (y(((x(zz ·

z))x)x))y = (y · zx)y.

Pro t = (y(zx · x))z je x = (y(zx · x))z, x = (y(zx · x))z = ((y(((zx ·

x)y)y))(zx · x))z = yz.

Pro t = (y(zx · y))y je x = (y(zx · y))y, yx · y = (y((y(zx · y))y))y = zx · y,

x = (y(zx · y))y = (u(zx · y))y = (((zx · y)(zy · (zx · y)))(zx · y))y = yy, což řeš́ı

i př́ıpady t = (y(zx · y))u a t = (y(zx · u))u.

Pro t = (y(zx · z))z je x = (y(zx · z))z, x = (y(zx · z))z = ((y(((zx ·

z)y)(zx · z)))(zx · z))z = yz.

Pro t = (y(zy · x))y je x = (y(zy · x))y, x = (y(zy · x))y = (y(((y(zy ·

z))y)x))y = (y · zx)y, což řeš́ı i př́ıpady t = (y(zy · x))u, t = (y(zu · x))u,

Pro t = (y(zz · x))z je x = (y(zz · x))z, x = (y(zz · x))z = (y(((zz · x)(zz ·

x))x))(zz · x), xz = ((y(((zz · x)(zz · x))x))(zz · x))z = x.

Pro t = (y(x · xx))z je x = (y(x · xx))z, x = (y(x · xx))z = ((y(x · xx))(x ·

xx))z = xz, což řeš́ı i př́ıpady t = (y(x ·xz))u, t = (y(x ·zx))u, t = (y(x ·zz))u,

t = (y(x·zu))v, t = (y(z ·xx))u, t = (y(z ·xz))u, t = (y(z ·xu))v, t = (y(z ·zx))u

a t = (y(z · ux))v.

Pro t = (y(x · xy))z je x = (y(x · xy))z, x = (y(x · xy))z = ((y(x ·

xy))(x(x(y(x · xy)))))z = xz.

Pro t = (y(x · xz))z je x = (y(x · xz))z, x = (y(x · xz))z = ((y(y(y(x ·

xz))))(x · xz))z = yz.

Pro t = (y(x · yx))z je x = (y(x · yx))z, y(x · yx) = (y((y(x · yx))(y(y(x ·

yx)))))z = yx·z, x = (y(x·yx))z = (yx·u)z, x = (yx·u)z = (yx·(y(yx·y)))z =

y, což řeš́ı i př́ıpad t = (y(x · yz))u.

Pro t = (y(x·yy))z je x = (y(x·yy))z, x = (y(x·yy))z = ((y(y·yy))(x((y(y·

yy))(y(y · yy)))))z = yz.
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Pro t = (y(x · zx))y je x = (y(x · zx))y, x = (y(x · zx))y = (y(x((x(z ·

zz))x)))y = (y · xz)y.

Pro t = (y(x · zx))z je x = (y(x · zx))z, x = (y(x · zx))z = ((y(y((x ·

zx)y)))(x · zx))z = yz, což řeš́ı i př́ıpad t = (y(x · zu))z.

Pro t = (y(x · zy))y je x = (y(x · zy))y, x = (y(x · zy))y = (y(x((y(z ·

zy))y)))y = (y · xz)y, což řeš́ı i př́ıpady t = (y(x · zy))u, t = (y(x · zu))y

a t = (y(x · zu))u.

Pro t = (y(x · zz))z je x = (y(x · zz))z, x = (y(x · zz))z = ((y(x((x · zz)(x ·

zz))))(x · zz))z = xz.

Pro t = (y(y ·xx))z je x = (y(y ·xx))z, x = (y(y ·xx))z = ((y(y ·zz))((y(y ·

zz)) · xx))z = ((y(y · zz))z)z.

Pro t = (y(y · xy))z je x = (y(y · xy))z, y(y · xy) = (y(y((y(y · xy))y)))z =

(y · yx)z, x = (y(y · xy))z = ((y · yx)u)z a př́ıpad x = ((y · yx)z)u jsme již

rozřešili.

Pro t = (y(y · xz))y je x = (y(y · xz))y, z(z · xy) = (y(y((z(z · xy))z)))y =

(y · yx)y, x = (y(y · xz))y = ((z · zx)z)y a př́ıpad x = ((y · yx)y)z už jsme

rozřešili. To řeš́ı i př́ıpady t = (y(y · xz))u, t = (y(z · xu))y a t = (y(z · xu))z.

Pro t = (y(y ·yx))z je x = (y(y ·yx))z, x = (y(y ·yx))z = ((y(y ·yx))((y(y ·

yx))((y(y · yx))x)))z = xz.

Pro t = (y(y · zx))y je x = (y(y · zx))y, x = (y(y · zx))y = (y(y((x(x ·

yz))x)))y = (y · yz)y, což řeš́ı i př́ıpady t = (y(y · zx))u, t = (y(z · ux))y

a t = (y(z · ux))z.

Pro t = (y(z · xx))y je x = (y(z · xx))y, zx · z = (z((y(z · xx))y))z =

(z((yy · (z · xx)) · yy))z = y.

Pro t = (y(z · xx))z je x = (y(z · xx))z, x = (y(z · xx))z = (y((z · xx) ·

xx))(z · xx), xz = ((y((z · xx) · xx))(z · xx))z = x.

Pro t = (y(z · xy))y je x = (y(z · xy))y, x = (y(z · xy))y = (y((xy · (z(y ·

xy))) · xy))y = yy · y, což řeš́ı i př́ıpady t = (y(z · xy))u a t = (y(z · xu))u.

Pro t = (y(z ·xz))z je x = (y(z ·xz))z, x = (y(z ·xz))z = ((y((z ·xz)(y(z ·

xz))))(z · xz))z = ((y((z · xz)(y(z · xz))))(z · xz))z = yz.

Pro t = (y(z·yx))y je x = (y(z·yx))u, x = (y(z·yx))u = ((y(z·yy))(z((y(z·

yy))x)))u = yu, což řeš́ı i př́ıpady t = (y(z · yx))u a t = (y(z · ux))u.
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Pro t = (y(z · zx))z je x = (y(z · zx))z, x = (y(z · zx))z = ((y((z · zx)((z ·

zx)y)))(z · zx))z = yz.

Pro t = (y · xx) · xz je x = (y · xx) · xz, x = (y · xx) · xz = x =

((y ·xx) ·xx) ·xz = x ·xz, x = x ·xz = x(x ·xz) = xx, x = (y ·xx) ·xz = yx ·xz,

u · xx = (y(u · xx))((u · xx)z) = (ux · (u · xx))((u · xx) · xz) = (ux · (u · xx))x =

(ux · ux)x = ux · x, x = (y · xx) · xz = (y · xx) · xx = yx · x = y · xx = yx, což

řeš́ı i př́ıpady t = (y · xx) · zu, t = (y · xz) ·xu, t = (y · xz) · zu, t = (y · xz) ·uv,

t = (y ·zx) ·xu, t = (y ·zx) ·zu, t = (y ·zx) ·uv, t = (y ·zz) ·xu a t = (y ·zu) ·xv.

Pro t = (y·xx)·yz je x = (y·xx)·yz, y·xx = (y((y·xx)(y·xx)))·yz = yx·yz,

x = (y ·xx) ·yz = (yx ·yu) ·yz, x = (yx ·yu) ·yz = (((y ·vv)x)((y ·vv) ·yu))((y ·

vv) ·yz), yx = (((y ·vv) ·yx)((y ·vv) ·yu))((y ·vv) ·yz) = vv ·v, yx = vv ·v = zu,

x = (y · xx) · yz = yz.

Pro t = (y ·xx) ·zy je x = (y ·xx) ·zy, x = (y ·xx) ·zy = ((x ·yy) ·xx)(z(x ·

yy)) = y(z(x · yy)) = y((yy · zz)(x · yy)) = yz.

Pro t = (y ·xx) ·zz je x = (y ·xx) ·zz, x = (y ·xx) ·zz = ((y ·zz) ·xx) ·zz =

z · zz.

Pro t = (y ·xy) ·xz je x = (y ·xy) ·xz, x = (y ·xy) ·xz = ((y ·xy)(x(y ·xy))) ·

xz = x · xz, x = x · xz = x(x · xz) = xx, u · xu = (y((u · xu)y))((u · xu)z) =

(y((u · xu)y))((u · xu) · xz) = (y((u · xu)y))x, u · xu = (y((u · xu)y))x =

(xy · ((u · xu) · xy))x = (xy · x)x, u · xu = (xy · x)x = v · xv, x = (y · xy) · xz =

(y · xy)(x · zx) = (y · xy)(u · zu) = (y · xy)((y · zy)(z(y · zy))) = (y · xy)z.

Pro t = (y · xy) · yz je x = (y · xy) · yz, x = (y · xy) · yz = ((x · yx)(x(x ·

yx)))((x · yx)z) = y((x · yx)z). Nebot’ jsme už dokázali, že x = (y(xy · x))z

generuje triviálńı varietu, vid́ıme, že i x = (y ·xy) ·yz generuje triviálńı varietu.

Pro t = (y · xy) · zy je x = (y · xy) · zy, x = (y · xy) · zy = (uy · (x ·

uy))((y · zy) · uy) = (uy · (x · uy))z, y · xy = (uy · ((y · xy) · uy))z = (uy · x)z,

x = (y ·xy)·zy = ((uy ·x)v)·zy, xu = ((uy ·xu)v)·zy = (((u·yu)·xu)v)(z ·yu) =

yv · (z · yu), xu = yv · (z · yu) = yv · ((u · zu) · yu) = yv · z, x = (y ·xy) · zy = xu,

x = (y ·xy) · zy = y ·xy = y, což řeš́ı i př́ıpady t = (y ·xy) · zu, t = (y ·xz) ·uy,

t = (y · xz) · uz,

Pro t = (y ·xz) ·xy je x = (y ·xz) ·xy, x = (y ·xz) ·xy = ((z ·xy) ·xz)(x(z ·

xy)) = x(x(z · xy)), z · xy = (v((z · xy)u))((z · xy)v) = (v((z · xy) · xz))((z ·

xy)v) = vx · ((z · xy)v) = (xz · x)((z · xy) · xz) = (xz · x)x, z · xy = (xz · x)x,
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z ·xy = (xz ·x)x = z ·xu, x = (y ·xz) ·xy = (y ·xz) ·xu a př́ıpad x = (y ·xz) ·xu

už jsme rozřešili.

Pro t = (y ·xz)·xz je x = (y ·xz)·xz, u·xz = (y((u·xz)·xz))((u·xz)·xz) =

yx · x, x = (y · xz) · xz = y(xz · u).

Pro t = (y · xz) · yy je x = (y · xz) · yy, u · xv = (y((u · xv)z)) · yy =

(y((u · xv) · uu)) · yy = yx · yy, x = (y · xz) · yy = yy · yy, což řeš́ı i př́ıpady

t = (y · xz) · yu a t = (y · xz) · uu.

Pro t = (y ·xz) ·zz je x = (y ·xz) ·zz, x = (y ·xz) ·zz = ((y ·yx) ·xx) ·xx =

y · xx = (y · yx) · xx = y.

Pro t = (y · yx) · zy je x = (y · yx) · zy, x = (y · yx) · zy = ((x · xy)((x ·

xy)x))(z(x · xy)) = y(z(x · xy)). Nebot’ jsme už dokázali, že x = ((yx · x)z)y

generuje triviálńı varietu, vid́ıme, že i x = y(z(x·xy)) generuje triviálńı varietu.

To řeš́ı i př́ıpady t = (y · yx) · zu, t = (y · zx) · uy a t = (y · zx) · uz.

Pro t = (y ·yy)·xz je x = (y ·yy)·xz, u·uu = (y ·yy)((u·uu)·zz) = (y ·yy)z,

x = (y · yy) · xz = u · uu.

Pro t = (y · yz) · xy je x = (y · yz) · xy, x = (y · yz) · xy = ((y · yz)((y ·

yz)(uy ·y)))(x(y ·yz)) = ((y ·yz) ·uy)(x(y ·yz)) = u(x(y ·yz)) = u(x((y ·yz)((y ·

yz)(vy · y)))) = u(x((y · yz) · vy)) = u · xv, což řeš́ı i př́ıpady t = (y · yz) · xu,

t = (y · zu) · xy a t = (y · zu) · xz.

Pro t = (y ·zx) ·xz je x = (y ·zx) ·xz, x = (y ·zx) ·xz = ((y ·xz) ·zx) ·xz =

z · xz, x = z · xz = zx · (x · zx) = zx · z, x = zx · z, x = (y · zx) · xz =

((zx · y) · zx) · xz = y · xz.

Pro t = (y · zx) · yy je x = (y · zx) · yy, xx = (y(z · xx)) · yy = (y((x · zz) ·

xx)) · yy = yz · yy, x = (y · zx) · yy = zz, což řeš́ı i př́ıpady t = (y · zx) · yu

a t = (y · zx) · uu.

Pro t = (y ·zx) ·zz je x = (y ·zx) ·zz, x = (y ·zx) ·zz = ((y ·xy) ·xx) ·xx =

y · xx, xx = y(xx · xx) = yx.

Pro t = (y ·zy)·xy je x = (y ·zy)·xy, x = (y ·zy)·xy = (zy ·((y ·zy)·zy))(x·

zy) = (zy ·z)(x·zy), x = (zy ·z)(x·zy) = (((y ·zy)·uy)(y ·zy))(x((y ·zy)·uy)) =

(u(y ·zy))·xu, x = (u(y ·zy))·xu = (uv ·(y ·zy))(x·uv), v ·xv = (uv ·(y ·zy))((v ·

xv) · uv) = (uv · (y · zy))u, v · xv = (uv · (y · zy))u = (uv · (yt · ((t · tt) · yt)))u =

(uv · (yt · y))u, wy · (x · wy) = ((u · wy)(yt · y))u = ((y · wy)(yt · y))y = yt · y,
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yt · y = wy · (x · wy) = yu · y, yx = (y · zy)(yx · y) = (y · zy)(yu · y) = yu, což

řeš́ı i př́ıpady t = (y · zy) · xu a t = (y · zu) · xu.

Pro t = (y·zz)·xz je x = (y·zz)·xz, x = (y·zz)·xz = ((y·zz)·zz)·xz = z·xz,

x = z ·xz = zx ·(x ·zx) = zx ·z, x = zx ·z, x = (y ·zz) ·xz = ((zz ·y) ·zz) ·xz =

y · xz.

Dále si ukážeme několik rovnost́ı, které určuj́ı netriviálńı varietu.

Věta 4.5. Bud’ V varieta určená jednou z rovnost́ı x = ((yz · y)x)z, x =

(yz · x) · yz, x = (yz · y) · xz. Ve všech třech př́ıpadech se jedná o tutéž varietu

a J = {y · xy → x, yx · y → x} je přepisuj́ıćı systém pro V .

D̊ukaz. Je snadné nahlédnout, že J je přepisuj́ıćı systém pro varietu určenou

rovnost́ı x = y ·xy, př́ıpadně x = yx · y (z x = y ·xy dostaneme x = y ·xy, x =

yx·(x·yx) = yx·y a obdobně naopak). Z těchto rovnost́ı jistě odvod́ıme rovnosti

ze zadáńı, zbývá tedy dokázat jen opačné odvozeńı. Pro x = ((yz · y)x)z

je x = ((yz · y)x)z = (((zx)z · zx)x)z = zx · z. Pro x = (yz · x) · yz je

x = (yz · x) · yz = ((yz · y)(yz) · x) · (yz · y)(yz) = yx · y. Pro x = (yz · y) · xz

je x = (yz · y) · xz = ((zz · z) · zz) · xz = z · xz.

Stejně tak bychom z x = (yz · x) · xu snadno odvodili x = yx · xz, opačné

odvozeńı je triviálńı a z [3] tak dostaneme, že J = {yx · xz → x, x(xy · z) →

xy, (z · xy)y → xy je přepisuj́ıćı systém pro varietu určenou rovnost́ı x =

(yz · x) · xu.

Na závěr předkládám 28 rovnost́ı, které určuj́ı tutéž varietu. Plat́ı v ńı

komutativita, nicméně nepodařilo se mi určit, zda je či neńı triviálńı.

Věta 4.6. Necht’ t je jeden z term̊u ((y ·yx)z)z (1), (y(xz ·z))y (2), ((yx ·y)z)z

(3), (y(z ·zx))y (4), ((y ·xy)z)z (5), (y(xz ·y))z (6), ((yx ·z)z)y (7), (y(y ·zx))z

(8), ((y·xz)y)z (9), (y(y·xz))z (10), ((y·yz)x)z (11), ((yz·z)x)y (12), (y·yz)·xz.

(13) (yz·z)·xy (14). Potom všechny rovnosti x = t a x = tR určuj́ı tutéž varietu

V , ve které plat́ı xy = yx.

D̊ukaz. Oč́ıslujme si rovnosti x = t stejně jako jsme si ve zněńı věty oč́ıslovali

termy. Postupně ukážeme, jak z některých rovnost́ı plynou jiné rovnosti tak,

abychom ve výsledku dostali, že z libovolné z rovnost́ı 1 až 14 plynou všechny
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ostatńı. Dı́ky komutativitě dostaneme z každé rovnosti i rovnost opačnou, ob-

dobně by se dal d̊ukaz provést pro 1R až 14R.

Začneme rovnost́ı 1. Máme x = ((y · yx)z)z, x((y · yx)u) = (((y · yx)((y ·

yx)u))((y · yx)u))((y · yx)u) = u, x = ((y · yx)z)z = ((y · yx)((z(z(y ·

yx)))u))((z(z(y · yx)))u) = u((z(z(y · yx)))u), x = u((z(z(y · yx)))u) =

(y·yx)((z(z(y·yx)))(y·yx)) = y·yx, x = u((z(z(y·yx)))u) = u((z·zx)u) = u·xu,

x = ((y · yx)z)z = xz · z, xy = y(xy · y) = yx. Dı́ky komutativitě z rovnosti 1

jistě dokážeme rovnosti 2, 3, 4, 5.

Rovnost 2 x = (y(xz · z))y nám dává x = (y(xz · z))y, ux · u = u((y(xz ·

z))y)·u = (u(((xz ·z)(xz ·z))(xz ·z)))u = xz ·z, x = (y(xz ·z))y = ((xz ·z)z)z =

((yx · y)z)z, tedy z 2 plyne 3.

Z rovnosti 3 x = ((yx ·y)z)z plyne x = ((yx ·y)z)z, x ·yx = (((yx ·y) ·yx) ·

yx) · yx = y, x = ((yx · y)z)z = ((yx · y)(z(yx · y)))(z(yx · y)) = z(z(yx · y)),

tedy z 3 plyne 5R, kde 5R je rovnost opačná k 5. Později ukážeme, že z 5

plyne 1, tedy z 5R plyne 1R a protože komutativita dokázaná z 1 lze stejně

dokázat z 1R, celkově dostaneme, že z 3 plyne 5 (d́ıky komutativitě z x = t

plyne x = tR).

Nyńı ale ještě ukážeme, že i z 4 plyne 5R. Je x = (y(z · zx))y, x =

(y(z · zx))y = (y((x(z · zx))((x(z · zx))x)))y = (y((x(z · zx))x))y = yx · y,

x = (y(z · zx))y = z · zx, x = z · zx = z(z(yx · y)).

A ted’ už x = ((y · xy)z)z, x(u(y · xy)) = (((y · xy)(u(y · xy)))(u(y ·

xy)))(u(y ·xy)) = u, x = y(x(z ·yz)) = y(x(z ·yz)) = y(x(xy ·(y ·xy))) = y ·xy,

x = ((y ·xy)z)z = xz ·z, x = yx·(x·yx) = yx·y, x = yx·y = (yx·x)·yx = y ·yx,

x = y · yx = ((y · yx)z)z, takže z 5 skutečně odvod́ıme 1. T́ım jsme zat́ım

ukázali, že rovnosti 1 až 5 (ještě s 1R až 5R) určuj́ı tutéž varietu, v ńıž plat́ı

komutativita.

Vezměme nyńı rovnost 6, je x = (y(xz · y))z, y(xz · y) = (y(((y(xz ·

y))z)y))z = (y · xy)z, x = (y(xz · y))z = ((y · xy)z)z, tedy z 6 odvod́ıme 5

a tud́ıž i komutativitu a d́ıky ńı i rovnosti 7, 8, 9, 10.

Z rovnosti 7 plyne x = ((yx·z)z)y, xy·(yx·z) = ((((yx·z)z)y)y)(yx·z) = z,

x = ((yx · z)z)y = ((yx · (xy · z))(xy · z))y = (z(xy · z))y, x = (y(xz · y))z, tedy

rovnost 6 a komutativita.
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Z rovnosti 8 plyne x = (y(y · zx))z, x = (y(y · zx))z = ((y(y(zx ·

u)))((y(y(zx·u)))·zx))z = ((y(y(zx·u)))u)z, x = ((y(y(zx·zx)))·zx)z = zx·z,

x = (y(y · zx))z = ((zx · y)((zx · y) · zx))z = ((zx · y)y)z, x = ((yx · z)z)y, tedy

rovnost 7 a komutativita.

Z rovnosti 9 plyne x = ((y · xz)y)z, (y · xz)y = ((y(((y · xz)y)z))y)z =

(yx · y)z, x = ((y · xz)y)z = ((yx · y)z)z, tedy rovnost 3 a komutativita.

Z rovnosti 10 plyne x = (y(y · xz))z, y(y · xz) = (y(y((y(y · xz))z)))z =

(y · yx)z, x = (y(y · xz))z = ((y · yx)z)z, tedy rovnost 1 a komutativita.

Ukázali jsme, že z každé z rovnost́ı 6 až 10 plyne komutativita, je tud́ıž

možno odvodit každou z každé. Také jsme ukázali, že ze skupiny 6-10 lze

odvodit skupinu 1-5, k opačnému odvozeńı nám poslouž́ı rovnost 5 a postup

x = ((y ·xy)z)z, (y ·xy)z = ((z(((y ·xy)z)z))y)y = (zx · y)y, x = ((y ·xy)z)z =

((zx · y)y)z, x = ((yx · z)z)y, tedy z 5 jsme odvodili 7.

Zbývá nám už propojit jen čtyři rovnosti. Z rovnosti 11 dostaneme rovnost

1 postupem x = ((y ·yz)x)z, (y ·yz)x = ((y ·yz)((y ·yz)x))z, ((y ·yz)x)x = (((y ·

yz)((y · yz)x))z)x = z, x = ((y · yx)z)z, tedy i komutativitu a d́ıky ńı i rovnost

12. Naopak, z 12 dostaneme 11 postupem x = ((yz · z)x)y, x = ((yz · z)x)y =

(((xz · z)z)x) · xz = z · xz, x = ((yz · z)x)y = (((y · zy) · zy)x)y = ((z · zy)x)y,

x = ((y · yz)x)z.

Z rovnosti 13 dostaneme rovnost 11R pomoćı x = (y · yz) · xz, x = ((y ·

yz)((y · yz)(uz · z)))(x(uz · z)) = ((y · yz) · uz)(x(uz · z)) = u(x(uz · z)), d́ıky

źıskané komutativitě pak z 13 plyne i 14. Naopak, z 14 dostaneme 13 postupem

x = (yz · z) · xy, x = (yz · z) · xy = (((y · zy) · zy) · zy)(x(y · zy)) = z(x(y · zy)),

x = z(x(y ·zy)) = z(x(xz ·(z ·xz))) = z ·xz, x = (yz ·z)·xy = ((y ·zy)·zy)·xy =

(z · zy) · xy.

K dokončeńı celého d̊ukazu už stač́ı nahlédnout, že z 8 odvod́ıme 13: x =

(y(y · zx))z, x = (y(y · zx))z = ((y(y(zx ·u)))((y(y(zx ·u))) · zx))z = ((y(y(zx ·

u)))u)z, x = ((y(y(zx·zx)))·zx)z = zx·z, x = (y(y ·zx))z = (y(y(xz ·x)))·xz =

(y · yz) · xz.

Celkově jsme tak ukázali, že z každé z rovnost́ı 1 až 14 a 1R až 14R plyne

každá jiná, určuj́ı tedy tutéž varietu V , ve které plat́ı mimo jiné komutativita.

Otázkou však z̊ustává, zda je V triviálńı.
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Kapitola 5

Závěr

V této práci jsme se zabývali popisem volných algeber ve varietách grupoid̊u

určených rovnost́ı tvaru x = t, kde t je term délky 5. Omezili jsme se na dvě

skupiny př́ıpad̊u:

(1) t zač́ıná x a konč́ı proměnnou y 6= x a obsahuje alespoň tři r̊uzné

proměnné;

(2) t zač́ıná proměnnou y a konč́ı proměnnou z pro y 6= x 6= z (je možné

y = z) a obsahuje alespoň tři r̊uzné proměnné, z nichž jedna je x.

Ukázali jsme, že pro prvky množiny (1) určuje v mnoha př́ıpadech

př́ıslušná rovnost varietu, která je určena i o něco jednodušš́ı rovnost́ı a je

nám již známa. U množiny (2) jsme pak zjistili, že mnoho rovnost́ı tohoto

typu určuje triviálńı varietu, tedy varietu obsahuj́ıćı jen jednoprvkové algebry.

Z práce je vidět, že ač oproti článku [3] máme k dispozici mnohem v́ıce

rovnost́ı, povětšinou neurčuj́ı žádnou novou varietu. Na druhou stranu jsme

použili teorii přepisuj́ıćıch systémů k popsáńı několika nových variet, které se

u termů délky 4 neobjevily.
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