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2.3.1 Geometrické metody . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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3.2.2 Zobecněńı pohledu na pružinky . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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7.3 Detekce koliźı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
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0.2 Algoritmus prostorového hašováńı. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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Autor: Erik Kratochv́ıl
Katedra: Kabinet software a výuky informatiky
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Abstrakt. Problematika deformovatelných model̊u je v poč́ıtačové grafice stu-
dována již v́ıce než dvě desetilet́ı. Mnoho souvisej́ıćıch témat muselo být pokryto
a mnoho překážek muselo být překonáno, než se podařilo věrohodně modelovat de-
formovatelné objekty.

Ćılem této práce je simulovat vzájemné interakce mezi několika deformovatelnými
objekty v reálném čase. Nejprve studujeme základńı principy několika vybraných de-
formovatelných model̊u pevných těles, která jsou reprezentována povrchovým nebo
objemovým meshem. Soustřed́ıme se předevš́ım na fyzikálně založené techniky, které
dávaj́ı věrohodněǰśı výsledky. V úvahách se omezujeme pouze na modelováńı ela-
stických materiál̊u. Dále krátce pojednáváme o tématu detekce koliźı pro deformo-
vatelné modely a jeho specifických aspektech. Zvláštńı pozornost věnujeme proble-
matice řešeńı koliźı, protože zásadně ovlivňuje celkový dojem ze simulace.

Výsledkem práce je návrh algoritmu, detailńı popis jeho část́ı a jeho implemen-
tace. Na závěr provád́ıme i několik měřeńı dokazuj́ıćıch použitelnost navržené metody
ve virtuálńım prostřed́ı a schopnost pracovat v reálném čase.
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Abstract. Deformable models have been widely studied by the CG community for
more than two decades. Many issues had to be addressed and many problems had to
be solved before the quality of the deformable models reached an acceptable level.

The aim of the work is to simulate interactions of several deformable bodies in
realtime. First, we unveil the basic ideas behind several deformable models created
for solids represented by a surface or volumetric mesh. We prefer the physically-
based approaches as they tend to yield more convincing results. We consider elastic
materials only. We also briefly discuss the topic of collision detection for deformable
models with its specific aspects. A special attention is paid to contact resolution
because it greatly influences the final impression.

The result of this thesis is an overview of the proposed algorithm, detailed de-
scription of its parts, and its implementation. We also perform several benchmarks to
prove its applicability in virtual environments and its capability to run in realtime.
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Kapitola 1

Úvod

Poč́ıtače se v pr̊uběhu času staly neocenitelným pomocńıkem v oblasti mode-
lováńı objekt̊u a scén reálného světa. S nar̊ustaj́ıćım výpočetńım výkonem začaly
nacházet uplatněńı i při modelováńı fenomén̊u, které můžeme každodenně pozorovat,
a při vizualizaci chováńı vzájemně interaguj́ıćıch objekt̊u.

Sledujeme-li proud vody, vid́ıme, že se neustále snaž́ı přizp̊usobovat povrchu, j́ımž
protéká, vyhýbá se překážkám, tvoř́ı se v něm v́ıry a v r̊uzných částech plyne r̊uzně
rychle. Interaguje nejen s okolńım prostřed́ım, ale i sám se sebou. Malý gumový mı́ček
se při styku s podlahou deformuje, odráž́ı a snaž́ı se vrátit do svého p̊uvodńıho tvaru;
pokud ho pevně uchoṕıme a hodně roztáhneme, můžeme jej roztrhnout. Dlouhé vlasy
se ve větru ohýbaj́ı a vlńı a maj́ı tendenci se spojovat do pramen̊u, zat́ımco kratš́ı
vlasy a chlupy lépe zachovávaj́ı sv̊uj tvar.

Z výše popsaných př́ıklad̊u je zřejmé, že velkou část reálného světa nelze
zjednodušeně namodelovat jako dokonale tuhá tělesa, proto se velmi rychle vynořila
potřeba vyvinout speciálńı modely deformovatelných objekt̊u. Modelováńı takových
objekt̊u v poč́ıtačové grafice je složité hlavně d́ıky dvěma protich̊udným požadavk̊um,
které jsou na něj kladeny: interaktivita a věrnost.

Maximálńı fyzikálńı věrnost simulace je přirozený požadavek, který je kladen
na většinu model̊u v poč́ıtačové grafice, nebot’ konečným ćılem je věrně předv́ıdat
chováńı objekt̊u ve scéně za daných podmı́nek. Ćılem je také obsáhnout r̊uzné typy
deformaćı, s nimiž se v reálném světě setkáváme; pro př́ıklad vezměme pevná tělesa
vystavená vněǰśımu silovému p̊usobeńı. Tělesa se r̊uzně ohýbaj́ı, stlačuj́ı a natahuj́ı,
někdy se vraćı do p̊uvodńıho tvaru úplně a někdy jenom z části. Za určitých okol-
nost́ı je možné je rozlomit nebo roztř́ı̌stit. Na pevná tělesa ovšem nemuśıme p̊usobit
pouze vněǰśı silou, ale i jinak. Dodáváme-li pevnému tělesu teplo, měńı se jeho lokálńı
vlastnosti a tvar, některé jeho části se odpařuj́ı nebo taj́ı. Všechny nast́ıněné úvahy
plat́ı pouze pro pevná tělesa, kapalná a plynná skupenstv́ı se chovaj́ı v zásadě ji-
nak a podřizuj́ı se jiným zákon̊um. Např́ıklad kapaliny nemaj́ı samy o sobě žádný
tvar a jsou téměř nestlačitelné, predikce chováńı je vedena jinými rovnicemi než je
tomu u pevných těles. Lze tedy předpokládat, že r̊uzná látková skupenstv́ı budou
vyžadovat r̊uzné typy deformovatelných model̊u.
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KAPITOLA 1. ÚVOD 2

Fyzikálńı věrnost umožňuje uživateli chovat se k deformovatelnému objektu jako
k černé skř́ıňce a zaměřit se výhradně na to, co s modelem zamýšĺı provést. Třeba
při animaci dovoluje animátorovi soustředit se výhradně na požadovanou akci a
ne na dolad’ováńı tvaru povrchu. Při virtuálńım chirurgickém zákroku muśı být
chováńı objektu i silová odezva natolik adekvátńı, aby bylo možné považovat si-
mulaci za trénink skutečného zákroku a nikoli za novou videohru.

Proti fyzikálńı věrnosti simulace stoj́ı požadavky na maximálńı rychlost celého
systému. Zde je ćılem zobrazovat změny stavu simulovaných těles v reálném čase.
Současně muśı být zahrnuta i odezva na zásahy uživatele do simulovaného prostřed́ı,
které mu poskytuj́ı zpětnou vazbu. Uživatel může manipulovat se zkoumanými ob-
jekty a p̊usobit na ně, č́ımž si rychle a intuitivně osvoj́ı vlastnosti a zákonitosti
souvisej́ıćı se studovaným problémem.

Počátky studia deformovatelných model̊u sahaj́ı přibližně dvě desetilet́ı zpátky.
Prvńı techniky byly relativně omezené ńızkým výpočetńım výkonem dostupných
poč́ıtač̊u a k modelováńı deformaćı využ́ıvaly převážně geometrických vztah̊u.
Později se vydělily, zdokonalily a utvořily samostatnou skupinu deformovatelných
model̊u, které se využ́ıvaj́ı předevš́ım ke snadné manipulaci s částmi geometrických
model̊u prostřednictv́ım zástupných objekt̊u. Zástupným objektem je např́ıklad
speciálně sestrojená kostra objektu; změny poloh jednotlivých kost́ı jsou zpětně
promı́tány na přilehlé části objektu.

Jen o něco málo později byly navrženy techniky založené na fyzikálńıch principech
nebo vycházej́ıćı př́ımo ze zákon̊u, které jsou předmětem zkoumáńı mnoha fyzikálńıch
obor̊u, např. mechaniky kontinua. Tyto modely měly sloužit celé řadě účel̊u: studiu
vlastnost́ı známých i nových materiál̊u vystavených vněǰśım vliv̊um a studiu propa-
gace těchto vliv̊u v materiálu nebo v celém systému. Dı́ky tomu je možné zkoumat
vibrace budov, rozložeńı zátěže u konstrukćı most̊u, namáháńı část́ı letadla nebo
simulovat tzv. crash-testy automobil̊u. Později se objevily i úspěšné pokusy simulo-
vat komplexněǰśı objekty živé př́ırody jako jsou svaly, tkáně, pokožka a dokonce celé
vnitřńı orgány. Takové modely se uplatňuj́ı při poč́ıtačem generované animaci výraz̊u
obličeje nebo realistické syntéze pohybu lid́ı a zv́ı̌rat. Při nich je nejprve vymode-
lována kostra živočicha a na ni jsou připevněny deformovatelné objekty reprezentuj́ıćı
svaly. Při pohybu kostry se umělé svaly stahuj́ı nebo natahuj́ı a t́ım ovlivňuj́ı chováńı
daľśı vrstvy — pokožky. Podobné využit́ı nacháźı deformovatelné modely i v oblasti
interaktivńı virtuálńı chirurgie, kde si uživatel může vyzkoušet chováńı orgán̊u a
tkáńı a jejich reakce při řezáńı skalpelem nebo při vpichu jehly.

Deformovatelné modely byly nasazeny i v p̊uvodně nezamýšlených oblastech. Jed-
nou z nich je analýza obrazu. Zde se deformovatelné modely uplatňuj́ı při segmentaci
obrazu, což je proces, při němž je obraz rozdělen na několik část́ı s ćılem extrahovat
d̊uležité informace, např́ıklad hranice objekt̊u. Daľśı využit́ı nalézaj́ı při rekonstrukci
povrchu objekt̊u vzniklých digitalizaćı 3D skenerem. Deformovatelné modely se pos-
tupně přibližuj́ı navzorkovaným dat̊um a obeṕınaj́ı povrch určený těmito vzorky,
podobně jako punčocha obeṕıná nohu.
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Deformovatelné modely tedy nepředstavuj́ı jen zaj́ımavý teoretický problém, ale
nacháźı široké uplatněńı v mnoha oblastech — od videoher a filmů až po analýzu
materiálu a trénink chirurgických zákrok̊u.

1.1 Ćıle práce

Kv̊uli nepřebernému množstv́ı typ̊u objekt̊u, které se v př́ırodě nacházej́ı, je potřeba
se omezit na zkoumáńı pouze určité skupiny objekt̊u a deformaćı. Podobně jako
ve fyzice ani na poli deformovatelných objekt̊u neexistuje jednotný všeobj́ımaj́ıćı
postup, který dává výborné výsledky za všech okolnost́ı.

Ćılem této práce je nejprve prostudovat současný stav problematiky modelováńı
deformaćı pevných těles vlivem mechanického p̊usobeńı jiných pevných těles a
vlivem p̊usobeńı vněǰśıho silového pole. Jiné typy vliv̊u zanedbáme. Kv̊uli rozsáhlému
množstv́ı typ̊u deformaćı se omeźıme pouze na elastické a plastické deformace ob-
jekt̊u. Daľśım ćılem je vybrat a implementovat vhodný postup pro dané typy de-
formaćı, který by byl použitelný v oblasti virtuálńı reality. Vybraný algoritmus by
měl umožňovat snadné nastaveńı vlastnost́ı deformovatelných model̊u pomoćı malého
počtu srozumitelných parametr̊u. Současně muśı navržený algoritmus dbát na konzis-
tenci reprezentaćı simulovaných objekt̊u. Primárńım kriteriem kvality algoritmu je
rychlost a interaktivita dosažitelná i na běžně dostupných poč́ıtačových sestavách.
Posledńım ćılem je implementovaný algoritmus otestovat na vhodných datech, zhod-
notit dosažené výsledky a celkovou použitelnost.

1.2 Struktura textu

Celá práce je logicky rozdělena na tři části. Prvńı část práce se věnuje úvodu
do problematiky deformovatelných model̊u. Protože se budeme zabývat převážně
zjednodušenými modely, které jsou s to pracovat v reálném čase, oslab́ıme nejprve
v kapitole 2 význam fyzikálńı věrnosti. Dř́ıve než přistouṕıme ke konkrétńım deformo-
vatelným model̊um, krátce připomeneme nejběžněǰśı zp̊usoby reprezentace pevných
těles spolu s jejich klady a zápory, protože pro konkrétńı typy deformaćı se hod́ı
r̊uzné druhy reprezentaćı. Zbytek kapitoly je věnován vymezeńı základńıch pojmů,
nast́ıněńı matematicko-fyzikálńıho popisu deformaćı pevných těles a kategorizaci de-
formovatelných model̊u.

V druhé části práce se soustřed́ıme předevš́ım na detailńı popis vlastńıch defor-
movatelných model̊u pro pevná tělesa (kapitola 3). Diskutujeme jejich přednosti a
nedostatky a zmiňujeme nejběžněǰśı zp̊usoby využit́ı. Protože ćılem práce je simulo-
vat vzájemné interakce dvou pevných deformovatelných těles, muśıme se zabývat
i studiem detekce koliźı pro deformovatelné objekty, které stručně pokrývá kapi-
tola 4. V kapitole 5 představujeme nejběžněǰśı techniky, které maj́ı za úkol nastalou
kolizi vyřešit a př́ıpadně dopoč́ıst vhodnou silovou odezvu pro zpětnou vazbu.
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Třet́ı část rozdělená mezi kapitoly 6 a 7 obsahuje detailńı popis navrhovaného
řešeńı včetně celkového schematu algoritmu, hlavńı přednosti, nastaveńı a chováńı
na testovaćıch datech.



Kapitola 2

Základy modelováńı deformaćı

2.1 Věrnost a věrohodnost

Přesně zjistit, co by se skutečně stalo v nějaké přesně popsané situaci reálného světa
— to je nejvyšš́ı ćıl každé dynamické simulace, která usiluje o modelováńı fyzikálně
korektńıho chováńı nějakého objektu. Tato kapitola poukazuje na fakt, že z pohledu
diváka nehraje přesnost zásadńı roli; mnohem d̊uležitěǰśı je naopak vlastnost, kterou
budeme nazývat věrohodnost [BHW96].

V reálném světě existuj́ı simulace, které maj́ı své vlastńı potřeby. Např́ıklad
při poč́ıtačových animaćıch určených pro zábavńı pr̊umysl neńı zapotřeb́ı kvalitńı
prediktivńı model, který přesně spočte, co se v dané situaci stane. Je to totiž
animátor, kdo už předem rozhodl, co se má stát. Smysl simulace tkv́ı v poskyt-
nut́ı nástroj̊u, které umožńı situaci zobrazit tak, aby divák uvěřil, že se scéna mohla
zobrazeným zp̊usobem ve skutečnosti odehrát.

Většina běžných simulaćı zpravidla vypadá sterilně. Jedńım z d̊uvod̊u je ne-
dostatek variability, který je zapř́ıčiněn zanedbanými detaily v matematickém mo-
delu. Mnohé detaily se z rovnic a upravených fyzikálńıch model̊u vypoušt́ı, protože
by jejich zahrnut́ı výrazně zesložitilo výpočet celé simulace. Z toho d̊uvodu má
smysl v některých př́ıpadech usilovat sṕı̌se o věrohodnost simulace. Věrohodnost
zde znamená, že určitý scénář chováńı může nastat za daných znalost́ı, které máme
o systému. Pro konkrétńı podmı́nky může existovat několik věrohodných scénář̊u.

Ilustrujme celý problém na simulaci pohybu mı́če. Uvažme klasický př́ıpad, kdy je
koule z klidového stavu vypuštěna na vodorovnou rovinu. Skáče nahoru a dol̊u právě
nad jedńım bodem této roviny. Uváž́ıme-li však reálný mı́č, který je spuštěn na pod-
lahu, odraźı se pokaždé do jiného směru. Přestože je při opakováńı experimentu jeho
trajektorie vždy jiná, povaha pohybu mı́če bude pořád stejná. Během reálného ex-
perimentu totiž p̊usob́ı celá řada zanedbaných faktor̊u: nepatrná vlastńı rotace mı́če
udělená při jeho vypuštěńı, nepravidelnosti na povrchu mı́če, nehomogenity v hus-
totě, nerovnosti podlahy zp̊usobené nedokonalostmi při stavbě i daľśımi částečkami
jako prach a daľśı faktory.

5
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Dokonalá simulace nab́ızená klasickou poč́ıtačovou grafikou je tedy v jistém smyslu
př́ılǐs mechanická a p̊usob́ı umělým dojmem. Pro naprosto přesnou reálnou simulaci
je však nemožné uvážit úplně všechny faktory, které p̊usob́ı během simulace. Pro po-
zorovatele ale stejně neńı podstatné, kterou cestou se mı́č po vypuštěńı přesně vydá,
dokud se bude zdát, že se pohybuje realisticky.

Nadále budeme vycházet z následuj́ıćıho pozorováńı: ne vždy (vlastně prak-
ticky málokdy) jsou lidé schopni absolutně přesných odhad̊u, které se týkaj́ı po-
hybu a v některých př́ıpadech jsou lidé schopni přijmout i nepravděpodobné chováńı
spoléhaj́ıce se na neviditelné śıly jako p̊usobeńı větru nebo vlastńı rotaci objektu.
Experimenty při sledováńı pohybuj́ıćıch se navzájem koliduj́ıćıch objekt̊u naznačuj́ı,
že lidé jsou schopni se plně soustředit pouze na jednu informaci zahrnutou v simu-
laci — např́ıklad na odhadováńı rychlosti těles po srážce. Jsou-li však zahrnuty daľśı
jevy jako rotace objekt̊u po srážce, dělá lidem pot́ıže správně identifikovat fyzikálně
nekorektńı chováńı [OD01].

Př́ımo v samotných poč́ıtačových simulaćıch docháźı k nežádoućı variabilitě
v d̊usledku mnoha jev̊u:

• numerické chyby při výpočtech — žádné poč́ıtače nejsou schopny reprezentovat
všechna reálná č́ısla přesně

• aproximace daná abstrakćı problému — ve skutečnosti neexistuje žádné
dokonale tuhé nebo dokonale elastické těleso

• nepřesnost vstupńıch dat — jak přesně známe počátečńı rychlosti, jak přesně
známe hustotu objektu ve všech jeho částech, . . .

• chyběj́ıćı detaily model̊u — mı́če nejsou dokonale kulaté ani plochy nejsou
dokonale rovné

• nestabilita systému — divergence zapř́ıčiněná např. velkou časovou diskretizaćı

Simulaci lze považovat za fyzikálně věrnou (physically correct), pokud lež́ı uvnitř
prostoru vymezeném pouze výše uvedenými variabilitami. Simulace je vizuálně
věrohodná (visually plausible), pokud vypadá dostatečně přesvědčivě. Nejde samose-
bou o přesnou definici, jelikož záviśı na řadě kognitivńıch faktor̊u — kdo se d́ıvá,
odkud se d́ıvá a jaké má zkušenosti s daným jevem.

V této práci obětujeme absolutńı fyzikálńı věrnost, abychom byli schopni
dosáhnout simulaćı, které běž́ı v reálném čase. Budeme mı́sto toho usilovat o vizuálńı
věrohodnost, tedy o stav, kdy se bude uživateli jevit, že jde o přesnou simulaci.

2.2 Reprezentace objekt̊u

V námi vńımaném světě se vyskytuje nepřeberné množstv́ı r̊uzných tvar̊u:
od jednoduchých euklidovských obrazc̊u jako jsou trojúhelńıky, čtverce nebo koule,
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přes hladké křivky lodńıch trup̊u až po komplexńı fraktálńı strukturu mrak̊u, hor
nebo stromů. Reprezentace schopná obsáhnout všechny typy tvar̊u samosebou ne-
existuje. Tato část práce zběžně představuje nejpouž́ıvaněǰśı zp̊usoby reprezentace
pevných těles v poč́ıtačové grafice. Soustřed́ı se na to, jakým zp̊usobem daná
reprezentace objekt popisuje, bez udáńı konkrétńıch datových struktur. Jednotlivé
reprezentace se lǐśı mezi sebou množstv́ım informaćı, které udržuj́ı o objektech a
které se týkaj́ı předevš́ım tvaru povrchu a celkové topologie. U reprezentaćı jsou
uvedeny jejich výhody a nevýhody zejména z pohledu složitosti jejich vizualizace a
složitosti detekce koliźı.

2.2.1 Bodová reprezentace

Bodová reprezentace (Point-Based Representation, PBR) popisuje objekt konečnou
množinou bod̊u, které lež́ı na jeho povrchu [ABCO+01]. Pro tyto body se přirozeně
nab́ıźı termı́n surfel — surface element [PZvBG00]. Každý surfel krom pros-
torové informace může nést informace o normále, barvě povrchu nebo texturovaćıch
souřadnićıch. PBR lze rozš́ı̌rit o objemovou informaci přidáńım konečné množiny
bod̊u, které vzorkuj́ı vnitřek objektu. Tyto body se občas nazývaj́ı phyxely [MKN+04]
a usnadňuj́ı propagaci vliv̊u z jedné strany povrchu na druhou.

PBR zaznamenává v dnešńı době rostoućı množstv́ı pozornosti zejména d́ıky
cenově dostupné, kvalitńı a přesné technice, která je schopná generovat velmi husté
množiny surfel̊u. Bodově reprezentovaný objekt vyžaduje velké množstv́ı primitiv, ta
však — při běžném přibĺıžeńı objektu — na zobrazovaćım rastrovém zař́ızeńı zab́ıraj́ı
méně než jeden pixel a stávaj́ı se d́ıky tomu efektivńımi zobrazovaćımi primitivy,
protože oproti povrchovému meshi neńı zapotřeb́ı ořezáváńı polygon̊u ani rasteri-
zace. Zobrazováńı objekt̊u reprezentovaných PBR přináš́ı problémy až při velkém
přibĺıžeńı objektu, kdy surfely nedostatečně pokrývaj́ı povrch a na rastrovém zobra-
zovaćım zař́ızeńı se mezi nimi objevuj́ı mezery.

Vzr̊ustaj́ıćı popularitu této reprezentace dokládá řada článk̊u, které se věnuj́ı
modelováńı deformaćı bodově reprezentovaných objekt̊u, za všechny uved’me např.
[PKKG03]. Velmi efektivně a snadno lze provádět velké změny tvaru či topolo-
gie objektu. Simulovat lze rozsáhlé deformace i táńı objekt̊u. Přesto se PBR ujala
sṕı̌se pro reprezentaci kapalin a zrnitých materiál̊u. Efektivńı detekce koliźı bodově
reprezentovaných objekt̊u je studována [KZ04].

2.2.2 Mesh

Mesh M je dvojice (K,V ) [HDD+94]. V je množina vrchol̊u, což jsou body N -
rozměrného euklidovského prostoru EN . K je simpliciálńı komplex, který popisuje
vzájemné geometrické vztahy vrchol̊u, tzv. konektivitu. Necht’ v0, . . . , vn ∈ V je n+ 1
afinně nezávislých bod̊u, potom n-simplex s(v0, . . . , vn) je konvexńı obal těchto bod̊u.
0-simplex je bod, 1-simplex je úsečka (hrana), 2-simplex je trojúhelńık, 3-simplex je
čtyřstěn. Stěna f simplexu s(v0, . . . , vn) je konvexńı obal neprázdné podmnožiny
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množiny {v0, . . . , vn}. Simpliciálńı komplex K je množina simplex̊u, které splňuj́ı
následuj́ıćı dvě podmı́nky:

1. všechny stěny f simplex̊u s ∈ K jsou též v K,

2. jsou-li s1, s2 simplexy v K, pak i jejich pr̊unik je v simplexu K.

Reprezentace meshem (mesh representation, MR) je nejběžněǰśı typ reprezentace
v poč́ıtačové grafice. Povrchový mesh je mesh, který obsahuje 2-simplexy a všechny
simplexy jsou nejvýše 2-simplexy. Použ́ıvá se k po částech rovinné interpolaci povrchu
reálných objekt̊u. Objemový mesh je mesh, který obsahuje 3-simplexy a všechny
simplexy jsou nejvýše 3-simplexy. Povrchové meshe a povrch objemových mesh̊u lze
snadno a rychle zobrazovat, zejména d́ıky podpoře dnešńıch grafických akcelerátor̊u.
Pro objekty reprezentované povrchovými nebo objemovými meshi bylo odvozeno
množstv́ı metod pro simulaci jejich deformaćı. Simulovat lze prakticky jakýkoli jev
— trvalé i vratné deformace, lámáńı i praskáńı objekt̊u nebo jejich taveńı. Detekce
koliźı je dobře prostudována pro povrchové i objemové meshe. Detailně se těmto
témat̊um věnuje Kapitola 3 a 4.

2.2.3 Alternativńı reprezentace

MR se nehod́ı k reprezentaci objekt̊u, které obsahuj́ı velké detaily. Takové ob-
jekty vznikaj́ı typicky při digitalizaci objekt̊u reálného světa. Proto byly vytvořeny
speciálńı reprezentace, které separuj́ı obecné informace o tvaru objektu od de-
tail̊u. Část reprezentuj́ıćı obecný tvar objektu se nazývá ř́ıd́ıćı model nebo základńı
doména. Ř́ıd́ıćı model je zpravidla uložen jako povrchový nebo objemový mesh.
Na podobném principu pracuje i známá technika bump mapping. Mezi nejznáměǰśı
zástupce těchto reprezentaćı patř́ı lineárńı diferenciálńı souřadnice [LSCO+04] nebo
normálové meshe [GVSS00].

Deformace se pak prováděj́ı bud’ na ř́ıd́ıćım modelu, který bývá jednodušš́ı, přičemž
detaily se neměńı a použij́ı se až při vizualizaci objektu [Ale06], nebo se naopak
úpravy prováděj́ı jenom s detaily, č́ımž lze velmi rychle simulovat lokálńı deformace
jako třeba vrypy do povrchu.

Nevýhodou těchto reprezentaćı je netriviálńı konverze z p̊uvodńı reprezentace.
Složitá je i vizualizace objekt̊u v těchto reprezentaćıch; lze ji však zvládnout
s použit́ım moderńıho grafického akcelerátoru. Nepř́ılǐs prozkoumanou oblast́ı je de-
tekce koliźı, protože je závislá na konkrétńım typu reprezentace.

2.2.4 Shrnut́ı

Pevná tělesa reálného světa lze reprezentovat mnoha zp̊usoby, nejběžněǰśı pro mode-
lováńı deformaćı jsou reprezentace povrchovým nebo objemovým meshem. Pro tento
typ reprezentaćı jsou velmi dobře prostudovány r̊uzné techniky simulace deformaćı
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i detekce koliźı. Modely lze v této reprezentaci snadno vizualizovat. Méně vhodné
jsou pouze v př́ıpadech, které vyžaduj́ı generováńı nových část́ı povrchu. V daľśım
textu se soustřed́ıme předevš́ım na techniky pracuj́ıćı s touto reprezentaćı objekt̊u.

Bodová reprezentace je nověǰśı zp̊usob, nicméně většinu technik použ́ıvaných
s MR lze pro ni adaptovat. Změny topologie jsou oproti MR velmi snadné. Detekce
koliźı pro bodově reprezentované objekty využ́ıvá podobné principy jako u MR.

Alternativńı reprezentace se zpravidla hod́ı pro uživatelem prováděné deformace;
za t́ımto účelem byly primárně stvořeny. S reprezentovanými modely umožňuj́ı řadu
operaćı, které jsou jinak v MR i PBR složité. Nevýhodou je složitěǰśı vizualizace a
nutně specializovaná detekce koliźı.

2.3 Modelováńı deformaćı

Vněǰśı śıla, která p̊usob́ı na těleso skutečného světa, zp̊usobuje změnu tvaru to-
hoto tělesa. Tuto změnu nazýváme deformaćı. V některých př́ıpadech jsou deformace
tak malé, že mohou být zanedbány; pevné těleso se v takovém př́ıpadě chová jako
(dokonale) tuhé těleso. Tuhé těleso je model tělesa, jehož rozměry nelze zanedbat,
nicméně p̊usobeńım sil se téměř nedeformuje. V jiných př́ıpadech je naopak defor-
mace tělesa jeho význačnou vlastnost́ı.

Př́ıstupy k modelováńı deformaćı lze rozlǐsit podle jejich základu na čistě geomet-
rické a na fyzikálně založené. Vzájemně se lǐśı dosažitelnou kvalitou, věrohodnost́ı
a rychlost́ı simulace, numerickou stabilitou výpočt̊u a nároky na reprezentaci objekt̊u.
Lǐśı se i zamýšleným nasazeńım — mnohé metody byly vyvinuty pro modelováńı
konkrétńıch typ̊u deformaćı (elastické, plastické, praskáńı, táńı) nebo pro modelováńı
deformaćı konkrétńıch objekt̊u (šat̊u).

2.3.1 Geometrické metody

Přestože většina metod je v součastnosti založena na nějakém fyzikálńım základě,
existuje početná skupina metod využ́ıvaj́ıćı čistě geometrické vztahy mezi primitivy
reprezentaćı. Tyto techniky bývaj́ı zpravidla výpočetně nenáročné, pracuj́ı v inter-
aktivńıch rychlostech a spoléhaj́ı na schopnost uživatele dosáhnout požadovaného
výsledku. Dı́ky tomu jsou limitovány zkušenostmi, zručnost́ı a trpělivost́ı uživatele,
který deformace provád́ı; systém nezahrnuje žádné znalosti o povaze objekt̊u, s nimiž
je manipulováno. To je ostatně d̊uvod obliby fyzikálně založených př́ıstup̊u. Geomet-
ricky založené metody nejsou zpravidla určeny pro deformace vzniklé mechanickým
p̊usobeńım jiného objektu nebo p̊usobeńım sil, ale pro intuitivńı editaci uživatelem.
Existuje však i výjimka, kterou je Shape Matching, metoda založená na porovnáváńı
aktuálńıho deformovaného tvaru tělesa s p̊uvodńım klidovým tvarem. Tato technika
je velmi rychlá, nicméně ze své podstaty je omezená pouze na simulace malého počtu
deformaćı.
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2.3.2 Metody založené na fyzikálńıch principech

Čistě geometrické př́ıstupy neobsahuj́ı žádné znalosti o povaze simulovaného systému,
z toho d̊uvodu byly vyvinuty modely, které vycháźı alespoň částečně z fyzikálńıho
základu. T́ım lze dosáhnout přesvědčivěǰśıch výsledk̊u zejména při modelováńı
vzájemných deformaćı dvou těles v kontaktu. V této práci se soustřed́ıme předevš́ım
na tyto př́ıstupy.

Konkrétńı techniky často vyžaduj́ı konkrétńı typy reprezentaćı simulovaných ob-
jekt̊u, nejčastěji objemových nebo povrchových mesh̊u. V posledńı době źıskávaj́ı
stále větš́ı oblibu i PBR, které se výborně hod́ı pro deformace zahrnuj́ıćı změny
topologie.

2.3.3 Fyzikálńı základ

Abychom byli schopni přesně popsat, co je deformace a jaký vztah k nim maj́ı
vněǰśı śıly, připomeneme nejprve fyzikálńı základ daný mechanikou kontinua [BSS05].
Součást́ı je vymezeńı pojmů, na které bude dále v textu odkazováno.

Vnitřńı a vněǰśı śıly. Vyšetřováńı účink̊u sil na skutečná tělesa zkoumá
mechanika kontinua. Mechanika kontinua předpokládá, že určitá oblast prostoru je
spojitě vyplněna látkou neboli kontinuem, které se p̊usobeńım vněǰśıch sil deformuje.
Śıly p̊usob́ıćı na kontinuum jsou dvoj́ıho druhu: vnitřńı a vněǰśı. Vněǰśı śıly maj́ı
charakter zat́ıžeńı. Jsou projevem p̊usobeńı silového pole a projevuj́ı se bud’ uvnitř
celého kontinua jako objemové śıly, kde p̊usob́ı na každý objemový element kon-
tinua př́ımo úměrně jeho hmotnosti, nebo jsou plošně rozdělené na povrchu kontinua
(tj. ve stykové ploše kontinua s okolńım kontinuem) a nazývaj́ı se plošné śıly. Všechny
vněǰśı śıly p̊usob́ı nezávisle na silách p̊usob́ıćıch na sousedńı objemové/plošné ele-
menty. Př́ıkladem objemových sil je śıla gravitačńı nebo setrvačná, př́ıkladem plošné
śıly je třećı śıla. Vnitřńı śıly vznikaj́ı na povrchu kontinua a z těchto mı́st se přenášej́ı
do vnitřńı části kontinua, tzn. z jedné části kontinua na druhou. Účinek těchto sil se
přenáš́ı po ploše; silové p̊usobeńı z jedné strany libovolné myšlené plošky uvnitř kon-
tinua je vyrovnáno p̊usobeńım śıly stejného charakteru, ale opačného směru z druhé
strany plošky —- podle principu akce a reakce. Tyto śıly bráńı vzájemnému odděleńı
obou část́ı kontinua.

Vektor napět́ı. Vektor napět́ı ~σ je śıla dF vztažená na jednotku plochy dS uvnitř
nebo na povrchu kontinua. Vyjadřuje vzájemné silové p̊usobeńı na plošce dS dvou
část́ı uvažovaného kontinua, které z obou stran k této plošce přiléhaj́ı. Ploškou dS
mysĺıme část uzavřené plochy S, která vyděluje z kontinua určitý konečný objem.
T́ım je jednoznačně určen směr vněǰśı normály plošky dS. Napět́ı tedy záviśı nejen
na poloze plošného elementu v kontinuu, ale i na jeho orientaci. Pravoúhlý pr̊umět
vektoru napět́ı do směru normály ~n nazýváme normálovým napět́ım a do roviny
kolmé k normále napět́ım tečným.
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Tenzor napět́ı. Necht’ ~σ je vektor napět́ı p̊usob́ıćı na infinitezimálńı plošku dS,
jej́ıž vněǰśı normála ~n je rovnoběžná s osou xi. Označme τij pr̊umět ~σ do osy xj.
τij jsou složky tenzoru napět́ı σ (stress tenzor), prvńı index určuje směr vněǰśı
normály plošky dS a druhý index směr napět́ı. τii jsou normálová napět́ı. τii kladné
znamená dilataci (protažeńı) materiálu, záporné kompresi (stlačeńı). Zbylá τij jsou
napět́ı smyková.

Podmı́nky rovnováhy. Nep̊usob́ı-li na kontinuum žádné vněǰśı śıly, je konti-
nuum v přirozeném (klidovém) stavu. Kontinuum je v rovnováze, pokud výslednice
i výsledný moment všech sil na něj p̊usob́ıćıch je roven nule.

Materiálové a světové souřadnice. Chápeme-li klidový tvar pevného tělesa jako
souvislou spojitou podmnožinu M prostoru R3, potom souřadnice m bodu tohoto
tělesa jsou jeho materiálové souřadnice. Působeńım sil docháźı k deformaci objektu
a bod se souřadnicemi m = (x0

1, x
0
2, x

0
3) se dostane na novou světovou souřadnici

x(m) = (x1, x2, x3). x je vektorové pole definované na množině M . Alternativně lze
na deformaci pohĺıžet jako na vektorové pole posunut́ı u(m) = x(m)−m.

Tenzor deformace. Nové světové souřadnice tělesa zahrnuj́ı nejen transformace,
při nichž se těleso otáč́ı nebo posouvá jako tuhý celek (rigid body transformation,
RBT), ale i vlastńı deformace tělesa, jejichž projevem jsou změny tvaru tělesa.
Vlastńı deformace, tj. změny vzájemné polohy jednotlivých bod̊u tvoř́ıćıch kon-
tinuum, popisuj́ı veličiny εij, což jsou složky tenzoru deformace (strain tenzor).
εii charakterizuj́ı relativńı prodloužeńı př́ımkových element̊u, které byly před de-
formaćı rovnoběžné se souřadnými osami. Vztah těchto složek k posunut́ı bodu je

εii =
∂ui
∂xi

Zbylé složky εij (někdy značeny γij) charakterizuj́ı změnu pravého úhlu, který spolu
sv́ıraly dva př́ımkové elementy, z nichž jeden byl před deformaćı rovnoběžný s osou
xi a druhý s xj. Vztah, který se použ́ıvá v př́ıpadě malých deformaćı je

εij =
1

2

(
∂uj
∂xi

+
∂ui
xj

)
Výsledný tenzor ε se nazývá Cauchyho lineárńı tenzor εC . Pro popis velkých defor-
maćı je vhodněǰśı Green̊uv nelineárńı tenzor εG, který má tvar

εij =

(
∂u

∂xi
· ∂u

∂xj

)
− δij

δij je Kroneckerovo delta.
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Vztah mezi ε a σ. Závislost mezi napět́ım a deformaćı má několik fáźı [Kaf04]

1. elastická fáze (vratná deformace)

Přestane-li vněǰśı śıla p̊usobit, látka se vraćı do klidového stavu.
Největš́ı napět́ı, při kterém jsou deformace ještě elastické, nazýváme
meźı pružnosti. Podle Hookova zákona je relativńı prodloužeńı většiny
pevných látek při p̊usobeńı napět́ı menš́ıho než mez pružnosti př́ımo
úměrné tomuto napět́ı. Koeficient úměrnosti se označuje jako Young̊uv
modul pružnosti nebo koeficienty elasticity. Obecně to ovšem neńı pravda
a Hook̊uv zákon plat́ı pouze do tzv. meze úměrnosti. V oblasti mezi oběma
mezemi je vztah deformace a napět́ı nelineárńı. Př́ıkladem materiál̊u, které
vykazuj́ı převážně lineárńı chováńı je ocel, uhĺıkové vlákno nebo sklo. Mezi
materiály, jejichž chováńı je — mimo oblast velmi malých deformaćı —
nelineárńı, patř́ı např́ıklad př́ırodńı guma.

2. plastická fáze (nevratná deformace)

Pokud napět́ı překoná mez pružnosti, klidový tvar objektu je trvale
změněn. Část deformace vymiźı a část deformace je trvalé povahy
— tu nazýváme plastickou deformaćı. Dojde-li k daľśımu namáháńı,
dosáhneme meze pevnosti, po jej́ımž překročeńı docháźı k porušeńı sou-
vislosti kontinua.

Vztah mezi tenzorem napět́ı a tenzorem deformace pro lineárně elastické materiály
upravuje zobecněný Hook̊uv zákon

σij =
∑
k,l

Eijklεkl (2.1)

E je tenzor řádu 4 a záviśı na konkrétńım materiálu. Obecné tenzory čtvrtého řádu
maj́ı 81 koeficient̊u. Za předpokladu, že σ i ε jsou symetrické, je nezávislých jen 36
složek.

Potenciálńı energie deformace. Elastická deformace zp̊usobuje ukládáńı po-
tenciálńı energie v látce; tato energie zp̊usob́ı po odt́ıžeńı návrat látky do p̊uvodńıho
tvaru. Deformačńı potenciálńı energie EP látky se vypoč́ıtá z hustoty elastického
potenciálu η definovaného vztahem

η(m) =
∑
k,l

σklεkl

integraćı přes celý objem V dané látky

EP =

∫
V

η(m)dm
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Tenzor rychlosti deformace. Při popisu deformace se dále zavád́ı tenzor ν
rychlosti deformace (strain rate), který je definován jako

νij =

(
∂u

∂xi
· ∂u̇

∂xj

)
+

(
∂u̇

∂xi
· ∂u

∂xj

)
u̇ je derivace u podle času, tedy rychlost bodu ve světových souřadnićıch.

Viskoelasticita. V praxi se setkáváme nejen s čistě elastickými látkami, ale i s tzv.
viskoelastickými látkami. U těchto látek nedocháźı k okamžité reakci na změnu
v zat́ıžeńı, naopak se deformace projev́ı s určitým zpožděńım, tzv. jev hystereze.
Tento jev je zp̊usoben ztrátou energie při změně zat́ıžeńı. V př́ıpadě viskoelastických
materiál̊u má tenzor napět́ı σ dvě složky, a to tenzor elastického napět́ı σε a tenzor
viskózńıho napět́ı σν . Celkové napět́ı σ je součtem obou složek, tj. σ = σε+σν . Vztahy
mezi těmito napět́ımi, deformaćı a rychlost́ı deformace jsou v př́ıpadě lineárńıch
viskoelastických materiál̊u

σεij =
∑
k,l

Eijklεkl a σνij =
∑
k,l

Dijklνkl

E má týž význam, jako v (2.1). D je tenzor 4. řádu, který definuje tlumićı vlastnosti
materiálu.

Potenciál tlumeńı. Hustota potenciálu tlumeńı κ je zavedena vztahem

κ(m) =
∑
k,l

σνklνkl

a integraćı přes celý objem V látky dostaneme potenciál tlumeńı Eν
P

Eν
P =

∫
V

κ(m)dm

Tlumićı potenciál se vztahuje ke kinetické energii materiálu po odečteńı energie spo-
jené s RBT1 a po jej́ı normalizaci vzhledem k hustotě.

2.3.4 Integračńı schémata

Pro simulaci dynamicky se deformuj́ıćıch těles je zapotřeb́ı znát světové souřadnice
x(m) tělesa v čase, tj. x(m, t). Jsou-li tyto souřadnice známy, zobrazujeme pos-
tupně x(m, t0),x(m, t1),x(m, t2), . . . č́ımž dosáhneme animace deformace objektu.
Neznámé vektorové pole x(m, t), které zjednodušeně označujeme x(t) nebo jenom x,
je však zpravidla dáno implicitně jako řešeńı diferenciálńı rovnice tvaru

ẍ = F (ẋ,x, t) (2.2)

1Rigid Body Transformations, transformace objektu jako tuhého celku
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ẋ je derivace podle času t. F je obecná algebraická funkce daná konkrétńım modelem
deformovaného tělesa. Kupř́ıkladu pro čistě elastické materiály má rovnice (2.2) tvar

ρẍ = ∇ · σ + f e

∇ · σ popisuje vnitřńı śıly, ρ je hustota materiálu a f e jsou vněǰśı śıly. Rovnice (2.2)
se přepisuje do formy diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu

ẋ = v

v̇ = F (v,x, t) (2.3)

Explicitńı Eulerova metoda. Řešeńı soustavy (2.3) lze naj́ıt numerickou inte-
graćı [WB93]. Nejjednodušš́ı zp̊usob řešeńı je explicitńı (dopředná) Eulerova metoda,
která aproximuje derivace následuj́ıćım zp̊usobem

ẋ(t) =
x(t+ h)− x(t)

h
(2.4)

Z (2.4) lze snadno vyjádřit x(t+ h), které nás zaj́ımá

x(t+ h) = x(t) + hẋ(t) (2.5)

Rovnice (2.3) tak nabydou (časově) diskretizovaného tvaru

x(t+ h) = x(t) + hv(t)

v(t+ h) = v(t) + hF (v(t),x(t), t)

Tato metoda je velmi jednoduchá, jej́ı velká slabina je numerická stabilita. Stabilńı je
pouze v př́ıpadě, že krok h je dostatečně malý; je-li nastaven špatně, řešeńı diverguje.
Důvod je ten, že mı́sto toho, abychom sledovali trajektorii x(t) přesně, se posuneme
ve směru tečny předpokládaj́ıce, že v obou př́ıpadech dojdeme do stejného bodu.
Podstatu problému lze pozorovat při rozepsáńı Taylorova rozvoje

x(t+ h) = x(t) + hẋ(t) +
1

2
h2ẍ(t) +

1

6
h3...x(t) +O(h4) (2.6)

Je zřejmé, že aproximace (2.5) vznikla oř́ıznut́ım Taylorova rozvoje a je přesná jen
v př́ıpadě, že všechny daľśı derivace řádu větš́ıho než jedna jsou nulové, neboli že x(t)
je lineárńı funkce.

Verletovo schéma. Protože explicitńı Eulerova metoda je přesná pouze v řádu
O(h2), objevila se přesněǰśı explicitńı schémata aproximuj́ıćı derivace. Jedńım z nich
je Verletovo schéma [THMG04]. Sečteńım rozvoje (2.6) s rozvojem

x(t− h) = x(t)− hẋ(t) +
1

2
h2ẍ(t)− 1

6
h3...x(t) +O(h4) (2.7)

dostaneme vztah

x(t+ h) = 2x(t)− x(t− h) + h2ẍ(t) +O(h4) (2.8)
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S použit́ım vztahu (2.2) lze rovnici (2.8) přepsat do tvaru

x(t+ h) = 2x(t)− x(t− h) + h2F (v(t),x(t), t)

Pro rychlost lze odvodit vztah odečteńım rozvoj̊u (2.6) a (2.7)

v(t+ h) =
x(t+ h)− x(t− h)

2h

Jedná se však stále o explicitńı schéma, proto trṕı stejnými nedostatky, jako klasická
explicitńı Eulerova metoda. Drobnou nevýhodou je i nutnost mı́t k dispozici polohy
bod̊u ze dvou předcházej́ıćıch časových krok̊u t a t− h.

Implicitńı Eulerova metoda. Úplně jiný zp̊usob integrace představuje implicitńı
(zpětná) Eulerova metoda která využ́ıvá hodnoty ze stejného časového kroku na obou
stranách rovnice [Bar01]. Časově diskretizovaná soustava (2.3) má tvar

x(t+ h) = x(t) + hv(t+ h)

v(t+ h) = v(t) + hF (v(t+ h),x(t+ h), t)

Tato metoda je numericky stabilńı pro mnohem větš́ı kroky h, než které dovoluj́ı ex-
plicitńı metody. Cenou za tuto výhodu je nutnost řešit soustavu (obecně nelineárńıch)
algebraických rovnic. Změna oproti explicitńımu Eulerovu schématu spoč́ıvá v tom,
že mı́sto vyhodnoceńı funkce F v bodě, ve kterém se zrovna nacháźıme, ji vyhod-
nocujeme v bodě, kam se teprve dostaneme. Jméno zpětná si vysloužila d́ıky tomu,
že perfektńı smysl rovnice dávaj́ı v př́ıpadě, že by svět běžel pozpátku. Jsme-li totiž
v čase t+ h v bodě x(t+ h) a provedeme-li krok −hv(t+ h), skonč́ıme v bodě x(t).

2.4 Shrnut́ı

V kapitole jsme nejprve diskutovali význam fyzikálńı věrnosti a rozhodli se omezit
na vizuálně věrohodné simulace. Druhé rozhodnut́ı se týkalo volby reprezen-
tace simulovaných objekt̊u, kterou budeme použ́ıvat. Zde jsme zvolili klasickou
reprezentaci povrchovým a objemovým meshem.

Ve zbylé části kapitoly jsme se věnovali základ̊um modelováńı deformaćı. Nejprve
jsme metody kategorizovali podle toho, zda maj́ı alespoň částečný fyzikálńı základ, či
nikoli. Protože geometrické metody jsou pro modelováńı interakćı dvou pevných těles
v kontaktu použitelné pouze v omezené mı́̌re, budeme se zabývat zejména technikami,
které maj́ı fyzikálńı základ a produkuj́ı jednoduché diferenciálńı rovnice. Z toho
d̊uvodu jsme se stručně věnovali i matematicko-fyzikálńımu jádru deformaćı. Drželi
jsme se předevš́ım [NMK+06], detaily jsme čerpali hlavně z [BSS05] a [Kaf04].

Pro časovou diskretizaci rovnic vznikaj́ıćıch ve fyzikálně založených metodách je
pak nutné použ́ıt některé z představených integračńıch schémat. Implicitńı Eulerova
metoda vyžaduje časově náročné řešeńı obecně nelineárńıch algebraických rovnic.
Při jejich linearizaci docháźı k artefakt̊um spojených s t́ım, že lineárńı zobrazeńı
popisuje pouze omezenou množinu deformaćı. Tyto nevýhody nemůže vyvážit ani
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dosažitelný velký časový krok. Proto ideálńım integračńım schématem je pro nás
Verletovo schéma, které lze v porovnáńı s jinými metodami vyč́ıslit velice rychle a
nab́ıźı přijatelnou chybu.



Kapitola 3

Deformovatelné modely

Úkol deformovatelných model̊u je zejména vyhodnotit celkové śıly, které p̊usob́ı
na těleso, a podniknout takové kroky, které povedou k dosažeńı rovnovážného stavu
nebo ke sńıžeńı deformačńı energie.

V této kapitole podrobně poṕı̌seme vybrané modely, zhodnot́ıme jejich výhody,
identifikujeme slabiny a diskutujeme jejich použitelné nasazeńı. Z kategorie geomet-
rických metod se věnujeme jedinému zástupci, kterým je Shape Matching. Z oblasti
fyzikálně založených metod se zabýváme zejména Mass-Spring Systémy a meto-
dami konečných prvk̊u. Neńı-li výslovně uvedeno jinak, předpokládáme, že tělesa
jsou reprezentována objemovým meshem.

Na závěr kapitoly provedeme stručné zhodnoceńı vlastnost́ı model̊u, jeden z nich
zvoĺıme a v kapitole 6 provedeme odvozeńı všech načrtnutých vztah̊u do konečných
podob.

3.1 Shape Matching

Deformace objekt̊u vlivem mechanického p̊usobeńı jiného objektu lze řešit s explic-
itńım použit́ım geometrických vztah̊u mezi p̊uvodńım nedeformovaným tvarem ob-
jektu a jeho aktuálńım tvarem [MHTG05].

Obrázek 3.1: Technika Shape Matching. Obrázky převzaty z [MHTG05]. (a) Základńı
myšlenka — naj́ıt ćılový tvar (přerušovanou čarou), do kterého budou body
přitahovány. (b) Vylepšeńı s použit́ım cluster̊u.

17
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3.1.1 Základńı myšlenka

S body reprezentace pracujeme, jako by šlo o jednoduchou PBR. Stav systému je
dán polohami xi(t) a rychlostmi vi(t) bod̊u i v čase t. V každém kroku se nejprve
vypoč́ıtá tzv. ćılový tvar objektu. Ćılový tvar vznikne posunut́ım a rotaćı p̊uvodńıho
klidového tvaru objektu tak, aby co nejlépe vystihoval aktuálńı deformovaný tvar.
Každá částice je pak přitahována do své ćılové polohy. Vzdálenost částice od ćılové
polohy ovlivňuje rychlost přitahováńı. Celý objekt se tak snaž́ı vrátit do svého
p̊uvodńıho tvaru. Myšlenka je zachycena na obrázku 3.1 (a).

Výchoźı klidovou polohu bodu i v čase 0 označne x0
i a výchoźı rychlost bodu i

definujme vi(0) = ~0. V každém kroku simulace hledáme rotačńı matici R typu 3× 3
a vektory posunut́ı t a t0 tak, aby transformované souřadnice

gi = R(x0
i − t0) + t (3.1)

odpov́ıdaly co nejlépe ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u aktuálńım souřadnićım xi.
Formálně jde o minimalizaci funkce∑

i

wi(R(x0
i − t0) + t− xi)

2 (3.2)

wi jsou váhové koeficienty jednotlivých bod̊u. Mohou jimi být např́ıklad jejich hmot-
nosti mi. Lze ukázat, že optimálńı translačńı vektory t0 a t mı́̌ŕı do těžǐstě p̊uvodńıho
resp. aktuálńıho objektu, tedy

t0 =

∑
iwix

0
i∑

iwi
a t =

∑
iwixi∑
iwi

K výpočtu optimálńı rotace použijeme následuj́ıćı úvahu s relativńımi
souřadnicemi. Označme qi = x0

i−t0 a pi = xi−t. Rovnici (3.2) převedeme na hledáńı
optimálńı lineárńı transformace A minimalizuj́ıćı výraz∑

i

wi(Aqi − pi)
2 (3.3)

Požadujeme-li, aby derivace funkce v rovnici (3.3) vzhledem ke všem aij byly rovny
nule, dostaneme výsledek

A =

(∑
i

wipiq
T
i

)(∑
i

wiqiq
T
i

)−1

Hledaná matice A typu 3× 3 má tvar součinu dvou matic A = ApqAqq. Matice Aqq

je symetrická, to znamená, že popisuje pouze změnu měř́ıtka, ne rotaci. Optimálńı
rotaci R lze extrahovat z matice Apq polárńı dekompozićı Apq = RS, kde symetrická
část S a rotačńı část R je pak rovna

S =
√

AT
pqApq a R = ApqS

−1

Numericky nejnáročněǰśı je výpočet matice S−1. Ta je ale pouze typu 3 × 3, to
znamená, že počet operaćı potřebných k výpočtu R z A je konstantńı, nezáviśı
na počtu bod̊u.



KAPITOLA 3. DEFORMOVATELNÉ MODELY 19

3.1.2 Pohyb bod̊u v čase

Pro každý bod i je udržována rychlost vi, jakou je do ćılové polohy gi přitahován.
Pro zjǐstěńı poloh bod̊u objektu v čase t+ h použijeme vzorce

vi(t+ h) = vi(t) +
α

h
(gi(t)− xi(t)) + h

f ei
mi

(3.4)

xi(t+ h) = xi(t) + hvi(t+ h)

0 < α ≤ 1 je parametr ovlivňuj́ıćı tuhost objektu. Pro vylepšeńı chováńı se nepouž́ıvá
konstantńı α, ale α(h) závislé na velikosti kroku. f ei jsou vněǰśı śıly, které p̊usob́ı
na bod i o hmotnosti mi. Lze ukázat, že celá simulace je bezpodmı́nečně stabilńı
(unconditionally stable) pro libovolně velký krok h.

3.1.3 Lineárńı a kvadratické deformace

Pomoćı výše popsané techniky lze simulovat pouze malé odchylky od p̊uvodńıho
tvaru. Pokud mı́sto matice R v rovnici (3.1) použijeme lineárńı kombinaci
βA + (1− β)R, kde β je uživatelem specifikovatelný kontrolńı parametr, může ćılový
tvar nav́ıc prodělat částečnou lineárńı transformaci. Pro zachováńı objemu stač́ı za-
jistit, aby |A| = 1.

Celý model lze rozš́ı̌rit o schopnost ćılového tvaru prodělávat kvadratické defor-
mace. Mı́sto p̊uvodńıch 3D vektor̊u q = (qx, qy, qz) = x0 − t0 použijeme vektory

q̃ = (qx, qy, qz, q
2
x, q

2
y , q

2
z , qxqy, qyqz, qzqx). Matice Ã bude mı́t v tomto př́ıpadě tři bloky

Ã = [A|Q|M] ∈ R3×9. A popisuje koeficienty pro lineárńı složky, Q pro kvadratické
a M pro smı́̌sené členy. Minimalizovaná funkce (3.3) má tvar∑

i

wi(Ãq̃i − pi)
2

a optimálńı kvadratická transformace je v tomto př́ıpadě

Ã =

(∑
i

wipiq̃
T
i

)(∑
i

wiq̃iq̃
T
i

)−1

= ÃpqÃqq

Z Ã dopočteme R̃ polárńı dekompozićı analogicky jako v základńı technice a podobně
jako v lineárńım př́ıpadě použijeme dodatečný kontrolńı koeficient β pro úpravu
matice R̃ v rovnici (3.1) — transformace vrchol̊u do ćılového tvaru je popsána matićı
βÃ + (1− β)R̃. Nesmı́me zapomenout, že tuto transformaci aplikujeme na body q̃.

3.1.4 Clustery

Celou simulaci lze dále vylepšit rozděleńım objektu na clustery. Pokud použ́ıváme
objemový mesh, přirozeně se nab́ıźı použ́ıt jako cluster každý čtyřstěn, avšak obecně
mohou mı́t clustery složitěǰśı tvary. V každém kroku simulace se pro každý cluster c



KAPITOLA 3. DEFORMOVATELNÉ MODELY 20

snaž́ıme naj́ıt jeho ćılový tvar gc. Ten vznikne z p̊uvodńıho tvaru clusteru c ana-
logickou úvahou, jako předt́ım pro celý objekt. Označme gci ćılovou polohu bodu i
vzhledem ke clusteru c. Každý cluster c pak přidá člen

vci =
α

h
(gci (t)− xi(t))

všem bod̊um i, které obsahuje. α je týž parametr, jako v (3.4). Na obrázku 3.1 (b)
je vidět, jak použit́ı cluster̊u ovlivňuje výsledný tvar. Č́ım v́ıce cluster̊u je použito,
t́ım detailněǰśı deformace je, a celkový dojem je vylepšen.

3.1.5 Nasazeńı

I přes všechna popsaná rozš́ı̌reńı má algoritmus stále několik nedostatk̊u. Menš́ı
problém představuje fakt, že je navržen předevš́ım pro modelováńı elastických de-
formaćı. Nemožnost simulovat plastické deformace by bylo možné odstranit po-
moćı jednoduché úvahy. Tu část deformace, která je trvalého charakteru, využijeme
k tomu, aby ovlivnila p̊uvodńı klidový tvar objektu. Ćılový tvar, který vycháźı
z p̊uvodńıho tvaru, potom bude už ovlivněný touto deformaćı a celý objekt se bude
vracet k deformovanému tvaru.

Největš́ı výhody jsou jednoduchost, rychlost a hlavně bezpodmı́nečná stabilita
algoritmu. Na běžných poč́ıtačových sestavách lze t́ımto zp̊usobem simulovat objekty
obsahuj́ıćı zhruba 104 bod̊u a 103 cluster̊u.

Daľśı výhodou je snadné nastaveńı algoritmu. To lze provádět pouze parame-
trem α, který ovlivňuje rychlost přitahováńı do ćılového tvaru a reprezentuje tak
tuhost objektu, a parametrem β, který v jistém smyslu ohraničuje maximálńı defor-
movatelnost.

3.2 Mass-Spring System

Mass-Spring System je velmi jednoduchý a intuitivńı model. Jak napov́ıdá jméno,
model se skládá ze śıtě hmotných bod̊u spojených nehmotnými pružinkami. T́ım, jak
se hmotné body pohybuj́ı, natahuj́ı nebo stlačuj́ı připojené pružinky a ty následně
p̊usob́ı silami proti pohybu bod̊u.

3.2.1 Základńı myšlenka

Stav systému v čase t je dán polohami xi(t) a rychlostmi vi(t) uvažovaných
hmotných bod̊u. Uspořádejme polohy xi bod̊u śıtě a jejich rychlost́ı vi do vektor̊u
x = (x1,x2, . . . ,xn) a v = (v1,v2, . . . ,vn). V každém kroku se spočte celková śıla
fi(x,v) p̊usob́ıćı na hmotný bod i o hmotnosti mi. Tato śıla zahrnuje p̊usobeńı všech
pružinek, které zde představuj́ı vnitřńı śıly, i vněǰśıch sil. Pohyb každého hmotného
bodu i zachovává druhý Newton̊uv zákon

fi = miẍi (3.5)
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Tvar obecné funkce Fi, která vystupuje v rovnici 2.2, je v tomto př́ıpadě

Fi(v,x, t) =
fi(x,v)

mi

Převod rovnice (3.5) na diferenciálńı rovnice 1. řádu dává každý pro uvažovaný
bod i soustavu dvou rovnic

ẋi = vi

v̇i =
fi(x,v)

mi

Celková śıla fi p̊usob́ıćı na bod i má, jak bylo zmı́něno, dvě složky, vněǰśı śılu f ei
a vnitřńı śıly fij vznikaj́ıćı p̊usobeńım pružinek, které spojuj́ı bod i se sousedńımi
body j

fi = f ei +
∑
j

fij

Oproti metodám řeš́ıćım rovnice mechaniky kontinua zde máme již př́ımo sous-
tavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic. Ty samosebou zbývá vyřešit některým z inte-
gračńıch schemat.

Mass-Spring systémy jsou použ́ıvány nejčastěji s povrchovými meshi, avšak neńı
vyloučeno použit́ı objemových mesh̊u nebo mesh̊u s komplexńımi vztahy mezi uzly
śıtě; śıt’ může obsahovat jednak strukturálńı pružinky a jednak tzv. shear springs,
které zabraňuj́ı podélným deformaćım a zkoseńı, viz obrázek 3.2 (a). Klidové délky
pružinek odpov́ıdaj́ı vzdálenostem bod̊u v nedeformovaném tělesu. Pružinky jsou
nejčastěji modelovány podle lineárně elastické teorie. Śıla fij p̊usob́ıćı na bod i spo-
jený s bodem j pružinkou, jej́ıž klidová délka je lij, je dána vzorcem

fij = ks
|~xij| − lij
|~xij|

~xij kde ~xij = xj − xi

ks je konstanta tuhosti (stiffness coefficient) pružinky. Jiné modely pružinek jsou
použ́ıvány při modelováńı tkáńı např. lidské k̊uže, protože vykazuje nelineárńı
chováńı. Śıla fij zřejmě p̊usob́ı proti změně délky pružinky. Snadno nahlédneme,
že fij = −fji.

Činitel útlumu. Reálná tělesa nejsou dokonale elastická — část energie je při de-
formaci přeměněna na jiné formy. Proto se zavád́ı činitel útlumu (damping coef-
ficient) pro relativńı rychlost. Nejběžněǰśı model přidává k śıle fij ještě útlum fdij
v podobě

fdij = kd~vij kde ~vij = vj − vi

kd je konstanta ovlivňuj́ıćı mı́ru útlumu. Tento model ale utlumuje i běžné transfor-
mace objektu jako tuhého tělesa (RBT) a h̊uř, při modelováńı šat̊u p̊usob́ı i proti
ohýbáńı, což je kĺıčová vlastnost těchto objekt̊u. Proto je preferováno použ́ıvat śılu

fdij = kd
~vij · ~xij
~xij · ~xij

~xij

která korektně promı́tne rozd́ıl rychlosti do vektoru mezi oběma body.
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Obrázek 3.2: Ukázka r̊uzných typ̊u śıt́ı. (a) Pravidelná śıt’ se strukturálńımi
pružinkami a pružinkami, které bráńı zkoseńı (shear springs). Převzato z [NMK+06].
(b) Śıt’ určená k modelováńı sval̊u a pokožky vytvořená z několika vrstev. Struktura
śıtě i vlastnosti pružinek v jednotlivých vrstvách se lǐśı. Převzato z [GM97].

3.2.2 Zobecněńı pohledu na pružinky

Na klasický Mass-Spring Systém, kde pružinky spojuj́ı vždy pouze dva hmotné
body, lze pohĺıžet obecněji [THMG04]. Zavedeme nové typy vztah̊u, tzv. omezuj́ıćı
podmı́nky, které spojuj́ı dva a v́ıce hmotných bod̊u současně. Deformačńı model je
založen na deformačńıch energíıch, které kvantifikuj́ı penále za porušeńı omezuj́ıćıch
podmı́nek. Tento př́ıstup se dobře hod́ı pro povrchové a objemové meshe; obecné
vztahy mohou být nastaveny tak, aby bránily nejen změně vzdálenost́ı mezi body,
ale i změně povrchu trojúhelńık̊u a/nebo úhl̊u, které spolu trojúhelńıky sv́ıraj́ı, nebo
změně objemu čtyřstěn̊u.

Necht’ vektor i označuje m-tici bod̊u (i1, . . . , im) a vektor y = (xi1 , . . . ,xim) je-
jich polohy. Řekneme, že m-tice bod̊u i tvoř́ı element i. Pro každý typ elementu,
který záviśı na počtu bod̊u, mějme dánu skalárńı funkci C(y). Funkce C, kterou
nazýváme omezuj́ıćı podmı́nkou, je nulová pouze v př́ıpadě, že body elementu jsou
navzájem v p̊uvodńı relativńı klidové poloze. Potenciálńı deformačńı energie E aso-
ciovaná s porušeńım této podmı́nky — s odchýleńım vrchol̊u od p̊uvodńıch relativńıch
klidových poloh — je dána vztahem

E(y) =
1

2
kCC

2(y) (3.6)

Koeficient kC upravuje śılu významu konkrétńı podmı́nky C. Č́ım větš́ı kC , t́ım větš́ı
penalizace za porušeńı této podmı́nky.

Protože integračńı schéma nepracuje př́ımo s energiemi, ale se silami, je potřeba
odvodit vztah mezi deformačńı energíı a silami, kterými deformovaný element p̊usob́ı
na své jednotlivé vrcholy. Vnitřńı śıla f i

j(y) p̊usob́ıćı na bod j ∈ i vlivem deformačńı
energie E elementu i je

f i
j(y) = − ∂E

∂xj
(y) = −kC(y)

∂C

∂xj
(y) (3.7)
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Směr śıly f i
j p̊usob́ı proti gradientu energie E, což znamená, že simulace inkorporuj́ıćı

tyto śıly usiluje o sńıžeńı deformačńı energie. Celková vnitřńı śıla fj p̊usob́ıćı na bod j
je součtem všech sil f i

j přes všechny elementy i tž. j ∈ i. Je tedy součtem silových
př́ıspěvk̊u všech element̊u, jejichž část́ı bod j je. Výsledná śıla nav́ıc zachovává hyb-
nost a moment hybnosti (linear and angular momentum).

Činitel útlumu. Pro zvýšeńı robustnosti modelu se zavád́ı útlum śıly. Jestliže vj
znač́ı rychlost bodu j, potom vnitřńı śıla f i

j nemá tvar (3.7), ale

f i
j(y) =

(
−kCC − dC

∑
k

vk ·
∂C

∂xk

)
∂C

∂xj
(3.8)

dC je koeficient útlumu.

Zachováńı vzdálenosti. Konkrétńı podmı́nka, která zaručuje zachováńı p̊uvodńı
vzdálenosti lij dvou hmotných bod̊u i a j, má tvar

CD(xi,xj) =
|~xij| − lij

lij
(3.9)

Značeńı ~xij pro vektor xj − xi budeme použ́ıvat i v daľśıch podmı́nkách.

Zachováńı plochy. Podmı́nka, která zaručuje zachováńı velikosti povrchu
trojúhelńıku tvořeného body i, j a k, který má klidovou plochu velikosti Aijk, má
tvar

CA(xi,xj,xk) =
1
2
(~xij × ~xik)− Aijk

Aijk
(3.10)

Tuto podmı́nku je výhodné zahrnout při simulaćıch tenkých plát̊u. Naopak, pokud
pracujeme s objemovými meshi a usilujeme sṕı̌s o zachováńı objemu, je jej́ı vliv
zanedbatelný. Zat́ımco útlum śıly odvozené z podmı́nky (3.9) má pozitivńı vliv
na stabilitu simulace, při praktických experimentech se ukazuje, že útlum sil
odvozených z jiných podmı́nek jako třeba (3.10) naopak téměř žádný vliv nemá.
Proto se pro odvozeńı śıly z (3.10) použ́ıvá pouze vztah (3.7).

Zachováńı objemu. Analogicky lze zkonstruovat podmı́nku pro zachováńı ob-
jemu čtyřstěnu tvořeného body i, j, k, l s klidovým objemem Vijkl. Ta má tvar

CV (xi,xj,xk,xl) =
1
6

(~xij · (~xik × ~xil))− Vijkl
Vijkl

(3.11)

V př́ıpadě, že použ́ıváme tuto podmı́nku při simulaci tenkých plát̊u, doporučuje se
pro dosažeńı lepš́ıch výsledk̊u použ́ıt mı́rně odlǐsný tvar předešlé rovnice

CV (xi,xj,xk,xl) =
1
6

(~xij · (~xik × ~xil))− Vijkl
Ṽijkl

kde Ṽijkl =
√

2
12
l̃, přičemž l̃ označuje pr̊uměrnou délku hrany čtyřstěnu. Ṽijkl je pak

objem pravidelného čtyřstěnu s hranou délky l̃. Za povšimnut́ı stoj́ı, že śıly odvozené
z (3.11) se snaž́ı zachovat orientaci čtyřstěnu, bráńı jeho invertováńı.
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3.2.3 Nasazeńı

Původně byl Mass-Spring System určen pro modelováńı výraz̊u obličeje a byl
představen pod názvem tension nets. Později byly vyvinuty modely k̊uže, tuku, sval̊u.
Ukázka śıtě, která se k těmto účel̊um použ́ıvala, je na obrázku 3.2 (b). Klidové délky
pružinek se v tomto př́ıpadě vždy dynamicky měnily podle situace např. podle stahu
svalu. Velké obliby dosáhla tato metoda zejména při modelováńı šat̊u. Předevš́ım
proto, že šaty jsou tvořeny śıt́ı vláken a představa śıtě pružinek j́ı velmi dobře přiléhá.

Přestože se Mass-Spring System jev́ı jako velmi intuitivńı a je snadno implemen-
tovatelný, má několik nedostatk̊u. Předevš́ım neńı fyzikálně věrný, nebot’ nestav́ı
př́ımo na teorii elasticity; simulace nekonverguje k reálnému stavu, tj. k tomu,
jak by to bylo ve skutečnosti. Nehod́ı se tud́ıž k aplikaci v oblastech, kde je
vyžadována maximálńı fyzikálńı realističnost. Chováńı modelu je silně závislé jed-
nak na použitých typech pružinek a jednak na hustotě śıtě. Č́ım jemněǰśı śıt’,
t́ım přesvědčivěǰśı výsledky. Problém s hustotou śıtě lze řešit pomoćı adaptivńıho
zjemňováńı v oblastech s vysokou křivost́ı, zde ale naráž́ıme na jiná úskaĺı týkaj́ıćı
se toho, jak korektně rozdělit danou oblast a jak źıskané výsledky konsolidovat se
zbylou, nezjemněnou část́ı śıtě.

Daľśı závažný problém souviśı s koeficienty tuhosti. Je složité naj́ıt korespondenci
mezi nimi a materiálem, který je simulován. Nav́ıc se objevuj́ı problémy s numeric-
kou stabilitou, zvlášt’ pokud se jednotlivé koeficienty tuhosti hodně lǐśı. Velké koefi-
cienty jsou potřeba v oblastech, kde je materiál téměř rigidńı nebo kde je zapotřeb́ı
namodelovat nějaká omezeńı; např́ıklad tenké pláty (thin shells), které jsou odolné
v̊uči ohybu, je složitěǰśı namodelovat pomoćı Mass-Spring Systému. Koeficienty se
mohou lǐsit i v d̊usledku snahy o modelováńı anizotropńıho materiálu. V takových
př́ıpadech je potřeba simulovat pouze s malým časovým krokem, což se negativně
promı́tá do rychlosti simulace. Tyto problémy jsou intenzivně studovány.

Pro některé aplikace je však dosažitelná přesnost postačuj́ıćı a poskytuje
dostatečně přesvědčivé výsledky — zejména pro filmový nebo herńı pr̊umysl.
V mnoha př́ıpadech simulace běž́ı interaktivně i na dnešńıch stolńıch poč́ıtač́ıch,
což s jinými fyzikálně založenými metodami je obt́ıžný úkol. Právě d́ıky rychlosti,
přestože neposkytuj́ı dokonale přesné výsledky, jsou stále využ́ıvány i při simulaćıch
chirurgických zákrok̊u.

Dı́ky své povaze lze v Mass-Spring Systémech využ́ıt paralelńıho zpracováńı, které
zvlášt’ v dnešńı době dostupných v́ıcejádrových procesor̊u nebo programovatelných
grafických akcelerátor̊u nab́ırá na významu, nebot’ jejich výkon rychle roste a jsou
př́ımo navrženy pro rychlé paralelńı zpracováńı dat [MHS05]. Interaktivně lze simulo-
vat śıtě s řádově 104 hmotných bod̊u, což je dostačuj́ıćı množstv́ı i pro vnitřńı orgány,
jako např. srdce.
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3.3 Metoda konečných prvk̊u

Metoda konečných prvk̊u (Finite Element Method, FEM) je populárńı př́ıstup
k diskretizaci objektu při řešeńı diferenciálńıch rovnic v numerické matematice.
Objekt p̊uvodně chápaný jako spojitá souvislá část prostoru — kontinuum — je
aproximován konečným počtem disjunktńıch element̊u, č́ımž vznikne objemová śıt’

s uzlovými body mi. Nemuśı j́ıt př́ımo o objemový mesh — tvar element̊u záviśı
na požadavćıch kladených na rychlost a přesnost konvergence, počet stupň̊u vol-
nosti či přesnost aproximace p̊uvodńıho modelu. Obecně plat́ı, že aproximace ele-
menty s větš́ım počtem uzlových bod̊u vyžaduje celkově méně element̊u pro dosažeńı
stejného stupně přesnosti. Nejpouž́ıvaněǰśı typy element̊u jsou čtyřstěny a kvádry.
Na obrázku 3.3 (b) jsou zobrazeny dva r̊uzné druhy element̊u.

3.3.1 Základńı myšlenka

Diferenciálńı rovnice (2.2) se uprav́ı následuj́ıćım zp̊usobem. Mı́sto hledáńı spojitého
řešeńı x(m, t) se řešeńı hledá pro konečnou množinu uzlových bod̊u xi(t) = x(mi, t)
dané śıtě. Funkce x(m, t) je hodnotami v uzlových bodech aproximována použit́ım
tzv. uzlových bázových funkćı bi(m)

x̃(m, t) ≈
∑
i

xi(t)bi(m) (3.12)

Předem zvolené uzlové bázové funkce bi(m) (nodal basis functions, též shape func-
tions), jsou závislé na tvaru element̊u a zpravidla splňuj́ı následuj́ıćı tři podmı́nky∑

i

bi(m) = 1 ∀m

bi(m) ≥ 0 ∀m
bi(xj) = δij ∀xj

Dosazeńım aproximace (3.12) do (2.2) dostaneme diferenciálńı rovnici o neznámých
xi(t) ∑

i

ẍi(t)bi(m) = F

(∑
i

ẋi(t)bi(m),
∑
i

xi(t)bi(m), t

)

Substitućı funkce x̃ za hledanou funkci x je nekonečně dimenzionálńı prostor řešeńı
redukován na konečně dimenzionálńı podprostor. Obecně žádná funkce z tohoto pod-
prostoru neřeš́ı p̊uvodńı soustavu přesně. Odchylka vzniklá dosazeńım aproximace x̃
do parciálńı diferenciálńı rovnice se nazývá reziduum R(x̃)

¨̃x = F ( ˙̃x, x̃, t) +R(x̃)

Na hledáńı neznámých xi lze nahĺıžet jako na optimalizačńı proces, jehož ćılem je
nalézt takové polohy, které reziduum minimalizuj́ı. Tento proces je ovšem časově
velmi náročný.
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Metoda konečných prvk̊u diskretizuje diferenciálńı rovnice pouze prostorově — to
znamená, že nekonečný počet proměnných symbolizuj́ıćıch polohu kontinua aproxi-
muje pouze konečným počtem. K časové diskretizaci, k diskrétńımu řešeńı úlohy, je
samosebou zapotřeb́ı použ́ıt některého integračńıho schématu. Roli FEM v procesu
modelováńı fyzikálńıch problémů zachycuje obrázek 3.3 (a).

Obrázek 3.3: Metoda konečných prvk̊u. (a) Role FEM při modelováńı fyzikálńıch
problémů. (b) Různé druhy element̊u — vlevo nejpouž́ıvaněǰśı čtyřstěny, vpravo 20ti-
uzlový kvádr. Převzato z [GM97].

3.3.2 Explicitńı metoda konečných prvk̊u

Kv̊uli výpočetńım nárok̊um FEM se objevily zjednodušuj́ıćı techniky. Jednou z nich
je explicitńı FEM [OH99]. Nejde však o FEM integrovanou explicitńımi schématy —
explicitńı FEM lze integrovat jak implicitně, tak explicitně. Vnitřńı śıly p̊usob́ıćı
v uzlových bodech se spočtou lokálně pouze pomoćı hodnot sousedńıch uzl̊u.
Zjednodušeně lze ř́ıct, že uzly śıtě jsou chápány jako hmotné body, obdobně jako
u Mass-Spring Systému. Každý element śıtě se pak chová jako zobecněná pružinka
spojuj́ıćı uzlové body; při deformaci pak element na každý sv̊uj uzlový bod p̊usob́ı
silou.

Předpokládejme, že kontinuum v klidovém stavu je aproximováno śıt́ı čtyřstěn̊u.
Vyberme jeden čtyřstěn T s uzly m1, . . . ,m4. Pro bod m = (x1, x2, x3), který se
nacháźı v elementu T , určeme jeho barycentrické souřadnice β(m) = (β1, β2, β3, β4).
Lze tedy psát (x1, x2, x3, 1) = M · β(m). M je matice tvořená sloupcovými vek-
tory (mi, 1). Označ́ıme-li B = M−1, pak lze pro bod m uvnitř elementu T psát
β(m) = B · (x1, x2, x3, 1).

Předpokládejme, že známe světové souřadnice uzlových bod̊u xi = x(mi).
Označme P matici tvořenou vektory (xi, 1) a V matici tvořenou vektory (vi, 1).
Barycentrické souřadnice lze použ́ıt k interpolaci světových souřadnic x(m) a
rychlosti v(m) bod̊u m uvnitř T .

x(m) = P · β(m) a v(m) = V · β(m) (3.13)
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Výpočet složek tenzor̊u ε a ν lze provést s použit́ım aproximaćı (3.13)

∂x

∂xi
= P ·B · δi a

∂ẋ

∂xi
= V ·B · δi

kde δi je vektor [δi1, δi2, δi3, 0]. Z tenzoru deformace ε a tenzoru změny deformace ν
dopočteme i tenzor napět́ı σε resp. σν . Složky všech tenzor̊u jsou konstantńı v celém
elementu, protože byla použita lineárńı interpolace barycentrickými souřadnicemi.

Každý element vlivem deformace na své uzlové body p̊usob́ı elastickou a tlumićı
silou. Elastická śıla f εi a tlumićı śıla fνi p̊usob́ıćı na uzel i je odvozena z elastické
deformačńı energie EP elementu resp. z potenciálu tlumeńı Eν

P elementu podle rovnic

f εi = −∂EP
∂xi

a fνi = −∂E
ν
P

∂xi

a d́ıky linearitě interpolačńıch funkćı lze snadno doj́ıt ke tvaru

f εi = −1

2
VT ·

∑
j

xj
∑
k,l

BjlBikσ
ε
kl

fνi = −1

2
VT ·

∑
j

xj
∑
k,l

BjlBikσ
ν
kl

VT označuje p̊uvodńı objem elementu T .

Vnitřńı śılu fTi , kterou deformovaný element T p̊usob́ı na uzel i, dostaneme jako
součet fTi = f εi + fνi . Celkovou vnitřńı śılu fi, která p̊usob́ı na uzel i śıtě, spočteme
jako součet př́ıspěvk̊u od všech element̊u, které jsou s daným uzlem spojeny.

3.3.3 Nasazeńı

Využit́ı FEM v poč́ıtačové grafice bylo zpočátku limitováno jej́ı výpočetńı složitost́ı.
Jevilo se, že jej́ı nasazeńı v interaktivńıch aplikaćıch je většinou nemožné. Postupně
byly však předvedeny techniky, které za určitých dodatečných předpoklad̊u urychluj́ı
potřebné výpočty, zejména jsou-li modelované objekty dostatečně jednoduché nebo
je p̊usobeńı vněǰśıch sil relativně lokalizované. Mezi tyto techniky patř́ı časově a
prostorově adaptivńı zjemňováńı model̊u, které pro některé oblasti, kde aktuálně
nedocháźı k velkým změnám, použ́ıvá hrubš́ı reprezentaci.

Pro ještě větš́ı urychleńı výpočt̊u se objevuj́ı úspěšné pokusy akcelerovat FEM
na programovatelném grafickém hardware použitém jako koprocesor [GST05]. T́ımto
zp̊usobem lze dosáhnout až pětinásobného urychleńı, nebo zvýšeńı realističnosti si-
mulace (sńıžeńım kroku h). Jedinou nevýhodou grafických akcelerátor̊u je podpora
pouze half (s10e5) a single (s23e8) precision floating point formát̊u.

Spolu s výpočetńı náročnost́ı je daľśım omezuj́ıćım faktorem konstrukce plně ob-
jemové diskretizace objektu; FEM generuj́ı pro výpočty objemový mesh, tud́ıž je
zapotřeb́ı vetš́ı počet uzl̊u oproti jiným metodám. V současnosti lze v reálném čase
modelovat tělesa obsahuj́ıćı řádově 103 element̊u.
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FEM produkuje realistické a vizuálně velmi přesvědčivé výsledky. Uvád́ı se, že
pro dosažeńı kvalitativně srovnatelných výsledk̊u s Mass-Spring Systémem je potřeba
menš́ı počet uzlových bod̊u. Použit́ım vhodné rovnice (a př́ıpadného daľśıho rozš́ı̌reńı)
lze modelovat nejen elastické a plastické objekty, ale i složitěǰśı jevy jako lámáńı
a praskáńı objekt̊u. Dı́ky fyzikálńımu základu lze chováńı materiál̊u ovlivňovat
prostřednictv́ım experimentálně naměřených konstant, jako jsou hustota, Young̊uv
modul pružnosti nebo Poisson̊uv poměr (Poisson Ratio).

FEM se uplatňuj́ı předevš́ım v oblastech, kde je zapotřeb́ı fyzikálńı věrnosti. Ob-
jevuj́ı se v medićınských aplikaćıch při modelováńı sval̊u, pokožky nebo vnitřńıch
orgán̊u [WDGT01], které vykazuj́ı komplexńı nelineárńı viskoelastické chováńı, nebo
při tréninku chirurgických zákrok̊u a při analýze materiálu.

3.4 Shrnut́ı

Představené techniky rozhodně netvoř́ı kompletńı výčet deformovatelných model̊u
pevných těles. Celá problematika je enormně obsáhlá, pro přehled nejpouž́ıvaněǰśıch
metod odkazujeme na [GM97] a zejména na nověǰśı a úplněǰśı [NMK+06]. Existuj́ı
deformovatelné modely, které se specializuj́ı podle typu

• deformace — plastické, elastické, praskáńı

• reprezentace — MR, PBR, parametrické plochy

• objektu — šaty, tkáně, automobily

• materiálu — zrnité, elastické, viskózńı

• vněǰśıch vliv̊u — mechanické, elektromagnetické, tepelné

• nasazeńı — virtuálńı prostřed́ı, segmentace obrazu, rekonstrukce povrchu

Všechny modely se navzájem v́ıce či méně lǐśı a dávaj́ı r̊uzně dobré výsledky.
Vývoj v oblasti deformovatelných model̊u má dlouhou historii a velmi

pravděpodobně bude mı́t i velkou budoucnost. Jen z představených technik je zřejmé,
že maj́ı mnoho nedostatk̊u a jsou omezeny na relativně jednoduché objekty, které
obsahuj́ı řádově tiśıce primitiv.

Z představených technik lze extrahovat schéma, které poskytuje zjednodušený,
nicméně výstižný pohled na konkrétńı kroky během simulace.

1. pro daný objekt vypočti vnitřńı śıly fi, které p̊usob́ı uvnitř tělesa

2. vyhodnot’ exterńı śıly f ei , které na těleso p̊usob́ı

3. použij integračńı schéma pro aktualizaci poloh xi bod̊u deformovatelného mo-
delu při uvážeńı sil fi + f ei .
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Konkrétńı volba jedné z popsaných technik je poměrně těžká, protože všechny
splňuj́ı požadavky kladené na rychlost a věrohodnost. Rozumným kompromisem
mezi dosažitelnou rychlost́ı, nastavitelnost́ı, robustnost́ı, věrohodnost́ı a složitost́ı
se jev́ı zobecněný Mass-Spring System. Přesný popis nastaveńı deformovatelného
modelu, odvozeńı konečných podob použitých vzorc̊u a strukturu śıt́ı simulovaných
těles rozebereme v kapitole 6.



Kapitola 4

Detekce koliźı

Zabýváme-li se simulacemi deformaćı pevných těles vlivem mechanického p̊usobeńı
jiného objektu, je zapotřeb́ı rozš́ı̌rit schopnosti simulátoru — muśı být schopen poz-
nat, zda jsou objekty v kontaktu, a pokud ano, kde přesně se stýkaj́ı. Detekce koliźı
(collision detection, často i contact determination, CD), je proces, jehož ćılem je
naj́ıt a ohlásit geometrický kontakt mezi dvěma nebo v́ıce tělesy, která se střetnula.
V mnoha aplikaćıch jde o časově nejnáročněǰśı část výpočt̊u (computation bottle-
neck).

Detekce koliźı je studována pro všechny typy reprezentaćı pevných těles, omeźıme
se pouze na objekty reprezentované meshem. Detekce koliźı muśı být obecně schopna
zodpov́ıdat r̊uzné typy dotaz̊u, nás bude předevš́ım zaj́ımat, zda dva modely koliduj́ı
(zda maj́ı neprázdný pr̊unik), a pokud ano, které přesně jejich části to jsou a jak
hluboko se nacházej́ı uvnitř druhého tělesa.

Většina algoritmů byla navržena pro dokonale tuhá tělesa a soustředila se
na rychlé prováděńı tzv. rejection test̊u. Jde o testy, jejichž ćılem je identifikovat
dvojice objekt̊u nebo jejich část́ı, které se vzájemně neprot́ınaj́ı. Zat́ımco detekce
koliźı pro tuhá tělesa je dnes dobře prostudována, detekce koliźı pro deformovatelné
objekty muśı nav́ıc brát v potaz následuj́ıćı aspekty:

• kolize objekt̊u se sebou samými (self-collision)

aby bylo možné realisticky simulovat deformovatelné objekty, muśı být
řešeny nejenom kolize s daľśımi objekty scény, ale i s objektem samotným

• omezené možnosti předzpracováńı scény (limited preprocessing)

speciálńı datové struktury použ́ıvané při práci algoritmu muśı umožňovat
své rychlé aktualizace, protože zpracovávaná data se často měńı

• detailněǰśı informace o kolizi

algoritmy pro simulaci deformovatelných objekt̊u muśı být schopny
adekvátně a realisticky reagovat na kolize, a k tomu mohou vyžadovat
daleko v́ıce informaćı o kolizi (např. o hloubce penetrace objektu ve všech
kĺıčových bodech)

30
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Ve zbytku kapitoly stručně představ́ıme nejznáměǰśı algoritmy pro detekci koliźı mezi
deformovatelnými objekty a budeme se zabývat jejich výhodami a omezeńımi. Podle
nich vybereme jeden algoritmus, který použijeme v navrhovaném řešeńı (kapitola 6),
kde bude podrobně rozebrán.

4.1 Hierarchie obalových těles

Hierarchie obalových těles (Bounding Volume Hieararchy, BVH) se osvědčila jako
jedna z nejefektivněǰśıch datových struktur pro detekci koliźı mezi tuhými tělesy.
BVH se konstruuje pro každý objekt scény zvlášt’ během fáze předzpracováńı.
Základńı myšlenka je dělit objekt (respektive množinu primitiv objektu) rekurzivně
na menš́ı části a pro ně konstruovat obalová tělesa, která je dobře aproximuj́ı, dokud
neńı dosaženo určité koncové podmı́nky.

Každý uzel hierarchie je tedy asociován s určitou podmnožinou primitiv zpra-
covávaného objektu a sadou obalových těles (bounding volumes, BV), která tuto
podmnožinu uzav́ıraj́ı v tom smyslu, že nějaký předem zvolený tvar všechna primitiva
obsahuje a má přitom nejmenš́ı možný objem. Jedńım z rozhodnut́ı při návrhu BVH
je volba tř́ıdy tvar̊u. Nejpouž́ıvaněǰśı jsou koule, kvádry s hranami rovnoběžnými
s osami souřadného systému (Axis-Aligned Bounding Box, AABB), obecné kvádry
(Oriented Bounding Box, OBB) nebo diskrétńı orientované polytopy (Discrete
Oriented Polytope, DOP). Ukázka několika úrovńı hierarchie obalových kouĺı je
na obrázku 4.1 (a).

Pr̊uchod vytvořenou hierarchíı při detekci koliźı mezi dvěma objekty prob́ıhá
shora dol̊u. Dvojice uzl̊u jsou vzájemně rekurzivně testovány na překryt́ı svých
obalových těles, dokud oba dva porovnávané uzly nejsou listy, porovnávaj́ı se mezi
sebou jejich děti navzájem. V př́ıpadě, že v obou hierarchíıch dospějeme k list̊um,
testuj́ı se navzájem všechna primitiva v nich uložená.

Při tvorbě BVH pro tuhá tělesa je ćılem zkonstruovat hierarchii tak, aby
všechny dotazy, zda tělesa koliduj́ı, byly zodpovězeny, jak nejrychleji je to možné.
Pro deformovatelné objekty je situace poněkud jiná; ćılem je zkonstruovat takovou
BVH, kterou lze snadno aktualizovat během toho, jak se objekt deformuje. Během
předzpracováńı se zkonstruuje BVH pro deformovatelný objekt, jako kdyby šlo o tuhé
těleso, a během simulace se struktura stromu udržuje, měńı se většinou jenom vlast-
nosti obalových těles v zasažených větv́ıch. Alternativně můžeme bud’ celou struk-
turu vystavět znova, což je extrémně nákladné, nebo přestavět pouze zasažené větve.
Aktualizačńı techniku je zapotřeb́ı volit s ohledem na rozsah deformaćı, protože
výsledná hierarchie může primitiva obalovat mnohem h̊uře a d́ıky tomu se začne
snižovat výkon.

BVH provád́ı velmi efektivně rejection testy, kdykoli jsou objekty poměrně
vzdáleny. Jakmile se však objekty ocitnou v těsné bĺızkosti, výkon BVH klesá, protože
velké množstv́ı BV muśı být testováno mezi sebou navzájem. BVH se pro deformo-
vatelné objekty vyplat́ı pouze v př́ıpadě, že je deformace pouze lokálńıho charakteru.
Globálńı deformace mohou vyžadovat kompletńı rekonstrukci hierarchie.
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Obrázek 4.1: Ukázka r̊uzných datových struktur detektor̊u koliźı. (a) Několik r̊uzných
úrovńı BVH tvořené koulemi [JP04]. (b) Množina aktivńıch dvojic při stochastické
detekci koliźı [GD04]. (c) LDI reprezentace vypočtená pro standfordského draka
[HTG04].

4.2 Stochastické metody

Nasazeńı pravděpodobnostńıch metod je motivováno několika pozorováńımi. Za prvé,
MR je typicky pouze aproximaćı skutečné geometrie reprezentovaného tělesa.
Za druhé, vńımaná kvalita většiny interaktivńıch 3D aplikaćı nezáviśı na naprosto
přesné simulaci, ale rychlé odezvě na kolize. Lidský mozek nedokáže často odlǐsit si-
mulaci fyzikálně korektńı od fyzikálně věrohodné, jak zmiňuje sekce 2.1. Můžeme
tedy tolerovat zrychleńı výkonu detektoru koliźı na úkor drobných nepřesnost́ı.
Nast́ıńıme princip jednoho z takových algoritmů — detekce koliźı Monte Carlo
[GD04].

Během simulace se pro každou dvojici objekt̊u ve scéně vytvář́ı a udržuje množina
dvojic tzv. vzork̊u (samples) nebo př́ıznak̊u (features), viz obrázek 4.1 (b). Př́ıznakem
může být prakticky kterákoli část objektu — hrany, vrcholy nebo povrchové poly-
gony. Nová dvojice (q, r) vzork̊u mezi objekty A a B vznikne tak, že se náhodně vy-
bere př́ıznak p ∈ A, najde se př́ıznak q ∈ B, který je př́ıznaku p nejbĺıž, a pro př́ıznak
p se najde nejbližš́ı př́ıznak r ∈ A.

V každém kroku simulace se t́ımto zp̊usobem vytvář́ı pouze omezený počet nových
dvojic vzork̊u. Tento počet lze pr̊uběžně dolad’ovat během simulace — větš́ı počet
pár̊u snižuje rychlost, ale zvyšuje pravděpodobnost odhaleńı kolize. Kv̊uli efektivitě
celého procesu je zapotřeb́ı seznam aktivńıch dvojic prořezávat a udržovat pouze ty
nejzaj́ımavěǰśı. Při aktualizaci dvojic během dvou po sobě jdoućıch časových krok̊u
t1 a t2 lze efektivně využ́ıt tzv. časové koherence (temporal coherence): jsou-li dva
vzorky bĺızko v čase t1, budou si pravděpodobně bĺızko i v čase t2. Při této aktualizaci
se zpravidla použ́ıvá pouze bezprostředńı okoĺı vzork̊u.

Pro rychlou stochastickou detekci koliźı se ukazuje, že je velmi výhodné využ́ıvat
hierarchii př́ıznak̊u. Jsou-li objekty v některých oblastech hodně vzdáleny, použ́ıvá se
nejhrubš́ı úroveň př́ıznak̊u. Jak se objekty postupně přibližuj́ı, využ́ıvá se v oblastech,
které jsou si bĺızko, jemněǰśı úroveň, č́ımž se zpřesňuje detekce př́ıpadných koliźı.
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Zásadńı výhodou tohoto algoritmu jsou předevš́ım mizivé nároky na pamět’ a dy-
namicky ovlivnitelná složitost detekce koliźı. Nevýhodou je zejména fakt, že pro efek-
tivńı nasazeńı je potřeba hierarchie př́ıznak̊u. Tu ale neńı nutno během simulace
přestavovat.

4.3 Děleńı prostoru

Celý prostor je rozdělen na množinu vzájemně se nepřekrývaj́ıćıch buněk tvoř́ıćıch
mř́ıžku. Algoritmus klasifikuje vybraná primitiva reprezentace podle dané mř́ıžky
— každá buňka obsahuje seznam primitiv, která do ńı patř́ı a muśı být vzájemně
testována na pr̊unik. Jestliže buňka obsahuje v́ıce primitiv téhož objektu, mohou se
testovat i spolu navzájem, č́ımž je elegantně vyřešen problém detekce koliźı objektu
sama se sebou.V př́ıpadě dynamických a deformovatelných objekt̊u je potřeba obsahy
buněk v každém kroku aktualizovat.

Rozděleńı prostoru pro detekci koliźı mezi tuhými tělesy lze realizovat mnoha
zp̊usoby — nejen pomoćı pravidelných mř́ıžek, ale i octrees, BSP stromů, k-D stromů;
tyto datové struktury snižuj́ı pamět’ové nároky oproti pravidelné mř́ıžce, ale za cenu
nár̊ustu složitosti aktualizace pro dynamické a deformovatelné objekty, protože jsou
velmi závislé na tvaru objektu. Oproti tomu děleńı prostoru mř́ıžkou na objektu
v̊ubec závislé neńı a tud́ıž se lépe hod́ı pro deformovatelné objekty. Speciálńı zp̊usob
uložeńı 3D mř́ıžky je pomoćı hashovaćı tabulky [THM+03]. Indexy jednotlivých
buněk mohou být chápány jako kĺıče. Výhodou tohoto př́ıstupu je ušetřeńı paměti
oproti celé pevné mř́ıžce a absence složitých datových struktur v porovnáńı s os-
tatńımi technikami.

Optimalizované prostorové hashováńı. Algoritmus využ́ıvaj́ıćı optimalizo-
vaného prostorového hashováńı postupuje poněkud odlǐsně, protože netestuje
na pr̊unik stejné typy primitiv reprezentace. Nav́ıc je př́ımo navržen pro práci s obje-
movými meshi. Detekce koliźı v každém kroku prob́ıhá ve dvou fáźıch. Nejprve jsou
všechny vrcholy objekt̊u klasifikovány podle dané mř́ıžky a uloženy do jednodimen-
zionálńı hash tabulky. V druhé fázi jsou klasifikovány všechny čtyřstěny objekt̊u po-
dle téže mř́ıžky a následně testovány na pr̊unik s body, které se nacháźı v čtyřstěnem
zasažených buňkách. Pro rychlé nalezeńı seznamu buněk, které čtyřstěn prot́ıná, se
použ́ıvá jeho AABB obal. Tento obal lze pak nav́ıc použ́ıt pro urychleńı testu, zda
se bod buňky nacháźı uvnitř čtyřstěnu nebo ne.

Tato technika netestuje vzájemný pr̊unik čtyřstěn̊u, tedy může doj́ıt k zanedbáńı
těch stav̊u, kdy se dva čtyřstěny prot́ınaj́ı stěnami, ale žádný jejich vrchol se ne-
nacháźı uvnitř druhého. Z hlediska korektnosti je to problém, ale uváž́ıme-li, že
výpočty zahrnuj́ıćı tuto situaci jsou zpravidla velmi drahé a výrazně snižuj́ı výkon
algoritmu, nestoj́ı za to je v př́ıpadě rozumně hustě vzorkovaných objekt̊u uvažovat.
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4.4 Detekce koliźı v prostoru obrazu

Rostoućı výkon grafických akcelerátor̊u se snaž́ı zužitkovat speciálńı techniky
pracuj́ıćı v prostoru obrazu (image space), které zpracovávaj́ı projekce objekt̊u
pro urychleńı detekce koliźı. Nevyžaduj́ı zpravidla žádné předzpracováńı a jev́ı se
tedy vhodné pro deformovatelné objekty.

LDI technika. Původńı myšlenka byla omezena na konvexńı tělesa. Každé těleso
je vyrenderováno do z-bufferu (depth bufferu); použ́ıvá se vždy stejná ortogonálńı
projekce. Výsledné z-buffery se po dvou porovnávaj́ı pixel po pixelu a interval
od menš́ı z-hodnoty k větš́ı se dá chápat jako aproximace vzdálenosti obou objekt̊u.
Pokročileǰśı techniky využ́ıvaj́ı Layered Depth Image (LDI), což je datová struktura,
která uchovává v každém pixelu setř́ıděný seznam všech hodnot, které do něj byly
zapsány, nejen tu aktuálně nejbližš́ı. LDI klasifikuje prostor na vnitřńı a vněǰśı oblasti
vzhledem k reprezentovanému objektu. Tato pamět’ová struktura je relativně malá.
Ukázka této struktury je na obrázku 4.1 (c).

Algoritmus pro hledáńı koliźı pracuje tak, že na grafickém akcelerátoru generuje
LDI [HTG04]. Generováńı LDI je časově náročný úkol, objekt se muśı renderovat
několikrát podle maximálńıho počtu polygon̊u, které přisṕıvaj́ı v jednom pixelu
(depth complexity). Zásadńı problém představuje fakt, že fragmenty jsou ren-
derovány v předem neznámém pořad́ı a je nutné výsledky z LDI správně uspořádat.
Pr̊unik objekt̊u se detekuje pr̊uchodem jejich LDI reprezentaćı pixel po pixelu. Při ex-
perimentech se ale ukazuje, že čisté CPU implementace mohou poskytovat za určitých
okolnost́ı mnohem větš́ı výkon.

Technika z-fail. Protože propustnost sběrnice mezi grafickým akcelerátorem a
zbytkem systému byla relativně ńızká a nav́ıc GPU nebyl projektován pro zpětné
čteńı informaćı z depth bufferu, objevily se postupy překonávaj́ıćı tuto překážku
[GRLM03]. Nav́ıc, techniky pracuj́ıćı s LDI předpokládaj́ı, že objekty jsou vodotěsné;
v následuj́ıćım algoritmu tomu tak být nemuśı. Zásadńım vylepšeńım je odstraněńı
zdlouhavého koṕırováńı depth bufferu. Mı́sto toho jsou použity tzv. z-fail testy, které
jsou naopak velmi rychlé a dobře podporované. Při předzpracováńı je každý objekt
rozložen na několik část́ı nazývaných subobjekty (např́ıklad povrchové trojúhelńıky).
Tyto subobjekty se postupně renderuj́ı a ze z-fail test̊u se pozná, zda je nutné provést
přesnou detekci koliźı. GPU je v tomto př́ıpadě použito pro rychlé prořezáváńı
ve stromě subobjekt test̊u — rychle odstraňuje ty větve, které nejsou perspektivńı.

Výhodou z-fail algoritmu je schopnost zvládnout úplně libovolný typ povrchového
meshe, neexistuj́ı žádné předpoklady týkaj́ıćı se vstupńıho modelu. Nepotřebuje kom-
plexńı předzpracováńı ani složité datové struktury. Obecnou nevýhodou všech image
space technik je, že pracuj́ı jen v určitém rozlǐseńı, neposkytuj́ı přesnou detekci koliźı,
ale pouze s jistou aproximačńı chybou.
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4.5 Diskuse

Podobně jako v kapitole 3 i zde plat́ı, že celá oblast detekce koliźı je mnohem a
mnohem bohatš́ı. Pro kompletńı výčet použ́ıvaných metod v naš́ı práci nezbývá
mı́sto, natož pro jejich detailněǰśı popis. Zájemce o povolaněǰśı úvod do problematiky
odkazujeme na práce [TKZ+04] a [Kim05], které mapuj́ı oblast detekce koliźı pro tuhá
tělesa i pro deformovatelné objekty, a uvád́ı množstv́ı př́ıklad̊u jejich nasazeńı.

Protože deformovatelné modely vnáš́ı do detekce koliźı řadu specifických problémů,
vyplat́ı se uvažovat ty z nich, které vyžaduj́ı minimálńı předzpracováńı, nespoléhaj́ı
na komplexńı datové struktury a podporuj́ı i testy na kolizi objektu sama se sebou.
Pro účely této práce se jako bezkonkurenčně nejlepš́ı jev́ı algoritmus prostorového
hashováńı, poněvadž je př́ımo navržen pro práci s čtyřstěnovými meshi a elegantně
zvládá i detekce koliźı objektu sama se sebou. Nav́ıc se dá výhodně použ́ıt při výpočtu
penetračńıch hloubek, o němž budeme bĺıže hovořit v kapitole 5 a 6.



Kapitola 5

Řešeńı koliźı

Jsou-li dvě pevná tělesa v kontaktu, p̊usob́ı na sebe vzájemně silami, které jsou
v každém bodě stejně velké, ale opačného směru. To je Newton̊uv třet́ı zákon, zákon
akce a reakce. Při simulaci vzájemné interakce mezi dynamicky se pohybuj́ıćımi
tuhými tělesy lze zobrazovat a uvažovat pouze konkrétńı stavy v diskrétńıch kroćıch,
což s sebou přináš́ı řadu problémů. Tělesa se mohou zač́ıt během simulace prot́ınat.
Takové stavy nejsou fyzikálně obhajitelné a je potřeba je nějakým zp̊usobem řešit.

Fyzikálně korektńı řešeńı je odkrokovat celou simulaci v čase zpět do stavu,
kdy se tělesa ještě neprot́ınala, ale byla pouze v kontaktu. V takovém př́ıpadě lze
silovou odezvu spoč́ıtat na základě zákon̊u zachováńı hybnosti a momentu hybnosti
a Newtonových zákon̊u. Tento postup je v aplikaćıch pracuj́ıćıch v reálném čase př́ılǐs
nákladný, protože vyžaduje opakováńı test̊u na kolizi.

V této kapitole se budeme zabývat technikami, které jsou nepřesné a fyzikálně
nepodložitelné, ale pracuj́ı v reálném čase a dávaj́ı rozumné výsledky. Tyto techniky
hledaj́ı výslednou kontaktńı plochu (contact surface) a/nebo poč́ıtaj́ı silovou odezvu
(collision response). Výpočet kontaktńı plochy je proces, při němž je vyřešen problém
geometrického proĺınáńı obou objekt̊u. Koliduj́ıćı části těles jsou posunuty tak, aby
se vzájemně neprot́ınaly. Aby se uživateli jevila simulace realisticky, muśı být ještě
dopočtena vhodná silová odezva na kolizi. Ta pak dál ovlivňuje pohyb a tvar těles
po srážce — je zahrnuta do zvoleného fyzikálńıho modelu jako zpětná vazba v podobě
vněǰśıch sil.

Nejprve se budeme krátce věnovat nejpouž́ıvaněǰśı informaci o koliduj́ıćıch bodech,
kterou metody při řešeńı koliźı použ́ıvaj́ı. Tou je tzv. penetračńı vektor. Dále
stručně poṕı̌seme některé konkrétńı zp̊usoby řešeńı koliźı, shrneme jejich vlastnosti
a dosažitelnou kvalitu výsledk̊u a zvoĺıme nejvhodněǰśı techniku pro naše potřeby.

5.1 Penetračńı vektor

Hledáńı kontaktńı plochy a výpočet silové odezvy se nejčastěji oṕırá o charakteristiku
bod̊u, která je známá jako penetračńı vektor. Máme-li dvě koliduj́ıćı tělesa A a B a
koliduj́ıćı bod i ∈ A, označme yi mı́sto na povrchu tělesa B, kterým bod i do tělesa B

36
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pravděpodobně vniknul. Penetračńı vektor di bodu i je potom

di = yi − xi

Velikosti vektoru di se ř́ıká penetračńı hloubka. Otázkou z̊ustává, jak zjistit, kterým
mı́stem y na povrchu tělesa B daný bod i pronikl.

Postupně se objevilo mnoho algoritmů, které penetračńı vektory poč́ıtaj́ı. Většina
z nich dává rozumné výsledky, pokud jsou použity pro hustě vzorkované povrchy a
v př́ıpadě malých penetraćı. Naneštěst́ı je v interaktivńıch simulaćıch těžké splnit
byt’ jednu z těchto podmı́nek.

Mnohé algoritmy vycházej́ı z nesprávného předpokladu, že penetračńı hloubka
je rovna nejkratš́ı vzdálenosti koliduj́ıćıho bodu k povrchu. Dı́ky tomu se objevuj́ı
nekonzistence v odhadech, jak ukazuje obrázek 5.1 (a). Daľśım často opomı́jeným
hlediskem je konzistence odhadu penetračńıho vektoru v čase. Tělesa se ve scénách
dynamicky pohybuj́ı a u většiny algoritmů d́ıky tomu docháźı k nespojitostem
v odhadech směr̊u penetračńıch vektor̊u. Ty mohou vést k nežádoućım artefakt̊um.
Problém dobře vystihuje obrázek 5.1 (b).

Obrázek 5.1: Problémy s odhadem penetračńıch vektor̊u, které vedou na nežádoućı
artefakty [HTK+04]. (a) Vlevo jsou červeně zobrazeny nejkratš́ı vzdálenosti
k povrchu. Vpravo jsou věrohodné konzistentńı odhady penetračńıch hloubek. (b)
Posouvá-li se b́ılý trojúhelńık do černé koncové polohy, dojde v jednom okamžiku
k nespojité změně penetračńıho vektoru.

Vhodná metoda aproximuje penetračńı vektory v tzv. hraničńıch bodech, což jsou
koliduj́ıćı body, které soused́ı alespoň s jedńım nekoliduj́ıćım bodem, a propaguje
tyto hodnoty do zbylých koliduj́ıćıch bod̊u tak, aby byly v celém koliduj́ıćım objemu
konzistentńı. Detailně se tomuto tématu věnujeme v kapitole 6.

5.2 Výpočet silové odezvy

Fyzikálně nejvěrněǰśı simulace zahrnuj́ı jak výpočet kontaktńı plochy tak silové
odezvy. Techniky pracuj́ıćı v reálném čase v rámci urychleńı výpočt̊u nehledaj́ı kon-
taktńı plochu a mı́sto toho se soustřed́ı pouze na silovou odezvu, kterou se záměrně
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snaž́ı nastavit tak, aby v daľśım kroku integrace bylo zaručeno, že se tělesa přestanou
proĺınat. Pokud je však kolizńı odezva nastavena př́ılǐs malá, může doj́ıt k tomu, že
tělesa nebudou plně separována. Naopak v př́ıpadě, že je odezva př́ılǐs velká, vynut́ı
poskakováńı jednoho tělesa po druhém, což p̊usob́ı rušivě v př́ıpadě, kdy by tělesa
měla na sobě pouze v klidu spoč́ıvat (resting contacts). Tento problém je velmi dobře
patrný obzvlášt’ tehdy, má-li na sobě v klidu spoč́ıvat hned několik těles (object stack-
ing).

5.2.1 Penalizačńı metody

Penalizačńı metody představuj́ı nejstarš́ı zp̊usob generováńı silové odezvy
pro koliduj́ıćı objekty [MW88]. Jsou obĺıbeny zejména d́ıky svoj́ı jednoduchosti a
snadné rozšǐritelnosti o daľśı charakteristiky povrchu jako je třeńı nebo hystereze.
Nejčastěji se použ́ıvá odezva př́ımo úměrná penetračńı hloubce. Pokud se dva objekty
protnou, vlož́ı se mezi ně dočasně sada myšlených pružin. Každá pružinka spojuje
koliduj́ıćı vrchol i s pravděpodobně protnutým mı́stem yi na povrchu druhého tělesa
a p̊usob́ı proti tomu, aby se objekty dál prot́ınaly.

Prvńı problém při penalizaci je numerická stabilita, protože velmi tuhé pružiny,
které mohou být zapotřeb́ı v př́ıpadě hlubokých penetraćı, vyžaduj́ı při integraci
krátké časové kroky. Zásadněǰśı problém je vlastńı tuhost pružinky — ta muśı
být dostatečně velká, aby dokázala úplně vyřešit odděleńı těles, aniž by zbytečně
přestřelovala, tj. separovala tělesa mnohem v́ıc, než je nutné. Právě z toho d̊uvodu
se použ́ıvá tato technika iterativně, tzn. pro úspěšné vyřešeńı kolize se v koliduj́ıćım
regionu několikrát zopakuje.

Popsaná technika je založena na penalizaci point-in-volume, to znamená, že
silová odezva je spočtena pouze pro koliduj́ıćı body. Ta ale ne vždy generuje plně
validńı odezvu — totiž pokud se čtyřstěny prot́ınaj́ı, aniž by kolidoval některý
z jejich vrchol̊u. Pro uspokojivé vyřešeńı se zavád́ı rozš́ı̌reńı zvané penalizace
segment-in-volume, které je výpočetně náročněǰśı, protože vyžaduje testy na pr̊uniky
trojúhelńık̊u [MAC04].

5.2.2 Neiterativńı výpočet kontaktńıch sil

Protože penalizačńı metody založené na proměnných parametrech jsou špatně nas-
tavitelné, neflexibilńı a často je zapotřeb́ı je iterovat, vzniká potřeba naj́ıt metodu,
která jednak zaruč́ı, že kolize bude vyřešena ihned, a jednak nebude využ́ıvat žádné
zbytečné a nesrozumitelné parametry.

Za určitých zjednodušuj́ıćıch předpoklad̊u lze zkonstruovat soustavy rovnic, které
svazuj́ı nové, opravené polohy a p̊uvodńı polohy bod̊u a které na sobě navzájem
nezáviśı a d́ıky tomu je možné je vyřešit analyticky [SBT07]. Ćılem je spoč́ıst
pravděpodobnou polohu koliduj́ıćıho bodu i na kontaktńım povrchu a aplikovat
na něj kontaktńı śılu f ci , která jej okamžitě akceleruje do této pozice. T́ım bude
zaručeno, že se v žádném časovém kroku simulace nebudou žádná dvě tělesa prot́ınat.
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Metoda vycháźı z předpokladu, že povrch objekt̊u je tvořen trojúhelńıky.
Pro výpočet kontaktńıch sil f ci použijeme následuj́ıćı úvahu. Kolize ` je dvojice (i, Ti),
kde i je koliduj́ıćı vrchol a Ti je jeho kontaktńı trojúhelńık. Kontaktńı trojúhelńık Ti
bodu i je ten trojúhelńık na povrchu penetrovaného tělesa, který byl při kolizi
pravděpodobně protnut vrcholem i. Pro jednoduchost předpokládejme, že všechny
vrcholy {j, k, l} trojúhelńıku Ti patř́ı do množiny koliduj́ıćıch vrchol̊u C. Každá kolize
indukuje vznik lokálńıch sil — śıly f `i p̊usob́ıćı na bod i a sil f `Ti

p̊usob́ıćıch na vrcholy
trojúhelńıku Ti. Na každý bod i p̊usob́ı celková kontaktńı śıla f ci , která je součtem
lokálńıch sil ze všech koliźı, jichž se bod i účastńı (tedy bud’ f `i nebo f `T , kde i ∈ T ).

Lokálńı śıly f `i a f `Ti
, které vznikaj́ı během kolize ` = (i, Ti), jsou odvozeny

za předpokladu, že prostor řešeńı je pro tuto kolizi vymezen penetračńım vektorem di
a má tedy jen jednu dimenzi. Výpočet bezkolizńı polohy x̃i(t+h) bodu i se redukuje
na nalezeńı vhodného skaláru αi ∈ [0, 1]. Bezkolizńı polohu pak spočteme

x̃i(t+ h) = xi(t+ h) + αidi

Śıla, kterou je potřeba aplikovat na bod i s polohou xi(t), aby se dostal
na vypočtenou bezkolizńı polohu x̃i(t+h), záviśı na vybraném integračńım schématu.
Kupř́ıkladu pro Verletovo schéma je to

f ci =
mi

h2
αidi

Tento vztah nezáviśı na zvoleném fyzikálńım modelu.

5.3 Výpočet kontaktńı plochy

Kontaktńı plochu i silovou odezvu je zapotřeb́ı odvozovat společně. Nejsou-li obě
techniky pečlivě skloubeny, může být negativně ovlivněna stabilita fyzikálńıho
systému, protože dojde k porušeńı zákon̊u dynamiky.

Vypoč́ıtat korektńı změny tvaru povrchu je náročné a obecně má velmi mnoho
stupň̊u volnosti. Nejsložitěǰśı metody vycháźı z teorie, jež pro výsledné povrchy
formuluje soustavy omezuj́ıćıch podmı́nek (constraints) a vede na optimalizačńı
problémy, které jsou typicky NP těžké. Tyto metody jsou označovány jako metody
založené na omezuj́ıćıch podmı́nkách (constraint methods).

5.3.1 Technika porovnáváńı tlak̊u

Poṕı̌seme metodu, která porovnává vzájemné tlaky mezi dvěma tělesy A a B.
Jej́ım ćılem je iterativně hledat bezkolizńı polohy vrchol̊u. Celý postup lze provést
v reálném čase a nav́ıc je vhodný i pro ř́ıdce vzorkované objekty [ST05].

Necht’ C je množina koliduj́ıćıch bod̊u. Pro každý koliduj́ıćı bod i je spočten pen-
etračńı vektor di a kontaktńı trojúhelńık Ti, stejně jako v sekci 5.2.2. Ke koliduj́ıćım
bod̊um se přidaj́ı i vrcholy, které patř́ı kontaktńım trojúhelńık̊um, č́ımž vznikne de-
formačńı region D.
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Pro každý uzel i ∈ D spočteme vektor posunut́ı si, který bude použit pro vyřešeńı
kolize. Tento vektor spočteme jako vážený pr̊uměr penetračńıch vektor̊u dj vrchol̊u
j druhého objektu, jejichž kontaktńı trojúhelńıky obsahuj́ı uzel i. Formálně jde
o množinu Ji = {j ∈ D|i ∈ Tj}.

Poloha xi vrcholu i je iterována podle vzorce

x
(k+1)
i = x

(k)
i ±

1

2(k+1)
si

Směr postupu zálež́ı na rozd́ılu tlak̊u, které jsou v bodě xi vykazovány jedńım
a druhým povrchem. Po každém kroku této iterace totiž dojde v d̊usledku změn
v polohách bod̊u deformačńıho regionu ke změně rozložeńı vnitřńıho silového
p̊usobeńı uvnitř tělesa. Vnitřńı śıly je potřeba vyhodnotit a přepoč́ıtat na tlaky,
které p̊usob́ı v okoĺı bodu i. V závislosti na tom, které z těles A a B vyv́ıj́ı větš́ı tlak,
se bod i posune ve směru nebo proti směru vektoru si. Ćılem je dosáhnout rovnováhy
ve vzájemném silovém p̊usobeńı obou těles.

Protože popsané schéma konverguje velmi rychle, v praxi postačuj́ı 3-4 iterace.
Po vyhodnoceńı výsledného tvaru povrchu jsou upraveny rychlosti koliduj́ıćıch vr-
chol̊u a dopočteny př́ıpadné daľśı śıly, např́ıklad třeńı.

5.4 Diskuse

Penalizačńı metoda je nejstarš́ı technika, která je sice jednoduchá, ale špatně nas-
tavitelná. Dlouhou dobu dominovala na poli simulace deformovatelných model̊u
v reálném čase, zejména d́ıky svoj́ı nenáročnosti na implementaci. Metody, které
poskytuj́ı mnohem kvalitněǰśı výsledky byly představeny postupně teprve nedávno.
Z nich vyb́ıráme dvě nejzaj́ımavěǰśı. Algoritmus využ́ıvaj́ıćı neiterativńı výpočet
kontaktńıch sil a technika porovnáváńı tlak̊u slibuj́ı stejně dobré výsledky, protože
použ́ıvaj́ı podobné prostředky a oběma jim jde v podstatě o nalezeńı kontaktńı
plochy. Lǐśı se pouze zp̊usobem, kterým body na kontaktńı plochu doprav́ı.
Porovnáváńı tlak̊u sice vyžaduje (malý) počet opakováńı, ale má intuitivněǰśı kon-
cept a je př́ımo navrženo pro práci s r̊uzně hustě vzorkovanými objekty, a proto
se přiklońıme k tomuto řešeńı. Celou techniku spolu s algoritmem pro odhad pene-
tračńıch vektor̊u podrobně rozebereme v kapitole 6.



Kapitola 6

Navrhované řešeńı

V předchoźıch kapitolách jsme pokryli všechna témata, kterými je třeba se při simu-
laci deformovatelných model̊u zabývat. V této kapitole představ́ıme celkové schéma,
které kombinuje zmiňované techniky. Konkrétńı techniky pro toto schéma byly
vybrány tak, aby zaručovaly

1. schopnost pracovat v reálném čase s rozumně komplexńımi objekty

2. snadnou konfigurovatelnost pomoćı jednoduchých parametr̊u

3. věrohodné výsledky

Detailńımu popisu jednotlivých část́ı, z nichž se celkové schéma skládá, se budeme
věnovat v druhé části této kapitoly. Zhodnoceńı dosažených výsledk̊u lze naj́ıt v kapi-
tole 7.

6.1 Celkové schéma

Navrhované schéma je postaveno tak, aby pracovalo s objemovými meshi. To
přináš́ı řadu nevýhod a omezeńı předevš́ım proto, že objemové meshe jsou poměrně
obsáhlé. Např́ıklad krychle složená z 10× 10× 10 krychliček, které jsou převedeny
na čtyřstěny, má 1331 uzl̊u a 5000 čtyřstěn̊u. Velmi snadno tedy dosahujeme
maximálńıho počtu bod̊u a čtyřstěn̊u, které lze simulovat v reálném čase. Problém
neńı jenom v deformovatelných modelech, muśıme zohlednit i fakt, že použité ob-
jekty podstupuj́ı ještě řadu daľśıch, výpočetně náročněǰśıch krok̊u, jmenovitě detekci
koliźı a řešeńı koliźı.

Zmı́něný nedostatek je však vyvážen lepš́ımi a věrohodněǰśımi výsledky, kterých
lze s objemovými meshi dosáhnout. Důvodem je hlavně konzistentńı odhad pene-
tračńıch hloubek, z něhož plyne i větš́ı kvalita odvozeného kontaktńıho povrchu.
Objemové meshe nav́ıc mnohem lépe zachovávaj́ı sv̊uj tvar než pouhé povrchové
meshe.

Budeme-li cht́ıt simulovat komplexńı povrchové meshe pomoćı navrženého algo-
ritmu, použijeme techniku známou z oblasti free-form deformaćı. Komplexńı povr-
chový mesh vnoř́ıme do hrubš́ı pravidelné prostorové śıtě (lattice), která jej bude
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aproximovat. Celou simulaci pak budeme provádět s hrubou śıt́ı, kterou lze snadno
rozdělit na pravidelné čtyřstěny, a deformace těchto čtyřstěn̊u zpětně promı́tneme
na jemný povrchový model. Pokud se ukáže, že je vizualizace zdlouhavá, můžeme ji
v některých kroćıch vynechat a jemný model zobrazovat třeba jenom každý druhý
krok simulace.

Ze všech deformaćı se omeźıme pouze na elastické. Budeme předpokládat, že
během simulace nemůže doj́ıt k porušeńı souvislosti modelu. Spolu s vnitřńımi silami
vznikaj́ıćımi v tělesech je potřeba uvážit ještě vněǰśı śıly, které na těleso mohou
p̊usobit. V našem řešeńı p̊ujde předevš́ım o gravitačńı śılu, která je v simulovaném
prostřed́ı př́ıtomna neustále, a liniovou śılu, kterou může uživatel p̊usobit na těleso
ve vybraném bodě. Daľśı vněǰśı śıla, kterou budeme uvažovat, je třećı śıla, která
vzniká v oblasti, kde se dvě tělesa navzájem stýkaj́ı.

Kostra navrženého algoritmu má tři základńı body

1. simulace deformovatelného modelu

• výpočet sil p̊usob́ıćıch v každém bodě

• aktualizace poloh bod̊u v čase

2. detekce koliźı

• nalezeńı seznamu koliduj́ıćıch bod̊u

• a seznamu koliduj́ıćıch (povrchových) trojúhelńık̊u

3. řešeńı koliźı

• výpočet penetračńıch hloubek a bezkolizńıch poloh

• aktualizace poloh koliduj́ıćıch bod̊u

Kostra je dostatečně obecná, aby nás neomezovala v použit́ı r̊uzných technik v jed-
notlivých částech.

6.2 Deformovatelný model

Všechny tři deformovatelné modely popsané v kapitole 3 jsou z hlediska vytýčených
kriteríı stejně vhodnými kandidáty. Všechny jsou schopny pracovat v interaktivńıch
rychlostech s objemovými meshi a podporuj́ı jak elastické, tak plastické deformace
a chováńı lze ovládat prostřednictv́ım malého počtu parametr̊u.

Jako nejvhodněǰśı kompromis mezi rychlost́ı, intuitivitou parametr̊u a
věrohodnost́ı vybereme zobecněný Mass-Spring System.
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6.2.1 Detaily modelu

Deformovatelný model jsme již poměrně podrobně představili v kapitole 3. Zde se
budeme věnovat jeho konkrétńımu nasazeńı a odvod́ıme finálńı podoby vzorc̊u.

Zobecněný Mass-Spring System, který má pracovat s objemovými meshi, bude
zahrnovat dva r̊uzné typy vnitřńıch sil. Jedńım budou tlumené śıly vycházej́ıćı
z podmı́nky zachováńı délek hran a druhým typem budou śıly zaručuj́ıćı zachováńı
objemu čtyřstěn̊u. Nebudeme se zde zabývat silami bráńıćımi změně obsahu povr-
chových trojúhelńık̊u, které by v tomto př́ıpadě měly pouze zanedbatelný vliv.

Zachováńı vzdálenosti. Śıly, které zaručuj́ı zachováńı vzdálenosti, se muśı
vypoč́ıtat pro každou hranu a distribuovat jej́ım koncovým bod̊um. Tlumeńı těchto
sil je zásadńı pro stabilitu celé simulace.

Mějme hranu e = (i, j), jej́ıž klidová délka je l0. Tlumená śıla, která p̊usob́ı proti
změně délky e v bodě i, je odvozena z podmı́nky (3.9) za použit́ı vztahu (3.8) a má
tvar

f ei (xi,xj) =

(
−kD ·

|~xij| − l0
l0

+ dC ·
~xji · vi + ~xij · vj
|~xij| · l0

)
·

~xji
|~xij| · l0

(6.1)

~xij označuje vektor xj − xi; analogické značeńı použ́ıváme i v rovnićıch ńıže.
Parametr kD upravuje význam této śıly; č́ım je větš́ı, t́ım větš́ı je i śıla p̊usob́ıćı
proti změně. Parametr dC je činitel útlumu a v závislosti na rychlostech koncových
bod̊u provád́ı útlum.

Zachováńı objemu. Śıly, které bráńı změně objemu, se vypoč́ıtaj́ı z (3.11), ale
nepouž́ıvá se u nich tlumeńı, tedy jsou odvozeny podle (3.7).

Mějme čtyřstěn T = (i, j, k, l) s klidovým objemem V0. Śıla, která vlivem jeho
deformace p̊usob́ı na vrchol m, je

fTm(xi,xj,xk,xl) = −kV ·
( 1

6
(~xij · (~xik × ~xil))− V0

V0

)
· ∂C
∂xm

(6.2)

kV je koeficient vyjadřuj́ıćı význam této śıly. Posledńı člen rovnice (6.2) je pro i roven

∂C

∂xi
= ~xil × ~xik + ~xik × ~xij + ~xij × ~xil

a pro j, k a l

∂C

∂xj
= ~xik × ~xil,

∂C

∂xk
= ~xil × ~xij,

∂C

∂xl
= ~xij × ~xik

Třeńı. Celkový dojem ze simulace lze velmi vylepšit, použijeme-li alespoň
zjednodušený model dynamického třeńı. Třećı śıly f ri vznikaj́ı ve stykových plochách
mezi dvěma tělesy; my je budeme poč́ıtat v koliduj́ıćıch povrchových bodech.
Tyto śıly bráńı pohybu objekt̊u v kontaktu, jsou př́ımo úměrné celkové śıle, která
v uvažovaném bodě p̊usob́ı, a p̊usob́ı proti směru relativńı rychlosti.
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Odvodit kvalitńı model třeńı neńı triviálńı. Mnoho simulaćı implementuje tzv.
Coulomb̊uv model (Coulomb friction) [MC95]. V naš́ı zjednodušené implementaci
nebudeme uvažovat relativńı rychlost bodu i v̊uči tělesu, s ńımž je v kontaktu, ale
pouze jeho vlastńı rychlost vi:

f ri = −µ · |fi| ·
vi
|vi|

(6.3)

fi je celková śıla p̊usob́ıćı v bodě i a µ je koeficient upravuj́ıćı velikost výsledné třećı
śıly.

Vztah parametr̊u. Největš́ı význam pro celou simulaci má parametr kD. Je-li
velký, těleso se chová, jako by bylo z tuhého materiálu. Při menš́ıch hodnotách
chováńı tělesa připomı́ná rosolovitou látku.

Oproti tomu parametr kV má význam sṕı̌s pro zachováńı orientace čtyřstěn̊u.
Pokud je hodně velký, zat́ımco kD je malý, těleso vypadá, jako by se rozpouštělo.

Daľśım nastavitelným parametrem je činitel útlumu dC . Na jeho nastaveńı je
třeba dát pozor, protože kdyby byl př́ılǐs velký, docházelo by k nežádoućımu jevu —
k přidáváńı energie do systému, což by okamžitě vyústilo ve ztrátu stability.

Koeficient třeńı ovlivňuje, jak moc budou objekty po sobě sklouzávat. Malé ko-
eficienty vytvářej́ı dojem hladkých kluzkých povrch̊u, jako je např́ıklad led, zat́ımco
použit́ı větš́ıch koeficient̊u připomı́ná hrubé materiály.

Význam pravidelnosti meshe. Nezanedbatelný vliv na kvalitu simulace má
pravidelnost objemového meshe. Je známo, že adaptivńı metody, které jsou schopny
pracovat s r̊uzně hustě vzorkovanými meshi, prováděj́ı složitou konsolidaci atribut̊u
(polohy, hmotnosti, rychlosti) mezi jemnými a hrubými oblastmi [DDCB01]. Různé
velikosti čtyřstěn̊u a př́ılǐs velký rozptyl v délkách hran mohou negativně ovlivnit
stabilitu celého systému.

6.2.2 Algoritmus

Postup je schematicky popsán v algoritmu 0.1. Celková śıla fi, která p̊usob́ı na bod i,
se během každého kroku poč́ıtá znovu. Pro aktualizaci poloh v čase je použito Ver-
letovo schéma. Snadno nahlédneme, že složitost algoritmu je lineárńı vzhledem k
počtu vrchol̊u, hran a čtyřstěn̊u.

6.3 Detektor koliźı

Pro detekci koliźı využijeme optimalizovaného prostorového hashováńı, které jsme
vybrali v kapitole 4. Algoritmus byl publikován teprve nedávno, ale výsledky měřeńı
ukazuj́ı, že je schopen pracovat v reálném čase až s 104 čtyřstěny.
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Algoritmus 0.1 Výpočet sil a integrace poloh bod̊u v čase.

AktualizujPolohy(časový krok h)

1. pro každou hranu e = (i, j)

• pro m = i, j spočti f em podle (6.1)

2. pro každý čtyřstěn T = (i, j, k, l)

• pro m = i, j, k, l spočti fTm podle (6.2)

3. pro každý bod i

• spočti liniovou śılu fui , kterou p̊usob́ı uživatel

• fi =
∑

e f ei +
∑

T fTi +mi · g + fui ; g je gravitačńı zrychleńı

• pokud je i koliduj́ıćı povrchový bod, spočti f ri podle (6.3)

• xi(t+ h) = 2 · xi(t)− xi(t− h) + h2

mi
(fi + f ri )

• vi(t+ h) = 1
2h

(xi(t+ h)− xi(t− h))

6.3.1 Mř́ıžka

Algoritmus využ́ıvá myšlenou pravidelnou mř́ıžku, která prostor děĺı na množinu
disjunktńıch buněk. Ty slouž́ı ke klasifikaci primitiv objekt̊u nacházej́ıćıch se
v uvažovaném prostoru.

Prostorová mř́ıžka je nastavena jediným parametrem, kterým je velikost buňky l.
Tento parametr v podstatě ovlivňuje počet primitiv v buňce. Jsou-li buňky př́ılǐs
malé, budou sice pravděpodobně obsahovat méně uložených bod̊u, ale čtyřstěny jich
budou prot́ınat v́ıce. Jsou-li naopak buňky př́ılǐs velké, obsahuj́ı velké množstv́ı bod̊u,
s nimiž pak čtyřstěny muśı být testovány. Experimenty a měřeńı ukazuj́ı, že op-
timálńı velikost buňky by měla být přibližně rovna pr̊uměrné délce hran čtyřstěn̊u
uvažovaných objekt̊u.

6.3.2 Koliduj́ıćı body

Samotná detekce koliźı prob́ıhá ve dvou fáźıch. V prvńı fázi jsou zpracovány všechny
body všech objekt̊u. Pro každý bod x = (x, y, z) se zjist́ı, do které buňky padl. Index
této buňky je použit jako kĺıč do hashovaćı tabulky. Pro bod x je kĺıčem trojice
(bx/lc, by/lc, bz/lc), l je délka hrany buňky.

Hashovaćı funkce, která převád́ı kĺıče na indexy do tabulky velikosti n, by měla
být předevš́ım rychle a snadno vyč́ıslitelná. V naš́ı implementaci použijeme jednodu-
chou funkci

h(x) = h(x, y, z) = (x · p1 xor y · p2 xor z · p3) modn

p1, p2 a p3 jsou vybraná velká konstantńı prvoč́ısla, konkrétně 73856093, 19349663 a
83492791.
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Ve druhé fázi jsou zpracovány všechny čtyřstěny objekt̊u. Pro každý čtyřstěn T se
nejprve zkonstruuje jeho obalový kvádr, který má stěny rovnoběžné se souřadnými
osami. Zjist́ı se, které buňky dané myšlené mř́ıžky obalový kvádr prot́ıná, a testuje
se, zda body obsažené v těchto buňkách nejsou uvnitř čtyřstěnu T . Pokud ano, jde
o koliduj́ıćı body.

Test, zda se bod x nacháźı uvnitř T , lze urychlit tak, že x nejprve testujeme proti
obalovému kvádru. Pro vlastńı test bod–čtyřstěn autoři metody navrhuj́ı vypoč́ıtat
barycentrické souřadnice x vzhledem k T . Výhodou tohoto testu je, že nezáviśı na ori-
entaci čtyřstěnu.

6.3.3 Hashovaćı tabulka

Vkládáńı záznamů do hashovaćı tabulky realizujeme technikou hashováńı s přesuny.
Do tabulky jsou ukládány řetězce koliduj́ıćıch prvk̊u. Řetězec je vždy tvořen
množinou bod̊u, které padnou do téže buňky myšlené mř́ıžky. Provázáńı v řetězci
zajǐst’uje ukazatel vzad na předchoźı a ukazatel vpřed na následuj́ıćı prvek. Začátek,
resp. konec řetězce má prázdný ukazatel vzad, resp. vpřed.

Pokud je při vkládáńı nového prvku x pozice h(x) volná, znamená to, že buňka
zat́ım žádné body neobsahuje. Proto prvek jednoduše vlož́ıme. Dojde-li však ke kolizi,
muśıme zjistit, zda řetězec, do kterého x patř́ı, opravdu na pozici h(x) zač́ıná. Jinými
slovy muśıme ověřit, zda x do tohoto řetězce patř́ı. Pokud ano, vlož́ıme x na konec
tohoto řetězce. Pokud ne, pak prvek, který koliduj́ıćı pozici okupuje, přesuneme
na jiné volné mı́sto, aktualizujeme př́ıslušné ukazatele vpřed a vzad v jeho řetězci, a
na nyńı volnou polohu h(x) ulož́ıme x.

Na rychlost vkládáńı má vliv velikost tabulky n. Č́ım je větš́ı, t́ım menš́ı je riziko,
že dojde ke kolizi. Z toho d̊uvodu zajist́ıme, aby tabulka byla zaplněna maximálně
na 75%. Kv̊uli zajǐstěńı kvality hashovaćı funkce se nav́ıc doporučuje, aby n bylo
prvoč́ıslo. V naš́ı implementaci tedy bude n prvńı prvoč́ıslo, které je větš́ı než 4/3
počtu bod̊u ukládaných do tabulky.

6.3.4 Koliduj́ıćı trojúhelńıky

Algoritmus pro výpočet penetračńıch hloubek pro svou práci potřebuje znát i seznam
koliduj́ıćıch trojúhelńık̊u. To jsou ty trojúhelńıky na povrchu tělesa, kterými mohly
koliduj́ıćı body proniknout do tělesa. Mezi ně patř́ı ty trojúhelńıky, které maj́ı alespoň
jeden vrchol koliduj́ıćı, ale také ty, které patř́ı zasaženým čtyřstěn̊um. Prakticky je lze
dohledat velmi snadno. Při detekci koliźı označ́ıme nejenom koliduj́ıćı body, ale nav́ıc
všem vrchol̊um koliduj́ıćıho čtyřstěnu nastav́ıme speciálńı př́ıznak, který znamená,
že se účastńı nějaké kolize. Na konci projdeme všechny povrchové trojúhelńıky a
sesb́ıráme všechny, které maj́ı alespoň jeden koliduj́ıćı nebo speciálńı vrchol. To lze
provést v lineárńım čase vzhledem k počtu všech povrchových trojúhelńık̊u scény.
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6.3.5 Algoritmus

Princip prostorového hashováńı určeného k nalezeńı seznamu koliduj́ıćıch bod̊u
shrnuje algoritmus 0.2. Zpracováńı všech bod̊u v prvńı fázi prob́ıhá v lineárńım čase
vzhledem k počtu bod̊u; vkládáńı prvk̊u do hash tabulky má očekávaný konstantńı
čas. Druhá fáze je lineárńı vzhledem k počtu n čtyřstěn̊u ve scéně. Jestliže p znač́ı
pr̊uměrný počet buněk mř́ıžky, které protne jeden čtyřstěn, a q pr̊uměrný počet bod̊u
v buňce, pak časová složitost je řádu O(q · p ·n). Protože velikost mř́ıžky byla volena
relativně vzhledem k pr̊uměrné délce hrany čtyřstěnu, je p konstantńı.

Algoritmus 0.2 Algoritmus prostorového hašováńı.

DetekujKolize(objekty)

1. pro každý bod i každého objektu

• najdi kĺıč (x, y, z) a vlož i podle něj do hash tabulky

2. pro každý čtyřstěn T každého objektu

• pro každou buňku C dané myšlené mř́ıžky, kterou čtyřstěn T prot́ıná

• pro každý bod i buňky C

• zjisti, zda i nelež́ı uvnitř T

• pokud ano, vlož i do seznamu koliduj́ıćıch vrchol̊u

• vrchol̊um T nastav speciálńı př́ıznak, že se účastńı kolize

3. vrat’ seznam koliduj́ıćıch vrchol̊u

6.4 Řešeńı koliźı

Řešeńı koliźı založ́ıme na technice porovnáváńı tlak̊u, pro niž jsme se rozhodli v kapi-
tole 5. Nejprve je zapotřeb́ı spoč́ıtat penetračńı vektory a poté dohledat kontaktńı
trojúhelńıky koliduj́ıćıch bod̊u; tyto dvě informace využijeme k výpočtu vektor̊u po-
sunut́ı, které slouž́ı k nalezeńı kontaktńıho povrchu.

6.4.1 Penetračńı vektory

Penetračńı vektory budeme poč́ıtat podle schématu posaného v algoritmu 0.3.
Pro lepš́ı představu jednotlivé kroky zachycuje i obrázek 6.1. Do algoritmu zbývá do-
plnit zp̊usob, jak efektivně naj́ıt pr̊useč́ıky hran, které spojuj́ı koliduj́ıćı a nekoliduj́ıćı
body a které budeme označovat jako pr̊unikové hrany (intersection edges), jak
v těchto pr̊useč́ıćıch interpolovat normálu penetrovaného povrchu a jak z těchto in-
formaćı aproximovat penetračńı vektory hraničńıch bod̊u. Dále je potřeba vyřešit
konkrétńı odvozeńı penetračńıch vektor̊u zbylých koliduj́ıćıch bod̊u v propagačńı
fázi.
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Časová složitost tohoto algoritmu záviśı na rychlosti kroku 2. Procedura, kterou
použ́ıváme a kterou poṕı̌seme o kousek ńıže, v nejhorš́ım př́ıpadě pracuje v čase
O(m · t), kde m je počet pr̊unikových hran a t je počet koliduj́ıćıch trojúhelńık̊u.
Ve většině př́ıpad̊u však pracuje s lineárńı složitost́ı O(m). Propagačńı fázi lze provést
v lineárńım čase vzhledem k počtu koliduj́ıćıch vrchol̊u.

Algoritmus 0.3 Odhad penetračńıch vektor̊u.

PenetračńıVektory(množina C koliduj́ıćıch bod̊u, množina D nekoliduj́ıćıch bod̊u)

1. najdi množinu B hraničńıch bod̊u = koliduj́ıćıch bod̊u, které soused́ı alespoň
s jedńım nekoliduj́ıćım bodem

2. pro každou pr̊unikovou hranu e spočti jej́ı pr̊useč́ık xe s povrchem protnutého
tělesa a jednotkovou povrchovou normálu ne v tomto bodě

3. aproximuj penetračńı vektory di hraničńıch bod̊u i s použit́ım přilehlých
pr̊useč́ık̊u xe a normál ne.

4. propagačńı fáze

• všechny hraničńı body z B označ jako zpracované

• najdi množinu B nových hraničńıch bod̊u = všech nezpracovaných
koliduj́ıćıch bod̊u, které soused́ı s alespoň jedńım zpracovaným bodem

• je-li B prázdná, algoritmus konč́ı

• pro každý nový hraničńı bod i vypočti di s použit́ım hodnot ze všech
zpracovaných sousedńıch bod̊u j

• opakuj propagačńı fázi

Pr̊unikové hrany. Ve scénách, kde se nacháźı v́ıce než dvě tělesa, se může stát,
že oba konce nějaké hrany e = (a, b) proniknou do r̊uzných těles. Taková hrana je
samosebou stále chápána jako pr̊uniková, přestože spojuje dva koliduj́ıćı body. Hranu
e v takovém př́ıpadě chápeme jako dvojici hran ea = (a, b), kde a koliduje a b nikoli,
a eb = (a, b), kde b koliduje a a nikoli.

Opatrńı muśıme být pak i při propagaci penetračńıch hloubek, aby koliduj́ıćı
body přisṕıvaly pouze těm soused̊um, kteř́ı pronikli do stejného objektu.

Nalezeńı pr̊useč́ık̊u. Jak již bylo předesláno na konci kapitoly 4, algoritmus pros-
torového hashováńı lze použ́ıt pro nalezeńı pr̊useč́ık̊u pr̊unikových hran s povrchem
penetrovaného tělesa.

Mı́sto bod̊u jsou do tabulky vkládány pr̊unikové hrany. Ty mohou prot́ınat v́ıce
buněk současně, proto je potřeba je vkládat podle kĺıče každé zasažené buňky. K tomu
použijeme DDA algoritmus (Digital Differential Analyzer) pro pr̊uchod mř́ıžkou.
Každá buňka tak má v hash tabulce asociován řetězec hran, které do ńı zasahuj́ı.
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Obrázek 6.1: Výpočet penetračńıch vektor̊u. Převzato z [HTK+04]. (a) Nalezeńı
pr̊unikových hran, jejich pr̊useč́ık̊u s povrchem a normál v těchto bodech. (b) Aproxi-
mace penetračńıch vektor̊u v hraničńıch bodech. (c) Propagace penetračńıch vektor̊u
do zbylých koliduj́ıćıch bod̊u.

V druhé fázi prostorového hashováńı pracujeme s koliduj́ıćımi trojúhelńıky T . Ty,
podobně jako předt́ım čtyřstěny, postupně testujeme se všemi hranami obsaženými
ve všech buňkách, které T protne.

V praxi se při měřeńıch ukázalo, že taková technika je zbytečně složitá, protože
vkládáńı hran a zjǐst’ováńı, které buňky trojúhelńık protne, zabere dost času. Lepš́ı
výsledky dostaneme, pokud využijeme časové koherence a budeme si pamatovat,
který trojúhelńık hrana naposledy protnula. V př́ıpadě, že je informace neaktuálńı,
nový trojúhelńık najdeme lineárńım pr̊uchodem přes všechny koliduj́ıćı trojúhelńıky
toho tělesa, do kterého hrana zasahuje. Toto těleso snadno poznáme, pokud si během
detekce koliźı u všech koliduj́ıćıch bod̊u poznamenáme, do kterých těles padly.

Aproximace penetračńıch vektor̊u. Známe-li všechny pr̊useč́ıky xe hran e
s povrchem penetrovaného tělesa i jednotkové normály ne v těchto bodech, můžeme
v hraničńıch bodech i aproximovat penetračńı hloubku hi a jednotkový penetračńı
směr ri pomoćı vážených pr̊uměr̊u. Použitá váhová funkce má tvar

wi(x) =
1

|x− xi|2
(6.4)

Tato funkce výrazně preferuje body, které jsou si hodně bĺızko.
Součtem přes všechny pr̊unikové hrany e incidentńı s hraničńım bodem i

dostaneme hledané aproximace

hi =

∑
ewi(xe) · (xe − xi) · ne∑

ewi(xe)

r̃i =

∑
ewi(xe) · ne∑
ewi(xe)

ri =
r̃i
|̃ri|

a kýžený odhad vlastńıho penetračńıho vektoru di bodu i je

di = hi · ri
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Propagace penetračńıch vektor̊u. Ve fázi propagace se penetračńı hloubky a
směry zpracovaných bod̊u j použij́ı k odvozeńı hloubek a směr̊u nových hraničńıch
bod̊u i, se kterými soused́ı, s použit́ım následuj́ıćıch vztah̊u

hi =

∑
j wi(xj) · ((xj − xi) · rj + hj)∑

j wi(xj)

r̃i =

∑
j wi(xj) · rj∑
j wi(xj)

, ri =
r̃i
|̃ri|

6.4.2 Kontaktńı trojúhelńıky

Pro identifikaci kontaktńıch trojúhelńık̊u Ti koliduj́ıćıch bod̊u i můžeme využ́ıt
podobný př́ıstup, jako při hledáńı pr̊useč́ık̊u pr̊unikových hran s povrchem objektu.
Mı́sto pr̊unikových hran použijeme polopř́ımky, které budou vycházet z bodu i
ve směru penetračńıho vektoru di. Protože penetračńı vektor mı́̌ŕı k povrchu, lze
očekávat, že př́ıslušný kontaktńı trojúhelńık bude protnut pro t ≈ 1 a z toho
d̊uvodu nemuśıme do hash tabulky vkládat př́ımo polopř́ımky, ale jenom jejich části,
např́ıklad pro t ∈ [0, 2].

I přesto se může stát, že pr̊useč́ık̊u s koliduj́ıćımi trojúhelńıky bude několik. Pak
vybereme ten, který je bodu i nejbĺıž.

Kandidáty na kontaktńı trojúhelńıky budeme hledat mezi koliduj́ıćımi
trojúhelńıky. To neńı plně korektńı předpoklad, protože v př́ıpadě komplexńıch
povrch̊u se může stát, že penetračńı vektor bude prot́ınat některý z nekoliduj́ıćıch
povrchových trojúhelńık̊u. Vzhledem k tomu, že se v naš́ı implementaci omezujeme
na pravidelné objemové meshe, je tato situace krajně nepravděpodobná. Pokud se
přece jen u některého bodu nepodař́ı naj́ıt kontaktńı trojúhelńık, ponecháme v rámci
daného kroku tento vrchol na svém mı́stě.

Při měřeńıch se opět ukazuje, že rychleǰśı je si u každého bodu pamatovat posledńı
kontaktńı trojúhelńık a v př́ıpadě, že neńı aktuálńı, jednoduše proj́ıt seznam všech
koliduj́ıćıch trojúhelńık̊u proniknutého objektu.

6.4.3 Výpočet vektor̊u posunut́ı

V této části poṕı̌seme, jak naj́ıt vektory posunut́ı si pro každý bod i deformačńıho
regionu D. Deformačńı region je množina všech koliduj́ıćıch bod̊u spolu s vrcholy je-
jich kontaktńıch trojúhelńık̊u. Vrcholy kontaktńıch trojúhelńık̊u nemuśı samy o sobě
kolidovat, nicméně jsou zahrnuty do deformačńıho regionu proto, že jejich posunut́ı
pomůže úspěšně vyřešit kolizi.

Abychom byli schopni zaručit rozumné a v čase spojité vektory posunut́ı si,
použijeme při výpočtu interpolaci, která uvažuje nejen samotný penetračńı vek-
tor di bodu i, ale i vážený pr̊uměr penetračńıch vektor̊u bod̊u j, jejichž kontaktńı
trojúhelńıky Tj jsou incidentńı s i. Tedy

si =

∑
j∈Ji

wj · (−dj) + di∑
j∈Ji

wi + 1
, Ji = {j ∈ D : i ∈ Tj}
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Pokud vrchol i neńı koliduj́ıćı a tud́ıž nemá penetračńı vektor, je při výpočtu si
použita hodnota di = 0. Váha wj penetračńıho vektoru dj, kterým bod j s kon-
taktńım trojúhelńıkem Tj přisṕıvá bodu i, se vypočte následovně

wj =
area(j, k, l)

areaTj
, Tj = {i, k, l}

6.4.4 Kontaktńı povrch

Výsledný kontaktńı povrch mezi dvěma tělesy A a B spočteme iterativně s použit́ım
vektor̊u posunut́ı. V prvńım kroku posuneme všechny body v deformačńım regionu
přesně do poloviny

x
(1)
i = xi +

1

2
si

Pokud by obě tělesa byla v daném mı́stě stejně elastická, kolize by byla vyřešena,
kontaktńı povrch by se nacházel přesně mezi nimi. V každém daľśım kroku iterace
muśıme nejprve porovnat tlaky, které p̊usob́ı v okoĺı bodu i, a podle toho urč́ıme,
zda je třeba bod i posunout ve směru nebo proti směru spočteného vektoru si.

x
(k+1)
i = x

(k)
i ±

1

2k+1
si (6.5)

Tlaky v okoĺı bod̊u. T́ım, že v každé iteraci dojde ke změně poloh bod̊u de-
formačńıho regionu, dojde i ke změně rozložeńı vnitřńıch sil fi p̊usob́ıćıch v bodech i
deformovatelných těles. Tyto śıly je potřeba znovu vyhodnotit.

Uvažme nyńı bod i z deformačńıho regionu tělesa A. Tlak, který p̊usob́ı v bodě i,
budeme poč́ıtat v malé oblasti Oi kolem tohoto bodu, která je tvořena sjednoceńım
oblast́ı všech povrchových trojúhelńık̊u incidentńıch s bodem i. Z tělesa A se v Oi

nacháźı jenom bod i a proto výpočet tlaku pAi , který vzniká deformaćı tělesa A, je
snadný

pAi =
fi

areaOi

Z tělesa B se v oblasti Oi nacháźı všechny body j ∈ Ji ∩ B = {j ∈ B ∩D : i ∈ Tj},
D je deformačńı region. Aby tlak pBi byl spojitý, použijeme podobnou interpolaci
jako při výpočtu vektor̊u posunut́ı si.

pBi =

∑
j∈Ji

wjfj

areaOi ·
∑

j∈Ji
wi

Spočtené tlaky pAi a pBi promı́tneme do vektoru posunut́ı si a porovnáme jejich
velikost: pokud (pAi · si < pBi · si), postupujeme ve směru si a naopak.

V př́ıpadě, že povrch tělesa B je mnohem méně hustě vzorkován, může doj́ıt
k tomu, že množina Ji ∩B je prázdná, tzn. že žádný kontaktńı trojúhelńık žádného
bodu tělesa B neobsahuje bod i. Tehdy se uvažovaná oblast rozš́ı̌ŕı a tlak pBi se
spočte pomoćı vnitřńıch sil p̊usob́ıćıch ve vrcholech kontaktńıho trojúhelńıku Ti.
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6.4.5 Opakovaná iterace

Iteračńı schéma zachycené rovnićı (6.5) konverguje velmi rychle a pro praktické
použit́ı stač́ı jen několik iteraćı. Ukazuje se, že tři iterace poskytuj́ı dostatečně dobré
výsledky.

6.5 Shrnut́ı

V kapitole jsme vytvořili obecné schéma pro simulaci deformovatelných objekt̊u,
které neomezuje v použit́ı konkrétńıch technik. Na základě informaćı a závěr̊u
z předešlých kapitol jsem vybrali nejvhodněǰśı kandidáty řeš́ıćı úkoly v jednotlivých
kroćıch a podrobně jsme se věnovali jejich popisu, odvozeńı a nastaveńı.

Představené schéma se soustřed́ı na objekty reprezentované objemovým meshem
a při jejich deformaci zahrnuje jak p̊usobeńı vněǰśıch silových poĺı, tak vzájemné
mechanické p̊usobeńı. Velká pozornost byla věnována kvalitě řešeńı koliźı, protože
na ńı velmi záviśı celkový dojem ze simulace.

Od schématu očekáváme, že bude schopno v reálném čase simulovat objekty
obsahuj́ıćı řádově 103 čtyřstěn̊u a nebude trpět klasickými neduhy, zejména pokud
bude mı́t jeden objekt spoč́ıvat v klidu na jiném.

Muśıme si však uvědomit, že jednak d́ıky tomu, že penetračńı hloubky jsou pouze
aproximovány, a jednak proto, že zanedbáváme při detekci koliźı pr̊uniky dvou stěn,
se nelze úplně vyhnout menš́ımu proĺınáńı koliduj́ıćıch těles. I přesto však schéma
slibuje rozumné výsledky.



Kapitola 7

Výsledky a měřeńı

Algoritmus navržený v kapitole 6 jsme implementovali na platformě Win32 a otesto-
vali na sadě dat. V této kapitole rozebereme nastaveńı a omezeńı jeho jednotlivých
část́ı a problémy, se nimiž se mohou potýkat. Tyto problémy jsou však koncepčńıho
charakteru, proto vysvětĺıme d̊uvody jejich vzniku a př́ıpadně navrhneme adekvátńı
opatřeńı. Na konci kapitoly učińıme závěr ze źıskaných měřeńı a prezentujeme ukázky
z výstupu programu.

7.1 Použitá data

Předběžné testy deformovatelného modelu prob́ıhaly na r̊uzně kvalitńıch objemových
mesh́ıch, které byly sestrojeny z povrchových mesh̊u použit́ım volně dostupného pro-
gramu TetGen1. Tyto modely obsahovaly 100–7000 čtyřstěn̊u a 200–10000 hran. Zde
se ovšem potvrdilo, že r̊uzná lokálńı hustota uzl̊u a předevš́ım velká variabilita délek
hran (až několik řád̊u) velmi negativně ovlivňuje stabilitu. Tyto modely byly vloženy
do scény a ponechány bez jakýchkoli vněǰśıch vliv̊u, přesto se nastřádané numerické
chyby vzniklé při vyhodnocováńı vnitřńıch sil rychle projevily a celý model znehod-
notily i při extrémně malém časovém kroku 1ms.

Ukázalo se, že pro rozumné použit́ı je zapotřeb́ı pracovat s převážně pravidelnými
meshi, kde vzdálenosti mezi body jsou přibližně stejné a všechny čtyřstěny maj́ı
podobné objemy. Komplexńı meshe simulujeme tak, že je vnoř́ıme do hrubé
pravidelné śıtě a s ńı provád́ıme simulaci. Změny v polohách bod̊u jsou promı́tnuty
zpětně na jemný model pomoćı barycentrických souřadnic — každý bod jemného
meshe má uložen čtyřstěn, do kterého patř́ı, a barycentrické souřadnice v tomto
čtyřstěnu.

Takto spojené meshe maj́ı dvě výhody. Jednak je simulace mnohem stabilněǰśı a
jednak se t́ımto zp̊usobem omeźı artefakty vznikaj́ıćı při proĺınáńı dvou objekt̊u. Jak
jsme zmı́nili v předchoźıch kapitolách, proĺınáńı nelze úplně zabránit, ale pokud se
částečně prot́ınaj́ı dva hrubé meshe, obalené jemné meshe se ještě prot́ınat nemuśı.
Zde však hodně záviśı na přesnosti, s jakou hrubý mesh obaluje vnořený objekt,

1Domáćı stránka projektu TetGen je http://tetgen.berlios.de/
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protože může docházet i k opačnému efektu — modely se od sebe odrážej́ı, přestože
se mezi nimi nacháźı dostatek mı́sta, nebo se nad sebou jakoby vznášej́ı.

V našem př́ıpadě jsme jako základńı hrubý mesh použili pravidelnou mř́ıžku
10× 10× 10 krychliček. Každá krychlička byla pravidelně rozdělena na pět
čtyřstěn̊u. Tabulka 7.1 popisuje složitost jednotlivých objekt̊u měřenou počtem jejich
primitiv.

Model Uzl̊u Hran Troj. Čtyřstěn̊u
Kostka 216 990 300 625

2402 — 4800 —
Pes 113 451 216 232

4004 — 8004 —
Prstence 322 1460 572 860

6000 — 12000 —

Tabulka 7.1: Použité modely. Uveden je celkový počet uzl̊u, hran, povrchových
trojúhelńık̊u a čtyřstěn̊u hrubých mesh̊u a pod nimi počet uzl̊u a povrchových
trojúhelńık̊u jemných vnořených mesh̊u.

7.2 Deformovatelný model

Koeficienty. Neńı překvapeńım, že zvolený deformovatelný model založený
na zobecněných pružinkách má poměrně velkou tendenci oscilovat. Z toho d̊uvodu
je prakticky nemožné se obej́ıt bez útlumu. Koeficienty útlumu se však velmi lǐśı
v závislosti na struktuře použitého modelu a hmotnostech jeho uzlových bod̊u.
V zahrnutých scénách použ́ıváme koeficienty tlumeńı v rozsahu 0,01–2. Č́ım větš́ı
tlumeńı je aplikováno, t́ım méně model osciluje; je-li však překročena určitá hranice,
začne model velmi rychle kmitat nebo ztrat́ı stabilitu úplně.

Oscilace je nepř́ıjemná zejména kv̊uli problémům, které zp̊usobuje při detekci a
řešeńı koliźı. Těm se věnujeme později.

Koeficienty vynucuj́ıćı zachováńı vzdálenost́ı se též promı́taj́ı do kmitáńı mo-
delu. Tvrdš́ı materiály (kd = 40–100) kmitaj́ı s větš́ı frekvenćı a jejich celkové
chováńı připomı́ná gumová tělesa — relativně málo se deformuj́ı a dobře se odrážej́ı.
Materiály s menš́ımi konstantami (kd = 1–40) připomı́naj́ı sṕı̌se rosolovité látky,
poměrně hodně se deformuj́ı a nemaj́ı takovou tendenci se vracet k p̊uvodńımu tvaru.

Koeficienty zaručuj́ıćı zachováńı objemu použ́ıváme předevš́ım proto, abychom
zabránili invertováńı čtyřstěn̊u. Ve většině simulaćı je kv = 10–20.

Hmotnosti. Pro většinu simulaćı se ukazuje, že hmotnosti 50–100 gramů dávaj́ı
nejlepš́ı výsledky. V př́ıpadě, že je hmotnost hodně malá, uděluj́ı uvažované śıly
bod̊um př́ılǐs velká zrychleńı, která destabilizuj́ı celý systém. Pokud je naopak hmot-
nost velká, źıskávaj́ı nad vnitřńımi silami převahu vněǰśı śıly, zejména gravitace,
která model velmi snadno slisuje.
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Časový krok. Integračńı schema je ovlivněno velikost́ı časového kroku h. Protože
simulace může v závislosti na rozsahu koliźı běžet r̊uzně rychle, použ́ıváme adaptivńı
krok, který ovšem v rámci zajǐstěńı stability shora omezujeme. Maximálńı povolený
krok je 15ms. Zobrazováńı scény provád́ıme pouze každý druhý krok simulace, tud́ıž
maximálńı simulovaný krok mezi dvěma sńımky je 30ms. Měřeńı ukazuj́ı, že algorit-
mus pracuje i na dnes pr̊uměrném PC s přibližně 40–60 sńımky za sekundu, což je
v́ıc než dostatečná hodnota pro odpov́ıdaj́ıćı simulaci. I kdyby počet sńımk̊u klesl
na 30, pořád máme simulaci přibližně 1:1, za 1s totiž odsimulujeme 900ms.

7.3 Detekce koliźı

Ukazuje se, že algoritmus pro detekci koliźı je dostatečně rychlý pro nasazeńı v našich
scénách s řádově 103 čtyřstěn̊u a 102 bod̊u; nejedná se dokonce ani o nejpomaleǰśı
část algoritmu, prvenstv́ı v tomto ohledu drž́ı řešeńı koliźı a vykreslováńı scény.

Krom již zmı́něného handicapu, kterým je neschopnost detekovat pr̊unik dvou
čtyřstěn̊u, které se prot́ınaj́ı pouze stěnami, se objevuje daľśı problém, kterým je
detekce koliźı v́ıce těles současně. Může se stát, že jeden bod se bude nacházet uvnitř
dvou r̊uzných těles. K této situaci docháźı např́ıklad v okamžiku, kdy dvě tělesa
proniknou do sebe navzájem a penetruj́ı i podlahu. Detektor koliźı je omezen pouze
na dvě současně se prot́ınaj́ıćı tělesa a preferuje řešeńı kolize s podlahou. Problémem
naopak neńı, pokud oba dva koncové body jedné hrany penetruj́ı r̊uzná tělesa; tento
stav je v implementaci korektně ošetřen.

Dı́ky tomuto nedostatku se rozšǐruje okruh situaćı, při kterých tělesa mohou
z̊ustat protnuta (i přesto, že je kolize detekována). Korektńı řešeńı by si vyžádalo
rozš́ı̌reńı schopnost́ı detektoru koliźı; každý bod by musel mı́t uloženu množinu všech
čtyřstěn̊u, do kterých padnul. Mnohem náročněǰśı by pak bylo řešeńı koliźı, pro každý
bod by se muselo hledat několik penetračńıch hloubek a vektor̊u posunut́ı a tyto
výsledky rozumně konsolidovat.

Protože v praxi k takovým situaćım nedocháźı př́ılǐs často (pokud se záměrně
nesnaž́ıme dosáhnout tohoto stavu) a protože jsou zpravidla odstraněny d́ıky vyřešeńı
koliźı zbývaj́ıćıch koliduj́ıch vrchol̊u, budeme tento nedostatek ignorovat.

7.4 Řešeńı koliźı

Nejsložitěǰśı proces, který během simulace prob́ıhá, je řešeńı koliźı. Ten se oṕırá
o odhady penetračńıch vektor̊u, které nejsou vždy snadné. Zásadńım problémem je
kmitáńı model̊u. Než se modely ustáĺı, vyžaduje to určitý čas. Během tohoto času se
přes jakoukoli snahu aproximovat penetračńı vektory spojitě nedá zabránit mı́rnému
poskakováńı jednoho objektu po druhém, i když by na sobě měly spoč́ıvat klidněji.
Tento jev lze pozorovat zejména při simulaćıch geometricky pravidelných objekt̊u,
např́ıklad dvou krychĺı. Naopak ve scénách s jemnými povrchovými meshi jsou tyto
artefakty nepozorovatelné.

Na druhou stranu, v době, kdy jsou modely ustáleny, źıskávaj́ı śılu numerické
chyby. Penetračńı hloubky mezi dvěma na sobě spoč́ıvaj́ıćımi tělesy jsou velmi malé
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a d́ıky druhé mocnině ve váhové funkci (6.4) se ještě zmenšuj́ı. V některých př́ıpadech
d́ıky zaokrouhlovaćım chybám byla celková váha vyhodnocena +∞. Tento problém
byl snadno odstraněn tak, že bod̊um s penetračńımi hloubkami nedosahuj́ıćımi
určitého prahu byla uměle nastavena nulová penetračńı hloubka i nulový penetračńı
vektor.

Dı́ky nedokonalému detektoru koliźı a výpočtu odezvy se může stát, že se jeden
bod objektu do jiného objektu zanoř́ı náhle. Velmi náchylné jsou v tomto ohledu
hraničńı body v okamžiku, kdy jedno těleso pomalu sklouzává z druhého. Může doj́ıt
k tomu, že penetračńı hloubka odhadnutá na základě popsaného algoritmu (přestože
se jev́ı rozumně) je ve skutečnosti nevhodná. Problém názorně ilustruje obrázek 7.1.
Kv̊uli nerozumnému odhadu penetračńıho vektoru se generuje i špatná odezva —
zasažený bod se vzdaluje od správné polohy, sklouzávaj́ıćı těleso jej tlač́ı před sebou
mı́sto toho, aby pod něj bod zajel. Ještě výrazněji se problém projevuje v př́ıpadě
složitěǰśıch hrubých mesh̊u, kde může vyústit v rušivé třepáńı se objekt̊u. Je nutné si
však uvědomit, že nejde o chybu v algoritmu, ale o nedostatek, který plyne z vágńı
definice penetračńıho vektoru. Neńı totiž vždy jasné, jak správně poznat, kterým
mı́stem na povrchu tělesa koliduj́ıćı bod proniknul. Vı́ce viz sekce 6.4.1.

Až na popsaný koncepčńı nedostatek, dává proces řešeńı koliźı velmi dobré
výsledky a plně se podařilo dosáhnout vytyčeného ćıle — omezit poskakováńı těles
po sobě na minimum.

Nepodařilo se však úplně uspokojivě vyřešit problém spoč́ıváńı dvou těles na sobě
v klidu (resting contacts), tělesa maj́ı tendenci ze sebe po čase sklouznout. Vinu nese
nepř́ılǐs dobrý model třeńı spolu s malými vibracemi modelu, které vznikaj́ı při velmi
mělkém zanořeńı.

7.5 Zobrazováńı

Výsledky měřeńı naznačuj́ı, že zobrazováńı může být paradoxně nejdražš́ı operaćı
celého programu. Zde jsou na vině dva faktory. Prvńı je velmi slabý grafický
akcelerátor, který byl při měřeńı použit; dnes lze jej klasifikovat jako low-end GPU.
Na druhou stranu je nutné podotknout, že pro vykreslováńı vytvořených scén bohatě
dostačuje, limituj́ıćı je v tomto př́ıpadě sṕı̌s rychlost sběrnice, která souviśı s druhým,
zásadněǰśım faktorem, j́ımž je fakt, že se v každém kroku muśı na grafickou kartu
pośılat všechna data znova. O přepočet nových poloh bod̊u jemných povrchových
mesh̊u přes barycentrické souřadnice a odhad normál trojúhelńık̊u se stará procesor
v hlavńı paměti.

Prvńı zmı́něný nedostatek by bylo možné částečně eliminovat použit́ım dnes běžně
dostupných výkonněǰśıch akcelerátor̊u ve sběrnici PCI-E. V př́ıpadě druhého faktoru
by bylo možné zvážit využit́ı př́ımo programovatelného GPU k výpočt̊um nových
opravených poloh jemných mesh̊u. Takové úvahy však přesahuj́ı rámec této práce.
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Obrázek 7.1: Ukázka vzniku chybného odhadu při výpočtu penetračńı hloubky.
Nalevo zobrazeno schematicky; A sklouzlo z B, bod i se náhle ocitnul uvnitř A.
Odhadovaná penetračńı hloubka je a, přitom bychom preferovali (mnohem větš́ı)
b. Napravo je celá situace zachycena př́ımo v programu, penetračńı hloubky jsou
záměrně stonásobně zvětšeny. Pravý horńı roh spodńı krychle má penetračńı hloubku
A mı́̌ŕıćı ven a nově zanořený prostředńı bod z dolńı podstavy menš́ı krychle má
podobně špatně odhadnutou hloubku B.

7.6 Měřeńı

Měřeńı rychlosti algoritmu bylo provedeno na stroji s procesorem Intel Pentium 4
s taktem 1,8GHz a 1GB RAM. Pro vykreslováńı bylo použito grafického akcelerátoru
NVIDIA GeForce4 MX 440 s 64MB VRAM osazeném v AGP. Scéna se renderovala
v rozlǐseńı 800×600 pixel̊u s 32bitovou barevnou hloubkou.

Program byl implementován v prostřed́ı MS Visual Studio C++ verze 8.0 a zkom-
pilován s optimalizacemi pro rychlost /O2 /Ot (Maximize Speed, Favor Fast Code).

7.6.1 Scény

Pro měřeńı byly sestaveny dvě scény. Prvńı scéna sestávala ze tř́ı model̊u krychĺı
nad sebou, ćılem bylo demonstrovat schopnost v reálném čase zvládnout výpočty
s řádově tiśıci čtyřstěny.

Druhá scéna obsahovala celkem čtyři hrubé objemové a čtyři jemné povrchové
meshe, které byly do objemových vnořeny. Hlavńı záměr byl otestovat vzájemné
chováńı hrubých mesh̊u a celkový dojem ze simulace, jsou-li zobrazovány jemné
meshe. Přesné parametry scén zachycuje tabulka 7.2.

Scéna Uzl̊u Hran Trojúhelńık̊u Čtyřstěn̊u
3 × Kostka 648 2970 900 1875
4 × Pes 452 1804 864 928

16000 — 32000 —

Tabulka 7.2: Popis scén a jejich rozsah.
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7.6.2 Technika měřeńı

Uvažovaná scéna byla vždy 8× spuštěna a testována. Z každého měřeńı byla dvě
vypuštěna (nejlepš́ı a nejhorš́ı) a ze zbylých byl spočten aritmetický pr̊uměr. Sle-
dovány byly předevš́ım pr̊uměrný a minimálńı počet sńımk̊u za sekundu, pr̊uměrný
a maximálńı počet koliduj́ıćıch bod̊u, pr̊uměrný a maximálńı počet trojúhelńık̊u,
z nichž byly voleny kontaktńı trojúhelńıky. Výsledky jsou obsaženy v tabulce 7.3.
Za povšimnut́ı stoj́ı, že se ve scénách při koliźıch uvažuje pr̊uměrně 40–50% povr-
chových trojúhelńık̊u.

Scéna FPS pr̊um. FPS min PKU MKU PKT MKT
3 × Kostka 31 29 92 147 370 575
4 × Pes 30 25 105 142 451 596

Tabulka 7.3: Výsledná měřeńı. PKU a MKU znač́ı pr̊uměrný resp. maximálńı počet
koliduj́ıćıch uzl̊u. PKT a MKT znač́ı pr̊uměrný resp. maximálńı počet koliduj́ıćıch
trojúhelńık̊u.

Měřeńı zahrnovala i pr̊uměrné časy potřebné k vyhodnoceńı jednotlivých krok̊u
algoritmu, ty však byly př́ılǐs malé a proto je neuvád́ıme. Mı́sto nich uvád́ıme v ta-
bulce 7.4 nejdeľśı naměřené časy. Je dobré mı́t na paměti, že nejhorš́ı časy vznikaj́ı
v okamžiku prvńıho doteku objekt̊u, jelikož je nutné hledat pr̊useč́ıky s povrchem a
kontaktńı trojúhelńıky bez využit́ı časové koherence, slovo tedy maj́ı nejhorš́ı časové
odhady.

Scéna NF UI CD TC PD CR FI R
3 × Krychle 5×5×5 16 32 32 16 16 47 16 47
4 × Pes 16 16 16 16 16 16 — 63

Tabulka 7.4: Výsledná měřeńı nejhorš́ıch čas̊u potřebných k provedeńı jednotlivých
krok̊u, údaje jsou v milisekundách: NF vyhodnoceńı interńıch sil, UI integrace v čase,
CD detekce koliźı, TC sb́ıráńı trojúhelńık̊u, PD aproximace penetračńıch vektor̊u,
CR vyřešeńı kolize, FI uložeńı poloh v čase (pro Verletovo schema), R renderováńı
scény.

7.7 Výsledky

Ukázali jsme, že námi implementovaný algoritmus je schopen pracovat v interak-
tivńıch rychlostech s řádově tiśıci čtyřstěny i na dnes sṕı̌se podpr̊uměrném stroji.
Přes všechny nedostatky, které jsme podrobně rozebrali a pro něž jsme navrhli
rozumná řešeńı, jsou vizuálńı výsledky experiment̊u velmi dobré a srovnatelné
s výsledky, kterých dosáhli autoři článk̊u, z nichž jsme vycházeli. Čtenář sám může
toto tvrzeńı posoudit z obrázk̊u v př́ıloze C.
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Na obrázćıch se nesnaž́ıme zakrývat nejmarkantněǰśı nedostatky našeho řešeńı.
T́ım je jednak vznášeńı se objekt̊u nad sebou zapř́ıčiněné poměrně hrubou aproxi-
maćı jemného meshe. Na tomto mı́stě bychom rádi připomněli, že se nejedná o chybu
algoritmu, ale že jde čistě o problém týkaj́ıćı se kvality simulovaných dat. Druhým
problémem, který lze na obrázćıch těžko zachytit, ale v simulovaných scénách je
dobře patrný, jsou náhle detekované pr̊uniky těles vedoućı k rychle se měńıćı odezvě,
což se projevuje jako třepáńı objektu a p̊usob́ı velmi rušivě.



Kapitola 8

Závěr

V diplomové práci jsme se soustředili na modelováńı deformaćı pevných těles.
Nejprve jsme zmapovali aktuálńı situaci na poli deformovatelných model̊u. Tato
oblast je velmi bohatá a rozvinutá. Existuje mnoho model̊u, které se navzájem
velmi lǐśı mnoha aspekty — typem použ́ıvané reprezentace objekt̊u, kvalitou a
rychlost́ı simulace, zamýšleným nasazeńım a mnoha daľśımi. Z celého odvětv́ı jsme
se zaměřili na ty deformačńı modely, které podporuj́ı deformace pevných těles
reprezentovaných povrchovými nebo objemovými meshi v reálném čase. V práci
popisujeme tři vybraná schemata. Všechna prezentovaná schemata jsou rozumně
nastavitelná prostřednictv́ım relativně malého množstv́ı parametr̊u, které ovlivňuj́ı
chováńı simulových model̊u, a všechna dbaj́ı na konzistenci reprezentace objekt̊u,
nevyžaduj́ı žádné lokálńı úpravy jejich kvality.

V daľśı části jsme se zabývali detekćı koliźı a jejich řešeńım. I tomuto tématu
jsme věnovali velkou pozornost, protože jsme usilovali o co možná nejvěrohodněǰśı
výsledky. Důsledkem je, že implementovaný algoritmus řeš́ıćı kolize nevyžaduje žádné
složité nastaveńı a chová se realisticky i v situaci, kdy na sobě v klidu spoč́ıvaj́ı dvě
tělesa.

Součást́ı práce bylo i ověřeńı chováńı navrženého algoritmu v praxi. Prokázalo se,
že algoritmus je schopen pracovat v reálném čase s řádově 103 čtyřstěny i na pr̊uměrné
výkonném stolńım poč́ıtači. Deformovatelný model vykazuje rozumné chováńı,
nicméně má mnohdy zbytečně velkou tendenci oscilovat, což snižuje věrohodnost si-
mulace. Též nastaveńı parametr̊u, zejména tlumeńı, neńı v̊ubec intuitivńı a je potřeba
jej provést metodou pokus–omyl. Řešeńı koliźı poskytuje velmi dobré výsledky, až
na jednu speciálńı situaci, kterou jsme popsali a vysvětlili.

Ve všech úvahách, které jsme v práci vedli, jsme zanedbali celou řadu jev̊u.
Př́ıpadná daľśı rozš́ı̌reńı se týkaj́ı hned několika oblast́ı.

Do celého modelu by bylo možné zahrnout daľśı vlivy a proměnné. Jedná se
zejména o rozumný model dynamického třeńı, śıly, která vzniká na kontaktńı ploše
mezi dvěma objekty a bráńı pohybu. Vycházet bychom mohli např. ze zmı́něného
Coulombova modelu a relativńı rychlosti aproximovat s použit́ım kontaktńıch
trojúhelńık̊u.
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Daľśı rozš́ı̌reńı by se mohlo týkat tepelných a teplotńıch vliv̊u, protože chováńı
všech látek se měńı v závislosti na teplotě. Nejbĺıže má k tomuto rozš́ı̌reńı metoda
konečných prvk̊u, protože vycháźı z mechaniky kontinua, která tyto vlivy př́ımo
zahrnuje.

Deformovatelný model by bylo možno dále obohatit o větš́ı spektrum pod-
porovaných deformaćı, předevš́ım o plastické deformace. Existuj́ı práce, které se
t́ımto problémem zabývaj́ı a na kterých by bylo možné stavět [OBH02]. Princip
spoč́ıvá v tom, že trvalá část deformace se uchovává v objektu, např́ıklad ve formě
speciálńıch tenzor̊u deformace. Při odvozováńı sil se pak uvažované tenzory rozlož́ı
na elastickou a plastickou část a výpočty se dále provedou jen na základě elastického
př́ıspěvku.

Daľśım typem deformaćı, které bychom mohli zahrnout, je praskáńı a lámáńı.
To je však poměrně náročný úkol, techniky se lǐśı v závislosti na použitém defor-
movatelném modelu a mnohé neńı možné simulovat v reálném čase. Důvodem je
zejména fakt, že je potřeba měnit konektivitu meshe, generovat nová primitiva a
př́ıpadně rušit stávaj́ıćı.

Celkový dojem ze simulace by dále prohloubilo přidáńı dynamických st́ın̊u, z nichž
by uživatel mohl lépe odhadovat polohu těles ve scéně.
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Dodatek A

Obsah CD

A.1 Struktura adresář̊u

Adresář Obsah
/src Zdrojové kódy aplikace
/inc Hlavičkové a zdrojové soubory třet́ıch stran
/bin Přeložená aplikace
/bin/data Ukázková data
/doc Text diplomové práce
/lib Knihovny třet́ıch stran
/media Ukázky výstupu programu

Tabulka A.1: Struktura adresář̊u na přiloženém CD a jejich obsah.

A.2 Knihovny třet́ıch stran

Program využ́ıvá dvou volně dostupných knihoven

1. Boost1 verze 1.34.1. Knihovna obsahuje řadu pomocných konstrukćı, algo-
ritmů, datových struktur a maker, které usnadňuj́ı programováńı v C++. Z kni-
hovny využ́ıváme konstrukci BOOST FOREACH.

2. Microsoft DirectX SDK2 vydáńı February 2006. Z knihovny použ́ıváme
část Direct3D pro vykreslováńı scény a DirectInput pro zpracováńı vstupu
z klávesnice a myši.

1http://www.boost.org/
2http://msdn.microsoft.com/directx/
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Ovládáńı programu

B.1 Systémové požadavky

Doporučená HW konfigurace poč́ıtače: procesor Intel Pentium 4 1.8GHz nebo lepš́ı,
512MB RAM, grafický akcelerátor schopný provádět transformaci a osvětleńı (HW
T&L), např́ıklad NVIDIA řady GeForce 4 nebo vyšš́ı.

Aplikace pro běh potřebuje nainstalovaný Microsoft DirectX Runtime1 ale-
spoň verze 9.0.

B.2 Spuštěńı a ovládáńı programu

Program se spoušt́ı z př́ıkazové řádky s jedńım parametrem, kterým je název kon-
figuračńıho souboru, jenž obsahuje popis scény, a ovládá se pomoćı klávesnice a myši.

Klávesa Význam
ESC Ukončeńı simulace a konec programu.
P Pozastaveńı nebo spuštěńı simulace (pause).
Tab Přeṕınáńı mezi objekty ve scéně.

Na aktivńı objekt se vztahuj́ı klávesy V, F, D, 1–4.
V Skryje nebo zobraźı aktivńı objekt.
F Zobraźı nebo skryje celkové śıly p̊usob́ıćı v bodech hrubého meshe.
D Zobraźı nebo skryje penetračńı hloubky koliduj́ıćıch bod̊u.

Úsečky jsou stonásobně zvětšeny.
1–4 Přeṕıná renderovaćı režimy.

Prvńı tři režimy zobrazuj́ı jemný povrchový mesh.
čtvrtý režim zobrazuje drátěný hrubý mesh (wireframe).

šipky Šipky slouž́ı k ovládáńı polohy kamery.
+/– Zoom kamery.
LMB Levé tlač́ıtko myši aplikuje liniovou śılu na nejbližš́ı bod aktivńıho objektu.
RMB Držeńım pravého tlač́ıtka a pohybem myši lze ovládat polohu kamery.

1Volně ke stažeńı na stránkách http://msdn.microsoft.com/directx/
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B.3 Struktura konfiguračńıho souboru

Konfiguračńı soubor obsahuje seznam deformovatelných model̊u, jejich nastaveńı a
umı́stěńı ve scéně. Struktura souboru vypadá následovně

# Komentář

DeformableModels

DeformableModel {

Parametr Hodnota

...

}

Deformable Model {

Parametr Hodnota

...

}

...

Každý deformovatelný model ve scéně muśı mı́t sv̊uj vlastńı záznam, v němž
jsou specifikovány jeho parametry. Seznam př́ıpustných parametr̊u je uveden v ta-
bulce B.1. Řádky, které jsou uvozeny znakem # (mř́ıž) jsou chápány jako komentáře
a přeskakovány.

Parametr Význam Impl.
Name Jméno tělesa, které se zobraźı ve scéně. ”N/A”
Path Cesta k meshi.
Immersed Cesta k jemnému povrchovému meshi. ””
Color Barva tělesa. 0xc8c864
Mass Hmotnost bod̊u. 1
Scale Změna měř́ıtka. (1, 1, 1)
Translate Posunut́ı. (0, 0, 0)
Rotate Otočeńı. (0, 0, 0)
Damping Koeficient útlumu. 1
DistancePreservation Koeficient ovlivňuj́ıćı zachováńı vzdálenost́ı. 20
VolumePreservation Koeficient ovlivňuj́ıćı zachováńı objemů. 10

Tabulka B.1: Nastavitelné parametry deformovatelného modelu, jejich význam a im-
plicitńı hodnoty.

Povinný je pouze parametr Path. Zbylé parametry jsou nepovinné a nejsou-li
specifikovány, nastav́ı se na implicitńı hodnoty. Je-li nastaven jemný povrchový mesh,
zobrazuje se v renderovaćıch režimech 1–3; pokud ne, vykresluje se povrch hrubého
meshe. Transformace jsou prováděny v následuj́ıćım pořad́ı: rotace, změna měř́ıtka,
posunut́ı.
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Podlaha je tvořena rovinou y = 0. Tělesa by ji na začátku simulace neměla
prot́ınat, nav́ıc by se neměla prot́ınat ani mezi sebou navzájem.

Konkrétńı nastaveńı scény obsahuj́ıćı jeden model provedeme následovně
(pro názornost jsou použity všechny parametry)

# Scéna obsahujı́cı́ psa.

DeformableModels

DeformableModel {

Name Pes

Path Dog.do

Immersed Dog.s

Color 255

Mass 0.050

Scale 1.0 1.0 1.0

Translate 0.0 8.0 0.0

Rotate -1.57 0.0 0.0

Damping 2

DistancePreservation 60

VolumePreservation 20

}



Dodatek C

Ukázky

Z model̊u, jež jsou uvedeny v tabulce 7.1, jsme vytvořili řadu scén, na nichž
demonstrujeme chováńı navrženého algoritmu. V této př́ıloze prezentujeme dosažené
výsledky, jak dobré, tak špatné.

Rozumné chováńı dokazuj́ı obrázky C.1, C.2, C.3, C.4, C.5. Problém vznášeńı se
dvou objekt̊u nad sebou ilustruje obrázek C.6. Vliv parametr̊u kD a kV na chováńı
modelu zachycuj́ı obrázky C.7 a C.8.

Vysloveně špatné chováńı je popsáno na obrázćıch C.9 a C.10.

Obrázek C.1: Pes padaj́ıćı na tři daľśı. Žádné pozorovatelné proĺınáńı. Všichni psi
maj́ı kD = 60, kV = 20, dC = 2, m = 50g.
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Obrázek C.2: Pes lisovaný prstenci. Žádné pozorovatelné proĺınáńı, jediným arte-
faktem jsou zlomené nohy, což je zapř́ıčiněno lineárńı interpolaćı barycentrickými
souřadnicemi, protože zaručuj́ı pouze C0 spojitost.

Obrázek C.3: Krychle lež́ıćı na prstenćıch. Žádné pozorovatelné proĺınáńı.
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Obrázek C.4: Krychle sklouzávaj́ıćı po druhé krychli. Žádné pozorovatelné proĺınáńı.
Jediným artefaktem jsou př́ılǐs ostré zlomy na levé hraně spodńı krychle. Na vině
je kvalita hrubého meshe, který má jen 5×5×5 krychliček. Celkový dojem nemůže
vylepšit ani vnořená jemná krychle 20×20×20.

Obrázek C.5: Dva prstence sklouzávaj́ıćı po sobě. Jemné meshe jsou mı́rně vzdáleny,
nicméně kontakt hrubých mesh̊u je vyřešen uspokojivě.

Obrázek C.6: Sklouzáváńı v př́ıpadě scény se čtyřmi psy poodhaluje nedostatky
aproximace hrubým meshem. Horńı pes se vznáš́ı nad ostatńımi, přestože by se jich
měl dotýkat.
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Obrázek C.7: Ukázka vlivu parametru kD. Na psa je nav́ıc aplikována liniová śıla,
která ho táhne za uši směrem vlevo. kD = 2, kV = 20, dC = 2, m = 50g

Obrázek C.8: Ukázka vlivu parametru kV . Horńı dvě krychle maj́ı kV = 10, spodńı
dvě kV = 5. Zbylé parametry jsou stejné; kD = 2, dC = 2, m = 50g.
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Obrázek C.9: Zakroužkovaná oblast ukazuje problematické mı́sto. Docháźı zde
ke komplikovanému pr̊uniku čtyřstěn̊u, výsledkem je hodně proměnlivá odezva.
Tělesa se pak nepřirozeně třepou.

Obrázek C.10: Stejný problém jako na obrázku C.9 lze pozorovat i zde. Hrubý mesh
psa v oblasti předńıch tlap se nepravidelně zanořuje do hrubého meshe prstenc̊u, což
vyvolává nepř́ıjemné třepáńı.


