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1. MoTIVACNI UvoD

Predmeétem této prdce je studium vybranych ekonomickych modeli a stability
jejich staciondrnich feSeni. Motivaci ke studiu této problematiky uvedeme na jed-
noduchém modelu.

Model “nabidka - poptavka”: Uvazujeme nabidku S a poptavku D jakozto
funkce ceny p. Predpokldddme, ze jejich zdvislost na cené je linearni:
S(p)=so+a-p, a>0, <0
D(p) =do - b-p, b>0,dy >0
Bod p*, ve kterém plati S(p*) = D(p*), nazveme bodem rovnovihy nabidky a poptavky.
Miuzeme studovat chovani nabidky a poptavky na okoli tohoto bodu, tj. co se
stane, vychylime-li cenu z rovnovahy (to je otdzka statické stability), nebo lze stu-
dovat obecny vyvoj ceny a jeji konvergenci. Lze predpoklddat, ze cena se upravuje
vzhledem k optimu v zavislosti na nabidce a poptavce, presnéji na jejich rozdilu.
Ozna¢ime E = D — S. Pro E kladné poptavka pievySuje nabidku a tedy cena
poroste, naopak pro F zaporné nabidka prevysuje poptavku a tedy cena bude klesat.
Uvazujme nyni posloupnost cen pg,p1,ps,...,pn odpovidajici rostoucim hod-
notam ¢asu t = 0,1,2,...,n. Oznacime E; = E(p;) a budeme predpoklddat, Ze se
cena v nasledujicim ¢ase méni podle vztahu
pi+1 =pi +a- E;, a0, 3=071,....5
To je soustava diferencnich rovnic, ktera se obvykle zapisuje ve tvaru
(1) Pi+1 — pi = a- E(p:), a>0,:1=01,...,n.

Nyni provedeme piechod ke spojitému modelu (tj. p = p(t)). Nahradime formuli (1)
obecnéjsim vztahem

p(t + h) — p(t) = ah - E(p(t)).
Limitnim pfechodem pro h — 04 dostdvame diferencidlni rovnici
(2) P'(t) = a-E(p(t)).
Nyni pro n4s pifpad, kdy nabidka a poptévka jsou linedrné zavislé na cené, mame
E(p) =D(p) — S(p) =do —b-p—so —a-p=(do — s0) — (a+ b)p.

Dosadime do (2) a dostavame diferencialni rovnici 1. faddu

(3) p' +ala+ b)p = a(do — so)-
Rovnoviha nabidky a poptavky (E(p) = 0) nastavd v bodé
. _ do — So
E a+b’

To je staciondrni bod rovnice. Nyni se podivdme, jak vypadaji feSenf rovnice (3).
Necht je ddna pocdtecni podminka
p(0) = po.
Pak reSeni je tvaru
p(t) = (po — p*) -+ 4 p*,
Vidime, Ze pro po = p* je toto feseni staciondrni. Pro py # p* se feSeni pro
velka t blizf k staciondrnimu teseni (tj. |p(t) — p*| = 0 pro t — o0). Tuto situaci
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budeme nazyvat stabilitou stacionarniho fesenf rovnice. Piesnou definici uvedeme
v sekci 2.

Zatimco v nasem jednoduchém motivacnim piikladu bylo mozné provést diskuzi
asymptotického chovani feSeni na zékladé jeho explicitnfho vyjadieni, v pripadé
obecné autonomni soustavy diferencidlnich rovnic neméme explicitni feSeni k dis-
pozici. V tomto ptipadé budeme diskutovat charakter stacionarnich bodi na zékladé
dvou obecnych vét, které uvedeme v nisledujici sekei.

2. SHRNUTI POUZITE TEORIE

Oznatme z = (z1,...,2,) pro n € N. Uvazujme soustavu rovnic

(4) z'(t) = f(z(t)).
Necht f je definovand na néjaké G C R™ oteviené a viechna maximélni feseni
soustavy jsou definovand na celém R.

Definice 1. Rekneme, Ze a € G je staciondrnim bodem rovnice (4), jestlize f(a) =
0. Konstantni vektorovou funkci z(t) = a, t € R, nazveme staciondrnim fesenim
rovnice (4).

Definice 2. Rekneme, e stacionérni bod a € G rovnice (4) je
(1) stabiln, jestlize Ve > 0 3§ > 0 takové, ze pro kazdé maximdln{ feseni z(t)
rovnice (4) takové, ze ||z(0) — a|| < § plati:

Vt>0 |z(t) —a| <e.
(ii) asymptoticky stabilni, jestlize je stabiln{ a navic 3y > 0, ze pro ||z(0) — af| je
lim z(t) = a.
t—o0
(iii) mestabilni, pokud neni stabilni.
Poznamka 3. Nékdy misto stabilni bod fikdme stabilni reseni (ve smyslu sta-
ciondrniho reseni vyse).
Nyni uvazujeme soustavu
(5) a'(t) = Az(t),

kde z : R - R", A € R"*". To je linedrni soustava s konstantnimi koeficienty. Pro
ni budeme formulovat kritéria stability ve staciondrnim bodé.

Pozndmka 4. Pouzivdme znaceni o(A) pro mnozinu vlastnich ¢isel matice A.

Véta 5 (o stabilité linedrnf soustavy). Nechtf A je matice n x n. Pak
(i) 0 je asymptoticky stabilni, prdvé kdyz VA € o(A) je Re A < 0.
(ii) 0 je stabilni, prdvé kdyz VA € o(A) je ReA < 0 a pokud Re A = 0, pak je
odpovidajici Jordaniv blok matice A jednoduchy.

Zkoumani kvalitativniho chovani nelinedrni soustavy lze nékdy prevést na zkoumani
vhodné soustavy linedrni. O tom vypovida nasledujici véta.

Véta 6 (Ljapunovova véta). Necht f € C*(G,R"™) a a € G je staciondrnim bodem

rovnice (4). Oznacme
o= ()
Ox; ij=1

Pak plati:
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(i) Je-li 0 asyptoticky stabilni pro soustavuy’ = Ay, pak a je asymptoticky stabilni
bod rovnice (4).

(ii) Jestlize alespori jedno vlastni ¢islo matice A md kladnou redlnou édst, je bod
a nestabilni pro rovnici (4).

3. MODEL “NABIDKA - POPTAVKA”

Viivodu jsme se sezndmili s jednoduchym modelem nabidky a poptavky. V tomto
modelu se vyskytovala pouze jedind komodita. Ve skute¢nosti je ale komodit znaéné
mnozstvi a jejich nabidka a poptdvka nezavisi pouze na jejich cené, ale také na cené
ostatnich komodit.

Rovnovaha trhu s n komoditami: Uvazujme tedy trh s n komoditami. Pro
Jj=1,...,n oznatime
pj ... cena j-té komodity
Sj = S;j(p1,---,pn) ... nabidka j-té komodity
Dj = Dj(p1,...,pn)-.. poptavka po j-té komodité
E; = D; — S, ... prebytek poptavky po j-té komodité.
To znamend, ze pro E; > 0 poptdvka pfevysuje nabidku, naopak pro E; < 0
nabidka prevysuje poptavku.
Mizeme uvazovat staticky systém v rovnovaze

El(pl;---apn) =0

En(pia cee npn) =0

a studovat jeho staciondrni chovani. Tj. hleddme takové p = (pi1,...,pn), aby
splnovalo rovnici, tedy aby nastala rovnovaha systému. Pak muzeme studovat, co
se stane, vychylime-li systém z rovnovahy.

Tyto otézky ovéem nejsou piili§ zajimavé, nebot vysledky studia dynamického
systému na né odpovidaji. Formulujeme-li jakdsi kritéria statické stability, budou
to pouze nutné podminky pro stabilitu dynamického systému. Budeme se proto
zabyvat pfimo dynamickym systémem. Podrobnosti o statické stabilité jsou uvedeny

v [1).
Uvazujme tedy soustavu rovnic

py=a1-Ei(p1,...,pn), a1 >0
(6) :
Pl = G s Fog (D1 eon5 D)5 a, > 0.
Necht existuje staciondrni bod soustavy (6)

p"=(pl,.-- ,P:;)-

Oznacime
OF; , .
Qij = 3—p(P )
J
a matici
A = (aij); =y -



Déle oznac¢ime ¢ = p—p* a budeme pro jednoduchost predpokladat, ze a; = 1,
J = 1,...,n. (To mizeme udélat, nebot a; ovliviuji pouze rychlost zmény cen
jednotlivych komodit, na stabilitu vliv nemaji.)

Uvazujeme nyni soustavu

(7) ¢ =Aq

a pouzijeme vétu o stabilité. Plati-li, ze VA € a(A) je Re A < 0, pak 0 je asympto-
ticky stabilni bod soustavy (7). Podle Ljapunovovy véty je pak p* asymptoticky
stabilnim bodem soustavy (6).

Vidime, Ze stabilita soustavy (6) zdvisf na vlastnich ¢islech matice A. Nyn{ uve-
deme nékolik specidlnich piipadi, pro které je nas systém nabidky a poptavky
stabilnf a zamyslime se nad jejich ekonomickym vyznamem.

Priklad 1: Necht A je symetrickd a negativné definitni. Pak ze symetrie plyne, 7e
vSechna vlastni ¢isla matice A jsou redlnd. Necht A je vlastni éislo matice A. Potom
plati

Az = Az

Uvazme skaldrni soucin
(Az,z) = (M\z,z) = Mz, ).
Protoze (z,z) > 0 pro Vz a (Az,z) < 0 pro Vz # 0, je nutné A < 0.

Ekonomicka interpretace symetrie je takovd, ze zména ceny i-té komodity vy-
vold stejnou zménu v poptdvce po j-té komodité, jako vyvold zména ceny j-té ko-
modity v poptavce po i-té komodité. V nékterych pfipadech to muze byt rozumny
predpoklad, ale obecné nemusi platit.

Priklad 2: Nechf pro matici A platf podminky:

(i) aii <OproVi=1,...n

(ll) |aii‘ > E;';;‘j;ﬁ 'ﬂ-ijly
neboli A je diagondlné dominantni. Pak jeji vlastni ¢isla maji zdporné redlné casti.
(To je dusledkem Gersgorinovy véty z linedrni algebry.)

Predpoklad (i) je naprosto pfirozeny, nebot odpovida tomu, ze pti zvyseni ceny i-
té komodity klesne poptavka po této komodité. Ekonomickd interpretace predpokladu
(ii) je takova, ze zmeéna ceny i-té komodity ma na poptdavku po této komodité
vétsi vliv, nez odpovidajici zmény cen vSech ostatnich komodit. To je naopak silny
predpoklad. Mohl by byt splnén naptiklad na trhu slozeném z odlisnych komodit,
které si vzdjemné konkuruji pouze minimélné.

Model s oéekavanou cenou: Uvazme model nabidky a poptavky, ve kterém navic
prebytek poptavky po j-té komodité, tj. E; = D; — Sj, zavisi na o¢ekdvané cené
této komodity p;, tedy E; = E;j(p1,...pn,p;). Ve staciondrnim bode je p; = p;.
Piedpokladejme, ze otekdvana cena se fidi vztahem:
pj=p;+ ij;‘!
kde r; je koeficient, urcujici vyvoj predpokladané ceny. Uvazujme linearizovany
systém ve staciondrnim bodé p*: (tj. nyni p; = p; — pj)

n

i=1



k) . ’ . - # - # "]
Necht pro r; = 0 je systém stabilni. Dosazenim za p; dostdvdme soustavu

n
p; = k; (z ajipj + b;(p; + "jpf,-)) :

i=1

1 :
p; (E — ?‘jbj) = (Z a;j; +bj) Pj-
i=1

V [1] jsou zminény dva specidlni pifpady:

Tu upravime do tvaru

(a) Ocekdvand cena se fidi extrapolativnim odhadem (r;j > 0) a soucasné vyssi
ocekdvana cena ma zaporny efekt na poptavku (b; < 0). Pak systém zlstava
stabilni.

(b) Otekdvand cena se Fidi konzervativnim odhadem (r; < 0) a soucCasné vyssi
otekdvand cena ma kladny efekt na poptavku (b; > 0). Pak opét systém ztstavd
stabilni.

Obecneé, systém zustava stabilni, je-li splnéna podminka

(kl—J - T'jbj) > 0,

neboli r;b; je dostatecné malé.
Model “cena - zdsoba”: Vratme se jesté jednou k piikladu z ivodu. Mame trh
s jednou komoditou. Uvazme vsak situaci, kdy se s ¢asem meéni cena (p) a zdsoba
komodity (q). N4s novy, sofistikovanéjsi model tedy bude studovat dvé funkce p a ¢
svazané podminkami:

p' =c(D(p) - q)

¢ =k(p-5(q)),
kde ¢ > 0, k > 0, D(p) je funkce poptiavky a S(q) je funkce nabidky. Budeme
studovat stabilitu systému, nejprve ve specidlnim pripadé, kdy D(p) a S(g) jsou
linearni, poté obecné.

Necht nejprve (tvar rovnic je prevzaty z [1])

D(p)=a+b-p, b <0,
S(q)=—:—:+%-q, by > 0.
Potom
p' =cla+bp—q)
¢ =kp+ - %q),
Spoéteme stacionarni body. Vyjde
o 010
~ b-—b
" a;b = abl
==

Ukédzeme, kdy je staciondrni bod asymptoticky stabilni. Oznacime z = (p,q).
Vidime, ze soustava je tvaru
z' = Aoz + ao,



kde

ch, -c ca
AO = ( I ¢ ) ) ap = ( a ) .
N C Tk

Zajimajinds vlastni éisla matice Ag. Pro matici 2x2 odvodime jednoduché kritérium,
kdy maji vlastni ¢isla zdporné redlné ¢asti. To pak pouzijeme i v obecném pifpadé,
kdy uz nemuzeme vlastni ¢isla pocitat explicitné.

Necht
A= (011, l312) )
az;. Qg2
Pocitejme rovnici det (A — AI) =0
(ﬂll = /\)(022 —_— /\) — 1209 = 0
A% = A(aa2 + a11) + (a11a22 — ay2a9;) = 0.

To je kvadraticka rovnice s koreny

S (ag + an1) £ v/(azs + a11)? — 4(ar1a22 — ar2a21)
1, 5 .
7 toho plyne nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni (Kritérium stability pro matice 2 x 2): Re A < 0, pravé kdyz jsou splnény
obé podminky

(i) ar1azz — ajzaz; > 0, neboli det A >0

(ii) @11 +as <O0.
Pro nas specialni piipad tedy dostdvdme podminky asymptotické stability

k
ch — b—]' i ()
ch{l=2) =D
by '

Snadno ovéiime, ze pro zadané piedpoklady b < 0, by > 0 jsou podminky splnény,
tedy systém je asymptoticky stabilni.
Nyni uvazme obecny piipad. Pro jednoduchost predpokladejme, ze ¢ = k = 1.

Mame rovnici )
(p) = (fl(p,q))
q f2(p,q))°

filp,9) = D(p) — ¢,

f2(p,q) =p—5(q)-
Predpokladejme, Ze existuje staciondrni bod z* = (p*,¢"). Pouzijeme Ljapunovovu
vétu. Spocteme parcidlni derivace ve staciondrnim bodé

kde

afl_:_ 1%
a—p('ﬂ)—D('B )s

of
dq

gy
8—p($ )—1,

L) =-56)

(‘T‘) =-1,
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a zajimame se o vlastni ¢fsla matice

(0 L)

Pouzijeme odvozené kritérium stability. Chceme, aby
D'-S5" <o,
1-D'S' > 0.
Pak vlastni ¢isla matice A maji zdporné realné ¢isti a tedy staciondrni bod nasf
rovnice je asymptoticky stabilni. Podminky jsou splnény napiiklad v piipadé, ze D
je klesajici a S je rostouci.
Jeste se krdtce zamyslime nad existenci stacionarniho bodu. Bod z* = (p*,¢*)
je stacionarni, pokud
D(p*) - ¢ =0,
p*—=5(¢") =0.
To lze prepsat jako
D (5(¢%) = ¢,
nebo také
S (DY) =p",
tj. zobrazeni D o S a S o D maji pevny bod.

4. RUSTOVY MODEL

Poslednim modelem, ktery budeme studovat, je rustovy model lidského kapitalu.
Tento model je pomérné moderni zédlezitosti a nebyl jeste tolik studovan. Nejprve
ukdzeme jednodussi, tzv. Solowuv model rustu kapitdlu a pak ukdzeme, jak ho lze
zobecnit rozdélenim kapitdlu na dveé slozky.

Solowiiv model: Necht K a L jsou funkce zachycujici ¢asovy vyvoj kapitalu
a prace v makroekonomickém smyslu. Zavislost hrubého domaciho produktu Y
na vstupnim kapitdlu a praci je dina vztahem

"= f(K,L),

kde f je produkéni funkce. O ni predpoklddame, ze je linearné homogenni, neboli
f(tK,tL) = tf(K,L) pro Vt € R. Déle model predpokldda, ze konstantni podil
produkece Y je investovan do rozvoje kapitalu, a pracovni sila roste exponencidlné.

. K'=3¥F
®) E=AL

Zajima nas vyvoj velic¢iny k = %, podil kapitdlu a prace. Diky linedrni homoge-
nité funkce f muzeme produkéni funkci vyjadrit ve tvaru

K
Y = Lf(7,1) = Lf(k 1)

Po dosazeni do rovnice (8) a nékolika tpravdch dostaneme diferencialni rovnici
pro k:
(9) k' = sf(k,1) — Ak.
Jak vypada feseni této rovnice, to zavisi na vlastnostech funkce f. Vice informaci
je mozné najit napi. v [2].

YZ. FAKUL Ty



12

Solowtiv model je mozné déle zobecnovat, napiiklad pridanim technického po-
kroku A, ktery zvysuje pracovni silu. Pak produkénf funkce mé tvar Y = f(K,LA).
Diéle mijlieme napiiklad uvazovat, ze kapital se samovolné znehodnocuje tempem
-6 = {?—’\r,ﬁ > 0. Pak rovnice (9) bude mit podobu

K =sf(k,1) — (A + 0)k.

Hlavni kvalitativni zménou vsak bude pfidani lidského kapitalu. To povede na sou-
stavu dvou rovnic.

Riustovy model s lidskym kapitdlem: V Solowové modelu se objevuje pouze
kapitdl jako celek. Nyni ho rozdélime na dveé slozky, fyzicky kapitdl a lidsky ka-
pitdl, coz lépe odrazi ekonomickou realitu. Lidsky kapitdl je mozné interpretovat
napriklad jako uroven kvalifikace pracovniki. Tu je mozné zvysovat investicemi
(8koleni pracovniku), naopak samovolné se tiroven snizuje (nové technické postupy,
zmeény zaméstnani), tedy budeme s ni zachizet jako s fyzickym kapitdlem v So-
lowové modelu.

Oznacime:
Y (t)...celkova produkee,
K(t)...fyzicky kapital,
H(t)...lidsky kapital,
A(t). ..technicky pokrok,
L(t). ..pracovni sila.
Uvazme produkéni funkei

(10) Y = f(K, H,AL),

kde f je linearné homogenni. Sou¢in AL znamend efektivni jednotku prace. Podobné
jako v Solowové modelu budeme studovat casovy vyvoj velicin k& = f—L ah= f—%,
neboli fyzicky, respektive lidsky kapital v prepoctu na efektivni jednotku praice.

Diky homogenité funkce f muzeme prepsat rovnici (10) do tvaru

(11) y = f(k,h,1),

kde y = 'AKE Model dile predpoklada, ze konstatni casti sy a sp, celkové produkce
jsou investovany do rozvoje lidského a fyzického kapitdlu, a ddle ze pracovni sila
i technicky pokrok rostou exponencialné, a lidsky i fyzicky kapitdl se s casem zne-
hodnocuji (také exponencialné). To popiSeme vztahy

K =¥, sk > 0,
H' = a5 ¥ sp >0,
(12) .4., - ?3.‘1, n > 0,
L'=gL, g>0,
K.f Hf
—§= Y = ﬁ-, 4> 0.

Odvodime odpovidajici ristovy model. Vyjdeme z rovnic (12) vyjadiujicich zménu
fyzického a lidského kapitalu:

K' = sy f(K, H, AL) - 6K,
H' = spf(K,H,AL) — 6H.
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Po vydéleni efektivni jednotkou AL prace dostdvame

K
(13) T skf(k,h,1) — ok,

% = spf(k,h,1) — 6h.

Nyni staci pouzit vztah K = kAL a spocitat
K' _ k'AL + k(A'L + AL")
AL AL

Analogickym postupem pro H a dosazenim do (13) dostdvdame soustavu

k' = sif(k,h,1) = k- (n+g+4),

h' = spf(k,h,1) = h-(n+ g+ 9).

=k'+k-(n+g).

(14)

Nyni budeme pokracovat ve studiu ristového modelu pro konkrétni produkéni
funkei, tzv. Cobb-Douglasovu formuli

Y(t) = K()*H(t)(A(t)L(t))' >,
kde 0 < a <1, 0 < f <1, a+ B < 1. Navic oznatime v = n + g + 4. Pak
soustava (14) méd tvar
k' = spk®hP — kr,
K = spk®hP — hy.
Tato soustava popisuje vyvoj lidského a fyzického kapitalu v prepoctu na efek-
tivni jednotku prace. Prvni ¢dst vztahu predstavuje investice, druha je zptsobena

znehodnocenim kapitalu a zvysenim efektivity prace.
Vysetfime nyni existenci staciondrnich bodu soustavy (15). Vyresime soustavu

0 = spk*h? — kv,
0 = spk®hP — hy.

Vidime, ze bod [0,0] je feSeni, z hlediska aplikaci je ale nezajimavé. Kazdé dalsi
feseni (pokud existuje), je nenulové v obou slozkdch. Najdeme tedy takové fesSeni.
V (16) vyndsobime 1. rovnici s, 2. rovnici s, a odecteme. Dostdvdme

0 = y(spk — sh).

(15)

(16)

Z toho plyne

kK h
Sk B .sh.
Dosadime za k do (16) a dostavame
a+B8_Sk_ _
! 30—_1 = h’)’
h

Pro h # 0 mizeme vydélit a vyjadrit h. Analogicky postup pouzijeme pro vyjadfeni k.
Oznacime

K z(———sﬁs,i‘ﬁﬂ)fdfﬁ'

(17) 1-8 B8
h‘.‘ — (—Sk ‘}’Sh)ml‘:;.
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Bod [k*, h*] je stacionarnim bodem soustavy (15). Vygetiime jeho stabilitu. Sou-

stava (15) je tvaru
K\ _ (filkR) _
(%) = () = e,

kde a = [k, h]. Uzijeme Ljapunovovu vétu. Pocitejme parcidlni derivace:

% =a- sk h8 — 4,
% =B spk®hP1,
% =@ shk“_lhﬁ,
o B sukht 1,

Dosadime a* = [k*, h*], dostdvdme

8f1 l—a—fA+(a=1)(1=8)+af (a—1)+(1—a)f

8k (an) =a’]’3k l—a-f sh 1—a-8 - =,.Y(a__1)’
afl ( ‘) _ 5’){3 l_u_ﬁ+?.{‘la_._ﬂ,é)+(ﬂ—1)“ Snﬂ'-lvs::l'“v;ll(l-a} _ ’B’Yf_k'

oh A h sy
6f2 (a—l)Elu—uﬁ}+¢-ﬁ l—u—-ﬁ+(€:~;l_}ﬂ+ﬁ(l——u) Sh
45};(&1) =a73k 1 a Sh 1 ] =a,.},,s_k’
6f2 n{l—ﬂ_):—g(ﬂ—-]_} l——n-ﬂ+af:—(_l—a]lﬁ—l}

oh (a®) =673k ' ; Sp 1 ’ ~q =751=p).

Zajimaji néas vlastni ¢isla matice

o y(a—1), 57%}‘?
A=(F'(a ))=( aytk, 7(1—!3))'

Resme rovnici

det (A — AI) =0.
Mame

(@a-1-A)(B-1-1)-af =0,
coZ upravime na
Mi+dx2-a-8)+(1-a-p)=0.

Pouzitim Vietovych vzorcu

M =(1-a - B),

M+ =—2-a-5),

dostavame vlastni ¢isla

/\1 = —‘1,

A=-(1-a-p).
Protoze obé vlastni ¢isla jsou zapornd ((1—a—p) > 0z predpokladu), je stacionarni
bod a* = [k*, h*] asymptoticky stabilni.

Z4avérem podotknéme, ze asymptotickd stabilita nezdvisi na vysi investic, ty maji

vliv pouze na hodnotu staciondrniho bodu [k*, h*]. Pfejdeme nyni zpatky k K a H.
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Zasoba fyzického a lidského kapitélu roste imérné ristu pracovni sily a technického
pokroku, tj.
K*(t) = k* AgLoe" 9t

H*(t) = h* AgLoe™+9)t,
kde Ag a Lo jsou hodnoty prace a technického pokroku v ¢ase ¢ = 0.

Zde jsme oveérili stabilitu feseni pro Cobb-Douglasovu produéni funkei. Problém
stability je mozné studovat i pro obecnéjsf produkéni funkce. Zavérém naznaéime
mozny postup pro soustavu (14). Oznacime ¢(k, h) = f(k, h, 1) funkei dvou proménnych.
Pak mame stoustavu
K = sig(k,h) — k-,

h' = spé(k,h) — h-1.

Necht existuje staciondrni bod [k¢, h¢] soustavy (18). Znovu pouzijeme Ljapunovovu

vétu. Chceme spocitat vlastni ¢isla matice e
oOprava ¢ < !

g%(ke,he) oyt %g(ke,he) £ ; B ya :

Bh(kebe),  BRGe)—q)  kosheinly Sw @ S

Pouzijeme kritérium stability pro matice 2 x 2 a dostdvdme podminku

6¢ e € 6¢ e [
S“ﬁ(k Jh )-!{\a(k JRE) Y,
To je omezeni na rychlost rustu produkéni funkce v proménnych k a h. Vidime
tedy, ze pro obecnou linearné homogenni produkéni funkci nemame stabilitu pfimo,
musime jesté néco predpoklddat a parcidlnich derivacich. V zobecnovédni bychom
mohli ddle pokracovat, ale zdkladnim ndstrojem je pro nds Ljapunovova véta.
Pripady, kdy Ljapunovovu vétu nemuzeme pouzit (napf. nediferencovatelnost, nebo
nespojitost produéni funkce), jsou mimo ramec této prace.

(18)
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