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1. MOTIVAČNÍ ÚVOD

Předmětem této práce je studium vybraných ekonomických modelů a stability
jejich stacionárních řešení. Motivaci ke studiu této problematiky uvedem e na jed­
noduchém modelu.

Model "nabídka - poptávka" : Uvažujeme nabídku S a poptávku D jako žto
funkce ceny p. Předpokládáme , že jejich závislost na ceně je lineární:

S(p) == 80 + a . P, a > O, 80 < O

D (p) == do - b . p, b > O, do > O

Bod p*, ve kterém platí S(p*) == D (p*), nazveme bodem rovnováhy nabídky a poptávky.
Můžeme studovat chování nabídky a poptávky na okolí tohoto bodu , tj. co se

st ane, vychýlíme-li cenu z rovnováhy (to je otázka statické stability), nebo lze stu­
dovat obecný vývoj ceny a její konvergenci. Lze předpokládat , že cena se upravuje
vzhledem k optimu v závislosti na nabídce a poptávce, přesněji na jejich ro zdílu.

Označíme E == D - S. Pro E kladné poptávka převyšuje nabídku a tedy cena
poroste , naopak pro E záporné nabídka převyšujepoptávku a tedy cena bude klesat.

Uvažujme nyní po sloupnost cen PO,Pl ,P2 , ... ,Pn odpovídající rostoucím hod­
notám času t == 0,1,2, ... ,n. Označíme E, == E(Pi) a budeme předpokládat, že se
cena v následujícím čase lnění podle vztahu

Pi+1 == Pi + a . Ei, a > 0, i == 0,1, ... ,n.

To je soustava diferenčních rovnic, která se obvykle zapisuje ve tvaru

(1) Pi+l - Pi == a . E(Pi) , a > 0, i == 0,1, . . . , n.

yní provedem e přechod ke spojitému modelu (tj. P == p(t)). Nahradíme formuli (1)
obecn ěj ším vztahem

P(t + h) - P(t) == cxh - E (p(t )).

Limitním p ř echodem pro h --+ 0+ dostáváme diferenciální rovnici

(2) p'(t) == a· E(p(t)).

Pak řešení je t varu

Nyní pro náš případ , kdy nabídka a poptávka jsou lineárně závislé na ceně , máme

E (p) == D (p) - S(p) == do - b . P - 80 - a . P == (do - 80) - (a + b)p.

Dosadíme do (2) a dost áváme difer enciální rovnici 1. řádu

(3) p' + a (a + b)p == a(do - 80)'

Rovnováha nabídky a poptávky (E(p) == O) nastává v bodě

* do - 80

P == a+b'

To je stacionární bod rovni ce. Nyní se podíváme, jak vypadají řešení rovnice (3).
Nechť je dána počáteční podmínka

p(O) == Po.

p(t) == (Po - P*) . e-a(a+b)t + p*.

Vidíme, že pro Po == p* je toto řešení stacionární. Pro Po i: p* se resení pro
velká t blíží k stacionárnímu řešení (tj. Ip(t) - p*1 --+ °pro t --+ (0). Tuto situaci



6

budeme nazývat stabilitou stacionárního řešení rovnice. Přesnou definici uvedeme
v sekci 2.

Zatímco v našem jednoduchém motivačním příkladu bylo možné provést diskuzi
asymptotického chování řešení na základě jeho explicitního vyjádření, v případě

obecné autonomní soustavy diferencíálních rovnic nemáme explicitní řešení k dis­
pozici. V tomto případěbudeme diskutovat charakter stacionárních bodů na základě

dvou obecných vět, které uvedeme v následující sekci.

2. SHRNUTÍ POUŽITÉ TEORIE

Označme x == (Xl,' .. ,Xn ) pro n E N. Uvažujme soustavu rovnic

(4) x'(t) == f(x(t)).

Nechť f je definovaná na nějaké G c ~n otevřené a všechna maximální řešení
soustavy jsou definovaná na celém ~.

Definice 1. Řekneme, že a E G je stacionárním bodem rovnice (4), jestliže f(a) ==
O. Konstantní vektorovou funkci x(t) == a, t E ~, nazveme stacionárním řešením

rovnice (4).

Definice 2. Řekneme, že stacionární bod a E G rovnice (4) je

(i) stabilní, jestliže Ve > O :36 > O takové, že pro každé maximální řešení x(t)
rovnice (4) takové, že IIx(O) - all < 6 platí:

V t ~ O Ilx(t) - all < e.
(ii) asymptoticky stabilní, jestliže je stabilní a navíc :31] > O, že pro Ilx(O) - all je

lim x( t) == a.
t-e co

(iii) nestabilní, pokud není stabilní.

Poznámka 3. Nékdy místo stabilní bod říkáme stabilní řešení (ve smyslu sta­
cionárního řešení výše).

Nyní uvažujeme soustavu

(5) x'(t) == Ax(t),

kde x : IR --+ ~n, A E ~nxn. To je lineární soustava s konstantními koeficienty. Pro
ni budeme formulovat kritéria stability ve stacionárním bodě.

Poznámka 4. Použiváme značení a(A) pro množinu vlastních čísel matice A.

Věta 5 (o stabilitě lineární soustavy). Necht A je matice ti x ti, Pak

(i) O je asymptoticky stabilní, právě když V)" E a ~A) je Re ).. < O.
(ii) O je stabilní, právě když V)" E a(A) je Re); ::; O a pokud Re ).. == O, pak je

odpovídající Jordanův blok matice A jednoduchý.

Zkoumání kvalitativního chování nelineární soustavy lze někdy převést na zkoumání
vhodné soustavy lineární. O tom vypovídá následující věta.

Věta 6 (Ljapunovova věta). Nechť f E Cl (C, ~n) a a E G je stacionárním bodem
rovnice (4). Označme

A== (8Ji (a)) n .
8xJ' . . 1

t,J=

Pak platí:
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(i) Je-li O asyptoticky stabilní pro soustavu y' == Ay, pak a je asymptoticky stab iln í
bod rovnice (4).

(ii) Jestliže alespoň jedno vlastní číslo matice A má kladnou reálnou část, j e bod
a nestabilní pro rovnici (4).

3. MODEL "N ABÍDKA - POPT ÁVK A"

V úvodu jsme se seznámili s jednoduchým modelem nabídky a poptávk y. V tomto
modelu se vyskytovala pouze jediná komodita. Ve skutečnosti je ale komodit značné
mno žství a jejich nabídka a poptávka nezávisí pouze na jejich ceně , ale tak é na ceně

ostatních komodit.

Rovnováha trhu s n komoditami: Uvažujme tedy trh s n komoditami. Pro
j == 1, ... , n označíme

Pj ... cena j-té komodity
Sj == Sj (Pl, ... ,Pn) nabídka j-té komodity
Dj == Dj(PI "" ,Pn) poptávka po j-té komoditě

Ej == D j - Sj ... přebytek poptávky po j-té komoditě.

To znamená, že pro E j > O poptávka převyšuje nabídku , naopak pro E , < O
nabídka převyšuje poptávku.
Můžeme uvažovat statický systém v rovnováze

E I (Pl, ... ,Pn) == O

E; (Pl , ... ,Pn) == O

a studovat jeho stacionární chování. Tj . hledáme takové P == (Pl,"" Pn) , aby
sp lňovalo rovnici , tedy aby nas tala rovnováha systému. Pak můžeme studovat , co
se stane, vychýlíme-li syst ém z rovnováhy.

Tyto otázk y ovšem nejsou příliš zajímavé, neboť výsledky studia dynamického
systému na ně odpovídají. Formulujeme-li jakási kritéria statické stability, budou
to pouze nutné podmínky pro stabilitu dynamického systému. Budeme se proto
zab ývat přfrno dyn ami ckým systémem. Podrobnosti o statické stabilitějsou uvedeny
v [1] .

Uvažujme tedy soustavu rovnic

P~ == a l . EI (Pl , ... ,Pn ), al > O

(6)

P~ == a .ll, • En(PI,' .. ,Pn),

Nechť exist uje stacionární bod soustavy (6)

P* == (p~ , ... ,P~ ) .

Označíme

a mati ci

a n > O.
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Dále označíme q == P-P* a budeme pro jednoduchost předpokládat , že aj == 1,
j == 1, .. . , ti. (To můžeme udělat , neboť a j ovlivňují pou ze rychlost změny cen
jednotlivých komodit, na st abilitu vliv nemají.)

Uvažujeme nyní soustavu

(7) q' == A. q

a použijeme větu o stabilitě. Platí-li, že VA E a(A) je Re A < O, pak Oje asympto­
ticky stabilní bod soustavy (7). Podle Ljapunovovy věty je pak P* asympt oticky
stabilním bodem soust avy (6).

Vidíme, že stabilita soustavy (6) závisí na vlastních číslech matice A. Nyní uve­
deme několik speciálních případů, pro které je náš syst ém nabídky a pop távky
stabilní a zamyslíme se nad jejich ekonomickým významem.

Příklad 1: Nechť A je symetrická a negativně definitní. Pak ze symetrie plyne, že
všechna vlastní čísla matice A jsou reálná. Nechť A je vlastní číslo matice A. Potom
platí

Ax == AX.
Uvažm e skalární součin

(Ax, x) == (AX, x) == A(X,x).

Protože (x ,x ) 2: O pro Vx a (Ax ,x) < Opro Vx f:. O, je nutně A < O.
Ekonomická int erpret ace symetrie je taková, že změna ceny i-t é komodity vy­

volá st ejnou změnu v pop távce po j-té komoditě , jako vyvolá změna ceny j-té ko­
modity v poptávce po i-t é komoditě. V některých případech to může být rozumný
předpoklad , ale obecně nemusí platit.

Příklad 2: Nechť pro matici A platí podmínky:

(i) ai i < O pro Vi == 1, ... n
(ii) la i i l > 'L7=1,j#i laijl,

neboli A je diagonálně dominantní. Pak její vlastní čísla mají záporné reálné část i .

(To je důsledkem Geršgorinovy věty z lineární algebry.)
Předpoklad (i) je naprosto přirozený, neboť odpovída tomu, že při zvýšení ceny i­

té komodity klesne pop távka po té to komoditě. Ekonomická interpretace předpokladu

(ii) je taková, že změna ceny i-t é komodi ty má na poptávku po t éto komoditě

větší vliv , než odpovídající změny cen všech ostatních komodit . To je naopak silný
předpoklad. Mohl by být splněn například na trhu složeném z odlišných komodit,
které si vzájemně konkurují pou ze minimálně.

Model s očekávanou cenou: Uvažme model nabídky a poptávky, ve kterém navíc
přebytek poptávky po j-té komoditě , tj . Ej == Dj - Sj , zavisí na očekávané ceně

této komodi ty pj , tedy E j == E j(Pl '" .Pn ,Pj). Ve stacionárním bodě je Pj == Pj'
Předpokládejme , že očekávaná cena se řídí vztahem:

A ,

Pj == Pj + r jpj '

kde r j je koeficient , určující vývoj předpokládané ceny. Uvažujme linearizovaný
systém ve stacionárním bodě P*: (tj. nyní Pj == Pj - pj)

pj == kj (t ajiPj + bj pj) , kj > O, j == 1, ... ,n.
t=l
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Nechť pro rj == Oje systém stabilní. Dosazením za pj dostáváme soustavu

pj == kj (t ajiPj + bj(pj + rjpjl ) .
t=l

Tu upravíme do tvaru

pj ( : . - rjbj ) == (t aj i + bj) Pj '
J t=l

V [1] jsou zmíněny dva speciální případy :

(a) Očekávaná cena se řídí extrapolativním odhadem (rj > O) a současně VYSSI

očekávaná cena ma záporný efekt na poptávku (bj < O). Pak systém zůstává

stabilní.
(b) Očekávaná cena se řídí konzervativním odhadem (rj < O) a současně vy šší

očekávaná cena ma kladný efekt na poptávku (bj > O) . Pak opět systém zůstává

stabilní.

Obecně , systém zůstává stabilní, je-li splněna podmínka

(~ - r ' b ' ) >0k. J J ,
J

neboli r j bj je dostatečně malé.

Model "cena - zásoba": Vraťme se ještě jednou k příkladu z úvodu. Máme trh
s jednou komoditou . Uvažme však situaci, kdy se s časem mění cena (p) a zásoba
komodity (q) . Náš nový, sofistikovanějšímodel tedy bude studovat dvě funkce pa q
svázané podmínkami:

p' == c(D(p) - q)

q' == k(p - S(q)),

kd e c > O, k > O, D(p) je funkc e poptávky a S(q) je funkce nabídky. Budeme
st udovat stabilitu systému, nejprve ve speciálním případě, kdy D(p) a S(q) jsou
lineární, poté obecně .

Nechť nejprve (tvar rovnic je převzatý z [1])

D(p) == a + b· p, b < O,

al 1
S(q) == - b;" + bl . q, bl > O.

Po tom
p'== c(a+bp-q)

I ( al 1)q == k p + - - -q ,
bl bl

Spočteme stacionární body. Vyjd e
al - a

p* ==--
b - bl
al b - ob,

q*
b - bl

Uká žeme , kdy je stacionární bod asymptoticky stabilní. Označíme x

Vidírne, že soustava je t varu
x' == Aox + ao,

(p,q).
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kde

(
cb, -c) ( ca )

Ao = k, - b~' ao = k7:; .
Zajímají nás vlastní čísla matice Ao. Pro matici 2x 2 odvodíme jednoduché kri térium,
kdy mají vlastní čísla záporné reálné části . To pak pou žijeme i v obecném případě ,

kdy už nemůžeme vlastní čísla počítat explicitně.

Nechť

A = (all ' a 12
) .

a2l· a22
Počítejme rovnici det (A - AI) = O

(al1 - A)(a22 - A) - a12a2l = O.

A2 - A(a22 + al1) + (al1a22 - a12a2d = O.
To je kvadratická rovnice s kořeny

A = (a22 + au) ± v(a22 + al1)2 - 4(al1 a22 - a1 2a2d
1,2 2 .

Z toho plyne následující tvrzení.

Tvrzení (Kritérium stability pro matice 2 x 2): Re A < O, právě když jsou splněny

obě podmínky

(i) all a22 - a1 2a2l > O, neboli det A > O
(ii) au + a22 < O.

Pro náš speciální případ tedy dostáváme podmínky asymptotické stability

k
cb - b; < O,

b
ck (l - - ) > O.

bl
Snadno ověříme , že pro zadané předpoklady b < O, bl > Ojsou podmínky splněny,

tedy systém je asy mptoticky stabilní.
yní uvažme ob ecný případ . Pro jednoduchost předpokládejme , že c = k = l.

Máme rovnici

(p) ' = (fl (p, q)) ,
q f2(p, q)

fr (p,q) = D(p) - q,

f 2 (p, q) = p - S(q).

P ředpokl ádejme , že exist uje stacionární bod x* = (p*,«: Použij eme Ljapunovovu
větu. Spočteme par ciální derivace ve stacionárním bodě

8fl (x*) = D'(x*),
ap
8fl (x* ) = -1 ,aq
a;; (z") == 1,

8f2(x*) = -S'(x* )aq
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a zajímáme se o vlastní čísla matice

= (D'(X*), -1 )
A. 1, - S' (x* ) '

Použijeme odvozené kritérium stability. Chceme, aby

D' - S' < 0,

1- D'S' > O.

Pak vlastní čísla matice A. mají záporné reálné části a tedy stacionární bod naší
rovnice je asymptoticky stabilní. Podmínky jsou splněny například v případě , že D
je klesající a S je rostoucí.

Ještě se krátce zam yslíme nad existencí stacionárního bodu. Bod X* = (p*, q*)
je stacionární, pokud

D(p*) - q* = 0,

p* - S(q*) = O.
To lze přepsat jako

D (S(q*)) == q*,
nebo také

S (D(p*)) == p*,
tj. zobrazení D o S a S o D mají pevný bod.

4. RŮSTOVÝ M ODE L

Posledním modelem , kt erý budeme studovat, je růstový model lidsk ého kapitálu.
Tento model je poměrně moderní záležitostí a nebyl ješte tolik studován. Nejprve
ukážeme jednodušší, tzv. Solowův model růstu kapitálu a pak ukážeme , jak ho lze
zob ecni t rozdělením kapitálu na dvě složky.

Solowův model: Nechť K a L jsou funkce zachycující časový vývoj kapitálu
a práce v makroekonomickém smyslu. Závislost hrubého domácího produktu Y
na vstupním kapi tálu a pr áci je dána vztahem

Y = ii«, L),

kde f je produkční funk ce. O ní předpokládáme , že je lineárně homogenní, neboli
f (tI<, tL) == tf(]<, L) pro Vt E ffi.. Dále model předpokládá , že konstantní podíl
produkce Y je investován do rozvoje kapitálu , a pracovní síla rost e exponenciálně .

K' = sY

L' = AL

Za jím á nás vývoj veli činy k == lf , podíl kapitálu a práce. Díky lineární homoge­
nitě funk ce f rnůžeme produkční funkci vyjádřit ve tvaru

]<
Y = Lf(L ' 1) == Lf(k, 1).

Po dosazení do rovnice (8) a několika úpravách dost an eme diferenciální rovnici
pro k:

(9) k' == sf(k , 1) - xk:

J ak vypadá řešen í této rovnice, to závisí na vlastnostech funkc e f. Více informací
je možné najít např . v [2].

l J T. FY2. FAKULr"
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Solowův model je možné dále zobecňovat, například přidáním technického po­
kroku A , který zvyšuje pracovní sílu. Pak produkčnífunkce má tvar Y = f(I<, LA).
Dále můžeme například uvažovat , že kapitál se samovolně znehodnocuje tempem
-<5 = 1; ,<5 > o. Pak rovnice (9) bude mít podobu

k' = sf(k, 1) - (,\ + Ó)k.

Hlavní kvalitativní změnou však bude přidání lidského kapitálu. To povede na sou­
stavu dvo u rovnic.

Růstový model s lidským kapitálem: V Solowově modelu se objevuje pouze
kapitál jako celek. Nyn í ho rozdělíme na dvě složky, fyzický kapitál a lidský ka­
pitál, což lépe odráží ekonomickou reali t u. Lidský kap itál je možné interpretovat
například jako úroveň kvalifikace pracovníků. Tu je možné zvy šovat investicemi
(školení pracovníků), naopak samovolně se úroveň snižuje (nové technické postupy,
změny zaměstnání) , tedy budeme s ní zacházet jako s fyzickým kapitálem v So­
lowově modelu .
Označíme :

Y(t) celková produkce ,
K(t) fyzický kap itál,
H (t ) lidský kapitál,
A(t) techn ický pokrok,
L (t) pracovní síla.
Uvažme produkční funkci

(10) Y = f(I< ,H,AL),

kde f je lineárně homogenní. Součin AL znamená efektivní jednotku práce. Podobně
jako v Solowově modelu budeme studovat časový vývoj veličin k = 1~ a h = :L'
neboli fyzický , resp ektive lidský kapitál v přepočtu na efektivní jednotku práce.
Díky homogenitě funkce f můžeme přepsat rovnici (10) do tvaru

(11) y = f(k, h, 1),

kd e y = .J L ' Model dál e předpokládá, že konstatní části Sk a Sh celkové produkce
jsou investovány do rozvoje lidského a fyzického kapitálu, a dále že pracovní síla
i technický pokrok rostou exponenciálně, a lidský i fyzický kap itál se s časem zne­
hodnocuj í (také exponenciálně) . To popíšeme vztahy

g > 0,

<5 > O.

Sk > O,

Sll > 0,

ti > 0,
(12)

1<' = S k Y,

H' = silY,

A' =nA,

L' =gL,

K' H '
-<5 = 1< = H'

Odvod íme odpovídající růstovýmodel. Vyjdeme z rovnic (12) vyjadřujících změnu

fyzického a lid ského kapi tálu:

1<' = skf(I<, H , AL) - <51<,

H' = sll f (I<, H, AL) - <5H.



(14)

(13)

Po vydělení efektivní jednotkou AL práce dostáváme

K'
AL == skf(k, h, 1) - 8k,

H'
AL == shf(k, h, 1) - 8h.

Nyní stačí použít vztah K == kAL a spočítat

K' _ k' AL + k(A' L + AL') ,
AL - AL == k + k . (n + g).

Analogickým postupem pro H a dosazením do (13) dostáváme soustavu

k' == sk f (k, h, 1) - k . (n + 9 + 8),

h' == shf(k, h, 1) - h· (n + 9 + 8).

13

n + 9 + 8. Pak

(16)

(15)

Nyní budeme pokračovat ve studiu růstového modelu pro konkrétní produkční

funkci , tzv. Cobb-Douglasovu formuli

Y (t) == t: (t)Q H (t)(A (t)L (t))1- Q - (3,

kde O < Cl: < 1, O < (3 < 1, Cl: + (3 < 1. Navíc označíme '"'(
soustava (14) má tvar

k' == skk
Q

h(3 - k'"'(,

h' == ShkQ h(3 - h'"'(.

Tato soustava popisuje vývoj lidského a fyzického kapitálu v přepočtu na efek­
tivní jednotku práce. První část vztahu představuje investice, druhá je způsobena

znehodnocením kapitálu a zvýšením efektivity práce.
Vyšetříme nyní existenci stacionárních bodů soustavy (15). Vyřešíme soustavu

O== skkQhP - k"(,

O== ShkQ hP - h'"'(.

Vidíme, že bod [O, O] je řešení, z hlediska aplikací je ale nezajímavé. Každé další
řešení (pokud existuje) , je nenulové v obou složkách. Najdeme tedy takové řešení.

V (16) vynásobíme 1. rovnici Sk, 2. rovnici Sh a odečteme. Dostáváme

Z toho plyne
k h
Sk Sh

Dosad íme za k do (16) a dostáváme
sQ

hQ +(3 Q~ 1 == h'"'(.
Sh

Pro h -:p Om ů žeme vydělit a vyjádřit h. Analogický postup použijeme pro vyjádřeník.
Označíme

(17)
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Bod [k* , h*] je stacionárním bodem soustavy (15). Vyšetříme jeho stabilit u. Sou­
stava (15) je tvaru

(
k) I _ (fl (k, h))
h - f2(k,h) == (F(a)) ,

kde a == [k, h]. Užijeme Ljapunovovu větu. Počítejme parciální derivace:

8 fl == a . skka - l h{3 _ 'V

8k "

8fl == (3. kah{3 -l
8h Sk ,

8f2 _ . ka - lh{3
8k - a Sh ,

8f2 -(3. ka {3 - l
8h - Sh h -,.

Dosadíme a* == [k*, h*], dostáváme

-,

afl 1-0-,8+( 0 - 1)( 1 -,8 )+0,8 (0 - 1),8 +( 1-0),8

-(a*) == a,s 1- 0 - ,8 S 1- 0 - ,8 - 'V
ak k h ,

afl 1-0 - ,8+ 0(1 - ,8)+( ,8-1)0 0 ,8+( ,8 -1)(1-0)

ah (a*) == (3'Sk 1-0- ,8 Sh 1 - 0- ,8

812 (0 - 1)( 1-,8 )+0,8 1-0 - ,8+( 0 -1 ),8+,8(1 - 0 )

ak (a*) == a,sk 1- 0 - ,8 Sh 1-0 - ,8

af 0 (1-,8)+0( ,8 - 1) 1 - 0- ,8+ 0 ,8+(1 - 0 )( ,8 -1 )8J: (a*) == (3'Sk 1- 0 - ,8 Sh 1-0- ,8

Zajímají nás vlastní čísla matice

A == (F'(a*)) == (,(a -: 1), (3'ť:)
a,~, ,(1 - (3) .

Řešme rovnici

det (A - AI) == O.

Mám e

(a - 1 - A) ((3 - 1 - A) - a (3 == O,

což uprav íme na

A2 + A(2 - a - (3) + (1 - a - (3) == o.
Použitím Vietových vzorců

AlA2 == (1 - a - (3),

Al + A2 == - (2 - a - (3 ),

dost áváme vlastní čísla

== ,(a - 1),

(3
Sk

== ,-,
Sh

Sh
== a,-,

Sk

== , (1 - (3).

Al == - 1,

A2==-(1-a- (3).

Prot ože obě vlastní čísla jsou záporná ((1- a - (3 ) > Oz předpokladu), je stacionární
bod a* == [k*, h*] asy mptot icky stabilní.

Závěrem podotkněme , že asymptotická stabilita nezávisí na výši investic, ty mají
vliv pouze na hodnotu stacionárního bodu [k*, h*]. Přejdeme nyní zpátky k K aH.
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Zásoba fyzického a lidského kapitálu roste úměrně růstu pracovní síly a technického
pokroku , tj .

K*(t) == k* AoLo e(n+g)t ,

H* (t ) == h*AoLoe(n+g)t,

kde Ao a Lo jsou hodnoty práce a technického pokroku v čase t == O.

Zde jsme ověřili stabilitu řešení pro Cobb-Douglasovu produční funkci. Problém
stability je možné studovat i pro obecnější produkční funkce. Závěrěm naznačíme

možný postup pro soustavu (14). Označíme cP(k , h) == f(k ,h, 1) funkci dvou proměnných .

Pak máme stoustavu

(18)
k' == skcP(k , h) - k . I,

h' == shcP(k , h) - h '1'

a

°f~o.v(A. !

k o« c. ..: ':J

Nechť existuje stacionární bod [ke,he] soustavy (18). Znovu pou žijeme Ljapunovovu
větu . Chceme spočítat vlastní čís la matice

(
!!!i!. (ke he) - rv !!!i!. (ke he) )
ok' " ah '

!!!i!. (ke h/ ) !!!i!. (ke he )_rv ·ok ' , ah' I

Použijeme kritérium stability pro matice 2 x 2 a dostáváme podmínku

S...~~ (k', hel -tS.;,:~ (ke, hel < ,.

To je om ezení na rychlost růstu produkční funkce v proměnných k a h. Vidíme
tedy, že pro obecnou lineárně homogenní produkční funkci nemáme stabilitu přímo,

musíme j eště něco předpokládat a parciálních derivacích . V zobecňování bychom
mohli dále pokračovat , ale základním nás trojem je pro nás Ljapunovova věta.

Případy, kdy Ljapunovovu větu nemůžeme použít (např. nediferencovatelnost , nebo
nespojito st produční funkce) , jsou mimo rám ec této práce.
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