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Abstrakt: V predlozené praci studujeme problém existence podmnozin tvaru
kartézského soucinu v métitelnych podmnozinach roviny. Konkrétné se sou-
stfedime na nasledujici otazku: Je-li S méfitelna podmnozina roviny jed-
notkové miry obsazend v jednotkovém étverci [0, 1)%, ptame se, zda existuji
méritelné mnoziny A a B kladné miry takové, ze kartézsky soucin A x B je
podmnozinou S. Ve druhé kapitole ukazujeme, ze odpovéd na tuto otazku je
obecné zaporna a to tak, ze najdeme protiptiklad. Toho dosdhneme pouzitim
netrivialni véty a chytrého triku, které objevil M. L. Brodskij.

Nicméné pokud vypustime pozadavek métitelnosti mnozin A a B, da se
za predpokladu hypotézy kontinua ukézat, ze odpovéd je v jistém smyslu
kladna — to ukézeme v prvni kapitole. Samoziejmé, neni-li zarucena méfi-
telnost mnozin A a B, muzeme hovorit pouze o vnéjsi mife téchto mnozin.
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unity contained in the unit square [0,1]%, do there exist measurable sets
A and B of positive measure such that the Cartesian product A x B is a
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Kapitola 1

Daviestiv nepublikovany
vysledek

1.1 Uvod O nésledujici vété 1.3 se zmitiuje Z. Buczolich ve své préci [1],
kde tvrdi, ze jde o nepublikovany vysledek R. O. Daviese.

Predlozeny ditkaz této véty zahrnuje konstrukei transfinitni rekurzi (resp.
indukci), ktera je v ném provedena ponékud neobvyklym a snad i krkolom-
nym zpusobem. Po dlouhém zvazovani jsem se rozhodl pro tento zptisob,
aby bylo dosazeno dvou véci: Jednak jsem chtél, aby byla konstrukce prove-
dena opravdu precizné tak, aby bylo naptiklad jasné vidét, jakym zptisobem
se pri konstrukci pouziva axiom vybéru. Mym druhym cilem bylo na du-
kaz nasadit vysledky teorie mnozin v takové formé, v jaké jsou k vidéni na
prednaskach Matematicko-fyzikalni fakulty UK.

1.2 Znadeni

e V celé préci znac¢ime \; k-dimenzionalni Lebesgueovu miru a A; znaci
k-dimenzionalni vnéjsi Lebesgueovu miru.

e Pokud je f : X — Y néjaké zobrazeni, potom, je-li A C X, znacime
mnozinu {f(z) | z € A} disledné symbolem f[A].

e Je-li A néjakd mnozina, zna¢ime P(A) mnozinu vSech podmnozin mno-
ziny A a card(A) mohutnost mnoziny A.

e Symbolem w; znacime, jak je zvykem, nejmensi nespocetny ordinal.

e Je-li ¢ libovolné zobrazeni, symbol Dom(y) znaéi defini¢ni obor .



e Je-li S C R? néjakd mnozina, pak fezy touto mnozinou zna¢ime
S**={y e R| (z,y) € S},

S*Y.={x eR| (z,y) € S}.

1.3 Véta Bud S C [0, 1]*> méfitelnd mnozina takovd, ze A\o(S) = 1. Za pred-
pokladu platnosti hypotézy kontinua potom existuji mnoziny A, B C [0, 1]
takové, ze \j(A) =1, A\j(B)=1aplati Ax BCS.

Dtive nez pristoupime k diikazu této véty, dokazeme pro piehlednost
nékolik pomocnych tvrzeni.

1.4 Lemma Necht I C R je nedegenerovany uzavieny interval. Potom
mnozina H C P([) vSech uzavienych podmnozin [ kladné miry ma mohut-
nost kontinua.

Diikaz Kazdé mnozina tvaru [0,1] U {z}, kde = € (3,1], lezi v H. Tedy
mohutnost H je nejméné kontinuum.

Na druhou stranu prostor [ je kompaktni, tedy i separabilni. Separabilita
je pro metrické prostory ekvivalentni s tim, Ze prostor I ma spocetnou bazi
otevienych mnozin — oznacme ji B. Protoze B je baze otevienych mnozin,
muzeme ke kazdé oteviené mnoziné G C [ najit mnozinu A C B tak, Ze
G = |JA. Tedy zobrazeni ¢ z P(B) do otevienych mnozin v I definované
predpisem

go:Ar—>UA

je surjektivni. Dostavame tedy card(G) < card(P(B)) = 2¢, kde pismenem
G znacime mnozinu vSech otevienych mnozin v I (ozna¢me jesté F mnozinu
vSech uzavienych podmnozin I). Protoze vSak trivialné (pfislusnou bijekci
zprostiedkuje délani dopliki) card(F) = card(G), dostavame, ze mohutnost
H je nejvyse kontinuum, nebot H C F. Protoze plati ob&é nerovnosti, plati
tvrzeni lemmatu.

1.5 Lemma Necht I C R je nedegenerovany uzavieny interval a necht
A C 1. Jestlize A ma neprazdny prinik s kazdou uzavienou podmnozinou [/
kladné miry, potom A\ (A) = A (1).

Diikaz Provedeme nepiimo; predpokladejme tedy, Zze rovnost v zavéru ne-
plati. Potom samoziejmé \j(A) < Ay (/). Vime, Ze plati rovnost

AH(A) = inf{\(G) | G D A, G € G},



kde G znac¢i mnozinu vSech otevienych mnozin v R. Existuje tedy oteviena
mnozina G O A takova, ze A\ (G) < Ai({). Oznaéme F' := I N (R\G). Je
ziejmé, ze F' ma kladnou miru a je uzaviend, ptitom ma vsak prazdny prinik
s mnozinou A. Dokézali jsme negaci predpokladu a dikaz je hotov.

1.6 Lemma (o transfinitni rekurzi) Nechf G; je (tfidové) zobrazeni,
které kazdé mnoziné z pfifazuje mnozinu G(z). Potom existuje pravé jedno
(tfidové) zobrazeni F', které kazdému ordinalu « pfifazuje mnozinu

F(a) = G1(F|a).

1.7 Poznamka Lemma 1.6 je zde uvedeno v pfesném (aZ na znaceni G)
znéni z knihy [3] (tam je ovSem uvedeno jako véta 2.3, str.145). Definice
prislusnych pojmu lze nalézt tamtéz. Pouze poznamenejme, zZe symbolem
On znacime tridu vSech ordinalii a symbolem V znac¢ime univerzalni tiidu
(tj. t¥idu vSech mnozin).

1.8 Dikaz véty 1.3 Vzhledem k predpokladu hypotézy kontinua nam
Lemma 1.4 dava, ze mnozinu H C P([0,1]) vSech uzavienych podmnozin
kladné miry inrtervalu [0, 1] lze psat ve tvaru

H=A{F,|a<uw}.

Transfinitni rekurzi sestrojime zobecnénou posloupnost usporadanych dvojic
realnych ¢isel {(aa, ba)}a<w, takovou, ze pro kazdy spocetny ordinal a plati
nasledujici podminky (i)-(iv):

(i
(ii

(iii

) aq € F,, a zaroven b, € I,

) A (S%*) =1 a zdroven \(S*be) =1
) pro vSechna § < «a je bg € S%*

(iv)  pro viechna 3 < a je ag € S*be

Pted vlastni konstrukci jesté uvazujme mnoziny:

X :={x €[0,1] | \(S*") =1},

Y = {y e [0,1] | M(S™) = 1}.

Dokazme, ze obé tyto mnoziny jsou méfitelné a maji v intervalu [0, 1] plnou
miru. Toto ukdZzeme pouze pro mnozinu X; pro Y je ditkaz zcela analogicky.



Definujme tedy funkci f : [0,1] — [0, 1] pfedpisem f(z) := A (S™%).
Protoze je mnozina S méfitelna podle predpokladu, je podle Fubiniho véty
funkce f métitelnd. Ale lze psat X = f~1[{1}], z ehoZ ihned plyne méfi-
telnost mnoziny X. Pfedpokladejme nyni pro spor, ze A;(X) < 1. Potom
mnozina Z := [0, 1]\ X ma kladnou miru a podle definice pro vSechna x € Z
plati f(z) < 1. Z toho plyne

n(2) = [ fayde= [ (1= f@)de >0

protoze integrand posledniho integralu je kladny na Z a to je mnozina kladné
miry. Tedy \(Z) > [, f(x)dz. Nyni s opétovnym pouzitim Fubiniho véty
(v druhé rovnosti) pocitejme:

1:Mﬁ%iffmwxzéj@Mx+éf@Mx

:Amm+/j@Mx<MQ3+M@ﬁﬂ

a to je spor. Tedy opravdu mnoziny X a Y maji v intervalu [0,1] plnou
miru. Nyni jiz k samotné konstrukei:

Méjme zobecnénou posloupnost tvaru {(as, bs)}s<, pro néjaky ordinél
v < wy. V pripadé, ze posloupnost {(as,bs)}s<, navic splituje podminky
(i)-(iv) pro vSechna a < v, definujeme mnozinu [0, 1]> D G ({(as, bs) }s<+) =

= {(av, b) ‘ {(as, bs) }5<~+1 spliuje (i)-(iv) pro vSechna o < v + 1}

Dokazeme, ze pro kazdou zobecnénou posloupnost {(as,bs)}s< plati
G({(as,bs5)}s<y) # 0. Specialné tedy v piipadé, ze G({(as, bs) }s<~) je defino-
vana (tj. {(as, bs) }s< spliiuje vyse uvedené predpoklady), je G({(as, bs) }5<~)
neprazdna mnozina:

Podle pfedpokladu je v spocetny ordinal a pro vSechna a < v je
A (S*be) = 1. Z tohoto, z De Morganovych pravidel a o-aditivity Lebesgu-
eovy miry trividlné plyne (uvazime-li jesté jiz dokézany fakt, ze A\ (X) = 1)

rovnost:
M(xXn s =1,

a<y
a tedy
M(EnxX )8 >0

a<ly



Specialné je tedy tato posledni mnozina neprazdné, volme tedy néjaky jeji
prvek a oznacme ho a,. Protoze specidlné je a, € X, mame A\(S**) = 1.
Proto naprosto stejny postup jako vyse dava:

0y 0 () S £0,

a<y

volme tedy b, libovolny prvek této mnoziny. Z postupu je nyni snadno vidét,
ze posloupnost {(as,bs)}s<y+1 splituje podminky (i)-(iv) pro vSechny ordi-
naly a < v+ 1. K ovéfeni podminek (iii) a (iv) si sta¢i uvédomit, Ze pro
vSechna x,y € R nastava x € S*Y tehdy a jen tehdy, kdyz y € S**. Tedy
(ay,0,) € G({(as,b5) }s<y), tedy G({(as, bs)}o<v) # 0.

Ve svétle vyse uvedeného muzeme symbol G chapat jako zobrazeni de-
finované na mnoziné zobecnénych posloupnosti spliujicich jisté podminky.
Ozna¢me G := Rng(G). Pravé jsme dokazali, ze ) ¢ G. Mame tedy (evi-
dentné neprazdny) soubor neprazdnych mnozin a axiom vybéru ndm nyni
zaruCuje existenci selektoru g : G — (JG. (To, Ze zobrazeni g je selektor,
podle definice znamend, ze kdykoli ) # C € G, potom ¢(C) € C.) Nyni
definujeme tfidové zobrazeni Gy : V. — V (na které posléze uzijeme Lemma
1.6) pfedpisem:

o= (3O G

Lemma 1.6 ndm nyni zarucuje existenci jediného tiidového zobrazeni F' :
On — V| které spliiuje rovnost F(a) = G1(F|«) pro kazdé o € On. Pfi-
tom ztotoziiujeme zobecnénou posloupnost tvaru {(as,bs)}s<, se zobraze-
nim 6 — (ag, bs) definovanym na ordinalu 7. Tedy také chdpeme pro kazdé
v < wy restrikci F'|vy jako posloupnost {F(0)}s<. Déle pro ucely definice
(1 chapeme libovolné zobrazeni jako mnozinu (tj. rozumime ¢ je zobrazeni
— ¢ C Dom(p) x Rng(y)). Tedy Dom(G1) D Dom(G).

Transfinitni indukei ukdzeme pro kazdé § < w; vyrok V(0):

Posloupnost (zobecnénd) F'|4 spliiuje podminky (i)-(iv) pro kazdé a <
§ (a tedy F(d) € [0,1]* podle definice zobrazeni G a rovnosti F(§) =
G1(F[9).

Pro § = 0 plati vyrok V(J) trivialné.

Necht v < w; a pro kazdé a < ~ plati vyrok V(a). Potom zfejmé
(ay,by) = F(v) = G1(F|v) € [0,1]?, protoze F|~ spliiuje podminky (i)-(iv)
pro vSechna a < 7. Podle definice zobrazeni G a (7 navic plati, Ze po-
sloupnost (as, bs)s. 11 = F(0)5-,, spliiuje podminky (i)-(iv) pro vsechna
a < v+ 1. To znamena, Ze plati vyrok V(v + 1).

10



Nyni jiz staci polozit A := {aa}acw, @ B := {ba}a<w, (kde pro vSechna
a < wi je F(a) = (aq, by)). Zbyvé si uvédomit, ze mnoziny A a B maji poZza-
dované vlastnosti. Pfedné, z konstrukce zobrazeni F' plyne, ze pro vsechna
spocetna « je a,, € F, arovnéz b, € F,.7Z lemmatu 1.5 nyni plynou rovnosti
Ai(A) =1=X\(B).
Volme nyni libovolné spocetné ordindly 6 a e. Chceme ukazat, ze
(as,be) € S. Polozme v := max{J, e} + 1; to je spocetny ordinal. Uvédomme
si, Ze plati rovnéz ekvivalence x € S*Y, pravé kdyz [z;y] € S. Pozadovany
z&avér nyni plyne z toho, Ze posloupnost F'|7 spliiuje podminky (iii) a (iv)
pro vSechna a < 7.

11



Kapitola 2

Druha strana mince

2.1

Smyslem druhé kapitoly je ukazat, pro¢ ve vété 1.3 nelze zajistit méfi-

telnost mnozin A a B. Protipfiklad neni tézké zkonstruovat, avsak k tomu,
abychom védéli, ze to protipiiklad je, potfebujeme netrividlni vétu, jejimz
diikazem se de facto celd tato kapitola zabyva.

Diikaz (ne pfili§ precizni, spiSe ndznak) véty 2.8 podal uz M. L. Brodskij
v praci [2], nicméné uéinil tak ponékud jinym zptsobem, nez jak to zde
provedeme my. Brodskij rovnéz objevil trik, jimz z véty 2.8 plyne pro nas
podstatny dtsledek 2.9.

2.2 Znadeni

Je-li s = [s1;8] € R ad > 0, zna¢ime U(s,9d) := Upax(s,9) = (s1 —
(5,81+5) X (82—6,52+5).

Je-li f libovolna funkce, zna¢ime symbolem Dy = Dom( f) jeji defini¢ni
obor a symbolem Rng(f) := f[D¢] jeji obor hodnot.

Je-li X topologicky prostor a A C X, znaCime uzavér mnoziny A
symbolem A a vnitfek mnoziny A symbolem Int(A).

Pro tcely lemmatu 2.3 zavedeme znaceni slouzici k nalepovani funkeci.
Nechf je tedy A n&jakd mnozina realnych funkci redlné proménné.

Pokud
| eraf(f)
feA

je grafem néjaké funkce g : |J reaDy — R, potom definujeme symbol

\Vr5=g

feA

12



e Pro funkce g : Dy, — R a h : D, — R definujeme operator V predpisem
gVvh=\/ f,
fe{g,h}
méa-li prava strana smysl.
2.3 Lemma (O vrstevnicich) Budte (a1, a2) C R a (b1, by) C R omezené

oteviené intervaly, oznac¢me G := (ay, az) X (b1, b). Nechf funkce f : G — R
je tiidy C' a takova Ze pro kazdy bod [z;y] € G je

of

Potom pro kazdé [x1;y:1] € G existuje spojité diferencovatelnd funkce ¢ :
(a, ) — R jedné redlné proménné takova, Ze plati:

(1) g(z1) =wn
(ii) pro vSechna z € D, plati f(z, g(x)) = f(z1,v1)

91 (2,9(x))
S (@.g(@)

(iii) funkce g je ryze monoténni a ¢'(z) = —

(iv) graf(g) C G

(v) neni pravda, ze graf (gt(mw)) cG

(vi) neni pravda, ze graf (gL(aTwm) cGqG

2.4 Definice Necht funkce f je jako v lemmatu 2.3. Funkci g s vlastnostmi
z lemmatu 2.3 budeme nazyvat wvrstevnice funkce f piislusnd (naptiklad)
bodu [z1, y1]-

2.5 Dukaz lemmatu 2.3 Volme néjaky bod [z1;11] € G. Véta o implicitni
funkci (dale pouze VIF) v nasi situaci tvrdi, Ze existuji ¢isla Ay > 0a Ay > 0
takova, ze pro kazdé = € (r1 — Ay, x1 + Aq) existuje pravé jedno y € (y; —
Ao, y1+As) takové, ze f(x,y) = f(x1,11). (VIF zde mizeme pouzit, protoze
predpokladame g—i # 0 na GG.) Oznac¢me tedy toto g;(z) := y. Protoze podle
piedpokladu je f € C*(G), je podle VIF g; € C'((x1— Ay, z1+A;)). Polozme

nyni:

13



A= {g 11y — (b1, b2) | Iy C (a1, a2) je ot. interval, 1 € I, g(z1) = v,

g€ C’l([g) a pro vSechna z € I, je f(z,g(z)) = f(xl,yl)}

Jiz vime, ze A # (), protoze g; € A. Na A definujeme usporadéani < takto:

g=<h <= graf(g) C graf(h).

Necht nyni R C A je fetézec (tj. linedrné usporddand podmnozina). Na-
jdeme horni zévoru go € A fetézce R. Polozme nejprve

I = UIh.

heR

Ziejmé I je otevienad mnozina. Protoze navic jde o sjednoceni souvislych
mnozin s neprazdnym prunikem (pro vSechna h € R je x; € I},), je I C R
souvisla mnozina, tedy interval. Definujme nyni funkci g : I — R takto:

gs = \/h

heR

Funkce g, je dobre definovana, protoze R je fetézec. Skutecné, je-li x € [
a jsou-li hy € R a hy € R funkce takové, ze x € I, N I,, potom budto
hi < hy nebo hs < hy. V obou pfipadech mame hy(x) = ho(x).

Ovéiit dalsi viastnosti g je rovnéz snadné. Ze plati g, € C1(I) dostaneme
takto: Volme x € I libovolné. Existuje funkce h € R takova, ze x € I,,. Ale
I, je oteviend mnozina, tedy (podle pfedchoziho kroku) go = h na né&jakém
okoli bodu z. Protoze h € C'(I},), je nutné g5, spojitd v bodé . Dale z toho,
ze R C A dostavame

f(z,g9(z)) = f(z, h(x) = f(z1,91).
Celkem tedy g5 € A a je zfejmé, Ze g je horni zédvorou fetézce R. Protoze
R byl libovolny, ovérili jsme predpoklad Zornova lemmatu.

Vime tedy, Ze existuje g € A maximalni prvek, z ¢ehoz specidlné ihned
plyne, ze g spliuje podminky (i), (ii) a (iv). Ozna¢me « := inf I, a 3 :=
sup I, (tedy I, = (a, 3)). Retizkové pravidlo tvrd{ pro z € («, 3)

2 (fog@) = L) + Legl) g0 @)

14



Protoze vsak ¢ splituje podminku (ii), je leva strana rovnice (2.1) nulova, z
¢ehoz ihned plyne vzorec v (iii). Uvédomme si jests, Ze f € CH(G) a jeji par-
cidlni derivace jsou nenulové na G. Z Darbouxovy vlastnosti spojitych funkci
snadno plyne, Ze sgn(g’) je konstantni na G, z ¢ehoz plyne ryzi monotonie
funkce g.

Dokéazeme, Ze g spliiuje podminku (vi), podminka (v) se ukéze analogicky.
Predpokladejme tedy, ze (vi) neplati, to jest:

graf (9l(232,9) © G

Jiz. bylo fefeno, 7e g je (ryze) monoténni, je navic i omezend, protoze
Rng(g) C (b1, by). Tedy existuje

v :=limg(t) € R.

t—03
Pritom zfejmé plati
[3;7] € graf <9L(a7+ﬂ,5)>7 (2.2)
celkem tedy ;] € G. Funkce f je spojita, a tedy

Vzhledem k fadku (2.2) existuje podle VIF C'-funkce h : Dj, — R definovan4
na otevieném intervalu a takova, ze § € Dy, h(3) = v a pro vSechna = € D,
plati f(x,h(x)) = f(05,7), a tedy (vzhledem k fadku (2.3)) je f(z,h(z)) =
f(z1,y1) na Dy,. Je ziejmé, ze D, N Dy, # 0.

To, ze funkce g a h jsou na priniku svych defini¢nich obort shodné,
dostaneme naptiklad takto: Necht existuje bod = € I, NI}, takovy, ze g(x) #
h(z). Protoze vSak g a h spliiuji podminku (ii), plati f(z, g(z)) = f(x, h(x)).
Tedy podle Lagrangeovy véty existuje néjaké y mezi g(x) a h(x) takové, ze
g—i(x, y) = 0. To je ale spor s predpoklady na funkci f.

Proto funkce gV h lezi v A. Navic supDy < supDy, atedy (9 < gV h) &
(g # gV h), coz je spor s maximalitou g.

2.6 Lemma Nechf s = [s1;5:] € R? je ngjaky bod, § > 0 a oznacme
G = U(s,d). Necht funkce f : G — R je tiidy C' a takova Ze pro kazdy
bod [z;y] € G je
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Necht déle funkce ¢ : G — R definovana predpisem

o (z.y)
[z, y] — — 22 2.4
pileul— g (24)

je omezend konstantou 0 < R € R, tj. spliiuje pro vSechna [x;y] € G nerov-
nost |p(z,y)| < R. Oznacme

5
01 1= .
" 9R¥1

Potom, je-li [z;y] € U(s, 01), plati pro vrstevnici g funkce f pfislusnou bodu
[z y]:
]D)g > (81 — (51,51 + (51)

Diikaz Volme bod [z1;y1] € U(s,d;) bud g vrstevnice funkce f piislusna
tomuto bodu. Chceme dokézat, ze (a, 5) := Dy D (51 — 01,51 + 61).

Protoze ¢ je nenulova na (G, miizeme bez Gjmy na obecnosti predpo-
kladat, ze ¢ > 0 na G (to plyne z trividlni Gvahy vyuzivajici Darbouxovy
vlastnosti spojitych funkci jedné proménné). Pfitom pro vSechna ¢t € Dy je
podle piedchoziho lemmatu ¢'(t) = ¢(t, g(t)), tedy ¢ je rostouci.

Nyni ptfedpoklddejme pro spor, Ze existuje néjaké xo € (s3 — 1,81 +
91) \ D,. Nechf napriklad z; < z;. Potom ziejmé a € (s; — 01,51 + 01).
Dodefinujme funkci g v bodé a limitou g(a) := lim,_,, g(t). Pak ale z
lemmatu 2.3 (a toho, Ze g je rostouci) je jasné, ze g(a) = sy — J, nebot
pokud by bylo g(a) > sy — d, potom by platilo

gxaf (9l =p2)) © G

a tedy ¢ by nebyla vrstevnice.
Nyni ale vime, ze plati nerovnosti

o — x| <261 a  |g(a) —g(z1)] >0 — by,

pfitom ¢ je na («,z1) (spojité) diferencovatelna, tedy podle Lagrangeovy
véty existuje v € (o, x1) tak, ze

— 1 1
g'(7)>5 51:—(£—1):§(2R—|—1—1):R.

26, 2\ 0y

To je ale spor, protoze podle predpokladu je ¢'(v) = (7, (7)) < R.
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2.7 Lemma Necht A C R je méfitelné a necht x je bodem hustoty A. Bud
0 < a < 1 libovolné c¢islo. Potom plati:

(Ve > 0) (36 > 0) (VA € (0,8]) (VD C (x — h,z + h))

Ai(D N A)

>1—e.
M (D)

(D je méfitelnd) & (A (D) > - 2h) =

Diikaz Je déna mnozina A, x bod hustoty A, € (0,1). Volme € > 0
libovolné. Protoze x je bod hustoty A, existuje podle definice 6 > 0 tak, ze
pro vSechna h € (0, 4] plati

M(AN (z — b,z + )

o7 > 1 — «e.

Volme méfitelnou mnozinu D C (x — h,z + h) takovou, ze A;(D) > « - 2h.
Potom

AM(DN (RN A) Al((x—h,x+h)ﬂ(R\A))<%_

A(D) a-2h a

Ale D je disjunktnim sjednocenim mnoziny D N (R \ A)a mnoziny D N A,
a tedy
M(DNA
Ai(D)
2.8 Véta Necht (aj,a2) C R a (by,b2) C R jsou omezené oteviené inter-
valy, G := (ay,az) X (by, by). Necht funkce f : G — R je tiidy C' na G, ktera
pro kazdy bod [z;y] € G spliiuje

of of

Déle budte mnoziny A C (ai,as) a B C (b1, by) méfitelné, o € A bod
hustoty A a yo € B bod hustoty B. Potom f(xg,y0) € Int(f[A x B]).

Diikaz Chceme najit A > 0 takové, ze f[U([xo;yo], A)] C f]A x B]. Potom
totiz f(xo,yo) € Int(f[A x B]).

Skute¢né, U([xo;yo], A) je souvisla mnozina, tedy, protoze f je spojita
na G, je J := flU([zo;90],A)] C R souvisld, to jest interval (nevime ale
jakého typu). Pokud by platilo, Ze f(zo,%0) je krajnim bodem intervalu
J, znamenalo by to, ze funkce f nabyva v bodé [z¢;yo] lokdlniho extrému
(vzhledem k tomu, Ze [xg;yo] € Int(U([xo;y0],A))). V tom pFipadé by ale
platily rovnosti 2L (zo,y0) = 0 a g—i(xo,yo) = 0, jelikoz f € C*(G). To by

T
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v8ak byl spor s predpoklady véty, tedy opravdu f(zo,yo) € Int.J.
Zbytek ditkkazu pro prehlednost rozdélimé do nékolika kroki.

(a) Definujme stejné jako v lemmatu 2.6 funkci ¢ : G — R pfedpisem (2.4).
Zopakujme, ze tato funkce je za danych predpokladt spojitda a nenulova na
G. Stejné jako v ditkazu lemmatu 2.6 tedy bez Gjmy na obecnosti predpo-
kladejme, ze ¢ je kladna na G. Zdliraznéme, ze z tohoto predpokladu plyne,
ze kazda vrstevnice funkce f je rostouci.

(b) Ze spojitosti ¢ snadno plyne existence d, > 0 takového, Ze oznac¢ime-li
R :=sup {ap(z) ‘ z € U([Io;yo],(SQ)}, ra= inf{gp(z) | z € U([mo;yo],52)},

potom % € (%, ]. (Je jasné, ze muzeme 0o volit tak, ze U([xo;yo],d2) C G,

a tedy 0 < r =min{p(2) | z € U([xo; yo],02) }.)
(c) Podle lemmatu 2.6 nyni najdeme 0 < d3 < 09 tak, ze pro vSechna
[z;y] € U([z0;v0],03) pro ptislusnou vrstevnici funkee f plati, ze

graf (g (wo—ds.wo+52) C Ul([z0; o, 02).
Oznac¢me pro libovolnou vrstevnici h funkce f

Ry, = sup B'(t), Ty = inf h'(t).

te(wo—03,20+03) te(zo—03,70+03)
9
10°
na (0,00) x (0, 00) rostouci v proménné a a klesajici v proménné b (a ¢ > 0
na (). Tuto samoziejmou skuteénost jiz nebudeme zdiraziovat (tim méné
pro vrstevnice restringované na jesté uzsi interval) a budeme nadéle pracovat
pouze s R a r.

Z volby 63 nyni specialné plyne, Ze ;—’; € (55, 1], protoze funkee [a;b] — ¢ je

(d) Podle predpokladu je bod zy bodem hustoty mnoziny A, tedy podle
definice existuje 0, > 0 takové, ze pro vSechna h € (0, 4] je splnéna nerovnost

(e) Nyni uzijeme lemma 2.7 na mnozinu B, jeji bod hustoty yo, o == 5575
ae€:= %. Lemma 2.7 nam zarucuje existenci takového ¢ > 0, Ze pro vSechna
h € (0,0) a pro vSechny mnoziny D C (yo — h,yo + h) plati implikace

M(DNB) 9

Zvolme tedy néjaké kladné h < min{ds, d4,0} a k tomuto h najdéme podle
lemmatu 2.6 ptislusné d5 > 0, konkrétné
h

h
SR+l

55 =
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Potom pro vrstevnici g; pfislusnou néjakému bodu [z;y] € U([zo; yo, d5)
mame:

M1 (R0g (91| (wo—-t5,2040)) = 91((x0 + 05)-) — g1((wo — 05))

zo+d5 r
:/ g1(t)dt > 1205 = 2h - = 2h - a,
zo—05
a tedy (protoZe vzhledem k volbé 65 z lemmatu 2.6 je Rng (g1 | (so—65.00+65) C
(Yo — h,yo + 1)) plati

9
A1 (R0g (91 [ (wo—65.20+55) N B) > o0 A1 (R0g(91 | (wo—b5.20+55)) - (2.5)

(f) Na zavér polozme A := §5 a ukazme, ze f[U([xo; 0], A)] C f[A x B].
Volme proto libovolné [z1,y1] € U([xo; yo|, A). Chceme ukazat, ze f(x1,y1) €
f[A x B]. Najdéme g; vrstevnici f p¥islusnou bodu [z1;y] a ozna¢me g :=
91 @o-Az0+2)-

Sta¢i nam, ze g[D, N A] N B # (). To totiz znamena, Ze existuje zy €
D, N A takové, ze yo := g(z2) € B, tedy [z2,y2] € A X B, tedy f(z1,11) =
f(z2,9(z2)) = f(za,y2) € f[A x B], kde prvni rovnost plati proto, ze g je
restrikei vrstevnice piislusné bodu [z1,y1]. K tomu ndm ale zfejmé staci, ze

Ai(g[Dg N A]) + A1 (Rng(g) N B) > Ai(Rng(g)).

(g) Podle kroku (d) vime, Ze A\i((xg — A, 29 + A) N A) > 55 - 2A, protoze
A < 4. Déle podle kroku (e) mame (2.5). Pfed zavére¢nym vypoctem jesté
uvazme, ze z vnitini regularity Lebesgueovy miry plyne, ze miizeme bez
ujmy na obecnosti pfedpokladat, ze mnozina A je tvaru

.
n=1

kde vSechny mnoziny K, jsou kompaktni. Protoze funkce ¢ je spojita a
spojity obraz kompaktu je kompaktni, je mnozina ¢; []DTQ N A} (ktera se od
mnoziny g[D, N A] lisi nejvyse o dva body) typu F,, tedy méfitelna. Nyni
pocitejme s pouzitim véty o substituci (v druhé rovnosti), bodu (b) a toho,
7e A < 0y

M= [ 1= [ gl [ r=roau@na
g[DgNA] DyNA DyNA

S on s 2 pon (2) moans (2 (Rusto)
=0T 10 R 10 10 HReg):

Z préavé provedeného vypoctu, odhadu (2.5) a avah provedenych v kroku (f)
plyne, zZe jsme s ditkazem hotovi.
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2.9 Dusledek Existuje mnozina S C [0, 1]? takovd, Ze \2(S) = 1 a pfitom
kdykoli méfitelné mnoziny A C [0,1], B C [0,1] spliiuji A x B C S, pak
alespon jedna z mnozin A, B ma miru nula.

Diikaz Bud f : R? — R definovdna ptedpisem f(z,y) = /22 +y2. Je
jasné, Ze tato funkce splituje pfedpoklady véty 2.8 na mnoziné G := (0,1).
Polozme

S=[0,1Nf[R\ Q).

Plati \2(S) = 1, nebot dopliiek mnoziny S ve ¢tverci (0,1)? je sjednocenim
¢asti kruznic s racionalnimi poloméry. Ty maji miru nula a samoziejmé jich
je spocetné mnoho. Ze o-aditivity miry plyne zbytek.

Tvrzeni dokédZzeme nepiimo; predpokladejme tedy, Zze méfitelné mnoziny
A C (0,1) a B C (0,1) maji obé kladnou miru a plati A x B C S. Podle Le-
besgueovy véty o hustoté jsou skoro vsechny body mnoziny A body hustoty
A a skoro vSechny body mnoziny B jsou body hustoty B. Specidlné tedy
existuji body zy € A bod hustoty A a yy € B bod hustoty B. Podle pted-
chozi véty vsak plati, ze f(xo,y0) € Int(f[A x B]), tedy specialné f[A x B|
méa neprazdny vnittek. AvSsak mnozina vsech racionalnich ¢isel je husta v R,
a tedy existuje néjaké ¢ € QN f[A x B]. Z toho plyne, Ze neplati inkluze
A x B C S, protoze z definice S plyne f[S] N Q = (). Tim je diikaz hotov.
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