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Kapitola 1

Stochasticky proces

1.1 Pojem stochastického procesu, jeho trajek-
torie a vlastnosti

Definice 1.1. Necht (€2, A, P) je pravdépodobnostni prostor a T C [0, 00). Mno-
zina realnych ndhodnych veli¢in (X (¢),¢ € T') definovanych na (2,4, P) se na-
zyva stochasticky proces.

Definice 1.2. Je-li (X (¢),t € T') dany stochasticky proces, je tim kazdému w € Q
(jednozna¢né) piirazena realna funkce proménné ¢, kterou znacime X, (t), t € T.
Funkce {X,,,w € Q} se nazyvaji trajektorie stochastického procesu (X (t),t € T').

Definice 1.3. Necht (X (¢),t € T) je stochasticky proces a necht J je kone¢na
podmnozina 7. Uvazujme parcidlni zobrazeni (X (¢),t € J), ta jsou podle [1],
[.2.3, str. 40, a 1.3.4, str. 43, méfitelna ve smyslu

(X(t),teJ): (2,A) — (R, B(R”))

(kde B(R”) zna¢i borelovskou o-algebru nad R”). Potom borelovské pravdépo-
dobnostni miry F; definované na R’ predpisem

F;(B) =P[(X(t),t € J) € B], B € B(R’)
nazyvame konecneérozmernd rozdéleni procesu X.

Definice 1.4. Rekneme, 7e stochasticky proces (X (t),t € T) je spojity podle
pravdeépodobnosti, jestlize

lim P [| X (t) — X(to)| >¢] =0 proVty €T aVe>0.

t—to

Definice 1.5. Rekneme, 7e stochasticky proces (X(¢),t € T) je spojity, jsou-li
vSechny jeho trajektorie spojité na T .



1.2 Modifikace stochastického procesu, existence
spojitych modifikaci

Definice 1.6. Necht X := (X (¢),t € T) a Y := (Y (¢),t € T') jsou stochastické
procesy definované na tomtéz pravdépodobnostnim prostoru. Pak fekneme, ze
proces Y je modifikace procesu X, jestlize X (t) = Y (t) skoro jisté pro kazdé
tefT.

Pozndmka 1.7. Relace ”byt modifikaci” je zfejmé ekvivalence na mnoziné vSech
stochastickych procest definovanych na prostoru (£2,.4,P). Operaci modifikace
lze velmi podstatné ménit trajektorie procesu (X (t),t € T'), pfi¢emz rozdéleni
jednotlivych veli¢in X (¢) se zachovavaj.

Dalsi ekvivalenci na mnoziné vSech stochastickych procest definovanych na
prostoru (€2, A, P) je relace "rovnost skoro jisté”:

Definice 1.8. Necht X := (X (¢),t € T) a Y := (Y (¢),t € T) jsou stochastické
procesy definované na tomtéz pravdépodobnostnim prostoru. Pak fekneme, ze
procesy X a Y jsou si rovny skoro jisté (X =Y s. j.), jestlize X, = Y, pro
w¢ N, Ne A P(N)=0.

Jinak feceno: X (t) = Y (¢) pro Vt € T skoro jisté.

Rovnost skoro jisté procestt X a Y ziejmé implikuje, zZe proces Y je modifikaci
procesu X (nebot veli¢iny X (t) a Y (¢) se pro kterékoli t € T' mohou lisit pouze
v bodech w € N, tedy na mnoziné P-miry 0).

Opacna implikace obecné neplati, pro jeji platnost je tfeba, aby byl splnén
navic predpoklad spojitosti obou procest:

Lemma 1.9. Necht X = (X(t),t € T) a Y = (Y(t),t € T) jsou spojité
stochasticke procesy definované na tomtez pravdépodobnostnim prostoru a necht

proces Y je modifikaci procesu X (ekvivalentné X je modifikaci Y ). Potom X =
Y s. 7.

Diikaz. Proces X je modifikaci procesu Y, to znamend, ze X (t) = Y (¢) s. j. pro
Vit € T, tedy specidlné X (t) = Y () s. j. pro Vt € TN Q. Ze spocetnosti mnoziny
T'NQ plyne, ze plati také X (t) =Y (t) Vt € TNQ s. . Ze spojitosti (trajektorii)
obou procesi pak dostavame, ze X (t) = Y (t) pro Vt € T s. j., tedy procesy X a
Y jsou si skoro jisté rovny. O

Nutnost splnéni podminky spojitosti obou procesi ukazuje nasledujici pri-
klad.

Priklad 1.10. Necht U je nezaporna nahodna veli¢ina definovana na €2, kterd ma
spojité rozdéleni, tedy P[U = u| = 0 Yu > 0. Zvolme trajektorie procesu X na
(2, A, P) nasledovné:

X,(t)=1prot="U(w),

X, (t) = 0 jinak.



Proces Y zvolime nulovy, tj. Y, = 0 pro Vw € ). Potom Y je zfejmé modifikace
X, protoze P[U = U(w)] = 0 pro Yw € Q, tj. pro kazdé ¢t € T se X (t) mize od
Y () lisit nejvySe na mnoziné P-miry 0. Rovnost skoro jisté mezi procesy X a Y
ovsem neplati — trajektorie obou procesii se neshoduji dokonce v zadném w € 2
(v kazdém w € Q nabyva veli¢ina U néjaké nezaporné hodnoty ¢; pro toto t je
Xo(t) =1#Y,(1)).

Nasledujici véta poskytuje duilezité kritérium pro zjistovani, zda dany sto-
chasticky proces ma spojitou modifikaci.

Véta 1.11 (Kolmogorovova o spojité modifikaci). Necht stochasticky proces
X = (X(t),T > 0) splnuje podminku

EIX(s)=X ()" < K|s—t|'™  pro s,t >0 a néjaké kladné konstanty K, a a 6.
Potom existuje spojita modifikace procesu X.

Diikaz. Pro kazdé n € N vezméme stochasticky proces (X (t),¢ € [0,1]), ktery
ma spojité po castech linedrni trajektorie a ktery spliuje podminku

XMW (k-27") = X(k-27") pro 0 < k < 2",
Potom plati

[ X0 — X0 < max | X(k-27") — X((k+1)-27")]

0<k<2n—1

vSude na €2 pro kazdé n € N.

Zdtvodnéni je nésledujici:

HX(H) _ X(”’l)H = o™ XM (k. 277) — X(=D (k. 27

= max XM (20 +1)-277) — XD (21 +1) - 27™)]
1€{0,1,...,2n—1 -1}
X127 + XM (21 +2) - 277)

XM(@2r41)-27m) 5

= max
1e{o,1,...,2n=1_1}

< max ( XMW (21 4 1) - 277) — X (M) (21 . 27 )] N XM (21 4+1)-277) — XM (21 4 2) - 2—")>
- 2 2

< 2. max (mx{ XM(@41)-27m) = XM 12| [X((21+1)-277) — XM((2142) - 277 }>
= 1 2 ’ 2 ’

Zvolme nyni ¢ € (0, %) libovolné, potom je

P X™ — XD > 277 ] < B2V IP[IX (k-27") — X((k+1)-27")] > 27™]
<2 (27" EX(E-27") = X (k1) - 27
< 2" M Kk 27" — (k1) 27
_ | . gnlea=d).



7 Borelova-Cantelliho lemmatu (nebot plati YK - 27(°=%) < o0 pro ¢ € (0, g))
mame
P[HX(”) — X(”_I)H > 27" pro nekone¢né mnoho n € N] = 0.
To znamena, ze
502, [[ XM — X7V < oo skoro jisté.
Tj. existuje mnozina A € A's P(A), pro kterou plati

weE A= {Xfu")} je cauchyovska, a tedy konvergentni posloupnost v C[0, 1].

(C[0, 1] je prostor vSech spojitych funkei na intervalu [0, 1].)

Zvolme nyni libovolné xy € C[0, 1] a definujme trajektorie

Y,(t) := lim X™(t) prow € At €[0,1]

Y, (t) := xo(t) prow ¢ A, t € [0,1].
Ziejmé Y := (Y (t),t € [0, 1]) je spojity proces s vlastnosti

Y(s)=X(s)s.j.prose S:={k-27"0<k <2" neN}

(nebot je XM (k-27") = X (k-27)).
Necht t € [0, 1] je libovolné, potom existuji s, € S takova, ze

limy,—ooSp = t,

protoze S je hustd mnozina v [0, 1].
Ze spojitosti procesu Y a z predpokladu véty potom plyne

X(t) = limp oo X (8n) = limy, oY (s,) =Y (),

kde prvni limita je podle pravdépodobnosti, druhd rovnost plati skoro jisté a
treti vSude na 2. Celkem tedy Y (t) = X () skoro jisté pro kazdé ¢t € [0, 1].
Proto pro kazdé n € N U {0} existuje proces (Y™ (¢),t € [n,n + 1]), ktery je
spojitou modifikaci procesu (X(t),t € [n,n + 1]).

Necht g je libovolna spojita funkce na [0, 00) a

M = [V 1 1) = YO0 + 1), m € N

ziejmé P(M) = 1.
Polozime
Z,(t) =Y (t) prow € M,t € [n,n + 1],

Z,(t) == g(t) prow ¢ M,t € [n,n+1].

Proces Z := (Z(t),t € [0,00)) je tak jiz zfejmé spojitou modifikaci procesu X
(vSechny trajektorie procesu Z jsme definovali jako spojité a Plw € M] =1) a
jsme hotovi.

[



Dalsi véta poskytuje dokonce nutnou a postacujici podminku pro existenci
spojité modifikace daného procesu, jsou-li splnény navic nékteré predpoklady.

Véta 1.12. Necht X = (X(t),t € [0,1]) je stochasticky proces spojity podle
pravdépodobnosti. Pak ndsledujici turzeni jsou ekvivalentni:

(A) X ma spojitou modifikaci.

(B) Ezistuje S C [0,1] spocetnd hustd v [0, 1] tak, Ze

(@) lmP | sup [X(s1)— X(s2)|>e| =0 proVve>0.
6N\0 |81—52‘<5
51,52€8

Diikaz. (A) = (B): Zvolme S := QN 0, 1]. Pro Y spojitou modifikaci X ziejmé
plati (©), nebot vSechny trajektorie Y jsou spojité na [0, 1]. Ndhodna veli¢ina
X () se lisi od veli¢iny Y (t) nejvyse na mnoziné P-miry nula pro kazdé ¢t € [0, 1],
specialné

P{w: X,(s) #Y,(s)} =0 pro Vs € S.

Ze spocetnosti S potom plati
P{w : X, se lisi od Y, pro néjaké s € S} = P{Uses{w : Xu(s) # Yo (s)}] =0,

takze (©) plati i pro samotny proces X. Celkem jsme tedy nasli spocetnou mno-
zinu hustou v [0, 1] s vlastnosti (©).

(B) = (A): Polozme
U(S) ={w € Q: X, je stejnomérné spojita funkce na S}.

(Pozn. Rekneme, 7e X, je stejnomérné spojitd na S, jestlize pro kazdé ¢ > 0

existuje 0 > 0 takové, Ze pro vSechna si,s9 € S s [s1 — s3] < d je | Xu(s1) —

X,(s2)| < e.) Potom plati (V) & P(U(S)) =1 : Je-li P(U(S)) = 1, plati (V)

ziejmé.

Opacna implikace se ukaze nasledovné: Mnozinu U(S) mtuzeme vyjadfit jako

US)={w:Ve>0 30 >0: |[s1—52 <6,51,852 € 5= |Xu(s1) — Xo(s2)|] <e}
={w:YneN ImeN: |s5—s <1/m=|X,(51) — Xu(s2)] < 1/n}

= ﬂ U sup | X(s1) — X(s2)| < 1/n

n€N meN |s1—s2[<1/m
51,52€8

Zvolme n € N pevné a ozna¢me

Aw=| sup [X(s) - X(s2)| > 1/n| |
[s1—s2|<1/m
sl,SQES



pak zjevné
m<m' = A, C A, pro Vm,m' € N,

a tedy
A, | NpenA,, =: H pii m — oo.

Potom ale

P(H) = P(Nmendnm) = P(lim A,) = lim P(A,,) =0,
diky platnosti (©).
Takze

P(H®) =P U sup | X(s1) — X(s2)| <1/n| | =1
[s1—s2|<1/m
Sl,SQES

meN

pro libovolné n € N, a proto

DU s, X=X <ain) | =1 = PO

neNmeN

Necht w € U(S), ze stejnomérné spojitosti X, na S vime, 7e existuje spojité
rozsifeni X, na cely interval [0, 1]; ozna¢me jej Y,. Pro w ¢ U(S) definujme
Y, = 0 na [0,1]. Pak Y je spojitd modifikace X (plyne ze spojitosti procesu X
podle pravdépodobnosti; trajektorie procesu Y jsou spojité ze své definice). [
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Kapitola 2

Wieneruv proces

Wienertiv proces je prikladem spojitého stochastického procesu (tj. procesu se
spojitymi trajektoriemi - viz definice 1.5). Nékdy se téz nazyva proces Brownova
pohybu.

Definice 2.1. Rekneme, 7e stochasticky proces W := (W(t),t € [0,00)) je
Wieneriv, jestlize spliiuje nasledujici podminky:

(a) LOV () — W(s)) = N(0,]t — s]), t,s€[0,00)

(b) W (ty), W(ty) —W(t1),..., W(t,) — W (t,—1) jsou nezavislé ndhodné veli¢iny
pro libovolné n € Nat; <ty <--- <t, € [0,00) (Wieneriiv proces je tedy
proces s nezavislymi piirtistky).

(c) W je spojity a W(0) = 0.
Specidlné z (a) a (c) je LW (t)) = N(0,1).

Tvrzeni 2.2. Stochasticky proces (W (t),t € [0,00)) spliiuje podminky (a) a (b)
prave tehdy, kdyz

(i) LOW(ty),...,W(t,)) je n-rozmérné normalni rozdéleni s nulovym vektorem
stiednich hodnot pro V{ty,...,t,} C [0,00), n € N,

a zdroven
(11) cov(W(t),W(s)) = min(s,t), s,t>0.

Diikaz. Necht 0 < t;; < --- < t; je uspofddani mnoziny {¢i,...,t,} podle
velikosti.
Potom plati:

LW (t1),...,W(tn))

je n-rozmérné normalni rozdéleni, pravé kdyz

E(W(ti1)7 W(ti2) - W(ti1)7 R W(tln) - W(tinfl))

11



je n-rozmérné normalni rozdéleni. (&)
To plyne z [1], I1.7.30, str. 167, nasledovné: Polozme

am:l,aﬂ =0 pro j € {1,...,i1—1,i1+1,...,n},
ajr=1,a;_p=—1a;,=0proje{l,... . nP\{ir_1,it},k € {2,...,n}.

Oznacime-li A = (aij)Zj:h pak je

(W(tsy), W(ti,) = W(ts),...,W(t;,)) = W(ts,_,)) = (W(t1),...,W(tn)) - A.

Naopak, oznacime-li

1 11 1
011 1
B=1|0 01 L,
000 1

Nakonec ozna¢me symbolem IT matici permutace, ktera prevadi vektor (¢;,,...,t;,)
na vektor (¢y,...,t,), tj. matici s prvky

i, = Lk € {l,...,n}
M =0proje{l,....i— 1+ 1,...,n} ke {l,....,n}

Potom je

(W(th),. .., W(tn) = (W(ts,), W(ts,) = W(ts,), ..., W(ts,) = W(ti,_,)) - (B-TI).

Nasli jsme tedy matice linearnich zobrazeni, které mezi sebou navzajem prevadéji
Vektory (W(ti1)> W(tiz) - W(til)? SR W(tln) - W(tin—l)) a (W(t1)> SRR W(tn)a a
odtud plyne tvrzeni (db).

Necht nyni plati (a) a (b). Potom (i) plyne z definice mnohorozmérného nor-
malniho rozdéleni (viz napt. [1], IL.7.25, str. 166) a tvrzeni (é).
Tvrzeni (ii) ovéfime primym vypoctem:

cov(W(t), W(s)) = EW(t)W(s) — EW (¢)EW (s)
ZEW ()W (s) — W (1)) + E[W (1))
= EW (OE[(W (1) — W (s)] + E[W (1))
20 + varlV (t)

=t prot<s.

12



Plati-li naopak (i) a (ii), je podle (é)

kde

var[W () — W (s)] = E[W (1) — W(s)]* — (E[W(t) — W(s)))’
= E[W()]* + E[W (s)]* — 2E[W(t) - W(s)] - 0
= var[W (t)] + var[W (s)] — 2cov[IW (t), W (s)]
Cits— 2 min(t, s)
=t —s|.

Tedy mame dokazano (a).

Pro 0 < s <t < u plati

tedy prirtistky jsou nekorelované. Podle (i) a (&) mé vektor piiristki normélni
rozdéleni, takze z nekorelovanosti piiristki plyne jejich nezéavislost (viz napf.
[1], 11.7.28, str. 167). Tj. dokéazali jsme (b). O

Véta 2.3 (Existence Wienerova procesu).
(i) Existuje stochasticky proces s vlastnostmi (a) a (b).

(1) KaZdy stochasticky proces s vlastnostmi (a) a (b) md modifikaci, kterd je
Wieneruv proces.

Diikaz. (i) Pro kazdou {ty,...,t,} C [0,00) budiz
Fyy.otn = No(0, K), kdeK = (kij) =15 kij = min(t;, t;), 1 <4, <n.

Z [1], I1.7.30 a I1.7.31, str. 167, plyne, ze {F}, ., } je konzistentni systém distri-
bu¢nich funkci, takze splhuje predpoklady Daniellovy-Kolmogorovovy véty, viz
[1], 1.10.3, str. 84. Podle této véty existuje stochasticky proces X := (X(¢),t €

13



[0,00)) s koneénérozmérnymi rozdélenimi {F}, ;. } a podle véty 2.2 ma X vlast-

nosti (a) i (b).

-----

(i) Necht (X (¢),t € [0,00)) je proces s vlastnostmi (a) a (b), tj.

var(X(s) — X(t)) =|s—t| pros #t
= |s =172 (X(s) = X (1)) ~ N(0,1)
= Ells =72 (X(s) - X(®)]' =3
= E|X(s) - X(#)* =3 |s—t.

Potom podle 1.11 existuje spojitd modifikace procesu X; oznaéme ji (Y (t),t €
[0,00)). Plati, ze Y (0) = 0 skoro jisté (to plyne z véty 2.2 dosazenim nuly do
vlastnosti (i) i (ii)). Polozme

W, =Y., je-li Y,(0) =0,

W, =0, je-li Y,,(0) # 0.
Pak W := (W(t),t € [0,00)) je modifikaci procesu Y (zménili jsme trajektorie
jen na mnoziné P-miry 0, kde Y (0) # 0) a pfitom ziejmé W je Wienertv pro-
ces; z tranzitivity relace ”byt modifikaci” mame tedy Wieneriv proces, ktery je
modifikaci procesu X. O

14
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