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Kapitola 1Stohastiký proes
1.1 Pojem stohastikého proesu, jeho trajek-torie a vlastnostiDe�nie 1.1. Neh» (
,A,P) je pravdìpodobnostní prostor a T ⊂ [0,∞). Mno-¾ina reálnýh náhodnýh velièin (X(t), t ∈ T ) de�novanýh na (
,A,P) se na-zývá stohastiký proes.De�nie 1.2. Je-li (X(t), t ∈ T ) daný stohastiký proes, je tím ka¾dému ω ∈ 
(jednoznaènì) pøiøazena reálná funke promìnné t, kterou znaèíme Xω(t), t ∈ T .Funke {Xω, ω ∈ 
} se nazývají trajektorie stohastikého proesu (X(t), t ∈ T ).De�nie 1.3. Neh» (X(t), t ∈ T ) je stohastiký proes a neh» J je koneènápodmno¾ina T . Uva¾ujme pariální zobrazení (X(t), t ∈ J), ta jsou podle [1℄,I.2.3, str. 40, a I.3.4, str. 43, mìøitelná ve smyslu(X(t), t ∈ J) : (
,A) → (RJ ,B(RJ))(kde B(RJ) znaèí borelovskou σ-algebru nad RJ). Potom borelovské pravdìpo-dobnostní míry FJ de�nované na RJ pøedpisem

FJ(B) = P[(X(t), t ∈ J) ∈ B℄, B ∈ B(RJ)nazýváme koneènìrozmìrná rozdìlení proesu X.De�nie 1.4. Øekneme, ¾e stohastiký proes (X(t), t ∈ T ) je spojitý podlepravdìpodobnosti, jestli¾elim
t→t0 P [|X(t)− X(t0)| > ε℄ = 0 pro ∀t0 ∈ T a ∀ε > 0 .De�nie 1.5. Øekneme, ¾e stohastiký proes (X(t), t ∈ T ) je spojitý, jsou-liv¹ehny jeho trajektorie spojité na T .
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1.2 Modi�kae stohastikého proesu, existenespojitýh modi�kaíDe�nie 1.6. Neh» X := (X(t), t ∈ T ) a Y := (Y (t), t ∈ T ) jsou stohastiképroesy de�nované na tomté¾ pravdìpodobnostním prostoru. Pak øekneme, ¾eproes Y je modi�kae proesu X, jestli¾e X(t) = Y (t) skoro jistì pro ka¾dé
t ∈ T .Poznámka 1.7. Relae "být modi�kaí" je zøejmì ekvivalene na mno¾inì v¹ehstohastikýh proesù de�novanýh na prostoru (
,A,P). Operaí modi�kaelze velmi podstatnì mìnit trajektorie proesu (X(t), t ∈ T ), pøièem¾ rozdìleníjednotlivýh velièin X(t) se zahovávají.Dal¹í ekvivalení na mno¾inì v¹eh stohastikýh proesù de�novanýh naprostoru (
,A,P) je relae "rovnost skoro jistì":De�nie 1.8. Neh» X := (X(t), t ∈ T ) a Y := (Y (t), t ∈ T ) jsou stohastiképroesy de�nované na tomté¾ pravdìpodobnostním prostoru. Pak øekneme, ¾eproesy X a Y jsou si rovny skoro jistì (X = Y s. j.), jestli¾e Xω = Yω pro
ω /∈ N , N ∈ A, P(N) = 0.Jinak øeèeno: X(t) = Y (t) pro ∀t ∈ T skoro jistì.Rovnost skoro jistì proesù X a Y zøejmì implikuje, ¾e proes Y je modi�kaíproesu X (nebo» velièiny X(t) a Y (t) se pro kterékoli t ∈ T mohou li¹it pouzev bodeh ω ∈ N , tedy na mno¾inì P-míry 0).Opaèná implikae obenì neplatí, pro její platnost je tøeba, aby byl splnìnnaví pøedpoklad spojitosti obou proesù:Lemma 1.9. Neh» X := (X(t), t ∈ T ) a Y := (Y (t), t ∈ T ) jsou spojitéstohastiké proesy de�nované na tomté¾ pravdìpodobnostním prostoru a neh»proes Y je modi�kaí proesu X (ekvivalentnì X je modi�kaí Y ). Potom X =
Y s. j.Dùkaz. Proes X je modi�kaí proesu Y , to znamená, ¾e X(t) = Y (t) s. j. pro
∀t ∈ T , tedy speiálnì X(t) = Y (t) s. j. pro ∀t ∈ T ∩Q. Ze spoèetnosti mno¾iny
T ∩Q plyne, ¾e platí také X(t) = Y (t) ∀t ∈ T ∩Q s. j. Ze spojitosti (trajektorií)obou proesù pak dostáváme, ¾e X(t) = Y (t) pro ∀t ∈ T s. j., tedy proesy X a
Y jsou si skoro jistì rovny.Nutnost splnìní podmínky spojitosti obou proesù ukazuje následujíí pøí-klad.Pøíklad 1.10. Neh» U je nezáporná náhodná velièina de�novaná na 
, která máspojité rozdìlení, tedy P[U = u℄ = 0 ∀u ≥ 0. Zvolme trajektorie proesu X na(
,A,P) následovnì:

Xω(t) = 1 pro t = U(ω),
Xω(t) = 0 jinak.6



Proes Y zvolíme nulový, tj. Yω ≡ 0 pro ∀ω ∈ 
. Potom Y je zøejmì modi�kae
X, proto¾e P[U = U(ω)℄ = 0 pro ∀ω ∈ 
, tj. pro ka¾dé t ∈ T se X(t) mù¾e od
Y (t) li¹it nejvý¹e na mno¾inì P-míry 0. Rovnost skoro jistì mezi proesy X a Yov¹em neplatí { trajektorie obou proesù se neshodují dokone v ¾ádném ω ∈ 
(v ka¾dém ω ∈ 
 nabývá velièina U nìjaké nezáporné hodnoty t; pro toto t je
Xω(t) = 1 6= Yω(t)).Následujíí vìta poskytuje dùle¾ité kritérium pro zji¹»ování, zda daný sto-hastiký proes má spojitou modi�kai.Vìta 1.11 (Kolmogorovova o spojité modi�kai). Neh» stohastiký proes
X := (X(t), T ≥ 0) splòuje podmínkuE|X(s)−X(t)|α ≤ K|s−t|1+δ pro s, t ≥ 0 a nìjaké kladné konstanty K, α a δ.Potom existuje spojitá modi�kae proesu X.Dùkaz. Pro ka¾dé n ∈ N vezmìme stohastiký proes (X(n)(t), t ∈ [0, 1℄), kterýmá spojité po èásteh lineární trajektorie a který splòuje podmínku

X(n)(k · 2−n) = X(k · 2−n) pro 0 ≤ k ≤ 2n.Potom platí
∥

∥X(n) − X(n−1)∥
∥ ≤ max0≤k≤2n−1 |X(k · 2−n)− X((k + 1) · 2−n)|v¹ude na 
 pro ka¾dé n ∈ N.Zdùvodnìní je následujíí:

∥

∥

∥X(n) − X(n−1)∥∥
∥ = max

k∈{1,...,2n−1} |X(n)(k · 2−n)− X(n−1)(k · 2−n)|= max
l∈{0,1,...,2n−1−1} |X(n)((2l + 1) · 2−n) − X(n−1)((2l + 1) · 2−n)|= max
l∈{0,1,...,2n−1−1} ∣∣∣∣∣X(n)((2l + 1) · 2−n)− X(n)(2l · 2−n) + X(n)((2l + 2) · 2−n)2 ∣

∣

∣

∣

∣

≤ max
l

(

|X(n)((2l + 1) · 2−n)− X(n)(2l · 2−n)|2 + |X(n)((2l + 1) · 2−n)− X(n)((2l + 2) · 2−n)|2 )

≤ 2 ·max
l

(max{ |X(n)((2l + 1) · 2−n)− X(n)(2l · 2−n)|2 ,
|X(n)((2l + 1) · 2−n)− X(n)((2l + 2) · 2−n)|2 })

.Zvolme nyní c ∈
(0, δ

α

) libovolnì, potom jeP[∥∥X(n) − X(n−1)∥
∥ > 2−nc℄ ≤ �2n−1

k=0 P[|X(k · 2−n)− X((k + 1) · 2−n)| > 2−nc℄
≤ 2n · (2−nc)−α · E|X(k · 2−n)− X((k + 1) · 2−n)|α
≤ 2n · 2ncα · K|k · 2−n − (k + 1) · 2−n|1+δ= K · 2n(cα−δ).7



Z Borelova-Cantelliho lemmatu (nebo» platí �K · 2n(cα−δ) < ∞ pro c ∈
(0, δ

α

))máme P[∥∥X(n) − X(n−1)∥
∥ > 2−nc pro nekoneènì mnoho n ∈ N℄ = 0.To znamená, ¾e �∞

n=2 ∥∥X(n) − X(n−1)∥
∥ < ∞ skoro jistì.Tj. existuje mno¾ina A ∈ A s P(A), pro kterou platí

ω ∈ A ⇒
{

X(n)
ω

} je auhyovská, a tedy konvergentní posloupnost v C[0, 1℄.(C[0, 1℄ je prostor v¹eh spojitýh funkí na intervalu [0, 1℄.)Zvolme nyní libovolné x0 ∈ C[0, 1℄ a de�nujme trajektorie
Yω(t) := lim

n→∞
X(n)

ω (t) pro ω ∈ A, t ∈ [0, 1℄
Yω(t) := x0(t) pro ω /∈ A, t ∈ [0, 1℄.Zøejmì Y := (Y (t), t ∈ [0, 1℄) je spojitý proes s vlastností

Y (s) = X(s) s. j. pro s ∈ S := {k · 2−n, 0 ≤ k ≤ 2n, n ∈ N}(nebo» je X(n)(k · 2−n) = X(k · 2−n)).Neh» t ∈ [0, 1℄ je libovolné, potom existují sn ∈ S taková, ¾e
limn→∞sn = t,proto¾e S je hustá mno¾ina v [0, 1℄.Ze spojitosti proesu Y a z pøedpokladu vìty potom plyne

X(t) = limn→∞X(sn) = limn→∞Y (sn) = Y (t),kde první limita je podle pravdìpodobnosti, druhá rovnost platí skoro jistì atøetí v¹ude na 
. Celkem tedy Y (t) = X(t) skoro jistì pro ka¾dé t ∈ [0, 1℄.Proto pro ka¾dé n ∈ N ∪ {0} existuje proes (Y (n)(t), t ∈ [n, n + 1℄), který jespojitou modi�kaí proesu (X(t), t ∈ [n, n + 1℄).Neh» g je libovolná spojitá funke na [0,∞) a
M := [Y (n)(n + 1) = Y (n+1)(n + 1), n ∈ N℄;zøejmì P(M) = 1.Polo¾íme
Zω(t) := Y (n)

ω (t) pro ω ∈ M, t ∈ [n, n + 1℄,
Zω(t) := g(t) pro ω /∈ M, t ∈ [n, n + 1℄.Proes Z := (Z(t), t ∈ [0,∞)) je tak ji¾ zøejmì spojitou modi�kaí proesu X(v¹ehny trajektorie proesu Z jsme de�novali jako spojité a P[ω ∈ M ℄ = 1) ajsme hotovi. 8



Dal¹í vìta poskytuje dokone nutnou a postaèujíí podmínku pro existenispojité modi�kae daného proesu, jsou-li splnìny naví nìkteré pøedpoklady.Vìta 1.12. Neh» X := (X(t), t ∈ [0, 1℄) je stohastiký proes spojitý podlepravdìpodobnosti. Pak následujíí tvrzení jsou ekvivalentní:(A) X má spojitou modi�kai.(B) Existuje S ⊂ [0, 1℄ spoèetná hustá v [0, 1℄ tak, ¾e(♥) lim
δ ց 0P sup

|s1−s2|<δ

s1,s2∈S

|X(s1)− X(s2)| > ε






= 0 pro ∀ε > 0 .Dùkaz. (A) ⇒ (B): Zvolme S := Q ∩ [0, 1℄. Pro Y spojitou modi�kai X zøejmìplatí (♥), nebo» v¹ehny trajektorie Y jsou spojité na [0, 1℄. Náhodná velièina

X(t) se li¹í od velièiny Y (t) nejvý¹e na mno¾inì P-míry nula pro ka¾dé t ∈ [0, 1℄,speiálnì P{ω : Xω(s) 6= Yω(s)} = 0 pro ∀s ∈ S.Ze spoèetnosti S potom platíP{ω : Xω se li¹í od Yω pro nìjaké s ∈ S} = P[∪s∈S{ω : Xω(s) 6= Yω(s)}℄ = 0,tak¾e (♥) platí i pro samotný proes X. Celkem jsme tedy na¹li spoèetnou mno-¾inu hustou v [0, 1℄ s vlastností (♥).(B) ⇒ (A): Polo¾me
U(S) = {ω ∈ 
 : Xω je stejnomìrnì spojitá funke na S}.(Pozn. Øekneme, ¾e Xω je stejnomìrnì spojitá na S, jestli¾e pro ka¾dé ε > 0existuje δ > 0 takové, ¾e pro v¹ehna s1, s2 ∈ S s |s1 − s2| < δ je |Xω(s1) −

Xω(s2)| < ε.) Potom platí (♥) ⇔ P (U(S)) = 1 : Je-li P (U(S)) = 1, platí (♥)zøejmì.Opaèná implikae se uká¾e následovnì: Mno¾inu U(S) mù¾eme vyjádøit jako
U(S) = {ω : ∀ε > 0 ∃δ > 0 : |s1 − s2| ≤ δ, s1, s2 ∈ S ⇒ |Xω(s1)− Xω(s2)| < ε}= {ω : ∀n ∈ N ∃m ∈ N : |s1 − s2| ≤ 1/m ⇒ |Xω(s1)− Xω(s2)| < 1/n}= ⋂

n∈N

⋃

m∈N






sup

|s1−s2|≤1/m

s1,s2∈S

|X(s1)− X(s2)| < 1/n


.Zvolme n ∈ N pevnì a oznaème
Am = 


sup

|s1−s2|≤1/m

s1,s2∈S

|X(s1)− X(s2)| ≥ 1/n


,9



pak zjevnì
m < m′ ⇒ Am′ ⊂ Am pro ∀m, m′ ∈ N,a tedy

Am ↓ ∩m∈NAm =: H pøi m → ∞.Potom ale P(H) = P(∩m∈NAm) = P( lim
m→∞

Am) = lim
m→∞

P(Am) = 0,díky platnosti (♥).Tak¾e P(HC) = P


⋃

m∈N






sup

|s1−s2|≤1/m

s1,s2∈S

|X(s1)− X(s2)| < 1/n







= 1pro libovolné n ∈ N, a protoP



⋂

n∈N

⋃

m∈N






sup

|s1−s2|≤1/m

s1,s2∈S

|X(s1)− X(s2)| < 1/n







= 1 = P (U(S)).Neh» ω ∈ U(S), ze stejnomìrné spojitosti Xω na S víme, ¾e existuje spojitéroz¹íøení Xω na elý interval [0, 1℄; oznaème jej Yω. Pro ω /∈ U(S) de�nujme

Yω = 0 na [0, 1℄. Pak Y je spojitá modi�kae X (plyne ze spojitosti proesu Xpodle pravdìpodobnosti; trajektorie proesu Y jsou spojité ze své de�nie).
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Kapitola 2Wienerùv proesWienerùv proes je pøíkladem spojitého stohastikého proesu (tj. proesu sespojitými trajektoriemi - viz de�nie 1.5). Nìkdy se té¾ nazývá proes Brownovapohybu.De�nie 2.1. Øekneme, ¾e stohastiký proes W := (W (t), t ∈ [0,∞)) jeWienerùv, jestli¾e splòuje následujíí podmínky:(a) L(W (t)− W (s)) = N(0, |t − s|), t, s ∈ [0,∞)(b) W (t1), W (t2)−W (t1), ..., W (tn)−W (tn−1) jsou nezávislé náhodné velièinypro libovolné n ∈ N a t1 < t2 < · · · < tn ∈ [0,∞) (Wienerùv proes je tedyproes s nezávislými pøírùstky).() W je spojitý a W (0) ≡ 0.Speiálnì z (a) a () je L(W (t)) = N(0, t).Tvrzení 2.2. Stohastiký proes (W (t), t ∈ [0,∞)) splòuje podmínky (a) a (b)právì tehdy, kdy¾(i) L(W (t1), . . . , W (tn)) je n-rozmìrné normální rozdìlení s nulovým vektoremstøedníh hodnot pro ∀{t1, ..., tn} ⊂ [0,∞), n ∈ N ,a zároveò(ii) ov(W (t), W (s)) = min(s, t), s, t ≥ 0.Dùkaz. Neh» 0 ≤ ti1 ≤ · · · ≤ tin je uspoøádání mno¾iny {t1, . . . , tn} podlevelikosti.Potom platí:
L(W (t1), . . . , W (tn))je n-rozmìrné normální rozdìlení, právì kdy¾

L(W (ti1), W (ti2)− W (ti1), . . . , W (tin)− W (tin−1))11



je n-rozmìrné normální rozdìlení. (♣)To plyne z [1℄, II.7.30, str. 167, následovnì: Polo¾me
ai11 = 1, aj1 = 0 pro j ∈ {1, . . . , i1 − 1, i1 + 1, . . . , n},

aikk = 1, aik−1k = −1, ajk = 0 pro j ∈ {1, . . . , n}\{ik−1, ik}, k ∈ {2, . . . , n}.Oznaèíme-li A = (aij)ni,j=1, pak je(W (ti1), W (ti2)− W (ti1), . . . , W (tin)− W (tin−1)) = (W (t1), . . . , W (tn)) · A.Naopak, oznaèíme-li
B = 







1 1 1 . . . 10 1 1 . . . 10 0 1 . . . 1... ... ... . . . ...0 0 0 . . . 1














,je
(

W (ti1), W (ti2)− W (ti1), . . . , W (tin)− W (tin−1))·B = (W (ti1), W (ti2), . . . , W (tin)).Nakone oznaème symbolem�matii permutae, která pøevádí vektor (ti1 , . . . , tin)na vektor (t1, . . . , tn), tj. matii s prvky
πkik = 1, k ∈ {1, . . . , n}

πkj = 0 pro j ∈ {1, . . . , ik − 1, ik + 1, . . . , n}, k ∈ {1, . . . , n}.Potom je(W (t1), . . . , W (tn) = (W (ti1), W (ti2)− W (ti1), . . . , W (tin)− W (tin−1)) · (B · �).Na¹li jsme tedy matie lineárníh zobrazení, které mezi sebou navzájem pøevádìjívektory (W (ti1), W (ti2)− W (ti1), . . . , W (tin)− W (tin−1)) a (W (t1), . . . , W (tn), aodtud plyne tvrzení (♣).Neh» nyní platí (a) a (b). Potom (i) plyne z de�nie mnohorozmìrného nor-málního rozdìlení (viz napø. [1℄, II.7.25, str. 166) a tvrzení (♣).Tvrzení (ii) ovìøíme pøímým výpoètem:ov(W (t), W (s)) = EW (t)W (s)− EW (t)EW (s)(a)= EW (t)[W (s)− W (t)℄ + E[W (t)℄2(b)= EW (t)E[(W (t)− W (s)℄ + E[W (t)℄2(a)= 0 + varW (t)= t pro t ≤ s.12



Platí-li naopak (i) a (ii), je podle (♣)
L(W (t)− W (s)) = N(0, var[W (t)− W (s)℄),kde var[W (t)− W (s)℄ = E[W (t)− W (s)℄2 − (E[W (t)− W (s)℄)2= E[W (t)℄2 + E[W (s)℄2 − 2E[W (t) · W (s)℄− 0= var[W (t)℄ + var[W (s)℄− 2ov[W (t), W (s)℄(ii)= t + s − 2min(t, s)= |t − s|.Tedy máme dokázáno (a).Pro 0 ≤ s < t < u platíE[W (u)− W (s)℄[W (s)− W (t)℄ == E[W (u)W (s)℄− E[W (s)℄2 − E[W (u)W (t)℄+ E[W (s)W (t)℄= ov[W (u)W (s)℄− var[W (s)℄− ov[W (u)W (t)℄+ ov[(W (s)W (t)℄(ii)= s − s − t + t= 0,tedy pøírùstky jsou nekorelované. Podle (i) a (♣) má vektor pøírùstkù normálnírozdìlení, tak¾e z nekorelovanosti pøírùstkù plyne jejih nezávislost (viz napø.[1℄, II.7.28, str. 167). Tj. dokázali jsme (b).Vìta 2.3 (Existene Wienerova proesu).(i) Existuje stohastiký proes s vlastnostmi (a) a (b).(ii) Ka¾dý stohastiký proes s vlastnostmi (a) a (b) má modi�kai, která jeWienerùv proes.Dùkaz. (i) Pro ka¾dou {t1, . . . , tn} ⊂ [0,∞) budi¾

Ft1,...,tn = Nn(0, K), kdeK = (kij)ni,j=1; kij = min(ti, tj), 1 ≤ i, j ≤ n.Z [1℄, II.7.30 a II.7.31, str. 167, plyne, ¾e {Ft1,...,tn} je konzistentní systém distri-buèníh funkí, tak¾e splòuje pøedpoklady Daniellovy-Kolmogorovovy vìty, viz[1℄, I.10.3, str. 84. Podle této vìty existuje stohastiký proes X := (X(t), t ∈13



[0,∞)) s koneènìrozmìrnými rozdìleními {Ft1,...,tn} a podle vìty 2.2 má X vlast-nosti (a) i (b).(ii) Neh» (X(t), t ∈ [0,∞)) je proes s vlastnostmi (a) a (b), tj.var(X(s)− X(t)) = |s − t| pro s 6= t

⇒ |s − t|−1/2 · (X(s)− X(t)) ∼ N(0, 1)
⇒ E[|s − t|−1/2 · (X(s)− X(t))℄4 = 3
⇒ E|X(s)− X(t)|4 = 3 · |s − t|2.Potom podle 1.11 existuje spojitá modi�kae proesu X; oznaème ji (Y (t), t ∈[0,∞)). Platí, ¾e Y (0) = 0 skoro jistì (to plyne z vìty 2.2 dosazením nuly dovlastností (i) i (ii)). Polo¾me

Wω ≡ Yω, je-li Yω(0) = 0,a
Wω ≡ 0, je-li Yω(0) 6= 0.Pak W := (W (t), t ∈ [0,∞)) je modi�kaí proesu Y (zmìnili jsme trajektoriejen na mno¾inì P-míry 0, kde Y (0) 6= 0) a pøitom zøejmì W je Wienerùv pro-es; z tranzitivity relae "být modi�kaí" máme tedy Wienerùv proes, který jemodi�kaí proesu X.
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