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BAKALÁŘSKÁ PRÁCE
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bakalářské práce, panu Mgr. Petru Kuberovi za pomoc při programováńı,
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3.3 Srovnáńı r̊uzných adaptivńıch metod . . . . . . . . . . . 30

Literatura 33

3
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tain functional. A necessary condition for the functional to have a minimum
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Kapitola 1

Úvod

Funkce, které jsou řešeńım parciálńıch diferenciálńıch rovnic, obecně
mohou obsahovat nespojitosti nebo mohou mı́t v některých bodech vel-
kou hodnotu gradientu. Při hledáńı řešeńı numerickou metodou, jako je
např́ıklad metoda konečných objemů, může při použit́ı rovnoměrné tri-
angulace oblasti, na ńıž rovnici řeš́ıme, doj́ıt ke zkresleńı tohoto řešeńı
v mı́stech, kde se tato nespojitost či vysoký gradient vyskytuje. Proto
se použ́ıvaj́ı tzv. adaptivńı metody, kdy se v pr̊uběhu výpočtu triangu-
lace oblasti v každém kroku přizp̊usobuje přibližnému řešeńı źıskanému
v kroku předchoźım na základě daného kritéria adaptivńı metody. V na-
šem př́ıpadě se v mı́stech s vysokým gradientem nebo v mı́stech nespo-
jitosti zvýš́ı počet prvk̊u triangulace, zat́ımco na zbytku oblasti se je-
jich počet sńıž́ı, žádné nové prvky triangulace tedy nevytvář́ıme, pouze
se na základě chováńı źıskaného přibližného řešeńı na výpočetńı oblasti
snaž́ıme prvky triangulace rozložit na výpočetńı oblasti výše uvedeným
zp̊usobem.

Předpokládáme, že přibližné řešeńı parciálńı diferenciálńı rovnice se
hledá metodou konečných objem̊u. Při použit́ı této metody je přibližné
řešeńı źıskáno ve tvaru po částech konstantńı funkce, přičemž tato funkce
je konstantńı ve vnitřku každého prvku triangulace.

V této práci se budeme zabývat adaptivńı metodou popsanou v článku
[3], který se týká řešeńı jedno- a dvourozměrných hyperbolických rov-
nic, my se však omeźıme pouze na jednorozměrný př́ıpad parciálńı dife-
renciálńı rovnice. Nejprve si tuto metodu podrobně představ́ıme a nás-
ledně si pomoćı numerických experiment̊u ukážeme, jak funguje. Během
experiment̊u nejdř́ıve vyzkouš́ıme adaptivitu śıtě na funkćıch, u nichž
známe jejich pr̊uběh, konkrétně budeme u funkćı, které jsou po částech
lineárńı a jejichž nespojitost se v pr̊uběhu času pohybuje, zkoumat, zda se
uzly śıtě taktéž pohybuj́ı spolu s nespojitost́ı a zda se současně v daném
časovém okamžiku v mı́stě nespojitosti nalézá v́ıce uzl̊u než v mı́stech,
kde takovou vlastnost funkce nemá a vše si ilustrujeme na obrázćıch. Poté
použijeme adaptivńı śıt’ při řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic, je-
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jichž přesné řešeńı známe a ukážeme, že adaptivita śıtě výrazně zvyšuje
přesnost přibližného řešeńı oproti př́ıpadu, kdy se śıt’ neadaptuje. Vše
bude opět ilustrováno na obrázćıch.

Na závěr srovnáme zkoumanou adaptivńı metodu s jinou adaptivńı
metodou, a to anizotropńı metodou zjemňováńı výpočetńı śıtě popsanou
v článku [2] a na internetové adrese http://www.karlin.mff.cuni.cz/˜do-
lejsi/angen/angen3.1.htm a na obrázćıch srovnáme pohyb uzl̊u výpočetńı
śıtě při použit́ı obou adaptivńıch metod.
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Kapitola 2

Popis metody

V této kapitole si podrobně představ́ıme adaptivńı metodu popsanou
v článku [3], veškeré vzorce v této kapitole jsou citovány z [3].

2.1 Vytvořeńı śıtě pomoćı minimalizace

funkcionálu

Předpokládejme, že N ≥ 1 označuje dimenzi prostoru, v němž se
nacháźı fyzikálńı oblast Ωp ⊂ IRN , tj. oblast, v ńıž máme definova-
nou parciálńı diferenciálńı rovnici, při jej́ımž řešeńı budeme adaptovat
výpočetńı śıt’. Necht’ souřadnice fyzikálńı oblasti jsou dány jako x =
(x1, x2, . . . , xN), předpokládejme dále, že fyzikálńı oblast je obrazem vý-
početńı oblasti Ωc ⊂ IRN při vzájemně jednoznačném zobrazeńı z Ωc

na Ωp, označme ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξN) souřadnice této výpočetńı oblasti.
Transformaci souřadnic z oblasti Ωc do oblasti Ωp označ́ıme

x = x(ξ), ξ ∈ Ωc,

inverzńı zobrazeńı z oblasti Ωp do oblasti Ωc označ́ıme

ξ = ξ(x), x ∈ Ωp.

Při hledáńı řešeńı zmiňované parciálńı diferenciálńı rovnice prove-
deme triangulaci fyzikálńı oblasti Ωp a následně hledáme přibližné řešeńı.
Přesné řešeńı může mı́t v některých mı́stech velký gradient či dokonce
nespojitost a neńı-li triangulace oblasti dostatečně jemná, nemuśı mı́t
numerické řešeńı námi požadovanou přesnost. Na druhou stranu, je-li
triangulace oblasti rovnoměrná a má-li být dostatečně jemná, můžeme
t́ımto požadavkem na jemnost śıtě značně zvýšit výpočetńı náročnost,
což je nežádoućı. Proto je vhodné triangulaci zjemňovat pouze v těch
mı́stech, ve kterých docháźı k velkým změnám v řešeńı. Naš́ım ćılem je
tedy nalézt takové zobrazeńı z pomocné výpočetńı oblasti Ωc do oblasti
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Ωp, tj. takové rozložeńı prvk̊u triangulace, aby se v takto problematických
mı́stech nacházel větš́ı počet prvk̊u triangulace nežli v mı́stech, kde výše
zmı́něné problémy nenastávaj́ı.

Toho lze dosáhnout např́ıklad minimalizaćı následuj́ıćıho funkcionálu,
jak je uvedeno v článku [3]. Minimalizujme tedy funkcionál

E(ξ) =
1

2

N∑

k=1

∫

Ωp

∇ξT
k G−1

k ∇ξkdx,(2.1)

kde ∇ := (∂x1 , ∂x2 , . . . , ∂xN
)T a Gk, 1 ≤ k ≤ N jsou dané symetrické

pozitivně definitńı matice zvané monitorovaćı funkce.

Nutnou podmı́nkou, aby funkcionál E nabýval minima, je Euler-La-
grangeova rovnice funkcionálu (2.1), a to

∇.(G−1
k ∇ξk) = 0, 1 ≤ k ≤ N.(2.2)

Za monitorovaćı funkce Gk zvoĺıme Gk = ωI, 1 ≤ k ≤ N , kde I je

jednotková matice a ω je kladná váhová funkce, např. ω =
√

1 + |∇u| 2,
kde u je řešeńım parciálńı diferenciálńı rovnice, které hledáme. Rovnost
(2.2) pak lze zapsat ve tvaru

∇.
(

1

ω
∇ξk

)
= 0, 1 ≤ k ≤ N.(2.3)

2.1.1 Jednorozměrný př́ıpad

Zabývejme se nyńı př́ıpadem, kdy N = 1. Necht’ x označuje fyzikálńı
souřadnice definované v odstavci 2.1. Necht’ x ∈ Ωp = [a, b], a, b ∈
IR, a < b. Triangulace intervalu [a, b] je v tomto jednoduchém př́ıpadě
děleńı intervalu.

V této práci se budeme zabývat adaptivńım zjemňováńım výpočetńı
śıtě na intervalu [a, b] při hledáńı řešeńı parciálńı diferenciálńı rovnice
tvaru

∂u

∂t
(x, t) +

∂ (f(u))

∂x
(x, t) = 0, t ∈ (0, T ], x ∈ [a, b],(2.4)

s počátečńı podmı́nkou

u(x, 0) = u0(x), x ∈ [a, b],(2.5)

a vhodnou okrajovou podmı́nkou.
Předpokládáme, že f ∈ C1(IR) a že funkce u0, která má kompaktńı nosič
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v IR, splňuje u0 ∈ L∞(IR)∩BV (IR). O přesném řešeńı u této rovnice bu-
deme předpokládat, že u ∈ L∞(IR) a že u je slabým po částech hladkým
řešeńım rovnice (2.4) (definice pojmu slabé po částech hladké řešeńı viz
kapitola 2.3 v knize [1]).

Definujme si pomocnou výpočetńı oblast Ωc = [0, 1], označme ξ ∈
[0, 1] souřadnice na [0, 1] a definujme také transformace souřadnic

x = x(ξ), ξ ∈ [0, 1],

x(0) = a, x(1) = b.(2.6)

a

ξ = ξ(x), x ∈ [a, b],

ξ(a) = 0, ξ(b) = 1.(2.7)

Nyńı najdeme zobrazeńı z [0, 1] na [a, b] takové, abychom pomoćı
něj zkonstruovali adaptivńı výpočetńı śıt’ na [a, b]. To provedeme po-
moćı minimalizace funkcionálu (2.1), konkrétně podmı́nky (2.3), která
má v př́ıpadě N = 1 tvar

(ω−1ξx)x = 0 na [a, b],(2.8)

kde monitorovaćı funkci ω definujeme jako

ω(x) =

√√√√1 +

(
∂u

∂x
(x)

)2

, x ∈ [a, b],(2.9)

kde u je přesné řešeńı rovnice (2.4).

Výraz na levé straně rovnice (2.8) je funkce proměnné x. Kdyby se
nám podařilo tuto rovnici transformovat do takového tvaru, aby levá
strana transformované rovnice byla funkćı proměnné ξ, diskrétńı přibližné
řešeńı x transformované rovnice nám následně umožńı, jak dále uvid́ıme,
zkonstruovat uzly adaptivńıho děleńı intervalu [a, b]. Takto źıskané dis-
krétńı řešeńı bude totiž minimalizovat funkcionál (2.1), protože rovnice
(2.8) je pouze jednorozměrnou podmı́nkou (2.2).

Transformujme tedy rovnici (2.8). K tomu využijeme následuj́ıćı po-
stup.

Necht’ f : X → IR, g : Y → X, g−1 : X → Y , f ∈ C1(X), g ∈
C1(Y ), g−1 ∈ C1(X), kde X, Y jsou uzavřené intervaly v IR a g je
transformace souřadnic z Y na X. Plat́ı tedy x = g(ξ), ξ = g−1(x) ∀x ∈
X, ∀ξ ∈ Y , dg

dξ
6= 0 v Y a dg−1

dx
6= 0 v X. Rovněž plat́ı ∀x ∈ X, ∀ξ ∈ Y

d

dξ
(f ◦ g)(ξ) =

df

dx
(g(ξ)) .

dg

dξ
(ξ) =

df

dx
(x) .

dg

dξ
(g−1(x)) =

9



=
df

dx
(x) .

1
dg−1

dx
(x)

,

kde posledńı člen dg
dξ

(g−1(x)) = 1
dg−1

dx
(x)

6= 0 ∀x ∈ X, a proto plat́ı

následuj́ıćı ekvivalence:

∀ξ ∈ Y :
d

dξ
(f ◦ g)(ξ) = 0 ⇔ ∀x ∈ X :

df

dx
(x) = 0.

Aplikaćı předchoźıho postupu na funkce

g(ξ) := x(ξ), ξ ∈ [0, 1],

g−1(x) := ξ(x), f(x) :=
1

ω(x)
.

dg−1

dx
(x), x ∈ [a, b]

a s využit́ım následuj́ıćıho faktu, při jehož odvozeńı se použije věta o de-
rivaci inverzńı funkce:

ξx

ω
=

dξ
dx

(x)

ω(x)
=

1

ω(x(ξ))
.

1
dx
dξ

(ξ)
=

1

ω̃(ξ)
.

1
dx
dξ

(ξ)
=

1

ω̃xξ

,

∀ξ ∈ [0, 1] ∀x ∈ [a, b],

kde
ω̃(ξ) = ω(x(ξ)), ξ ∈ [0, 1].

Dostáváme pro x = x(ξ), ξ = ξ(x), x ∈ [a, b], ξ ∈ [0, 1]:

0 = (ω−1ξx)x ⇔ 0 =

(
1

ω̃xξ

)

ξ

=
−ω̃ξxξ − ω̃xξξ

(ω̃xξ)2
⇔

⇔ ω̃ξxξ + ω̃xξξ = 0 ⇔ (ω̃xξ)ξ = 0.

Vid́ıme, že rovnost (2.8) je ekvivalentńı rovnosti

(ω̃xξ)ξ = 0 na [0, 1],(2.10)

č́ımž dostáváme požadovanou transformaci rovnice (2.8), kde výraz na le-
vé straně závisel na proměnné x, na rovnici, kde je již výraz na levé straně
funkćı proměnné ξ. Konstrukci uzl̊u adaptivńı śıtě na intervalu [a, b] pro-
vedeme v následuj́ıćım odstavci.
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2.2 Popis algoritmu

Na základě odstavce 2.1.1 již nyńı můžeme zkonstruovat uzly adap-
tivńı výpočetńı śıtě v jednorozměrném př́ıpadě parciálńı diferenciálńı rov-
nice (2.4). Toho dosáhneme nalezeńım přibližného řešeńı rovnice

(ω̃xξ)ξ = 0 na [0, 1](2.11)

s okrajovými podmı́nkami

x(0) = a, x(1) = b.(2.12)

Ze źıskaného diskrétńıho řešeńı už můžeme jednoduše zkonstruovat
uzly adaptivńı śıtě, jež budou splňovat naše požadavky, to znamená že
v mı́stech, kde bude mı́t funkce u velký gradient nebo nespojitost, bude
vyšš́ı počet uzl̊u děleńı intervalu [a, b], na němž je funkce definována, než
v mı́stech, kde funkce u takovou vlastnost nemá.

Zaved’me označeńı. Uvažujme interval [0, 1], necht’ ξ ∈ [0, 1] a bud’

n ∈ IN, n ≥ 2. Necht’ h = 1
n−1

je krok rovnoměrného děleńı inter-
valu [0, 1] a ξj = (j − 1)h, 1 ≤ j ≤ n jsou uzly śıtě. Označme 0 =
t0 < t1 < . . . < tl = T , l ∈ IN děleńı intervalu [0, T ]. V každém
časovém kroku tk, k ∈ {0, . . . , l}, hledáńı přibližného řešeńı rovnice (2.4)
označme uk(x) := u(x, tk), x ∈ [a, b]. Protože ke zjemňováńı výpočetńı
śıtě docháźı pouze na základě přibližných hodnot funkce u źıskaných
v daném časovém kroku tk, a zjemňováńı tedy nezáviśı na předchoźıch
hodnotách funkce u v časech t1, . . . , tk−1, bez nebezpeč́ı nedorozuměńı
budeme dále index k u funkce uk vynechávat.

2.2.1 Metoda śıt́ı

Nejdř́ıve zkuśıme nalézt řešeńı rovnice (2.11) metodou śıt́ı. Přibližné
řešeńı budeme hledat ve vnitřńıch bodech děleńı intervalu [0,1] takových,
aby všechny aproximace byly dobře definovány.

Pro 1 ≤ j ≤ n označme x(ξj) ≈ xj aproximaci hodnot funkce x v bodě
ξj a pro 1 ≤ j ≤ n − 1 x(ξj+ 1

2
) ≈ xj+ 1

2
aproximaci hodnot funkce x

v bodech ξj+ 1
2

= ξj+ξj+1

2
, 1 ≤ j ≤ n− 1. Dále pro 1 ≤ j ≤ n− 1 označme

u(x̂j+ 1
2
) ≈ uj+ 1

2
aproximaci hodnot funkce u v bodě x̂j+ 1

2
= xj+xj+1

2
,

1 ≤ j ≤ n− 1.
Aproximujme derivace rovnice (2.11) pomoćı centrálńıch diferenćı:

xξ(ξj) =
dx

dξ
(ξj) ≈

xj+ 1
2
− xj− 1

2

h
, 2 ≤ j ≤ n− 1.

Dále aproximujme druhou derivaci centrálńımi diferencemi za pomoci
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předchoźı aproximace:

(ω̃xξ)ξ(ξj) ≈
ω̃(ξj+ 1

2
)(xj+1 − xj)− ω̃(ξj− 1

2
)(xj − xj−1)

h2
,

2 ≤ j ≤ n− 1.

Zbývá aproximovat hodnoty ω̃(ξj+ 1
2
) = ω(xj+ 1

2
), 2 ≤ j ≤ n − 1.

Zkusme to opět pomoćı centrálńıch diferenćı takto, udělejme to pouze
pro 3 ≤ j ≤ n− 2:

ω̃(ξj+ 1
2
) = ω(xj+ 1

2
) ≈

√√√√√1 +


uj+ 3

2
− uj− 1

2

x̂j+ 3
2
− x̂j− 1

2




2

=

=

√√√√1 + 4

(
uj+ 3

2
− uj− 1

2

xj+2 + xj+1 − xj − xj−1

)2

, 3 ≤ j ≤ n− 2.

Je vidět, že abychom mohli aproximovat ω(xj+ 1
2
), 3 ≤ j ≤ n − 2,

muśıme znát hodnoty uj+ 1
2
, 3 ≤ j ≤ n − 2, přičemž uj+ 1

2
≈ u(x̂j+ 1

2
) =

u(xj+xj+1

2
), 3 ≤ j ≤ n − 2, tedy koeficienty uj+ 1

2
, 3 ≤ j ≤ n − 2 śıt’ové

rovnice
√

1 + 4

(
u

j+ 3
2
−u

j− 1
2

xj+2+xj+1−xj−xj−1

)2

(xj+1 − xj)−

√
1 + 4

(
u

j+ 1
2
−u

j− 3
2

xj+1+xj−xj−1−xj−2

)2

(xj − xj−1)

h2
= 0 ,

3 ≤ j ≤ n− 2,

záviśı na śıt’ových uzlech xj, xj+1, které však poč́ıtáme, tedy hodnoty
uj+ 1

2
, 3 ≤ j ≤ n−2 předem neznáme. Protože z rovnice (2.9) dostáváme,

že funkce ω záviśı nejen na hodnotě proměnné x, ale také na hodnotě de-
rivace funkce u proměnné x, a dále z konstrukce aproximace ω(xj+ 1

2
),

3 ≤ j ≤ n− 2, je vidět, že śıt’ová rovnice daná touto aproximaćı bude
vždy obsahovat koeficienty, které budou záviset na uzlech śıtě, tj. na řeše-
ńı, které hledáme. To značně komplikuje výpočet, nebot’ dostáváme sou-
stavu nelineárńıch rovnic a nalezeńı řešeńı takové soustavy je výpočetně
mnohem náročněǰśı než u soustavy lineárńı. Užit́ı metody śıt́ı na problém
(2.11) tedy neńı vhodné, a proto použijeme následuj́ıćı, i když méně efek-
tivńı metodu, a to metodu umělého času.

2.2.2 Metoda umělého času

Metoda umělého času je založena na hledáńı stacionárńıho řešeńı ú-
lohy, kterou źıskáme modifikaćı rovnice (2.11). Zaved’me funkci x(ξ, τ)

12



proměnných ξ a τ , kde τ je tzv. umělý čas, bez nebezpeč́ı nedorozuměńı
ji budeme značit stejně jako funkci p̊uvodńı, a řešme rovnici

xτ = (ω̃xξ)ξ , ξ ∈ (0, 1), τ > 0(2.13)

s okrajovými podmı́nkami

x(0, τ) = a, x(1, τ) = b, τ > 0

a počátečńı podmı́nkou

x(ξ, 0) = (b− a)ξ + a, ξ ∈ [0, 1],

která odpov́ıdá počátečńımu rovnoměrnému rozložeńı uzl̊u výpočetńı śıtě
na [a, b]. Bude-li časová derivace funkce x(ξ, τ) nulová, bude schéma
založené na metodě umělého času řešit rovnici (2.11).

Označme ∆τ > 0 velikost kroku diskretizace v proměnné τ , bud’

τν = ν ∆τ , ν ∈ IN0, krok této diskretizace, definujme x(ξj, τν) ≈ x
[ν]
j , 1 ≤

j ≤ n, ν ∈ IN0, aproximaci funkce x(ξ, τ) v bodě (ξj, τν), 1 ≤ j ≤ n,

ν ∈ IN0. Pro 1 ≤ j ≤ n − 1 a ν ∈ IN0 označme u(x̂
[ν]

j+ 1
2

) ≈ u
[ν]

j+ 1
2

apro-

ximaci hodnot funkce u v bodě x̂
[ν]

j+ 1
2

, kde x̂
[ν]

j+ 1
2

=
x
[ν]
j +x

[ν]
j+1

2
, 1 ≤ j ≤

n− 1, ν ∈ IN0. Funkci ω̃(ξj+ 1
2
) z odstavce 2.2.1 nyńı budeme značit jako

ω(uj+ 1
2
), 1 ≤ j ≤ n − 1, aby byla patrná závislost funkce ω na funkci u

(ve skutečnosti ovšem funkce ω záviśı na ∇u).

Diskretizujme rovnici (2.13), dostaneme:

x
[ν+1]
j − x

[ν]
j

∆τ
=

ω(u
[ν]

j+ 1
2

)(x
[ν]
j+1 − x

[ν]
j )− ω(u

[ν]

j− 1
2

)(x
[ν]
j − x

[ν]
j−1)

h2
,(2.14)

2 ≤ j ≤ n− 1, ν ∈ IN0

z čehož dostáváme diferenčńı schéma

x
[ν+1]
j = x

[ν]
j +

∆τ

h2
[ω(u[ν]

j+ 1
2

)(x[ν]
j+1 − x

[ν]
j )− ω(u[ν]

j− 1
2

)(x[ν]
j − x

[ν]
j−1)] ,(2.15)

2 ≤ j ≤ n− 1, ν ∈ IN0

s okrajovými podmı́nkami x
[ν]
0 = a a x[ν]

n = b ∀ν ∈ IN0.

Funkci

ω(uj+ 1
2
) =

√√√√1 +

(
∂u

∂x
(x̂j+ 1

2
)

)2

, 1 ≤ j ≤ n− 1

aproximujeme např́ıklad pomoćı centrálńıch diferenćı.
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Nyńı ukážeme, že schéma (2.15) řeš́ı rovnici (2.11). Skutečně, jestliže

| x[ν+1]
j −x

[ν]
j | ≈ 0, je pravá strana rovnice (2.14) také přibližně rovna nule

a uzly {x[ν+1]
j } splňuj́ı diferečńı schéma pro přibližné řešeńı rovnice (2.11).

V praxi se tato podmı́nka aplikuje tak, že při hledáńı stacionárńıho řešeńı
rovnice (2.13) předeṕı̌seme toleranci ε a provád́ıme iterace schématu

(2.15) pro ν = 0, 1, . . . , dokud neńı splněno | x
[ν+1]
j − x

[ν]
j | < ε.

Schéma (2.15) můžeme přepsat do tvaru

x
[ν+1]
j = αj+ 1

2
x

[ν]
j+1 + (1− αj+ 1

2
− αj− 1

2
)x

[ν]
j + αj− 1

2
x

[ν]
j−1,(2.16)

2 ≤ j ≤ n− 1,

kde ν ∈ IN0 je krok iterace a

αj+ 1
2

=
∆τ

h2
ω(u

[ν]

j+ 1
2

), 2 ≤ j ≤ n− 1.

Uvažujeme následuj́ıćı podmı́nku stability

max
1≤j≤n−1

αj+ 1
2
≤ 1

2
.(2.17)

V praxi je ovšem schéma (2.16) př́ılǐs pomalé a nedává dobré výsledky.
Mı́sto schématu (2.16) proto budeme uvažovat schéma

x
[ν+1]
j =

ω(u
[ν]

j+ 1
2

)x
[ν]
j+1 + ω(u

[ν]

j− 1
2

)x
[ν+1]
j−1

ω(u
[ν]

j+ 1
2

) + ω(u
[ν]

j− 1
2

)
, 2 ≤ j ≤ n− 1.(2.18)

V praktických výpočtech je tato metoda mnohem rychleǰśı. Schéma (2.18)
lze odvodit z předešlého schématu. Všimněme si, že ve vzorci (2.16) se

hodnota uzlu x
[ν+1]
j źıská pomoćı jisté kombinace uzl̊u x

[ν]
j+1, x

[ν]
j a x

[ν]
j−1,

tedy pro výpočet hodnoty uzlu v iteraci ν + 1 použ́ıváme hodnoty pouze
z předchoźıho kroku ν. Pokusme se výpočet urychlit t́ım, že k výpočtu
x

[ν+1]
j použijeme již známé hodnoty z kroku ν + 1. Dostaneme rovnici

x
[ν+1]
j = αj+ 1

2
x

[ν]
j+1 + (1− αj+ 1

2
− αj− 1

2
)x

[ν+1]
j + αj− 1

2
x

[ν+1]
j−1 ,

2 ≤ j ≤ n− 1,

z ńıž si vyjádř́ıme x
[ν+1]
j a źıskáme rovnici (2.18).

V článku [3] se použ́ıvá ještě tzv.
”
zhlazováńı“ monitorovaćı funkce

ω ve tvaru

ω(uj+ 1
2
) ← 1

4
[ω(uj+ 3

2
) + 2ω(uj+ 1

2
) + ω(uj− 1

2
)], 2 ≤ j ≤ n− 2.
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Funkce ω má totiž takový pr̊uběh, že nabývá velkých hodnot v mı́stech,
ve kterých nabývá velkých hodnot gradient u a je-li gradient u malý, je
funkce ω malá. V závislosti na hodnotách funkce ω se následně adap-
tuje śıt’, č́ım vyšš́ı jsou tyto hodnoty, t́ım v́ıce uzl̊u se v daném mı́stě
nashromážd́ı. Problém nastává, je-li gradient u v jistém smyslu velký.
V takovém př́ıpadě nabývá funkce ω v daném mı́stě extrémně vysokých
hodnot a pro splněńı podmı́nky stability (2.17) je nutné použ́ıt velmi
malý krok umělého času ∆τ , což zpomaluje výpočet. Vhodné použit́ı výše
zmı́něného zhlazováńı má za následek, že k nabýváńı takto extrémńıch
hodnot u funkce ω nedocháźı a podmı́nka stability je splněna i pro vyšš́ı
hodnoty ∆τ , a tedy výpočet prob́ıhá rychleji.

Při výpočtu nových hodnot uzl̊u potřebujeme obvykle vykonat několik
iteraćı schématu (2.18), abychom źıskali dostatečně jemnou śıt’. V ta-
kovém př́ıpadě však vzniká problém. Změńıme-li výpočetńı śıt’, neznáme
hodnoty přibližného řešeńı, které jsou definované na předchoźı śıti, na śıti
nové. Jedńım z řešeńı je hodnoty na p̊uvodńı śıti přepoč́ıtat na hodnoty
pro novou śıt’ v každé iteraci zjemňováńı śıtě tak, aby nové hodnoty
splňovaly určité podmı́nky. My použijeme následuj́ıćı postup. Označme
u

[ν]

j+ 1
2

hodnotu uj+ 1
2

v ν-té iteraci adaptivńı metody, 1 ≤ j ≤ n − 1,

ν ∈ IN0. Hodnotu u
[ν+1]

j+ 1
2

spočteme jako

u
[ν+1]

j+ 1
2

= β
[ν]
j u

[ν]

j+ 1
2

− γ
[ν]
j ((ĉu)

[ν]
j+1 − (ĉu)

[ν]
j ),(2.19)

1 ≤ j ≤ n− 1,

kde
γ

[ν]
j = (x

[ν+1]
j+1 − x

[ν+1]
j )−1 , β

[ν]
j = γ

[ν]
j (x

[ν]
j+1 − x

[ν]
j ),

1 ≤ j ≤ n− 1,

a numerický tok (ĉu)j poč́ıtáme jako

(ĉu)
[ν]
j =

c
[ν]
j

2
(u+

j + u−j )− |c[ν]
j |
2

(u+
j − u−j ), 2 ≤ j ≤ n− 2.

Protože ∀ν ∈ IN0 plat́ı x1 = a a xn = b, položme

(ĉu)
[ν]
1 := 0, (ĉu)

[ν]
n−1 := 0.

V definici numerického toku dále máme

c
[ν]
j = x

[ν]
j − x

[ν+1]
j , 1 ≤ j ≤ n,

a

u±j = uj± 1
2

+
1

2
(xj − xj±1)S̃j± 1

2
, 3 ≤ j ≤ n− 2,
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přičemž hodnoty S̃j+ 1
2

definujeme

S̃j+ 1
2

=
(
sgn(S̃+

j+ 1
2

) + sgn(S̃−
j+ 1

2

)
) |S̃+

j+ 1
2

S̃−
j+ 1

2

|
|S̃+

j+ 1
2

|+ |S̃−
j+ 1

2

| , 2 ≤ j ≤ n− 2,

S̃+
j+ 1

2

=
uj+ 3

2
− uj+ 1

2

xj+ 3
2
− xj+ 1

2

, 1 ≤ j ≤ n− 2,

S̃−
j+ 1

2

=
uj+ 1

2
− uj− 1

2

xj+ 1
2
− xj− 1

2

, 2 ≤ j ≤ n− 1.

Hodnoty u±j pro j ∈ {1, 2, n− 1, n} definujeme analogicky na základě
okrajových podmı́nek řešené parciálńı diferenciálńı rovnice.
Jedńım z d̊uvod̊u použit́ı této metody přepoč́ıtáváńı hodnot uj+ 1

2
je, že

splňuje geometrický zákon zachováńı, tj. plat́ı

n−1∑

j=1

(x
[ν+1]
j+1 − x

[ν+1]
j )u

[ν+1]

j+ 1
2

=
n−1∑

j=1

(x
[ν]
j+1 − x

[ν]
j )u

[ν]

j+ 1
2

∀ν ∈ IN0.

Algoritmus řešeńı PDR s využit́ım adaptivńı śıtě:

0. Inicializace

Zvolme n ∈ IN, n ≥ 2, počet uzl̊u fyzikálńı oblasti Ωp = [a, b].
Definujme rovnoměrné rozložeńı bod̊u ξj = (j − 1)h, 1 ≤ j ≤ n,
v oblasti Ωc = [0, 1], h = 1

n−1
. Definujme děleńı intervalu [0, T ]

jako 0 = t0 < t1 < t2 < . . . < tl = T pro nějaké l ∈ IN .

Bud’ ν ∈ IN0 a k ∈ IN0.

Necht’ {xk
j}n

j=1 označuje uzly výpočetńı śıtě tvoř́ıćı v reálném čase
tk konečné objemy Dk

j = [xk
j , x

k
j+1] na [a,b] pro 1 ≤ j ≤ n− 1.

Označme aproximaci u( . , tk)|Dk
j
≈ uk

j+ 1
2

, 1 ≤ j ≤ n− 1, přesného

řešeńı u rovnice (2.4) na konečném objemu Dk
j = [xk

j , x
k
j+1] v reál-

ném čase tk.

Necht’ x
k[ν]
j , 1 ≤ j ≤ n, jsou uzly výpočetńı śıtě v ν-tém kroku

adaptace śıtě (2.18) - (2.19), kterou provád́ıme v reálném čase tk,

př́ıslušné počátečńı rozložeńı uzl̊u je x
k[0]
j := xk

j . Pro jednoduchost

budeme index k vynechávat, tj. mı́sto x
k[ν]
j budeme psát x

[ν]
j .

Symbolem u
k[ν]

j+ 1
2

(a opět pro jednoduchost vynecháváme v horńım

indexu k) budeme rozumět aproximaci u( . , tk)|[x[ν]
j ,x

[ν]
j+1]

≈ u
[ν]

j+ 1
2

,

1 ≤ j ≤ n−1, přesného řešeńı u rovnice (2.4) na konečném objemu

[x
[ν]
j , x

[ν]
j+1] př́ıslušnému reálnému času tk a ν-tému kroku adaptace
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śıtě (2.18) - (2.19) v čase tk, tedy u
[ν]

j+ 1
2

znač́ı ν-tou iteraci schématu

(2.19) s počátečńı podmı́nkou u
[0]

j+ 1
2

:= uk
j+ 1

2

.

Definujme počátečńı rovnoměrné rozložeńı uzl̊u x0
j , 1 ≤ j ≤ n,

výpočetńı śıtě ve fyzikálńı oblasti Ωp = [a, b].

Vypoč́ıtejme hodnoty u0
j+ 1

2

jako integrálńı pr̊uměr počátečńı pod-

mı́nky u(x, 0) = u0(x) na př́ıslušném intervalu, tj.

u0
j+ 1

2
=

1

xj+1 − xj

xj+1∫

xj

u0(x)dx , 1 ≤ j ≤ n− 1.

Položme ν = 0 a k = 0 a dále x
[0]
j := x0

j pro 1 ≤ j ≤ n a u
[0]

j+ 1
2

:=

u0
j+ 1

2

pro 1 ≤ j ≤ n− 1.

1. Adaptace śıtě
Adaptujme śıt’ {x[ν]

j } na novou śıt’ {x[ν+1]
j } podle (2.18) a přepoč́ı-

tejme hodnoty {u[ν]

j+ 1
2

} na hodnoty {u[ν+1]

j+ 1
2

} pomoćı (2.19). Položme

ν := ν + 1 a opakujme tento krok pro předem daný počet iteraćı
m. V praxi voĺıme počet iteraćı m = 1 - 5. Dostaneme {x[m]

j } a

{u[m]

j+ 1
2

}.

2. Výpočet přibližného řešeńı PDR (2.4)

Položme uk
j+ 1

2

:= u
[m]

j+ 1
2

pro 1 ≤ j ≤ n − 1 a xk
j := x

[m]
j pro 1 ≤

j ≤ n. Užit́ım metody konečných objemů vypoč́ıtejme na základě
hodnot uk

j+ 1
2

a śıtě {xk
j} přibližné řešeńı PDR uk+1

j+ 1
2

v čase tk+1.

3. Ukončovaćı podmı́nka
Jestliže tk+1 ≤ T , definujme u

[0]

j+ 1
2

:= uk+1
j+ 1

2

a x
[0]
j := xk

j , položme

ν = 0, k = k + 1 a jděme na krok 1.
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Kapitola 3

Numerické experimenty

V předchoźıch kapitolách jsme adaptivńı metodu zkoumali teoreticky.
V této kapitole se zaměř́ıme na praktickou část. Předvedeme si pouze
adaptivńı metodu (2.18), protože metoda umělého času (2.16) je značně
neefektivńı a nebudeme se j́ı tedy zabývat. Pomoćı vhodně definovaných
funkćı si ukážeme, že se śıt’ adaptuje v závislosti na poloze nespojitosti,
tj. že se uzly

”
shlukuj́ı“ v mı́stě nespojitosti, poté adaptivńı śıt’ apli-

kujeme při řešeńı některých parciálńıch diferenciálńıch rovnic a nako-
nec srovnáme pohyb uzl̊u adaptivńı śıtě při použit́ı algoritmu už́ıvaj́ıćıho
schéma (2.18) a algoritmu anizotropńıho zjemňováńı výpočetńı śıtě po-
psaného v článku [2].

3.1 Funkce s pohybuj́ıćı se nespojitost́ı

V tomto odstavci budeme vhodnou definićı funkćı, u nichž známe
jejich pr̊uběh, modelovat situace, kdy se nespojitost funkce v pr̊uběhu
času pohybuje nebo se velikost skoku v mı́stě nespojitosti zvětšuje či na-
opak zmenšuje. Na tyto funkce následně aplikujeme metodu adaptivńıho
zjemňováńı śıtě a na obrázćıch si ukážeme, jak funguje.

Př́ıklad 3.1. (Pohybuj́ıćı se nespojitost)
Definujme si funkci

f1(x, t) =





{
x , 0 ≤ x ≤ 1 + t

x− 1 , 1 + t < x ≤ 3
, 0 ≤ t ≤ 1 ,

{
x , 0 ≤ x ≤ 3− t

x− 1 , 3− t < x ≤ 3
, 1 < t ≤ 3 .

Pro pevné t ∈ [0, 3] je funkce f t
1(x) = f1(x, t), x ∈ [0, 3] po částech

lineárńı, přičemž graf funkce f t
1 obsahuje pouze jeden bod nespojitosti,

jehož poloha záviśı na hodnotě parametru t, parametr t budeme nazývat
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čas. Nespojitost v čase t = 0 se nacháźı v bodě x = 1 (viz obrázek 3.1),
s rostoućım t se posouvá do bodu x = 2 pro t = 1 a následně se vraćı
do bodu x = 1 v čase t = 3.

V analogii ke kapitole 2 funkce f1(x, t) odpov́ıdá funkci u(x, t) ze zmi-
ňované kapitoly, funkce f t

1 tedy simuluje vývoj přibližného řešeńı nějaké
parciálńı diferenciálńı rovnice v reálném čase t, a to následuj́ıćım zp̊uso-
bem.

Funkci f t
1 budeme zkoumat v pr̊uběhu času pro t = 0 až t = 3

s časovým krokem 0.1 (což odpov́ıdá časovému kroku při řešeńı PDR).
Máme-li D0 počátečńı rovnoměrnou śıt’ v reálném čase t = 0 tvořenou
body xj, 1 ≤ j ≤ 50, pak po provedeńı pěti iteraćı schématu (2.18) -
(2.19) dostaneme novou śıt’ D1, která vypadá tak, že se uzly śıtě posou-
vaj́ı k bodu nespojitosti, jehož poloha odpov́ıdá času t = 0 (na obrázku
3.2 ovšem těmto uzl̊um odpov́ıdá zobrazeńı uzl̊u v čase t = 0.1, ne-
bot’ na obrázku znázorňujeme polohu uzl̊u odpov́ıdaj́ıćı adaptaci śıtě
na základě hodnot f t

1 z předchoźıho časového kroku, tedy rozložeńı uzl̊u
śıtě v čase t odpov́ıdá tomu, jakých hodnot funkce f t

1 nabývala v kroku
předchoźım). Tato śıt’ se následně použije k nalezeńı přibližného řešeńı
dané PDR, v našem př́ıpadě jsou ovšem t́ımto tzv.

”
řešeńım“ hodnoty

f1(xj, t) pro xj ∈ D1 a t = 0.1. Nyńı opět na śıt’ D1 aplikujeme pět iteraćı
schématu (2.18) - (2.19) a dostaneme śıt’ D2, pro kterou zjist́ıme hodnoty
f1(xj, 0.2). Daľśı výpočet prob́ıhá analogicky až do t = 3.

Výsledný pohyb uzl̊u je znázorněn na obrázku 3.2. Z něj je patrné,
že uzly se shlukuj́ı v mı́stě nespojitosti, která se pohybuje v čase, což je
přesně to, co od adaptivńı metody vyžadujeme.

Př́ıklad 3.2. (Zvěťsuj́ıćı se skok)
Pro 0 ≤ t ≤ 1.5 definujme funkci

f2(x, t) =

{
(1 + t)x , 0 ≤ x ≤ 0.5

(1 + t)x− (1 + t) , 0.5 < x ≤ 1 .

Pro pevné t ∈ [0, 2] definujme f t
2(x) = f2(x, t), x ∈ [0, 1] Vid́ıme, že

pro 0 ≤ t ≤ 1.5 se bod nespojitosti funkce f t
2 nacháźı neustále v bodě

x = 0.5, přičemž s rostoućım t se velikost skoku v bodě x = 0.5 (tj. pro
pevné t ∈ [0, 1.5] | lim

x→0.5−
f t

2(x)− lim
x→0.5+

f t
2(x)|) zvětšuje (viz obrázek 3.3).

S t́ım souviśı i pohyb uzl̊u śıtě na obrázku 3.4, které se se vzr̊ustaj́ıćım
časem shlukuj́ı u bodu x = 0.5. Celkový počet uzl̊u śıtě je 30, časový krok
voĺıme opět 0.1, provád́ıme 5 iteraćı adaptivńı metody (2.18) - (2.19).
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Př́ıklad 3.3. (Zmenšuj́ıćı se skok)
Pro 0 ≤ t ≤ 2 definujme funkci

f3(x, t) =

{
(2− t)x + 0.5t , 0 ≤ x ≤ 1

(2− t)x− 2 + 1.5t , 1 < x ≤ 2 .

Funkce f t
3(x) = f3(x, t), x ∈ [0, 2] pro pevné t ∈ [0, 2] se narozd́ıl

od funkce f t
2(x) chová tak, že se nyńı skok mezi hodnotami v bodě x = 1

s rostoućım časem nezvětšuje, nýbrž naopak zmenšuje, dokonce v čase
t = 2 je funkce f t

3(x) ≡ 1 pro x ∈ [0, 2] (viz obrázek 3.5). Uzly se tedy
zpočátku pohybuj́ı směrem k nespojitosti,v d̊usledku zmenšováńı veli-
kosti skoku se však jejich pohyb zpomaluje, dokonce pro t → 2 se uzly
pohybuj́ı směrem od nespojitosti, velikost skoku už je totiž tak malá,
že neńı nutné v tomto mı́stě śıt’ adaptovat, pohyb uzl̊u je znázorněn
na obrázku 3.6. Počet uzl̊u śıtě je 30, časový krok je opět 0.1, provád́ıme
4 iterace adaptivńı metody (2.18) - (2.19).

Př́ıklad 3.4. (Pohybuj́ıćı se nespojitost)
Pro 0 ≤ t ≤ 2 definujme funkci g(t) = 0.5 + (exp(−1) − exp(−1 − t0.7))
a dále

f4(x, t) =

{
x , 0 ≤ x ≤ g(t)

x− 1 , g(t) < x ≤ 2 .

Nespojitost funkce f t
4(x) = f4(x, t), x ∈ [0, 2], pro pevné t ∈ [0, 2],

se nacháźı v bodě x = g(t) pro t ∈ [0, 2], z čehož je vidět, že se poloha
nespojitosti s rostoućım časem měńı, avšak rychlost pohybu se pro t → 2
zmenšuje (viz obrázek 3.7), což dobře modeluje situaci, s ńıž se setkáme
např́ıklad při řešeńı Burgersovy rovnice, a to, že se poloha nespojitosti
od určitého časového okamžiku měńı už velmi pomalu. Počet uzl̊u śıtě je
50, časový krok je volen 0.1, provád́ıme 5 iteraćı adaptivńı metody (2.18)
- (2.19). Pohyb uzl̊u śıtě viz obrázek 3.8.
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Obrázek 3.1: Př́ıklad (3.1): Graf funkce f tk
1 (x) v čase tk = 0.1k,

k = 0, 1, 2, . . . , 10, osa x znázorňuje hodnoty proměnné x, osa y hodnoty funkce
f tk
1 (x).
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Obrázek 3.2: Př́ıklad (3.1): Pohyb uzl̊u śıtě v závislosti na pohybuj́ıćı se ne-
spojitosti, osa x znázorňuje souřadnice uzl̊u, osa y čas t.
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Obrázek 3.3: Př́ıklad (3.2): Graf funkce f t
2(x) v čase t = 0 (čárkovaná čára)

a v čase t = 1.5 (plná čára), osa x znázorňuje hodnoty proměnné x, osa y

hodnoty funkce f t
2(x).
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Obrázek 3.4: Př́ıklad (3.2): Pohyb uzl̊u śıtě v závislosti na zvěťsuj́ıćı se veli-
kosti skoku, osa x znázorňuje souřadnice uzl̊u, osa y čas t.
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Obrázek 3.5: Př́ıklad (3.3): Graf funkce f t
3(x) v čase t = 0 (čárkovaná čára)

a v čase t = 1.9 (plná čára), osa x znázorňuje hodnoty proměnné x, osa y

hodnoty funkce f t
3(x).
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Obrázek 3.6: Př́ıklad (3.3): Pohyb uzl̊u śıtě v závislosti na zmenšuj́ıćı se ve-
likosti skoku, osa x znázorňuje souřadnice uzl̊u, osa y čas t.
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Obrázek 3.7: Př́ıklad (3.4): Graf funkce f tk
4 (x) v čase tk = 0.1k,

k = 0, 1, 2, . . . , 20, osa x znázorňuje hodnoty proměnné x, osa y hodnoty funkce
f tk
4 (x).
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Obrázek 3.8: Př́ıklad (3.4): Pohyb uzl̊u śıtě v závislosti na pohybuj́ıćı se ne-
spojitosti, osa x znázorňuje souřadnice uzl̊u, osa y čas t.
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3.2 Aplikace adaptivńı śıtě při řešeńı PDR

V této části se zaměř́ıme na aplikaci adaptivńı metody při řešeńı
parciálńıch diferenciálńıch rovnic a ukážeme si na konkrétńıch př́ıkladech,
jak adaptivita výpočetńı śıtě zvyšuje přesnost přibližného řešeńı ve srov-
náńı s použit́ım rovnoměrné śıtě během celého výpočtu. Budeme hledat
přibližné řešeńı úlohy (2.4) s počátečńı podmı́nkou (2.5).

Pro nalezeńı přibližného řešeńı rovnice (2.4) použijeme tzv. MUSCL
(monotone upstream-centered scheme for conservation laws) metodu ko-
nečných objemů, jej́ıž definici a schéma algoritmu lze nalézt na str. 494
článku [3].

Pod́ıvejme se již na konkrétńı př́ıklady.

3.2.1 Burgersova rovnice

Předpis Burgersovy rovnice je následuj́ıćı:

∂u

∂t
(x, t) +

∂ ( u2

2
)

∂x
(x, t) = 0, t > 0, 0 ≤ x ≤ 2π,(3.1)

se spojitou počátečńı podmı́nkou

u(x, 0) = 0.5 + sin(x), x ∈ [0, 2π],(3.2)

a periodickou okrajovou podmı́nkou.
Užit́ım MUSCL algoritmu s adaptivńım zjemňováńım śıtě metodou

(2.18) - (2.19) splňuj́ıćı geometrický zákon zachováńı jsme źıskali přibliž-
né řešeńı rovnice (3.1) v čase t = 2, které je na obrázku 3.9 znázorněno
pomoćı bod̊u, přesné řešeńı je znázorněno plnou čarou. Graf přesného
řešeńı byl źıskán metodou charakteristik. Na obrázku 3.10 je zobrazeno
přibližné řešeńı, které jsme źıskali stejným MUSCL algoritmem za užit́ı
stejných parametr̊u, avšak bez zjemňováńı śıtě, tzn. že během celého
výpočtu jsme pracovali na rovnoměrné śıti na intervalu [0, 2π]. V mı́stech,
na jejichž okoĺı je přesné řešeńı hladké, dostáváme při použit́ı obou po-
stup̊u obdobné hodnoty přibližného řešeńı, avšak v mı́stě nespojitosti je
přibližné řešeńı źıskané pomoćı zjemňováńı śıtě mnohem přesněǰśı (ve
smyslu, kdy přesnost určujeme jako absolutńı hodnotu rozd́ılu funkčńıch
hodnot přesného a přibližného řešeńı), narozd́ıl od rovnoměrné śıtě, kdy
na okoĺı bodu nespojitosti docháźı k výraznému zkresleńı přibližného
řešeńı.

Pohyb uzl̊u adaptivńı śıtě je zachycen na obrázku 3.11. V pr̊uběhu
výpočtu docháźı k jejich postupnému shromažd’ováńı kolem bodu nespo-
jitosti a přibližně od času t = 1.3 už jen nejbližš́ı skupina uzl̊u sleduje po-
hyb nespojitosti, uzly, které jsou dostatečně daleko od bodu nespojitosti,
se téměř nepohybuj́ı a zachovávaj́ı takřka rovnoměrné rozložeńı, nebot’
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gradient přibližného řešeńı je vzhledem k bodu nespojitosti v ostatńıch
bodech značně malý.

Výpočetńı śıt’ byla v tomto př́ıpadě tvořena 30-ti uzly, v každém
časovém kroku MUSCL algoritmu jsme použili 5 iteraćı schématu (2.18)
- (2.19) pro zjemněńı śıtě, časový krok MUSCL metody byl volen 0.0005.

3.2.2 Riemann̊uv problém

Rovnice pro tzv. Riemann̊uv problém pro hyperbolickou rovnici zákona
zachováńı je tvaru

∂u

∂t
(x, t) +

∂ (f(u))

∂x
(x, t) = 0, t > 0, −1 ≤ x ≤ 1,(3.3)

kde

f(u) =
1

4
(u2 − 1)(u2 − 4),

s nespojitou počátečńı podmı́nkou

u(x, 0) = −2 sgn(x), −1 ≤ x ≤ 1.(3.4)

a okrajovou podmı́nkou

u(−1, t) = −2, t > 0,

u(1, t) = 2, t > 0.(3.5)

Tato parciálńı diferenciálńı rovnice a graf jej́ıho přesného řešeńı jsou
převzaty z článku [3]. Přesné řešeńı v př́ıpadě této rovnice neńı spojité
již od času t = 0, jak je vidět z definice počátečńı podmı́nky a v čase
t = 1.2 obsahuje dva body nespojitosti.

Opět jsme použili MUSCL algoritmus k nalezeńı přibližného řešeńı
rovnice (3.3). Na výpočetńı śıti, která je tvořena 50-ti uzly, jsme opět po-
moćı adaptivńıho zjemňováńı źıskali mnohem přesněǰśı řešeńı než v př́ı-
padě použit́ı pouze rovnoměrné śıtě po celou dobu výpočtu, jak je vidět
z obrázk̊u 3.13 a 3.14. Ke zkresleńı přibližného řešeńı v př́ıpadě užit́ı rov-
noměrné śıtě docháźı opět pouze v mı́stech nespojitosti přesného řešeńı.
V př́ıpadě adaptivńı śıtě se uzly akumuluj́ı na okoĺı mı́sta nespojitosti a
absolutńı hodnota rozd́ılu hodnot přibližného a přesného řešeńı je menš́ı
než v př́ıpadě užit́ı pouze rovnoměrné śıtě. Pohyb uzl̊u výpočetńı śıtě je
znázorněn na obrázku 3.12.

V každém časovém kroku MUSCL algoritmu jsme adaptovali výpočet-
ńı śıt’ pouze pomoćı jedné iterace schématu (2.18) - (2.19), avšak použili

jsme modifikovanou monitorovaćı funkci ωθ =
√

1 + θ|ux|2 s paramet-

rem θ > 0, v našem př́ıpadě jsme volili θ = 0.6. Časový krok MUSCL
algoritmu byl volen 0.0001.
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Obrázek 3.9: Graf přesného (plná čára) a přiblǐzného (body) řešeńı Burgersovy rovnice (3.1)

na intervalu [0, 2π] v čase t = 2 źıskaného pomoćı adaptivńıho zjemňováńı výpočetńı śıtě.
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Obrázek 3.10: Graf přesného (plná čára) a přiblǐzného (body) řešeńı Burgersovy rovnice (3.1)

na intervalu [0, 2π] v čase t = 2 źıskaného na rovnoměrné výpočetńı śıti.
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Obrázek 3.11: Pohyb uzl̊u výpočetńı śıtě v závislosti na čase t během hledáńı přiblǐzného řešeńı

Burgersovy rovnice (3.1) na intervalu [0, 2π]. Osa x reprezentuje souřadnice uzl̊u, osa y čas t.
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Obrázek 3.12: Pohyb uzl̊u výpočetńı śıtě v závislosti na čase t během hledáńı přiblǐzného řešeńı

rovnice (3.3) na intervalu [−1, 1]. Osa x reprezentuje souřadnice uzl̊u, osa y čas t.
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Obrázek 3.13: Graf přesného (plná čára) a přiblǐzného (body) řešeńı rovnice (3.3) na intervalu

[−1, 1] v čase t = 1.2 źıskaného pomoćı adaptivńıho zjemňováńı výpočetńı śıtě.
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Obrázek 3.14: Graf přesného (plná čára) a přiblǐzného (body) řešeńı rovnice (3.3) na intervalu

[−1, 1] v čase t = 1.2 źıskaného na rovnoměrné výpočetńı śıti.
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3.3 Srovnáńı r̊uzných adaptivńıch metod

Na závěr srovnáme adaptivńı metodu zkoumanou v této práci a ani-
zotropńı adaptivńı metodu z článku [2] stejně jako v odstavci 3.1 pro
funkce s nespojitost́ı pohybuj́ıćı se v čase.

Z obrázk̊u 3.15 - 3.18 je patrné, že u obou metod docháźı ke zhuštěńı
śıtě v mı́stě nespojitosti a toto

”
zhuštěńı“ prvk̊u śıtě se pohybuje spolu

s nespojitost́ı. Na zbytku výpočetńı śıtě obě adaptivńı metody zacho-
vávaj́ı rovnoměrné děleńı, nedocháźı k pohybu uzl̊u v mı́stech, kde neńı
potřeba śıt’ zjemnit. V tomto ohledu tedy obě metody vykazuj́ı obdobné
vlastnosti a jsou vhodné k použit́ı např́ıklad při řešeńı parciálńıch dife-
renciálńıch rovnic, jak jsme viděli na předcházej́ıćıch př́ıkladech. Ze srov-
náńı výpočetńı náročnosti vycháźı jako rychleǰśı, zhruba o jeden řád,
anizotropńı adaptivńı metoda, viz tabulka 3.1. Časovou náročnost jsme
zkoumali v následuj́ıćım smyslu.

Pro každý algoritmus zvlášt’ jsme během př́ıslušného časového inter-
valu adaptovali výpočetńı śıt’ pro funkce definované v př́ıkladech (3.1) -
(3.4), v př́ıpadě adaptivńı metody (2.18) - (2.19) jsme volili stejné pa-
rametry jako v př́ıkladech (3.1) - (3.4), v př́ıpadě anizotropńı adaptivńı
metody jsme na stejném výpočetńım intervalu během stejného časového
intervalu volili stejný počet uzl̊u jako u předcházej́ıćı metody, parametry
byly voleny takto: MAXITER = 1, e1 = 100, e2 = 1 (význam parametr̊u
viz přiložené CD a internetové stránky http://www.karlin.mff.cuni.cz/
˜ dolejsi/angen/angen3.1.htm). Tento krok výpočtu śıtě jsme opakovali
desetkrát a výsledný čas, během kterého proběhl výpočet, jsme vydělili
deseti a tak źıskali hodnoty uvedené v tabulce 3.1. Pro určeńı výpočetńıho
času jsme užili standardńı matlabovské př́ıkazy tic a toc, výsledné časy
jsou uvedené v sekundách.

Zkoumáńı výpočetńı náročnosti jsme prováděli na poč́ıtači Intel(R)
Pentium(R) M, 1.73GHz / 504 MB RAM v programu Matlab verze
7.2.0.232 (R2006a).

Funkce Schéma (2.18) - (2.19) Anizotropie
f1 0.2238 0.0227
f2 0.0791 0.0077
f3 0.0938 0.0097
f4 0.1080 0.0105

Tabulka 3.1: Srovnáńı časové náročnosti jednotlivých algoritmů při aplikaci pro
funkce definované v př́ıkladech (3.1) - (3.4). V levém sloupci je uvedena daná funkce,
v prostředńım sloupci čas schématu (2.18) - (2.19) a v pravém sloupci čas anizotropńı
adaptivńı metody, časy jsou uvedeny v sekundách.
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Obrázek 3.15: Funkce z př. (3.1): Plná čára znázorňuje pohyb uzl̊u metody (2.18), tečkovaná

pohyb uzl̊u anizotropńı adaptivńı metody, osa x reprezentuje souřadnice uzl̊u, osa y čas t.
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Obrázek 3.16: Funkce z př. (3.2): Plná čára znázorňuje pohyb uzl̊u metody (2.18), tečkovaná

pohyb uzl̊u anizotropńı adaptivńı metody, osa x reprezentuje souřadnice uzl̊u, osa y čas t.
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Obrázek 3.17: Funkce z př. (3.3): Plná čára znázorňuje pohyb uzl̊u metody (2.18), tečkovaná

pohyb uzl̊u anizotropńı adaptivńı metody, osa x reprezentuje souřadnice uzl̊u, osa y čas t.
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Obrázek 3.18: Funkce z př. (3.4): Plná čára znázorňuje pohyb uzl̊u metody (2.18), tečkovaná

pohyb uzl̊u anizotropńı adaptivńı metody, osa x reprezentuje souřadnice uzl̊u, osa y čas t.
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