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turni formule, dale jsou uvedeny a dokazany nékteré jeho vlastnosti a na dvou
prikladech je ukdzan vypocet Peanovych jader. Nasledné je vyuzito Peanova
jadra k nalezeni optimalni kvadraturni formule. Poté je popsana konstrukce
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vzorce. Déle je na nékolika pfikladech srovnan odhad chyby kvadraturnich
formuli. Na zavér je definovano Sardovo jadro kubaturni formule a na pfi-
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Abstract: In the present work we study the expressing of errors of a qua-
drature formula by Peano kernel. Firstly the Peano kernel of a quadrature
formula is defined, next there are presented and proved some of its proper-
ties and there is also shown the calculation of Peano kernel on the exam-
ples. Further the Peano kernel is used for finding the optimal quadrature
formula. Then there are described Romberg s quadrature formula and re-
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Uvod

Numericka integrace je rozsahlym a v praxi hojné vyuzivanym odvét-
vim numerické matematiky. Zabyva se aproximaci urcitého inegralu po-
moci kvadraturnich formuli. Peanovo jadro kvadraturni formule (pokud je
zndmo) je velmi uzite¢nym prostiedkem k vyjadieni chyby kvadraturniho
vzorce. V praci popiseme Peanovo jadro kvadraturnich formuli, nékteré
jeho vlastnosti a jeho vyuziti pro odhady chyb kvadraturnich vzorct. Za-
vérem se kratce zminime o Sardovych jadrech kubaturnich formuli.

Pfi psani této praci jsme prevazné Cerpali z Engels [1], vzorce jednotli-
vych kvadraturnich formuli pak z Segethova [5] a Vitasek [6].



Kapitola 1

Numericka kvadratura
a kubatura

1.1 Kwvadraturni formule

Numericka kvadratura je soucasti numerické matematiky, jez se zabyva pfi-
bliznymi vypocty hodnot urc¢itych integralii a odhadi chyb, vzniklych pti apro-
ximaci integralu pomoci kvadraturniho vzorce. V nékterych pfipadech nejsme
schopni vyjadrit hodnotu urcitého integralu v uzavieném tvaru, jindy je vy-
hodné urcit tuto hodnotu jen pfiblizné.

Nez prejdeme k pojmtim tykajicim se numerické kvadratury a kubatury, uve-
deme nékolik zakladnich definic prostort funkci, v nichZz se budeme nadale
pohybovat.

Definice 1.1.

Necht a,b jsou redlnd cisla takovd, Ze a < b. Pak prostor vsech spojityjch
funkei na intervalu [a,b] oznacime C([a,b]).

Necht je ddle k kladné celé c¢islo. Pak prostor vsech spojité diferencovatel-
nych funkci do ¥ddu k vcetné oznacime C*([a,b]).

Definice 1.2.
Necht a,b jsou redlna cisla takovd, Ze plati a < b a p € [1,00). Pak prostor
b

viech méritelngch funkei f na intervalu [a,b] takovych, Ze [|f(t)|" dt < oo,

oznacime LP([a,b]).



Je-lip = oo, pak prostor vSech méritelnych funkci f na intervalu [a,b] s vlast-
nosti ess sup {|f(t)|; t € [a,b]} < oo oznacime L>([a,b]).

Nyni zavedeme samotny pojem kvadraturni formule a jeji chyby.

Definice 1.3. !
Necht a,b jsou redlnd ¢isla takovd, Ze plati a < b. Necht funkce f € C([a,]).
Pak definujeme aprozimaci urcitého integrdlu vzorcem

b
[ 1(0)dt=Quf + Evf. (1.1)
Linedrni funkciondl Q,, ze vzorce (1.1) tvaru
Onf = Z Aif(xi>7 (1-2)
=1

nazveme kvadraturnim vzorcem a linedrni funkciondl E, ze vzorce (1.1) chy-
bou kadraturni formule @),,.

Cisla A; ze vzorce (1.2) pro i = 1,...,n nazveme koeficienty (nebo té¥ vihy)
kvadraturni formule Q.

Body z; € [a,b] proi=1,...,n nazveme uzly kvadraturni formule Q..

Definice 1.4. 2
Necht E ($k) =0prok=0,...,m a E(z™1) #0, pak vikdme, Ze kvadra-
turni vzorec ma algebraicky rdad roven m.

1.2 Kubaturni formule

Pojem numericka kubatura se pouziva pro aproximaci vicerozmérnych inte-
grali. Na rozdil od numerické kvadratury, kde hledame jen vhodnou apro-
ximaci integralu pomoci kvadraturnich formuli, v numerické kubatufte ¢asto

115], str.51
2[5], str.51



musime aproximovat i oblast pfes kterou integrujeme. V téchto pripadech
pro aproximaci funkce vice proménnych f na oblasti €2 vyuzijeme metody
konec¢nych prvki.

Nadale se budeme v této praci zabyvat jen kubaturnimi vzorci aproximuji-
cimi dvojrozmérné intergaly. Definici kubaturni formule zavedeme jen pro
nejjednodussi piipad (tedy pro aproximaci integrace pres obdélnik), ktery
budeme pozdéji vyuzivat.

Definice 1.5.
Necht a,b,c,d jsou redlnd cisla takovd, Ze plati a < b a ¢ < d. PoloZme
Q = [a,b] X [¢,d] Necht funkce f € C (). Pak definujeme aproximaci urci-
teho integralu

[ f@.y)dedy = Cuf + Euf. (13)
Q

Linedrni funkciondl C,, ze vzorce (1.3) tvaru
Cnf = ZAif<xi7yi>7 (1.4)
i=1

nazveme kubaturnim vzorcem a linedrni funkciondl E, ze vzorce (1.8) chy-
bou kubaturni formule C,,.

Cisla A; ze vzorce (1.4) proi = 1,...,n nazveme koeficienty (nebo téz vihy)
kubaturni formule C,,.

Body (x;,y;) € Q pro i =1,...,n nazveme uzly kubaturni formule C,,.



Kapitola 2

Peanovo jadro kvadraturni
formule

2.1 Definice Peanova jadra

Nez prejdeme k samotnému odvozovani vzorce pro Peanovo jadro kvadra-
turni formule, zavedeme pojem kladné ¢asti a bez dikazu (ktery muzeme
nalézt v Jarnik [2], str.197) vyslovime Taylorovu vétu s integralnim tvarem
zbytku.

Definice 2.1. !
Necht x je redlné ¢islo a k > 0, pak definujeme kladnou cdst (v — t)* pred-
pisem:
0 t>x
— 1k = ’ =
(z=1)3 {(a:—t)k, t <.

Véta 2.2. (Taylorova véta s integralnim tvarem zbytku)
Nechf a, b jsou redlnd ¢isla takovd, Ze a < b, necht funkce f je tridy C***([a, b]).
Pak pro kazdé x € [a,b] plati

T

F@) = f(@) + (0 = (@) + oot (o= @) @) + o [ = 06D (0)

a

1], str.94
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Nyni mame dostatek prostfedkt k odvozeni vzorce pro Peanovo jadro, pfi-
¢emz budeme postupovat jako v Engels [1], str. 94-95. Uvazujme tedy li-
bovolnou funkci f t¥idy C*™! na intervalu [0,1]. Mé&jme déle kvadraturni
vzorec @), (algebraického) fadu presnosti k. Podle Taylorovy véty s inte-
gralnim tvarem zbytku mtzeme psat

) =3 e G FO0) + 0 [ = 0 eyt

Zapiseme-li tuto rovnost pomoci kladné &asti (z — t)*, dostaneme

k 1
f(z) = Zz.l, / )k fEHD (@)t
=0 " 0

Nyni na posledni rovnost aplikujeme lineadrni funkcional F, a dostaneme

E.f = E, {Z ~ i f0) /?/ +f’“+1()dt}

1=0 0

B i*E" 00) + s {/ (@ t)if(k*”(t)dt}.

Protoze kvadraturni vzorec Q,, ma (algebraicky) tad k, tj. E,(z%) =0, pro
i=0,...,ka E,(2* #0), mGizeme tuto rovnost piepsat ve tvaru

1 1
= F { J@- t)if“‘“*”(t)dt} — o [P OE - e
0 0

Definice 2.3. ?

Necht funkce f je tridy C**1 na intervalu [0, 1], necht Q,, je kvadraturni for-
mule Fadu k. Pak funkci K, ;(t) = EZ(x — t)% nazveme Peanovym jidrem
kvadraturni formule Q,, Tddu k.

2[1], str.95

11



Peanovo jadro mfizeme definovat i v piipadé, Ze funkce f je tiidy C™*!
na intervalu [0, 1] a kvadraturni formule @,, mé (algebraicky) fad pfesnosti
k, kde m # k. 'V piipadé, ze m > k, se vzorec pro vypocet Peanova jadra
nezméni. Pro m < k mizeme definovat Peanovo jadro dvojim zptisobem.
Bud rovnosti

1
1
L (m-+1)
[ = [ K@ (0t
0

nebo .
k (1) 1
gi= Y D086 ¢ L [ war
i=m+1 t k!
0
1
V této praci budeme pouZivat prvni z nich (tedy E,, f = L [ K, (t) f™ D (t)db).
0

2.2 Vlastnosti Peanova jadra
Nasledujici véta ukazuje, jak mizeme pomoci Peanova jadra vyjadiit chybu
kvadraturni furmule @,,.

Véta 2.4. 3
Necht f € C*1([-1,1]), kde k > 0 a Q,, je kvadraturni formule algebraického

1
stupné presnosti m > k. Pak pro chybu E,f = [ f(t)dt — Q,f plati
1

kde K(t) je Peanovo jadro kvadraturni formule @, tadu k.

Diikaz. Mé&jme funkci f t¥idy C**! na intervalu [—1,1]. PouZijeme vé&tu 2.2
a dostavame rovnost

F@) = D+ @+ DF D)+t o

@+ D=1+

3[1], str.95
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Déle uvazujme kvadraturni formuli ),, algebraického stupné presnosti m > k.
Na funkci f aplikujeme linearni funkcional FE, a vyuzitim algebraického
stupné piesnosti (tj. E, () =0 proi=0,...,m) dostavame

1

—1

1
= l;/f(k+1)(t)Eﬁ(x—t)’idt: i/K@)f(kJrl)(t)dt.

Véta 2.5. 4
Pro dany interval [a, b], funkci f a kvadraturni vzorec Q,, je vyjadreni Peanova
jadra K, ;(t) pro pevné k jediné.

Diikaz. Plyne piimo z konstrukce Peanova jadra. O]

Véta 2.6. °
Peanovovo jdadro K, x(t) md nulové body ndsobnosti nejméné k pro t = £1
a plati (i + 1)Ky (t) + K, ;,1(t) =0, proi =0,....,k — 1.

Diikaz. Postupné dosadime do vzorce z véty 2.4

1

Bof = o [ K@

-1

4[1], str.99
5[1], str.100
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za k =i ak =i+ 1, tim ziskdme vyjadfeni chyby kvadraturni formule
ve tvaru

Integraci per partes dostavame rovnost

1

[ K £ (0)de =

-1

1
(i+1)

@jUJKWH“VMﬂ“ﬂz_

1

i | KO0,

Tato rovnost musi platit obecné, tedy i v pripadé, ze

FED(=1) £0, fOI(1) £0.

Ziejmé pak musi platit rovnost K, ;11(—1) = K, ;41(1) = 0.
Nebot K, ;+1(—1) = Kpi11(1) =0 pro i = 0,...,k — 1, plati tedy i rovnost

Kni(t) = —H%K,’%Hl(t), pro kazdé i = 0,...,k — 1.
Nasobnost nulovych bodii nejméné k ziskdme pouzitim matematické indukce
podle k. O

Nyni uvedeme bez dikazu (jez je mozno nalézt v Jarnik [2], str.198) pomoc-
nou vétu, kterd ndm umozni dokézat diilezitou vlastnost Peanova jadra.

Véta 2.7. (1. véta o stfedni hodnoté)
Necht a, b jsou redlnd c¢isla takovd, Ze a < b, necht funkce f, g jsou spojité na

b
[a,b], necht funkce g > 0 na [a,b] a [ g(x)dx # 0. Pak existuje bod £ € |a, b

takovy, Ze platifbf(x)g(x)dx = f(&)fbg(x)dac.

14



Nyni jiz mizeme vyslovit a dokazat velmi dtilezitou vlastnost Peanova ja-
dra, které neméni znaménko. Nasledujici véta ukazuje, jak mtzeme pomoci
Peanova jadra oddélit vlastnosti kvadraturni formule (),, a funkce f samotné.

Véta 2.8.

Necht Q,, je kvadraturni vzorec (algebraického) rddu m, necht f € C™*1([a, b])
a necht Peanovo jadro K kvadraturniho vzorce Q,, neméni znaménko na |a, b|.
Pak ezistuje & € [a,b] takové, Ze

E,f = a/f(t)dt—Qn(f) = (mil)!fm“(ﬁ) (a/tm“dt—Qn(tm“)> =
1 m+1 1 m+2 m+2 m+1
= o (§)<m+2(b — ™) = Qu(t ))-

Dikaz. 7 véty 2.4 vime, ze chybu E, kvadraturni formule (), pro danou
funkci f mizeme psat ve tvaru

b b
Bof = [ f0dt = Qu(f) = — [ 1m0 @)K (@)

Podle pfedpokladt véty Peanovo jadro K (t) kvadraturni formule @,, neméni
znaménko. Podle véty 2.7 tedy existuje bod £ € [a, b] takovy, Ze plati

b b
1
Ef = [ f@)dt = Quf = — £V (e) [ K (1)t
b
Zbyva tedy vyjadrit f K(t)dt. Polozme f(t) = t™*!

b
/tm+1dt Qn(t™) = / m+ 1) K(t

7 toho uz snadno dostavame rovnosti

/bK(t) = mil (/btm“dt—Qn(tm“)> -

_ 1 1 m—+2 m-+2 m+1
- m+1(m+2(b —a") - Qult ))'

15



2.3 Vypocet Peanovych jader

Radauova formule

Hledame Peanovo jadro Radauovy kvadraturni formule, jez je dana vzorcem
(uvedenym v Engels [1], str. 96)

Qsf = J1F(0) +3f(5) + (1)

7 definice 2.3 dostavame pro k = 0 rovnost

Kso(t) = Ej(z—1t)} =
1

= /(x—t)id:c—i (0—t)1+3(;—t)1+(1_t)g ,

Na intervalu [0, %) tedy plati rovnost
1

Jdr—3B3+1=1-t—1=—t

t

a na intervalu [%, 1}

1
Jdr—1=1—-t—1=—-t43
t
Pro Peanovo jadro K3(t) tedy plati rovnost
—t, te [O, %)
ngg(t) =
—t+3, teli].

Funkce K3 je zfejmé nespojita v bodé %

16
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Obr. 621, K370(t>

Pro k = 1 dostavame

Ks:1(t) = Ej(z—1t)} =
1

/(x—mdx—i (o—t)1++3<:1))—zf)1++(1—t)1+ |

1
tf(x—t)dx— BE-t)+(1—t)) =22 —t+3 -1 431411
a na intervalu E,l}

1
{(:c—t)dx—i(l—t):%t2—t+§—i+§:%t2—§t+i

0
Na intervalu {0, %) tedy Tesime rovnost
Irgcl
41°\3

Pro Peanovo jadro K3 ;(t) dostavame tedy vztah

12, te [O, é)
K371(t) -

Soustfedme se nyni na nékteré dilezité vlastnosti funkce K3;. Nejprve
ovéfime spojitost této funkce ve vSech bodech intervalu [0,1].  Posléze uka-
zeme, ze jeji prvni derivace v bodé % neexistuje.

Funkce K3 je na kazdém z intervalu [0, %), [%, 1] polynomialni a tedy ziejmé
spojita.

Zbyva dokéazat spojitost v bodé %

17



Hodnota funkce K3, v bodé % a jeji limita zleva v témze bodé se rovnaji.
Funkce K3 je spojita v bodé % a je tedy spojitd na celém intervalu [0, 1].
Nyni vySetfime diferencovatelnost funkce K3;. Existence a spojitost deri-
vace prvniho Fadu je na kazdém z intervali [0, §) a (3, 1] zfejma (v bodech
0 a 1 uvazujeme pouze jednostranné derivace). Spocteme podle definice
hodnoty jednostrannych derivaci v bodé %

lim K3,1(%+h)—K3,1(%) — lim %(%+h)2—%(%)2 _1

h—0— h h—0— h 3

lim KGN =Ksa(3) 15, G =1GH+5-3(G) =1+
h—0+ h h—0+ g

AN
ot

12°

Hodnoty jednostrannych derivaci prvniho fadu v bodé % se nerovnaji, tudiz
derivace v tomto bodé neexistuje.

0.04¢

Obr. 622, Kg’l(t>

Pro k = 2 dostavame

Kgg(t) = Eg(l‘—t)i:

1

= O/(x—t)idx—i (0—t)i+3(;—t)i+(1_t)i :

18



Na intervalu {0, %) tedy dostavame rovnost
1
J@—t)?de —L[3G 12+ (1 -t = -1+ —t+i -3+l L -

t
142 1 1 1.3
gt — =3l

a na intervalu [%, 1}

1
tf(:r—t)Qda:—i(l—tP = 3342t — 2Pt = -1+ 3+

Peanovo jadro K3»(t) je tedy dano rovnosti

~113, telo})
Kg,g (t) =

Ovéfme nyni spojitost funkce K3, na intervalu [0,1]. Opét staci omezit
se na vysetfovani spojitosti funkce K32 v bodé % zleva.

Jim Kaa(t) = lim —36* = 5(5)" =~

Kyo(3) = =30 16" —2() + 15 = =&

Rovnost funkéni hodnoty Kj3»(3) a limity lim Kj(t) dava spojitost na ce-

tﬂgf

1
3

lém intervalu [0, 1].

-0. 005

-0.01

-0.015

-0.02

Obr. 623, K372 (t)

19



Pro k = 3 dostavame

Ks3(t) = Ej(z—1t)3 =

1

Jtw—otde— 3 [0- 0% +3G- 0%+ -0

0

Na intervalu {0, ) tedy plati rovnost

1
3
BE- 2+ (1 —tP] =t -+ 32—t 1437 324
1 1 143 3 3 1 _ 144 1

d-mta =1t

a na intervalu [% }

1

Jl@—t)Pde — 31—t =3 -+ 32 —t+ T+ 33 - 32+ 3t — 1 =
t

144 343 342 1

U (AR T 13

Pro Peanovo jadro K3 3(t) dostdavame celkovou rovnost

$# L t e [O, %)
Kys(t) =
O A LA RN

Ukazme spojitost funkce K33 na intervalu [0,1]. Nasledujici rovnosti do-
kazuji spojitost funkce K33 v bodé % a tedy i na celém intervalu [0, 1].

fip Kao(t) = Tim 20— k= A0 - b= -4
t—>§— t—>§—
Koal3) = 10— 300+ 30 - 1) = —&

20



-0. 005
-0.01
-0. 015
-0.02
-0.025

Obr. 624, K373(t>

Simpsonovo pravidlo

Hleddme Peanovo jadro Simpsonova pravidla, které je dano nasledujicim
vzorcem (prevzatym z Segethova [5], str.67)

Quf = 510) +47(3) + F(1)].

Pro £ = 0 dostavame rovnost

K3o(t) = Ej(x—1)] =
1

= O/(x—t)(}rdx—é (0—t)i+4(;—t)9r+(1_t)i :

Na intervalu [0, %) plati

1

Jdr —iA4+1]=1-t—-2=—t+}
¢

a na intervalu [%, 1}

1
1 _ 1 _ 5
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Pro Peanovo jadro K3 (t) dostavame vztah

~t+3, tel0})

,1].

ngg(t) =
—t+3, te|

DN |~

Funkce K3 je nespojitda v bodé %

2 0.4 | 0.6 0. 1
0.1/
-0.2/

-0. 3}

Obr. 625, K370(t>

Pro k = 1 dostavame

K3.(t) = Ej(x—1t)) =

= O/(x—t)idx—é (0—1&)1++4(;—1t)1++(1—zf)1+ :

Na intervalu {0, %) plati rovnost

1
tf(:c—t)dx—%[zl(%—t)ﬂl—t)]:%tz—t+§+§t—§+%t—%:§t2—%t

a na intervalu [%, 1}
(

1 _ 142 1 1 1 142 5 1
li-t=2—t+i+-L1=1r 541

Pro Peanovo jadro K3(t) tedy plati rovnost

121y telo,})
Ksa(t) =
" WS+l teld1].



Ovérenim spojitosti funkce Ks; v bodé %,

na celém intervalu [0, 1], nebot je na intervalech [0,3) a |
polynomialni a tedy jisté spojita.

ziskdme spojitost této funkce

1.1] po castech

Diky této rovnosti je funkce K3, spojitéd na celém intervalu [0, 1].

o Ksa(3+Hh)=K31(3) 1. 3G+HR)*P-5GHR)-3G)2-5(3) _ 1
lim = ’ lim o =3
h—0— h—0—
lim K31(3+h)-Ks1(3) _ lim 33> -§(G+M+3-3(3)°-2G)+g _ 1
h—0+ h h—0+ h 3

Hodnoty jednostrannych derivaci v bodé % jsou navzajem ruzné, tudiz funkce
K}, neni v bodé¢ ; definovéna.

0.04
0. 03
0.02

0.01

0.2 0.4 0.6 0.8
-0.01

Obr. &.2.6, Ks3,4(t)

Pro k = 2 dostavame

Ksp(t) = Bz —1)} =
/(:c—t)id:c—é (0—t)i+4(;—1t)i+(1—t)2+ .

Na intervalu {0, %) tedy fesime
1
tf(m—t)zdx—%[4(%—t)2+(1—t)2] = -4 —t+i-22 42—+ -1 =
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—3t3 + 12
a na intervalu [%, 1}
1
tf(a:—t)Qd:c—%(l—t)Q =P+t P+ it = 23+ 32— 214 1
Peanovo jadro Kj3(t) je dano vzorcem
13 | 142 1
—i g telo3)
Kso(t) =

Funkce K3 je spojitd na intervalu [0, 1], nebof je na kazdém z intervalt

[0,1), (,1] polynomiélni, tedy zfejmé spojita.

Diky rovnosti hodnot jednostrannych limit v bodé % je funkce K3y spo-
jita na celém intervalu [0, 1].

0. 006
0. 004
0. 002

0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0. 002

-0. 004
-0. 006

Obr. 627, K372 (t)

Pro k = 3 dostavame

Ks3(t) = Ej(z—1t)3 =

= O/(x—t)ida;—é (0—t)i+4(;—t)i+(1_t)i ,
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1

, 2) tedy plati rovnost

Na intervalu {0
1

Jx—tPde— 4G —t)P+(1—-t) )=t -+ 32 ¢+ L+ 28 2 L4 —
t

R N R R

a na intervalu [%, 1}

6
144 543 2 1 1

1
[(x—t)3dx—l(1—t)3 =t Pt g gt — g =
Pro Peanovo jadro K3 3(t) plati

Ks3(t) =

Dokazme nyni spojitost funkce K33 na intervalu [0,1]. Stejné jako v pred-
chozich pripadech staci ovérit spojitost funkce K33 v bodé %

-0.001

-0. 002

-0. 003

-0. 004

-0. 005

Obr. 628, K&g(t)

Pro vypocet Peanovych jader vyssich fadi mizeme také pouzit vétu 2.6,
kterd dava vzorec )
K ..1(1).

Kni(t) = T i
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Pak pro Peanovo jadro fadu i + 1 ziskdvame rovnost

Kpipa(t) = —(i +1) / K i(r)dr.
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Kapitola 3

Minimalni kvadratura

3.1 Minimalni kvadratura pro spojité funkce

Na prostoru C' ([—1, 1]) v8ech spojitych funkei na intervalu [—1, 1] definujeme
normu funkce jako ||f|| = sup{|f(z)|; |z| <1}. Necht je dana funkce f
spojité ve vSech bodech intervalu [—1,1]. Méjme déale kvadraturni formuli

Q,, takovou, ze Q, f = i A;f(z;). Pro jeji chybu E, tedy plati
i=1

Ef = [ 1) -3 Af(e). (3.1)

Pouzijeme-li na vzorec (3.1) trojihelnikovou nerovnost, ziskdme odhad ab-
solutni hodnoty chyby kvadraturni formule

1

< [1f@)dz + 314 5w <

-1

n

ZAz‘f(fEi)

=1

+

[Enf] < Uf(x) d

. (/ m+z|fm) 1= (24 St .
1 i=1 i=1

Polozime-li nyni o,, = 2 + f: |A;|, ziskdvame nerovnost |E, f| < o, || f]|.
i=1

Konstanta o,, zavisi pouze na kvadraturni formuli @,, (tedy na vahich A;),
ne vSak na funkci f, naopak norma || f|| zavisi pouze na funkci f, nikoli vSak
na kvadraturnim vzorci ,,. Vlastnosti kvadraturniho vzorce @),, a funkce f
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jsou zde oddéleny.
Pro kazdy kvadraturni vzorec algebraického stupné presnosti alespon 0 plati

n n
> A; = 2. Z trojuhelnikové nerovnosti dostavame Y |A;| > 2, pricemz
i=1 i=1
rovnost nastava pravé tehdy, kdyz plati A; > 0, pro vSechna i = 1,....n.

Minimalni kvadraturni formule, pokud existuje, bude mit tedy zfejmé neza-
porné vahy.

Budeme se tedy pro danou funkci f snazit nalézt takovy kvadraturni vzorec,
aby konstanta o,, v odhadu |E, f| byla minimalni. Hleddme na dané tfidé
funkci optiméalni kvadraturni vzorec. Pfi tomto hledami budeme postupo-
vat jako v Engels [1], str. 108-112.

Existuji dva zptsoby, jak 1ze v tomto hledani postupovat. Jeden z nich vy-
uziva aproximace funkce f polynomy a spliny, druhy vyuziva aditivity inte-
gralu vzhledem k intervalu integrace (dale uz jen aditivity integralu).

Odhad pomoci polynomu
Necht @,, je kvadraturni formule, pro jejiz chybu E, plati
lim E,g =0,

kde g je libovolny polynom. Pro danou funkci f a libovolny polynom g
muzeme diky linearité funkcionalu FE, a trojuhelnikové nerovnosti psat

| Enfl = En(f — 9+ 9)| < |E(f = 9)| + [Engl,
kde zfejmé nhr{)lo |E,g] = 0. Necht ma dale kvadraturni formule @),, algebraicky
stupen pfesnosti k(n) > 0 a g je libovolny polynom stupné k(n), pak je
E,g = 0 pro véechnan < k(n). Definujme algebraickou aproximacni chybu
em(f, ), pro kterou plati vzorec

lem(f, )| = min{[|f =gl g € B}

Pouzijeme-li nyni algebraické aproximacni chyby e,,(f, z), dostavame odhad

Bufl = (24 A1) len (R0l + 1Bl = e ()] + | Eu]
i=1
Ziskali jsme tedy konvergenci, pokud aproximacni polynomy ¢ konverguji
k f pro n — 0 stejnomérné a pokud je o, omezené.

Obdobnym zptisobem postupujeme, pfi aproximaci spliny nebo trigonome-
trickymi funkcemi.
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Odhad pomoci aditivity
Vyuzijeme-li aditivity integralu, tedy

1 -Tz+1

/f dx—/f dx—i—Z/ dx—l—/lf(x)dx

—1 =1 X5

dostavame

Ti41

E,f— /f dm+z</ dm—Af(xz)), (3.2)

T

Tit1
kde x,+1 = 1. Protoze plati [ f(z;)dx = (241 — ;) f(z;), miZeme zapsat

chybu kvadraturniho vzorce ve tvaru

Ti41

f

T

E,f— /f dm—i—z

— f(z)) dz + (Tip1 — 2 — Ay) f(xz-)] :

Definujeme konstantu
hy = SUP{|$i+1 - $Z| pe=1, 7n}
a funkcional

wi(f) =sup{|f(z) — fW)l; |[v—y| < h}.

Po dosazeni tedy ziskavame odhad

[Enfl < {lon + 1+ |2 — 2 — Ai\] [P+ 11 = 21| wn, (f) =
i=1
= [z + 1+ |wip1 — 21— Ail + 1 — 21| wn, (HfH)} I£1l-
i=1
Polozme nyni
_ 3 f
On =1+ 1+ |wis1 — 2 — A +]1 - x1|whn(HfH) (3.3)
i=1

a pouzijme o, k odhadu chyby E,f. Tento odhad ale zcela neoddéluje
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vlastnosti funkce f a kvadraturni formule @),,, protoze konstanta o, zavisi
na funkeci f.

Hleddme optimalni kvadraturni vzorec @, pro danou funkci f (tj. hleddme
vahy A; a uzly x; tak , aby konstanta o, byla minimalni). Ze vzorce (3.3)
vidime, ze w nezavisi na hodnotach vah A;. Budeme se proto snazit mini-
malizovat nejprve h, a toho dosdhneme pravé tehdy, kdyz déleni intervalu
[—1,1] bude ekvidistantni. Ziskavame tedy konstantu h,, a uzly x; kvadra-

turniho vzorce @, ve tvaru h, = —nil,

21

x,=—1+1th,=-1+—,
n+1

1=1,..,n.

Chceme dale minimalizovat odhad ve vzorci (3.3). Jak jsme jiz zminili,
funkcional w nezavisi na vahach A;, mizeme je tedy zvolit libovolné a to

n
tak, aby > |ziy1 — 2 — Ai| = 0, tedy
i=1
Ai:le_l‘i:nfﬂ’ 221,777/
Po dosazeni do vzorce (3.3) dostavame

. 2 _ 2 i B 2
T T T (||f||>_n+1l1+w

2 2
n+1 n+1

f
()| -
/1

Diky spojitosti funkce f vime, Ze }lbirr(l) wn(f) = 0. Budeme se tedy snazit

najit o, ve tvaru o, = awhn(ﬁ), kde « je konstanta. Zménine tedy roz-

misténi uzlii, abychom odstranili prvni s¢itanec |x; + 1]. Toho doséhneme
umisténim uzlt z; podle vzorce

xv,=—140G—-1h,, i=1 ..,n
Pro konstantu h,, plati rovnost h, = % Stejné jako v predchozim ptipadé
volime

2 .
Ai:$i+1_xi:ﬁ> 2:1,...,n.

Dostavame tedy 7, = ZWQ(ﬁ).

Méme tedy vzorec pro kvadraturni formuli

1—1

=1
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a jeji chybu

1 1'2'+E
n '_1
Enf:_/lf(:z:)d:c—@nf:; / (f(z) — f(2)) da, 3:2-:_14_2271 .

Zbyvéa dokazat, ze tato kvadratura je skutecné ”optimalni” pro danou funkci

feC(-1,1)).

Véta 3.1. ¢
Necht f € C (|—1,1]). Pak konstanta o,, = ng(ﬁ) je asymptoticky nejlepsi
moznd. !

Driikaz.

Hleddme spojitou funkei f takovou, Ze ‘En f ’ =0, H f H )

Vezméme funkci f takovou, ze E,f = o, | f| a zaroven plati ||f| = 1.
Takovou funkci je napt. nasledujici nespojita funkce f

-1, r=—1
f(z) = ,
1+ 250 e (), =200+ 1 (Tap = 1)

Volme nyni libovolné (dostate¢né malé) e > 0 a definujme funkei f. jako
spojitou aproximaci funkce f

-1, r=—1
felw) =4 Ew—zig)+(-1+ 22z € (w1, w1 + €]
—1+@, S [.1'1',14‘8,1'1'],

kdei=2,...,n+1a (x,,1 =1). Snadno spocteme
1 n .
Jlf@) = L@l dr =3 = =c.

-1 =1

1], str.111
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Nebot ziejmé plati f(x;) = f.(x;), pro kazdé i = 1,..n + 1, dostavame
rovnost

an = ana

Vyuzitim linearity funkcionalu FE,, ziskdvame rovnost

Enf — Bofe = Eo(f — f.) = / (f(z) = f.(2))de = .

Konstanta o,, ma pro funkci f i pro funkci f. stejnou hodnotu

f Je . e 4
on =2w2 () = 2wz ( ) = lim 2w ( )= —.
Il P A VA
Na druhou stranu plati
zi+2

Pro funkci f. zfejmé plati ||f.|| = 1 a navic E,, f. = 0, || f|| —e. Tedy jisté
lim E, f. = o, ||f]] -
e—0

O

3.2 Vyuziti Peanova jadra pfi hledani mini-
malni kvadraturni formule

Nejprve uvedeme definice norem v Lebesqueovych prostorech L ([—1,1])
a bez dikazu (jez miZeme najit v Rudin [4], str. 80-81) vyslovime vétu
o Holderové nerovnosti.

Definice 3.2.
Necht je p € [1,00), pak na prostoru LP ([—1,1]) definujerme normu funkce
1

fiao 11, = (£ rop @)
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Definice 3.3.

Necht je p = oo, pak na prostoru L ([—1,1]) definujeme normu funkce f
jako || fIl = ess sup {[f(t)]; ¢ € [-1,1]}.

Je-li funkce f navic spojitd na intervalu [—1,1], definugme normu funkce f
jako || f|| = sup {|f(t)]; t € [-1,1]}.

Véta 3.4. (Holderova nerovnost)
Necht f, g jsou méfitelné funkce na intervalu [—1, 1], necht p, q € (1, 00) jsou
takové, Ze plati % + % =1. Pak

IFglly < A1, gl -

Nyni muzeme pristoupit k vlastnimu odhadovani chyby kvadraturni for-
mule, pfi¢emz budeme postupovat jako v Engels [1], str. 112-114. Mé&jme
funkci f t¥idy C* na intervalu [—1,1] takovou, Ze pro jeji k-tou derivaci
plati f®) ¢ L?([~1,1]), pro n&jaké p € [1,00]. Dale mé&me kvadraturni
formuli @,,. Ozna¢me jeji algebraicky Fad presnosti deg(Q,). 7Z véty 2.4
vime, ze chybu kvadraturniho vzorce FE,, f mtizeme pro k < deg(Q,,) psat ve
tvaru

1
E.f - (k;—ll)' [ K170
1
Pro jeji odhad tedy dostavame
] 1
B Gy [ 1K @10 0] de (3.4)
1

Necht p € (1,00). Pouzijeme Holderovu nerovnost na vzorec (3.4), pro
p,q € (1,00) takové, ze Il? + % = 1 a dostavame

|Enf] < (k—ll)' (/ | Ko ()] dt)

1 q
Polozime-li o,, = ﬁ ( [ [ Kgn(t)]? dt) , mizeme nerovnost psat ve tvaru
\0

s}
h
\»—-
~
=
—~
=
=
U
~
N————
=l

Enf] < 0n|f®)

)
p
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kde o,, zavisi pouze na zvolené kvadraturni formuli (tj. nezavisi na funkei f)
a norma | f[|, zavisi pouze na dané funkei f (tj. nezdvisi na kvadraturnim
vzorci Q).

Necht p = co.  Pak pouzitim definice normy || f|| , a vzorce (3.4) dostavame

1
Buf| < sup [FO0)| [ 1Kna0)] dt
-1

(k= Del-11
1
Polozime-li o, = ﬁ J | Kgn(t)| dt, mizeme nerovnost psat ve tvaru
"1

|Enf] < on || £
Problém hledani optiméalni kvadraturni formule @),, k dané funkci f se tedy
méni na problém hledani uzli z; a vah A; tak, aby pro Peanovo jadro K (t)
1 1

bylo [ |K(¢t)|" dt, pfipadné [ |K(¢)|dt minimalni. Samotny vypocet roz-

—1 -1
misténi uzlt z; a hodnot vah A; mtze byt vsak znacné obtizny.
Nyni uvazujme piipad k£ > deg(Q,). 7Z véty 2.8 a definice Peanova jadra
plati pro chybu F, f kvadraturniho vzorce @), rovnost

1

k-1 £(r)
E.f =Y f T!(O)Enxw (k:—ll)! /K(t)f(k)(t)dt

Pro odhad chyby kvadraturni formule dostavame nerovnost

_ (r) 1
E.f] < z’f,(o)‘ |Ena’| + (k_ll), [E@ 159 w]at

-1

Aplikujeme-li na oba sc¢itance Holderovu nerovnost, ziskame nasledujici

e (£ (5)) (o) -
et o)




1, o RIS
Funkce g(z) = zv je pro x > 0 a ¢ > 1 monoténni, navic ziejmé

ki ('E”w)q >0

|
r=I T

1

[1@re=o.

-1

ot
(k= 1)y

Plati tedy nerovnosti:

(2 (IEZ;UTI>‘1>§ . (’é (yE;;UTy>q+ ((kll)!)q/jK(t)q);7
= (/ K(t)q)le < (z (B s o / K(t)q);.

Tim dostavame odhad

\E.f| < (I:Z_:j (IE;;pr]>q+ M_/l |K(t)|q>q <liz—:ll’f<r)(0)‘p>p+
(S (B gt [ wor) ([ieora)

Polozime-li nyni

i = (X)) (/ ]f““)(t)\pdt) |

1

B =

celkové pak pro |F, f| mame

k—1 |E, "] q 1 1 . @
\Enf\§(2< ) |K<t>|) 111

r=l

Tento odhad opét oddeéluje vlastnosti kvadraturniho vzorce @), a funkce f.
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Kapitola 4

Rombergova kvadraturni
formule

4.1 Bernoulliovy polynomy

V této kapitole se budeme vénovat vyjadieni chyby Rombergovy kvadraturni
formule pomoci Peanova jadra. Ukazeme nékteré vlastnosti Rombergova
kvadraturniho vzorce a porovname odhad chyby této kvadraturni formule
se slozenym lichobéznikovym pravidlem.

Nez prejdeme k samotnému vyjadreni Rombergova kvadraturniho vzorce,
zavedeme pojmy Bernoulliho ¢isla a Bernoulliho polynomu.

Bernoulliova ¢isla budeme definovat jako v Kofron [3], str. 185-193 pomoci

vytvorujici funkce
x
r)=—70,
fl) = =
pro x komplexni ¢islo.
Méjme tedy rovnost

x > B
ez_IZZ%)n—Ta:”, |z| < 2.
“— nl

Koeficienty B,, v této fadé nazveme Bernoulliova ¢isla.

Pro kazdé komplexni ¢islo x plati e* = io: %T Ziskavame tedy rovnost
n=0 "
x > 2"\ = B
— (p% _ — z —nn
r = (e 1)e$—1_(;n!>(§)n!x)’ |z] < 2.



Roznasobenim ziskame By = 1 a pro kazdé prirozené ¢islo n > 2 rovnost

BO Bl Bn—l

I o S}
ol T =1 T o

Pro vypocet Bernoulliho c¢isel tedy dostavame tento rekurentni vztah
BO — 1
nlfn+1
B, = L By.
ntl = ( k > k
Navic plati Bopiy =0 prok=1,2,....
Nékolik prvnich Bernoulliovych ¢isel mé nasledujici hodnoty:

B():].,Bl:—%,BQZ 7B4: ! Bﬁzé

— 35

D=

Podobné budeme postupovat pti definovani Bernoulliovych polynomii.
Vytvorujici funkci v tomto pripadé bude funkce dvou proménnych

t
r,t) = e’ —r0
f( Y ) et _ 17
kde ¢ je komplexni a z je realné ¢islo. Méjme tedy rovnost
t > B,
emt — (l’) tn
et—1 = nl

Funkce B, (z) v této fadé budeme nazyvat Bernoulliovymi polynomy.

Zde uvadime nékolik prvnich Bernoulliovych polynomi:

Bi(z) =z —
By(x) =a® —ax+ ¢

Bi(x) = 2% — 322 + L

By(x) = a* — 22% 4+ 2% —
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Bs(x) =2 — Sa* + 523 — ¢u

Bg(z) = 2% — 32° + 22 4+ 12?2 + L.

Déle uvedeme bez dikazu (ktery je mozno nalézt v Kofron [3] str.189 a
193) nékteré vlastnosti Bernoulliho ¢isel a polynomi, které pozdéji vyuzi-
jeme pfi vyjadieni Peanova jadra Rombergovy kvadraturni formule.

Derivujeme-li vytvorujici funkci f(z,t) podle proménné z, ziskdvame rov-

nost 2,1 0o !
e 3 By (z)
et —1 k!

k=0

.

Dosazenim snadno ovéfime platnost vzorce Bi(0) = By, pro k = 0,1, ...
Dale pro Bernoulliho polynomy plati

[ Bty = 116 (Be(1) = By) = 0

4.2 Richardsonova extrapolace

Nez ptrejdeme k Rombergové kvadraturni formuli, zminime se kratce o Ri-
chardsonové extrapolaci, ze které Rombergtv kvadraturni vzorec vychazi.
P¥i odvozovani postupujeme jako v Vitasek [6], str. 93-94.

Méjme funkci ¢ a takovou jeji aproximaci ¢(h), Ze pro chybu E(h) = p—¢(h)
plati asymptoticky vzorec pro h — 0

E(h) = wil?,
j=k

kde w; pro j = k,... jsou konstanty a w; # 0. Nyni provedeme stejny
vypocet pro dvé rtizna hy, ho, ziskdvame tak dvé aproximace ¢(hy), ¢(hs) a
jako novou aproximacni funkci vezmeme funkci ¢., definovanou vzorcem

1

Pe = M [hIfSO(]b) - hg@(hlﬂ-
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Pro funkci ¢, plati

00 hkhj_hkhj
P — Pe = Z Wi ﬁ
1 2

j=k+1

Polozime-li h; = ah, hy = bh, kde a,b jsou vhodnéa realna cisla, ziskdvame
pro chyby jednotlivych aproximaci nasledujici vzorce:

o —plh) = > widh
=k

o —plhs) = > wit/W
=k

0 k17 i1k

a®t’ — a’b

Y — e = g Wj—————
j=k+1 at — bt

R

Nejmensi mocnina h ve vyjadifeni chyby nové aproximacni funkce ¢, je vétsi
nez u chyb aproximaci ¢(hy) a @(hs), jejichz kombinaci byla aproximace
v, ziskdna. Tato aproximace je tedy ve vétsiné pripadd pfesnéjsi nez obé
aproximace pouzité k jeji konstrukei.

Volme nyni specidlné aproximacni funkci ¢(h) takovou, ze plati

E(h) = w;ih¥,
=k

kde w; pro j = k, ... jsou konstanty a wy, # 0. Pro funkci ¢, tedy ziskavame
vztah

1
Pe = B2k _ p2k [h%kgp(hQ) - hngD(hl)]'
1 —ha
Dosazenim h; = 2h, hy = h dostavame rovnost

1

71 e(h) —e(2h)),

Pe =

kterou dale vyuzijeme pri konstrukci Rombergova kvadraturniho vzorce.
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4.3 Rombergova kvadraturni formule

P1i vypoctu integralu pomoci Rombergovy kvadraturni formule se vyuziva
tzv. T-schématu®,

Too

Toq Tip

Topo Tig Top

Tor oo T

kde prvky 7pj prvniho sloupce spocteme pomoci slozeného lichobézniko-
vého pravidla pro hodnoty h = (b;—,f)
podle vzorce

. Prvky ostatnich sloupcii spoc¢teme

1
ka:

, 4m — 1 (4me—1,k+1 — Tm—l,k); m = ]., 27 (41)

Takto zkonstruovana posloupnost 7} ¢ = 4k1_1 (4’“Tk_171 —T}—1,0) obvykle kon-

verguje k hodnotam integralu rychleji neZ ptivodni posloupnost 7 j, ziskana
pomoci lichobéznikového pravidla.

4.4 Peanovo jadro Rombergovy kvadraturni
formule

Nejprve odvodime vzorce pro Peanovo jadro prvniho fadu slozeného li-
chobéznikového pravidla (prvniho sloupce T-schématu) a ukazeme nékteré
jeho vlastnosti. Pfi tom budeme postupovat jako v Engels [1], str. 383-386.
P¥ipomenime vzorce pro slozené lichobé&znikové pravidlo? s koeficientem h:%k:

Too = 5/(0) + 5£(1)

Tox = 505£(0) + f(3) + 3/(1)]

176], str.95
2[5], str.66
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Tor = Lk[*f( )+ Z f(ik) *f<1)]-

Méjme funkci f tiidy C™ na intervalu [0, 1] pro vhodné m € N. Pomoci
véty 2.4 zapiSeme chybu E2 ° f lichobé&znikového pravidla Tp ve tvaru

g f = [ ftyit = Too = [ f(t)dt - ;<f(0> + 1) = [ K0 Wt

kde funkce ng 1°(t) oznacuje Peanovo jadro lichob&Znikového pravidla prv-

niho fadu. Podle definice 2.3 spocteme funkci K2T7 1% a dostdvame

1 1
1 1
K,5°(t) :i/w B de—2[(0-D)1+(1-0)} ‘/ x——l ~t) = 5t(t-1).
0 t

(viz obr. ¢.4.1)
Plati tedy ziejmé rovnost Kgol’o (t) = Kg}‘)(l —t), pro t € [0,1].

Pro chybu E3T ! slozeného lichobéznikového pravidla Ty ; plati rovnosti

1
B = /f £)dt— T01—/f (0[P O+ )+ /(0] = [ K @)
0

kde Peanovo jadro K. 3T 11 () mizeme vyjadiit rovnosti

219 2 gl—ﬂﬂ-

1

KIV ) = [l =0 — L2004+ 04+
0

Dostavame vzorec pro Peanovo jadro K;f(i’l(t) slozeného lichobéznikového
pravidla T ;

12— 1, telo,3)

Kai'(t) =

-k el

jez mizeme strucné zapsat ve tvaru

11 1+ 1

K ) = 505 — (50— — 1)

)dt,



prote[% i) kde i =0, 1.
(viz obr. ¢.4.2)

Vsimnéme si nyni dvou vlastnosti funkce K 3T 11 (t). Zfejmé plati rovnosti
o Ku0M(t) = K3y (1—1), telo]]
o Ki'(t) =K1, te(o]]

K30 () = LR,50 02t - 1), te

coZ snadno ovérime dosazenim.

Nez prejdeme k obecnému vzorci pro slozené lichobéznikové pravidlo, odvo-
dime jesté vzorec pro Peanovo jadro kvadraturni formule 7, dané vzorcem

Top = 5(5£(0) + f(D) + fFG) + £(3) + 3£ (D).

7 definice 2.3 ziskdvame rovnost

K2 = [(r—t)de—20-t)  + (A=) + (A -0+l +(1-1)L].

NI

O%»—A

Po tpravé tedy mame

To,2

K5y (t) =

142 7 3 3
-4+ 2 teld 1],

coz muzeme zapsat nasledujicim zptisobem
1.4 1+ 1

K35 (t) = 5(1 —t)(

prot €[4, %1)3 kde i =0,1,2,3.
(viz obr. ¢.4.3)

3Pro zjednoduseni zépisu nadale uvazujeme interval obsahujici bod 1 jako uzavieny.
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I zde plati pro funkci K, 5T 1% (t) obdobné vlastnosti jako v pripadé K; 3 (t):

o K,5%(t) = K332 (1—1t),  tel0,1]
To,2 _ 1 To,0 . . i i+l
o K51°(t) = s K00° (4t —i), ©=0,1,2,3 prot e [f, ).
Odvodme nyni obecny vzorec pro Peanovo jadro K2k 1, ,(t) prvniho sloupce

Tox T-schématu, tedy pro slozené lichobéznikové prav1dlo s koeficientem
h=4:
2k

1
By f (1) = [ e dt—TOk_/KQTQjM (1)t
0
1 k
Ko 1 1 2 1 ' 1
0

Matematickou indukei dostavame pro Peanovo jadro K, (t) vzorec

2k4+1,1

- 1 i+1
Koyl () = 5(?—&(7 —1),

pro t € [5,5), i =0,..,28 — 1 a odtud vyuzitim aditivity integrélu
vzhledem k intervalu mtegrace ziskdme obecny vzorec pro chybu Ezk +1( )

slozeného lichobéznikového pravidla Tj 4

T 1 2k 1 2'1C Z—|—1
Byl (1) /f t)dt — Ty = Z /2 Qk— 72k —t)f"(t)dt,
0 i
ok

kde pro Peanovo jadro KQ,? 0, L (1) plati

7o 10 i+l 1 ook
K2£f1,1(t) = 5(? - t)(? —1) = 1k 1 (2% — 1),

kde i = 0,..,28 —1 pro t € [2%, 7“;—,}) Peanovo jadro kvadraturni formule
Tox je 55 periodicka funkce (zmensend kopie Kg %0(t)). Funkce K.¢ 11 (D)

je zfejmé spojitd na celém intervalu [0, 1], nebot je na kazdém z intervald
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[2%, Z;r—kl), proi=0,...,
rovnost
lim Ko
t—>2k
pro kazdé i = 1,...,2% — 1.
To,k
K213+1,1(t) <0,

Funkce K

2k+1 1

-0.02
-0.04
-0.06
-0.08

-0.1
-0.12

Obr. &.4.1, K,3°(t)

2% — 1, polynomialni, tedy i spojité.
o KTO,k Z
( ) 2‘“—1,1(?)7

Snadno tedy ovéfime platnost nerovnosti

€ [0,1].

(t) tedy neméni na intervalu [0, 1] znaménko.

-0.005

-0.015

-0.025

Obr. &.4.2, K33 (t)

Soucasné plati

-0.002

-0. 004

-0.006

-0.008

Obr. ¢.4.3, K35 (t)

Vratime se nyni k druhému sloupci T-schématu a pomoci Richardsonovy
extrapolace vyjadiime vzorec 17 . Vyuzitim rovnosti (4.1) ziskdvame pro
chybu kvadraturni formule 7} o vztah

EJf = /f t)dt — T1o—/f dt—*[4T01—Too / K3 (1) f"(t)dt.

Ztejmé plati rovnost

KT (t) = SR (1) - KI3°(0) (4.2)

3
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Miizeme tedy chybu Ej° zapsat ve tvaru

B p = [ SR (0 — KIS (0] (0t

Dosazenim do vzorce (4.2) ziskdvdme pro Peanovo jadro ng 1°(t) Romber-
govy kvadraturni formule 7} o rovnost

K33°(t) =
1 5 1 1
sP—gt+3, te(z 1]
(viz obr. ¢.4.4)

Stejnym zpusobem konstruujeme vzorec pro Peanovo jadro ng 1! kvadra-
turni formule 73 ;. Plati tedy nésledujici rovnosti

thLﬁﬁﬁ—ﬂgzbﬁw—émh—%ﬂzjﬁywﬂ@ﬁ

Dosazenim do rovnosti
T11 _ To,2 To,1
Kai'(t) = 5 [4K - K35,

1

Cde s o T
ziskdvame vzorec pro Peanovo jadro K57 ve tvaru

2 — 55t tel0, 1)
142 5 1 1 1

1 7 1 1 3
L T ILE )

1,2 11 5 3
st =t -+, telg 1]
(viz obr. ¢.4.5)

Obecny vzorec pro druhy sloupec T-schématu

1 1 2 2 2' 42k1 j 1
ﬁ{gf(o)"‘gz Zf 3f(1)]‘

Ty =

45



Pro chybu kvadraturni formule 77 ;, plati rovnost

1 1
O/ Ft)dt — T py = 0/ F(6)dt — ;[4T0,k CTy] =

- ;/[4K2k+1,1(t) — Koe1 111 ()] f" () dt.
0

Na obrazcich ¢.4 a ¢.5 vidime grafické znazornéni Peanovych jader prvniho
fadu kvadraturnich formuli 77 a 7} 1, tedy ng (t) a K, 5T ().

0.04 0.01
0.03 0. 008
0. 006
0.02
0. 004
0.01 0. 002
0.2 /0.4 0.6\ 0.8 2 0.4 Nos o
-0.01 -0.002
Obr. &.4.4, K3:°(t) Obr. €.4.5, K; ()
r.c4.4, K3y r. 4.5, K57

Stejnym zptusobem odvodime vzorce pro dalsi sloupce v T-schématu.
Pro ilustraci jesté uvedeme vzorec pro Peanovo jadro prvniho fadu kvadra-
turni formule 75

1,2 7 1
3t — 55t tel0,3)

1,2 13 4 11

T20 §t - %t—‘l_ E, te [Z,E)
K5’1’ (t) - 1,2 17 7 1 3
2wl 1€

1,2 83 19 3
2-Brp 0 e 3

Na obrazcich ¢.4.6a az ¢.4.6d vidime prvni ¢tyti Peanova jadra prvniho radu
Rombergova kvadraturniho vzorce 7T} o, pro k = 0,1, 2, 3.
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0.2 0.4 0.6 0.8 0.04
-0.02 0.03
-0.04
0.02
-0.06
0.01
-0.08
-0.1 0.2 /0.4 0.6\ 0.8
-0.12 -0.01
Too y T1,0
Obr. ¢.4.6a, K, Obr. ¢.4.6b, K37 (1)

0. 003
0.01
0. 0075 0.002
0. 005
0.001
0. 0025
.2 0. .6 0.
-0.0025 w W w \/1
-0.005 -0.001

Obr. &.4.6¢, K;3°(t) Obr. &.4.6d, Ko 3°(t)

Jak vzapéti uvidime, budou pro nas velmi dilezita Peanova jadra vyssich
radi. Nejprve uvedeme nékolik vzorcil téchto Peanovych jader a popiseme
jejich zajimavé vlastnosti, které posléze shrneme do véty.

Vyuzijme nyni vzorce pro Peanovo jadro kvadraturni formule Kg 1°(t) a po-
lozme

Rsa(t) = K3i°(t),

t

K3,2(t) = /Rg’l(T)dT,
0
t

Kas(t) = / Ksa(7)dr.

0

Pro funkci K34(t) tedy plati vzorec

‘o ot — 1wt te(o.3)
Kaalt /K
0

143 5 42
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0. 003
0. 002
0. 001

-0. 001
-0. 002
-0.003

Obr. 647, Kgg(t)
a pro funkci K3 3(t) ziskdvame rovnost

t 2—14154 — %t?’, te o, l)
Ksa(t) = /K3’2<T)dT B 1 5 1 1 1 1
4 3 2

0.2 0.4 0.6 0.8 1
- 0. 0002

-0. 0004

- 0. 0006

-0. 0008

Obr. 648, K373(t>

Dosazenim snadno ovéf{me platnost rovnosti K3,(3) = 0. Pro t € [0, 1]

2
plati pro K3 2(t) rovnosti

Kso(t) = 313 — 5t?
“Kaa(1-t) = = [J0 -0 = HO -2+ 50— 0) = ] = 40— £

Pro K3 3(t) dostavame na témze intervalu

48



Tedy ztejmé

Kaa(t) = —Kya(1—1) te o, ;]
K&g(t) = K3,3(1 — t) t e [O, ;]

Nyni tento konkrétni piipad zobecnime a dokédZeme obecnou platnost vyse
uvedenych vlastnosti.

Véta 4.1. (Bauerova véta)*
Meéjme rekurentné zadanou posloupnost vzorci:

Ki(t) = —3t(1 —¢) t €10,1]
7 [Kaj-1(2t) — Ky a(1)], tel0,3)
Ko a(t) =
o Ko 1 (2t = 1) = Koy ()], t€[3,1]
ng(t) = jKQj_l(T)dT, t - [O, 1]
K2j+1(t) = fKQj(T)dT, t e [O, 1]
pro j = 1,2(,)....

Pak plati nasledujict tvrzeni:

1. K;j(1—1t)= (-1 K;(t), pro t € [0,1]
K;(t) <0, prot e |0,3]
K;(0) = K;(1) = Ky(35) =0

Ksj_1(t) monotdnné klesd na intervalu [0, %]

2
7 Lo
Eyrif = Off(Qj)(t)szfl(t)dt;

kde Ks;_1(t) neméni na intervalu [0, 1] znaménko.

e

4[1], str.386
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Diikaz.

Tvrzeni 1:

Dtikaz tvrzeni 1 provedeme pomoci matematické indukce podle j:
Pro funkci K;(t) podle definice mame vzorec

1
Ki(t) = —gt(l —t) (4.3)
a tvrzeni 1 zfejmé plati.
Pro K(t) plati rovnost
‘o 6t = 1t’ teo,3)
Ko(t) = / Ro(r)dr = (4.4)
1,3 _ 542 1 1 1

A pro funkci K3(t) méame podle definice vzorec

144 143 1
t 2t — 36t tel0,3)
Ky(t) = / Ko(7)dr = (4.5)
1 5 1 1 1 1
0 gttt — 5t + 31— 5t 4+ te [z 1]

I zde dosazenim snadno ovérime platnost tvrzeni 1.
Nyni predpokladejme, ze rovnost z tvrzeni 1 plati pro j = 21 — 1, kde
[=2,3,.... Dokézeme tvrzeni 1 pro j+1 a j + 2, tedy
Kgl(t) - —Kgl(l — t),
Koi(t) = Koyp(l-1).

Necht ¢ € [0, 3), pak dosazenim Kj;_(t) dostdvdme rovnosti
t
Kgl(t) = ﬁ L[ K2171(27') — Kglfl(T)dT

t

3 1-
Kgl(].—t) = ﬁ 0fK21_1(27') — Kgl_l(T)dT + ‘1f K21_1(2T — 1) — Kgl_l(T)dT .

2
Ptame se tedy, zda plati nasledujici rovnost

?

Ky(t) = —Ky(1—1)

prot € [0,3). Substitucemi ziskdme

t 1—t 1 2t 1-2t
1
/ Ko (7)dr+ / Ko_1(r)dr = 5 [ / Ko_1(7)dr + / Kop_1(7)dr + / Km_l(T)dT] .
0 0 0 0 0
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Po dalsich upravach ziskame

1 1 1 2t 1-2¢t
?
E/KQl_l(T)dTi 5 [/Kgl_l(T)dT—f‘ / Kgl_l(T)dT]
0 0 0

a dale pak

0
Coz jisté plati, tedy miizeme nahradit L
nost plati i ve vSech predchézejicich vztazich.

Stejnym zpiusobem se dokaze rovnost pro ¢ € [%, 1].

Nyni ovéfime rovnost

Ko1(t) = Ko (1 = 1)
prot € [0,3). Funkce Ky.1(t) je definovéna jako

Koq(t) = /tK2l<7-)d7-.

Staci dokazat rovnost

1
/KQl_l(T)dT =0.
0

Vyuzijeme tedy pravé dokdzané rovnosti

t t
Ko (1) = / Ko(r)dr = — / Ka(1 — 7)dr,
0 0
substituci ziskdvame rovnost

Ko (t) = /tKQl(T)d’T = — /1 Ko (T)dT.

7 klasickym symbolem ”

2

’

rov-

Funkce Ky41(t) je v kazdém bodé intervalu [0, 1] definovana jednoznac¢né,

tedy i v bodé £ = 1. Po dosazeni ziskavame
1 1
Kasa(1) = [ Kau(r)dr = — [ Ku(r)dr,
0 0
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tedy nutné plati rovnost

1
/KQ[(T)dT =0.
0

Tvrzeni 2:

Dosazenim do vzorcu (4.3), (4.4) a (4.5) snadno ovéfime platnost tvrzeni 2
pro funkce K7(t), K3(t) a K3(t). Predpokladejme, Ze tvrzeni 2 plati pro
j=2l—1,kdel=2,3,.... Dokézeme platnost tvrzeni 2 pro j+ 1 a 5+ 2.
Pro j + 1 provedeme diikaz sporem:

t
1
Kgl(t) = /m [Kgl_l(QT) — Kgl_l(T)] dT,
0
pro t € [0, 3], staci tedy dokazat, Ze
t
/Kglfl(QT) - Kglfl(T)dT é 0,
0

pro kazdé t € [0, %] Ptame se tedy, zda existuje aspoil jedno t € [0, %]
takové, ze neplati
t
/K21_1(27') — Kgl_l(T)dT > 0.
0

Vyuzitim substituce a aditivity integralu vzhledem k intervalu integrace zis-
kavame nerovnosti

¢
/K21_1<2T)d7' > /Kgl_l(T)dT
0
¢ 2t
/KQl_l(T)dT+/KQl_1(T)dT > /Kgl_l(T)dT
0 t
2t
/Kgl_l(T)dT > 0.
t
Ale pro t = 0 nerovnost ziejmé neplati. Mame tedy spor. Tvrzeni 2 tedy

plati pro j + 1.
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t
Podle definice plati Ky;1(t) = [ Kyj(7)dr. Z préavé dokadzaného vime, ze
0

Ky;(1) < 0 pro kazdé 7 € [0,3]. Nebot integral z nekladné funkce je jiste
nekladny, mame dokazané tvrzeni 2 pro j + 2.

Tvrzeni 3:
Pro j sudé (j = 2{, kde [ = 1,2, ...) zFejmé& plati rovnost Ky (0) = 0, nebot
t

podle definice Ky (t) je v tomto pfipadé rovno [ Ky _1(7)dr a tedy prot =0
0
dostavame K5 (0) = 0. Z bodu 1 vime, ze plati

Kgl(l - t) - —K2[<t>
Dosadime-li ¢t = 0, okamzité ziskavame i rovnost Ko (1) = 0.

Tvrzeni 3 plati pro K (t) = —t(1 —t), coz snadno ovéf{me dosazenim.
Je-li j liché (j =20+ 1, kde [ =1,2,...), definovali jsem funkci

Ko (1) = / Ka(r)dr.

Dosazenim ¢t = 0 do této rovnosti dostdvame Kq,1(0) = 0.
Podle tvrzeni 1 (Ko 41(1 —t) = Ky 41(t)) mame i rovnost Ko y1(1) = 0.

Posledni ¢ast tvrzeni 3 (K;(3) = 0) snadno dostaneme z rovnosti ve tvr-
zeni 1, nebot sz(%) = —sz(%).

Tvrzeni 4:
Funkce Ki(t) = —1t(1 — t) zfejmé monoténné klesd na intervalu [0, 1], coz
snadno ovéfime derivaci funkce K;(t). Derivujeme-li funkci Koy q(t), zis-

kéavame rovnost
§z+1(t) = K2l(t)-

Z tvrzeni 2 vime, ze Ky(t) < 0, pro ¢t € [0,5] a pro ! = 1,2,.... Funkce

Ko _1(t) tedy monoténné klesd na intervalu [0, 3], pro kazdé | = 1,2, ...
Podle véty 2.6 a vzorce (4.1) tedy plati rovnost
(25 — DKy _1(t) = K7t ®).

2k+i 11,251
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Podle véty 2.4 zfejmé plati

1 1
T;, i
0 0

Podle tvrzeni 1 plati Ky;_1(1 —t) = Ky;_1(t). Z tvrzeni 2 snadno vidime,
ze funkce Ky;_;(t) neméni na intervalu [0, 1] znaménko.

[
Véta 4.2. 5 X
Pro chybu EZHJH plati rovnost E2k+g+1f = &) (f)ongj_l(t)dt.

Diikaz. Podle Bauerovy véty vime, ze plati rovnost

Eyiyf = / JOD (1) Koy ()it

Navic funkce K;_1(t) neméni na intervalu [0, 1] znaménko. Mizeme tedy
pouzit vétu 2.7, ¢imz dostaneme pozadovanou rovnost.

]

4.5 Vyjadreni Peanova jadra Rombergovy
kvadraturni formule pomoci Bernoulliho
polynomui

Funkce Kj(t), pro j = 1,2, ..., definované ve vété 4.1 vyjadiime pomoci Ber-
noulliovych polynomt a ¢isel jako v Engels [1], str. 387-389.

Pomoci Bernoulliho ¢isel a polynomt snadno ziskdme ze vzorcu (4.3), (4.4)
a (4.5) rovnosti

Ki(t) = 5 (Ba(t) — Ba)

5[1], str.386
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K(t) = 55 [(Bs(2t) — Bs) — 2 (Bs(t) — Bs)]

K3(t) = 555 [(Ba(2t) — Bs) — 4(Ba(t) — Ba)].

288
Polozime-li ]
k!

2n 1 2n—2 in1(2n—2
bty (1) = 5 [Boirs (20) — 27057 (8)]

b (t) = — (Bi(t) — By),

dosazenim do vzorci ziskame nasledujici posloupnost

K(t) = § - 3 b5 (2t) — 26 ()]

Ks(t) = § - 5[5 (20) — 407 (1)]

Ki(t) =% & - 1 [ (2t) — 0 (1)
Ks(t) =4 & - & [b87(20) — 1605 ()] .

Po tpravé ziskame posloupnost Kj(t), pro j = 1,2, ..., ve tvaru

3
Ka(t) = 5 - 5087 (1)
Ks(t) = % - b6 (21).

Nyni uvedeme bez dikazu (jehoz néznak muZeme najit v Engels [1], str.
388) vétu, kterd popisuje vyjadfeni chyby Rombergovy kvadraturni formule
pomoci Bernoulliovych ¢isel.
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Véta 4.3.
Necht T}y, je Rombergiuv kvadraturni vzorec, pak pro jeho chybu plati rovnost

1 1 1
(27 +2)! 4UG+DE 2G+Dj

1
/ F)dt =T =(—1)* By o f®H(1), t€(0,1).
0

Miuzeme tedy zapsat chybu Rombergovy kvadraturni formule ve tvaru

[ £t =Ty = (1) oy fO (1),
0

kde plati
1 1 1

Ojk =

4.6 Srovnani odhadu chyb kvadraturnich formuli

Porovnejme odhad chyby kvadraturni formule 7p; a T3 ziskany uzitim
Peanova jadra radu 3.
Pro lichobéznikové pravidlo Tp; dostdvame Peanovo jadro ve tvaru
1,4 143 1 1 1
KT01<) =gttt — 3 tel0,s)
1,4 343 3,2 1 1
=gt + gt — gt te ;1]
Peanovo jadro neméni na intervalu [0,1] znaménko, miizeme tedy pouzit
vétu 2.8 a ziskdvame odhad chyby slozeného lichobéznikového pravidla Tj ;

‘ET‘”f‘<—sup’f \/ K (0t = 3.38 %107 | f@)

te[0,1]

Peanovo jadro Rombergovy kvadraturni formule 77 y mtzeme psat ve tvaru

KTI 0( ) it4 o %tg te [0’ l)

144 543 2 1 1 1
sy Lt L el
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Peanovo jadro K. 3T %' (t) na intervalu [0, 1] neméni znaménko, tedy miizeme
pouzit vétu 2.8 a psat odhad chyby E?T Y9 f kvadraturni formul ve tvaru

‘ETlof‘<—sup)f \/ K3y (t)de = 3.47 %1074 79

te[0,1]

Porovnejme nyni odhad chyby kvadraturni formule 7y a 75 o ziskany uzitim
Peanova jadra radu 5.

Pro sloZené lichobéznikové pravidlo Tj o dostavame Peanovo jadro ve tvaru

1.6 145 543 5 12 53 79 1
Et _§t +Et _Et +512’5_3072 te[0,4)
146 345 5 44 543 15 42 101 313 11

KT“( ) Et - §t + T6t - %t 128t + 1024t T 12288 te [17 2)

7t:

5,5
%t6_2t5+%t4_%t3+12258t2+1024t_13528 te[%’%)
1.6 745 , 15,4 25,3 | 54,2 3 1 3
6t—§t+§t—ﬁt+1t—gt+ﬂ tE[Z,l].

T : i ot i s ,
Funkce K 2*(t) je na kazdém z intervalti [5%, 5 ) spojitd. Dosazenim snadno

ovéfime spojitost i v bodech 2% zleva, nebot plati rovnost

i

lim K3 (1) = K55 (55),

pro kazdé ¢ =0,1,2,3 .

0.2 0.4 . 0.8 1
-0. 005

-0.01
-0. 015

-0.02

-0.025

Obr. &.4.9, K3%%(t)
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Peanovo jadro neméni na intervalu [0, 1] znaménko, miizeme tedy pouzit
vétu 2.8 a ziskdvame odhad chyby slozeného lichobéznikového pravidla 71§ o

’ET“f’<—sup FO /KT“ fdt = 258 x 107 )
t€[0,1]

Pro Peanovo jadro Rombergovy kvadraturni formule 75 plati rovnost

16 — Lt telo,%)
KT2O( 5 - %tﬁ o %ts + gt4 o %tg + %tQ 144t + 2880 te E? é)
%tG - %ﬁ + gt4 - gtg + %t2 144t + 2880 te [%7 i)
gttt F Rt =T+ R -t tel] 1]

I zde se jedna o spojitou funkci, nebot

pro kazdé 1 =0,1,2,3 .

- 0. 000025
- 0. 00005
- 0. 000075
-0. 0001
-0. 000125
- 0. 00015
-0. 000175

Obr. &.4.10, K33°(t)

Peanovo jadro kvadraturniho vzorce 7Th, neméni na intervalu [0, 1] zna-
ménko. Pouzitim véty 2.8 dostavame odhad chyby Rombergovy kvadra-
turni formule 75 ve tvaru

BP0 ‘<—sup /KT” Hdt = 5175107 | O

5! tefo,1]

o8



Porovname-li presnost uvedenych kvadraturnich vzorct, zjistime, ze Rom-
bergova kvadraturni formule dava o tii fady vétsi presnost nez lichobéznikové
pravidlo pii stejném poctu a rozmisténi uzli.
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Kapitola 5

Sardovo jadro kubaturni
formule

5.1 Definice Sardova jadra
Sardovo jadro je obdoba Peanova jadra pro kubaturni formule. Kviili pre-

hlednosti odvodime Sardovo jadro (obdobné jako v Engels [1], str. 100-105)
jen pro dvojrozmérny piipad.

Poznamka 5.1.
Necht funkce dvou proménnyjch f je t¥idy C*[0,1] pro k > 0, necht i, j jsou
nezapornd celd cisla, pro nez plati 1 + j < k. Pak oznacme

oiti f

fij(z,y) = W(ﬂ?,y), V(z,y) € [0,1].

Necht f € C**1([0,1]?), pak plati
flz,y) = f(x,0)+ /yf(),l(x,t)dt =
0
= f(0,0) +/xfl,o(u,o)du—l-/yfo,l(:c,t)dt:
0 0
= f(0,0) + 2 f1,0(0,0) + fo,1(0,0) + /m(az — u) fao(u, 0)du +
0
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= 0foa0.0t+ [ [ fatu.t)itdn =
0 00

2 2

= £(0,0) + 2.£1,6(0,0) + ¥ fo.(0,0) + 5f2,0(0,0) + 2 fo2(0,0) +

+ /m(x )f30u0du+/

0

+ y/ f2,1 U,O du—l-*/ f172 0,t)dt+
2 Jo 2 Jo

f() 3(0 t)dt + :chfl 1(0 0)

v g 0/ O/ (& — ) fau (. £) + (y — 1) fra(u, )] dtdu,

Pro licha k (k = 2k + 1) tedy plati

fley) = iz ,() £y f5(0,0) +

y

+ xj/ fj k15 (0, t)dt}
0
1

//a:—u Yy — )" frtr 1 (u, t)dtdu

0 0

l\’)

a prosuda k (k= 2/-4;) plati

flzy) = ZZ <> vy finy4(0,0) +

=0 j= 0

1 = 1 k ) z )
+ E ( ) {yj /(ZL’ — u)k_Jka_j,j(u, O)du +
=

o \J 0

Yy
+ xj/(y —t)’“jfj,kﬂ_j(o,t)dt} +
0
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Nyni na posledni rovnosti aplikujeme lineadrni funkcional F,, a dostaneme:

0 0
X

(Y — 1) femr1(u,t) }dtdu.

Pro lichd k (k = 2k + 1)

32 (e {00+

’LOjO

1 r 4
kl ( > yj/ x_u jfk+17j7j(U,0)du +
0

v’ / (= )" finer (0, 1)t} +
0

T Y

(k!)2E£7y{ /(:1: —u)"(y — )" farrnt1(u, t)dtdu =

0

0

1
/Eﬁ’y[y” (z — u)ﬁ—_j]fk—&—l—j,j(u, 0)du +
0

/Eﬁ’y[mj(y - t)ﬁ-ij]fj,kJrlfj(O, t)dt} +
0

(k!)? O/O/Eﬁy[(x - u)’j_(y - t)i]fn+1,n+1(u,t)dtdu
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a pro sudé k (k = 2k) plati

E.f(z,y)

ZZ ( )E“’{ Sy fi5(0,00) +

ZO]O

1 k= 1 k ) z )
A (j)E,f’y{yﬂ /(517 = )" fray(u, 0)du +
0

xJ

(y — 1) firr1-5(0, t)dt} +

1\3\ —_ o\@

1 k =z
k! ( )Eﬁy{yﬁo/(x — )" frur1x(u,0)du +

CC,F»J

(y - t)ffi,fi-‘rl (0, t)dt} +

Ot —c

/{—1 'Ii' " //{ L= u K 1 H 1(x_u)fn+1,n(u,t)+

(x— )"y — )"y —t) funy(u,t) }dtdu =

1

/qu,y[xj (y — t)i_j]fj,k-s-l_j(o, t)dt} +

LS (0 o ot oo+
kl'; (i) { [ Bzl (e = wl fsin(, 0)du +
/Ezyy[lﬁ(y B t)i]f:‘i,li+1 (0, t)dt} —+

U sy = 75 ) +

(y - t)i]fn,n-i—l(’d, t)}dtdu

1
B (x — )
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Nyni mtzeme definovat Sardova jadra kubaturni formule.

Definice 5.2. !
Necht k > 0 a plati:

Ki(u) = E2Y [y (z — u)h ), j=0,..,k (zy) €
Kj(v) = Ep¥[a™(y —v)} ), j=0,k, (1,y) €0
Kiyp(u,v) = Ep¥l(z — u)(y — v)i], k=2k+1, (z,y) €
Ky k- 1( v) = EpV[(r — u)*(y — )i 1]7 k =2k, (z,y) € Q

Pak funkce K (u),K(v), K, A(u, v) nazveme Sardvymi jadry kubaturni for-
mule C, f.

5.2 Vypocet Sardovych jader

Mé&jme funkei f tiidy C?([0,1]%). Mgjme déle kubaturni vzorec

Caf = 710(0,0)+ F(0,1) + (1,0) + f(1,1)]

Hledame Sardova jadra kubaturni formule Cyf. Pro chybu Ej;f plati rov-
nost

Baf = [ [ fasg)dedy = 300,00+ £0,1) + 7(1,0) + £(1, 1)

Nejprve spocteme jednorozmérna Sardova jadra K7 (u), K3(v), pro j = 0, 1.
Podle definice 5.2 pro j = 0 dostavame

1
(z—uw)ldedy —3[(0—w)} +(1—w)l]=fdz —3=—u+?3

u

K7 (u)

1
(y —v)%dady — 3[(0—0)) + (1 —v)Y] = [dy— ;= —v+ 2.

v

K3(v) =

Tyto funkce mizeme graficky znazornit nasledujicim zpiisobem.

1], str.105
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0.2 0.4 0.6 > 1
-0.2

Obr. ¢.5.1, K¥(u), K2(v)

Obdobné ziskdme vzorce K (u) a K;(v) ve tvaru

1

K} (W) = [ [(o = w)hdedy =3[0~} + (1= w}] = (o —u)do~ §(1-w) =

4

S

Ot — =
~

y—v)idedy —3[(0—v)L +(1-v)}]

I
St—

(y—v)dy—3(1—v) =

a jejich grafické znazornéni:

0.25
0.2
0. 15
0.1
0. 05
002 04 06 08 1

Obr. ¢.5.2, K{(u), K;(v)
Nyni spo¢teme dvourozmérnd Sardova jadra K, (u,v), pro kK = 0,1 a
A=0,1.

Pro k =0 a A = 0 dostavame vzorec pro Sardovo jadro Ky o(u,v) ve tvaru

Koo(u,v) = O}O}(x —u) (y — v)%dedy — i[(O —u)%(0—0) +
+(0-u)i1-v)S + (1 -uwi0-v)]+(1-uil-v)i]=
:}}dxdy—i:uv—u—v—i-%.

v u
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Obr. ¢.5.3, Ko o(u,v)
Pro k =1 a A = 0 dostavame vzorec pro Sardovo jadro K o(u,v) ve tvaru
1
KLO(U,U) = Of

F= w0 =) + (1 - w1 -0 = |

— 1,2 1,2 _ 3 1
= —3UuV + U +uv — ju+ ;.

Ot — =

[(0=wi(0=v)} +(0—u)i(1-v)] +

N

(= u)o(y —v)} —

(z —w)dzdy — 3(1 — u) =

S —r

Obr. 654, KLo(u, U)

Pro k =0 a A = 1 dostavame vzorec pro Sardovo jadro Ky 1(u,v) ve tvaru

KO,I (u, U) =

O =

o= Wiy~ )k = (0 - w0 — o)l + (0 w1 - )} +
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(=)0 — o)L 4 (1w (1— )] = jj(y ) dady — (1 —v) =

—_ 1.2 1,2 _ 3 1
= —3v"u+ 507 +uv 4v+4.

Obr. ¢.5.5, Ko 1(u,v)

Pro k =1 a A =1 dostavame vzorec pro Sardovo jadro K ;(u,v) ve tvaru

Kia(u,0) = [ o= (y—v)idedy—HO-u)40-0)} +0-u)y (1-0)h +

0

11
HIE 00+ (02 0002 = fflelo— iy 1-)(1-0) =
:iuzvz—%uzv % uv? + 1u2+1v2+iuv+ Lo+ U—Z

Obr. ¢.5.6, K1 1(u,v)
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Z.avér

V préaci jsme definovali Peanovo jadro kvadraturni formule a dokazali
nékteré jeho vlastnosti. Ukazali jsme, Ze je vyhodné vyjadrit chybu kvad-
raturni formule pomoci Peanova jadra v pfipadé, ze Peanovo jadro nemeéni
na celém intervalu integrace své znaménko. Potom jsou vlastnosti funkce
a kvadraturni formule oddéleny a je tedy snadné chybu v tomto tvaru od-
hadnout. Mame-li vice takovych kvadraturnich formuli, jejichz Peanovo
jadro neméni znaménko, mizeme porovnavat presnost, s jakou uvazované
kvadraturni formule aproximuji hodnotu urcitého integralu.
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