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Kapitola 1

Pojem nahodnosti

Cilem této kapitoly bude seznamit se s riznymi pohledy na pojem nahod-
nost. Nejdiive se dostaneme ke konceptu pseudonahodnosti, poté uvedeme
definici ndhodné posloupnosti, jak ji zavedli Kolmogorov, Solomonov a Chai-
tin.

1.1 Pseudonahodnost

Nahodné zvolena ¢isla jsou nedilnou souc¢asti mnoha ruznych aplikaci. Odli-
Sujeme dva pristupy, jak je ziskavat. Prvnim z nich jsou generatory nahod-
nych ¢isel vyuzivajici pfirodni zdroj ndhodnosti. Jako jednoduchy piiklad
nam poslouzi hazeni minci ¢ ruleta. Slozitéjsi generatory mohou byt zalo-
zeny napiiklad na ¢asu mezi emisemi ¢astic pii radioaktivnim rozpadu. S
nastupem vypocetni techniky, ale vzrostl zajem o zdroje nadhodnosti, které
by byly snadno a rychle pristupné ve velkém mnozstvi. To vedlo k rozvoji
tzv. pseudondhodnych generatort.

Uvazujme posloupnost ¢isel {z,} z mnoziny {0,1,...,2047} ziskanou
generatorem tvaru x,,1 = 1365z, + 1 mod 2048, xo = 1 (viz. sekce 2.2):

1 1366 911 380 557 498 1883 56 665 462 1895 52 1349 234 1971 1392. ..

Abychom o daném generatoru mohli Fict, Ze je pseudonédhodny, musi spl-
novat nasledujici podminky. Prvni podminkou je ,,prodlouzeni ndhodnosti®.
To znamené, Zze pozadujeme, aby vystupni posloupnost generatoru byla delsi
nez vstupni. Druhou podminkou je ¢isté deterministické generovani posloup-
nosti ze vstupni hodnoty, neboli nepovolime pseudondhodnému generatoru
jiny zdroj ndhodnosti nez je nahodné zvoleni vstupu. Tyto dvé podminky



predchozi priklad spliuje. Cela posloupnost je vygenerovana rekurzivné ze
vstupni hodnoty o = 1.

Tteti podminka na pseudonadhodné generatory je nerozlisitelnost jimi vy-
generovanych posloupnosti od posloupnosti nahodnych, neboli pozadujeme,
aby tyto posloupnosti mély stejné statistické vlastnosti, jaké bychom oceka-
vali u ndhodnych posloupnosti. Ovérovani této podminky bude hlavni naplni
Kapitoly 2.

V nésledujicim podame formalni definici pseudondhodnych generatori a
nastinime otézku jejich existence.

Definice 1. éelmeme, Ze funkce € : N — N je zanedbatelnd, pokud

1
Vk>03ngVn>ng: e(n) < —
n
Budeme pracovat s nahodnymi veli¢inami s hodnotami v mnoziné {0, 1}".
Znacit je budeme X, nebo Y, a nazveme je distribucemi na {0, 1}". Volné fe-
¢eno tyto ndhodné veli¢iny nam urcuji pravdépodobnosti jednotlivych prvki
mnoziny {0, 1}™. Specialni pipad uniformni distribuce zna¢ime U,, a definu-
jeme jej vztahem
1
Pr(U,, =a) := —
Un=a) =5,
pro vSechna a € {0,1}". Dale zavedeme znaceni:

Proex(f(z) = a) := Pr(f(X) = a),

kde f je libovolna funkce definovana na oboru hodnot ndhodné veli¢iny X a
a nalezi do oboru hodnot funkce f.

Definice 2. Necht p : N — N je polynom. Rekneme, e soubory distribuct
{Xpm) tnen @ {Ypm) tnen Jsou vgpocetné nerozlisitelné (znacime =), pokud
pro kazdy pravdépodobnostni polynomidlni algoritmus D je funkce

e(n) = [Preex,,, (D(r) = 1) = Pryey,, (D(y) = 1)|
zanedbatelnd.

Soubory distribuci { X, }nen budeme dale znacit jen {X,,}. Soubor uni-
formnich distribuci budeme vzdy uvazovat prislusny k souboru distribuci s
nimz jej porovnavame.



Definice 3. O souboru distribuci {X,} Tekneme, Ze je pseudondhodny, po-
kud je vipocetné nerozlisitelny od souboru uniformnich distribuct, tedy

{Xn} =c {Un}

Definice 4. Pseudondhodny generdtor je funkce g : {0,1}* — {0, 1}* takovd,
ze

1. pro z, |x| =n, je |g(x)| = 1(n), kde I(n) > n
2. funkce g je polynomidlné vycislitelnd
3. soubor distribuci {g(U,)} je pseudondhodny

Predpokladejme, Ze mame pseudonahodny generator, ktery prodluzuje
vstupy délky n na vystupy délky [(n). Definujemeli generéator g; tak, Ze na
vstup = délky n vyda prvnich (n+ 1) biti posloupnosti g(x), pak je g; opét
pseudonahodny generator, nebot algoritmus odlisujici {g;(U,)} od {U,11}
by odlisoval i {g(Uy)} od {Um)}-

Obraceny postup také plati. Pokud méme pseudondhodny generator,
ktery vstupy délky n prodluzuje na vystupy délky n + 1, pak pro kazdy po-
lynom [(n) existuje generator, ktery prodluzuje vstupy délky n na vystupy
deélky I(n). Konstrukei takového generatoru a dukaz spravnosti muzeme najit
v knize od O. Goldreicha [2] str. 96-99.

Vezméme si nyni podminku 3. z Definice 4 a zkusme se na ni podivat
zblizka.

{9(Un)} =c {Uim}

znamend, ze pokud si vezmeme libovolny TEST (v naSem kontextu nej¢astéji
ovéfujici néjakou vlastnost typickou pro ndhodné posloupnosti), potom

|Procqw,) (TEST(x) = 1) — Pryeu,,, (TEST(y) = 1)]

je funkce zanedbatelna. Neboli pravdépodobnost, Ze nalezneme danou vlast-
nost v mnoziné posloupnosti vygenerovanych generatorem g, je ,,stejné” jako
pravdépodobnost, Ze tu vlastnost nalezneme v mnoziné vSech posloupnosti
dané délky.

Silnéjsim pojmem nez vypocetni nerozlisitelnost souboru distribuci je
jejich statisticka blizkost. V tomto pripadé totiz pozadujeme, aby soubory
distribuci si byly blizké po prvcich.



Definice 5. Rekneme, Ze soubory distribuci {X,} a {Y,} si jsou statisticky
blizké, pokud jejich statistickd diference

A(n) =) [Pr(X, = a) — Pr(Y, = a)|

«

je funkce zanedbatelnd v n.

Plati, Zze pokud jsou si soubory distribuci statisticky blizké, potom jsou
i vypocetné nerozlisitelné, obracena implikace ale neplati (Goldreich [2] str.
89). Tento pojem tedy nema v oblasti pseudondhodnosti vétsi vyznam, nebot
i dvé posloupnosti, které si nejsou statisticky blizké, mohou byt vypocetné
nerozliSitelné, coz je pro nas klicovy pojem.

Definice 6. Funkci f : {0,1}* — {0, 1}* nazveme jednosmérnou, prdavé kdyz
plati:

1. f je polynomidlne vycislitelnd
2. exitstuje € > 0 takové, Ze |f(z)| > |x|°

3. pro kazZdy pravdépodobnostni polynomidlni algoritmus M plati:

Procu, (M(f(x)) € f71(f(2)))]
je funkce zanedbatelnd v n.

Otéazka existence pseudonahodnych generatori je tizce propojena s otéz-
kou existence jednosmérnych funkei. Dokonce plati nésledujici ekvivalence.

Véta 7. Existence pseudondhodnijch generdtori je ekvivalentni existenct jed-
nosmérnijch funkct.

Pro ilustraci se zachazenim s definici pseudondhodného generatoru si
ukazeme podstatné leh¢i implikaci zleva doprava. Dle diskuze za Definici
4 muzeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat pseudondhodny generator,
ktery prodluzuje vstupy délky n na vystupy délky 2n.

Tvrzeni 8. Necht g : {0,1}" — {0,1}*" je pseudondhodny generdtor, pak g
je i jednosmeérnd funkce.



Driikaz. Pro spor predpokladejme, Ze existuje pravdépodobnostni polynomi-
alni algoritmus A a k,ng € N takové, Ze pro vSechna n > ng plati

Procy, (Alg(e)) € g7 9(e)) = - neboli
Precs, (s(Alo(@) = g(@)) >

Definujme algoritmus TEST nésledujicim vztahem:

_ 1 g(Aly) =y
TEST(y) = { 0 jinak
Potom existuje [ > 0 takové, ze
1
Procu, (TEST(g(x)) = 1) = Pryeus, (TEST(y) = 1)| =

nebot prvni z pravdépodobnosti je vétsi nez 1/n* z definice TESTu a druh4a
je mensi nez 27", nebot

Prycu,, <TEST(y) = 1) = Prycu,, (g(A(y)) = y) <

[Rng(g)| _ 2"
< Prycu,, (?J S Rng(g)> = U < oo
A tedy dostavame spor s definici pseudonahodného generatoru. O

Déle uvedeme jednu z vét, kterda nam pomtze si utvofit obecnou pied-
stavu o konstrukci pseudondhodného generatoru z jednosmérné funkce. D1i-
kaz muzeme najit opét v [2] str. 102-104.

Definice 9. Necht f : {0,1}* — {0,1}* je polynomidlné vycislitelnd funkce,
potom funkci b : {0,1}* — {0,1} nazveme jejim tézkym bitem, prave kdyz
pro kazdy pravdépodobnostni polynomidlni algoritmus A je

1

Procu, (A(f(2)) = b(a)) < 5 +2(n),

kde € je funkce zanedbatelnd.

Véta 10. Necht f je jednosmérnd permutace a necht b(x) je jeji tézky bit.
Pak funkce x — f(x) * b(x) je pseudondhodny generdtor (% znaci spojeni
dvou posloupnosti za sebe).



Stejné jako u pseudondhodnych generatori neméame dikaz existence jed-
nosmérnych funkei. Na druhou stranu existence jednosmérnych funkei je
snaze uveritelna a mame hned nékolik adeptii, o kterych se predpokladé, ze
je obtizné je invertovat.

7Z nich za predpokladu, Ze jsou jednosmérné, dokazeme dle predchozi véty
zkonstruovat pseudondhodny generator, ktery spliuje nasi zékladni definici.
Jako piiklad mizeme uvést funkci RSAy,. = 2°mod N, o té se predpoklada,
ze je jednosmérné a za jeji tézky bit b(z) muzeme vzit prvni bit rozvoje .

Velmi dulezitou ekvivalentni definici pseudondhodného generatoru do-
staneme diky pojmu nepredpovéditelnosti. Dilezitost této definice vynikne
zvlast v kryptografii, protoze je zasadni otédzkou, zda uto¢nik na pseudoné-
hodny generator dokaze s nezanedbatelné vétsi pravdépodobnosti nez 1/2
predpovidat z casti vygenerované posloupnosti bity nasledujici.

Definice 11. éelmeme, Ze soubor distribuci {X,} je nepredpovéditelny,
jestlize
1
Priex, (A(sc) = nextA(m)) < 5t e(n),

kde e je funkce zanedbatelnd a kde funkce next s odpovi (i+1)-ni bit x, pokud
A precetl ze vstupu prave i < |z| bitd a odpovi nahodné zvoleny bit, pokud A
precetl cely vstup x.

Nyni predvedeme ideu dikazu ekvivalence nepredpovéditelnosti a pseu-
donédhodnosti.

Véta 12. Necht g : {0,1}" — {0,1}™ kde I(n) > n, je polynomidiné
vycislitelnd funkce, potom soubor distribuct {g(U,)} je pseudondhodnyj, pravé
kdyz je nepredpovéditelny).

Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze {g(U,)} je predpovéditelny, pak exis-
tuje pravdépodobnostni polynomialni algoritmus A, ktery s nezanedbatelné
vetsi pravdépodobnosti nez 1/2 predpovida (i+41)-ni bit g(x) z prvnich ¢ bita
g(z). Sestrojime algoritmus B, ktery odpovi 1, pokud algoritmus A tspésné
predpovi (i + 1)-ni bit a jinak 0. Potom mame algoritmus odlisujici {g(U,)}
od {Uj(n)} s nezanedbatelnou pravdépodobnosti, a tedy spor.

Na druhou stranu necht {g(U,)} je nepfedpovéditelny. Distribuce Yll(n) na

{0,1}™ definujeme tak, Ze prvnich ¢ bit@ bude rozdéleno stejné jako tomu
je u distribuce ¢g(U,) a poslednich I(n) — i bitd bude rozdéleno uniformné.
Diky nepredpovéditelnosti (i + 1)-niho bitu plati, ze {Y,'} =, {V"'} Vi =
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0,...,I1(n) — 1. A tudiz vyuzitim toho, Ze relace =, je tranzitivni, dostavame,

ze {Uim)} = {Yo} = {Yimy—1} = {9(Un)}. m

1.2 Kolmogorovska slozitost

Pseudonahodné posloupnosti nedokazeme od ndhodnych posloupnosti vypo-
cetné odlisit, ale z intuitivniho pohledu posloupnosti, které jsme ziskali cisté
deterministickou cestou, za ndhodné povazovat nemtiizeme. Proto si pro srov-
nani s konceptem pseudonahodnosti uvedeme klasickou definici ndhodnosti,
kterou zavedli Kolmogorov, Solomonov a Chaitin.

Volné feceno, binarni posloupnost budeme povazovat za kolmogorovsky
ndhodnou, pokud nejkratsi program, ktery ji produkuje, neni kratsi nez sama
posloupnost. Na tento program muizeme nahlizet jako na nejkratsi vysveét-
leni ¢i popis jevu, ktery je popsan danou posloupnosti. Pro formélni pribli-
zeni této definice si predstavime pojem kolmogorovské slozitosti, kterd nam
pravé udava délku nejkratstho programu produkujiciho danou posloupnost.
Budeme predpokladat znalost zakladnich pojmii z teorie slozitosti jako jsou
Turingtv stroj a rekurzivni funkce.

Necht X je mnozina objektu (muZzeme ji ztotoznit s {0,1}*), kterou lze
efektivné oc¢islovat prirozenymi ¢isly pomoci funkce n : X — N. Kazdy prvek
mnoziny X budeme chtit popsat kone¢nou bindrni posloupnosti a protoze
mnozinu pfirozenych ¢isel miiZzeme ztotoznit s mnozinou vSech koneénych
binarnich posloupnosti, tak nas bude zajimat, jestli n(x) je nejuspornéjsi
zpusob, jak popsat prvky x € X.

Zadefinujme pro y € {0,1}*, I(y) jako pocet bitu y. Necht f je libovolna
Castecna funkce z {0,1}* do N. Potom pro kazdy objekt z € X definujeme
jeho slozitost vzhledem k popisovaci funkei f pfedpisem:

Cy(z) = min{i(y) |y € {0,1}" A f(y) = n(z)}

a C¢(z) = oo, pokud zadné takové y neexistuje.

Slozitost objektt z € X miizeme tedy porovnavat vzhledem k dané po-
pisovaci funkci. Problém nastane pokud zvolime odlisnou popisovaci funkei,
protoze jednotlivé slozitosti se mohou diametralné lisit. Abychom mohli Fict,
ze x1 je slozitéjsi nez x4, potfebujeme védét, ze slozitost objektu z je vlast-
nosti zavisejici pouze na x a ne na popisovaci funkci f. Toho dosdhneme
definovanim tzv. univerzéalni popisovaci funkce fy, po které budeme chtit,
aby minimalizovala, az na aditivni konstantu, hodnotu Cs(x) pro vSechna
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xr € X, nebo-li
Cfo(.iIZ)SCf(x)—FCf Ve e X

pro vSechny f z néjaké podmnoziny ¢éstecnych funkei definovanych na mno-
ziné {0, 1}*. Poté kolmogorovskou slozitost C' zadefinujeme vztahem

C(z) = Cp ().

Otéazkou ale zistava, jestli takova univerzalni popisovaci funkce existuje.
Pokud bychom uvazovali t¥idu v8ech ¢aste¢nych funkei f: {0,1}* — N, tak
takova funkce neexistuje (viz [4] str. 97). Pokud se ale omezime na ¢aste¢né
rekurzivni funkce, potom mezi nimi mizeme univerzalni funkci najit.

Tvrzeni 13. V tridé vsech castecnych rekurzivnich funkci existuje funkce
univerzalni.

Diikaz. Necht fy je Castecna rekurzivni funkce, kterd odpovida univerzal-
nimu Turingovu stroji U. Vstup stroje U oc¢ekavame ve tvaru: 11...10xT xp,
kde pocet jednic¢ek na zacatku vstupu je [(T'). Diky nim si stroj U nejdiive
rozdéli vstup na posloupnosti 7', p a potom simuluje béh stroje T" na vstupu
p. Uréuje-li Turingtiv stroj T' ¢astecnou rekurzivni funkci fr, potom plati,
ze
Cfo(x) < CfT(x) + cr,

kde ¢z muzeme polozit rovno 20(7T) + 1. Jelikoz kazdéa ¢astecné rekurzivni

funkce odpovida néjakému Turingovu stroji T, tak jsme s dikazem hotovi.
O

Véta 14. Kolmogorovskd sloZitost neni c¢dstecné rekursivni funkce.

Driikaz. Pro spor predpokladejme, ze mame algoritmus, ktery kolmogorov-
skou slozitost pocita. Definujme algoritmus P, ktery na vstup n € N bude
pracovat takto:

Algoritmus P

prot=1...00

pres vSechny posloupnosti s délky ¢
jestlize C'(s) > n pak vrat s — konec

Zapis tohoto algoritmu mé fixni délku U, kterou miuzeme povazovat za kon-
stantu. Vystupem algoritmu P je posloupnost s, kde C(s) > n. Uvazime-li
ale, Ze na popsani posloupnosti s jsme potiebovali jen log,(n) + U bita,
dostavame spor, nebot urcité existuje ng takové, ze pro vSechna n > ny

C(s) < U +logy(n) <n < C(s) O

12



Tato véta nam 11k, Ze stejné jako u pseudonédhodnosti, ani v tomto pfi-
padé nejsme schopni prakticky ovérit, zda-li je posloupnost nahodna. Pokud
ale nalezneme ,,jednoduché vysvétleni* mizeme tvrdit, ze ndAhodnou neni, coz
je specialné pripad vSech posloupnosti vygenerovanych pseudondhodnymi
generatory.

13



Kapitola 2

Testy nahodnosti

V predchozi kapitole jsme zminili pseudondhodné generatory, jimiz vygene-
rované posloupnosti nedokéze zadny efektivné pracujici algoritmus odlisit
od uniformné zvolenych posloupnosti (viz konstrukce pseudonahodného ge-
neratoru z jednosmérné funkce). Takové generatory je vhodné pouzivat pro
kryptografické ucely nebo v aplikacich, kde neni zapotiebi rychlé generovani.

V aplikacich, jako jsou rizné simulace prirodnich jevi ¢i generovani né-
hodnych kvantit v numerické analyze, je zapotiebi generovat ndhodnéa ¢isla
rychle, coz kryptograficky bezpecné generatory nespliuji. K tomu slouzi
velka fada riznych typt jednoduchych generdtorti, u kterych ale nemtazeme
fict, ze jsou pseudondhodné ani za predpokladu vypocetni nefesitelnosti né-
jakého obtizného problému. Proto, abychom je mohli uspésné vyuzivat, je
zapotiebi se ujistit alesponr o jisté mife nédhodnosti. Cilem této prace je
predstaveni riznych piistupu k tomu, jak posuzovat pseudondhodnost gene-
ratord.

2.1 Konstrukce testu

Jednou z moznosti, jak testovat pseudonahodné generatory, by mohlo byt
vyuziti pifimo jejich definice, a pro libovolny pravdépodonostni polynomi-
alni algoritmus zkoumat piislusné pravdépodobnosti. Problémem, na ktery
bychom narazili, je asymtotika, protoze nami posuzované generatory maji
defini¢én{ obor omezen na kone¢nou mnozinu (vétsinou Z,, nebo Z* ). Proto
bychom se mohli snazit ovéfovat podminku 3. z Definice 4 pro pevné ,, malé*
e > 0:

|Prx€g(Un)(D(x> = 1) - PryEUl(n)(D(y> = 1)‘ <é&.
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Kdybychom umeéli spocitat tyto jednotlivé pravdépodobnosti, mizeme tento
postup pouzit, ale jelikoZ Pr,cqw,)(D(x) = 1) je vétsinou obtizné vyjadrit
pouze z parametri generatoru a hodnotu D(g(y)) je ¢asové naro¢né spocitat
pro viechny rtzné vstupni hodnoty y pifimo z posloupnosti g(y), zaméime
se pouze na testovani nahodnych vzorki z vygenerovanych posloupnosti.

Statistickda hypotéza je tvrzeni o pravdépodobnostnim rozdéleni jedné
¢i vice ndhodnych veli¢in. V naSem pripadé hypotéza H tvrdi, Ze prvky
posloupnosti uy, . . ., u, jsou hodnoty nezavislych uniformné rozdélenych na-
hodnych veli¢in. Nasim cilem bude sestrojit testy, které by na zakladé kon-
krétni posloupnosti ziskané danym generatorem, bud hypotézu H zamitly
nebo nezamitly. Vysledek ale nemtze byt definitivni, nebot kazda posloup-
nost dané délky je v uniformnim rozdéleni stejné pravdépodobna. Vysledek
si spiSe muzeme vylozit tak, ze vzhledem k danému testu je pravdépodobné,
7e hypotéza H bud plati nebo neplati.

Kazdy test je zalozen na néjaké vlastnosti ndhodné posloupnosti, kte-
rou umime statisticky popsat. To znamené, Ze na zakladé této vlastnosti
dokaZzeme sestrojit testovou statistiku, jejiz pravdépodobnostni rozdéleni za
predpokladu hypotézy H zname, nebo ho dokazeme tispésné aproximovat.

Jednoduchy piiklad ndm zprostifedkuje nésledujici binarni posloupnost
n = 15 prvki:

1101111111111

Testovou statistiku X zformulujeme jako pocet jedni¢ek v posloupnosti uq,
..., Uy,. Za predpokladu hypotézy H ma testova statistika binomické rozdé-
leni s parametry (n, p) = (15, 1/2). Pozorovana hodnota statistiky je z, = 14.

“~ (n) 1 1
rex>a)- 3 (1) 5 - o
=14
Horni mez, pti které hypotézu H zamitame se vétsinou voli mezi 0.05 a 0.01,

tedy v tomto konkrétnim pripadé bychom hypotézu H zamitli.

Pro konstrukci statistik, u kterych budeme znat pravdépodobnostni roz-
déleni za predpokladu hypotézy H, se pouzivaji tzv. testy dobré shody. Jed-
nim z nich je x2-test, jenz si nyn{ stru¢né popiSeme, abychom ho mohli v
nésledujicim piikladu pouzit. Definici y? rozdéleni o m stupnich volnosti
(x2,) a dikaz nasledujictho tvrzeni lze nalézt v knize od K. Zvéary a J. Sté-

péana [5].
Mé&jme n nezévislych pozorovani, ktera mohou nabyvat m hodnot Aq, ...,
A,, s pravdépodobnostmi pq,...,p,. Oznacme X; pocet pokusu v nichz
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nastal vysledek A;. Potom fekneme, ze ndhodny vektor X = (Xy,...,X,,)
mé multinomické rozdéleni s parametry n, p1, ..., p,. Plati nasledujici véta:

Véta 15. Necht nahodny vektor X md multinomické rozdéleni s parametry
N, P1, ..., Pm. Potom pro velka n =3"" | X; plati, Ze

2 — (X — ”pk)2 2
X = E 77”% ~ X 1-
k=1

Predchozi véta ndm déva névod, jak zkonstruovat testovou statistiku,
jejiz rozdéleni budeme znat. Hlavni soucasti takové konstrukce je znalost
pravdépodobnosti jednotlivych jevi A; za platnosti hypotézy H.

V nasledujici ¢asti si predvedeme jeden konkrétni jednoduchy piiklad, ktery
je Zaloien na X2 testu Nebudeme se zabjrvat rozborem daléich pouZivan)’ZCh
dépodobnosti. Rozsahly vycet testi, lze nalézt napriklad v knize od D. Knu-
tha [3] str. 61-73.

Priklad (Gap test)

Mgjme posloupnost {u,} jejiz prvky nélezi do intervalu [0, 1), zvolme para-

metry 0 < o < < 1an € N.V tomto testu nias budou zajimat délky

po sobé jdoucich podposloupnosti jejichz jediny prvek, ktery nélezi do in-

tervalu (e, B), je na za¢atku podposloupnosti. Napiiklad bud « = 10/100,
= 32/100 a mé&jme néasledujici posloupnost:

1|18 77 60131 58 57 )20 51 98 37 80 91 38 17 40 91
100 100 100 100 | 100 100 100 | 100 100 100 100 100 100 100 | 100 100 100

Kazda z téchto podposloupnosti odpovida jednomu ndhodnému pokusu a
jev A; nastane, pravé kdyz jeji délka je i. V naSem konkrétnim piikladé
nastane posloupnost jevi Aq, Az, As, Az, . ... Necht X; je pocet podposloup-
nosti délky ¢ pro 0 < ¢ < t, kde t je apriori zvolené tak, ze pravdépodobnost
nalezeni podposloupnosti délky t je uz mala a necht X; je pocet vyskytu
podposloupnosti délky vétsi nebo rovny t.

Abychom mohli zkonstruovat statistiku analogicky, jak je tomu ve Vété
15, potfebujeme znat pravdépodobnosti jednotlivych jevi A; za predpokladu
platnosti hypotézy H:

pT:(l_p)rpa pr00§7<tapt: (1_p)t7
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kde p =  — «a je pravdépodobnost, ze u; padne do intervalu (o, 3). Plati, Ze
Zizo pr = 1 a miZeme porovnavat statistiku X2 s y?-rozdélenim o t stup-
nich volnosti.

Mizeme odlisit dva zpisoby, jak spocitat testovou statistiku. Nejjedno-
dussi zpusob je vygenerovani posloupnosti danym generdtorem a spocitani
testové statistiky piimo z této posloupnosti. Takovému postupu se fika empi-
zpusobem je vyjadieni testové statistiky v zavislosti na parametrech daného
generatoru. To by nam umozilo jednodusse optimalizovat vybér parametrii
generatoru vzhledem k danému testu, aniz bychom museli pro kazdou riznou
volbu parametri generovat nové posloupnosti. Konkrétni ukazku takového
postupu predstavime na zavér sekce o linedrnich kongruenc¢nich generato-
rech.

V praxi existuji velice rozsahlé sady riznych testi snazicich se pokryt nej-
dulezitéjsi vlastnosti nahodnych posloupnosti. Ale zadné konecné mnozstvi
testil, Gspésné projitych, ndm nemuze zarucit pseudondhodnost generatoru
ve smyslu definice z prvni kapitoly. Testy, kterym generator postoupime, by
se v idealnim pripadé méli volit tak, aby odpovidali pouziti generatoru, pro-
toze potom se snaze vyhneme situaci, kdy by se cilova aplikace mohla sama
stat testem, ktery odhaluje nenahodnost generatoru.

2.2 Linearni kongruencni generatory a jejich
zakladni vlastnosti

Nejdulezitéjsi ¢asti v konstrukei pseudondhodného generatoru je jeho ma-
tematicky rozbor - tzn. teoretické testovani. Existuji tiidy pseudonahod-
nych generatort, o nichz mame velice rozsahlé matematické poznatky a pro
které existuje rozsdhla skila riznych méritek a test. Jde vétsinou o gene-
ratory linearni, které budou hlavni naplni této casti. Na druhé strané pak
stoji generatory nelinarni, které nemaji k dispozici tak rozsédhly rozbor jejich
vlastnosti. Pro prakrické ucely je dulezité, Ze jsou pomalejsi nez generatory
linearni.

Vétsina pouzivanych generatori odpovida nasledujicimu obecnému re-
kurzivnimu modelu. Necht S je koneéné mnozina stavu, p pravdépodobnost-
ni rozdéleni na S, které slouzi k vybrani poc¢ateéniho stavu sqo, f : S — 9,
U mnozina vSech vystupti a g : S — U. Mnozina U se vétsinou voli rovna
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intervalu [0, 1) a rozdéleni p jako uniformni rozdéleni na mnoziné S. Proto i
my zde budeme explicitné predpokladat tyto varianty. Po volbé pocateéniho
stavu sy dostaneme néslednou posloupnost stavi {s, } rekurentnim vztahem
s; = f(si—1). Vystupni posloupnost {u,} ziskdme vztahem wu; = g(s;).

Jelikoz mnozina S je konecna, tak pro néjaka i, € N musi platit s; =
Si+r. Nejmensi mozné takové r nazveme periodou posloupnosti a oznac¢ime
p. Nutné plati, ze p < |S|. Dostatecné velka perioda je jednou ze zakladnich
podminek, které zohlediiujeme pii konstrukci generatoru. OvSem nemiize to
byt podminka postacujici.

Nyni definujeme linedrni kongruencni generdtory vddu k, kde k € N.
Necht m € N a a,ag,...,a,_1 € Z,, , pak funkci f z predchoziho obecného
modelu definujeme vztahem

f : (l’i, B 7$i+k—1) = ($i+17 s 7$i+k)7
kde
Tivg = Qa +agx; + ...+ Ap—1Titk—1 mod m (21)
V tomto pifipadé se mnozina stavi S rovné {(z1,...,2%)|z; € Zn} a jeji
mohutnost |S| = m*. Funkei g lze volit naptiklad jednoduse g(z1,...,z) =
x/m.

Dilezity specialni piipad vztahu 2.1 dostaneme pro k& = 1. Témto ge-
neratoram se fika linedrni kongruencni generdtory (LCG). Definujeme je
vztahem x;,1 = ax; + ¢ mod m a po oznaceni b = a — 1 indukci dostaneme

: i1
T = (CLZ._'L'() + Lb)c) mod m (2.2)

Maximalni mozné perioda téchto generatoru je m a plati nasledujici tvr-
zeni, které nam charakterizuje konkrétni generatory, které maximéalni peri-
ody dosahuji. Diikaz miZzeme najit v [3] str. 17-19.

Véta 16. Linedrni kongruencni posloupnost definovand parametry (o, a, c, m)
ma periodu délky m, praveé kdyzZ plati ndsledugici podminky.

1. NSD(e,m) =1
2. a =1 mod p, pro kazdé p prvocislo délici m

3. a =1 mod 4, pokud je m ndsobkem 4
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Délka periody je sice velmi dilezita, ale o vlastnostech a struktufe genera-
toru nam nic nefikéi. Proto je dulezité matematicky rozebrat dané generatory
daleko podrobnéji. Nyni si predvedeme, jak pro ti¥idu linedrnich kongruenc-
nich generatorti (LCG) muZzeme matematicky odvodit vysledek jednoho z
pouzivanych testii.

Permutacni test porovnava cetnosti jednotlivych linearnich usporadani
v k-ticich uvazované posloupnosti. Nas bude zajimat jeho nejjednodussi va-
rianta, budeme zkoumat pravdépodobnost, ze z;,; < x;. Hodnota, kterou
o¢ekavame od nahodné posloupnosti, je 1/2. Testovou statistiku odvozenou
od této vlastnosti zformulujeme takto:

n

Xp = Z[%‘H <z,

=1

neboli pocet pripadid, kdy x;11 < x;.
Nejdiive si zavedme dvé pomocné funkce.

Definice 17. Necht x,xq,...,x; € R, pak definuyme:
d(z) = |z| +1—[z] = [z je celé ¢islo]

5<(x1,...,xt)> =0(x1) ... 0(xy) (2.3)

1 1 1 1
(@) = o Lo) -5 +50@) =2~ 4]+ 5~ 36(x)
= o~ 5(a] + L2

Lemma 18. Necht k,n € N, x € R, pak plati ndsledujici vztahy:

(=2)) = =((z)),  ((z+n))=((=))

() = (@) + (@4 )+ + (@) (24)
x x xmod k
E—Lﬂ:: ; (25)

Véta 19. Necht (xg,a,c,m) jsou parametry linedrni kongruencéni posloup-
nosti s mazimdlni periodou m. Necht b=a—1 a d = NSD(m,b). Potom

m

d
Z[:cHl <) = % + (¢ mod d) — ) (2.6)
i=1
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Diikaz. Nebot uvazujeme LCG s maximalni periodou, musi spliiovat pod-
minky Véty 16. Plati, Ze b je délitelné p pro vSechna prvocisla p délici m,
proto d = NSD(m,b) # 1.

Definujme f(z) = (ax + ¢) mod m. Funkece [(x — f(z))/m] je rovna
1, pravé kdyz f(z) < x a 0 jinak. Opét diky tomu, Ze uvazujeme LCG s
maximalni periodou, mizeme psat:

m

Yl <= ) V_Tf(%)-‘ (2.7)

i=1 0<z<m

Dosazenim z predchozi definice dostavame:

[w—f(fc)w _ x—f(:c)_<<x—f(w)>>+%_%5<x—f(x)>

- () 0}

nebot x # f(x) a tudiz (z — f(x))/m neni celé ¢islo pro vechna x. Déle

plati, ze
R RO PN

0<zx<m 0<z<m 0<z<m

nebot {z |z € Z,,} = {f(z) |z € Z,}.

Dostévame:
5[] 5 ()

o<z<m 0<z<m

Necht b = byd a m = mqd, potom plati, ze (bmg = bodmg = bym) modm = 0
a tedy:

() = (5 +a%e) = ()

pro vSechna j € {0,1,...,d — 1}. A tedy plati:

X)) =X () - 5 ()

= (o)) =4((3))
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Jelikoz NSD(by,mo) = 1, tak plati, ze funkce (byz) modmg je permutaci
mnoziny {0,1,...,mo — 1} a posledni rovnost jsme dostali dle Lemma 18.
Nakonec dostavame:

;[%H <z = %—I—d((%)) :%er(g _ EJ _%_,_%5(2)) _
3

d
+ (cmod d) — 3

pouzitim posledniho vzorce z lemmatu a faktu, ze NSD(c,d) = 1 a tedy
d(c/d) = 0. O

Priklad

Necht m = 2048, uvazujme a a c takova, ze dany generator dosahuje maxi-
malni periody. Permutacni test budeme provadét na celé periodé a Véta 19
nam davé vzorec pro vypocet testové statistiky. Pro zjednoduseni zafixujeme
¢ = 1 a budeme se snazit najit a, pro ktera zamitneme hypotézu H, za které
mé Xp binomické rozdéleni s parametry (2048, 1/2).

m
m d m-—d
Xp = Tit1 <2l = — 4+ (cmodd) — — = ——+1
Tedy hodnota testové statistiky zavisi na d = NSD(a—1,2') a éim vétsi je
tento nejvetsi spoleény délitel, tim nizsi hodnotu bude mit testova statistika.

Hrani¢nimi piipady jsou:

NSD(a—1,2")=64... Xp=993...Pr(X < Xp) = 0.08
NSD(a—1,2")=128... Xp = 961...Pr(X < Xp) = 0.0025

Hypotézu H bychom zamitli, jestlize a — 1 je délitelné 128.

2.3 Koncept k-distribuovanosti

V nasledujich sekcich se budeme vénovat jednomu z dilezitych teoretickych
testil - spektralnimu testu. Zékladni vlastnosti nahodnych posloupnosti, na
které je tento test zalozen, je k-distribuovanost. Proto nez se pustime do
jeho rozboru, tak si tento pojem priblizime.

Uvazujme nédhodnou veli¢inu X s rovnomérnym rozdélenim v intevalu
[0,1), potom Pr(v < X < w) = w — v pro pevné zvolena v, w € [0, 1]. Nyni
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budeme chtit tuto vlastnost prevést na nekoneéné posloupnosti. Predpokla-
dejme platnost hypotézy H pro posloupnost {u,} (u; € [0,1)), pak musi
platit, ze
lim v(n) =w—w, (2.8)
n—oo n
kde v(n) zna¢i pocet i < n takovych, ze v < u; < w. Rekneme, 7e posloup-
nost {u,} je l-distribuovana, pokud pro vSechna mozna v, w plati 2.8.

Otéazkou existence predchozi limity, jakozto i limit nasledujicich v této
kapitole, se zabyvat nemusime, protoze budeme pracovat jen s posloupnostmi
periodickymi, a tedy existence limity je nutna.

Na prikladu si ukdZzeme, Ze rovnomérné rozdéleni prvkua v posloupnosti
nam jesté nezarucuje jeji ndhodnost. Méjmé dvé 1-distribuované posloup-
nosti {u,} a {v,}. Definujme posloupnost {y,} vztahem yor = ug/2 a
Yok+1 = 1/2 + vi/2. Potom posloupnost {y,} je 1-distribuovana, ale za-
rovehl kazdy jeji sudy ¢len je z intervalu [0,1/2) a kazdy jeji lichy ¢len z
intervalu [1/2,1), tedy dle kazdé pfirozené definice nemizeme {y, } povazo-
vat za ndhodnou. S pojmem 1-distribuovanosti si tedy zdaleka nevystacime,
proto zavedeme obecnéjsi definici.

Definice 20. Rekneme, Ze posloupnost {u,} je k-distribuovand, pokud pro
kazdé vy, ...,vp—1 a wo, ..., wp_1 (v; < w;) plati, Ze

L : k—1
lim {ili<n A (Vi Suigy <win; Vi =0,k =1} H(w — ).

n—00 n

Je-li posloupnost k-distribuované, pak je [-distribuovana pro vSechna [ €
{1,...,k}, nebot staci polozit vy_1 = ... =vp_; =0 a w1 = ... = wWy_; =
1 a dostavame (k — j)-distribuovanost pro viechna j € {1,... k —1}.

Diky volbé vy = v; = 0 a wy = w; = 1/2 vidime, Ze posloupnost {y,} z
predchoziho prikladu neni 2-distribuované, nebot neexistuje ani jedna dvo-
jice (Yar, Yort1), kterd by lezela ve &tverci [0,1/2)2.

Pti zkoumani pseudonahodnych posloupnosti nés bude zajimat otazka
pro jaké nejvyssi k je posloupnost k-distribuovana. Je ziejmé, ze dle kazdé
prirozené definice by méla nekone¢na nahodna posloupnost byt k-distribuo-
vané pro viechna k. Takovou posloupnost nazveme oco-distribuovanou. V 3|
str. 159-163 muzeme nalézt diskuzi o definici nekone¢né ndhodné posloup-
nosti, kterd ma jako zakladni stavebni prvek pravé oo-distribuovanost.
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Pro posloupnosti, které sestavaji z prvka koneéné mnoziny M (|M| = m),
muzeme rozvést stejny koncept:

Definice 21. Rekneme, Ze posloupnost {x,} (x; € M) je k-distribuovand,
pokud pro vSechna zq, ...,z € M plati, Ze
’{Z‘Zgn N (l’iJrj:ZiJrj VJ:O,,]{]—l)}‘ 1

lim = —
n— oo n mk

2.4 Odvozeni spektralniho testu pomoci Fou-
rierovych koeficienti

V této kapitole uvazujme t € N jako dimenzi testu a m € N jako modulus
kongruentniho generatoru. Funkce (.,.) bude znadit skalarni sou¢in. Defi-
nujme posloupnosti {x,} (z; € Zp,), {u, |u, = x,/m} a

Wi = (Uzw e 7ui+t71)-

Dale pro prehlednost definujme:
Mtzzfn:{(zla~--azt)|zi EZWL}

Nt:an/m:{(ﬁ,...,ﬁwzieZm}
m m

aproxr € R '
e(z) = ™.

Dale budeme vyuzivat vzorec pro vypocet sumy m-tych odmocnin z 1:
m—1 .
1
- Ze<]—q) - 5(1), (2.9)
m <= \m m

kde funkci ¢ jsme definovali v Definici 17. Obecnou analogii platici pro
v8echna @ = (q1,...,q) € M, zformulujeme takto:

() - o) o)
_ %nlz:l'..n:Z:le<j1Q1+-T;L-+tht>

- =)

KeM;
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Necht f, : N; — [0,1] je definovana nésledujicim vztahem. Ten je ekviva-
lentni vzorci z Definice 21.

f (21 Zt): lim ‘{i|i§nAw¢=(21,...,zt)}]

n— oo n

Funkce f, urcuje pravdépodobnostni rozdéleni na mnoziné N; dané posloup-
nosti {w,}. Nasim cilem je porovnat toto rozdéleni s uniformnim rozdéle-
nim na mnoziné Ny, neboli s konstantni funkci f; definovanou pfedpisem
(21,...,2¢) — 1/m'. Budeme se toho snazit dosdhnout pomoci tzv. spekt-
ralni analyzy.

Jelikoz Ny je kone¢na mnozina, muzeme pro vyjadieni hodnot funkce f,,
vyuzit diskrétni Fourierovu transformaci. Je-li g : N; — R funkce, pak pro
v8echna W € N, plati (odvozeni lze nalézt v ¢lanku od R. R. Coveyoua a R.
D. MacPhersona [1] str. 103), ze

gW) =Y ¢(R)e((W,R)),

ReM;

kde ¥(R) jsou jednozna¢né a nasledujiciho tvaru:

o) = o 3 o).
Pro Q € M, definujeme
6@ = Jim 1> (@) - .10
= RZN fﬁ%)e«c?, R)), (2.11)

kde f,(R) muzeme nahlédnout jako limitni podil vektori R v posloup-
nosti {w,}. Diky jednoznacnosti koeficienti funkce ¢ dostavame vyjadieni
fo tvaru:
1
foW) = — > p(K)e((—K, W), (2.12)

KeM;

kde zdména mnozin M; a N; v sumach je zptusobena tim, ze funkci ¢ uva-
zujeme na mnoziné M;. Hodnoty ¢(@Q) nazveme koeficienty funkce f,,.
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Tvrzeni 22. Posloupnost {u,} je t-distribuovand, praveé kdyz pro koeficienty
p(Q) funkce f., plati, Ze
Q

P(Q) =3(=).

m
neboli

(@) =1proQ =0 A ¢(Q)=0proQ#0
pro vSechna QQ € M,.

Diikaz. Posloupnost {u,} je t-distribuovana, prave kdyz f,(W) = 1/m! pro
v8echna W € N;,.
(=) Dle vztahu 2.11 plati, ze

p(Q) = — D e((QR) = 5(%)

ReN;

(<) Predpokladame-li na druhou stranu vztahy pro ¢(Q) dostaneme z 2.12,
ze fo,(W) = 1/m! pro viechna W € N;. O

Ptedchozi tvrzeni nam dava kritérium, jak poznat t-distribuovanou po-
sloupnost. OvSem uvazime-li napiiklad linearni kongruen¢ni generatory radu
k, tak pro ¢ > k nemohou byt posloupnosti jimi vygenerované k-distribuo-
vané, nebot perioda takovych posloupnosti mtize byt maximalné m”, coz je
oste mensi nez |Vy|, a tedy existuji vektory W € Ny, pro které f, (W) = 0.

Proto potfebujeme méritko, které bychom mohli pouzit i v téchto pripa-
dech. Idea a motivace jeho odvozeni je predstavena v [1|. Nasim cilem bude,
aby maximalni hodnota |Q|™!, pro Q takové, Ze p(Q) # 0, byla minimaln.
Neboli budeme se snazit maximalizovat néasledujici méritko

v = min|Q] # 0: p(Q) # 0}.

Ne vzdy je jednoduché spocitat hodnoty ¢(Q). UkaZzeme si na nékolika
prikladech jak se tyto hodnoty daji odvodit pro urcité typy linearnich kon-
gruencnich generatort.

Uvazujme pevné Q = (qo, - - ., q_1), necht Pi(x) = qo+qro+. . .+q 12"~
je polynom a p oznacme periodu posloupnosti {x, }. Diky periodo¢nosti {z, }
existuje ng € N takové, Ze plati

1

no+p—1

A@Q) = lm =3 e(Qu) == 3 e((Quwi).

n—oo M,
=0 P



A jeli posloupnost {x,} ¢isté periodicka, miuZeme psat

-1

b

Q) =

1« QT; + Q1Tip1 + ...+ Q1Ti11—1
e<<c2,wz->>——2 ( N ).

1
P

b

I§
=)

7

Priklad (LCG)

Uvazujme linearni kongruenéni posloupnost s parametry (zo,a,c, m) a dél-
kou periody p. Potom dle vzorce 2.2 a faktu, ze pro vSechna [ € Z plati, ze
e((l mod m)/m) = e(l/m), mizeme psat:

1274

Q) = 2 (Lot g (@ )
(%(MW T +qt_1a;%-1l>))

= o e(lerm+ 7 (R )

(S (4)

Spliujili parametry (xg, a, ¢, m) linedrniho kongruenéniho generatoru pod-
minky Véty 16, posloupnost {z,} ma periodu p rovou m a dle vztahu 2.9

plati
5 ()

a tedy ©(Q) # 0, pravé kdyz je splnéna tato kongruence:

G+ qa+...+q¢_1a" =0modm (2.13)

Pokud tedy chceme analyzovat linearni kongruenéni generatory s maximalni
periodou pomoci spektralniho testu, bude nas zajimat, zda-li méa predchéze-
jici kongruence néjaka mala FeSeni.

Priklad (Fibonacciho posloupnost)
Uvazujme nyni generator zalozeny na Fibonacciho posloupnosti: z,,0 =
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Tps1 + x, mod m. MuZeme se opét pokusit spocitat koeficienty ¢(Q) ze
vztahu:

PQ) = Jim 3 Q) =+ > (@)

Uvazimeli takova @ # 0, Ze polynom Py(2) = qo+q1z+. . .+q 12"~ miZzeme
vyjadrit ve tvaru

Py(z) = p(2)(1 + 2 — 2%,

kde p(z) = ag +ay + ...+ a;_32'3 je celo¢iselny polynom, potom

1
(Q,w;) = E(QO«'LE’ + 1 Ti1 + QTigo + - Go2Tigi—2 T G Tip—1) =

1

= E(aol'i + (al + Clo)l'lqu + (CLQ +a; — ao)l‘prz +
oo (g — a—2)Tigy—2 + (—a4—3)Tipe—1) =
=

= > aj(~Tipjir + Tigj + Tigy) € L,

=0

nebot (—Zit+jio + Titjr1 + Tiy;) = 0 mod m. Jelikoz e(z) = 1 pro z € Z,
tak pro takova @ je ¢(Q) = 1, coz nam déava i pro tento typ generatori
castecnou pouzitelnost vyse zminéného kritéria.

¥ v

2.5 Spektralni test a mrizova struktura

Nyni si pfedvedeme odlisny geometricky pohled na spektralni test. Prede-
vS8im se opét zamérime na linedrni kongruenc¢ni generatory, na které lze tento
test aplikovat, protoze vektory definované jejich vystupnimi posloupnostmi
tvori mrizovovou strukturu.

Mé&jme pseudondhodny generator definovan mnozinou stavu S, funkcemi
f,g a mnozinou U = [0, 1). Zvolme pevné ¢t € N jako dimenzi testu a po-
sloupnost {w, } bud definované jako v minulé sekci. Definujme mnoZzinu

\I’t = {(UO, Ce ,Ut_l) ‘ So € S},

a divejme se na ni jako na podmnozinu jednotkové ¢-dimenzionalni krychle.
¥, budeme brat jako multi-mnozinu, tedy pripoustime nasobnost jednotli-
vych prvki. Volba stavu sy nahodné z mnoziny S odpovida nahodné volbé
vektoru (ug, ..., us—1) z mnoziny ¥, (|V,;| = |S|). Pfedpokladejme navic, ze
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0.8
0.6
0.41

0.2

Obréazek 2.1: Mnoziny ¥y LCG generatoru s maximélni periodou definova-
nych parametry (i) a=1365, c=1, m=2048 (ii) a=65, c=1, m=2048

pro kazdé sq je posloupnost {u,} ¢isté periodicka. Necht i € N je libovolné,
zvolimeli opét so € S nédhodné, potom na i-tém misté posloupnosti {w, }
ziskané z pocatecéniho stavu sg muzeme ocekavat libovolny prvek z mnoziny
U, se stejnou pravdépodobnosti.

Z tohoto divodu budeme chtit, aby mnozina ¥; byla co nejrovhomér-
néji rozdélena v t-dimenzionélni jednotkové krychli. Méritko, které nyni za-
vedeme, je daleko snéze nahlédnutelné nez to vychézejici z Fourierovych
koeficienti.

Pro pfedstavu uvazujme nejdriv pripad ¢ = 2. Méme mnozinu ‘H rov-
nobéznych primek, které pokryvaji mnozinu ¥, a oznac¢me v jako nejvetsi
vzdalenost dvou sousednich pfimek této mnoziny. Ta nam ukazuje na nej-
vétsi volny péas nepokryty mnozinou Wy. Tedy ¢im je tato hodnota mensi tim
lépe. Zadefinujme 1/v5 jako maximum ze vSech hodnot v, které odvodime ze
vSech riznych mnozin H rovnobéznych piimek pokryvajicich mnozinu Ws,.
Hodnotu 1/v5 se budeme snazit minimalizovat a hodnotu v, tedy naopak
maximalizovat.

Na obrazku 2.1 vidime porovnani mnozin W, pro dva LCG generatory
s maximalni periodou. Na prvnim obrazku je zakresleno vsech 2048 bodi,
které lezi pouze na tfech primkach. Pokud zvolime mnozinu H rovnu pravé
témto tfem primkam, dostaneme hodnotu v, pro kterou se nabyva maxima
v definici 1/v5. Na druhém obrazku je zakreslena mnozina Vo, ktera ma
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dobrou strukturu vzhledem k nasemu méritku.

Obecné 1/v, definujeme jako maximélni vzdalenost nadrovin, branou
pres v8echny mnoziny rovnobéznych (¢—1)-dimenzionalnich nadrovin pokryva-
jicich vSechny body mnoziny W,.

Nyni si odvodime fakt, ktery jsme na zacatku uvedli a ktery muzeme
nazorné pozorovat na obrazku 2.1(ii). To jest, Ze mnozina ¥; ma pro linearni
kongruenc¢ni generatory definované vztahem 2.1, mfiZzovou strukturu. Pro
zjenoduseni budeme predpokladat, ze a = 0.

Necht e; je i-ty k-dimenzionalni jednotkovy vektor. Ozna¢me {z,;} po-
sloupnost danou vztahem 2.1, pokud pocateéni vektor sy je roven e;. Je-li
so = (21,...,2xk) € S libovolny, tak so = z1e7 + ... + 2zrer a indukei dosté-
vame:

Tirk = Qo%;+ ...+ axp_1Tirk—1 mod m =
ao(z1Tin + ...+ 2eTig) +
+.oFag1(ATigk-11 + .- F 2kTigk—1x) mod m =
= AN Tiyk1 + ...+ 2xTiyrr mod m

a tedy

{zn} = ze{xna1} + ... + 2ze{@n i} mod m.
Zaroven pro kazdou takovou linearni kombinaci existuje sg = (z1, ..., 2x) ta-
kovy, Ze posloupnost {x,} je jim definovana. Proto plati, ze ¥, = L, (0, 1)*,
kde L; je miiz definované nasledujicimi bazovymi vektory:

vy = (L0,...,0,2k1,...,2-11)/m

V2 = (0717"'7071‘k,27"'7xt71,2)/m

Vg = (0707"'717xk,k7"'7xt71,k>/m
vesr = (0,0,...,0,1,...,0)

v = (0,0,...,0,0,...,1)

Je-lit < k, pak L, je mnozina vSech vektort, jejichz souradnice jsou nasobky

1/m a |¥;| = m'. Zajimavéjsi pripad nastava pro ¢t > k, pak |¥;| = m”.
Nyni ztotoznime W, s jejim periodickym rozsifenim do prostoru, tedy s

mnozinou L;. Fakt, ze L, ma miizovou strukturu, ndm umoziuje explicitné
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popsat vSechny mnoziny H rovnobéznych nadrovin pokryvajicich prave L,
tedy takovych, Ze je-li P nadrovina patiici do H, pak prunik P a L; je
nenulovy a zaroven H pokryva celou mnozinu L,. Kazda mnozina G rovno-
béznych nadrovin pokryvajici L; obsahuje néjakou ‘H pokryvajici pravé Ly,
a tedy muzeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat jen tento pripad. Déle
predpokladejme, Ze nulovy vektor nalezi do L;. Pokud by tomu tak nebylo,
muzeme miiz posunout a vhodny vektor, ¢imz se vlastnosti, které zkouméame
nezméni.

Necht u € R* je libovolny vektor kolmy na vSechny nadroviny mnoZiny
H. Necht P € H je jedna konkrétni z nich a necht x € P, pak = = y + \u,
kde (y,u) = 0 a ||Aul| je vzdalenost nadroviny P od po¢atku. Potom plati,
ze

(u, ) = (u,y + du) = (u, y) + (u, du) = NJul|>.

Platili naopak, Ze (u,z) = \|lul|?, tak stejnym postupem dostaneme, 7e
x € P a tedy mtuzeme zformulovat nasledujici lemma.

Lemma 23. Necht P € 'H neprochdzejici pocatkem a necht \u je vektor
kolmy na P, jehoZ délka se rovnd vzddlenosti P od pocdtku, potom

r € P <= (u,z) = \||u|?
Existuji tedy 0 = A\g < A1 < A2 < A3... € R takova, ze
H = {z e R|(z,u) = Ail|u/*}.

Nyni vyuzijeme vlastnost miizové struktury L;. Necht H pokryva prave Ly,
pak vSechny sousedni nadroviny P € H jsou stejné vzdalené a tedy plati,
ze \; = i\;. Proto existuje vektor uy = WU (kde Aq||u|| je vzdalenost
pocatku od nejblizsi nadroviny P € H neprotinajici pocatek) takovy, ze

H={r € R"|{x,uy) € Z}.

Definice 24. Necht vektory vy, ...,v; € R tvori bazi mriZe L, v t-dimenzio-
ndlnim prostoru. Potom vektory vy, ..., v definujme vztahy (vi,vi) = d;;
pro vSechna i,j € {1,...,t}. MFiZ tvofenou bdzi vy, ..., v} nazveme dudlni
k mvizi Ly a znacime L.

Tvrzeni 25. Necht H = {z € R"| (z,u) € Z}, pak

1. HDO Li<=uelLj
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2. v, je rovno délce nejkratsiho nenulového vektoru mrize L.

Diikaz. 1. Jelikoz vj,..., vy tvori bazi prostoru RY, tak existuji w; € R
takova, ze uw = wyv] + ... + wy.
(vi,u) = (v, wv] + ... +wwy) =
= wi (v, v]) + ... +wlv, v)) = w;
Protoze H O Ly, tak v; € H a tedy w; € Z pro vSechna i € {1,...,t}
a tedy u € Lj.
Naopak jeli u € L}, pak stejnym postupem dostaneme, ze (v;,u) €

7 — v; € H a tedy L; C H.

2. Méjme 'H jako vySe, potom vzdéalenost mezi sousednimi nadrovinami
mnoziny H je rovna vzdalenosti nadroviny definované vztahem (u, x) =
1 od pocatku, nebo-li

min{]|z|| [ (z,u) = 1}.

Vyuzitim Cauchyho nerovnosti 1 = (z,u) < ||z|| ||u|| dostavame, Ze
minimum se nabyva pro x = (z1,...,1x;), kde
U
T =
Dl

a tedy min{||z| | (x,u) = 1} = 1/||ul|. Dostavame tedy
vy = min{||u|| | H D L} = min{||u|| |u € L}}.
]

Jednoduchy odhad na hodnotu v; dostdvame z toho, ze pro t > k vektor
u=(0,...,0,aq,...,a5,—1,) uréuje mnozinu H, ktera pokryva L;, nebot
(u,v) € Z pro viechna v € U;. A tedy

vy <l+al+...+a;.

Pokud bychom stejné jako v prikladu z minulé sekce uvazovali LCG ge-
nerator s parametry (xo, a,c,m), ktery dosahuje maximalni periody, dostali
bychom stejny vysledek, viz kongruence 2.13. Odvozeni a algoritmus na vy-
pocet lze nalézt v [3] str. 96-101.

vi =min{ul + ... +u?| (wg +aug + ... +a" 'y, = 0modm) A u; € Z}.
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Priklad (konkrétni generator RANDU)
Jednim z generatoru hojné vyuzivanych v minulosti byl generator RANDU
definovany vztahem:

Tpi1 = (2" + 3)z, mod 2%

Proto abychom ukéazali jeho slabiny, predpoklddejme trochu obecnéjsi pri-
pad. Méjme linearni kongruencni generator dany parametry ¢ = 0, m = 2¢,
a=2"+3 prol > e/2. Pak plati, Ze

97, — 621 + Tpio = 9z, —6(2' +3)2, + (2 +3)2%1, =
= 2%, =0 mod 2°

Protoze
—6 - 2¢ < 9$n — 6l‘n+1 -+ Tn42 < 10- 267

tak body posloupnosti {w,, } mizeme v jednotkové krychli pokryt pouhymi 15
rovnobéznymi rovinami. Pokud bychom na tento generator aplikovali spek-
tralni test, tak bychom ziskali:

v =92+ 6%+ 1> = 118,

coZ je hodnota extrémné nizkd v porovnani s linearnimi kongruenénimi ge-
neratory pouzivanymi v soucasnosti (viz. [3] str. 106).
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Kapitola 3
Zaveér

V tdvodni kapitole jsme nastinili rozdil mezi konceptem pseudonahodnosti
a nahodnosti. Uvedli jsme definici pseudonahodného generatoru, naznacili
otézku jeho existence a moznost ziskat opravdu pseudonadhodné generatory
za predpokladu platnosti hypotézy o jednosmérnosti dané funkce.

V hlavni ¢asti prace jsme se zabyvali tim, jak posuzovat posloupnosti
vygenerované pseudonahodnymi generatory, statistickymi testy. Testové sta-
tistiky muZeme pocitat budto pfimo z vygenerované posloupnosti - tento
zpusob nazyvame empirickym testem - nebo je v nékterych ptipadech doka-
zeme matematicky odvodit pfimo z parametri generatoru a takto ziskat
néstroj na posuzovani ndhodnosti riaznych generatori stejné tiidy vzhledem
k danému testu. Soustfedili jsme se hlavné na tfidu linearnich kongruenc-
nich generatoru, pro kterou jsme nastinili nékteré dulezité vlastnosti, jako
je naptiklad charakterizace parametrii, pro které vygenerované posloupnost
dosahuje maximalni periody. Déle jsme se vénovali jednomu z nejdilezitéj-
sich teoretickych testli pro tuto tfidu generatort - to jest spektralnimu testu.
Predstavili jsme jeho dvé verze, nejdiive odvozeni pomoci diskrétni Fourie-
rovy transformace a poté geometrické odvozeni vyuzivajici toho, ze vektory
linearnich kongruenénich generatori tvoii miizovou strukturu.
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