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Abstrakt: V prvńı části práce studujeme řešeńı soustavy lineárńıch alge-
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je řešeńı spojitě diferencovatelné vzhledem k tomuto parametru a odvod́ıme
vztah pro výpočet jej́ı směrové derivaci. Ćılem je tyto poznatky aplikovat na
úlohu, ve kterém aproximujeme danou funkci v prostoru L2, resp. W 1,2 na
intervalu (a, b) po částech lineárńımi funkcemi: snaž́ıme se naj́ıt optimálńı
děleńı intervalu při pevném počtu děĺıćıch uzl̊u. Numerickými experimenty
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Abstract: In the first part of the thesis we show, that under certain condi-
tions, the solution of a system of linear algebraic equations depending on
a parameter is a continuously differentiable function of that parameter. We
also derive a formula for computing directional derivatives. Our main goal is
then to apply these results to the approximation of a given function in L2,
resp. W 1,2 in (a, b) by piecewise linear functions. Namely, we try to find a
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Kapitola 1

Analýza citlivosti

Motivace. Každou soustavu n lineárńıch rovnic s n neznámými lze zapsat
ve tvaru:

Ax = f,

kde A ∈ Rn×n je matice soustavy a f ∈ Rn je vektor pravé strany.
Budeme uvažovat soustavu lineárńıch algebraických rovnic takovou, ve které
matice soustavy a pravá strana záviśı na parametru α ∈ U , kde U ⊂ Rd je
neprázdná, otevřená množina:

A(α)xα = f(α) (1.1)

Symbolem xα jsme označili řešeńı soustavy (1.1) př́ıslušné hodnotě parametru
α. V daľśım se nejdř́ıv budeme věnovat diferencovatelnosti zobrazeńı x(α) :=
xα podle tohoto parametru (zat́ım nev́ıme ani to, zda je to dobře definované
zobrazeńı!).

Věta 1.1. Bud’ U ⊂ Rd neprázdná otevřená množina, dále necht’ maticová
funkce A : U → Rn×n a vektorová funkce f : U → Rn splňuj́ı následuj́ıćı
podmı́nky:

(i) ∀α ∈ U : A(α) je regulárńı;

(ii) A ∈ C1(U ;Rn×n), f ∈ C1(U ;Rn).

Potom existuje funkce x : U → Rn splňuj́ıćı:

A(α)x(α) = f(α) ∀α ∈ U, (1.2)
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která je nav́ıc spojitě diferencovatelná na U vzhledem k parametru α a pro
směrovou derivaci x′(α; β) v bodě α ∈ U a směru β ∈ Rd plat́ı:

x′(α; β) = A(α)−1 (f ′(α; β)−A′(α; β)x(α)) , (1.3)

kde A′(α; β) a f ′(α; β) jsou př́ıslušné derivace A a f v bodě α a směru β.

D̊ukaz. Neńı těžké si rozmyslet, že existenci korektně definovaného zobrazeńı
x : α 7→ xα (xα je jako v (1.1)) nám zaruč́ı již vlastnost (i) (stač́ı položit
x(α) = A(α)−1f(α)). Uvid́ıme však, že věta o implicitńıch funkćıch dává
nejenom existenci funkce x(α), ale také jej́ı hladkost.
Zvolme α0 ∈ U libovolně. Položme x0 = xα0 , tj. řešeńı soustavy (1.1) pro
α = α0 a definujme zobrazeńı F : Rd × Rn → Rn vztahem: F (α, x) =
A(α)x− f(α). Potom plat́ı:

• F (α0, x0) = 0;

• det∇xF (α0, x0) = detA(α0) 6= 0, nebot’ dle předpokladu A(α0) je
regulárńı;

• z vlastnosti (ii) a z toho, že ∇xF (α, x) = A(α) vyplývá, že F ∈
C1(U × Rn;Rn).

T́ım máme ověřené všechny předpoklady věty o implicitńıch funkćıch, tud́ıž
plat́ı: ∃U0 ⊂ U okoĺı α0 tak, že rovnice F (α, x) = 0, α ∈ U0 má právě jedno
řešeńı x(α) a nav́ıc zobrazeńı x : α 7→ x(α) je tř́ıdy C1(U0;Rn). Jelikož
α0 ∈ U bylo zcela libovolné, je x ∈ C1(U ;Rn).
K odvozeńı vztahu, který splňuje směrová derivace x′(α; β) v bodě α a směru
β využijeme definici směrové derivace:

A′(α; β) = lim
t→0+

A(α + tβ)−A(α)

t
,

f ′(α; β) = lim
t→0+

f(α + tβ)− f(α)

t
.

Bud’ β ∈ Rd libovolný, t > 0 reálné č́ıslo. Potom:

A(α + tβ)x(α + tβ) = f(α + tβ),

A(α)x(α) = f(α).
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Odečteńım druhé rovnice od prvńı, rozš́ı̌reńım o člen A(α+tβ)x(α)−A(α+
tβ)x(α) a vyděleńım č́ıslem t dostaneme rovnost:

A(α + tβ)
x(α + tβ)− x(α)

t
+

A(α + tβ)−A(α)

t
x(α) =

f(α + tβ)− f(α)

t

Nyńı stač́ı provést limitńı přechod pro t → 0+ a ihned obdrž́ıme hledaný
vztah pro směrovou derivaci x′(α; β):

A(α)x′(α; β) = f ′(α; β)−A′(α; β)x(α), (1.4)

nebot’ A, f a x jsou zobrazeńı tř́ıdy C1, tud́ıž př́ıslušné derivace existuj́ı.

Necht’ v daľśım plat́ı předpoklady předchoźı věty. Bud’ J : U × Rn → R
libovolné zobrazeńı tř́ıdy C1(U × Rn) a definujme funkci J : U → R jako:

J (α) := J(α, x(α)),

kde x(α) je řešeńı soustavy (1.2).
V předchoźım jsme dokázali, že z platnosti (i) a (ii) je x ∈ C1(U ;Rn) a tud́ıž
je také J ∈ C1(U) podle věty o derivaci složeného zobrazeńı. Zvoĺıme-li tedy
libovolný vektor β ∈ Rd, pak podle výše uvedené věty dostaneme:

J ′(α; β) = ∇αJ(α, x(α))T β +∇xJ(α, x(α))T x′(α; β). (1.5)

Budeme-li cht́ıt poč́ıtat J ′(α; β) př́ımo ze vzorce (1.5), muśıme pro každý
směr β ∈ Rd nav́ıc vyřešit soustavu (1.4), abychom dostali x′(α; β). Tomu se
však vyhneme, zavedeme-li pojem tzv. adjungovaného stavu a adjungované
soutavy :

A(α)T p(α) = ∇xJ(α, x(α)). (1.6)

Transponováńım a vynásobeńım x′(α; β) dostaneme:

∇xJ(α, x(α))T x′(α; β) =pT (α)A(α)x′(α; β)

=pT (α) [f ′(α; β)−A′(α; β)x(α)] .

V posledńı rovnosti jsme využili vztah (1.4) pro derivaci x′(α; β). Stač́ı jenom
dosadit odvozenou rovnost do (1.5), č́ımž źıskáme výsledný vztah:

J ′(α; β) = ∇αJ(α, x(α))T β + pT (α) [f ′(α; β)−A′(α; β)x(α)] . (1.7)

Všimněme si, že adjungovaná soustava (1.6) nezáviśı na β, tud́ıž ji stač́ı
vyřešit pouze jednou, abychom mohli určit směrovou derivaci J ′(α; β) pro
libovolný směr β!
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Poznámka. Jiné odvozeńı vztahu (1.7) založené na metodě Lagrangeových
multiplikátor̊u lze nalézt v knize [1].

Dodatek. Nakonec si ukážeme př́ıklad funkce J (α), pro kterou nepotřebujeme
vyřešit adjungovanou soustavu, abychom spoč́ıtali směrovou derivaci J ′(α; β)
v bodě α a směru β.
Bud’ A ∈ Rn×n symetrická matice. Potom plat́ı, že vektor x ∈ Rn řeš́ı
soustavu Ax = f právě když x minimalizuje jistou funkci J(y). Přesněji:

Ax = f ⇐⇒ x = arg min
y∈Rn

J(y),

J(y) =
1

2
〈y,Ay〉 − 〈y, f〉,

kde 〈· , ·〉 znač́ı standardńı skalárńı součin v Rn definovaný vztahem

〈x, y〉 :=
n∑

i=1

xiyi ∀x, y ∈ Rn.

Uvažujeme-li soustavu lineárńıch algebraických rovnic závisej́ıćı na parametru
α, předchoźı tvrzeńı můžeme přeformulovat následovně:

A(α)x(α) = f(α) ∀α ∈ U ⇐⇒ x(α) = arg min
y∈Rn

J(α, y) ∀α ∈ U,

J(α, y) =
1

2
〈y,A(α)y〉 − 〈y, f(α)〉.

Definujme J (α) takto:

J (α) := J(α, x(α)) =
1

2
〈x(α),A(α)x(α)〉 − 〈x(α), f(α)〉. (1.8)

Předpokládejme, že maticová funkce A(α) a vektorová funkce f(α) splňuj́ı
podmı́nky (i) a (ii) z Věty 1.1. Potom je funkce J (α) spojitě diferencov-
atelná na množině U , nebot’ f ∈ C1(U), A ∈ C1(U) a x ∈ C1(U) d́ıky právě
zmı́něné věty.

Symetrii matice A(α) a to, že x(α) splňuje rovnici A(α)x(α) = f(α)
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použijeme k odvozeńı směrové derivace J ′(α; β):

J ′(α; β) =
1

2
〈x′(α; β),A(α)x(α)〉︸ ︷︷ ︸ +

1

2
〈x(α),A′(α; β)x(α)〉

+
1

2
〈x(α),A(α)x′(α; β)〉︸ ︷︷ ︸−〈x

′(α; β), f(α)〉 − 〈x(α), f ′(α; β)〉

=〈x′(α; β),A(α)x(α)〉 − 〈x′(α; β), f(α)〉+
1

2
〈x(α),A′(α; β)x(α)〉

− 〈x(α), f ′(α; β)〉
=〈x′(α; β),A(α)x(α)− f(α)︸ ︷︷ ︸

=0

〉+
1

2
〈x(α),A′(α; β)x(α)〉

− 〈x(α), f ′(α; β)〉
=

1

2
〈x(α),A′(α; β)x(α)− 2f ′(α; β)〉.
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Kapitola 2

Projekce v Hilbertových
prostorech

Úvod. V celé této kapitole dvojice (X, (· , ·)) bude značit reálný Hilbert̊uv
prostor se skalárńım součinem (· , ·). Necht’ L ⊂⊂ X je podprostor X konečné
dimenze.
Ćılem tohoto úvodu je připomenout, jak k danému prvku x ∈ X nalézt
g ∈ L, který je k němu ”nejbližš́ı” v normě prostoru L, tj. ‖x − g‖ =
minz∈L ‖x−z‖. K tomu uvedeme bez d̊ukaz̊u dvě věty, známé z funkcionálńı
analýzy. Př́ıslušné d̊ukazy lze nalézt např́ıklad v [2].

Věta 2.1. Necht’ (X, (· , ·)) je Hilbert̊uv prostor, L ⊂⊂ X uzavřený podpros-
tor X. Potom:

∀x ∈ X ∃!g ∈ L : ‖x− g‖ = min
z∈L

‖x− z‖.

Věta 2.2. Bud’ (X, (· , ·)) Hilbert̊uv prostor, L ⊂⊂ X uzavřený podprostor.
Necht’ x ∈ X a g ∈ L. Pak

‖x− g‖ = min
z∈L

‖x− z‖ ⇐⇒ (x− g, z) = 0, ∀z ∈ L.

Označme {ϕ1, . . . , ϕn} bázi prostoru L, kde n = dim L. Podle Věty 2.2
stač́ı naj́ıt koeficienty α1, . . . , αn ∈ R tak, že pro g =

∑n
i=1 αiϕi plat́ı:

(x− g, z) = 0 ∀z ∈ L.

Jelikož reálný skalárńı součin je lineárńı v druhé složce, stač́ı nalézt g ∈ L
tak, aby:

(x− g, ϕj) = 0, ∀j = 1, . . . , n.
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Tedy:

(x−
n∑

i=1

αiϕi, ϕj) = 0, ∀j = 1, . . . , n,

což je ekvivalentńı:

n∑
i=1

αi(ϕi, ϕj) = (x, ϕj), ∀j = 1, . . . , n. (2.1)

Soustavu (2.1) můžeme zapsat v maticovém tvaru:

Aα = F, (2.2)

kde α = (α1, . . . , αn)T je hledaný vektor koeficient̊u lineárńı kombinace,
F = ((x, ϕ1), . . . , (x, ϕn))T je vektor pravé strany a A = ((ϕi, ϕj))

n
i,j=1 je

matice soustavy, tzv. Gramova matice.
Řešitelnost soustavy (2.2) a tud́ıž také existenci nejbližš́ıho prvku dokazuje

následuj́ıćı lemma.

Lemma 2.3. Gramova matice A = ((ϕi, ϕj))
n
i,j=1 definovaná jako výše je

regulárńı.

D̊ukaz. Plyne ihned z lineárńı nezávislosti bázových vektor̊u ϕi, i = 1, . . . , n.

Nyńı ukážeme, že jsme v podstatě zkonstruovali ortogonálńı projekci pros-
toru X na jeho konečně dimenzionálńı podprostor L = span{ϕ1, . . . , ϕn}.

Definujme proto zobrazeńı P : X −→ L předpisem Px =
∑n

i=1 αiϕi ∀x ∈
X, kde koeficienty αi jsou řešeńım soustavy (2.2). Potom operátor P je

• lineárńı (snadno se ověř́ı z (2.1)),

• ∀x ∈ L : Px = x =⇒ P 2 = P ,

• konečně dimenzionálńı =⇒ spojitý,

• KerP = {x ∈ X :
∑

i αiϕi = 0} = {x ∈ X : (x, ϕi) = 0 ∀i} = L⊥ =
(RngP )⊥.

Tud́ıž P je skutečně ortogonálńı projekce X na L.
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Úloha 2.4. Necht’ a, b ∈ R, a < b; n ∈ N. Uvažujme děleńı ∆n := {a =
x0 < x1 < · · · < xn = b} intervalu [a, b] a označme Ln prostor všech po
částech lineárńıch, spojitých funkćı na tomto děleńı:

Ln := L(∆n) =
{
ϕ ∈ C[a, b]; ϕ ¹[xi−1,xi]∈ P1 ∀i = 1, . . . , n

}
,

a jeho podprostor:

L̃n := L̃(∆n) = {ϕ ∈ Ln; ϕ(a) = 0} .

Pro daný f ∈ X1, resp. X2 nalezněme jeho ortogonálńı projekci na Ln resp.
L̃n, je-li:

(a) X1 = L2(a, b) se skalárńım součinem:

(f, g) =

∫ b

a

f(x)g(x) dx ∀f, g ∈ X1,

(b) X2 = {f ∈ W 1,2(a, b); f(a) = 0} se skalárńım součinem:

(f, g) =

∫ b

a

f ′(x)g′(x) dx ∀f, g ∈ X2,

kde W 1,2(a, b) je Sobolev̊uv prostor W 1,2 na intervalu (a, b) a f ′ ∈
L2(a, b) znač́ı slabou derivaci funkce f ∈ X2.

Poznámka. Na reálné př́ımce plat́ı, že W 1,2(a, b) ↪→ C([a, b]) v tom smyslu,
že pro každou tř́ıdu funkćı f ∈ W 1,2(a, b) existuje jej́ı reprezentant f ], který
je spojitý na intervalu [a, b] a tud́ıž má smysl pro něj definovat bodovou hod-
notu f ](a). Prostor X2 je tedy korektně definován, nebot’ pro f ∈ W 1,2(a, b)
polož́ıme: f(a) := f ](a).

Lemma 2.5. (a) Ln je lineárńı podprostor prostoru X1, dim L = n + 1.
Jeho bázové funkce jsou:

ϕ0(x) :=

{
x1−x
x1−x0

, x ∈ [x0, x1],

0 jinak
(2.3)

ϕj(x) :=





x−xj−1

xj−xj−1
, x ∈ [xj−1, xj],

xj+1−x

xj+1−xj
, x ∈ [xj, xj+1],

0 jinak

(2.4)

12



ϕn(x) :=

{ x−xn−1

xn−xn−1
, x ∈ [xn−1, xn],

0 jinak,
(2.5)

kde j = 1, . . . , n− 1.

(b) L̃n ⊂⊂ X2, dim L̃n = n a funkce {ϕ1, . . . , ϕn}, definované vztahy (2.4)
a (2.5) tvoř́ı bázi tohoto prostoru.

D̊ukaz. Jde jenom o ověřeńı definic, proto jej zde uvádět nebudeme.

x_0 x_1 ... x_n
0

1

Obrázek 2.1: Bázová funkce ϕ0

x_0 ... x_{j−1} x_j x_{j+1} ... x_n
0

1

Obrázek 2.2: Bázová funkce ϕj, 1 ≤ j ≤ n− 1

x_0 ... x_{n−1} x_n
0

1

Obrázek 2.3: Bázová funkce ϕn
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Řešeńı Úlohy 2.4. Reálný skalárńı součin je symetrický, tud́ıž každá reálná
Gramova matice je symetrická. Nav́ıc z definice bázových funkćı je ihned
patrné, že pro |i− j| ≥ 2 bude aij = 0, nebot’:

aij = (ϕi, ϕj) =

∫ b

a

ϕi(x)ϕj(x) dx =
n∑

k=1

∫ xk

xk−1

ϕi(x)ϕj(x) dx = 0,

nebot’ v každém sč́ıtanci je aspoň jedna z funkćı ϕi(x), ϕj(x) nulová.
Obdobně můžeme odvodit totéž pro př́ıpad (b).
V obou př́ıpadech tedy dostáváme symetrickou, tř́ıdiagonálńı Gramovu matici.
Pro jej́ı nenulové prvky v př́ıpadě (a) plat́ı:

a00 = (ϕ0, ϕ0) =

∫ x1

x0

(
x1 − x

x1 − x0

)2

dx =
x1 − x0

3
, (2.6)

aii = (ϕi, ϕi) =

∫ xi

xi−1

(
x− xi−1

xi − xi−1

)2

dx +

∫ xi+1

xi

(
xi+1 − x

xi+1 − xi

)2

dx =

xi − xi−1

3
+

xi+1 − xi

3
=

xi+1 − xi−1

3
∀i = 1, . . . , n− 1,

(2.7)

ann = (ϕn, ϕn) =

∫ xn

xn−1

(
x− xn−1

xn − xn−1

)2

dx =
xn − xn−1

3
. (2.8)

Prvky nad diagonálou urč́ıme analogicky:

ai,i+1 = (ϕi, ϕi+1) =

∫ b

a

ϕi(x)ϕi+1(x) dx =

∫ xi+1

xi

xi+1 − x

xi+1 − xi

· x− xi

xi+1 − xi

dx

=
xi+1 − xi

6
∀i = 0, . . . , n− 1. (2.9)

Zbývá sestavit vektor pravé strany, pro nějž podle úvodńı části plat́ı vztahy:

(f, ϕ0) =
1

x1 − x0

∫ x1

x0

f(x)(x1 − x) dx, (2.10)

(f, ϕi) =
1

xi − xi−1

∫ xi

xi−1

f(x)(x− xi−1) dx

+
1

xi+1 − xi

∫ xi+1

xi

f(x)(xi+1 − x) dx, (2.11)
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(f, ϕn) =
1

xn − xn−1

∫ xn

xn−1

f(x)(x− xn−1) dx, (2.12)

kde i = 1, . . . , n− 1.
V př́ıpadě (b) postupujeme obdobně:

aii = (ϕi, ϕi) =

∫ b

a

(ϕ′i(x))
2

dx

=
1

xi − xi−1

+
1

xi+1 − xi

∀i = 1, . . . , n− 1 (2.13)

ann = (ϕn, ϕn) =
1

xn − xn−1
(2.14)

ai,i+1 = (ϕi, ϕi+1) = − 1

xi+1 − xi

∀i = 1, . . . , n− 1 (2.15)

(f, ϕi) =

∫ xi

xi−1

f ′(x)

xi − xi−1

dx−
∫ xi+1

xi

f ′(x)

xi+1 − xi

dx

=
f(xi)− f(xi−1)

xi − xi−1

− f(xi+1)− f(xi)

xi+1 − xi

∀i = 1, . . . , n− 1, (2.16)

(f, ϕn) =

∫ xn

xn−1

f ′(x)

xn − xn−1

dx =
f(xn)− f(xn−1)

xn − xn−1

. (2.17)
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Kapitola 3

Nalezeńı optimálńıho děleńı

Úvod. V této kapitole se budeme zabývat prostorem (X1, (· , ·)) a Ln ⊂⊂
X1, resp. (X2, (· , ·)) a L̃n ⊂⊂ X2, definovaných v Úloze 2.4. Jelikož následuj́ıćı
úvahy lze provést podobně pro oba př́ıpady, dovolujeme si pro přehlednost
použ́ıvat jednotné označeńı X a L (s patřičným skalárńım součinem (· , ·)).
Necht’ je nav́ıc n ∈ N, tj. počet d́ılč́ıch interval̊u intervalu [a, b] pevná, předem
zvolená. Pro zjednodušeńı daľśıho označeńı budeme použ́ıvat symbol ∆ mı́sto
∆n.

V předchoźı kapitole jsme ukázali, jak pro pevné děleńı ∆ intervalu [a, b]
a danou funkci f ∈ X nalézt funkci g ∈ L, která nejlépe aproximuje f v
normě prostoru X. Všimněme si, že prostor L a tud́ıž i funkce g záviśı na
volbě děleńı, tj. L = L(∆) a g = g(∆)! To nás motivuje k tomu, abychom

hledali ”optimálńı děleńı”, neboli ∆̂ takové, pro které plat́ı:

∆̂ = arg min
∆∈Uad

‖f − g(∆)‖, (3.1)

kde Uad ⊂ Rn+1 je jistá množina děleńı.
Bude-li množina Uad kompaktńı a zobrazeńı g : Uad → L, ∆ 7→ g(∆),

∆ ∈ Uad spojité, máme zaručeno existenci optimálńıho děleńı. Stač́ı si totiž
uvědomit, že za těchto předpoklad̊u je funkce Ψ(∆) := ‖f − g(∆)‖ složeńım
spojitých zobrazeńı, tud́ıž sama spojitá a každá spojitá funkce na kompaktńı
množině nabývá svého minima.

Zd̊urazněme, že počet d́ılč́ıch interval̊u n ∈ N je pevné, hledáme pouze
optimálńı rozložeńı uzl̊u x1, x2, . . . , xn−1 (krajńı body x0 = a a xn = b se
neměńı).
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Přirozeně se nab́ıźı hledat optimálńı děleńı v množině všech možných
děleńı intervalu [a, b]. Bohužel množina

{ (x0, x1, . . . , xn) ∈ Rn+1; a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b }

neńı uzavřená, tud́ıž nemůže být ani kompaktńı. Proto nemuśı existovat
optimálńı děleńı ve výše uvedené množině a muśıme zúžit obor př́ıpustných
děleńı.

Bud’ 0 < δ ≤ (b− a)/n. Uvažujme následuj́ıćı děleńı intervalu [a, b]:

Uδ := { (x0, x1, . . . , xn) ∈ Rn+1; x0 = a, x1 ≥ x0+δ, . . . , xn ≥ xn−1+δ, xn = b }.
(3.2)

Lemma 3.1. Množina Uδ ⊂ Rn+1 je kompaktńı.

D̊ukaz. Zřejmě Uδ ⊂ [a, b]n+1, tud́ıž je omezená. Ke kompaktnosti zbývá
ukázat, že Uδ je uzavřená. Mějme proto posloupnost {∆k}∞k=1 ⊂ Uδ, ∆k =
(xk

0, x
k
1, . . . , x

k
n) a předpokládejme, že:

∃∆ = (x0, x1, . . . , xn) ∈ Rn+1 : ∆k −→ ∆, k →∞,

což je ekvivalentńı:

∀i = 0, . . . , n : xk
i −→ xi, k →∞.

Podle předpokladu přitom plat́ı:

∀k ∈ N∀i = 0, . . . , n− 1 : xk
i+1 − xk

i ≥ δ.

Po limitńım přechodu pro k →∞ dostaneme:

∀i = 0, . . . , n− 1 : xi+1 − xi ≥ δ.

Tedy ∆ ∈ Uδ a tud́ıž je množina Uδ ⊂ Rn+1 kompaktńı.

V daľśım budeme předpokládat, že Uad = Uδ, kde Uδ je definováno právě
pomoćı (3.2).
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Vyšetřeme nyńı spojitost zobrazeńı g : Uad → L, ∆ 7→ g(∆) pro ∆ ∈ Uad,
kde g(∆) je prvek nejlepš́ı lineárńı aproximace na ∆ ∈ Uad. Dle předchoźı
kapitoly:

g(∆) =
∑

i

αi(∆)ϕi(∆) ∀∆ ∈ Uad, (3.3)

kde vektor koeficient̊u lineárńı kombinace α(∆) = (α0(∆), . . . , αn(∆))T ,
resp. α(∆) = (α1(∆), . . . , αn(∆))T řeš́ı soustavu (2.2):

A(∆)α(∆) = F (∆) ∀∆ ∈ Uad. (3.4)

Prvky matice A(∆) jsou dány vztahy (2.6)-(2.9), resp. (2.13)-(2.15), a prvky
vektoru F (∆) maj́ı tvar (2.10)-(2.12), resp. (2.16)-(2.17).

Ze vztahu (3.3) je patrné, že zobrazeńı g(∆) bude spojité na množině
Uad jakmile tam budou αi(∆) a ϕi(∆) spojité. Neńı těžké si rozmyslet, že
je to pravda jak pro X = X1, tak pro X = X2. Na druhou stranu, budou-li
A(∆) a F (∆), ∆ ∈ Uad tř́ıdy C1, bude zobrazeńı α(∆) tř́ıdy C1 (viz. Větu
1.1). K tomu, abychom mohli použ́ıt teoretické výsledky prvńı kapitoly, je
zapotřeb́ı mı́t funkce A a F alespoň tř́ıdy C1. Vyšetřeme tedy za jakých
podmı́nek to nastává.

(a) Necht’ X = X1 a L = Ln. Z (2.6)-(2.9) je hned zřejmé, že mati-
cová funkce A(∆), ∆ ∈ Uad je spojitě diferencovatelná podle xi pro každé
i = 1, . . . , n − 1, tud́ıž je tř́ıdy C1 na Uad. Symbolem A′(∆; xi) označme
derivaci matice A(∆) podle proměnné xi. Zřejmě v matici A′(∆; xi) je pouze
6 nenulových člen̊u pro i = 1, . . . , n−1 (protože krajńı body x0 = a a xn = b
jsou pevné, budou nás zaj́ımat jenom derivace podle xi pro i = 1, . . . , n−1):

∂ai−1,i−1

∂xi

(∆) =
1

3
, (3.5)

∂aii

∂xi

(∆) = 0, (3.6)

∂ai+1,i+1

∂xi

(∆) = −1

3
, (3.7)

∂ai−1,i

∂xi

=
∂ai,i−1

∂xi

(∆) =
1

6
, (3.8)

∂ai,i+1

∂xi

=
∂ai+1,i

∂xi

(∆) = −1

6
, (3.9)
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pro každé i = 1, . . . , n− 1. Je tedy:

A′(∆; xi) =




. . . . . .

. . . 1
3

1
6

1
6

0 −1
6

−1
6
−1

3

. . .
. . . . . .




kde kromě vyznačených jsou všechny ostatńı prvky matice A′(∆; xi) nulové.
Necht’ f ∈ C([a, b]). Potom neurčitý Lebesgue̊uv integrál H(x) =

∫ x

a
f(t) dt

je primitivńı funkce k f na intervalu [a, b] a plat́ı: H ′(x) = f(x) ∀x ∈ [a, b].
Tuto vlastnost využijeme při poč́ıtáńı F ′(∆; xi), kde F ′(∆; xi) znač́ı derivaci
vektorové funkce F (∆) podle proměnné xi. Všimněme si, že nejvýše 3 složky
pravé strany (2.10)-(2.12) záviśı na xi (i = 1, . . . , n−1) a to prostřednictv́ım
ϕi−1(∆), ϕi(∆) a ϕi+1(∆). Derivaćı pravé strany F (∆) podle xi z̊ustanou
nenulové tyto složky:

∂

∂xi

(f, ϕi−1(∆)) =
∂

∂xi

(
1

xi − xi−1

∫ xi

xi−1

f(x)(xi − x) dx

)

=
∂

∂xi

(
xi

xi − xi−1

∫ xi

xi−1

f(x) dx

)
− ∂

∂xi

(
1

xi − xi−1

∫ xi

xi−1

f(x)x dx

)

=
xi − xi−1 − xi

(xi − xi−1)2

∫ xi

xi−1

f(x) dx +
xif(xi)

xi − xi−1

+
1

(xi − xi−1)2

∫ xi

xi−1

f(x)x dx− f(xi)xi

xi − xi−1

=
1

(xi − xi−1)2

∫ xi

xi−1

f(x)(x− xi−1) dx. (3.10)

Obdobně dostaneme:

∂

∂xi

(f, ϕi(∆)) =
1

(xi+1 − xi)2

∫ xi+1

xi

f(x)(xi+1 − x) dx

− 1

(xi − xi−1)2

∫ xi

xi−1

f(x)(x− xi−1) dx, (3.11)

∂

∂xi

(f, ϕi+1(∆)) = − 1

(xi+1 − xi)2

∫ xi+1

xi

f(x)(xi+1 − x) dx (3.12)
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pro každé i = 1, . . . , n− 1.
Ukažme, že tyto funkce spojitě záviśı na ∆ ∈ Uad. K tomu využijeme fakt,
že neurčitý Lebesgue̊uv integrál integrovatelné funkce je absolutně spojitý
jako funkce integračńı meze. Upravme např́ıklad (3.10) následovně:

∂

∂xi

(f, ϕi−1(∆)) =
1

(xi − xi−1)2

∫ xi

xi−1

f(x)(x− xi−1) dx

=
1

(xi − xi−1)2

∫ xi

a

xf(x) dx− 1

(xi − xi−1)2

∫ xi−1

a

xf(x) dx

− xi−1

(xi − xi−1)2

∫ xi

a

f(x) dx +
xi−1

(xi − xi−1)2

∫ xi−1

a

f(x) dx.

Tud́ıž ∂
∂xi

(f, ϕi−1) ∈ C(Uad). Analogicky můžeme dokázat, že ∂
∂xi

(f, ϕj) ∈
C(Uad) pro každé i = 1, . . . , n− 1 a j = 0, . . . , n, tedy F (∆) ∈ C1(Uad).

(b) Je-li X = X2 a L = L̃n, potom vztahy (2.13)-(2.15) definuj́ı C1

maticovou funkci a jej́ı prvky jsou dány vztahy:

∂ai−1,i−1

∂xi

(∆) = − 1

(xi − xi−1)2
, (3.13)

∂aii

∂xi

(∆) = − 1

(xi − xi−1)2
+

1

(xi+1 − xi)2
, (3.14)

∂ai+1,i+1

∂xi

(∆) =
1

(xi+1 − xi)2
, (3.15)

∂ai−1,i

∂xi

=
∂ai,i−1

∂xi

(∆) =
1

(xi − xi−1)2
, (3.16)

∂ai,i+1

∂xi

=
∂ai+1,i

∂xi

(∆) = − 1

(xi+1 − xi)2
, (3.17)

pro každé i = 1, . . . , n− 1. Ostatńı prvky matice A′(∆; xi) jsou nulové.
Naopak diferencovatelnost F (∆) v tomto př́ıpadě vyžaduje, aby funkce f

měla spojitou slabou derivaci. Potom analogicky, jako jsme postupovali při
odvozeńı (3.10)-(3.12) můžeme určit derivaci F ′(∆; xi). K tomu potřebujeme
tvar slabých derivaćı bázových funkćı:

ϕ′i−1(x) =





1
xi−1−xi−2

, x ∈ (xi−2, xi−1),
−1

xi−xi−1
, x ∈ (xi−1, xi),

0 jinak
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ϕ′i(x) =





1
xi−xi−1

, x ∈ (xi−1, xi),
−1

xi+1−xi
, x ∈ (xi, xi+1),

0 jinak

ϕ′i+1(x) =





1
xi+1−xi

, x ∈ (xi, xi+1),
−1

xi+2−xi+1
, x ∈ (xi+1, xi+2),

0 jinak.

x_0 x_{i−1} x_i x_{i+1} x_n

0

Obrázek 3.1: Slabá derivace bázové funkce ϕi

Potom plat́ı:

∂(f, ϕi−1)

∂xi

=
∂

∂xi

∫ xi

xi−1

f ′(x)ϕ′i−1(x) dx =
∂

∂xi

( −1

xi − xi−1

∫ xi

xi−1

f ′(x) dx

)

=
1

(xi − xi−1)2

∫ xi

xi−1

f ′(x) dx− f ′(xi)

xi − xi−1

=
f(xi)− f(xi−1)− f ′(xi)(xi − xi−1)

(xi − xi−1)2
, (3.18)

a vid́ıme, že pravá strana spojitě záviśı na ∆ ∈ Uad, nebot’ f, f ′ ∈ C([a, b]).
Obdobně:

∂(f, ϕi)

∂xi

= −f(xi+1)− f(xi)− f ′(xi)(xi+1 − xi)

(xi+1 − xi)2

− f(xi)− f(xi−1)− f ′(xi)(xi − xi−1)

(xi − xi−1)2
, (3.19)
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∂(f, ϕi+1)

∂xi

=
f(xi+1)− f(xi)− f ′(xi)(xi+1 − xi)

(xi+1 − xi)2
, (3.20)

pro i = 1, . . . , n−1. Ostatńı složky F ′(∆; xi) jsou i v tomto př́ıpadě nulové.
Shrňme dosavadńı výsledky do dvou vět.

Věta 3.2. (a) Necht’ f ∈ C(a, b). Potom maticová funkce A : Uad →
R(n+1)×(n+1) definovaná vztahy (2.6)-(2.9) a vektorová funkce F : Uad →
Rn+1 definovaná vztahy (2.10)-(2.12) jsou tř́ıdy C1(Uad) a jej́ı směrové derivace
A′(∆; xi), resp. F ′(∆; xi) v bodě ∆ ∈ Uad a ve směru xi (i = 1, . . . , n − 1)
splňuj́ı (3.5)-(3.9), resp. (3.10)-(3.12).

(b) Necht’ f ∈ X2 má spojitou slabou derivaci: f ′ ∈ C([a, b]). Potom
funkce A : Uad → Rn×n a F : Uad → Rn definované vztahy (2.13)-(2.15) a
(2.16)-(2.17) jsou spojitě diferencovatelné na množině Uad a pro jej́ı směrové
derivace v bodě ∆ ∈ Uad a ve směru xi (i = 1, . . . , n−1) plat́ı vztahy (3.13)-
(3.17), resp. (3.18)-(3.20).

Věta 3.3. Necht’ f ∈ X splňuje předpoklady předchoźı věty. Potom úloha
(3.1) má v množině Uad řešeńı, t.j. existuje optimálńı děleńı ∆̂ ∈ Uad inter-
valu [a, b] o n uzlech splňuj́ıćı:

‖f − g(∆̂)‖ = min
∆∈Uad

min
h∈L(∆)

‖f − h‖.

Je snadno vidět, že řešeńı úlohy (3.1) je ekvivalentńı minimalizaci funkce
Φ : Uad → R definované předpisem:

Φ(∆) := ‖f − g(∆)‖2 = ‖f‖2 + ‖g(∆)‖2 − 2(f, g(∆)).

Prvńı člen v definici Φ(∆) nezáviśı na děleńı ∆, tud́ıž k určeńı optimálńıho
děleńı stač́ı minimalizovat následuj́ıćı funkci:

J (∆) := ‖g(∆)‖2 − 2(f, g(∆)) ∀∆ ∈ Uad. (3.21)
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Po úpravách dostaneme ekvivalentńı zápis:

J (∆) =(g(∆), g(∆))− 2(f, g(∆))

=(
∑

i

αi(∆)ϕi(∆),
∑

j

αj(∆)ϕj(∆))− 2(f,
∑

i

αi(∆)ϕi(∆))

=
∑
i,j

αi(∆)αj(∆)(ϕi(∆), ϕj(∆))− 2
∑

i

αi(∆)(f, ϕi(∆))

=〈α(∆),A(∆)α(∆)︸ ︷︷ ︸
=F (∆)

〉 − 2〈α(∆), F (∆)〉 (3.22)

=− 〈α(∆), F (∆)〉. (3.23)

Aby nedošlo k nedorozuměńı o jaký skalárńı součin se jedná, užili jsme
značeńı 〈· , ·〉 pro standardńı skalárńı součin v Rn+1, resp. Rn, stejně jako
v prvńı kapitole.

Porovnáme-li J (∆) prostřednictv́ım (3.22) s funkcionálem definovaným
v Dodatku prvńı kapitoly, zjist́ıme, že se rovnaj́ı až na multiplikativńı kon-
stantu. Jsou-li nav́ıc splněny předpoklady Věty 3.2, plat́ı dle zmı́něného do-
datku vztah pro směrovou derivaci J ′(∆; xi) v bodě ∆ ∈ Uad a ve směru xi

(i = 1, . . . , n− 1):

J ′(∆; xi) = 〈α(∆),A′(∆; xi)α(∆)− 2F ′(∆; xi)〉. (3.24)
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Kapitola 4

Numerické experimenty

Úloha nalezeńı optimálńıho děleńı intervalu byla naprogramována pro
Úlohu 2.4 s následuj́ıćımi daty:

• (a, b) = (0, 1),

• f(x) = xβ, pro β = 0.51, 0.65, 0.8,

• Uad = Uδ pro δ = 10−4, 10−5, 10−6, kde Uδ je dána vztahem (3.2),

• n = 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128.

Zřejmě xβ = 0 pro x = 0 a β > 0. K tomu, aby funkce f(x) = xβ ∈
W 1,2(0, 1), muśı platit následuj́ıćı omezeńı na parametr β:

‖xβ‖2
X2

=

∫ 1

0

((xβ)′)2 dx = β2

∫ 1

0

x2β−2 dx < ∞ ⇐⇒ 2β − 2 > −1

⇐⇒ β >
1

2
.

Potom f ∈ X2 a současně f ∈ X1, nav́ıc plat́ı:

‖f‖2
X1

=

∫ 1

0

x2β dx =
1

2β + 1
,

‖f‖2
X2

= β2

∫ 1

0

x2β−2 dx =
β2

2β − 1
.
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Podle definice z předchoźı kapitoly (viz. (3.1)), optimálńı děleńı je děleńı

∆̂n ∈ Uad pro které:

Φ(∆̂n) = min
∆n∈Uad

Φ(∆n) = min
∆n∈Uad

‖f − g(∆n)‖2 = ‖f‖2 + min
∆n∈Uad

J (∆n),

kde funkcionál J je dán předpisem (3.21), nebo ekvivalentně (3.23).
Nazvěme veličinu Φ(∆n) chybou aproximace na děleńı ∆n ∈ Uad.

Poznámka. Jeden z praktických aspekt̊u definice množiny Uad := Uδ je
to, že soused́ıćı uzly se nemohou dostat ”př́ılǐs” bĺızko k sobě: jinak by se
mohlo stát, že xj ≈ xj+1 a při sestaveńı matice A(∆n) na poč́ıtači bychom
dostali chybové hlášeńı o děleńı nulovou. Abychom se tomu vyhnuli, nab́ıźı
se definovat množinu Uad právě vztahem (3.2), který nav́ıc dovoluje uzl̊um
děleńı relativně velkou flexibilitu.

Co se týče vlastńı realizace, numerické výsledky byly źıskány pomoćı ko-
merčńıho softwaru MATLAB c©, přičemž k minimalizaci funkcionálu J (∆n)
byla použita funkce fmincon. Ta je založena na kvazi-Newtonově metodě k
nalezeńı vázaného extrému reálné funkce v́ıce proměnných. Pro bližš́ı infor-
mace o použité funkci bychom čtenáře odkázali na online help, viz. stránky
[3]. Zmı́ńıme se však o jedné d̊uležité vlastnosti funkce fmincon, a sice, že
jako vstupńı hodnotu j́ı můžeme předat gradient funkce J . T́ım usnadńıme
minimalizaci , protože d́ıky jednoduchým tvar̊um matic A′(∆n; xi) a vektor̊u
F ′(∆n; xi) je výpočet J ′(∆n; xi) podle (3.24) zcela nenáročný.

Poznámka. Vzhledem k tomu, jak je norma definována v prostorech X1

a X2, očekáváme, že děleńı bude ”citlivěǰśı” v bĺızkosti nuly. Tedy uzly op-
timálńıho děleńı se budou hromadit kolem nuly a to hlavně pro X = X2,
nebot’ tatáž funkce xβ má větš́ı normu v X2. Nav́ıc lze předpokládat, že č́ım
bude β bĺıže hraničńı hodnotě 1

2
, t́ım razantněǰśı bude přemist’ováńı uzl̊u.

O tom, že tato intuice je správná, svědč́ı následuj́ıćı čtyři obrázky.
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Obrázek 4.1: β = 0.65, n = 2, δ = 10−5
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Obrázek 4.2: β = 0.65, n = 2, δ = 10−5
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Obrázek 4.3: β = 0.51, n = 16, δ = 10−5 (zvětšený)
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Obrázek 4.4: β = 0.51, n = 16, δ = 10−5 (zvětšený)
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Zvoĺıme-li β z intervalu (1
2
, 1), bude funkce xβ př́ılǐs regulárńı, jakožto

prvek L2(0, 1) a proto nedostaneme podstatně lepš́ı odhady pomoćı op-
timálńıho děleńı: řád konvergence z̊ustává stejný, jako při aproximaci na
rovnoměrném děleńı. Nav́ıc ani posun uzl̊u neńı dostatečně markantńı, proto
jsou výsledky stejné pro δ = 10−4, 10−5, 10−6.

Chyby aproximace na rovnoměrném a optimálńım děleńı jsou znázorněny
v následuj́ıćıch tabulkách, resp. grafech.

Tabulka 4.1: Chyby aproximace pro β = 0.51 v X1

rovnoměrné děleńı optimálńı děleńı

n = 2 0.00062352225591 0.00023741975036
n = 4 0.00015489119360 0.00002096300694
n = 8 0.00003822152676 0.00000159113760
n = 16 0.00000942580440 0.00000016534591
n = 32 0.00000232413223 0.00000006664978
n = 64 0.00000057304132 0.00000003148067
n = 128 0.00000014128789 0.00000001021295

Tabulka 4.2: Chyby aproximace pro β = 0.65 v X1

rovnoměrné děleńı optimálńı děleńı

n = 2 0.00028398398248 0.00011839512620
n = 4 0.00005823891027 0.00000982820914
n = 8 0.00001184946329 0.00000071893953
n = 16 0.00000240764332 0.00000018807677
n = 32 0.00000048899424 0.00000003828210
n = 64 0.00000009930233 0.00000000777939
n = 128 0.00000002016476 0.00000000200715
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Tabulka 4.3: Chyby aproximace pro β = 0.8 v X1

rovnoměrné děleńı optimálńı děleńı

n = 2 0.00007678955287 0.00003583587987
n = 4 0.00001286030803 0.00000281719338
n = 8 0.00000213134063 0.00000019963875
n = 16 0.00000035217639 0.00000002964207
n = 32 0.00000005812711 0.00000000839131
n = 64 0.00000000958974 0.00000000228827
n = 128 0.00000000158130 0.00000000056859
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Obrázek 4.5: β = 0.51 v prostoru X1
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Obrázek 4.6: β = 0.65 v prostoru X1
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Obrázek 4.7: β = 0.8 v prostoru X1
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Provedeme-li nyńı numerické testy pro stejné funkce xβ v prostoru X2,
můžeme spatřit v́ıce odlǐsnost́ı. Č́ım je β bĺıž 1

2
, t́ım je výrazněǰśı vliv volby

množiny Uδ. Pro menš́ı δ dostaneme zřejmě lepš́ı aproximace, nebot’ dovolu-
jeme děĺıćım uzl̊um větš́ı svobodu. Při aplikaci se ale brzy dostane podstatná
část děĺıćıch bod̊u (tj. uzly, které jsou bĺıž mı́sta, kde funkce je ”citlivěǰśı”)
δ-bĺızko k sobě a t́ım pádem chyba aproximace klesá velmi pomalu. Jak je z
obrázk̊u dále patrné, nebude-li funkce xβ ”př́ılǐs singulárńı”, můžeme pomoćı
optimálńıho děleńı zlepšit i řád konvergence.
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Obrázek 4.8: β = 0.51 v prostoru X2
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Obrázek 4.9: β = 0.65 v prostoru X2
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Obrázek 4.10: β = 0.8 v prostoru X2
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eń
ı

op
ti

m
ál

ń
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ěl

eń
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Na Obrázćıch 4.5 - 4.7 jsme viděli, jak se chová chyba aproximace na
optimálńım děleńı pro regulárńı funkce v prostoru X1. Ukážeme nakonec
př́ıpad, kdy funkce xβ je dost singulárńı, tj. β je bĺızko hraničńı hodnotě
−1

2
, nebot’

xβ ∈ L2(0, 1) ⇔ β > −1

2
.
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Obrázek 4.11: β = −0.495 v prostoru X1
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