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Abstrakt: V prvni ¢asti prace studujeme feSeni soustavy linearnich alge-
braickych rovnic zavisejici na parametru. Ukazeme, Ze za jistych predpokladu
je feseni spojité diferencovatelné vzhledem k tomuto parametru a odvodime
vztah pro vypocet jeji smérové derivaci. Cilem je tyto poznatky aplikovat na
tlohu, ve kterém aproximujeme danou funkci v prostoru L2, resp. W2 na
intervalu (a,b) po ¢astech linedrnimi funkcemi: snazime se najit optimalni
déleni intervalu pii pevném poc¢tu délicich uzlu. Numerickymi experimenty
zjistujeme vliv déleni intervalu na chybu aproximace a iad konvergence.
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Abstract: In the first part of the thesis we show, that under certain condi-
tions, the solution of a system of linear algebraic equations depending on
a parameter is a continuously differentiable function of that parameter. We
also derive a formula for computing directional derivatives. Our main goal is
then to apply these results to the approximation of a given function in L?,
resp. Wh2 in (a,b) by piecewise linear functions. Namely, we try to find a
partition of the interval (a,b) that is optimal in a particular sense. Numer-
ical experiments show the effect of found partitions on the approximation
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Kapitola 1

Analyza citlivosti

Motivace. Kazdou soustavu n linearnich rovnic s n neznamymi lze zapsat
ve tvaru:

Az =f,

kde A € R™™™ je matice soustavy a f € R" je vektor pravé strany.

Budeme uvazovat soustavu linearnich algebraickych rovnic takovou, ve které
matice soustavy a pravé strana zavisi na parametru a € U, kde U C R? je
neprazdnd, oteviend mnozina:

Ala)za = f(@) (1.1)

Symbolem z,, jsme oznagcili feseni soustavy (1.1) ptislusné hodnoté parametru
a. V dalsim se nejdifv budeme vénovat diferencovatelnosti zobrazeni z(«) :=
x4 podle tohoto parametru (zatim nevime ani to, zda je to dobte definované
zobrazeni!).

Véta 1.1. Bud U C R? neprdzdnd oteviend mnozina, ddle necht maticovd
funkce A : U — R™™ a vektorovd funkce f : U — R™ spliuji ndsledujici
podminky:

(i) Va € U: A(a) je reguldrni;
(ii) A € CY(U;R™™), f e CYU;R").
Potom ezistuje funkce x : U — R™ splnugici:

A(v)z(a) = f(a) YaeU, (1.2)



kterd je mavic spojité diferencovatelnd na U vzhledem k parametru o a pro
smérovou derivaci z'(a; 3) v bodé o € U a sméru 3 € RY plati:

7'(a; 8) = A() ™ (f' (e B) — Al B)a(e)) (1.3)
kde A'(«; B) a f'(«; B) jsou prislusné derivace A a f v bodé av a sméru 3.

Dikaz. Neni tézké si rozmyslet, ze existenci korektné definovaného zobrazeni
r(a) = A(a) ' f(a)). Uvidime vsak, ze véta o implicitnich funkcich ddva
nejenom existenci funkce x(a), ale také jeji hladkost.

Zvolme «ag € U libovolné. Polozme xy = ,,, tj. FeSeni soustavy (1.1) pro
a = ap a definujme zobrazeni F' : RY x R* — R" vztahem: F(a,z) =
A(a)x — f(«). Potom plati:

o F(ag,x0) =0;
o det V, F(ap,z9) = det A(ag) # 0, nebot dle piedpokladu A(ay) je

regularni;

e 7 vlastnosti (i7) a z toho, ze V,.F(a,z) = A(«a) vyplyva, ze F €
CHU x R™;R").

Tim mame ovérené vsechny predpoklady véty o implicitnich funkcich, tudiz
plati: Uy C U okoli « tak, ze rovnice F(a,z) = 0, a € Uy mé pravé jedno
feSeni z(a) a navic zobrazeni z : a — x(a) je tifdy C'(Uy; R™). Jelikoz
ap € U bylo zcela libovolné, je z € C1(U; R™).

K odvozeni vztahu, ktery spliiuje smérova derivace z’'(«; ) v bodé a a sméru
[ vyuzijeme definici smérové derivace:

A(a+1t8) — Aa)

A’(a;ﬂ):tl_ig}r t ’
f/(a;ﬁ) :tl_{%}'_ f(a—i_tﬁt) —f(Oé).

Bud 3 € R? libovolny, ¢ > 0 realné é&islo. Potom:

Ala+tB)x(a+1tp) = fla+th),
A(a)z(a) = f(a).



Odectenim druhé rovnice od prvni, rozsifenim o ¢len A (a+t5)z(a) — A(a+
tB)x(a) a vydélenim ¢islem ¢ dostaneme rovnost:

oo+ 19) ~r() | Alo+19) -~ Ale)  flat18) - fla)
t t t

Nyni staci provést limitni prechod pro ¢t — 0, a ihned obdrzime hledany
vztah pro smérovou derivaci z’(«; 3):

A(a)r'(o; 8) = f'(a; f) — Al(a; B)z(a), (1.4)

nebot A, f a x jsou zobrazeni tiidy C!, tudiz ptislusné derivace existuji. [

A(a+1tpB)

Necht v dalsim plati pfedpoklady piedchozi véty. Bud J : U x R* — R
libovolné zobrazeni tiidy C'(U x R") a definujme funkci J : U — R jako:

J(a) = J(o, 2(e),

kde z(«) je feseni soustavy (1.2).

V predchozim jsme dokézali, ze z platnosti (i) a (ii) je z € C*(U;R") a tudiz
je také J € C1(U) podle véty o derivaci slozeného zobrazeni. Zvolime-li tedy
libovolny vektor 3 € R?, pak podle vyse uvedené véty dostaneme:

T (0 8) = Vad(a,2(a)" B + Vo (o, z(a)) 2 (e B). (1.5)

Budeme-li chtit poc¢itat J'(«; 3) piimo ze vzorce (1.5), musime pro kazdy
smér 3 € R? navic vyfesit soustavu (1.4), abychom dostali 2’(c; 8). Tomu se
vSak vyhneme, zavedeme-li pojem tzv. adjungovaného stavu a adjungované
soutavy:

A(a) 'p(a) = Vo J(a,z(a)). (1.6)

Transponovanim a vynasobenim z’(«a; () dostaneme:
Vo (a, z(@)) 2’ (a; B) =p" (@) Ala)z'(e; B)
=p" () [f'(a; B) — Al(e; B)a ()]

V posledni rovnosti jsme vyuzili vztah (1.4) pro derivaci 2’ («; 3). Staéi jenom
dosadit odvozenou rovnost do (1.5), ¢imz ziskdme vysledny vztah:

J'(a; 8) = Vad (o, 2())" B+ p' () [f (a5 8) = A'e; B)z(a)]. (1.7)

Vsimnéme si, ze adjungovand soustava (1.6) nezavisi na [, tudiz ji staci
vyfesit pouze jednou, abychom mohli uréit smérovou derivaci J'(«; 3) pro
libovolny smeér 3!



Poznamka. Jiné odvozeni vztahu (1.7) zalozené na metodé Lagrangeovych
multiplikdtoru lze nalézt v knize [1].

Dodatek. Nakonec si ukdzeme piiklad funkce [J (), pro kterou nepotiebujeme
vyresit adjungovanou soustavu, abychom spocitali smérovou derivaci J'(«v; (3)

v bodé a a sméru .

Bud A € R™" symetrickd matice. Potom plati, Ze vektor x € R™ fesi
soustavu Az = f pravé kdyz = minimalizuje jistou funkci J(y). Presnéji:

Ar=f <« z=argminJ(y),
yeR”
1

J(y) = §<y,Ay> —(y, ),

kde (-,-) znaéi standardni skaldrni souc¢in v R™ definovany vztahem

(z,y) == Z%yz Va,y € R™

i=1

Uvazujeme-li soustavu linearnich algebraickych rovnic zavisejici na parametru
«, predchozi tvrzeni muzeme preformulovat nasledovneé:

A(o)z(a) = fla) Vae U <= z(a)=arg Hel]gll J(a,y) Va e U,

T(ey) = 5 (v, Al)y) — (0, f(a)
Definujme J () takto:
T(a) = Ja,a(@)) = 5le(0), Alaata)) — (a(@), f@). (18)

Predpokladejme, ze maticova funkce A («a) a vektorové funkce f(«) spliuji
podminky (i) a (i) z Veéty 1.1. Potom je funkce J(«) spojité diferencov-
atelnd na mnoziné U, nebot f € CY(U), A € CY(U) ax € C'(U) diky prave
zminéné véty.

Symetrii matice A(a) a to, ze x(«) spliuje rovnici A(a)z(a) = f(a)



pouzijeme k odvozeni smérové derivace J'(«a; 3):

(/03 8), A(0)2(0) +2 (a(a), A'(0; B)(a))

T 0) =5 (@ ;
1
2

i
Q
\_/

(; 8), A
— (@(a), f'(a;
( Ala)z(a) — f(a)) + (z(a), Ala; B)z(a))

'

=0

— (z(a), f'(os B))
:%@7(@)7 Al(c; B)a(a) — 2f(c; B).

=(a'

a; B),




Kapitola 2

Projekce v Hilbertovych
prostorech

Uvod. V celé této kapitole dvojice (X, (-,-)) bude znagit realny Hilbertiv
prostor se skaldrnim souc¢inem (-, -). Necht L CC X je podprostor X kone¢né
dimenze.

Cilem tohoto tuvodu je pripomenout, jak k danému prvku z € X nalézt
g € L, ktery je k nému "nejblizsi” v normé prostoru L, tj. ||z — g|| =
min,¢y ||z — z||. K tomu uvedeme bez dukazu dveé véty, zndmé z funkcionalni
analyzy. Prislusné dukazy lze nalézt napiiklad v [2].

Véta 2.1. Necht (X, (-,)) je Hilbertiv prostor, L CC X uzavreny podpros-
tor X. Potom:

Vee X3lgeL: |z—g||= m1£1||$ —z||.
ze
Véta 2.2. Bud (X, (-,-)) Hilbertiv prostor, L CC X uzavieny podprostor.
Necht x € X a g € L. Pak
|z — g :mi}}Hx—zH — (r—g,2)=0, Vz€ L.
FAS]
Ozna¢me {¢1,...,p,} béazi prostoru L, kde n = dim L. Podle Véty 2.2
stacf najit koeficienty oy, ..., o, € R tak, ze pro g = > | a;¢; plati:
(x—g,2) =0 Vz € L.

Jelikoz realny skaldrni soucin je linedrni v druhé slozce, staci nalézt g € L
tak, aby:
(x—g,0;)=0, Vj=1,...,n.
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Tedy:

(a:—Zaigpi,gpj):O, Vi=1,...,n,
i=1

coz je ekvivalentni:

3

a;(@i, pj) = (x,05), Yj=1,...,n. (2.1)
i=1

Soustavu (2.1) muzeme zapsat v maticovém tvaru:
Aa=F, (2.2)

kde o« = (aq,...,a,)T je hledany vektor koeficienttt linedrni kombinace,
F = ((x,¢1),...,(x,00)" je vektor pravé strany a A = ((gpi,goj))?jzl je
matice soustavy, tzv. Gramova matice. 7

Resitelnost soustavy (2.2) a tudiz také existenci nejblizétho prvku dokazuje
nasledujici lemma.

Lemma 2.3. Gramova matice A = ((¢i, ;)i ;=1 definovand jako vyse je
requldrni.

Diikaz. Plyne ihned z linearni nezavislosti bazovych vektoru ¢;, i = 1,...,n.
O

Nyni ukazeme, ze jsme v podstaté zkonstruovali ortogonalni projekci pros-
toru X na jeho konecné dimenzionalni podprostor L = span{epy,..., ¢, }.
Definujme proto zobrazeni P : X — L piedpisem Px = """  a;p; Vo €
X, kde koeficienty «; jsou fesenim soustavy (2.2). Potom operator P je

e linedrni (snadno se ovéii z (2.1)),
eVzecL: Pr=x = P?’=P,
e konecné dimenzionalni = spojity,

e KerP={reX: Y, ap=0={xeX: (z,0)=0Vi}=L"=
(Rng P)*.

Tudiz P je skuteéné ortogondlni projekce X na L.

11



Uloha 2.4. Necht a,b € R, a < b; n € N. Uvazujme déleni A, := {a =
Ty < x1 < -+ < x, = b} intervalu [a,b] a oznacéme L, prostor viech po
castech linedrnich, spojitych funkci na tomto deéleni:

Ln = L(An) = {90 € C[Cl,b], 2 r[ﬂ%‘—laﬂfz‘]e Pl VZ = 1’ T ’n} ?
a jeho podprostor:
Ly == L(A,) = {¢ € Ly; p(a) =0}

Pro dany f € Xy, resp. Xo naleznéme jeho ortogondlni projekci na Ly, resp.
Ly, je-li:

(a) X1 = L?*(a,b) se skaldrnim soucinem:
b
(f9)= [ S@g)ds Vhge X,
(b) Xy ={f € W'2(a,b); f(a) =0} se skaldrnim soucinem:

b
(f.9) = / f@)g (@) de Vige Xa,

kde W12(a,b) je Soboleviiv prostor W2 na intervalu (a,b) a f' €
L*(a,b) znaci slabou derivaci funkce f € Xo.

Poznamka. Na redlné piimce plati, ze W'?(a,b) — C([a,b]) v tom smyslu,
7e pro kazdou tifdu funkcef f € W12(a,b) existuje jeji reprezentant f*, ktery
je spojity na intervalu [a, b] a tudiz m4 smysl pro néj definovat bodovou hod-
notu f*(a). Prostor X, je tedy korektné definovén, nebot pro f € Wh?(a, b)

polozime: f(a) := f*(a).

Lemma 2.5. (a) L, je linedrni podprostor prostoru X;, dim L = n + 1.
Jeho bdzové funkce jsou:

=Ly € [z, 11,
= T1—x0 2
#o(z) { 0 7jinak (2:3)
% , & S [:L‘j—lﬂij
ij(x) = ﬁ y T € [xjaijrl]? (24>
0 jinak

12



LT—Tp—1

, L € [xnflaxn]a
— Tp—Tn—1
#n(2) { 0 jinak,

(2.5)

kde j=1,...,n—1.

(b) L, CC X, dim L, = n a funkce {¢1,...,0n}, definované vztahy (2.4)
a (2.5) tvori bazi tohoto prostoru.

Diikaz. Jde jenom o ovéreni definic, proto jej zde uvadét nebudeme. ]

0
x_0 x_1 e x_n

Obrazek 2.1: Bazova funkce g

0
x 0 ..x {-1} X_j x_{j+1} x_n

Obrézek 2.2: Bazova funkce ¢;, 1 <j<n—1

x_0 x_{n-1} x_n

Obrazek 2.3: Bazova funkce ¢,
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Resend Ulohy 2.4. Reélny skalarni soucin je symetricky, tudiz kazda realnéd
Gramova matice je symetrickd. Navic z definice bazovych funkei je ihned
patrné, ze pro |i — j| > 2 bude a;; = 0, nebot:

ai; = (i, pj) = / 0i(z)p;(z)de = Z/Ik pi(z)pj(x)dx =0,

nebot v kazdém scitanci je aspon jedna z funkef ¢;(z), p;(z) nulova.
Obdobné muzeme odvodit totéz pro piipad (b).

V obou pripadech tedy dostavame symetrickou, tiidiagonalni Gramovu matici.
Pro jeji nenulové prvky v piipadé (a) plati:

e\ 2 T — T
aooZ(@mSOo):/ < - ) dr = . 07 (2'6)

z0 1 — I 3

Q35 = (%',902‘) = / — dx+/ — dr =
zio1 \Ti = Ti—1 o Tit1 — T (2.7)

Ti = Ti—1 | Tiyl — Li _ Ti41l — Li—1 Vi— 1 1
3 3 = 3 t=1,...,n—1,

Tn 2
T — Tp_1 Tp — Tp—1
App = (90n7 Qon) = / (ZE . 1) dr = 3 . (28>

Prvky nad diagondlou ur¢ime analogicky:

o
B R

b
Giiv1 = ($i; Pir1) = / vi(x)pir1(z)de = / dx

_ Tl — Xy

6

Tiv1 — X5 Tigp1 — T4

i

Vi=0,...,n—1. (2.9)

Zbyva sestavit vektor pravé strany, pro néjz podle ivodni ¢asti plati vztahy:

1

r1 — Xo

(f,00) =

/m1 f(z)(xy — ) dz, (2.10)

1 i
(f, i) = x——x_l/ f(@) (@ — xio1) dz

N ;/+ F@) (i1 — ) da, (2.11)

Tiv1 — X4

14



(frgn) = — / " F@) (@ — 2ye) de,

Tp — Tp—1 Tp_1

kde:=1,...,n—1.
V piipadé (b) postupujeme obdobné:

b
ais = (i ) = / (i(x))? de

1 1
= + Vi=1,...,n—1
Ty —Xi-1  Tit1 — X
1
Qnn (90717 Spn) - Ty — Ty
1 .
Qiir1 = (Pis Pig1) = —— Vi=1,...,n—1
Tip1 — T4
T ! 1'2’+1 /
= [ LG g [ S,
zi1 Ti — Ti-1 z Tit1 — T4
Ty — Tj—1 Tiv1 — T4
Tn f/ T f T —f T
Tn—1 Tn — Tp-1 Tp — Tp—1

15
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Kapitola 3

Nalezeni optimalniho déleni

Uvod. V této kapitole se budeme zabyvat prostorem (X1, (-,-)) a L, CC
Xi, resp. (Xo,(+,)) a L, CC Xo, definovanych v Uloze 2.4. Jelikoz nasledujici
uvahy lze provést podobné pro oba piipady, dovolujeme si pro prehlednost
pouzivat jednotné oznaceni X a L (s patficnym skaldrnim souc¢inem (-,-)).
Necht je navic n € N, tj. pocet dil¢ich intervalu intervalu [a, b] pevnd, piedem
zvolena. Pro zjednoduseni dalsiho oznaceni budeme pouzivat symbol A misto
A,

V predchozi kapitole jsme ukazali, jak pro pevné déleni A intervalu [a, b]
a danou funkci f € X nalézt funkci g € L, kterd nejlépe aproximuje f v
normé prostoru X. Vsimnéme si, ze prostor L a tudiz i funkce g zavisi na
volbé déleni, tj. L = L(A) a g = g(A)! To nds motivuje k tomu, abychom

-~

hledali ”optimalni déleni”, neboli A takové, pro které plati:

o~

A =arg min [|f —g(A)]] (3.1)

kde U,y C R™™! je jistd4 mnoZina déleni.

Bude-li mnozina U,y kompaktni a zobrazeni g : U,y — L, A — g(A),
A € Uyy spojité, mame zaruceno existenci optimalniho déleni. Sta¢i si totiz
uvédomit, ze za téchto predpokladu je funkce W(A) := || f — g(A)|| slozenim
spojitych zobrazeni, tudiz sama spojita a kazda spojita funkce na kompaktni
mnoziné nabyva svého minima.

Zduraznéme, ze pocet dilcich intervalu n € N je pevné, hledame pouze
optiméalni rozlozeni uzlu 1, xs,...,x,—1 (krajni body o = a a z,, = b se
nement).

16



Ptirozené se nabizi hledat optimélni déleni v mnoziné vSech moznych
déleni intervalu [a, b]. Bohuzel mnozina

1

{(zo,21,...,2,) ER"™ M a=ag<z1 < - <ap 1 <2, =0b}
neni uzavrend, tudiz nemuze byt ani kompaktni. Proto nemusi existovat
optimalni déleni ve vyse uvedené mnoziné a musime zizit obor ptipustnych
déleni.

Bud 0 < 6 < (b— a)/n. Uvazujme nésledujici déleni intervalu [a, b]:

Us .= { (20, 1,...,2n) ER"™ 29 = a, 1 > 2040, ..., 00 > 2p_1+0, T, =b}.
(3.2)

Lemma 3.1. MnoZina Us C R™! je kompaktni.

Diikaz. Ziejmé Us C [a,b]""!, tudiZ je omezend. Ke kompaktnosti zbyva

ukdzat, ze Us je uzaviend. Mé&me proto posloupnost {AF} . C Us, AF =

(xk b ... 2F) a piedpoklddejme, 7e:

A = (xg,21,...,2,) ER"™ AP Ak — o0,
coz je ekvivalentni:
Vi=0,...,n: xf—>xi, k — oo.
Podle predpokladu ptitom plati:
VkeNYi=0,...,n—1: af —af >4
Po limitnim ptrechodu pro k£ — oo dostaneme:
Vi=0,....,.n—1: x;01 —x; >9.

Tedy A € Us a tudiz je mnoZina Us C R™™! kompaktni. O

V dalsim budeme ptredpokladat, ze U,y = Us, kde Us je definovano prave
pomoci (3.2).
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VysetFeme nyni spojitost zobrazeni g : Uy,q — L, A +— g(A) pro A € Uy,
kde g(A) je prvek nejlepsi linedrni aproximace na A € Uyq. Dle predchozi
kapitoly:

g(A) =) ai(A)gi(A) VA € U, (3.3)

kde vektor koeficientii linedrni kombinace a(A) = (ao(A),...,an(A)T,
resp. a(A) = (a1(A), ..., a,(A))T fesf soustavu (2.2):

A(A)a(A) = F(A) VA € Uy, (3.4)

Prvky matice A(A) jsou dény vztahy (2.6)-(2.9), resp. (2.13)-(2.15), a prvky
vektoru F'(A) maji tvar (2.10)-(2.12), resp. (2.16)-(2.17).

Ze vztahu (3.3) je patrné, ze zobrazeni g(A) bude spojité na mnoziné
Uaq jakmile tam budou a;(A) a ¢;(A) spojité. Neni tézké si rozmyslet, ze
je to pravda jak pro X = X, tak pro X = X,. Na druhou stranu, budou-li
A(A) a F(A), A € Uy tiidy C', bude zobrazeni a(A) tiidy C? (viz. Vétu
1.1). K tomu, abychom mohli pouzit teoretické vysledky prvni kapitoly, je
zapotiebi mit funkce A a F alespoii tiidy C'. Vysetieme tedy za jakych
podminek to nastava.

(a) Necht X = X; a L = L,. Z (2.6)-(2.9) je hned ziejmé, ze mati-
covd funkce A(A), A € U,q je spojité diferencovatelna podle z; pro kazdé
i =1,...,n— 1, tudiz je tiidy C' na U,. Symbolem A’(A;x;) ozna¢me
derivaci matice A(A) podle proménné x;. Zrejmé v matici A’(A; x;) je pouze

6 nenulovych ¢lenu proi = 1,...,n—1 (protoze krajni body zg = aaz, =b
jsou pevné, budou nés zajimat jenom derivace podle x; proi =1,...,n—1):
8@5;;1 (A) = %’ (3.5)

gi (A) =0, (3.6)

aag;;iﬂ (A) = _%’ (3.7)

et == @)
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pro kazdé 1 =1,...,n — 1. Je tedy:

1 1
/ ila 6 1
1 1
6 3

kde kromé vyznacenych jsou vSechny ostatni prvky matice A’ (A x;) nulové

Necht f € C([a,b]). Potom neurcity Lebesgueuv integrdl H(z) = [ f(t)
je primitivn{ funkce k f na intervalu [a, b] a plati: H'(z) = f ( )V:B € |a, b]
Tuto vlastnost vyuzijeme pii pocitani F'(A; x;), kde F'(A; x;) znaci derivaci
vektorové funkce F'(A) podle proménné x;. Vsimnéme si, ze nejvyse 3 slozky
pravé strany (2.10)-(2.12) zavisina z; (i = 1,...,n—1) a to prostfednictvim
0i—1(A), ©i(A) a @;1(A). Derivaci pravé strany F(A) podle z; zustanou
nenulové tyto slozky:

G tpin(@) = 50 (= [ o= ) ar)

0 1 i
axz <xz Ti—1 / f dx) a axz (xz Ti—1 Tiq f<x)x dx)
:ZL“—QZI 1_%/‘%‘ f( )d +x1f($z)

(xz — Ty 1 — Ti—1
/ f(z)xdx — f(:v,):rz
i — Lij— 1 i — Li—1

- m / f(x)(x — zi—q)dx. (3.10)

Obdobné dostaneme:

0 1 Ti+1
oz, freilA) = m/ f(@) (201 — @) da
N (z: — 2i_1) / fl@)(x —2iy)dr, (3.11)
0 1 Tis1
a_xi(fa vir1(A)) = —m /I f(2)(zip1 — x)dx (3.12)
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pro kazdé 1 =1,...,n— 1.

Ukazme, ze tyto funkce spojité zavisi na A € U,y. K tomu vyuzijeme fakt,
ze neurcity Lebesguetuv integral integrovatelné funkce je absolutné spojity
jako funkce integracni meze. Upravme napiiklad (3.10) nasledovné:

0 1 Ti
o @)= [ - s e

1 T; 1 Ti—1
Gy ), O G e

_—(xi ?51)2/& f(x)dx—l——xi_l 2/a . f(x)dzx.

(xi - $i71)

C(Uaa) plro kazdéi=1,....n—1aj=0,...,n, tedy F(A) € CYUy,y).
(b) Je-li X = Xy a L = L,, potom vztahy (2.13)-(2.15) definuji C"*
maticovou funkci a jeji prvky jsou dany vztahy:

Tudiz 22 (f,i—1) € C(Uaq). Analogicky mizeme dokazat, ze 52~ (f,p;) €

&Lg—aj_l(A) e 1%_1)2 o

ZCZ (8)= (@ —1951'1)2 " o 1_ zi)* S
aag_;:H(A) - 1_ ot (3.15)

B TR TVt e o

pro kazdé i = 1,...,n — 1. Ostatni prvky matice A’(A;z;) jsou nulové.

Naopak diferencovatelnost F'(A) v tomto pripadé vyzaduje, aby funkce f
mela spojitou slabou derivaci. Potom analogicky, jako jsme postupovali pii
odvozeni (3.10)-(3.12) muzeme urécit derivaci F'(A; z;). K tomu potiebujeme
tvar slabych derivaci bazovych funkei:

1

Ti—1—Ti—2

, T € (Time, i),

Y1 (z) = e T E (T, ),

0 jinak
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mi—:lni_l , T € (xi—laxi)a

sz(x) - Tig1—x; S (xwxz—l—l)a
0 jinak
: € (i, i)
Tit1—x; x Tiy Tiy1),
() = — T € (Tiy1, Tiro)
907,4-1 Tito—Tit1 i+1y Li+2)
0 jinak.
0 —
x_0 xﬁ(i‘—l) xLi xﬁ(i‘+l} x_n

Obrazek 3.1: Slaba derivace bazové funkce ¢;

Potom plati:

Mot =g e g (o [ re)

- - i ! ) do — f/($z
(m — .’Ez‘—1)2 /gci1 flz)d T; — Ti_1
_ fxs) — floiy) — f/(@:) (2 — 241) (3.18)

(l"i - $i—1)2 7

a vidime, Ze prava strana spojité zdvisi na A € Uy,g, nebot f, f' € C([a,b]).
Obdobné:

of,ei) _ _f(xi+1) — f(@) = f(@i)(@ip1 — x)

Oz; B (iUz‘+1 - fEi)Q
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[, pis1) _ (i) = flog) = /(@) (0 — 29)
(%i N (ZL‘,'_H - CL’Z‘)Q ’ (320)

proi =1,...,n— 1. Ostatni slozky F'(A;x;) jsou i v tomto piipadé nulové.
Shrime dosavadni vysledky do dvou vét.

Véta 3.2. (a) Necht f € C(a,b). Potom maticovd funkce A : U,qy —
ROFDX0HD definovand vztahy (2.6)-(2.9) a vektorovd funkce F : Uy —
R definovand vztahy (2.10)-(2.12) jsou tridy C*(U,q) a jeji smérové derivace
A'(Ayx;), resp. F'(Asa;) v bodé A € Uyg a ve smérux; (1 =1,...,n—1)
splriugi (3.5)-(3.9), resp. (3.10)-(3.12).

(b) Necht f € Xy md spojitou slabou derivaci: f' € C([a,b]). Potom
funkce A : Uyg — R™™ a F : Uyg — R™ definované vztahy (2.13)-(2.15) a
(2.16)-(2.17) jsou spojité diferencovatelné na mnoziné Uuq a pro jeji smérové
derivace v bodé A € Uyq a ve sméruz; (i =1,...,n—1) plati vztahy (3.13)-
(3.17), resp. (3.18)-(3.20).

Véta 3.3. Necht f € X spliuje predpoklady predchozi véty. Potom dloha
(3.1) md v mnoziné U,y Tesent, t.j. existuje optimdlni déleni A € U,y inter-
valu [a,b] o n uzlech spliugici:

If = 9(A)| = min min |[f - h].

A€Uqq heL(A)

Je snadno videét, ze feseni tlohy (3.1) je ekvivalentni minimalizaci funkce
® : U,q — R definované predpisem:

O(A) = |[f = g = [IFI* + llg(A)I* = 2(f, 9(A)).

Prvni ¢len v definici ®(A) nezavisi na déleni A, tudiz k uréeni optimélniho
déleni staci minimalizovat nasledujici funkci:

T(A) = [lg(A)* = 2(f,9(A)) YA € Uaa. (3.21)
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Po upravach dostaneme ekvivalentni zapis:

T(8) (g(A), 9(2 >>— 2(f.9(4)
=) (), 3 ()8 =201 Zam

ZW@%AVMMA»—%MANWA» (3.22)
=F(A)
— —(a(A), F(A)). (3.23)

Aby nedoslo k nedorozumeéni o jaky skalarni soucin se jednd, uzili jsme
znaceni (-,-) pro standardni skaldrni soucin v R"*! resp. R, stejné jako
v prvni kapitole.

Porovndme-li J(A) prostiednictvim (3.22) s funkciondlem definovanym
v Dodatku prvni kapitoly, zjistime, ze se rovnaji az na multiplikativni kon-
stantu. Jsou-li navic splnény predpoklady Véty 3.2, plati dle zminéného do-
datku vztah pro smérovou derivaci J'(A;z;) v bodé A € U,y a ve sméru x;
(i=1,...,n—1):

T (A;x;) = (a(A), A(A; z)a(A) — 2F'(A; ;). (3.24)
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Kapitola 4

Numerické experimenty

Uloha nalezenf optimalniho déleni intervalu byla naprogramovana pro
Ulohu 2.4 s nésledujicimi daty:

e (a,b)=(0,1),
o f(z)=aP, pro 8 =0.51,0.65,0.8,

Uwa = Us pro § = 107%,107°,1079, kde Us je ddna vztahem (3.2),

n=2,4,8,16,32,64,128.

Ziejmé 2° = 0 pro = 0 a 8 > 0. K tomu, aby funkce f(x) = 2% €
W12(0,1), musi platit nésledujici omezeni na parametr 3:

1 1
||xﬁ|\§<2 = / ((avﬁ)’)2 dr = 52/ 2 72dr < 00 = 260 —-2>—1
0 0

1
<:>6>§.

Potom f € X5 a soucasné f € X7, navic plati:

1
1
1%, = / 2 de =

20+ 1’

1 2
B, = 57 [ a2 e = 5
o 28— 1
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Podle definice z predchozi kapitoly (viz. (3.1)), optimalni déleni je déleni
A, € U,q pro které:
. . o . . 2 _ 2 .
®(An) = min O(An) = min [If—g(A)["=[f]"+ min T(An),

kde funkcional J je dan ptedpisem (3.21), nebo ekvivalentné (3.23).
Nazvéme velicinu ®(A,,) chybou aprozimace na déleni A, € U,g.

Poznamka. Jeden z praktickych aspektu definice mnoziny U,y := Uy je
to, ze sousedici uzly se nemohou dostat "ptilis” blizko k sobé: jinak by se
mohlo stét, ze x; &~ ;41 a pii sestaveni matice A(A,) na pocitaci bychom
dostali chybové hlaseni o déleni nulovou. Abychom se tomu vyhnuli, nabizi
se definovat mnozinu U,y pravé vztahem (3.2), ktery navic dovoluje uzlum
déleni relativné velkou flexibilitu.

Co se tyce vlastni realizace, numerické vysledky byly ziskany pomoci ko-
meréniho softwaru MATLAB(), pricemz k minimalizaci funkcionédlu J(A,,)
byla pouzita funkce fmincon. Ta je zalozena na kvazi-Newtonové metodé k
mace o pouzité funkci bychom ¢tenare odkéazali na online help, viz. stranky
[3]. Zminime se vSak o jedné dulezité vlastnosti funkce fmincon, a sice, ze
jako vstupni hodnotu ji muzeme predat gradient funkce J. Tim usnadnime
minimalizaci , protoze diky jednoduchym tvarum matic A’(A,; z;) a vektora
F'(Ay; ;) je vypocet J'(Ay; ;) podle (3.24) zcela nendrocny.

Poznamka. Vzhledem k tomu, jak je norma definovana v prostorech X;

~ o~ s

timalniho déleni se budou hromadit kolem nuly a to hlavné pro X = Xy,
nebot tatdz funkce % ma vétsi normu v X,. Navic lze predpokladat, ze ¢im
bude 3 blize hrani¢ni hodnoté %, tim razantnéjsi bude pfemistovani uzla.

O tom, ze tato intuice je spravnd, svedéi nasledujici ¢tyti obrazky.
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Aproximace funkce x~ po castech linearnimi funkcemi v X1

1 -
0.8f
0.6
0.4}
0.2 R
E XB
—%— rovnomerné deleni
—©6— optimalni deleni
0 . L I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Obrézek 4.1: 3=0.65,n =2, 5 = 107°
Aproximace funkce xP po castech linearnimi funkcemi v X,
1
0.9 |
0.8} R
0.7f R
0.6 |
0.5 R
0.4} R
0.3f |
0.2} g
<P
0.1F —%— rovnomerné deleni |+
—O©— optimalni deleni
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrézek 4.2: 3=0.65,n=2,5 =107°
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Aproximace funkce xP po castech linearnimi funkcemi v X

0.16 ]
0.14 ]
0.12 b

0.1 ]
0.08 )
0.06 ]
0.04 ]

<B
0.02 —%— rovnomerné deleni|
—&— optimalni deleni

-0.05 0.05 0.1

Obrézek 4.3: f=0.51, n =16, § = 107° (zvétseny)

Aproximace funkce P po céastech linearnimi funkcemi v X,

0.12 E
0.1 |
0.08f h
0.06 h
0.04 h
0.02f X" -
’ —%— rovnomerné deleni

—6— optimalni deleni
0. 02 0.

-0. 02 04 0.06 0.08

Obrézek 4.4: f=0.51, n =16, § = 1075 (zvétseny)
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Zvolime-li 3 z intervalu (%, 1), bude funkce x” piili§ reguldrni, jakozto

prvek L?*(0,1) a proto nedostaneme podstatné lepsi odhady pomoci op-
timalniho déleni: fad konvergence zustava stejny, jako pfi aproximaci na
rovnomérném déleni. Navic ani posun uzlu neni dostateéné markantni, proto
jsou vysledky stejné pro 6 = 107*,107%,107°.

Chyby aproximace na rovnomérném a optimélnim déleni jsou znazornény
v nasledujicich tabulkach, resp. grafech.

Tabulka 4.1: Chyby aproximace pro § = 0.51 v X;
H H rovnomérné déleni \ optimélni déleni H

n=2 | 0.00062352225591 | 0.00023741975036
n=4 | 0.00015489119360 | 0.00002096300694
n=2_8 | 0.00003822152676 | 0.00000159113760
n =16 || 0.00000942580440 | 0.00000016534591
n =32 || 0.00000232413223 | 0.00000006664978
n =64 || 0.00000057304132 | 0.00000003148067
n = 128 | 0.00000014128789 | 0.00000001021295

Tabulka 4.2: Chyby aproximace pro § = 0.65 v X;

H

H rovnomeérné déleni \ optimalni déleni H

n =2 | 0.00028398398248 | 0.00011839512620
n=4 | 0.00005823891027 | 0.00000982820914
n=2_8 | 0.00001184946329 | 0.00000071893953
n =16 || 0.00000240764332 | 0.00000018807677
n = 32 || 0.00000048899424 | 0.00000003828210
n = 64 || 0.00000009930233 | 0.00000000777939
n = 128 | 0.00000002016476 | 0.00000000200715
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2
X

chyba: || f - g@) |

Tabulka 4.3: Chyby aproximace pro = 0.8 v X;

H

H rovnomeérné déleni ‘ optimalni déleni H

n=2 0.00007678955287 | 0.00003583587987
n=4 0.00001286030803 | 0.00000281719338
n=3~a 0.00000213134063 | 0.00000019963875
n =16 | 0.00000035217639 | 0.00000002964207
n =32 | 0.00000005812711 | 0.00000000839131
n = 64 | 0.00000000958974 | 0.00000000228827
n = 128 || 0.00000000158130 | 0.00000000056859
Chyba aproximace pro 3 = 0.51 v prostoru X1
10°

10

—%— rovnomerne deleni

—©6— optimalni deleni pro 3=10"°
-a| | —9— optimalni deleni pro 3=10"°
optimalni deleni pro =107

107}

107}

10 '

10

h=1/n

10 10

Obrazek 4.5: 3 = 0.51 v prostoru X,
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Chyba aproximace pro =0.65 v prostoru X1

10_ T T
—%— rovnomerne deleni
—&S— optimalni deleni pro 3=107°
10" F| —— optimalni deleni pro 5=107 3
optimalni deleni pro 3=107*
-5
ax 107F 5
g
o
L1007 1
»
o)
Z2
o 10 4
10° o |
6]
107 - ‘_2 ‘—1
10 10 10 10
h=1/n
Obrazek 4.6: = 0.65 v prostoru X,
Chyba aproximace pro 3=0.8 v prostoru Xl
-4
10 T T
—%— rovnomerne deleni
—©&— optimalni deleni pro 3=107°
10° H —o— optimalni deleni pro 5=107° E
optimalni deleni pro 8=10"*
-6
ax 107 ¢ .
g
(=]
Lok 1
p”
o
2 e
[5} 10 = 4
10° } 1
[6]
10—10 - ‘_2 - o
10 10 10

h=1/n

Obréazek 4.7: = 0.8 v prostoru X;
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Provedeme-li nyni numerické testy pro stejné funkce z° v prostoru Xo,
muzeme spatiit vice odlisnosti. Cfm je 3 bliz %, tim je vyraznéjsi vliv volby
mnoziny Us. Pro mensi § dostaneme zfejmé lepsi aproximace, nebot dovolu-
jeme délicim uzlum veétsi svobodu. Pii aplikaci se ale brzy dostane podstatna
¢ést délicich bodu (tj. uzly, které jsou bliz mista, kde funkce je ”citlivéjsi”)
0-blizko k sobé a tim padem chyba aproximace klesa velmi pomalu. Jak je z
obrazki déle patrné, nebude-li funkce 22 7 piilis singuldrni”, mizeme pomoci
optimélniho déleni zlepsit i fad konvergence.

Chyba aproximace pro f=0.51

—*— rovnomerne deleni
—f&— optimalni deleni pro 3=107*
—&— optimalni deleni pro §=10"°
—<— optimalni deleni pro 3=107°
N_)(N
g
(=]
|
% 10'f .
Ke)
>
<
[&)
10° 107 107" 10°
h=1/n

Obrazek 4.8: 3 = 0.51 v prostoru X,
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2
X

chyba: || f - g@) ||

2
X
=
o
T

chyba: || f - g@) |

Chyba aproximace pro =0.65

10

T T

—%— rovnomerne deleni
—&— optimalni deleni pro =10~
—©S— optimalni deleni pro 3=107°
—<— optimalni deleni pro 3=107°

2|

10

10

10

107 10"

h=1/n
Obrazek 4.9: 3 = 0.65 v prostoru Xs

Chyba aproximace pro 3 = 0.8

-2

-3

10

T T

—*— rovnomerne deleni
—&— optimalni deleni pro &=10"*
—S— optimalni deleni pro 3=107°
~—<%— optimalni deleni pro 8=10"°

10

10° 10 10
h=1/n

Obrazek 4.10: § = 0.8 v prostoru X,
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Na Obrazcich 4.5 - 4.7 jsme vidéli, jak se chova chyba aproximace na
optimélnim déleni pro regularni funkce v prostoru X;. Ukazeme nakonec
piipad, kdy funkce z° je dost singuldrni, tj. 3 je blizko hraniéni hodnoté

1 )
—3, nebot

1
? € 12(0,1) & (> —5

Chyba aproximace pro 3 = -0.495

—*— rovnomerne deleni
10" —8— optimalni deleni pro 3=107* R
—©6— optimalni deleni pro 5=10">
10"%"F| —%— optimalni deleni pro 5=10"° -
L 10" 1
g
(=]
| 101.95 | i
o
_g 101.94 | _ _ _ i
g G 5 5 S| =
10+ )
e}
10+ )
101.91 | i
10° 107 107" 10°

h=1/n

Obrazek 4.11: = —0.495 v prostoru X;
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